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Abstract

This work is an introduction to Stochastic partial differential equations (SPDEs). We
study the stochastic calculus needed to define the equations, discuss the existence
and uniqueness of solutions and, in the last place, we make use of the Malliavin
calculus in order to study some properties of the law of the solutions of some SPDEs.

The first chapter is devoted to the definition of the space-time white noise. Fo-
llowing John B. Walsh’s theory [5], we define the stochastic integral of deterministic
and random functions with respect to the white noise.

The second chapter is devoted to the understanding of what partial differential
equations (PDEs) are, which phenomena do they model and what variations lead to
the random model. We state and prove a result about the existence and uniqueness
of solutions and we apply it to the particular cases of the stochastic heat equation
and stochastic wave equation.

Finally, in the third chapter we study the Malliavin calculus. This is a theory
(initiated by Paul Malliavin and developed by David Nualart and Marta Sanz [12]
[13]) that extends the classical rules of differential and integral calculus to random
variables. We study the relationship between the Malliavin calculus and the law of
random variables, stating and proving a result about the absolute continuity of the
solutions of some SPDEs.

Resum

Aquesta memòria és una introducció a les Equacions en derivades parcials estocàsti-
ques (EDPEs). S’estudia el càlcul estocàstic necessari per poder definir-les, discutir
l’existència i unicitat de solucions i per últim, es fa ús del càlcul de Malliavin per
estudiar algunes propietats sobre la llei de les solucions d’algunes EDPEs.

El primer capítol està dedicat a definir el soroll blanc espai-temps. Seguint la teo-
ria de John B. Walsh [5], definim la integral estocàstica tant de funcions deterministes
com aleatòries respecte el soroll blanc.

El segon capítol està dedicat a comprendre què són les equacions en derivades
parcials (EDPs), quins fenòmens modelen, i quines variants donen peu al model alea-
tori. S’enuncia i es demostra un resultat d’existència i unicitat de solucions i s’aplica
als casos particulars de l’equació de la calor estocàstica i l’equació d’ones estocàsti-
ca.

Per últim, al tercer capítol estudiem el càlcul de Malliavin. Aquesta és una te-
oria (iniciada per Paul Malliavin i desenvolupada per David Nualart i Marta Sanz
[12],[13]) que extén el càlcul diferencial i integral clàssic a variables aleatòries. Es
veu quina relació té el càlcul de Malliavin la llei de variables aleatòries, tot enunciant
i demostrant un resultat sobre la llei de les solucions d’algunes EDPEs.
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1.4.1 Teoria de Martingales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.4.2 Integral de funcions previsibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Equacions en derivades parcials estocàstiques 18

2.1 Equacions en derivades parcials deterministes . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.1.1 Problemes ben definits (Well-posed problems) . . . . . . . . . . . . 19

2.1.2 Solucions fonamentals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2 Equacions en derivades parcials estocàstiques . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.1 El model aleatori i discussió de l’existència i unicitat de solucions. 26

2.2.2 Formulació del problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.2.3 Aplicacions del teorema: L’equació de la calor estocàstica i l’equa-
ció d’ones estocàstica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3 Càlcul de Malliavin i aplicació a les EDPEs 33

3.1 Caos de Wiener . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.1.1 Polinomis d’Hermite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.2 Càlcul de Malliavin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.2.1 L’operador de derivació (derivada de Malliavin) . . . . . . . . . . . 35

3.2.2 L’operador de divergència (integral de Skorohod) . . . . . . . . . . 36

3.3 Càlcul de Malliavin amb integrals múltiples de Wiener . . . . . . . . . . 37

3.3.1 Integrals múltiples de Wiener . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.3.2 Derivació i integració de Skorohod en el caos de Wiener . . . . . . 39

3.3.3 Càlcul diferencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.4 Criteri de continuitat absoluta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.5 Aplicació del càlcul de Malliavin a les EDPEs . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4 Conclusions 51

A APÈNDIX 52

iii



A.1 Eines d’anàlisi real . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

A.2 Eines d’anàlisi funcional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

A.3 Lema de Gronwall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

A.4 Desigualtat de Burkholder per martingales a valors en un espai de Hilbert 55

iv



Durant tot el treball hi haurà implícit un espai de probabilitat (Ω,F ,P) complet.

1 Càlcul estocàstic i integració estocàstica

1.1 Processos estocàstics

Definició 1.1. Sigui I un conjunt arbitrari. Un procés estocàstic X indexat per I és
una família de variables aleatòries X = {Xt; t ∈ I}. També ho podem veure com una
aplicació

X : (t, ω) ∈ I × Ω −→ Xt(ω) ∈ R (1.1)

tal que per a tot t, Xt és una variable aleatòria.

Definició 1.2. Siguin X = {Xt; t ∈ I} i Y = {Yt; t ∈ I} dos processos estocàstics. Y

és una versió de X si per a tot t ∈ I,

P(Xt = Yt) = 1.

Definició 1.3. Sigui {Xt; t ∈ I} un procés estocàstic. Per a cada ω ∈ Ω, l’aplicació
t ∈ I → Xt(ω) s’anomena trajectòria del procés.

En el cas en que I sigui un subconjunt d’un espai euclidià, és interessant preguntar-
se sobre la possible continuitat de les trajectòries d’un procés. El resultat següent
ajuda a resoldre aquesta qüestió:

Teorema 1.4. (Continuitat de Kolmogorov) Sigui {Xt; t ∈ I} un procés estocàstic on
I és un interval finit de R. Si existeixen constants α > 1, p > 0 tals que

E (|Xt −Xs|p) ≤ C|t− s|α

per a tot s, t ∈ I, on C > 0, aleshores existeix una versió de {Xt; t ∈ I} amb trajectò-
ries contínues.

Demostració. Veure, per exemple, [8]. □

Igual que podíem determinar la llei d’una variable aleatòria i/o d’un vector aleato-
ri, és natural preguntar-se si podem determinar la llei d’un procés estocàstic. Primer
de tot, necessitem saber que entenem per llei d’un procés estocàstic.

Definició 1.5. Donat un procés estocàstic X = {Xt; t ∈ I}, definim les seves distri-
bucions conjuntes en dimensió finita com la família de lleis multidimensionals dels
vectors aleatoris (Xt1 , . . . , Xtn) per a tot t1, . . . , tn ∈ I i per a tot n ≥ 1.

Amb la suficient informació sobre el procés, podem determinar la seva familia de
distribucions en dimensió finita. La pregunta natural que hom es fa és: si disposem
d’una família de lleis Pt1,...,tk , existeix un procés X de tal manera que les seves dis-
tribucions conjuntes en dimensió finita siguin Pt1,...,tk? El teorema següent ens dona
una resposta a aquesta pregunta:
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Teorema 1.6. (Extensió de Kolmogorov) Considerem la familia

{Pt1,...,tk ; t1, . . . , tk ∈ I} (1.2)

on:

• Pt1,...,tk és una probabilitat a Rk.

• Si {ti1 , . . . , tim} ⊂ {t1, . . . , tk} aleshores Pti1 ,...,tim
és la llei marginal de Pt1,...,tk .

Aleshores existeix un procés estocàstic {Xt; t ∈ I} de tal manera que la llei dels
vectors aleatoris (Xt1 , . . . , Xtk) és (1.2).

Demostració. Es pot trobar a [9]. □

En aques treball ens centrarem sobretot en un tipus de processos anomenats pro-
cessos gaussians. Direm que un procés X = {Xt; t ∈ I} és gaussià si les distribucions
conjuntes en dimensió finita de X són distribucions gaussianes. Per justificar l’exis-
tència d’aquests processos, farem ús del teorema d’extensió de Kolmogorov procedint
de la següent manera:

Sigui K : I × I → R simètrica i definida no-negativa. Fixem t1, . . . , tk ∈ I, denotem
per Γ la matriu Γ = (K(ti, tj))1≤i,j≤k i Pt1,...,tk ∼ N(0,Γ). Per a cada {ti1 , . . . , tim}
tenim

A(Xt1 , . . . , Xtk)
T = (Xti1

, . . . , Xtim )T

on

A =

δt1,ti1 · · · δtk,ti1
· · · · · · · · ·

δt1,tim · · · δtk,tim

 .

El vector (Xti1
, . . . , Xtim ) segueix una llei gaussiana de mitjana 0 i de matriu de

covariàncies AΓAT . Ara bé,

AΓAT = (K(tir , tis))1≤r,s≤m.

Per tant les hipòtesis del teorema d’extensió de Kolmogorov se satisfan.

De la mateixa manera que les lleis gaussianes venen completament determinades
per un vector d’esperances i una matriu de covariàncies, un procés gaussià ve deter-
minat per una funció mitjana µ(t) = E(Xt) i una funció covariància Γ(s, t) = C(Xs, Xt).

En la secció següent, estudiarem en profunditat un procés gaussià clau pel desen-
volupament de les equacions en derivades parcials estocàstiques.

1.2 Soroll blanc en R2

Definició 1.7. Considerem l’espai de mesura (R2,B(R2),m) on m denota la mesura
m(dx, dt) = 1(0,∞)(t)dxdt, i sigui Bb(R

2) el conjunt de Borelians A de R2 tals que
m(A) < ∞, . Un soroll blanc basat en m és una aplicació

Ẇ : A ∈ Bb(R
2) 7→ Ẇ (A) (1.3)

complint les següents propietats:
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• Ẇ (A) és una variable aleatoria amb llei N(0,m(A)).

• Si A ∩ B = ∅ aleshores Ẇ (A) i Ẇ (B) són independents i, a més, Ẇ (A ∪ B) =

Ẇ (A) + Ẇ (B) q.s.

Per justificar l’existència d’aquest procés, observem que el soroll blanc enR2 és un
procés gaussià indexat per Bb(R

2). Com E(Ẇ (A)) = 0, definim µ(A) = 0 i Γ(A,B) =

m(A ∩B). El teorema d’extensió de Kolmogorov ens dona, doncs, l’existència de Ẇ .

1.3 Integració de funcions deterministes respecte Ẇ

1.3.1 El procés isonormal

En aquesta secció construirem un procés {Ẇ (h);h ∈ L2(R2,m)} i per a cada h ∈
L2(R2,m), direm que Ẇ (h) és la integral de h respecte Ẇ .

Considerem novament l’espai de mesura (R2,Bb(R
2),m) i sigui Ẇ un soroll blanc

basat en m. Construïm Ẇ (h) de la forma següent: donat A ∈ Bb(R
2), definim

Ẇ (1A) := Ẇ (A). En general, per a
∑k

j=1 cj1Aj on cj ∈ R i Aj ∈ Bb(R
2) disjunts

dos a dos definim

Ẇ

 k∑
j=1

cj1Aj

 :=
k∑

j=1

cjẆ (Aj).

A les funcions del tipus
∑k

j=1 cj1Aj les anomenem funcions simples. Denotem per S

el conjunt de funcions simples. Observem que Ẇ és comporta de forma lineal amb
les funcions de S.

L’asignació anterior està ben definida:

Proposició 1.8. Sigui h ∈ L2(R2,m) tal que h admet les representacions

h =

k∑
j=1

cj1Aj ,

h =

l∑
s=1

ds1Bs .

Aleshores

Ẇ

 k∑
j=1

cj1Aj

 = Ẇ

(
l∑

s=1

ds1Bs

)
q.s.

Demostració. Observem que si anomenem Cj,s = Aj ∩ Bs, sobre Cj,s es té cj = ds.
Aleshores h admet també la representació

h =

k,l∑
j,s=1

αj,s1Cs,j

on els coeficients satisfan α2
j,s = cjds. Amb aquestes consideracions, fem el càlcul:
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E

Ẇ

 k∑
j=1

cj1Aj

− Ẇ

(
l∑

s=1

ds1Bs

)2
=E

Ẇ
 k∑

j=1

cj1Aj

2+ E

Ẇ (
l∑

s=1

ds1Bs

)2
− 2E

Ẇ
 k∑

j=1

cj1Aj

 Ẇ

(
l∑

s=1

ds1Bs

)
=

k∑
j=1

c2jm(Aj) +

l∑
s=1

d2sm(Bs)− 2

k∑
j=1

l∑
s=1

cjdsm(Aj ∩Bs)

=

k∑
j=1

c2jm(Aj) +

l∑
s=1

d2sm(Bs)− 2

k,l∑
j,s=1

α2
j,sm(Cj,s) = 2||h||L2(R2,m) − 2||h||L2(R2,m) = 0

(1.4)

i obtenim el resultat desitjat. □

Ara ens interessa definir Ẇ (h) per a una h ∈ L2(R2,m) qualsevol. Ens recolzarem
en els següents resultats:

Proposició 1.9. El conjunt de funcions simples S és dens en L2(R2,m).

Demostració. Es pot trobar a [14]. □

Gràcies a aquesta proposició, sabem que tota funció h ∈ L2(R2,m) es pot aproxi-
mar per funcions simples. És a dir, per a tota h ∈ L2(R2,m), existeix una successió
{hn;n ≥ 1} ⊂ S tal que ||h− hn||L2(R2,m) → 0 quan n → ∞.

Teorema 1.10. Sigui h ∈ S, aleshores∣∣∣∣∣∣Ẇ (h)
∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

= ||h||L2(R2,m)

Demostració. Com h ∈ S, podem suposar que h =
∑k

j=1 cj1Aj on els coeficients cj
són reals i els conjunts Aj ∈ Bb(R

2) són disjunts dos a dos. Tenim doncs:∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣Ẇ

 k∑
j=1

cj1Aj

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

=

k∑
j=1

c2jm(Aj)

=

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

k∑
j=1

cj1Aj

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
L2(R2,m)

.

□

Sigui h ∈ L2(R2,m) i sigui {hn;n ≥ 1} ⊂ S tal que ||h − hn||L2(R2,m) → 0. Gràcies

a la linealitat de Ẇ i al teorema 1.10, la successió {Ẇ (hn);n ≥ 1} és de Cauchy
en L2(Ω) i, com L2(Ω) és complet, {Ẇ (hn);n ≥ 1} és convergent. Per tant, podem
definir, per a una h ∈ L2(R2,m) qualsevol, Ẇ (h) = limn→∞ Ẇ (hn) (on aquest límit és
en L2(Ω)). Aquesta definició és correcta gràcies a la següent proposició:
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Proposició 1.11. Sigui h ∈ L2(R2,m). Aleshores Ẇ (h) no depèn de la successió que
aproxima h en L2(R2,m).

Demostració. Com Ẇ es comporta de manera lineal amb les funcions simples, per un
argument d’aproximació deduïm que Ẇ (·) és una aplicació lineal en L2(R2,m). Ara,
donada h ∈ L2(R2,m), considerem {h1n;n ≥ 0} i {h2n;n ≥ 0} dues successions que
convergeixen a h en L2(R2,m). Per la propietat de linealitat i d’isometria trobem que

||Ẇ (h1n)− Ẇ (h2n)||L2(Ω) = ||Ẇ (h1n − h2n)||L2(Ω) = ||h1n − h2n||L2(R2,m) → 0,

i per tant Ẇ (h) no depèn de la successió que aproxima h. □

Notacionalment, escriurem

Ẇ (h) =

∫
R2

h(x, t)W (dx, dt)

i direm que Ẇ (h) és la integral de h respecte Ẇ .

1.4 Integració d’objectes aleatoris respecte Ẇ

En la secció anterior hem construit la integral d’una funció determinista h ∈ L2(R2,m)

i ara volem extendre la definició al cas en que l’integrand sigui un objecte aleatori.
Per això, seguirem la teoria desenvolupada per Walsh ([4], [5], [7]). Per poder desen-
volupar una teoria d’integració estocàstica necessitem la teoria de martingales.

1.4.1 Teoria de Martingales

En aquesta secció, suposarem que I és de la forma I = [0, T ] o, si es vol, I = [0,∞)

(la teoria de martingales que desenvoluparem seguidament no depèn de si I és fitat
o no).

Definició 1.12. Sigui (Ω,F ,P) un espai de probabilitat. Una filtració F de F és una
col·lecció de sub σ-àlgebres de F creixent respecte la inclusió.

Definició 1.13. Un espai de probabilitat filtrat és una estructura (Ω,F ,F,P) on
(Ω,F ,P) és un espai de probabilitat i F és una filtració de F .

Definició 1.14. Sigui (Ω,F ,F,P) un espai de probabilitat filtrat, F = {Ft ⊂ F ; t ∈ I}
i sigui X = {Xt; t ∈ I} un procés estocàstic definit en (Ω,F ,P). Direm que X és
F-adaptat (o simplement adaptat si no hi ha confusió respecte a la filtració) si Xt és
Ft-mesurable.

Direm que una filtració F = {Ft; t ∈ I} és contínua per la dreta si per a tot t ∈ I

Ft =
⋂
s>t

Fs.

Donat un procés estocàstic {Xt; t ∈ I} en (Ω,F ,P) sempre podem definir una filtració
FX = {FX

s ⊂ F ; s ≥ 0} de tal manera que X sigui FX -adaptat. En efecte, podem
definir FX

t = σ{Xs; s ≤ t} i se satisfà que FX és una filtració i Xt és FX
t -mesurable.
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Definició 1.15. Sigui X = {Xt; t ∈ I} un procés estocàstic. La filtració FX definida
anteriorment rep el nom de filtració natural associada a X.

D’ara en endavant, suposarem que totes les filtracions de les que parlem són con-
tinues per la dreta.

Definició 1.16. Sigui X = {Xt; t ∈ I} un procés estocàstic definit sobre un espai de
probabilitat filtrat (Ω,F ,F,P) on F = {Ft ⊂ F ; t ≥ 0}. X és una martingala (resp.
submartingala o supermartingala) respecte F si es satisfan les condicions següents:

• Xt és Ft-mesurable.

• E (|Xt|) < ∞ per a tot t ≥ 0.

• E (Xt|Fs) = Xs (resp. ≥ Xs ó ≤ Xs) per a tot 0 ≤ s ≤ t.

Definició 1.17. Donada una filtració F = {Ft; t ≥ 0}, un instant d’aturada és una
variable aleatòria

τ : ω ∈ Ω −→ τ(ω) ∈ I ∪ {∞}

de tal manera que {τ ≤ s} ∈ Fs.

Definició 1.18. Sigui X un procés adaptat i τ un instant d’aturada. Es defineix el
procés aturat Xτ com

Xτ
t (ω) := Xτ(ω)∧t(ω).

Teorema 1.19. Sigui M = {Mt; t ≥ 0} una martingala respecte a la filtració F =

{Ft; t ≥ 0}. Si S, T són instants d’aturada tals que S ≤ T ≤ c q.s. on c ∈ N és
una constant, aleshores es té E(MT |FS) = MS q.s. (respectivament ≥ o ≤ si M és
submartingala o supermartingala).

Demostració. Es pot trobar a [8]. □

Teorema 1.20. (Desigualtats de Doob) Sigui (Ω,F ,P) un espai de probabilitat, sigui
F = {Ft; t ≥ 0} una filtració i sigui {Mt; t ≥ 0} una martingala F-adaptada amb
trajectòries contínues, aleshores:

1. Per a p ≥ 1 i per a t > 0, si E(|Mt|p) < ∞ aleshores:

P

(
sup

0≤u≤t
|Mu| ≥ λ

)
≤ E(|Mt|p)

λp
.

2. Per a p > 1 i per a t > 0, si E(|Mt|p) < ∞ aleshores

E

(
sup

0≤u≤t
|Mu|p

)
≤
(

p

p− 1

)p

E(|Mt|p).

Demostració. Es pot trobar a [8]. □
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Teorema 1.21. Siguin X = {Xt; t ∈ I}, Y = {Yt; t ∈ I} dues martingales amb trajec-
tòries contínues. Existeix un únic procés estocàstic creixent ⟨X,Y ⟩t (i l’anomenarem
variació quadràtica de X i Y ) de tal manera que XtYt − ⟨X,Y ⟩t és una martingala. A
més, es pot expressar de la forma següent:

Fixem t > 0 i considerem una successió de particions 0 = tn0 < tn1 < · · · < tnmn
= t

de [0, t] creixent i amb increments tendint a 0. Aleshores

mn∑
i=1

(Xtni
−Xtni−1

)(Ytni − Ytni−1
) −→P

n→∞ ⟨X,Y ⟩t.

Demostració. Es pot trobar a [8]. □

Per alleugerir la notació, escribim ⟨X⟩t := ⟨X,X⟩t
Exemple 1.22. Si considerem, fixat A ∈ Bb(R), el procés {Wt(A); t ≥ 0} definit com
Wt(A) := Ẇ ([0, t]×A) aleshores ⟨W·(A)⟩t = t|A| on | · | denota la mesura de Lebesgue
a R.

En la secció següent introduirem el concepte de mesura de martingala i veurem
que el soroll blanc gaudeix de les propietats necessàries per ser un integrador.

Les mesures de martingala són l’objecte que ens permetrà desenvolupar tota una
teoria d’integració estocàstica, tot seguint l’esquema de [5],[7] i [13].

A partir d’ara, considerem un espai de probabilitat filtrat (Ω,F ,F,P) de manera
que F = {Ft ⊂ F ; t ≥ 0} on

Ft = σ{Ws(A), 0 ≤ s ≤ t, A ∈ Bb(R)}.

El primer pas és introduir el concepte de mesura aleatòria. Considerem l’espai mesu-
rable (R2,B(R2)). Sigui U(A,ω) una funció definida en A×Ω, on A és una àlgebra de
B(R2) tal que E(U(A)2) < ∞ per a tot A ∈ A. U és una mesura aleatòria si per a cada
A ∈ A, U(A) és una variable aleatòria i per a cada ω, U(·, ω) és una mesura en A. Su-
posem que U és additiva, en el sentit que si A∩B = ∅ tenim U(A∪B) = U(A)+U(B)

q.s.

Si volem dotar a U de propietats de mesura més riques com σ-finitud o σ-additivitat,
haurem pensar en aquesta U com una funció que envia conjunts de A a variables ale-
atòries de L2(Ω) (és a dir, restringim el conjunt imatge a L2(Ω)). De manera anàloga a
les mesures clàssiques, definirem les propietats de σ-finitud o σ-additivitat de la for-
ma següent: Direm que U és σ-finita si existeix una successió {En;n ≥ 1} de B(R2)

creixent respecte la inclusió complint que per a tot n:

• En ⊂ A, on En = B(R2)|En
:= {B ∩ En, B ∈ B(R2)}.

• sup{
[
E(U(A)2)

]1/2
;A ∈ En} < ∞.

Definim ν(A) = E(U(A)2). Direm que una funció de conjunts U és σ-additiva en En
si i només si per a tota successió {Aj ; j ≥ 0} ⊂ En monòtona decreixent respecte la
inclusió tal que Aj ↓ ∅, aleshores limj ν(Aj) = 0. La condició de que U sigui σ-finita
és completament anàloga a la definició de mesura σ-finita, mentre que la definició de
σ-additivitat per mesures aleatòries es basa en el fet següent:
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Lema 1.23. Sigui µ una mesura additiva definida en un espai (Ω,A), on A és una àl-
gebra. Es compleix que µ és σ-additiva si, i només si, per a tota successió
{An;n ≥ 0} ⊂ A monòtona decreixent (respecte la inclusió) cap a ∅ i µ(A0) < ∞
se satisfà limn µ(An) = 0.

Demostració. Es pot trobar a [1]. □

Si U és σ-additiva en En per a tot n, podem definir una extensió a tot B(R2). Sigui
A ∈ B(R2), posem U(A) = limn U(A∩En) si el límit existeix en L2(Ω) i indefinit en cas
contrari. Això ens permet definir la funció U per conjunts que no es troben en cap En,
sense alterar el valor de U en En. A partir d’aquí, cada cop que parlem de mesures
de martingala suposarem que les estem considerant ja esteses d’aquesta manera.

Proposició 1.24. El procés W = {Wt(A), t ≥ 0, A ∈ Bb(R)} definit per Wt(A) :=

Ẇ ([0, t]×A) és una "mesura de martingala" (respecte F), en tant que compleix les
propietats següents:

• Per a tot A ∈ B(R), W0(A) = 0 q.s.

• Si t > 0, Wt és una mesura σ-finita i σ-additiva a valors en L2(Ω).

• Per a tot A ∈ Bb(R), {Wt(A); t ≥ 0} és una martingala centrada amb trajectories
contínues respecte la filtració F.

Demostració.

• Observem que Wt(A) = Ẇ ([0, t]×A), per tant E(Wt(A)
2) = t|A| on | · | denota

la mesura de Lebesgue a R. Deduïm doncs que W0(A) = 0 q.s.

• La propietat de σ-finitud és clara. Per comprovar la σ-additivitat fixem t > 0 i
veiem que si {Aj ; j ≥ 0} és una successió decreixent tal que Aj ↓ ∅ aleshores
E(Wt(Aj)

2) → 0, però això és directe de E(Wt(A)2) = t|A| i de que |Aj | → 0.

• Fixem A ∈ Bb(R). Observem que per a tot 0 ≤ u ≤ s ≤ t:

E [(Wt(A)−Ws(A))Wu(A)] = (t ∧ u− s ∧ u) |A| = 0.

Per tant, per a tot 0 ≤ u ≤ s ≤ t, les variables Ẇt(A) − Ẇs(A) i Ẇu(A) són
incorrelacionades i, per gaussianitat, són independents. Per tant, tenim:

E (Wt(A)|Fs) = E (Wt(A)−Ws(A)|Fs) +Ws(A)

=E (Wt(A)−Ws(A)) +Ws(A) = Ws(A).

Conjuntament amb que, per la tria de la filtració, Wt(A) és Ft-mesurable i que
E(Wt(A)2) = t|A| < ∞ tenim que efectivament, {Wt(A); t ≥ 0} és una martin-
gala. Demostrar la continuitat de les trajectòries és directe aplicant el teorema
de continuitat de Kolmogorov, observant que

E
[
((Wt(A)−Ws(A))4

]
= 3|A|2|t− s|2 = C|t− s|2.

doncs Wt(A)−Ws(A) ∼ N(0, |A| · |t− s|).
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□

El procés W reb el nom de soroll blanc en espai i temps o soroll blanc espai-temps.

1.4.2 Integral de funcions previsibles

D’ara en endavant, suposarem t ∈ [0, T ], de tal manera que treballem amb
W = {Wt(A); t ∈ [0, T ], A ∈ Bb(R)}. Sigui F = {Ft, t ≥ 0} la filtració definida per

Ft = σ{Ws(A); 0 ≤ s ≤ t, A ∈ Bb(R
2)}.

Definició 1.25. Una funció f : R×R+ × Ω → R és elemental si f és de la forma

f(x, t, ω) = X(ω)1(a,b](t)1A(x) (1.5)

on X és una variable aleatòria fitada i Fa-mesurable, i A ∈ Bb(R). Les combinacions
lineals de funcions elementals amb suport disjunt les anomenarem funcions simples,
i denotem per S el conjunt de funcions simples.

Definirem la integral estocàstica per una classe de funcions, que les anomeranem
"previsibles". Una funció f és previsible si, i només si, és σ{S}-mesurable, on σ{S}
denota la σ-àlgebra generada per les funcions simples S. Considerem la mesura de
martingala que haviem estudiat prèviament

W = {Wt(A); t ∈ [0, T ], A ∈ Bb(R)}.

Definim el funcional de covariància de W com

Qt(A,B) = ⟨W·(A),W·(B)⟩t = t|A ∩B| ∀t ∈ [0, T ], A,B ∈ Bb(R).

Definim ara una funció de conjunts Q de la forma següent: Per a tot 0 ≤ s ≤ t i
A,B ∈ Bb(R) definim

Q(A,B; (s, t]) = Qt(A,B)−Qs(A,B).

Els conjunts anteriors els anomenem rectangles. Ara, si Ai × Bi × (si, ti], 1 ≤ i ≤ n

són rectangles disjunts dos a dos, definim

Q

(
n⋃

i=1

(Ai ×Bi × (si, ti])

)
:=

n∑
i=1

Q(Ai, Bi; (si, ti]).

De la teoria de mesures de martingala desenvolupada per Walsh, deduïm que donada
una mesura de martingala M qualsevol, generalment la funció Q associada a M no es
pot extendre a una mesura. Tanmateix, si M compleix certes condicions, aleshores si
que la podrem extendre. A aquest tipus de mesures de martingala les anomenarem
"worthy". La definició rigurosa és la següent:

Definició 1.26. Sigui M una mesura de martingala. Direm que M és "worthy" si
existeix una mesura aleatòria σ-finita K(A × B × C,ω) on A,B ∈ B(R), C ∈ B(R+),
ω ∈ Ω complint les següents propietats:
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1. L’assignació A × B 7→ K(A × B × C,ω) és simètrica i definida no-negativa, en
tant que per a tot f , g ∈ P:∫∫∫

R×R×[0,T ]
f(x, t)g(y, t)K(dx, dy, dt) ≥ 0 q.s.,

sempre i quan aquesta última integral estigui ben definida.

2. El procés {K(A × B × (0, t]); t ∈ [0, T ]} és un procés P-mesurable per a tot
A,B ∈ Bb(R).

3. Per a tot A,B ∈ Bb(R) i t ∈ [0, T ], E [K(A×B × (0, t])] < ∞.

4. Per a tot A,B ∈ Bb(R) i t ∈ [0, T ], |Q(A,B; (0, t]))| ≤ K(A×B × (0, t]) q.s.

En el nostre cas, la mesura de martingala W = {Wt(A); t ∈ [0, T ], A ∈ Bb(R)} és
una mesura "worthy". En efecte, definim la mesura σ-finita i σ-additiva
K(A × B × C) = |C| · |A ∩ B|. K compleix les 4 propietats anteriors. A més,
K ≡ Q sobre els rectangles. Com les combinacions lineals de rectangles són den-
ses en B(R)×B(R)×B(R+), per un argument clàssic d’aproximació podem extendre
Q a una mesura que coincideix amb K. En general aquesta mesura Q reb el nom de
mesura de covariància i K reb el nom de mesura dominant. Normlament la mesura
de convariància i la mesura dominant no coincideixen, però en el cas del soroll blanc
espai-temps sí que ho fan.

A l’espai de funcions previsibles li associarem una aplicació || · ||W , definida com:

||f ||2W = E

[∫∫∫
R×R×[0,T ]

|f(x, t)f(y, t)|Q(dx, dy, dt)

]
.

Observem, a més, que Q(A,A,C) = |C||A|. Això vol dir que la mesura de covariància
Q(A,B,C) en el cas A = B coincideix amb la mesura m(dx, dt) = 1R+(t)dxdt. És per
això que ||f ||W es pot escriure com

||f ||2W = E

[∫∫
R×[0,T ]

f(x, t)2dxdt

]
.

Denotem per PW el conjunt de f ∈ P tal que ||f ||W < ∞. Per f, g ∈ P definim

⟨f, g⟩Q =

∫∫∫
R×R×[0,T ]

f(x, t)g(y, t)Q(dx, dy, dt) =

∫∫
R×[0,T ]

f(x, t)g(x, t)dxdt.

Podem deduir les següents propietats de ⟨·, ·⟩Q:

Proposició 1.27. Sigui W = {Wt(A); t ∈ [0, T ], A ∈ Bb(R)} i sigui Q(dx, dy, dt) la seva
mesura de covariància (que coincideix amb la seva mesura dominant K(dx, dy, dt)).
Se satisfan les següents propietats:

1. ⟨f, f⟩Q ≥ 0 q.s.

2. ⟨f, g⟩Q ≤ ⟨f, f⟩1/2Q ⟨g, g⟩1/2Q .
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3. ⟨f + g, f + g⟩1/2Q ≤ ⟨f, f⟩1/2Q + ⟨g, g⟩1/2Q .

Demostració.

1. És cert per hipòtesi. De fet, estem suposant que K és definida no-negativa però
en el cas del soroll blanc es té K ≡ Q.

2. Primer de tot observem que ⟨f, f⟩Q = 0 q.s. si, i només si f = 0 q.s. Amb això
en ment, si f = 0 q.s. o g = 0 q.s. el resultat és cert. Suposem que són diferents
de 0 q.s., aleshores definim:

h =
f

⟨f, f⟩Q
− g

⟨g, g⟩Q
.

Es compleix:

0 ≤ ⟨h, h⟩Q = 2− 2
⟨f, g⟩Q

⟨f, f⟩1/2Q ⟨g, g⟩1/2Q

i per tant,
⟨f, g⟩Q ≤ ⟨f, f⟩1/2Q ⟨g, g⟩1/2Q

3. Observem que ⟨f + g, f + g⟩Q = ⟨f, f⟩Q + ⟨g, g⟩Q + 2⟨f, g⟩Q. Apliquem el punt 2
a l’últim sumand i obtenim el resultat.

□

Teorema 1.28. L’aplicació ||f ||W és norma i PW és un espai de Banach.

Abans de demostrar el teorema, farem una observació.

Observació 1.29. Podem aplicar els teoremes de convergència monòtona i conver-
gència dominada. En efecte, fixat ω, Q és σ-additiva. A més, si 0 ≤ f ≤ g q.s.
aleshores ∫∫

R×[0,T ]
f(x, s)2dyds ≤

∫∫
R×[0,T ]

g(x, s)2dxds q.s.

Això es pot comprovar fàcilment per funcions elementals i simples. L’extensió a PW

és certa per aproximació, donant un argument d’aproximació diagonal.

1. Si {fn, n ≥ 0} és una successió de PW tal que 0 ≤ f1 ≤ · · · ≤ fn ≤ · · · i
fn(x, t, ω) → f(x, t, ω) ∈ PW g.p.t. (x, t, ω), aleshores:

⟨f1, f1⟩Q ≤ · · · ≤ ⟨fn, fn⟩Q ≤ · · ·

Aplicant el teorema de la convergència monòtona per variables aleatòries inte-
grables tenim

lim
n→∞

E [⟨fn, fn⟩Q] = E
[
lim
n→∞

⟨fn, fn⟩Q
]
.

Com Q és σ-additiva, aplicant el teorema de la convergència dominada per fun-
cions Q-integrables tenim

E
[
lim
n→∞

⟨fn, fn⟩Q
]
= E [⟨f, f⟩Q] .
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2. Per veure que podem aplicar el teorema de la convergència dominada, el pro-
cediment és anàleg.

Passem a demostrar el teorema:

Demostració. Primer demostrarem que ||f ||W és norma. Observem que ||f ||2W =

E [⟨|f |, |f |⟩Q].

1. ||f ||W = 0 si, i només si, ⟨|f |, |f |⟩Q = 0 q.s. i això es compleix si, i només si f = 0

q.s.

2. Com ⟨|cf |, |cf |⟩Q = c2⟨|f |, |f |⟩Q, és clar que ||cf ||W = |c| · ||f ||W .

3. Per provar la desigualtat triangular, tenim:

E [⟨|f + g|, |f + g|⟩Q] ≤ E
[
⟨|f |, |f |⟩Q + ⟨|g|, |g|⟩Q + 2⟨|f |, |f |⟩1/2Q ⟨|g|, |g1⟩1/2Q

]
≤ ||f ||2W + ||g||2W + 2||f ||W ||g||W .

Ara provarem que l’espai és de Banach. Primer de tot observem que si 0 ≤ f ≤ g

aleshores ||f ||W ≤ ||g||W , per la monotonia de l’esperança i perquè ⟨f, f⟩Q ≤ ⟨g, g⟩Q.
Sigui {fn, n ≥ 0} una successió de Cauchy en PW . Sigui {fnk

, k ≥ 0} una parcial de
tal manera que ||fnk+1

− fnk
||W < 2−k. Definim formalment (doncs de moment no

sabem si estan ben definides) les funcions:

f = fn1 +
∞∑
k=1

(fnk+1
− fnk

),

g = |fn1 |+
∞∑
k=1

|fnk+1
− fnk

|.

i denotem per SN (f) i SN (g) les sumes parcials. Per una banda, tenim, per la desigual-
tat triangular, que ||SN (g)||W ≤ ||fn1 ||W +1. Per tant, fent el límit quan N → ∞ tenim,
pel teorema de la convergència dominada, que g ∈ PW . D’aqui deduïm doncs que
f ∈ PW . Això vol dir que la sèrie que defineix f convergeix quasi segurament. A més,
com SN (f) = fnN , tenim fnk

(x, t, ω) → f(x, t, ω) excepte potser en algun conjunt de
mesura 0. Aplicant doncs el teorema de la convergència dominada, ||fnk

− f ||W → 0.
Per veure que la convergència és de tota la successió, fixem ϵ > 0 petit i escollim
n0 suficientment gran com per que ||fn − fm||W < ϵ/2 i ||fnk

− f ||W < ϵ/2 per a tot
n,m, nk > n0. D’aquesta manera:

||fn − f ||W ≤ ||fn − fnk
||W + ||fnk

− f ||W < ϵ,

que prova la convergència en norma de fn a f . □

Proposició 1.30. El conjunt de funcions simples S és dens en PW .

Demostració. Si f ∈ PW aleshores definim fN (x, s) = f(x, s)1{|f(x,s)|<N}. D’aquesta
manera, pel teorema de la convergència monòtona, ||f − fN ||2W → 0. Això demostra
que les funcions de PW fitades són denses en PW i, per tant, només fa falta veure que
les funcions simples són denses en les funcions fitades.
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Per una banda, si f és una funció esglaonada (és a dir, que existeixen 0 = t0 < · · · <
tn = T de tal manera que f(x, t, ω) = f(x, tj , ω) per a tot t ∈ [tj , tj+1)) aleshores es pot
aproximar per funcions simples. Per tant hem de veure que les funcions esglaonades
són denses en les funcions fitades. Per fer-ho, definim per a cada n:

fn(x, s) = 2−n

∫
((k−1)2−n,k2−n]

f(x, u)du si s ∈ ((k − 1)2−n, k2−n].

Aquestes funcions són esglaonades i satisfan fn(x, s) → f(x, s) g.p.t. s. Aplicant el
teorema de la convergència dominada, es té que ||f − fn||W → 0. □

Ara que coneixem l’espai de funcions que integrarem podem definir la integral
respecte la mesura de martingala W = {Wt(A); t ∈ [0, T ], A ∈ Bb(R)}.

Definició 1.31. Donada una funció elemental f de la forma (1.5), definim el procés
estocàstic integral de f respecte Ẇ com

(f ·W )t(B)(ω) := X(ω) [Wt∧b(A ∩B)−Wt∧a(A ∩B)] (ω).

Si f ∈ S, podem escriure f com f = c1f1 + · · ·+ ckfk on fj són elementals amb suport
disjunt. En tal cas definim

(f ·W )t(B) :=

k∑
j=1

cj(fj ·W )t(B).

Enunciarem tot seguit un resultat per funcions simples que ens ajudarà a extendre
la definició d’integral respecte mesures de martingala a funcions previsibles gene-
rals.

Proposició 1.32. Sigui f ∈ S i B ∈ Bb(R). Es satisfà:

E
[
(f ·W )t(B)2

]
= E

[∫∫
B×(0,t]

f(x, s)2dxds

]
. (1.6)

Demostració. Primer ho demostrarem per funcions elementals. Suposem doncs

f(x, t, ω) = X(ω)1(a,b](t)1A(x)

on X és fitada i Fa-mesurable, i A ∈ Bb(R). En aquest cas tenim, per definició:

E
[
(f ·W )t(B)2

]
= E

[
X2Wt∧b(A ∩B)

]
+ E

[
X2Wt∧a(A ∩B)

]
− 2E

[
X2Wt∧b(A ∩B)Wt∧a(A ∩B)

]
Ara bé,

E
[
(f ·W )t(B)2

]
= E

[
X2(Wt∧b(A ∩B)2 − ⟨W·(A ∩B)⟩t∧b)

]
+ E

[
X2⟨W·(A ∩B)⟩t∧b

]
−2E

[
X2(Wt∧b(A ∩B)Wt∧a(A ∩B)− ⟨W·(A ∩B)⟩t∧a)

]
+E

[
X2(Wt∧a(A ∩B)− ⟨W·(A ∩B)⟩t∧a)

]
− E

[
X2⟨W·(A ∩B)2⟩t∧a

]
.

(1.7)

Ara fem servir que

E
[
X2(Wt∧b(A ∩B)2 − ⟨W·(A ∩B)⟩t∧b)

]
= E

[
X2(Wt∧a(A ∩B)2 − ⟨W·(A ∩B)⟩t∧a)

]
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i que

E
[
X2(Wt∧b(A ∩B)Wt∧a(A ∩B)− ⟨W·(A ∩B)⟩t∧a)

]
= E

[
X2(Wt∧a(A ∩B)2 − ⟨W·(A ∩B)⟩t∧a)

]
,

trobant així que

E
[
(f ·W )t(B)2

]
= E

[
X2⟨W·(A ∩B)⟩t∧b − ⟨W·(A ∩B)⟩t∧a

]
= E(X2)(t∧b−t∧a)|A∩B|,

tal i com volíem.

Per provar-ho per f ∈ S, suposem f = c1f1 + · · · ckfk on les fj són elementals amb
suport disjunt. Notem que degut al suport disjunt i a que E[(fj ·W )t(B)] = 0 aleshores

E
[
(f ·W )t(B)2

]
=

n∑
j=1

c2jE
[
(fj ·W )t(B)2

]
,

obtenint així el resultat desitjat. □

Veurem ara que la integral (f ·W )t(B) és també una mesura de martingala "worthy".

Proposició 1.33. Sigui f ∈ S , aleshores (f · W )t(B) és una mesura de martingala
"worthy". A més, la seva mesura de covariància ve donada per

Qf ·W (dx, dy, ds) = f(x, s)f(y, s)Q(dx, dy, ds).

Demostració. Primer suposem f elemental, és a dir, f(x, s, ω) = X(ω)1(a,b](s)1A(x).
Tenim que (f · W )t(B) és adaptat, doncs X és Fa-mesurable. És integrable (de fet,
també és de quadrat integrable) i per definició de (f ·W )t(B), tenim que és martingala
i que l’assignació B 7→ (f ·W )t(B) és σ-additiva en L2(Ω), perquè tant B 7→ Wt∧b(A∩B)

com B 7→ Wt∧a(A ∩ B) ho són (de fet, si µ1, . . . , µn són mesures σ− additives, µ :=

µ1 + · · ·µn és σ-additiva).

A més,

(f ·W )t(B)(f ·W )t(C)−
∫∫∫

B×C×(0,t]
f(x, s)f(y, s)Q(dx, dy, ds)

=X2[(Wt∧b(A ∩B)−Wt∧a(A ∩B))(Wt∧b(A ∩ C)−Wt∧a(A ∩ C))

−⟨W·(A ∩B),W·(A ∩ C)⟩t∧b + ⟨W·(A ∩B),W·(A ∩ C)⟩t∧a].

L’anterior expressió és una martingala, així que, per unicitat de la variació quadràti-
ca, obtenim el resultat.

Per funcions simples es demostra fàcilment per linealitat, doncs si f = c1f1+ · · ·+
ckfk on les fj són elementals i amb suport disjunt clarament es preserva la propietat
de mesura de martingala. A més, observem:∫∫∫

B×C×(0,t]
f(x, s)f(y, s)Q(dx, dy, ds) =

k∑
j=1

c2j

∫∫∫
B×C×(0,t]

fj(x, s)fj(y, s)Q(dx, dy, ds)

i també, per suport disjunt i independència,

(f ·W )t(B)(f ·W )t(C) =

k∑
j=1

c2j (fj ·W )t(B)(fj ·W )t(C) + martingala.

Amb això concloem que el resultat també és vàlid per S, tal com volíem provar. □
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Sigui f ∈ PW . Pel teorema 1.28 existeix una successió {fn;n ≥ 0} de tal ma-
nera que ||f − fn||W → 0. Per tant, podem considerar la successió de mesures de
martingala (fn ·W )t(B). Com que

E
[
|(fn ·W )t(B)− (fm ·W )t(B)|2

]
≤ ||fn − fm||2W → 0,

trobem que la successió de mesures de martingala {fn · W ;n ≥ 0} és de Cauchy en
L2(Ω) i per tant és convergent. Anomenem f ·W el seu límit (aquest és independent
de la successió triada).

La pregunta natural és ara si per f ∈ PW , l’objecte f · W és una mesura de
martingala i si és "worthy". El resultat següent dona resposta a aquesta pregunta.

Teorema 1.34. Sigui f ∈ PW , aleshores f ·W és una mesura de martingala "worthy".
A més, la seva mesura de covariància ve donada per:

Qf ·W (dx, dy, ds) = f(x, s)f(y, s)Q(dx, dy, ds).

A més, si f, g ∈ PW aleshores

⟨(f ·W )·(A), (g ·W )·(B)⟩t =
∫∫∫

A×B×(0,t]
f(x, s)g(y, s)Q(dx, dy, ds).

Demostració. Tenim que (f · W )t(B) és el límit en L2(Ω) d’una successió de mar-
tingales (fn · W )t(B) on fn ∈ S, per tant (f · W )t(B) és una martingala de quadrat
integrable. A més, per a cada n, ja hem demostrat que

(fn ·W )t(B)(fn ·W )t(C)−
∫∫∫

B×C×(0,t]
fn(x, s)fn(y, s)Q(dx, dy, ds) (1.8)

és una martingala. Com (fn ·W )t(B) i (fn ·W )t(C) convergeixen en L2(Ω), aleshores
(fn ·W )t(B)(fn ·W )t(C) convergeix en L1(Ω) cap a (f ·W )t(B)(f ·W )t(C). Pel que fa
al costat dret de (1.8):

E

[∣∣∣∣∣
∫∫∫

B×C×(0,t]
fn(x, s)fn(y, s)− f(x, s)f(y, s)Q(dx, dy, ds)

∣∣∣∣∣
]

≤E

[∫∫∫
B×C×(0,t]

|fn(x, s)||fn(y, s)− f(y, s)|Q(dx, dy, ds)

]

+E

[∫∫∫
B×C×(0,t]

|f(y, s)||fn(x, s)− f(x, s)|Q(dx, dy, ds)

]
≤E[⟨|fn|, |fn − f |⟩Q + ⟨|fn − f |, |f |⟩Q] ≤ (||fn||W + ||f ||W ) ||fn − f ||W → 0.

Per tant, (1.8) convergeix en L1(Ω) a

(f ·W )t(B)(f ·W )t(C)−
∫∫∫

B×C×(0,t]
f(x, s)f(y, s)Q(dx, dy, ds).

Com aquesta última expressió és martingala, obtenim el resultat pel cas f = g. El
cas general es dedueix del fet que:

⟨(f ·W )·(B), (g·W )·(C)⟩t =
1

2
[⟨(f ·W )·(B) + (g ·W )·(C)⟩t − ⟨(f ·W )·(B)⟩t − ⟨(g ·W )·(C)⟩t] .
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Per últim, falta comprovar que f · W és una mesura de martingala. Per fer-ho, és
suficient comprovar que és σ-additiva. Sigui doncs {An;n ≥ 1} ⊂ B(R) tals que
An ↓ ∅ (respecte la inclusió). Per la propietat d’isometria:

E
[
(f ·W )t(An)

2
]
= E

[∫∫
An×(0,t]

f(x, s)2dxds

]

i aquesta última expressió tendeix a 0 pel teorema de la convergència monòtona. □

Normalment farem servir les notacions∫
A

∫ t

0
f(x, s)W (dx, ds) ó

∫
A×(0,t]

f(x, s)dWxs

per referir-nos a (f ·W )t(A). El resultat següent ens serà útil per justificar la previsi-
bilitat de cert tipus de funcions que involucrin integrals deterministes i estocàstiques
de funcions previsibles.

Proposició 1.35. Siguin u(x, t, ω) ∈ P on (x, t, ω) ∈ R×R+ ×Ω, f(x, t) ∈ L2(R×R+)

i σ(x) ∈ C(R). Aleshores es satisfà:

1. σ(u(x, t, ω)) ∈ P i f(x, t)σ(u(x, t, ω)) ∈ P.

2. (fu ·W )t(R) ∈ P.

Demostració.

1. És certa doncs una funció contínua d’una funció mesurable és una funció mesu-
rable i el producte de funcions mesurables és mesurable.

2. Com fu ∈ P aleshores existeix una successió {vn;n ≥ 1} de funcions simples
tals que (vn ·W )t(R) → (fu ·W )t(R) en L2(Ω). És suficient veure, per tant, que
(vn · W )t(R) ∈ P. De fet, és suficient demostrar-ho pel cas elemental. Sigui
g(x, t, ω) = X1(a,b](t)1A(x) una funció elemental, aleshores

(g ·W )t(R) = X[Wt∧b(A)−Wt∧a(A)].

Com E[(g · W )t(R)
2] < ∞, aleshores (g · W )t(R) ∈ P. Això implica que (vn ·

W )t(R) ∈ P i, per tant, (fu ·W )t(R) ∈ P.

□

Proposició 1.36. Fixem B ∈ Bb(R) i sigui f ∈ PW . Aleshores existeix una versió del
procés {(f ·W )t(B); t ∈ [0, T ]} amb trajectòries contínues.

Demostració. Sigui ϕn una successió de funcions simples que aproxima f en PW .
Posem IBn (t) = (ϕn ·W )t(B) i IBt = (f ·W )t(B). Com (ϕn ·W )t(B) és martingala amb
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trajectòries continues, aleshores IBn (t) − IBm(t) és una martingala amb trajectòries
contínues. Aplicant les desigualtats de Doob, obtenim

P

[
sup

t∈[0,T ]
|IBn (t)− IBm(t)| > ϵ

]

≤ 1

ϵ2
E
(
|IBn (T )− IBm(T )|2

)
=

1

ϵ2
E

(∫∫
B×(0,T ]

|ϕn(x, s)− ϕm(x, s)|2dxds

)2


i la darrera expressió tendeix a zero quan n,m → ∞. D’aquesta manera, podem triar
una successió d’índexs nk ↑ ∞ de tal manera que

P

[
sup

t∈[0,T ]
|IBnk+1

(t)− IBnk
(t)| > 2−k

]
< 2−k.

Apliquem el lema de Borel-Cantelli per trobar que, per a tot ω q.s., existeix k1(ω) amb
la propietat

sup
t∈[0,T ]

|IBnk+1
(t)− IBnk

(t)| ≤ 2−k, k ≥ k1(ω).

D’aquesta manera, IBnk
convergeix uniformement en t i quasi segurament a un ele-

ment Jt. Com IBn (t) → IBt en PW , deduïm que, quasi segurament,

Jt = IBt ∀t ∈ [0, T ].

□

Per tant, d’aquí en endavant, suposarem que (f ·W )t(B) es refereix a la seva versió
contínua.

Teorema 1.37. (Desigualtat de Burkholder) Per a tot p ≥ 2, existeix cp ∈ (0,∞) tal
que per a tota f ∈ PW :

E

[
sup

0≤u≤t
|(f ·W )u(B)|p

]
≤ cpE

(∫∫
R×(0,t]

f(x, s)2dxds

)p/2
 . (1.9)

Demostració. Per simplificar notació, escriurem Mt = (f ·W )t(B). Per un raonament
de localització podem suposar que M és una martingala fitada, doncs podem escollir
els instants d’aturada τk = inf{s ≥ 0; |Ms| ≥ k} i si demostrem que la desigualtat
és certa pels processos aturats M τk i fem k → ∞ trobem que el resultat és cert per
M = limk M

τk .

Sigui F (x) = |x|p. Observem que Mt és una martingala contínua i centrada. Fixem
t > 0 i considerem una successió de particions 0 = tn0 < · · · < tnmn

= t de [0, t] amb
increments tendint a 0. Aleshores

F (Mt) = F (M0) +

mn−1∑
i=0

(
F (Mtni+1

)− F (Mtni
)
)
.

Ara observem que

F (Mtni+1
)− F (Mtni

) = F ′(Mtni
)(Mtni+1

−Mtni
) +

1

2
F ′′(ξi)(Mtni+1

−Mtni
)2,
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on ξi és un punt intermig entre Mtni
i Mtni+1

. De la part dreta de la igualtat, ignorarem
el primer sumand doncs aquest té esperança 0 per a tot i i per a tot n. Ara,

1

2
F ′′(ξi)(Mtni+1

−Mtni
)2 ≤ p(p− 1)

2
sup

0≤u≤t
|Mu|p−2(Mtni+1

−Mtni
)2.

Per tant, fent tendir n → ∞,

F (Mt) ≤ lim
n→∞

mn−1∑
i=0

F ′(Mtni
)(Mtni+1

−Mtni
) +

p(p− 1)

2
sup

0≤u≤t
|Mu|p−2⟨M⟩t.

Prenent esperances,

E(|Mt|p) ≤
p(p− 1)

2
E

[
sup

0≤u≤t
|Mu|p−2⟨M⟩t

]
.

Per la desigualtat de Doob, sabem que

E

[
sup

0≤u≤t
|Mu|p

]
≤
(

p

p− 1

)p

E(|Mt|p).

Per tant si posem φp(t) = E
[
sup0≤u≤t |Mu|p

]
tenim

φp(t) ≤
p(p− 1)

2

(
p

p− 1

)p

E

[
sup

0≤u≤t
|Mu|p−2⟨M⟩t

]
.

Aplicant la desigualtat de Hölder a la part dreta de la desigualtat,

φp(t) ≤
p(p− 1)

2

(
p

p− 1

)p

(φp(t))
(p−2)/p

(
E
[
⟨M⟩p/2t

])2/p
.

Aïllant φp(t) de l’anterior expressió, obtenim la desigualtat desitjada. □

2 Equacions en derivades parcials estocàstiques

2.1 Equacions en derivades parcials deterministes

Faré servir la notació següent:

uxi1
...xik

= ∂k
xi1

...xik
u =

∂k

∂xi1 · · · ∂xik
u

Definició 2.1. Una equació en derivades parcials (EDP) és una relació de la forma
següent:

F (x1, . . . , xn, u, ux1 , . . . , uxn , ux1x1 , ux1x2 , . . . , uxnxn , ux1x1x1 , . . . ) = 0

on la incògnita és una funció u(x1, . . . xn) de n variables. Anomenem grau de l’EDP a
l’ordre de derivació més alt.

La primera classificació que hom pot fer de les EDPs és segons els coeficients.
Direm que una EDP F és lineal si depèn linealment d’ u i de totes les seves derivades
parcials. Altrament, direm que és no lineal. Tanmateix, dintre de les EDPs no lineals,
en trobem algunes subdivisions:
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• EDPs semi-lineals: En aquest cas, F és no lineal només respecte u, però sí
que depèn linealment de les derivades parcials de u. A més, els coeficients de
l’EDP només de x1, . . . , xn.

• EDPs quasi-lineals: F és lineal respecte les derivades d’ordre més gran de u

i els coeficients només depenen de x1, . . . , xn, u i derivades d’ordre inferior.

• EDPs completament no-lineals: F no és lineal respecte les derivades parci-
als d’ordre més gran de u.

Normalment, considerarem EDPs tals que la funció incògnita sigui del tipus u(x, t)

on t ∈ I i x ∈ U (aquí U indica la clausura topològica d’un conjunt U ) on I = [0, T ] o
I = R+ i U és un subconjunt obert de Rd per a d ≥ 1.

Vegem alguns exemples de EDPs:

Exemples 2.2.

• Equació de difusió o de la calor:

ut −D∆du = f(x, t).

on ∆d = ∂2
x1x1

+ · · ·+ ∂2
xdxd

i D ≥ 0. Aquesta equació modelitza la conducció de
la calor en un medi isotròpic i homogeni. u(x, t) indica la temperatura a temps t

en un punt x. Aquí, D és una constant que codifica les propietats tèrmiques del
medi i f(x, t) modelitza la possible font de calor.

• Equació d’ones:
utt − c2∆du = f(x, t).

Aquesta equació modelitza la propagació d’ones en un medi elàstic o en una
corda. Així, u(x, t) descriu l’amplitud d’ona a temps t en el punt x i f(x, t) indica
les forces externes que hi intervenen.

• Equació de Black-Scholes:

ut −
1

2
σ2x2uxx + rxux − ru = 0.

on σ,r ≥ 0. Aquesta equació és clau en finances. Modelitza l’evolució del preu
u(x, t) d’un derivat financer.

2.1.1 Problemes ben definits (Well-posed problems)

En general, una EDP no és suficient per estudiar l’existencia i unicitat de solucions,
un dels problemes més bàsics i rellevants de la teoria d’equacions diferencials. Per
poder enfrontar-nos a aquesta pregunta necessitem acompanyar l’EDP de condicions
inicials (valor de u(x, t) a t = 0) i condicions de frontera o vora (valor de u(x, t) a
x ∈ ∂U ). Anomenem problema de Cauchy al problema que consta de resoldre una
EDP i que la solució satisfaci unes condicions de vora i/o inicials específiques. Amb
aquestes dades, ens podem fer tres preguntes:
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1. Existeix alguna solució?

2. La solució és única?

3. Hi ha dependència (com a mínim) contínua respecte condicions inicials?

Sempre que estiguem treballant amb models reals, és convenient treballar amb
EDPs que compleixin les propietats 1, 2, 3. Aquest tipus de problemes o models són
els anomenats problemes ben definits.

2.1.2 Solucions fonamentals

Les EDPs deterministes tant de la calor com d’ones gaudeixen de solucions privilegi-
ades, en tant que permeten construir totes les solucions de l’equació. Un estudi amb
un mínim de rigor d’aquestes solucions s’escapa de la teoria de funcions en sentit
clàssic. És per això que, per donar un sentit a les solucions fonamentals d’algunes
EDPs, hem de recórrer a la teoria de distribucions.

Distribucions

Sigui U un obert de Rd, sigui C∞
0 (U) l’espai de funcions C∞ en U amb suport

compacte.

Definició 2.3. Sigui {ϕk; k ≥ 1} ⊂ C∞
0 (U) i ϕ ∈ C∞

0 (U). Direm que ϕk → ϕ en C∞
0 (U)

si k → ∞ si es compleixen:

1. Existeix un compacte K ⊂ U que conté els suports de totes les ϕk.

2. ∀α = (α1, . . . αd), |α| ≥ 0, Dαϕk → Dαϕ uniformement en U .

Normalment denotarem l’espai C∞
0 (U) per D(U). És immediat comprovar que

D(U) és un espai vectorial i, per tant, podem considerar el seu espai dual D′(U).
Aquest espai D′(U) reb el nom d’espai de distribucions de U .

Exemples 2.4.

• Tota funció f ∈ L2(U) dona lloc a una distribució. En efecte, l’aplicació que
assigna per a tota ϕ ∈ D(U) el nombre real

⟨f, ϕ⟩ :=
∫
U
f(x)ϕ(x)dx

és una aplicació lineal. Abusant de la notació, aquesta distribució també reb el
nom de f . Prenent com a inspiració aquest exemple, l’acció d’una distribució
L ∈ D′(U) sobre ϕ ∈ D(U) l’escriurem com ⟨L, ϕ⟩ en comptes de L(ϕ). Aquest
exemple ens diu que, en cert sentit, L2(U) es pot identificar amb un subcon-
junt de l’espai de distribucions. És per això que en la literatura es pot trobar
aquest concepte tant amb el nom de distribucions com amb el nom de funcions
generalitzades.
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• Considerem la distribució L ∈ D′(R) que actua de la forma següent:

⟨L, ϕ⟩ = ϕ(0), ∀ϕ ∈ D(R)

Aquesta distribució reb el nom de delta de Dirac, i normalment es denota per
L = δ. Observem que δ no té sentit si la interpretem com una funció clàssica,
doncs aquesta hauria de complir δ(x) = 0 per a tot x ̸= 0 i δ(0) = ∞.

• Considerem U un obert de R. És clar que si f ∈ L2(U), aleshores f no és
necessàriament derivable en els entit clàssic de la definició. Tanmateix, per a
cada f ∈ L2(U) existeix una distribució Tf que actua sobre D(U) de la mateixa
manera que ho faria f ′ si aquesta existís. Per definir Tf , suposarem que f és
derivable. En tal cas, per a tota ϕ ∈ D(U) tenim, integrant per parts i tenint en
compte que ϕ ≡ 0 en ∂U :∫

U
f ′(x)ϕ(x)dx = −

∫
U
f(x)ϕ′(x)dx.

Definim per tant Tf com la distribució que satisfà ⟨Tf , ϕ⟩ = −⟨f, ϕ′⟩. Tf reb el
nom de derivada dèbil de f . De la construcció de la derivada dèbil es dedueix
que si f és derivable en sentit clàssic, aleshores Tf = f ′

Solució fonamental de l’equació de la calor

Considerem l’equació de la calor

ut(x, t)− uxx(x, t) = 0.

Si u és solució, aleshores gaudeix de certes propietats:

• Reversió del temps (time reversal) : La funció v(x, t) = u(x,−t) satisfà la EDP:

vt + vxx = 0.

• Invariància per translacions: Fixat (y, s) ∈ R × (0,∞), la funció v(x, t) =

u(x− y, t− s) és solució si i només si u(x, t) és solució.

• Dilatacions parabòliques: Si u(x, t) és solució aleshores per a tot λ, b > 0 la
funció u∗(x, t) = bu(λx, λ2t) és solució. Això ens diu, en particular, que la trans-
formació (x, t) 7→ (λx, λ2t) ens dona noves solucions. A més, sota aquestes
transformacions, les expressions

|x|2

t
i

x√
t

són invariants.

• Conservació de massa: Pel que hem vist en els punts anteriors, sembla raonable

buscar solucions de la forma v
(

x√
t

)
. Tanmateix, si volem que es satisfaci un

principi de conservació de massa, observem que∫
R

v

(
x√
t

)
dx =

√
t

∫
R

v(y)dy.
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Per tant, si volem massa constant i en particular, massa 1, el més raonable és
buscar solucions de la forma:

u(x, t) =
1√
t
v

(
x√
t

)
.

Si anomenem ξ = x√
t
, l’equació de la calor es tradueix en una EDO de segon ordre:

v′′(ξ) +
1

2
ξv′(ξ) +

1

2
v(ξ) = 0

o, equivalentment,

v′′(ξ) +
1

2
(ξv(ξ))′ = 0.

Per tant,

v′(ξ) +
1

2
ξv(ξ) = C.

Observem que l’EDO anterior és invariant pel canvi ξ 7→ −ξ, per tant v′(0) = 0. A més,
com demanem conservació de massa, això es tradueix en que v(ξ) → 0 si |ξ| → ∞.
Deduïm per tant que C = 0, de manera que les solucions d’aquesta última EDO són
de la forma

v(ξ) = A exp{−ξ2

4
}, A ∈ R.

Imposant massa unitària, la discussió anterior ens porta a la definició següent.

Definició 2.5. La solució fonamental associada a l’operador de la calor L = ∂t − ∂2
xx

és la funció

Γ(x, t) =
1√
4πt

exp{−x2

4t
}.

Proposició 2.6. Sigui Γ(x, t) la solució fonamental associada a l’operador de la calor.
Es compleix:

||Γ(·, t)||Lp(R) ≤ Cpt
− 1

2

(
1− 1

p

)
. (2.1)

Demostració. Fent un càlcul directe,

||Γ(·, t)||pLp(R) =
1

(4πt)p/2

∫
R

e−
px2

4t dx = (4πt)−1/2(p−1).

□

Observem que fixat x ̸= 0, aleshores limt→0+ Γ(x, t) = 0. Tanmateix, notem que
limt→0+ Γ(0, t) = +∞. Per tant, el límit puntual de Γ no és una funció en el sentit
clàssic. Tanmateix, satisfà Γ(x, 0) = δ(x), on δ és la distribució delta de Dirac.

Tenim doncs que Γ(x, t) resol l’equació de la calor amb condició inicial Γ(x, 0) =

δ(x), i per tant físicament podem interpretar Γ(x, t) com una funció que modela la
difusió d’una massa unitat que inicialment està concentrada a l’origen.

Aquesta funció és clau en la construcció de solucions de problemes de Cauchy
globals. Per il·lustrar-ho, considerem el problema de Cauchy següent:
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{
ut(x, t)− uxx(x, t) = f(x, t), x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = g(x), x ∈ R.
(2.2)

Per abordar aquest problema, podem descomposar-lo en dos problemes de Cauchy
més senzills. Considerem els problemes següents:{

ut(x, t)− uxx(x, t) = 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = g(x), x ∈ R,
(2.3)

i {
ut(x, t)− uxx(x, t) = f(x, t), x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = 0, x ∈ R.
(2.4)

Si v és solució de (2.3) i w és solució de (2.4), aleshores u := v+w és solució de (2.2).

Estudiem primer (2.3). Volem trobar l’evolució u(x, t) d’una massa que es difón,
i que inicialment estaba distribuida segons g. Per la interpretació que hem fet de
Γ, Γ(x − y, t)g(y)dy ens dona la concentració de massa a temps t i posició x degu-
da a la difusió d’una massa g(y)dy. Com la EDP que estem considerant és lineal,
podem concloure pel principi de superposició de solucions d’equacions lineals
homogènies amb coeficients constants que la solució ve donada per

v(x, t) =

∫
R

Γ(x− y, t)g(y)dy.

El principi de superposició de solucions d’equacions lineals homogènies amb
coeficients constants consisteix en que si L és un operador diferencial lineal amb
coeficients constants i x, y són elements tals que L(x) i L(y) = 0, aleshores L(x+y) =

0. La generalització al cas d’un nombre numerable d’elements {xn, n ≥ 0} és directe
per pas al límit, i mitjançant el teorema de derivació sota signe integral (A.1)
podem obtenir que si {x(a); a ∈ I} és una família d’elements tals que L(x(a)) = 0

aleshores L(
∫
I x(a)da) = 0.

Per tractar (2.4) farem ús del principi de Duhamel. Aquest mètode consisteix en
trobar la solució de (2.4) en dues etapes:

1. Considerem la família de problemes de Cauchy depenent d’un paràmetre s > 0{
wt(x, t)− wxx(x, t) = 0, x ∈ R, t > s,

w(x, s; s) = f(x, s), x ∈ R.
(2.5)

Ja estem familiaritzats amb aquest esquema. La solució fonamental associada
a (2.5) és Γ(x, t − s), doncs satisfà l’EDP anterior i per t = s, Γ(x, 0) = δ(x). En
conseqüència, la solució de (2.5) ve donada per

w(x, t; s) =

∫
R

Γ(x− y, t− s)f(y, s)dy.

2. Un cop hem resolt (2.5), integrem w en la regió temporal 0 < s < t respecte s.
El candidat a solució de (2.4) és per tant

w(x, t) =

∫ t

0
w(x, t; s)ds =

∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)f(y, s)dyds.
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Observem que, efectivament, w és solució de (2.4) doncs

wt − wxx = w(x, t; t) +

∫ t

0
[wt(x, t; s)− wxx(x, t; s)]ds = f(x, t),

w(x, 0) = 0.

Per tant, una solució de (2.2) ve donada per

u(x, t) =

∫
R

Γ(x− y, t)g(y)dy +

∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)f(y, s)dyds.

Amb aquest problema de Cauchy hem fet present la importància de la solució fona-
mental en la resolució de problemes de Cauchy de l’equació de la calor per (x, t) ∈
R× (0,∞).

Solució fonamental de l’equació d’ones
Considerem el problema de cauchy global:

{
utt(x, t)− c2uxx(x, t) = 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = g(x), ut(x, 0) = h(x), x ∈ R.
(2.6)

on c > 0. Introduim les noves variables µ := x + ct i η := x − ct. D’aquesta manera,
transformem l’EDP anterior en

uµη = 0.

Aquesta EDP té, com a solució general, u(µ, η) = F (µ) + G(η). De les condicions
inicials, obtenim que F i G han de satisfer:{

F (x) +G(x) = g(x),

cF ′(x)− cG′(x) = h(x).
(2.7)

De l’última equació obtenim

cF (x)− cG(x) =

∫ x

−∞
h(t)dt+A, A ∈ R

i, tornant a la primera,F (x) = − 1
2c

(
−cg(x)−

∫ x
−∞ h(t)dt−A

)
,

G(x) = − 1
2c

(
−cg(x) +

∫ x
−∞ h(t)dt−A

)
.

(2.8)

D’aquesta manera, com u(x, t) = F (x+ct)+G(x−ct), obtenim la celebrada Fòrmula
de d’Alembert :

u(x, t) =
1

2c

∫ x+ct

x−ct
h(y)dy +

1

2
(g(x+ ct) + g(x− ct)) .

Per deduïr la solució fonamental de l’equació d’ones, plantejem un problema simi-
lar al de l’equació de la calor. Busquem resoldre{

utt(x, t)− c2uxx(x, t) = 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = δ(x), x ∈ R.

24



Per la fòrmula de d’Alembert, la solució és

Γ(x, t) =
1

2c

∫ x+ct

x−ct
δ(y)dy.

Tanmateix, aquesta solució es pot escriure d’una forma més agradable. Conside-
rem la funció de Heavyside H(x) = 1{x≥0}. Definim Iϵ(x) com el quocient incremental

Iϵ(x) =
H(x+ ϵ)−H(x− ϵ)

2ϵ
=

1

2ϵ
1{|x|<ϵ}(x).

Observem les propietats següents:

• Per a cada ϵ > 0, ∫
R

Iϵ(x)dx =
1

2ϵ
2ϵ = 1.

• Es té

lim
ϵ↓0

Iϵ(x) =

{
0 x ̸= 0,

∞ x = 0.

• Si ϕ ∈ D(R), aleshores∫
R

Iϵ(x)ϕ(x) =
1

2ϵ

∫ ϵ

−ϵ
ϕ(x)dx → ϕ(0) quan ϵ ↓ 0.

Per tant, limϵ↓0 Iϵ(x) = δ(x). Per convergència dominada,∫ x

−∞
δ(y)dy = lim

ϵ↓0

∫ x

−∞
Iϵ(y)dy

i a mes ∫ x

−∞
Iϵ(y)dy =


0 x ≤ −ϵ,

(x+ ϵ)/2ϵ −ϵ < x < ϵ,

1 x ≥ ϵ.

Fent ϵ ↓ 0 obtenim per tant ∫ x

−∞
δ(y)dy = H(x).

Tornant a la fòrmula de d’Alembert tenim:∫ x+ct

x−ct
δ(y)dy =

1

2c
[H(x+ ct)−H(x− ct)] =

1

2c
1{|x|<ct}.

Definició 2.7. La solució fonamental associada a l’operador d’ones L = ∂2
tt − c2∂2

xx

és

Γ(x, t) =
1

2c
1{|x|<ct}.

Immediatament de la definició obtenim el resultat següent:

Proposició 2.8. Per a tot p ≥ 1 es té

||Γ(·, t)||pLp(R) =
1

(2c)p−1
||Γ(·, t)||L1(R).
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El paper que juga la solució fonamental de l’equació d’ones en la resolució de
problemes de Cauchy és exactament el mateix que en l’equació de la calor. En efecte,
si considerem el següent problema de Cauchy{

utt(x, t)− uxx(x, t) = f(x, t), x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = g(x), ut(x, 0) = h(x) x ∈ R,
(2.9)

i fem la mateixa descomposició que en l’equació de la calor i apliquem el mètode de
Duhamel, obtenim que una solució de l’equació d’ones ve donada per

u(x, t) =
1

2c

∫ x+ct

x−ct
h(y)dy +

1

2
(g(x+ ct) + g(x− ct)) +

∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)f(y, s)dyds.

Tant la solució fonamental de l’equació de la calor com la de l’equació d’ones aparei-
xerà en la definició de solució de l’EDP estocàstica de la calor i d’ones (respectiva-
ment).

2.2 Equacions en derivades parcials estocàstiques

2.2.1 El model aleatori i discussió de l’existència i unicitat de solucions.

Les EDPs deterministes, com el seu nom indica, són objectes per modelitzar fenò-
mens els quals coneixem tots els elements que hi intervenen. És a dir, les condicions
inicials, condicions de vora i l’equació són elements deterministes. La teoria d’e-
quacions en derivades parcials estocàstiques és una àrea de recerca molt activa que
tracta d’estudiar el model anàleg en el cas que les condicions inicials i/o condicions
de vora són objectes aleatoris, o bé en la equació intervenen objectes aleatoris. En
aquesta memòria, ens preguntarem que passa quan en l’equació apareix un soroll
blanc espai-temps. Un exemple que il·lustra i motiva l’estudi d’aquestes EDPEs és el
següent:

Exemple motivador d’ús de les EDPEs amb soroll blanc espai-temps [5] :

Suposem que tenim una corda tensada a l’exterior i aquesta no pateix cap pertor-
bació més que la de l’aire quan impacta en la corda. En aquest cas, l’equació que
governa aquest fenomen és

utt = uxx.

Suposem que hi ha una tempesta de sorra, i que els grans de sorra impacten amb
intensitat Ẇ (x, t). Identificarem la intensitat amb un soroll blanc Ẇ espai-temps, i
per tant l’equació que volem estudiar és

utt − uxx = Ẇ .

Com que Ẇ és un procés estocàstic, aquesta equació no té solució en el sentit clàssic.
Tanmateix, gràcies a tota la feina feta en el capítol anterior, podem reformular l’e-
quació anterior en una versió integral i podrem demostrar que en aquest cas concret,
existeix un procés {u(x, t), x ∈ U, t ∈ I} que satisfà, en cert sentit, l’equació anterior.
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2.2.2 Formulació del problema

Un cop hem motivat el problema a resoldre, podem passar a definir-lo formalment.

Definició 2.9. Una equació en derivades parcials estocàstica (EDPE) és una expres-
sió del tipus

Lu(x, t) = σ(x, t, u(x, t))Ẇ + b(x, t, u(x, t)) (x, t) ∈ U × I, (2.10)

on u(x, t) és el procés incògnita, L és un operador diferencial en derivades parcials i
σ, b són funcions a valors en R.

En aquesta memòria, tractarem només EDPEs de la forma

Lu(x, t) = σ(u(x, t))Ẇ + b(u(x, t)) (x, t) ∈ R×R+. (2.11)

on L és un operador diferencial en derivades parcials on l’ordre més gran de derivació
és 2. De moment no farem cap suposició de regularitat de σ i b, tot i que després
haurem de suposar condicions bastant fortes per garantir existència i unicitat.

Igual que en el model de les EDPs deterministes, per estudiar l’existència i unicitat
de solucions de (2.11) necessitem dotar la EDPE anterior de condicions inicials i de
vora.

Recordem que en el cas determinista, si L gaudeix d’una solució fonamental
Γ(x, t), aleshores podíem escriure una solució de

Lu(x, t) = f(x, t)

com

u(x, t) = I0(x, t) +

∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)f(y, s)dyds,

on I0(x, t) depen de l’operador L, però és tal que es satisfan les condicions inicials
i les condicions de vora. El cas determinista i la definició de la integral respecte
Ẇ desenvolupada en el capítol anterior ens porten de forma natural a la definició
següent.

Definició 2.10. Sigui

Lu(x, t) = σ(u(x, t))Ẇ + b(u(x, t)) (x, t) ∈ R×R+ (2.12)

una EDPE com (2.11) i sigui Γ(x, t) la solució fonamental associada a L. Una solució
de (2.12) és un procés previsible u = {u(x, t), (x, t) ∈ R×R+} (és a dir, u(x, t, ω) ∈ P)
complint:

sup
(x,t)∈R×[0,T ]

E
(
|u(x, t)|2

)
< ∞

per a tot T > 0 i

u(x, t) = I0(x, t)+

∫ t

0

∫
Rd

Γ(x− y, t− s)σ(u(y, s))W (dy, ds)

+

∫ t

0

∫
Rd

Γ(x− y, t− s)b(u(y, s))dyds

(2.13)

on I0(x, t) és tal que es compleixen les condicions inicials i les condicions de vora.
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Per alleugerir la notació, convé definir les funcios següents:

g(t) =

∫
R

Γ(x, t)2dx, G(t) =

∫ t

0
g(s)ds,

h(t) =

∫
R

Γ(x, t)dt, H(t) =

∫ t

0
h(s)ds.

Suposarem la següent hipòtesi sobre la solució fonamental Γ:
(HS) Per a tot T > 0 existeix una constant CT > 0 complint,

sup
t∈[0,T ]

G(t) ∨ sup
t∈[0,T ]

H(t) ≤ CT .

Observem que (HS) és equivalent a dir que per a tot T > 0 existeix una constant
CT > 0 tal que ∫ T

0
g(s)ds ∨

∫ T

0
h(s)ds ≤ CT .

En el que resta de capítol, demostrarem l’existència i unicitat de solucions d’una
família de EDPEs. Per fer-ho, necessitem una extensió del conegut lema de Gronwall
que es fa servir a Equacions Diferencials Ordinàries.

Lema 2.11. (Extensió del lema de Gronwall) Sigui g : [0, T ] → R+ una funció no-
negativa tal que ∫ T

0
g(s)ds < ∞.

Aleshores, existeix una successió {an;n ≥ 1} de nombres reals no-negatius tals que∑∞
n=1 an < ∞ i que compleixen propietat següent: sigui {fn;n ≥ 0} una successió de

funcions no-negatives definides en [0, T ]. Sigui k1(t) una funció positiva, mesurable i
fitada i k2 ≥ 0 un nombre real tal que per a tot 0 ≤ t ≤ T ,

fn(t) ≤ k1(t) +

∫ t

0
(k2 + fn−1(s))g(t− s)ds. (2.14)

Si sup0≤s≤T f0(s) = M < ∞ i k1(t) ≤ k1, aleshores per a tot n ≥ 1,

fn(s) ≤ k1(t) + (k1 + k2)
n−1∑
i=1

ai + (k2 +M)an. (2.15)

En particular, supn≥0 supt∈[0,T ] fn(t) < ∞ i si k2 = k1(t) ≡ 0,
∑

n≥0 fn(t) convergeix
uniformement en [0, T ].

Demostració. A [6] es pot trobar la prova en cas que k1(t) ≡ k1 ∈ R. La adaptació al
cas k1(t) ≥ 0 fitada és senzilla resseguint la prova pel cas k1 ≥ 0 constant. Els detalls
de la prova es troben a A.9. □

L’objectiu ara, es enunciar i provar un resultat que ens demostri l’existència i
unicitat d’un tipus concret de EDPEs. Per fer-ho, considerem una EDPE del tipus
(2.12) i recordem que les solucions són de la forma (2.13). Direm que una EDPE
satisfà les hipòtesis (H1) si:
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• Les funcions σ, b : R → R són globalment Lipschitz. És a dir, que existeixen
constants L(σ), L(b) > 0 tals que, per a tot x, y ∈ R,

|σ(x)− σ(y)| ≤ L(σ)|x− y| i |b(x)− b(y)| ≤ L(b)|x− y|.

• Les funcions σ i b són fitades.

• La funció (x, t) 7→ I0(x, t) és determinista, contínua en les dues variables i per a
tot T > 0:

sup
(x,t)∈R×[0,T ]

|I0(x, t)| < ∞.

Teorema 2.12. Sota les hipòtesis (H1) i (HS), la EDPE (2.12) té una única solució en
el sentit de la definició 2.10. A més, per a tot T > 0 i per a tot p ≥ 2,

sup
(x,t)∈R×[0,T ]

E(|u(x, t)|p) < ∞.

Demostració. Considerem l’esquema iteratiu següent:

u(0)(x, t) = I0(x, t)

i per n ≥ 1,

u(n)(x, t) = I0(x, t)+

∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)σ(u(n−1)(y, s))W (dy, ds)

+

∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)b(u(n−1)(y, s))dyds

=I0(x, t) + I
(n−1)
1 (x, t) + I

(n−1)
2 (x, t).

La prova es divideix en 3 etapes:

PAS 1: Primer de tot comprovarem per inducció que u(n)(x, t) és previsible per a
tot n ≥ 0 i que per a tot T > 0, p ≥ 2,

sup
(x,t)∈R×[0,T ]

E(|u(n)(x, t)|p) < ∞.

Tractem primer el cas inicial. Sota les hipòtesis del teorema, I0(x, t) és previsible i

sup
(x,t)∈R×[0,T ]

E(|I0(x, t)|p) < ∞.

Suposem cert per n − 1 i trobem que, en el cas de u(n), la previsibilitat és certa
gràcies a la proposició 1.35. A més, observem que existeix una constant Kp > 0 que
fa que disposem de la descomposició següent:

sup
x∈R

E(|u(n)(x, t)|p)

≤Kp

(
sup
x∈R

|I0(x, t)|p + sup
x∈R

E(|I(n−1)
1 (x, t)|p) + sup

x∈R
E(|I(n−1)

2 (x, t)|p)
)
.
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Per una banda, supx∈R |I0(x, t)|p < ∞ per hipòtesi. Pel que fa al segon sumand, tenim:

sup
x∈R

E

[(∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)σ(u(n−1)(y, s))W (dy, ds)

)p]
≤Cp sup

x∈R
E

[(∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)2σ(u(n−1)(y, s))2dyds

)p/2
]
.

Aplicant la desigualtat de Hölder a la integral respecte la mesura Γ(x− y, t− s)2dyds

obtenim

Cp sup
x∈R

E

[(∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)2σ(u(n−1)(y, s))2dyds

)p/2
]

≤Cp

(∫ T

0

∫
R

Γ(y, s)2dyds

)p/2−1 ∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)2 sup
x
E
[
σ(u(n−1)(x, s))p

]
dyds

≤K

∫ t

0

(
1 + sup

x∈R
E(|u(n−1)(x, s)|p)

)
g(t− s)ds.

Pel que fa al tercer sumand tenim, per la desigualtat de Jensen aplicada a la mesura
Γ(x− y, t− s)dyds i les condicions globals de Lipschitz,

sup
x∈R

E

[(∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)b(u(n−1)(y, s))dyds)

)p]
≤K sup

x∈R

∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)(1 + E
[
|u(n−1)(y, s)|p

]
dyds

≤K

∫ t

0

(
1 + sup

x∈R
E(|u(n−1)(x, s)|p)

)
h(t− s)ds.

Si definim les funcions fn(t) = supx∈RE(|u(n)(x, t)|p), podem resumir els càlculs ante-
riors en que existeixen constants k1, k2 ∈ R tals que

fn(t) ≤ k1 + k2

∫ t

0
(1 + fn−1(s)) (h(t− s) + g(t− s)) ds.

Aplicant el lema de Gronwall, tenim

sup
n≥1

sup
t∈[0,T ]

fn(t) = sup
n≥1

sup
(x,t)∈R×[0,T ]

E(|u(n)(x, t)|p) < ∞.

PAS 2: Demostrem l’existència d’una solució. Per fer-ho, veurem que la succes-
sió u(n)(x, t) convergeix en L2(Ω) cap a un procés u(x, t) que resol la EDPE. Posem
dn(x, t) = u(n+1)(x, t)− u(n)(x, t). D’aquesta manera

dn(x, t) =

∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)
[
σ(u(n+1)(y, s))− σ(u(n)(y, s))

]
W (dy, ds)

+

∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)
[
b(u(n+1)(y, s))− b(u(n)(y, s))

]
dyds.

Per tant, tenim la descomposició

sup
x∈R

E(|dn(x, t)|2) ≤ C(D1 +D2),
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on

D1 = sup
x∈R

E

[∣∣∣∣∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)
[
σ(u(n+1)(y, s))− σ(u(n)(y, s))

]
W (dy, ds)

∣∣∣∣2
]
,

D2 = sup
x∈R

E

[∣∣∣∣∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)
[
b(u(n+1)(y, s))− b(u(n)(y, s))

]
dyds

∣∣∣∣2
]
.

Per una banda

D1 ≤ L(σ)2 sup
x∈R

E

[∣∣∣∣∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)dn−1(y, s)W (dy, ds)

∣∣∣∣2
]

≤ L(σ)2 sup
x∈R

E

[∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)2dn−1(y, s)
2dyds

]
≤ L(σ)2

∫ t

0
sup
x∈R

E(|dn−1(x, s)|2)
∫
R

Γ(x− y, t− s)2dyds

≤ K

∫ t

0
sup
x∈R

E(|dn−1(x, s)|2)g(t− s)ds,

on L(σ) i C són constants. D’altra banda

D2 ≤ L(b)2 sup
x∈R

E

[∣∣∣∣∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)dn−1(y, s)dyds

∣∣∣∣2
]

≤ L(b)2 sup
x∈R

E

[∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)dn−1(y, s)
2dyds

]
≤ L(b)2

∫ t

0
sup
x∈R

E(|dn−1(x, s)|2)
∫
R

Γ(x− y, t− s)dyds

≤ L(b)2
∫ t

0
sup
x∈R

E(|dn−1(x, s)|2)h(t− s)ds.

Si definim les funcions fn(t) = supx∈RE(|dn(x, t)|2) trobem que existeix una constant
k ≥ 0 tal que

fn(t) ≤ k

∫ t

0
fn−1(s) (g(t− s) + h(t− s)) ds.

Aplicant novament el lema de Gronwall, deduïm que
∑∞

n=1 fn(t) < ∞ i, per tant,
u(n)(x, t) convergeix uniformement en L2(Ω) a un procés u(x, t) que, per construcció,
resol la EDPE.

PAS 3: Demostrem la unicitat quasi segura de la solució. Suposem que tenim
dues solucions u(x, t) i v(x, t) de la EDP anterior. Aleshores definim d(x, t) = u(x, t)−
v(x, t) i aquest procés d satisfà l’equació integral:

d(x, t) =

∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s) [σ(u(y, s))− σ(v(y, s))]W (dy, ds)

+

∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s) [b(u(y, s))− b(v(y, s))] dyds.

En particular, supx∈RE(|d(x, t)|2) admet la següent descomposició:

sup
x∈R

E(|d(x, t)|2) ≤ C(E1 + E2),
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on

E1 = sup
x∈R

E

[(∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s) [σ(u(y, s))− σ(v(y, s))]W (dy, ds)

)2
]
,

E2 = sup
x∈R

E

[(∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s) [b(u(y, s))− b(v(y, s))] dyds

)2
]
.

Fent exactament el mateix raonament que en el pas 2 tenim que existeixen constants
K1, K2 > 0 complint

E1 ≤ K1

∫ t

0
sup
x∈R

E(|d(x, s)|2
∫
R

Γ(x− y, t− s)2dyds

≤ K1

∫ t

0
sup
x∈R

E(|d(x, s)|2g(t− s)ds

i

E2 ≤ K2

∫ t

0
sup
x∈R

E(|d(x, s)|2)
∫
R

Γ(x− y, t− s)dyds

≤ K2

∫ t

0
sup
x∈R

E(|d(x, s)|2)h(t− s)ds.

Definint la funció f(t) = supx∈RE(|d(x, t)|2, els càlculs anteriors ens donen que exis-
teix k > 0 tal que

f(t) ≤ k

∫ t

0
f(s) (g(t− s) + h(t− s)) ds.

Aplicant el lema de Gronwall a les funcions fn(t) = f(t) tenim que
∑∞

n=1 f(t) < ∞.
Per tant, necessàriament f(t) ≡ 0 i conseqüentment u(x, t) = v(x, t) q.s. Això conclou
la prova del teorema. □

2.2.3 Aplicacions del teorema: L’equació de la calor estocàstica i l’equació
d’ones estocàstica

L’equació de la calor estocàstica

En aquesta secció, estudiarem el model de l’equació de la calor quan la font de
calor és aleatòria i es pot modelitzar mitjançant un soroll blanc espai-temps.

Més concretament, suposem que tenim una barra infinitament llarga, de tal ma-
nera que podem identificar-la amb R. Suposem que la temperatura inicial de la barra
és determinista i val u(x, 0) = u0(x). Considerem el següent problema de Cauchy:

{
ut(x, t)− uxx(x, t) = σ(u(x, t))Ẇ + b(u(x, t)), x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.
(2.16)

Adaptant la definició de solució d’una EDPE al cas de la calor, cercarem solucions
en el sentit de la definició 2.10 on Γ(x, t) és la solució fonamental de l’equació de la
calor.
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Teorema 2.13. Sota les hipòtesis (H1), l’equació (2.16) satisfà les hipòtesis (HS) i
per tant (2.16) té solució i és única q.s. A més, per a tot T > 0 i p ≥ 2

sup
(x,t)∈R×[0,T ]

E(|u(x, t)|p) < ∞.

Demostració. En virtut del teorema d’existència i unicitat, hem de comprovar només
que per a tot T > 0 existeix una constant CT > 0 complint∫ T

0

∫
R

Γ(x, t)2dxdt ∨
∫ T

0

∫
R

Γ(x, t)dxdt ≤ CT ,

on Γ(x, t) és la solució fonamental de l’equació de la calor. Però això és directe de la
definició de Γ i de la proposició 2.6. □

L’equació d’ones estocàstica Considerem el següent problema de Cauchy
utt(x, t)− uxx(x, t) = σ(u(x, t))Ẇ + b(u(x, t)) x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x) x ∈ R,
ut(x, 0) = u1(x) x ∈ R.

(2.17)

De la mateixa manera que en l’equació de la calor, adaptem la definició de solució
d’una EDPE a aquest cas i, per tant, cerquem solucions en el sentit de la definició
2.10 on Γ(x, t) és la solució fonamental de l’equació d’ones.

Teorema 2.14. Sota les hipòtesis (H1), l’equació (2.17) satisfà les hipòtesis (HS) i
per tant (2.17) té solució i és única q.s. A més, per a tot T > 0 i p ≥ 2

sup
(x,t)∈R×[0,T ]

E(|u(x, t)|p) < ∞.

Demostració. En virtut del teorema d’existència i unicitat, hem de comprovar només
que per a tot T > 0 existeix una constant CT > 0 tal que∫ T

0

∫
R

Γ(x, t)2dxdt ∨
∫ T

0

∫
R

Γ(x, t)dxdt ≤ CT ,

on Γ(x, t) és la solució fonamental de l’equació d’ones. Però això és directe de la
definició de Γ i de la proposició 2.8. □

3 Càlcul de Malliavin i aplicació a les EDPEs

Introduïm les notacions següents:

• Denotem per C∞
p (Rn) l’espai de funcions f : Rn → R infinitament diferenciables

tals que f i totes les seves derivades parcials tenen creixement polinòmic.

• Denotem per C∞
b (Rn) el conjunt de funcions f : Rn → R infinitament diferenci-

ables, tals que f i totes les seves derivades parcials són fitades.
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• Denotem per C∞
0 (Rn) el conjunt de funcions f : Rn → R infinitament diferenci-

ables i amb suport compacte.

Per comoditat, en comptes de considerar l’espai (R2,B(R2),m) del capítol 1, con-
siderarem (R × R+,B(R × R+), l) on l denota la mesura de Lebesgue a R × R+. Per
agilitzar la notació, posem R = R×R+ i H = L2(R). Denotem per Ẇ un soroll blanc
basat en (R2,B(R2),m) i per {Ẇ (h);h ∈ H} el procés isonormal associat.

3.1 Caos de Wiener

3.1.1 Polinomis d’Hermite

Definició 3.1. Per a cada n ≥ 0, definim l’n-èssim polinomi d’Hermite com

H0(x) = 1

i per a tot n ≥ 1,

Hn(x) =
(−1)n

n!
ex

2/2 dn

dxn

(
e−x2/2

)
Un càlcul directe ens diu que els polinomis d’Hermite són els coeficients de la

sèrie de Taylor en potències de t de la funció F (x, t) = exp{tx − t2

2 }. Per tant, d’aquí
deduïm les següents propietats

Proposició 3.2.

nH ′
n(x) = Hn−1(x), n ≥ 1

(n+ 1)Hn+1(x) = xHn(x)−Hn−1(x), n ≥ 1,

Hn(−x) = (−1)nHn(x), n ≥ 1.

Lema 3.3. Siguin X,Y dos variables amb distribució conjunta gaussiana i ambE(X) =

E(Y ) = 0, V(X) = V(Y ) = 1. Aleshores per a tot n,m ≥ 0 tenim

E (Hn(X)Hm(Y )) =

{
0 n ̸= m
1
n!E(XY )n n = m.

Demostració. Es pot trobar a [12]. □

Lema 3.4. La família de variables aleatòries {eẆ (h);h ∈ H} formen un subconjunt
total de L2(Ω).

Demostració. Es pot trobar a [12]. □

Teorema 3.5. Per a cada n ≥ 1, sigui Hn el subespai tancat de L2(Ω) format per les
variables aleatories {Hn(Ẇ (h)); ||h||H = 1}. Aleshores L2(Ω) es pot escriure com a
suma directa ortogonal de Hn. És a dir

L2(Ω) =

∞⊕
n=0

Hn

Demostració. Es pot trobar a [12]. □
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3.2 Càlcul de Malliavin

3.2.1 L’operador de derivació (derivada de Malliavin)

Sigui S la classe de variables aleatòries de la forma

F = f(Ẇ (h1), . . . , Ẇ (hn))

on f ∈ C∞
p (Rn), h1, . . . hn ∈ H i n ≥ 1. Si f ∈ C∞

b (Rn) aleshores denotem aquest
espai per Sb. A més, si f és un polinomi, el denotem per P. Observem que els espais
definits anteriorment són densos en Lp(Ω) per a tot p ≥ 1.

Definició 3.6. La derivada de Malliavin d’una variable aleatòria F ∈ S és l’aplicació
a valors en H donada per

DF =
n∑

i=1

∂xif(Ẇ (h1), . . . , Ẇ (hn))hi.

En particular, per a cada z ∈ R,

DzF =
n∑

i=1

∂xif(Ẇ (h1), . . . , Ẇ (hn))hi(z).

Per a cada h ∈ H podem definir la derivada direccional de F ∈ S en direcció h ∈ H

com DhF = ⟨DF, h⟩H .

Lema 3.7. Per a tot F ∈ Si h ∈ H es té

E(⟨DF, h⟩H) = E(FẆ (h)).

Demostració. Sense pèrdua de generalitat podem assumir que F = f(Ẇ (h1), . . . , Ẇ (hn))

on h1 = h i h1, . . . , hn són ortonormals. D’aquesta manera

E(⟨DF, h⟩H) =

∫
Rn

∂x1f(x1, . . . , xn)ϕn(dx1, . . . , dxn)

=

∫
Rn

f(x1, . . . , xn)x1ϕn(dx1, . . . , dxn) = E(FẆ (h1)).

on ϕn(dx1, . . . , dxn) és la llei gaussiana n-dimensional. □

Aquest lema és clau per demostrar la fòrmula següent.

Proposició 3.8. Siguin F,G ∈ S i h ∈ H. Aleshores

E(G⟨DF, h⟩H) = E(FGW (h)− F ⟨DG,h⟩H)

Demostració. Resulta d’aplicar el lema 3.7 a FG. □

Aquesta relació d’integració per parts és clau per demostrar que l’operador D es
pot definir a la clausura de S, S. Denotem per Lp(Ω;H) l’espai de variables aleatòries
F a valors en H complint E(||F ||pH)1/p < ∞.
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Proposició 3.9. L’operador D és tancable (veure A.7) de Lp(Ω) a Lp(Ω;H) per a tot
p ≥ 1.

Demostració. Sigui {Fn;n ≥ 1} una successió de variables aleatòries pertanyents a
S que tendeixen a 0 en Lp(Ω). En virtut de la proposició A.8, hem de veure que si
considerem la successió {DFn;n ≥ 1} i suposem que convergeix en Lp(Ω;H) a un
element η ∈ H, aleshores η = 0. Sigui h ∈ H i sigui F ∈ Sb de tal manera que FẆ (h)

és fitada. Tenim

E(⟨η, h⟩HF ) = lim
n→∞

E(⟨DFn, h⟩HF )

= lim
n→∞

E(FnFẆ (h)− Fn⟨DF, h⟩H) = 0.

Si veiem que el conjunt de variables aleatories F ∈ Sb tals que FẆ (h) és fitada és
dens en Lp(Ω), aleshores per un argument d’aproximació trobariem que ⟨η, h⟩H = 0

per a tot h ∈ H i per tant η = 0. Com Sb és dens en Lp(Ω), és suficient veure que la
nostra classe de variables aleatòries és densa en Sb. Per fer-ho, considerem G ∈ Sb i

la successió Fn = G exp{Ẇ (h)2

n }. Clarament FẆ (h) és fitada i Fn → G en Lp(Ω) per a
tot p ≥ 1.

Així, la classe de variables aleatòries F ∈ Sb tals que FẆ (h) és fitada és densa en
Sb i, per tant, també ho és en Lp(Ω). Amb el raonament fet anteriorment deduïm per
tant que η = 0. □

Per a cada p ≥ 1, denotem per D1,p el domini de D en Lp(Ω). És a dir, D1,p és la
clausura de S respecte la norma

||F ||1,p =
[
E(|F |p) + E(||DF ||pH)

]1/p
.

En el cas p = 2, es pot demostrar que D1,2 és un espai de Hilbert amb el producte
escalar

⟨F,G⟩1,2 = E(FG) + E(⟨DF,DG⟩H).

3.2.2 L’operador de divergència (integral de Skorohod)

Definició 3.10. Definim l’operador de divergència δ com l’adjunt de l’operador de
derivació D. És a dir, δ és un operador no fitat de L2(Ω;H) a valors en L2(Ω) de tal
manera que

• El domini de δ, Dom(δ), és el conjunt d’elements u ∈ L2(Ω;H) tals que per a tot
F ∈ D1,2

|E(⟨DF, u⟩H)| ≤ c||F ||L2(Ω),

on c és una constant positiva que depèn de u.

• Si u ∈ Dom(δ), aleshores δ(u) és l’element de L2(Ω) caracteritzat per

E(Fδ(u)) = E(⟨DF, u⟩H) (3.1)

per a tot F ∈ D1,2.

36



Normalment, la relació (3.1) reb el nom de propietat de dualitat. Denotem per SH

el conjunt d’elements de L2(Ω;H) de la forma

u =
n∑

j=1

Fjhj

on Fj ∈ S per a tot j = 1, . . . , n i hj ∈ H per a tot j = 1, . . . , n. Es satisfà que si u ∈ SH

aleshores u ∈ Dom(δ). En efecte, per a tot F ∈ S,

|E(⟨DF, u⟩H)| =

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

E (Fj⟨DF, hj⟩H)

∣∣∣∣∣∣
≤

n∑
j=1

(
|E(F ⟨DFj , hj⟩H) + |E(FFjẆ (hj))|

)

≤||F ||L2(Ω)

 n∑
j=1

||⟨DFj , hj⟩H ||L2(Ω) + ||FjẆ (hj)||L2(Ω)


≤c||F ||L2(Ω)

doncs Fj ∈ S per a tot j. A més, del fet que S és dens en L2(Ω) es dedueix que SH és
dens en L2(Ω;H). Gràcies a la propietat de dualitat i a que D és un operador tancable
trobem que δ : Dom(δ) → L2(Ω) és un operador tancat.

3.3 Càlcul de Malliavin amb integrals múltiples de Wiener

Fins ara, H podia ser un espai de Hilbert separable qualsevol. Ara farem servir que
H = L2(R). Com H = L2(R), podem identificar L2(Ω;H) amb L2(R × Ω). D’aquesta
manera, podem entendre la derivada de Malliavin d’un element F ∈ D1,2 com un
procés estocàstic {DzF ; z ∈ R}. Similarment, podem construir derivades d’ordre
superior. Si f, g ∈ L2(R), definim (f ⊗ g)(x, y) = f(x)g(y). Aleshores, si F ∈ S, tenim

DF =
n∑

j=1

∂xjf(Ẇ (h1), . . . , Ẇ (hn))hi

i podem definir D2F com

D2F = D(DF ) =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2
xi,xj

f(Ẇ (h1), . . . , Ẇ (hn))hi ⊗ hj

D’aquesta manera, per a tot k ≥ 1 podem veure la derivada k-èssima de F , DkF com
un element de L2(Rk ×Ω) i també com el procés multiparamètric {Dk

z1,...,zk
F ; zj ∈ R}

definit inductivament de la mateixa manera que hem definit D2F . Això ens porta a
definir els espais Dk,2 de forma inductiva: Sigui F ∈ Dk,2, aleshores F ∈ Dk+1,2 si, i

només si, Dk
z1,...,zk

F ∈ D1,2 i l’aplicació z 7→ E
(
||DzD

k
z1,...,zk

F ||2
L2(Rk)

)
pertany a L2(R).

Del fet que D esdevingui un operador de L2(Ω) a valors a L2(R × Ω) degut a
la identificació anterior, l’operador de divergència serà per tant un operador de
L2(R× Ω) a valors en L2(Ω).
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3.3.1 Integrals múltiples de Wiener

Sigui En el conjunt de funcions de la forma

f(z1, . . . , zn) =
k∑

j1,...,jn=1

aj1,...,jn1Aj1
×···×Ajn

(z1, . . . , zn),

on els Aj1 , . . . , Ajn són conjunts disjunts dos a dos de mesura finita i els coeficients
aj1,...,jn valen 0 si algun dels índexs j1, . . . , jn coincideix. Per aquest tipus de funcions,
definim

In(f) =
k∑

j1,...,jn=1

aj1,...,jnẆ (Aj1) · · · Ẇ (Ajn).

Per a cada f ∈ L2(Rn), denotem per f̃ la simmetrització de f . És a dir,

f̃(z1, . . . , zn) =
1

n!

∑
σ∈Sn

f(zσ(1), . . . , zσ(n)).

D’aquesta manera, In defineix una aplicació lineal de En a L2(Ω) satisfent

1. In(f) = In(f̃).

2. E(In(f)Im(g)) =

{
0 n ̸= m,

n!⟨f̃ , g̃⟩L2((R×R+)n) n = m.

Proposició 3.11. El conjunt En és dens en L2(Rn).

Demostració. Es pot trobar a [12]. □

Gràcies a la densitat de En, i per la propietat 2 de In aplicada a f = g, obtenim
que

E(In(f)
2) = n!||f̃ ||L2(Rn) ≤ n!||f ||L2(Rn).

Per tant, podem extendre In a un operador continu de L2(Rn) que pren valors a L2(Ω).

Definició 3.12. Siguin f ∈ L2(Rp) i g ∈ L2(Rq) funcions simètriques. Per a cada
1 ≤ r ≤ p ∧ q definim la contracció de r índexs de f i g com

(f ⊗r g)(z1, . . . , zp+q−2r)

=

∫
(R×R+)r

f(z1, . . . , zp−r, s1, . . . , sr)g(zp−r+1, . . . , zp+q−2r, s1, . . . , sr)m(ds1) · · ·m(dsr)

Observem a més que f ⊗r g ∈ L2(Rp+q−2r).

Generalment, f ⊗r g no serà una funció simètrica. Denotem per f⊗̃rg la simetrit-
zació de f ⊗r g.

Proposició 3.13. Sigui f ∈ L2(Rp) una funció simètrica i g ∈ L2(R). Aleshores,

Ip(f)I1(g) = Ip+1(f ⊗ g) + pIp−1(f ⊗1 g).
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Demostració. Es pot trobar a [12]. □

El següent resultat relaciona el concepte d’integrals múltiples de Wiener amb els
polinomis d’Hermite. Fent servir que els polinomis d’Hermite formen un sistema
ortogonal de L2(R), obtindrem una descomposició en integrals múltiples de Wiener
de qualsevol funció f ∈ L2(R).

Proposició 3.14. Per a tota g ∈ L2(R) tenim

In(g
⊗n) = ||g||nL2(R)Hn

(
Ẇ (g)

||g||L2(R)

)
on g⊗n(t1, . . . , tn) = g(t1) · · · g(tn) i Hn denota l’n-èssim polinomi d’Hermite. En parti-
cular, In : L2

sim(Rn) → Hn és bijectiva.

Demostració. Podem suposar que ||g||L2(R) = 1. Ho demostrarem per inducció en n.

En el cas n = 1 és immediat, doncs H1(x) = x i I1(g) = Ẇ (g). Suposarem cert per
n = 1, 2, . . . , n− 1, n. Aplicant la proposició 3.13 obtenim:

In+1(g
⊗(n+1)) =In(g

⊗n)I1(g)− nIn−1(g
⊗(n−1))

=Hn(Ẇ (g))Ẇ (g)− nHn−1(Ẇ (g))

=Hn+1(Ẇ (g)).

□

Gràcies a aquesta proposició i a la descomposició en caos de Wiener (teorema 3.5)
deduïm el següent resultat:

Proposició 3.15. Qualsevol variable aleatoria F ∈ L2(Ω) es pot expandir en forma
de sèrie de integrals estocàstiques múltiples

F =
∑
n≥0

In(fn),

on f0 = E(F ) i I0 és la aplicació identitat.

Ens referirem a l’expressió anterior com expansió en integrals múltiples de Wiener
de F o descomposició de Wiener de F .

3.3.2 Derivació i integració de Skorohod en el caos de Wiener

Proposició 3.16. Sigui F ∈ D1,2 de tal manera que F =
∑

n≥0 In(fn) on fn ∈ L2
sim(R).

Aleshores, F pertany al domini de D si, i només si,

∞∑
n=1

nn!||f̃ ||2L2(Rn) < ∞.

En tal cas, se satisfà

DzF =
∞∑
n=1

nIn−1(fn(·, z))

per a tot z ∈ R.
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Demostració. Es pot trobar a [13]. □

Proposició 3.17. Sigui u ∈ L2(R× Ω) amb descomposició de Wiener

uz =
∑
n≥0

In(fn(·, z)).

on fn ∈ L2(Rn+1) és simètrica en les n primeres variables. Aleshores, u ∈ Dom(δ) si,
i només si, la sèrie ∑

n≥0

In+1(fn)

és convergent en L2(Ω). A més, si convergeix, es té

δ(u) =
∑
n≥0

In+1(fn).

Demostració. Es pot trobar a [13]. □

Sigui Ẇ un soroll blanc basat en (R,Bb(R), l). Si u = {u(x, t); (x, t) ∈ R × R+} és
un procés que pertany a Dom(δ), aleshores sovint es fa servir la notació

δ(u) =

∫
R
uzδWz

Veurem que, pel que fa al tipus de processos que estem tractant en aquesta memòria,
la integral de Skorohod coincideix amb la integral de Walsh que vam tractar al capítol
1.

Per a cada G ∈ Bb(R), anomenem FG a la σ-àlgebra generada per les variables
aleatòries Ẇ (B), B ∈ Bb(R), B ⊂ G.

Lema 3.18. Sigui Ẇ un soroll blanc basat en (R,Bb(R), l). Sigui F una variable
aleatòria de quadrat integrable amb expansió en integrals múltiples de Wiener F =∑

n≥0 In(fn). Aleshores, per a tot G ∈ Bb(R),

E (F |FG) =
∑
n≥0

In(fn1
⊗n
G )

on 1⊗n
G (z1, . . . , zn) =

∏n
i=1 1G(zi).

Demostració. És suficient demostrar-ho per F = In(fn) on fn ∈ L2
sim(Rn). A més, com

les funcions En són denses en L2(Rn), és suficient considerar el cas fn = 1A1×···×An

on Ai són disjunts dos a dos i de mesura finita. En aquest cas, tenim

In(fn) =

n∏
i=1

Ẇ (Ai)

i per tant

E (F |FG) =E

(
n∏

i=1

Ẇ (Ai)|FG

)
= E

(
n∏

i=1

(Ẇ (Ai ∩G) + Ẇ (Ai ∩Gc))|FG

)
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Com les variables Ẇ (Ai ∩ Gc) són independents de FG i a més són centrades, l’es-
perança condicionada de qualsevol producte creuat que tingui un factor de la forma
Ẇ (Ai ∩Gc) serà nul·la. D’aquesta manera, trobem que

E

(
n∏

i=1

(Ẇ (Ai ∩G) + Ẇ (Ai ∩Gc))|FG

)
= E

(
n∏

i=1

Ẇ (Ai ∩G)|FG

)
=

n∏
i=1

Ẇ (Ai ∩G)

i la última expressió és igual a = In (1A1∩G×···×An∩G) = In(fn1
⊗n
G ), tal i com volíem

demostrar. □

Lema 3.19. Sigui F ∈ D1,2 i G ∈ Bb(R). Aleshores, E(F |FG) ∈ D1,2 i

DzE (F |FG) = E (DzF |FG)1G(z).

Demostració. Si F ∈ D1,2, pel lema anterior és clar que E(F |FG) ∈ L2(Ω). A més,

DzE(F |FG) =
∞∑
n=1

nIn−1(fn(·, z)1⊗(n−1)
G )1G(z)

i per tant, al ser F ∈ D1,2, tenim que la norma del sumand dret és finita i per tant
E(F |FG) ∈ D1,2. Fent els càlculs, trobem que

∞∑
n=1

nIn−1(fn(·, z)1⊗(n−1)
G )1G(z) = E (DzF |FG)1G(z).

□

Corołari 3.20. Sigui G ∈ Bb(R) i sigui F ∈ D1,2 una variable aleatòria FG-mesurable,
aleshores DzF = 0 gairebé per a tot (z, ω) ∈ Gc × Ω.

Demostració. El resultat és directe aplicant el lema anterior, doncs tenim que DzF =

E (DzF |FG)1G(z). □

La següent proposició ens dona la relació entre la integral de Skorohod i la integral
de Walsh

Proposició 3.21. Sigui G ∈ Bb(R) i F una variable aleatòria de quadrat integrable
FGc -mesurable. Aleshores F1G ∈ Dom(δ) i a més

δ (F1G) = FẆ (G).

Demostració. Suposem primer F ∈ S, aleshores F1G ∈ Dom(δ) i amb un càlcul
directe obtenim

δ(F1G) = FẆ (G)−
∫
R×R+

D(x,t)F1G((x, t))dxdt.

Aplicant els lemes anteriors, obtenim∫
R×R+

D(x,t)F1G((x, t))dxdt = 0.

Com S és dens en L2(Ω) i δ és un operador tancat, deduïm que el resultat és cert per
F ∈ L2(Ω). □
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En particular, observem que el resultat anterior és cert per a les funcions simples
definides en el capítol 1 i, per tant, la integral estocàstica dels processos integrables
en el sentit de Walsh coincideix amb la integral en el sentit de Skorohod. És per això
que a partir d’ara, si u = {u(x, t); (x, t) ∈ R×R+} és un procés previsible de quadrat
integrable, podem suposar que la integral∫

R×R+

u(x, t)W (dx, dt)

és en el sentit de Skorohod i per tant podem aplicar les eines del càlcul de Malliavin
a aquestes integrals.

3.3.3 Càlcul diferencial

Proposició 3.22. Sigui p ≥ 1, F = (F1, . . . , Fm) un vector aleatori tal que Fj ∈
D1,p ∀j = 1, . . .m i sigui φ : Rm → R una funció de classe C1 amb derivades parcials
fitades. Aleshores φ(F ) ∈ D1,p i

Dφ(X) =
m∑
j=1

∂xjφ(X)DFj . (3.2)

Demostració. Si Fj ∈ S i φ ∈ C∞(Rm) amb derivades parcials fitades, el resultat és
directe aplicant la regla de la cadena clàssica. Pel cas general, considerem per a cada
j = 1, . . . , n una successió F

(n)
j convergent a Fj en D1,p (és a dir, F

(n)
j → Fj en Lp(Ω)

i DF
(n)
j → DFj en Lp(Ω;H)). Considerem també per a cada n ≥ 1 una aproximació

de la identitat αn de tal manera que podem constriur la successió {φn;n ≥ 1} de
funcions C∞(Rm) amb derivades parcials fitades donada per φn = φ ∗ αn. D’aquesta

manera, denotant per F (n) = (F
(n)
1 , . . . , F

(n)
m ), obtenim

φn(F
(n)) → φ(F ) en Lp(Ω),

Dφn(F
(n)) =

m∑
j=1

∂xjφ(F
(n))DF

(n)
j →

m∑
j=1

∂xjφ(F )DFj en Lp(Ω;H).

Com D és un operador tancat, es té φ(F ) ∈ D1,p i (3.2) es satisfà. □

Lema 3.23. Sigui {Fn;n ≥ 0} una successió de variables aleatòries de D1,2 que
convergeix a F en L2(Ω) i satisfent

sup
n≥0

E(||DF ||2H) < ∞

Aleshores F ∈ D1,2 i la successió {DFn;n ≥ 0} convergeix a DF en la topologia feble
de L2(R× Ω) (veure A.2).

Demostració. Es pot trobar a [13] □

Proposició 3.24. Sigui u ∈ D1,2(H) (és a dir, u ∈ L2(R × Ω) i Du ∈ L2(R2 × Ω)).
Suposem que gairebé per a tot r ∈ R, el procés {Druz; z ∈ R} pertany a Dom(δ) i
que existeix una modificació del procés {δ(Druz); r ∈ R} que pertany a L2(R × Ω).
Aleshores, δ(u) ∈ D1,2 i

Dzδ(u) = uz + δ(Dzu)
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Demostració. Es pot trobar a [13]. □

3.4 Criteri de continuitat absoluta

Proposició 3.25. Sigui F ∈ D1,2 una variable aleatòria tal que ||DF ||2H > 0 q.s.
Aleshores, la llei de F és absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue

Demostració. Hem de veure tot subconjunt E ∈ B(R) de mesura zero satisfà P(F ∈
E) = 0. Equivalentment, hem de veure que 1E(F ) = 0 q.s. Observem que si F té
llei absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue i ϕ és un difeomorfisme,
aleshores la llei de ϕ(F ) és també absolutament continua respecte la mesura de Le-
besgue. D’aquesta manera, podem suposar sense pèrdua de generalitat que F pren
valors a (−1, 1) i, per tant, ens podem restringir només a borelians E ⊂ (−1, 1) de
mesura zero.

Denotem per PF la llei de F . Tenim que existeix una successió de funcions fn
continues que convergeixen puntualment a 1E g.p.t. respecte la mesura PF +dx (és a
dir, fn(x) → 1E(x) g.p.t. x ∈ (−1, 1) i fn(F ) → 1E(F ) q.s.). Definim φn(t) =

∫ t
−1 fn(x).

Aleshores φn és de classe C1 i cada φn té derivada fitada. Apliquem doncs la regla
de la cadena i trobem que φn(F ) ∈ D1,2 i Dφn(F ) = φ′

n(F )DF = fn(F )DF . Com
fn(x) → 1E puntualment g.p.t., φn(x) → 0 g.p.t. Pel teorema de la convergència
dominada, tenim:

φn(F ) → 0 en L2(Ω),

fn(F )DF → 1E(F )DF en L2(Ω)

Com la derivada de Malliavin és un operador tancat, tenim 1E(F )DF = 0 q.s. i per
tant 1E(F )||DF ||2H = 0 q.s. Com ||DF ||2H > 0 q.s. deduïm que 1E(F ) = 0 q.s. □

Tot i que aquest criteri sembla senzill i poc restrictiu, trobar que ||DF ||2H =∫
R ||DrF |2dr > 0 q.s. és un càlcul difícil. El següent lema ens ajudarà a compro-

var aquesta condició:

Lema 3.26. Sigui F una variable aleatòria no negativa. Aleshores E(F−p) < ∞ per
a tot p ≥ 2 si i només si per a tot q ≥ 2 existeix un ϵ0(q) > 0 tal que P(F < ϵ) ≤ Cϵq

per a tot ϵ ≤ ϵ0(q).

Demostració. Es pot trobar a [10]. □

Per tant, si aconseguim veure que per a algun p ≥ 2,

E

[(∫
R
|DzF |2dZ

)−2p
]
< ∞,

tindrem que la variable ||DF ||−2p
H és finita q.s. i, per tant, ||DF ||2H > 0 q.s.
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3.5 Aplicació del càlcul de Malliavin a les EDPEs

Considerem una EDPE de la forma

Lu(x, t) = σ(u(x, t))Ẇ + b(u(x, t)) (3.3)

per a x ∈ R i t > 0. Per simplicitat, considerem condicions inicials homogènies.
Suposem que se satisfan les hipòtesis (H1) i (HS). Recordem que busquem solucions
a (3.3) en el sentit de la definició 2.10. Recordem també que a partir de la solució
fonamental Γ és convenient definir les funcions següents:

g(t) =

∫
R

Γ(x, t)2dx, G(t) =

∫ t

0
g(s)ds,

h(t) =

∫
R

Γ(x, t)dt, H(t) =

∫ t

0
h(s)ds.

Reforçant les condicions sobre les funcions σ i b obtenim el següent resultat:

Teorema 3.27. Siguin σ, b funcions C1(R) amb derivades fitades. Aleshores per a tot
(x, t), u(x, t) ∈ D1,p. A més, per a tot (y, s) ∈ R × R+, la derivada Dy,su(x, t) satisfà
l’equació

Dy,su(x, t) =Γ(x− y, t− s)σ(u(y, s))

+

∫ t

s

∫
R

Γ(x− z, t− r)σ′(u(z, r))Dy,su(z, r)W (dz, dr)

+

∫ t

s

∫
R

Γ(x− z, t− r)b′(u(z, r))Dy,su(z, r)dzdr

(3.4)

per s ≤ t i s’anul·la per s > t. A més, per a tot T > 0,

sup
n≥0

sup
(x,t)∈R×[0,T ]

E
(
||Dy,su(x, t)||pL2(R×R+)

)
< ∞.

Demostració. La prova la dividirem en dues passes.

PAS 1: Fixem p ≥ 2 i veiem per inducció que u(n) ∈ D1,2 per a tot n ≥ 0. Consi-
derem l’esquema iteratiu de Picard que vam considerar per la prova de l’existència i
unicitat de solucions. És a dir,

u(0)(x, t) = 0

i per n ≥ 0,

u(n+1)(x, t) =

∫ t

0

∫
R

Γ(x− z, t− r)σ(u(n)(z, r))W (dz, dr)

+

∫ t

0

∫
R

Γ(x− z, t− r)b(u(n)(z, r))dzdr.

Ho demostrarem per inducció. Per una banda, és clar que u(0)(x, t) ∈ D1,2. Ara,
suposem u(n)(x, t) ∈ D1,2 i tenint en compte l’esquema iteratiu anterior, apliquem les
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regles de càlcul de Malliavin i trobem que u(n+1)(x, t) ∈ D1,2. A més, Dy,su
(n+1)(x, t)

satisfà l’equació integral

Dy,su
(n+1)u(x, t) =Γ(x− y, t− s)σ(u(n)(y, s)

+

∫ t

s

∫
R

Γ(x− z, t− r)σ′(u(n)(z, r))Dy,su
(n)(z, r)W (dz, dr)

+

∫ t

s

∫
R

Γ(x− z, t− r)b′(u(n)(z, r))Dy,su
(n)(z, r)dzdr

i Dy,su
(n+1)u(x, t) = 0 per t ≤ s, doncs u(x, t) és Ft-mesurable.

PAS 2: Veurem que per a tot n ≥ 0, per a tot p ≥ 2 i per a tot T > 0,

sup
(x,t)∈R×[0,T ]

E(||Dy,su
(n)(x, t)||p

L2(R×R+)
) < ∞.

Per demostrar-ho, farem un raonament on busquem aplicar el lema de Gronwall.
Primer de tot observem que com per a tot (x, t) ∈ R× [0, T ], Du(0)(x, t) = 0, aleshores
és clar que

sup
(x,t)∈R×[0,T ]

E(||Dy,su
(0)(x, t)||p

L2(R×R+)
) = 0.

D’altra banda, tenim la descomposició següent:

E(||Dy,su
(n+1)(x, t)||p

L2(R×R+)
) ≤ C (I1,n + I2,n + I3,n)

on, aplicant els teoremes de Fubini i Tonelli, podem escriure Ij,n per j = 1, 2, 3 com

I1,n = E

[(∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)2σ(u(n)(y, s))2dyds

)p/2
]
,

I2,n = E

(∫ t

0

∫
R

(∫ t

s

∫
R

Γ(x− z, t− r)σ′(u(n)(z, r))Dy,su
(n)(z, r)W (dz, dr)

)2

dyds

)p/2
 ,

I3,n = E

(∫ t

0

∫
R

(∫ t

s

∫
R

Γ(x− z, t− r)b′(u(n)(z, r))Dy,su
(n)(z, r)dzdr

)2

dyds

)p/2
 .

Pel que fa a la primera integral, tenim, per la desigualtat de Hölder aplicada a la
integral respecte la mesura Γ(x− y, t− s)2dyds

I1,n ≤
(∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)2dyds

)p/2−1 ∫ t

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)2E
[
|σ(u(n)(y, s))|p

]
dyds

≤C1

(∫ T

0

∫
R

Γ(x− y, t− s)2dyds

)p/2
(
1 + sup

(x,t)∈R×[0,T ]
E(|u(n)(x, t)|p)

)
≤CT .

Pel que fa a la segona integral, aplicant la desigualtat tipus Burkholder A.16, les
propietats de σ i la desigualtat de Hölder respecte la mesura Γ(x − z, t − r)dzdr
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trobem que:

I2,n ≤cpE

[(∫ t

0

∫
R

∫ t

s

∫
R

Γ(x− z, t− r)2σ′(u(n)(z, r))2Dy,su
(n)(z, r)2dzdrdyds

)p/2
]

≤cp||σ′||p∞E

[(∫ t

0

∫
R

Γ(x− z, t− r)2
(∫ r

0

∫
R

|Dy,su
(n)(z, r)|2dyds

)
dzdr

)p/2
]

≤cp||σ′||2∞
(∫ t

0

∫
R

Γ(x− z, t− r)2
)p/2 ∫ t

0

∫
R

Γ(x− z, t− r)2E
(
||Dy,su

(n)(z, r)||p
L2(R×R+)

)
dzdr

≤||σ′||2∞CT,p

∫ t

0
sup
x∈R

E
(
||Dy,su

(n)(x, r)||p
L2(R×R+)

)∫
R

Γ(x− z, t− r)2dzdr

≤||σ′||2∞CT,p

∫ t

0
sup
x∈R

E
(
||Dy,su

(n)(x, r)||p
L2(R×R+)

)
g(t− r)dr.

Per últim, aplicant la desigualtat de Jensen respecte la mesura Γ(x − z, t − r)dzdr

deduïm que

I3,n ≤E

[(∫ r

0

∫
R

∫ t

s

∫
R

Γ(x− z, t− r)b′(u(n)(z, r))2|Dy,su
(n)(z, r)|2dzdrdyds

)p/2
]

≤||b′||p∞
∫ t

0

∫
R

Γ(x− z, t− r)E
(
||Dy,su

(n)u(z, r)||p
L2(R×R+)

)
dzdr

≤||b′||2∞
∫ t

0
sup
x∈R

E
(
||Dy,su

(n)u(x, r)||p
L2(R×R+)

)∫
R

Γ(x− z, t− r)dzdr

=||b′||p∞
∫ t

0
sup
x∈R

E
(
||Dy,su

(n)u(x, r)||p
L2(R×R+)

)
h(t− r)dr.

Aplicant el lema de Gronwall, obtenim

sup
n≥0

sup
(x,t)∈R×[0,T ]

E
(
||Dy,su

(n)(x, t)||p
L2(R×R+)

)
< ∞. (3.5)

Pel teorema d’existència i unicitat, per (3.5) i pel lema 3.24 trobem que u(x, t) ∈ D1,p

i efectivament Dy,su(x, t) satisfà l’equació integral (3.4). □

Abans de donar un resultat sobre continuitat absoluta de les solucions d’algunes
EDPEs, necessitem un lema tècnic.

Lema 3.28. Sigui T > 0 arbitrari i suposem que es satisfan les hipòtesis del teorema
anterior. Aleshores, per a tot 0 < t1 ≤ t2 ≤ T ,

sup
x∈R,t1≤t≤t2

E
(
||Du(x, t)||p

L2(R×[t1,t2])

)
≤ Cp(T )G(t2 − t1)

p/2

on Cp(T ) és una constant real positiva que depèn només de p i de T .

Demostració. Donat t ∈ [t1, t2] tenim la descomposició següent:

E(||Du(x, t)||p
L2(R×[t1,t2])

) ≤ C (I1 + I2 + I3)
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on, aplicant els teoremes de Fubini i Tonelli, podem escriure Ij per j = 1, 2, 3 com

I1 = E

[(∫ t

t1

∫
R

Γ(x− y, t− s)2σ(u(y, s))2dyds

)p/2
]
,

I2 = E

(∫ t

t1

∫
R

(∫ t

s

∫
R

Γ(x− z, t− r)σ′(u(z, r))Dy,su(z, r)W (dz, dr)

)2

dyds

)p/2
 ,

I3 = E

(∫ t

t1

∫
R

(∫ t

s

∫
R

Γ(x− z, t− r)b′(u(z, r))Dy,su(z, r)dzdr

)2

dyds

)p/2
 .

Pel que fa la primera integral, observem que si σ′ és fitada, aleshores σ és globalment
Lipschitz. A més, per la desigualtat de Hölder.

I1 ≤
(∫ t

t1

∫
R

Γ(x− y, t− s)2dyds

)p/2−1

E

[∫ t

t1

∫
R

Γ(x− y, t− s)2σ(u(y, s))2dyds

]
≤
(∫ t

t1

∫
R

Γ(x− y, t− s)2dyds

)p/2

sup
(x,t)∈R×[0,T ]

E(|σ(u(x, t))|2)

≤C1

(∫ t

t1

∫
R

Γ(x− y, t− s)2dyds

)p/2

= C1G(t− t1)
p/2.

Per la segona integral, apliquem la desigualtat tipus Burkholder A.16 i fem servir que
σ′ és fitada per trobar que

I2 ≤ Cp||σ′||p∞G(t− t1)
p/2−1

∫ t

t1

g(t− r) sup
(x,τ)∈R×[t1,r]

E(||Du(x, τ)||p
L2(R×[t1,t])

)dr.

De forma similar tenim, per la tercera integral,

I3 ≤ Cp||b′||p∞H(t− t1)
p−1

∫ t

t1

h(t− r) sup
(x,τ)∈R×[t1,r]

E(||Du(x, τ)||p
L2(R×[t1,t])

)ds.

Fent servir que existeix una constant positiva CT tal que G(t) ∨H(t) ≤ CT tenim

sup
(x,s)∈R×[t1,t]

E(||Du(x, s)||L2(R×[t1,t]))

≤Cp,T

(
G(t− t1)

p/2 +

∫ t

t1

sup
(x,τ)∈R×[t1,r]

E(||Du(x, τ)||p
L2(R×[t1,t])

) (g(t− r) + h(t− r)) dr

)
.

Aplicant el lema de Gronwall obtenim que existeix Cp(T ) > 0 tal que

sup
(x,s)∈R×[t1,t]

E(||Du(x, s)||L2(R×[t1,t])) ≤ Cp(T )G(t− t1)
p/2

per a tot t ∈ [t1, t2]. En particular, obtenim el resultat desitjat per a t = t2. □

Considerem les hipòtesis següents

(H’1) Les funcions σ i b són de classe C∞(R) amb derivades fitades i σ satisfent
inf{|σ(x)|;x ∈ R} ≥ σ0 > 0.
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(Hα) Els nombres reals positius α1, α2, α3 satisfan

α1 < 2α2 ∧ (α2 + α3).

Ara podem demostrar el següent resultat sobre la llei de la solució u(x, t).

Teorema 3.29. Suposem que l’EDPE (3.3) satisfà (H’1) i que existeixen α1, α2, α3

nombres reals positius satisfent (Hα) tals que

tα1 ≤ G(t) ≤ tα2 ,

H(t) ≤ tα3 .

Aleshores, la llei de u(x, t) és absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue
per a tot x ∈ R, t > 0.

Demostració. En virtut del lema 3.26, hem de comprovar que per a tot p ≥ 2 existeix
ϵ0(p) tal que

P

(∫ t

0

∫
R

Dy,su(x, t)
2dyds < ϵ

)
≤ Cϵp

per a tot ϵ ≤ ϵ0(p). Posem ϵ0(p) < 1. Per una banda, tenim la següent desigualtat

P

(∫ t

0

∫
R

Dy,su(x, t)
2dyds < ϵ

)
≤ p1(ϵ, β) + p2(ϵ, β).

on

p1(ϵ, β) = P

(∫ t

t−ϵβ

∫
R

Dy,su(x, t)
2dyds < ϵ,

∫ t

t−ϵβ

∫
R

Γ(x− y, t− s)2σ(u(y, s))2dyds ≥ 4ϵ

)
p2(ϵ, β) = P

(∫ t

t−ϵβ

∫
R

Γ(x− y, t− s)2σ(u(y, s))2dyds < 4ϵ

)
Per una banda,∫ t

t−ϵβ

∫
R

Γ(x− y, t− s)2σ(u(y, s))2dyds ≥σ2
0

∫ t

t−ϵβ

∫
R

Γ(x− y, t− s)2dyds

=σ2
0

∫ ϵβ

0

∫
R

Γ(x− y, s)2dyds

≥Cσ2
0ϵ

α1β.

Per tant,
p2(ϵ, β) ≤ P

(
Cϵα1β < 4ϵ

)
= 0

si β < 1/α1. D’altra banda,

p1(ϵ, β) ≤ P (I(ϵ, β) ≥ ϵ)

on

I(ϵ, β) =

∫ t

t−ϵβ

∫
R

(∫ t

s

∫
R

Γ(x− z, t− r)σ′(u(z, r))Dy,su(z, r)W (dz, dr)+∫ t

s

∫
R

Γ(x− z, t− r)σ′(u(z, r))Dy,su(z, r)dzdr

)2

dyds
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i, a més, I(ϵ, β) ≤ 2(I1(ϵ, β) + I2(ϵ, β)), on

I1(ϵ, β) =

∫ t

t−ϵβ

∫
R

(∫ t

s

∫
R

Γ(x− z, t− r)σ′(u(z, r))Dy,su(z, r)W (dz, dr)

)2

dyds.

I2(ϵ, β) =

∫ t

t−ϵβ

∫
R

(∫ t

s

∫
R

Γ(x− z, t− r)b′(u(z, r))Dy,su(z, r)dzdr

)2

dyds.

Apliquem la desigualtat de Chebyshev per trobar que per a tot p > 0,

P (I(ϵ, β) ≥ ϵ) ≤ 1

ϵp
(E(|I1(ϵ, β)|p) + E(|I2(ϵ, β)|p)) .

Analitzant l’expressió de la dreta, observem que r ∈ [s, t] i s ∈ [t − ϵβ, t] si i només si
r ∈ [t− ϵβ, t] i s ∈ [t− ϵβ, r]. Per tant canviem els límits d’integració i trobem

E(|I1(ϵ, β)|p)

≤cpE

[(∫ t

t−ϵβ

∫
R

∫ t

s

∫
R

Γ(x− z, t− r)2σ′(u(z, r))2Dy,su(z, r)
2dzdrdyds

)p]
≤cp||σ′||2p∞E

[(∫ t

t−ϵβ

∫
R

Γ(x− z, t− r)2
∫ r

t−ϵβ

∫
R

Dy,su(z, r)dydsdzdr

)p]
≤cp||σ′||2p∞G(ϵβ)p−1E

[∫ t

t−ϵβ

∫
R

Γ(x− z, t− r)2||Dy,su(z, r)||2pL2(R×[t−ϵβ ,t])
dzdr

]
≤cp||σ′||2p∞G(ϵβ)p sup

(x,τ)∈R×[t−ϵβ ,t]

E(||Du(x, τ)||2p
L2(R×[t−ϵβ ,t])

)

≤Cϵ2pβα2 .

Aplicant les desigualtats de Jensen i Hölder al segon sumand, canviant els límits
d’integració i amb uns càlculs similars a la integral anterior, arribem a

E(|I2(ϵ, β)|p)

≤E
[(∫ t

t−ϵβ

∫
R

∫ t

s

∫
R

Γ(x− z, t− r)b′(u(z, r))2Dy,su(z, r)
2dzdrdyds

)p]
≤||b′||2p∞E

[(∫ t

t−ϵβ

∫
R

Γ(x− z, t− r)

∫ r

t−ϵβ

∫
R

Dy,su(z, r)dydsdzdr

)p]
≤||b′||2p∞H(ϵβ)p−1E

[∫ t

t−ϵβ

∫
R

Γ(x− z, t− r)||Dy,su(z, r)||2pL2(R×[t−ϵβ ,r])
dzdr

]
≤CH(ϵβ)p sup

(x,τ)∈R×[t−ϵβ ,t]

E(||Du(x, τ)||2p
L2(R×[t−ϵβ ,t])

)

≤CH(ϵβ)pG(ϵβ)p ≤ Cϵpβ(α2+α3)

i, en conseqüència,

p1(ϵ, β) ≤ C
(
ϵ2pβα2−1 + ϵpβ(α2+α3)−1

)
D’aquesta manera, si escollim β de tal manera que

1

α2 + α3
∨ 1

2α2
< β <

1

α1

obtenim el resultat desitjat. □
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Corołari 3.30. La llei de la solució u(x, t) de l’equació de la calor estocàstica{
ut(x, t)− uxx(x, t) = σ(u(x, t))Ẇ + b(u(x, t)), x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = 0, x ∈ R,
(3.6)

on σ i b satisfan les hipòtesi (H’1) és absolutament contínua respecte la mesura de
Lebesgue.

Demostració. Hem de comprovar que existeixen α1, α2, α3 > 0 satisfent (Hα) i

C1t
α1 ≤ G(t) ≤ C2t

α2 ,

H(t) ≤ C3t
α3 ,

per a t ∈ (0, 1). Com G(t) = C1

√
t i H(t) = C2t escollim per exemple α1 = 2/3,

α2 = 1/2 i α3 = 1. D’aquesta manera

Ct2/3 ≤ C1t
1/2 ≤G(t) ≤ C2t

1/2,

H(t) = C3t,

i
2

3
< 1 ∧

(
3

2

)
.

□

Corołari 3.31. La llei de la solució u(x, t) de l’equació d’ones estocàstica
utt(x, t)− uxx(x, t) = σ(u(x, t))Ẇ + b(u(x, t)), x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = 0, x ∈ R,
ut(x, 0) = 0, x ∈ R,

(3.7)

on σ i b satisfan les hipòtesis (H’1) és absolutament contínua respecte la mesura de
Lebesgue.

Demostració. Hem de comprovar que existeixen α1, α2, α3 > 0 satisfent (Hα) i

C1t
α1 ≤G(t) ≤ C2t

α2 ,

H(t) ≤ C3t
α3

per a t ∈ (0, 1). Com G(t) = C1t
2 i H(t) = C2t

2 escollim per exemple α1 = 3, α2 = 2 i
α3 = 2. D’aquesta manera

Ct3 ≤ C1t
2 ≤G(t) ≤ C2t

2,

H(t) = C3t
2,

i
3 < 4 ∧ (2 + 2) .

□
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4 Conclusions

Gràcies a aquest treball. m’he introduit en les Equacions en Derivades Parcials Es-
tocàstiques (EDPEs). L’objectiu des de l’inici, ha estat intentar respondre a algunes
preguntes que hom es fa quan es troba una EDPE. En particular, en aquesta memòria
hem pogut donar un resultat d’existència i unicitat de solucions, així com un resultat
sobre la continuitat absoluta de la llei de les solucions d’algunes EDPEs.

Ha estat molt enriquidor seguir les passes de Walsh [5] per poder definir la in-
tegral estocàstica respecte el soroll blanc espai-temps, doncs he hagut d’aprendre
molt càlcul estocàstic a banda del que s’ha exposat en aquesta memòria per tal de
ser capaç de demostrar els resultats tècnics que apareixen al primer capítol.

La idea original del segon capítol era demostrar existència i unicitat de solucions
tant per a l’equació de la calor estocàstica com per a l’equació d’ones estocàstica.
Tanmateix, un cop havia provat els dos resultats per separat, em vaig adonar que
es podia generalitzar a un únic resultat. D’aquesta manera, provar teoremes sobre
l’existència i unicitat de solucions de les equacions de la calor i ones estocàstiques
es va reduir a dos senzills corol·laris que deriven del teorema general.

El tercer capítol ha estat el que més esforç m’ha requerit. Provar l’existència de
densitat de les solucions d’algunes EDPEs era un objectiu que volia complir sí o sí, i
això requeria entendre el càlcul de Malliavin. Per fer-ho, els llibres de referència han
sigut [12] i [13]. Un estudi més en profunditat sobre el càlcul de Malliavin requereix
un coneixement sobre espais de Hilbert i anàlisi funcional que s’escapa de l’objectiu
d’aquest treball. En aquest capítol ha passat una cosa semblant al capítol anterior,
vaig aconseguir demostrar la continuitat absoluta de la llei de l’equació de la calor i
l’equació d’ones per separat. Al principi no veia una manera senzilla de generalitzar
el resultat. Tot i això, en nombrosos articles apareixen resultats generalitzats i aquest
fet em va conduir a revisar exhaustivament les proves dels resultats per les dues
equacions i analitzar les semblances. Tot aquest esforç desemboca als teoremes 3.27
i 3.29, que són els resultats que considero més rellevants de tota la memòria.

51



A APÈNDIX

A.1 Eines d’anàlisi real

Teorema A.1. (Derivació sota signe integral) Sigui (X,F , µ) un espai de mesura
complet, Y un interval de R i f : X × Y → R complint

1. f(·, y) ∈ L1(X,F , µ) per a tot y ∈ Y .

2. f(x, ·) és derivable en Y g.p.t. x ∈ X.

3. Existeix una funció g ∈ L1(X,F , µ) tal que |∂yf(x, y)| ≤ g(x) g.p.t. x ∈ X i per a
tot y ∈ Y .

Aleshores, la funció F : Y → R definida per la integral paramètrica

F (y) =

∫
X
f(x, y)µ(dx)

és derivable i la seva derivada s’obté derivant sota el signe integral. És a dir

F ′(y) =

∫
X
∂yf(x, y)µ(dx).

Demostració. Es pot trobar a [2]. □

Observem que si imposem f(x, ·) ∈ Ck(Y ) g.p.t. x ∈ X, aleshores F ∈ Ck(Y ) i les
derivades de tots els ordres fins a k és calculen derivant sota el signe integral.

Definició A.2. Sigui H un espai de Hilbert, direm que una successió {xn;n ≥ 1} ⊂
H convergeix en la topologia feble de H a x ∈ H (també es diu que convergeix
feblement) si per a tot y ∈ H,

⟨xn, y⟩H → ⟨x, y⟩H .

A.2 Eines d’anàlisi funcional

Definició A.3. Un espai lineal X sobre R és un espai lineal quasi-normat si per a
cada x ∈ X existeix un nombre real ||x|| anomenat quasi-norma (o semi-norma) de x

complint

1. ||x|| ≥ 0 i ||x|| = 0 ⇐⇒ x = 0.

2. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||

3. || − x|| = ||x||

4. limαn→0 ||αnx|| = 0 i lim||xn||→0 ||αx|| on {αn;n ≥ 1}, α ∈ R.

Definició A.4. Siguin X, Y dos espais de Banach i sigui T : X → Y un operador
lineal. Es defineix el domini de T , Dom(T ), com el conjunt

Dom(T ) = {x ∈ X; ∃y ∈ Y, Tx = y}.
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Definició A.5. Siguin X, Y dos espais de Banach i sigui T : Dom(T ) → Y un opera-
dor lineal. Es diu que T és fitat si existeix una constant M > 0 de tal manera que per
a tot x ∈ X,

||Tx||Y ≤ M ||x||X .

Definició A.6. El graf G(T ) d’un operador lineal entre espais de Banach T : Dom(T ) →
Y és el conjunt {(x, Tx);x ∈ Dom(T )} ⊂ X × Y . L’operador T es diu que és tancat si
G(T ) és un subespai lineal tancat de X × Y .

Definició A.7. Siguin X, Y espais lineals quasi-normats i T : Dom(X) → Y un
operador lineal. T és tancable si la clausura de G(T ) en X × Y es correspon al graf
d’un operador lineal S : Dom(S) ⊂ X → Y .

Proposició A.8. Siguin X, Y espais lineals quasi-normats, aleshores un operador
T : Dom(T ) ⊂ X → Y és tancable si, i només si, es satisfà la condició següent

{xn;n ≥ 1} ⊂ Dom(T ), lim
n

xn = 0 i lim
n

Txn = y ⇒ y = 0.

Demostració. Es troba a [15]. □

A.3 Lema de Gronwall

Lema A.9. (Extensió del lema de Gronwall) Sigui g : [0, T ] → R+ una funció no-
negativa tal que ∫ T

0
g(s)ds < ∞.

Aleshores, existeix una successió {an;n ≥ 1} de nombres reals no-negatius tals que∑∞
n=1 an < ∞ i que compleixen propietat següent: sigui {fn;n ≥ 0} una successió de

funcions no-negatives definides en [0, T ]. Sigui k1(t) una funció positiva, mesurable i
fitada i k2 ≥ 0 un nombre real tal que per a tot 0 ≤ t ≤ T ,

fn(t) ≤ k1(t) +

∫ t

0
(k2 + fn−1(s))g(t− s)ds. (A.1)

Si sup0≤s≤T f0(s) = M < ∞ i k1(t) ≤ k1, aleshores per a tot n ≥ 1,

fn(s) ≤ k1(t) + (k1 + k2)

n−1∑
i=1

ai + (k2 +M)an. (A.2)

En particular, supn≥0 supt∈[0,T ] fn(t) < ∞ i si k2 = k1(t) ≡ 0,
∑

n≥0 fn(t) convergeix
uniformement en [0, T ].

Demostració. Definim G(t) =
∫ t
0 g(s)ds i suposem k1(t) ≤ k1. Per evitar el cas trivial

g ≡ 0 suposarem G(T ) > 0. Siguin {Xn;n ≥ 1} variables aleatòries i.i.d. a valors en
[0, T ] i amb densitat g(s)/G(T ). Definim Sn = X1 + · · · +Xn. Podem reescriure (A.1)
com

fn(t) ≤ k1(t) +G(T )E
[
1{X1≤t}(k2 + fn−1 (t−X1)

]
.
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Analitzant l’esperança anterior, podem trobar una fita de la forma següent:

E
[
fn−1(t−X1)1{X1≤t}

]
≤
∫
Ω
1{X1(ω1)≤t}(k1(t−X1) +G(T )

∫
Ω
1{X2(ω2)≤t−x1(ω1)}

×(k2 + fn−2(t−X1(ω1)−X2(ω2)))P(dω2))P(dω1)

≤k1P(X1 ≤ t) +G(T )E
[
1{X1+X2≤t}(k2 + fn−2(t−X1 −X2))

]
Per tant, (A.1) es pot expressar com

fn(t) ≤k1(t) +G(T )(k1 + k2)P(X1 ≤ t)

+G(T )2E
[
1{X1+X2≤t}(k2 + fn−2(t−X1 −X2))

]
.

Procedint de forma inductiva, trobem

fn(t) ≤k1(t) + (k1 + k2)
m−1∑
i=1

G(T )iP(Si ≤ t)

+G(T )mE
[
1{Sm≤t}(k2 + fn−m(t− Sm))

]
i, en particular, per m = n,

fn(t) ≤ k1(t) + (k1 + k2)

n−1∑
i=1

G(T )iP(Si ≤ t) + (k2 +M)G(T )nP(Sn ≤ t).

Definim an = G(T )nP(Sn ≤ t) i per tant només resta per provar que
∑∞

n=1 an < ∞.
Aquesta última comprovació es troba al lema 17 de [6]. □

Una versió alternativa del lema de Gronwall que no fa us de successions de funci-
ons és la següent:

Lema A.10. Siguin x(t), a(t), b(t) funcions positives en la variable t i fitades en un
interval c ≤ t ≤ d. Sigui k(s, t) una funció no-negativa i fitada en la regió triangular
c ≤ s ≤ t ≤ d. Suposem que x(t) és mesurable i k(s, t) és una funció mesurable
en s ∈ [c, d] per a cada t. Siguin f(u), g(u) funcions positives per a u ≥ 0 amb f

estrictament creixent i g no decreixent. Aleshores, si definim

A(t) = sup
c≤s≤t

a(s), B(s) = sup
c≤s≤t

b(s),

K(s, t) = sup
s≤σ≤t

k(σ, s),

la desigualtat

f(x(t)) ≤ a(t) + b(t)

∫ t

c
k(t, s)g(x(s))ds, c ≤ t ≤ d

implica

x(t) ≤ f−1

[
Ω−1

(
Ω(A(t)) +B(t)

∫ t

c
K(t, s)ds

)]
, c ≤ t ≤ d′ ≤ d

on

Ω(u) =

∫ u

ϵ

dw

g(f−1(w))
, ϵ > 0, u > 0

i

d′ = max

[
c ≤ τ ≤ d; Ω(A(τ)) +B(τ)

∫ τ

c
K(τ, s)ds ≤ Ω(f(∞))

]
.
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Demostració. Es troba a [3]. □

D’aquest lema se’n desprenen diversos corol·laris.

Corołari A.11. Suposem les condicions del lema A.10. Si a més a(t), b(t) són no-
decreixents en t, i k(s, t) és no-decreixent en t per a cada s ∈ [c, d], la conclusió del
lema A.10 es pot reemplaçar per

x(t) ≤ f−1

[
Ω−1

(
Ω(a(t)) + b(t)

∫ t

c
k(t, s)ds

)]
, c ≤ t ≤ d′ ≤ d.

Aquest últim corol·lari admet modificacions en cas que no totes les funcions invo-
lucrades siguin no-decreixents.

Corołari A.12. Sota les condicions del lema A.10, si f(u) = g(u) = up, aleshores la
conclusió del lema A.10 es pot escriure com

x(t) ≤
[
A(t) exp

(
B(t)

∫ t

c
K(t, s)ds

)]1/p
per a tot t ∈ [c, d].

A.4 Desigualtat de Burkholder per martingales a valors en un espai
de Hilbert

Fixem (Ω,F ,P) un espai de probabilitat complet i H un espai de Hilbert separable
sobre R.

Definició A.13. Una variable aleatòria a valors en H és una aplicació

X : (Ω,F) → (H,B(H))

on B(H) és la σ-àlgebra de Borel de H.

Per construir B(H) hem de tenir en compte que H és un espai normat, i per tant,
existeix una distància d en H que ve donada per

d(x, y) = ||x− y||H .

Aquesta distància determina una topologia en H i es definex, per tant, B(H) com la
σ-àlgebra generada pels oberts de H.

De la mateixa manera que hem considerat variables aleatòries a valors en H,
podem considerar processos estocàstics a valors en H.

Definició A.14. Un procés estocàstic M = {Mt; t ∈ I} on I ⊂ R+ és una martingala
a valors en H respecte una filtració F = {Ft; t ∈ I} si

• Per a tot t ∈ I, Mt és Ft-mesurable.

• Per a tot t ∈ I, E (||Mt||H) < ∞

55



• Per a tot s < t, E (Mt|Fs) = Ms g.p.t.

Definició A.15. Donada una martingala M = {Mt; t ∈ I} a valors en H, es defineix
la seva variació quadràtica ⟨M⟩t com l’únic procés real de tal manera que

M2
t − ⟨M⟩t

és una martingala a valors en H.

Proposició A.16. Sigui M = {Mt; t ∈ I} una martingala a valors en H i sigui p ≥ 2,
aleshores existeix una constant cp > 0 de tal manera que

E
(
||Mt||pH

)
≤ cpE

(
⟨M⟩p/2t

)
Demostració. Es pot trobar a [11]. □
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