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Abstract

The restricted three-body problem is a particular version of the three-body problem widely
used in astronomical problems, where one of the bodies is assumed to have negligible mass
and no gravitational influence on the others. In this work we give an introduction to the
general three-body problem and subsequently study the restricted three-body problem,
its zero velocity curves and the stability of its equilibrium points.

Resum

El problema restringit dels tres cossos és un cas particular del problema dels tres cossos
molt utilitzat en els problemes astronomics, on se suposa que un dels cossos té massa
negligible i no té influéncia gravitacional sobre els altres. En aquest treball fem una
introducci6 sobre el problema dels tres cossos general i posteriorment estudiem el problema
restringit dels tres cossos, les seves corbes de velocitat zero i I’estabilitat dels seus punts
d’equilibri.
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1 Introduccio

El projecte

Els humans des dels nostres origens sempre hem sigut molt curiosos, no deixem de
plantejar-nos dubtes i intentar entendre situacions que observem, i aix0 ens ha permes
evolucionar i demostrar diversos resultats, des de com sembrar aliments per donar-nos
menjar a com enviar un satellit a ’espai perqueé puguem comunicar-nos amb qualsevol
persona a qualsevol part del planeta. Tot aixo ha estat possible gracies a la curiositat
d’algt, que es va plantejar un dubte, va comencar a investigar, i encara que no va arribar
a veure el resultat, més endavant, potser després de decades, o fins i tot segles, un altre
ho va aconseguir demostrar. Un d’aquests dubtes plantejats fa temps, perd que encara
pot donar molts fruits, és I’anomenat problema dels tres cossos.

El problema dels tres cossos va estar tot un repte per als matematics, van passar molts
anys fins que van arribar al fet que, en general, no es pot trobar solucié. Aquest problema
consisteix, donat condicions inicials, en determinar la trajectoria de tres particules de
masses arbitraries que es mouen unicament sota la influencia de les seves forces gravi-
tatories. Aquest problema s’ha considerat en temes relacionats amb ’astronomia, vols
espacials, dinamica galactica, formacié estellar, entre altres.

Hi ha casos particulars del problema dels tres cossos que s’han trobat solucions, un
d’aquests és el problema restringit dels tres cossos en el qual se suposa que una de les
particules té massa negligible i no influeix en el moviment de les altres dues particules,
mentre les altres si que influeixen en el seu moviment. Un exemple és agafar un satellit
com la particula de massa negligible i les altres particules podrien ser la Terra i la Lluna.

Constantment s’envien satellits a 'espai a estudiar algun fenomen, aix0 ens permet
pensar que el problema restringit dels tres cossos esta present en el calcul de la trajectoria
de molts dels satellits que es troben a l’espai, per no dir de tots.

En aquest treball introduim el plantejament del problema dels tres cossos i ens tracem
com a objectiu estudiar el problema restringit dels tres cossos; les seves solucions d’equi-
libri, les seves corbes de velocitat zero i I’estabilitat de les seves solucions d’equilibri, per
tant, la part més extensa del treball sera dedicada a aquest ultim tema mencionat.

Estructura de la Memoria

El treball comenca amb una explicacio sobre el problema dels tres cossos, on demostrarem
algunes propietats que redueixen el nombre de funcions incognites del problema, pero que
encara aixi continua sent un problema complex. També demostrarem que no existeixen
solucions d’equilibri, i calcularem la solucié de Lagrange i la solucié d’Euler.

Posteriorment, ens centrarem en el problema restringit dels tres cossos. Tractarem
el problema restringit planar circular dels tres cossos, és a dir, on el moviment de les
particules té lloc en un pla i les dues particules de masses arbitraries es mouen formant
una orbita aproximadament circular. Sota aquestes hipotesis, calcularem les solucions
d’equilibri del problema, que veurem que seran punts. També calcularem les corbes de
velocitat zero del problema, utilitzant les grafiques de les corbes de velocitat zero del
sistema Terra-Lluna per a illustrar-ho. I finalment, estudiarem l’estabilitat dels punts
d’equilibri del problema.



2 El problema dels tres cossos

El problema dels tres cossos és un dels problemes més antics de la dinamica classica que
continua produint noves idees per als matematics. Va ser un tema central en la fisica
matematica des de mitjans del 1700 fins a principis del 1900. Es van obtenir diversos
resultats exactes, com sén la solucié del triangle equilater de Lagrange i la collineal
d’Euler.

Per comencar, farem una explicacié de que és i les propietats que té el problema dels
tres cossos, basant-nos en el llibre Mathematical Introduction to Celestial Mechanics de
Harry Pollard.

2.1 Introduccié

Definicié 2.1. El problema dels tres cossos consisteix en, donat condicions inicials, deter-
minar el moviment de tres particules de masses arbitraries my, meo, ms, respectivament,
que es mouen sota, unicament, la influéncia de les seves forces gravitatories.

Considerem tres particules de masses arbitraries my, mo, mgs, respectivament, que es
mouen en un sistema de referéncia inercial, R?, i que 1'tinica forca que actua sobre elles
és la seva atraccié gravitacional mitua. Denotem per r; el vector posicié de la particula
i-esima i m; > 0 la seva massa.

La segona llei de Newton implica que la massa per l'acceleracié de la particula i-
esima, m;¥;, és igual a la suma de les forces que actuen sobre la particula. A més, la
llei de la gravetat de Newton, també coneguda com llei de la gravitacié univesal, diu
que la magnitud de la for¢a en la particula i causada per la particula j és proporcional
al producte de les seves masses i inversament proporcional al quadrat de la distancia
entre elles, gTZQm” (G és la constant de proporcionalitat i 7;; = ||r; — r4||). La direcci6
d’aquesta for(;a{]ve donada per un vector unitari que va de la particula 7 a la particula j,
(rj —r;)/|lrj; — r;]|. Ajuntant-ho tot dona I’equacié de moviment

3
gmjm;r; —r;
. g1y Ly ] .
mifi = ) =5 =123, (2.1)
j=lg#i I I

on G és la constant gravitacional (G ~ 6, 67408 x 10~ Nm?2 /kg en el Sistema Internacional
D’Unitats).

En resum, per a resoldre el problema dels tres cossos, donat unes condicions inicials,
necessitem resoldre el segilient sistema d’equacions diferencials

myfy = £ (ry —1y) 4 L’::E’:m (r3 —r1),

T2 E
maoly = %(1‘1 —Tr2) + %(I‘:& —1r3), (2.2)
mgi:;g = %(I‘l — 1‘3) =+ gTZg;nQ (1‘2 — I'3).

Notem que el nombre de funcions incognites és divuit.

2.2 Conservaci6 del moment lineal

El problema dels tres cossos conserva el seu moment lineal, aixo implica que el centre de
massa de les tres particules descriu un moviment rectilini uniforme, cosa que ens permetra



fixar-lo a l'origen, i aix{ per a resoldre el problema dels tres cossos només caldra determinar
el moviment de cada una de les tres particules relatiu al centre de massa. Aix0 permet
reduir el nombre de funcions incognites del problema, de divuit a dotze.

Anem a demostrar el que hem comentat abans. Per fer-ho primer donarem la definicié
d’alguns conceptes que utilitzarem.

Definicio 2.2. El moment lineal p d’una particula de massa m és el producte de la seva
massa per la seva velocitat, és a dir,

p=m-v.

dr

A més, sabem que G = v, onr €és el vector posicid de la particula.

Definicio 2.3. El moment lineal d’un sistema generat per n particules és la suma de tots
els moments lineals de totes les particules d’aquest sistema, €s a dir,

n
Psistema = E Pi,
=1

on p; €s el moment lineal de la particula i-ésima del sistema.

Definicié 2.4. Direm que el moment lineal d’un sistema es conserva si aquest és constant
en el temps, és a dir,

Psistema = k

on k és una constant.

Proposicié 2.5 (Conservacié del moment lineal). El sistema generat per les tres
particules del problema dels tres cossos conserva el seu moment lineal.

Demostracié: Notem que Zi:l m;t; = 0, ja que, de (2.1),

3

gmjmz
Zmzrz Z Z Z (j_ri)7

i=1 j=1,j7#¢ J

aixo s’anulla perqueé per cada aparicié de r; — r; també apareix r; — r; i per tant es
cancellen. Aleshores tenim que

3
dv; d dPsistema
0= g mit; = g mi—dt = T ;_l m;v; = —a

i=1

aixo implica que el moment lineal del sistema és constant, per tant el sistema conserva el
seu moment lineal. |

Observacié6 2.6. Si posem M = Z _, m;, lamassa total del smtema ire =M1 Z?_l m;r;,
el centre de massa del sistema, aleshores ¥ = 0, ja que Zz—l m;t; = 0. Integrant dos
cops, tenim re = at + b, on a i b son vectors constants. Aquesta ultima eqiiacié satisfa
el principi de conservacié del moment lineal: El centre de massa es mou uniformement
en linia recta. Aix0 determina el moviment del centre de massa, aleshores ens quedara
determinar el moviment relatiu al centre de massa, per aixo és convenient moure I'origen
al centre de massa, reemplagant cada r; per r; —r.. Com ¥ = 0, 'equacié (2.1) es manté
igual un cop fet el canvi. Per aquesta rad simplement assumirem a partir d’ara que el
centre de massa del sistema esta fixat en 'origen.



A més a més, degut a que

1S . 1<
MZmiri:a, MZmiri:at—Fb,
1=3 =3
aquestes dues equacions vectorials, corresponents a sis equacions escalars amb sis cons-
tants escalars de integracié (i.e. les coordenades de a i b), representen sis integrals amb les
quals el sistema d’equacions diferencials (2.2) pot passar de tenir divuit funcions incognites
a tenir dotze.

2.3 Conservaci6 de ’energia: La férmula de Lagrange-Jacobi

El problema dels tres cossos també conserva l’energia, és a dir, la suma de 'energia
cinetica i ’energia potencial del sistema format per les tres particules és constant en el
temps. Aquest fet també redueix el nombre de funcions incognites del sistema d’equacions
diferencials (2.2), que passa de tenir dotze funcions incognites a tenir onze. Procedim a
demostrar-ho.

Retornem a les equacions (2.1), assumint, d’ara endavant, que el centre de massa esta
fixat a 'origen. Definim

v=% gmymi (2.3)

ro
1<i<j<3 Jr

Donat que 7j; = |lrj — r4]|, la funcié U depen tnicament de les posicions rq, ro, r3 de
les particules. Hem de pensar les posicions r; com un vector amb components x;, ¥;, i,
per tant quan diguem gradient de U en la direccid r; ens estarem referint al vector

U ou U
8mi’8yi’6zi ’

i ho denotarem per %. D’aqui tenim que

3
. gm,m; ou .
m;xr; = A E . T?‘)A (I'j - I'Z') = 81'1" 1= 1,2,3, (24)
j=lj#i I

per tant U és ’energia potencial canviada de signe. Aixo implica que

3 3
oU dI‘i
E le: E . 2.
m;r;r £ aI'i dt ( 5)

=1

La part dreta de la igualtat és la derivada total de U respecte ¢, ja que, reescrivint-ho,

e dri_i OU dry | QU dy;  0Udz] _dU _
N Ox; dt — Oy dt Oz dt | dt

=1

Per tant, com v? = ¥; - , (2.5) pot ser escrit com

3
d ]. 2 :
—= E m;v; = U.
dt 2 P

4



Denotem per T' I'energia cinetica, per tant 7' = 3 Z _, m;v;. Llavors T =U o, el que
és el mateix,

T=U-+h, (2.6)

on h és una constant, I’energia total (recordem que U és I'energia potencial canviada de
signe).

Degut a que I'energia total h = T — U és constant, aixo demostra la segiient proposici6
que enunciarem i, a més, ens permet eliminar una funcié incognita del sistema d’equacions
diferencials (2.2), que passa a tenir onze funcions incognites.

Proposicié 2.7 (Conservacié de ’energia). FEl sistema generat per les tres particules
del problema dels tres cossos conserva la seva energia total.

2.4 Solucions d’equilibri

De les equacions diferencials (2.4), tenim que una solucié d’equilibri ha de complir

ou
81‘,‘

=0,

per ¢ = 1,2, 3. Passem a estudiar I'existencia de solucions d’equilibri del problema dels
tres cossos.

Definicié 2.8. El moment de inercia del sistema es defineix com 21, on

1 3
1222; z)ml r;) (2.7)

Proposicié 2.9 (Identitat Lagrange-Jacobi). Sigui I el moment de inércia, T [’energia
cinetica, U l’energia potencial canviada de signe, i h ’energia total del sistema generat
per les particules del problema dels tres cossos, aleshores

I=T+h=U+2h, (2.8)

Demostracid: Primer derivem dos cops respecte de t la igualtat [ = %Z?Zl m;(r; - 1),

aixo ens dona
3 3
I = g m;i(vi - v4) + E r; - m;i;,
i—1 i=1

on v; = I‘Z
Ara bé, utilitzant (2.1), m;¥; = Z?’:l,j;«éi ngm’ (rj —r;), ens queda
Jt
. Gmym;
I—me +Z Z J [ rj I‘z)—TQ]
i=1 j=1,j#i 7’
3. 3y Gmam,
el Y Oy
i=1 j=1,j#4i ]l
on utilitzem que rj - r; = —%(TJQ-Z- - r? —r?).



Aleshores,

3 QmeZQ 1 3 Qmjsz 3 gmjml
[-217=3 Z > - 52 > —*Z >

i=1 j=1,j#i 1j=1,j7 i=1 j=1,j#i

Notem que els dos primers termes de la part dreta de la igualtat es cancellen, ja que
si intercanviem la j amb la ¢ en el primer terme, quedaria igual que el segon. A més,
"dltim terme és —U, per la definicié de U. Aleshores ens queda I = 2T — U, donat que
TzU—i—h,tenimpertantf:T+h:U+2h. |

La identitat anterior i les seves variacions, també anomenades férmula de Lagrange-
Jacobi, son ampliament usades en els estudis del creixement i collapse dels sistemes
gravitacionals. En el proper apartat d’aquesta seccié explicarem una aplicacié simple,
perd important, d’aquesta identitat. A més a més, ens servira per a demostrar la segiient
proposicio:

Proposicié 2.10. El problema dels tres cossos no té solucions d’equilibri, és a dir, no hi
ha cap manera de disposar les tres particules perqué totes romanguin en repos.

Demostracio: En la demostracié anterior hem vist que I es pot escriure de la segiient
7 \3 T 3 Lt 3. — OU i i
manera I = Zizl mz(vz Vz) + Zi:l rj - m;lj, COm que m;r; = g, substituint tenim que

3
. oU
f=or i —

També de la demostracié anterior sabem que I = 27— U, aleshores substituint en 'equacié
anterior ens queda

3
oU ou
2T —U =2T + E rza—rl:>§ ri.airi:_[]_
i=1 i=1

Com que per a aconseguir que les particules romanguin en repos, necessitem que 3 6—U =0
per i = 1,2, 3, aleshores la part esquerra de la igualtat anterior seria zero i ens quedarla
—U = 0, pero aix0 no pot passar, ja que U és la suma de termes positius, per tant és
positiu i no pot ser zero. |

2.5 Conservacié del moment angular

El problema dels tres cossos també conserva el seu moment angular i, com en els altres
casos, aixo també ens permet reduir el nombre de funcions incognites del problema dels
tres cossos, passarem de onze funcions incognites a vuit, és a dir, la conservacié del
moment angular ens permet reduir tres funcions incognites.

Comencem fent el producte vectorial als dos costats de la igualtat (2.1) per r; i sumem
respecte i, aleshores ens queda

3

3
Z rz X rz = Z Z ngmZ [(rj - ri) X ri]'

i=1 i=1 j=1,j7#i JZ



Com que r; X r; = 0, la igualtat anterior ens queda

3
gm]mz
Zmz fei) =Y Y (xj xr2).
r3

1=1 j=1,j#i Ji

La part dreta de la igualtat anterior s’anulla, degut a que cada cop que apareix el
terme rg X r; el terme r; X ry també apareix i, a més, sabem que r; X rg = —(rg X r;), per
tant es cancellen. Aleshores 5

i=1

Integrant un cop la igualtat anterior,

3 3
C = Zml(rz X I'l) = Zml(rl X Vi)’
i=1 i=1
on la constant ¢ és el moment angular del sistema. Aix0 demostra el seglient resultat:

Proposicié 2.11 (Conservacié del moment angular). El sistema generat per les tres
particules del problema dels tres cossos conserva el seu moment angular.

A més podem observar que el fet que c sigui una constant realment ens permet reduir
tres funcions incognites del problema dels tres cossos.

2.6 Collisié triple

En aquest apartat estudiarem la possibilitat de que un sistema de particules pateixi un
collapse total, amb aix0 volem dir que totes les particules es troben al mateix lloc en
el mateix temps. Ho farem pel cas en que tenim tres particules, que s’anomena collisio
triple, pero el cas amb N particules seria analog.

Comencem escrivint el moment de inercia d’una nova manera. Donat que

3

3
ij(rj*ri)QZZ m;(r; - ;) Zm]r]+2mj r;)
j=1

Jj=1
N s s . 3 N7 — 1Yy3 .
com el centre de massa esta fixat a I'origen tenim ijl myr; =0il =35> mi(r;-r;),

ens queda

ij — 1) =21+ 0+ Mr?,

on M és la massa total del sistema. Multipliquem cada costat de la igualtat anterior per

m; 1 sumem respecte . Com 1"]21 = (rj — ;)% el resultat és

3 3
>N mymrd; = 2IM + M(2I) = 4IM.
=1 j=1

En la part esquerra de la igualtat podem eliminar el termes amb j = ¢, ja que llavors
rji = 0. Per tant,

3

3
Z Z mjmgr?; = 4IM. (2.9)

Jj=1,j



Donat que el collapse total significa que totes les r;; es converteixen en zero simultaniament,
i per tant collisié triple significa el mateix per un sistema amb tres particules, es despren
de (2.9) que la collisi6 triple significa que I — 0, o que totes les particules coneixen
Porigen alhora. A partir d’ara, quan diguem collapse total ens estarem referint a collisi6
triple.

A continuacié introduirem uns resultats que utilitzarem en la demostracié del teorema
del collapse total de Sundman.

Primer recordem el segiient resultat, sense demostracio, que farem servir en la propera
demostracié:

Lema 2.12 (Desigualtat de Cauchy-Schwarz). Siguin ai,...,ay @ by, ..., by, aleshores

(5] = (59) (89)

Lema 2.13 (Desigualtat de Sundman). Sigui ¢ = ||c|| el modul del moment angular i
h =T — U lenergia total del sistema, aleshores

¢ <4I(I - h), (2.10)
on I és el moment de inércia del sistema.

Demostracio: Notem que

c= el = 1D mari x b < millall [ il] = Y (mallwil ) (/s | )
Aplicant la desigualtat de Cauchy-Schwarz, obtenim
< mil|ril|P Y ml|i]|* = 2127
Ara, per la identitat de Lagrange-Jacobi, sabem que [ =T 4+ h = T = I — h, per tant
& <4AI(I - h),

que és el que voliem demostrar. |

Finalment, enunciem i demostrem el teorema del collapse total de Sundman:

Teorema 2.14 (Teorema del collapse total de Sundman). Si es produeiz un col-
lapse total, aleshores el moment angular s’anulla i només trigard una quantitat finita de
temps en ocdrrer. Aixo és, si I(t) — 0 quan t —> t1, aleshores t; < 0o i ¢ = 0.

Demostracio: Primer de tot, demostrem que si el collapse total esdevé, no s’hi arribara
assimptoticament, és a dir, ha de passar en un temps finit: Sigui h ’energia total del
sistema, llavors per la identitat de Lagrange-Jacobi I =T + h. Considerem I (t) definida
per tot t > 011 — 0 quan t — oo. Aleshores U — o0, ja que r;; — 0, i com h és
constant T — oo també. Per tant existeix un t* > 0 tal que I>1 per a tot t > t*.
Integrem aquesta desigualtat per obtenir I(t) > %tQ +at+bpert >t onaibson
constants. Per tant arribem a una contradiccid, ja que haviem suposat que I — 0, per
tant el collapse total ha d’océrrer en un temps finit.



Ara suposem que I — 0 quan t — t; < oo i com abans U — o0 i I — .
Llavors, existeix to tal que I(t) > 0 en ty <t <t;. Com I(t) > 0,1 >0enty <t <ty,i
I(t) — 0 quan t — ¢, tenim que I <0 en ty <t < t;.

Ara multipliquem ambdds costats de la desigualtat de Sundman per —I1=% > 0 per
obtenir

1 .. ...
—Zc%rl <hl-1II
Integrem aquesta desigualtat per a obtenir
1 1.
Zc21og1—1 < hl — 512 +K<hl+K

on la K és una constant de integracié. Aleshores

15 hI+K

—c —_—

4 T logl—1
Com t — t1,1 — 0 i per tant el costat dret de la desigualtat anterior tendeix a zero. 1
aixo implica ¢ = 0. |

2.7 El problema dels tres cossos: Coordenades de Jacobi

Recordem que vam dir que per a resoldre el problema dels tres cossos hem de resoldre el
sistema d’equacions diferencials (2.2), que és el segiient:

mi¥y = %(m —r)+ %(m —ry),
Mmaly = %(rl —r2) + %(1‘3 —r3),
mafz = LZ%:” (ry —r3) + 7977;;;:%2 (r2 —r3).

Donat que vam considerar que el centre de massa esta fixat a l'origen, és a dir,
M1 Z?:l m;r; = 0 on M = mqy+msy+mg, aleshores 2?21 m;r; = miri+mers+mgrg =
0, per tant podem posar una r; en funcié de les altres dues. Procedirem de la segiient
manera: Considerem el moviment de la particula de massa mso relatiu a la particula de
massa mq utilitzant el vector r = ro — ry i el moviment de la particula de massa mg
relatiu al centre de massa O de les particules de masses mq i mq. La localitzacié d’a-

quest centre de massa és a (m1 + ma) "L (miry + mary) = —(m1 + ma) " 'mgars, utilitzant
mars = —(myry + mers). Llavors la posicié p de la particula de massa ms relativa a
aquest centre de massa és r3 + (m1 +msa) tmasrz = My~ 'rs, on g = my + mo. Per tant,

p=Mplrs.

Utilitzant mqry + mare + msrg = 0ir = ro — rq, és facil verificar que
_ —1... _ -1
r3—riy=p+mou 'r; r3—Try=p—miy T.

Retornem al sistema (2.2). Dividim la primera equacié per m; i la segona per mag, i
ens queda:

. gma gmg

¥ = (r2 —r1) + —5—(r3 — 1),
12 13

. gm gms

ro = 3 (rl - 1'2) + 3 (1'3 - r?)v
12 723



Les restem:

“ ma gmg gmy Gms
i —Tp=-"3-(ro—11)+-5-(r3—1r1) — ~—5—(r1 —r2) — —5—(r3 —12)
12 13 T2 733
g r3—ry; Ir3—TIy
= i1 —F2= 3 (ro—11)(m2+m3)+Gms 3 — —3
2 13 723

Per tant, utilitzant els resultats previs, podem escriure la igualtat anterior de la segiient
forma

. g —mip~tr +mop'r
Pl gmy |- T PR T (2.11)
r 793 713
onr = |r|.
Ara multipliquem 1"dltima equacié de (2.2) per M /flmgl i obtenim
. MGmy! _ MGmaop™! _
j= =T () — S (), (2.12)
T3 T3

Els vectors p i r son anomenats coordenades de Jacobi.

Figura 1: Particules en les coordenades de Jacobi.

Proposicié 2.15. Siguin g1 = mimaop™" i go = mauM L. Aleshores, tenint en compte
que c és el moment angular, I és el moment de inércia il és l’energia cinética del sistema
generat per les tres particules del problema dels tres cossos,

c=gi(rxv)+g2(p x V),
21 = gir* + g2p°,
2T = g1v? + go V2,

on hem utilitzat que ¥ =v, p=V,v=|v| iV =|V]|.

Demostracié: Anem a demostrar les igualtats de la proposicié: Sabem que

3

c= Zml(rl X I‘l) = ml(rl X 1‘1) + m2(r2 X I'Q) + TTL3(I'3 X I"3),
=1
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anem a calcular g1 (r x v) + ga(p x V) :

g1(r X V) + ga(p x V) = mimap™[(rg — r1) X (F2 — #1)] + mapM ' [Mpu~'rs x Mp~ i)

= mymap H[(rg X T9) — (ry X I1) — (r1 X Fo) + (ry X #1)] + map T M(r3 x i3)

= mlmg,ufl(rl X T1) + mlmglu*l(rg X Tg) — mlmg/vfl(rg X T1) — mlmgufl(rl X T9)+
+ (mg +m3p~ ") (rz X i3)

= mlmg,u_l(rl X T1)+ mlmQ,u_l(rg X Ig) — mlmgu_l(rg X Tp) — mlmgy_l(rl X I9)+
+ ma(rs x t3) + pt (mar3 x mai3)

g x 1) — mlmgu_l(rl X Tg9)+

= mlmg/fl(rl X T1) + mlmg,u_l(m X o) —mymap” " (
+ ma(rs X ©3) + p L [(miry + mory) X (mify + mafs)]

(

)

-1

= mlmg,ufl(rl X T1)+ mlmg,ufl(rg X Ig) —mimeop (ro X 1) — mlmglfl(rl X I'9)+

+ mga(rs X I3) + p 1m%(r1 X T1) 4 i “Lmyma(ry x #9) + ,uflmlmg(rg X 1)+

+ p”tmi(ry X o)

= (p tmymg 4+ p7tm3) (v x 1) + (T imama + pim3) (ro X ) + ms(r3 x 13)
= map~ " (mg +ma)(r1 X 1) + map " (m1 + ma)(rg X F2) + +ms(rs X i3)
=my(ry X I1) + ma(re X I2) + mg(rs x £'3) = c,
per tant tenim la primera igualtat ¢ = g1(r x v) + g2(p x V). Hem utilitzat que msrs =
—(myry + mary) per aconseguir el resultat.
Ara bé, recordem que

2 2 2
21 = myr] + mary + mars,

anem a calcular g% + ggp2 = mimap —1p2 4 mg,uM

G1r? + g2p” = mamap~'r? + mapM ' p?
= mymop L (ry —r1)? + mapuM T (Mp " r3)?
= mlmgu_l(r% — 2rory + r%) + mg,u_er§
= mymau(r3 — 2rory +12) + (m3 + mip~t)r
= mamaop” T4 + mimaop” 7 — mymap” 2rory 4 mari 4+ p ' (myry + mors)?
= (mamap ™t + p7tm)r? + (mymap™t + p T m3)rs 4+ mari+

+ (2mymaop™! — 2mymop” )rory
= mlrf + mgrg + m3r§ =21
d’aqui surt la demostracié de la segona igualtat de la proposicié. També fem servir la

igualtat mgrs = —(mry + mary) per a aconseguir el resultat.

Per dltim ens queda demostrar I'altima igualtat de la proposicié. Recordem que

2T = mlv% + mgvg + mgvg.

11



Calculem g1v? + goV? :

10> + g2V? = maumop ™ (Eg — #1)% + mapM ~H(Mp~ig)?

1 1.2

-1,2 -1,2 -1 2 2, —1s
=mimeolt V] +MmiMmalt U5 — 2mimoapu rirg +mgvz + m3pu I3

—1,2 —-1,2 —1 2 —1 . e \2
= mimap” vy +mimap vy — 2mimop” T1T2 +mavy + p - (mafy + mata)

1 1,2y 2 2
ma)vy + mavs+

= (mamaop ™" + p7 'm0} + (mamap™" + p
+ (2m1m2u*1 — 2m1m2u71)r1r2
= mlv% + mgv% + mgvg =2T.
On hem utilitzat també la igualtat msrs = —(miry + mars).
Aixi queda demostrada la proposicié. |
A partir de la proposicié anterior demostrarem el segiient teorema:

Teorema 2.16 (Teorema de Weierstrass). Si c = 0, tot el moviment té lloc en un pla

fix.

Demostracié: Suposem que ¢ = g1(r X v) + ga(p x V) = 0. Sir X p =0, tenim

1

rxp=0<(ro—r1)) X (Mp "r3) =0< (roxr3)—(r;y xr3) =0 < (rg xr3) = (r; xXr3),

aleshores el moviment té lloc en un pla. Per tant suposem que r x p # 0. Llavors
(rxv)|[(pxV),aleshoresr-pxV =0ip-rxv=0.Pertant, p-rxV=0ir-vxp=0.
Ara sigui u =r x p. Aleshores

uxua=(rxp) x(rxV)+(rxp x(vxp)
=(-rxXV)p—(p-rxXV)r+(r-vxpp—(p-vxpr=0.

d u) _ (uxu)xu 2

Com m;i; = gTUi’ tenim que (2 -3 = 0 quan u # 0, per u* = u - u. Per tant,
sir x p# 0, el vector perpendicular a r i p és constant. Aix0 segueix que tot moviment
esta en un pla. |

Si utilitzem les coordenades de Jacobi, podem reduir el nombre de funcions incognites
a sis.

2.8 Solucié de Lagrange

Utilitzarem 'apartat anterior per buscar un conjunt de solucions del problema dels tres
cossos molt especial, on les particules es mouen uniformement en cercles, en el mateix pla,
i amb la mateixa velocitat angular. En imposar que el moviment sigui en un pla utilitzem
només dues de les tres dimensions de 1’espai, per tant el nombre de incognites es redueix
a quatre.

Com ja hem comentat, suposem que el moviment té lloc en un pla i agafem un sistema
de coordenades fix z,y,z amb origen a O tal que z = 0 és el pla de moviment. Sigui
(x4,9i,0) les coordenades de la particula de massa m;. Llavors r; = [z;,y;, 0] i les equacions
de (2.1) es converteixen en

3
j=1,j#i It

3
=G mfgf(yj — ¥i),

re.
j=lj#i I

(2.13)
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ont=1,2,3.

Sigui w la velocitat angular de les particules en el seu pla de moviment. Introduim en
aquest pla un sistema de coordenades (£,7n) que gira amb velocitat angular w. En aquest
nou sistema de coordenades les particules estan en repos. Passem les equacions (2.13) a
aquest nou sistema, utilitzant les relacions

x; = & coswt — n; sinwt
e " (2.14)
y; = & sinwt + n; cos wt.

Observem a Figura 2 en que suposa aquest canvi de coordenades.

13

23

12

Figura 2: Particules en el sistema de coordenades fix i en el sistema de coordenades
rotatori.

Ara bé, derivem dos cops cada una de les igualtats anterior i substituim a (2.13), i
queda

& — 2wn; — w6 =G Z TJ i — &)
]

J=137#i (2.15)

3
i+ 2wl — =G Y T;;(nj =),
j=1j#i
on ¢ = 1,2,3. Aleshores un cop es resolen les equacions anteriors per a £ i 7, a partir de

les igualtats de (2.14) es pot aconseguir z i y.

Considerem 7; = &; + in;, on i = /—1. Multipliquem la segona equacié de (2.15) per i
i la sumem a la primera, és a dir, fem

& — 2w — w2& + i 4 2wéii — WPnii = G Z &)+ G Z 73] ni — )i
j=Li#i joljAi i
& (& + i) + 2w(—m; 4 &) — W& i) = G Z 3 (&5 + nyi) — (€ — 1)
J=1,j#i JZ
& 7+ 2wt — Wi =G Z ) (2.16)
Jj= 119751
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Mentre les particules estiguin en repos en el sistema de rotacid, cada 7; és nulla. Per
tant les posicions 71, 7o, 73 satisfan les equacions

3
s
E J
—TZ':A 73 (Tj—Ti),
j=1j#i It

peri=1,2,3, on A\ = Gw 2.

Siguin p; = )\r2_33, P2 = )\7"3_13, p3 = )\7“1_23- La primera i la tercera equacions, correspo-
nents a ¢ = 114 = 3 de l’equacio anterior, respectivament, queden de la segiient manera,
utilitzant aquesta nova notacio,

(1 — Map3 — m3p2)7’1 + mapsTe + m3pats = 0, (2 17)
mipa7i + map172 + (1 — mipz — map1)7m3 = 0.
Donat que el centre de massa esta fixat en el origen O, ’equacié buscada pot ser substi-
tuida per
miT1 + moTo + mar3 = 0.

Existeixen dues possibilitats: La primera és que 71, 79, 73 en algun moment ¢ no estiguin
alineades; i la segona és que si. En el primer cas, els coeficients de cada 7; en les tres
equacions anteriors son proporcionals. Aixo segueix que p; = py = p3 = 1/M, on M és
la massa total del sistema. En altres paraules, I'tinica solucié possible tal que 71, 72, 73 no
estiguin alineades en cap moment posa les masses en els vertexs d’un triangle equilater
de costats (GM w_Q)%. Aix0 és important per observar que aix0 és independent de les
masses, llavors el centre de massa i el centre del triangle no necessiten coincidir. Aquesta
solucié es deu a Lagrange.

2.9 Solucié d’Euler

En 'apartat anterior vam comentar que la solucié de Lagrange és obtinguda a partir de
la hipotesi de que les tres particules situades als punts 71,72, 73 no estan alineades, ara
explicarem la solucié donada per Euler a partir de la hipotesi de que si que ho estan.

Suposem que 71,72, T3 en algun instant ¢ estan en una recta L. Donat que L ha de
contenir el centre de massa, ha de passar per 'origen i també podem suposar que esta a
leix & fent que tot 7; desaparegui. Reordenant les particules, podem posar que &; < &2 <
& Navors r1g = & — &1,1m93 = 3 — &2,713 = &3 — &1 Per tant les equacions (2.18) poden
ser escrites com

me M3
&1 =A [24‘2] )

ma mao
o[ ]
7"%3 7“%3
on
m1&1 + maéa + m3&3 = 0. (2.19)

Ara sigui r12 = a, 723 = ap,ri3 = a(l + p). Aleshores 'equaci6 (2.19) pot ser escrita
en qualsevol de les segiients formes
maoa + mga(l + p) = —M¢&;,

(2.20)
mia(l + p) + moap = M¢&s.
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Obtenim —&; /&3 a partir de la divisié de les equacions de (2.18) i de les equacions de
(2.20). Igualem els resultats per obtenir

m2+m3(1+p) . m2+m3(1+p)_2
mi(1+p) +map  mi(1+p)=2 +mgp=2’

(2.21)

Ara suposem que p pot ser determinada a partir de ’equacié anterior. Reemplacem
&1 de l'esquerra de la primera equaci6 de (2.18) pel seu valor donat a (2.20). Trobem que

a’[ma + ma(1 + p)] = Ama + ma(1 4 p)72).

Aixo determina a. Per tant, (2.18) determina &; i 3. Finalment & = a + &;.

Tot aixo redueix el problema en la determinacié del valor positiu de p que satisfa
(2.21). Per fer-ho escrivim (2.21) com

(mg +m3)+(2m2+3m3)p+(3m3+m2)p2— (3m1 +m2)p3— (3m1 +2m2)p4— (m1 +m2)p5 =0,

aquesta equacié s’anomena ’equacié quintica d’Euler.

De la teoria de Galois, estudiada a ’assignatura FEquacions Algebraiques, sabem que
no existeix una férmula algebraica que doni les arrels d’un polinomi de grau més gran que
4, aleshores no podem recérrer a aixo per donar les solucions del polinomi anterior. Per
a poder dir que ’equacié anterior té almenys una solucié positiva, farem servir el segiient
resultat:

Teorema 2.17 (La regla dels signes de Descartes). Si els termes d’un polinomi
amb coeficients reals es disposen en ordre decreixent de grau, aleshores el nombre possible
d’arrels positives del polinomi €s igual al nombre de canvis de signe en els coeficients dels
termes o menor que els canvis de signe per un multiple de 2.

Demostracié: Sigui p(z) un polinomi, denotem per V[p(z)] el nombre de variacions (o
canvis) del signe dels seus coeficients i per P[p(x)] el nombre d’arrels positives de p(x).

Suposem, sense perdua de generalitat, que p(x) és monic, és a dir, que el coeficient del
terme de grau més gran és 1, ja que si no ho fos podriem dividir els termes del polinomi
per aquest coeficient, fent-lo monic, i el nou polinomi seguiria tenint les mateixes arrels
que abans.

De la mateixa manera, observem que si el terme independent és nul, podem dividir el
polinomi p(x) per alguna potencia ™ de  amb m > 1 per a obtenir un nou polinomi amb
terme independent no nul, amb les mateixes arrels positives i els mateixos canvis de signe
que p(z), ja que un factor 2™ no afecta ni a les arrels positives ni a les variacions en el
signe a p(x). Aleshores suposarem, sense perdua de generalitat, que el terme independent
de p(z) és no nul.

Per tant, el polinomi p(x) és de la segiient forma

-1
p(x) =2" + ap—12" " + ... + a1z + ap.
Ara tenint en compte les suposicions anteriors, comencem la demostracio.

i. Primer fem la segiient observacié: Sigui p(z) = 2" + a,_12" ! + ... + a12 + ap. Si
ap < 0, aleshores V[p(z)] és imparell; si ag > 0, aleshores V[p(x)] és parell: Aquest

15



és un exemple d'una propietat basica de sistemes de dos estats: Si canvieu el seu
estat un nombre senar de vegades, acabareu en ’estat oposat de ’estat amb el qual
heu comencat; si canvieu d’estat un nombre parell de vegades, recuperareu l’estat
original.

ii. Sorprenentment, podem fer una declaracié similar sobre les arrels positives de p(x) :
Sigui p(z) = 2" + ap_12" "t + ... + a1z + ap. Si ag < 0, aleshores P[p(z)] és imparell;
si ap > 0, aleshores P[p(x)] és parell. Demostrem-ho per induccié sobre n:

e Si n = 1, aleshores p(x) = x + b. Per tant 'arrel de p(x) és v = —b. Si
b < 0, tenim P[p(z)] = 1; si b > 0, tenim que P[p(x)] = 0. Llavors, es compleix
I’enunciat per n = 1.

e Suposem cert per polinomis amb grau menor que n i ho demostrem per n:
Suposem primer que ag < 0, aix0o implica que p(0) = ap < 0. Per altra ban-
da, lim, o p(x) — 400, per tant existeix un x suficientment gran tal que
p(x) > 0. Aleshores, com tot polinomi és una funcié continua, podem aplicar
el Teorema de Bolzano, per tant p(x) té alguna arrel positiva, és a dir, existeix
po > 0 tal que p(pg) = 0. A causa d’aixo0, (z — pg) divideix el polinomi p(z),
per tant podem escriure p(x) = (z — pg)g(x), on g(z) és un polinomi monic de
grau n — 1. De fet, el terme independent de g(x), que denotem by, ha de ser
positiu, ja que ag = —pobp. Aplicant la hipotesi de induccid, sabem que P[g(x)]
és parell. Pero

per tant P[p(x)] és imparell.

Suposem ara que ag > 0. Hi ha dues possibilitats, una és que P[p(z)] = 0, i com
0 és un nombre parell ja ho tenim, i l'altra és que hi ha alguna arrel positiva
Po, 1 aleshores procediriem com abans: ens donaria que g(z) = p(z)/(z —po) té
terme independent negatiu, aleshores Plg(z)] és imparell, el que fa que P[p(x)]
sigui parell.

La combinaci6é d’aquestes afirmacions ens dona que V[p(z)] i P[p(z)] tenen la mateixa
paritat, és a dir, son ambdues parelles o imparelles, aix0 és V[p(z)] i P[p(x)] difereixen
en un enter multiple de 2.

Ens falta demostrar que hi ha més canvis de signe que arrels positives, és a dir, el
nombre de canvis de signe és una cota superior del nombre d’arrels positives. Per fer-ho,
primer demostrarem que si pg > 0, aleshores V[p(z)(z — po)] > V[p(x)] : Tenim que

n
q(z) = p(x)(x — po) = —poao + Z(ai_l — poa;)x' + 2"
=1

aixo implica que g,+1 = 1, per tant el coeficient que acompanya el terme d’ordre més
gran de ¢(z) té el mateix signe que el coeficient que acompanya el terme d’ordre més
gran de p(z). A més a més, iterant de j = n a j = 1, tenim que ¢; = a;—1 — poa; té el
mateix signe que a;_1. Aixi comencant amb ¢,41, existeix una subseqiiéncia de ¢;, que
anomenem ¢;;, que els signes dels coeficients son els mateixos que els de la subseqiiencia
a;;—1 corresponent de p(z). Per tant, el nombre de canvis de signe de tota la seqiiencia
¢; no és més petit que el nombre de canvis de signe de qualsevol subseqiiencia, s’han
comptabilitzat almenys V [p(x)] canvis de signe a ¢(z), el que implica que V' [p(x)(x—po)] >
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Vp(z)]. Finalment, go = —poag, on pp > 0, aleshores el terme independent de ¢(z) té
signe oposat al de p(x), utilitzant els resultats anteriors, tenim que Vg(z)] > V[p(z)]+1,
per tant V{p(z)(z — po)] > Vp(x)].

Per ultim, si escrivim

p(z) = N(z)(z —p1)(® —p2) - - (T — P),

on pi1,p2,...,Pm > 0 son les m arrels positives del polinomi, llistat repetidament, si cal,
segons la seva multiplicitat, i N(z) és un polinomi que no té arrels positives, aplicant la
propietat anterior repetidament per cada p;, aconseguim que V[p(x)] > Plp(z)].

En conclusié, el nombre possible d’arrels positives del polinomi és igual al nombre
de canvis de signe en els coeficients dels termes o menor que els canvis de signe per un
miltiple de 2. |

Ara retornem a l’equacié quintica d’Euler, aquesta és, reordenant els seus termes de
manera decreixent de grau,

—(m14+ma)p°—(3my+2ma) p* —(3m1+ma) p>+(3mz+msa) p*+(2ma+3ms) p+(ma+ms) = 0.

Notem que si p = 0, la part de l'esquerra de la igualtat anterior és positiva. I també
que tendeix a —oo si p — o0o. Com que només es produeix un canvi de signe entre els
coeficients de ’equacié anterior, per la regla dels signes de Descartes, I’equacié anterior té
només una arrel positiva. Per tant existeix un dnic valor de p que soluciona el problema.
Esta clar que, reordenant les particules, es pot obtenir dues noves solucions del problema
principal. Aquesta solucié collineal es deu a Euler.
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3 El problema restringit dels tres cossos

En la seccié anterior vam veure que podem reduir el nombre de funcions incognites del
problema dels tres cossos, utilitzant les seves propietats, d’ordre divuit fins a ordre quatre
si el moviment té lloc en un pla, que és el millor que es coneix. Després d’aquestes reduc-
cions, el problema encara és extremadament complicat i manté ocupats els matematics
des de fa més de dos-cents anys.

En aquesta seccié estudiarem un cas particular del problema dels tres cossos que és
més tractable, aquest és el problema restringit dels tres cossos on es considera el moviment
d’una particula de massa infinitesimal que es mou en un pla sota la influencia de la forca
gravitacional d’atraccié de dues particules que es mouen 'una al voltant de I'altra en una
orbita circular del problema de Kepler.

3.1 Introduccid

El problema restringit dels tres cossos es planteja de la seglient manera: Siguin tres
particules de masses mi, mo, m3, suposem que mg és tan petita que no influeix en el
moviment de les altres particules de masses mi i mo, pero aquestes 1ltimes si que afecten
el moviment de la particula de massa ms.

Definicié 3.1. Anomenarem particules primaries (o només primaries) a les particules
de masses my i mo. A la particula de massa mg se l’anomena particula secundaria.

Notacié 1. Recordem que en la primera seccié vam denotar ry com el vector posicié de
la particula i-ésima.

Tenint en compte la formulacié d’aquestes hipotesis, matematicament el que es fa és
suposar que ms = 0, o el que és equivalent, M = u, on M és la massa total del sistema
format per aquestes tres particules i p = mj + meo. Aixi, el centre de massa del sistema
ara és el centre de massa de les primaries. Si agafem p; = 713 1 p2 = ro3, les equacions
diferencials (2.11) i (2.12) es converteixen, respectivament, en

. Gur
=7 3.1
= (3.1)
onr=ry—ryir=|ry—ri
. Gmy _ Gma _
p=—" g (ot map”x) = =5 (p — map” ), (3.2)
1 2

on p=Mpu 'rzi, com M = u, queda p = r3.

La primera equacié es pot resoldre, la seva solucié és una conica, i per tant ja tenim
determinat el moviment de les primaries. A més a més, com p = rs, el moviment de la
particula de massa ms queda totalment descrit per ’equacié (3.2).

A causa de la suposicié fisica sobre la particula de massa mg — que mg = 0 — es
pot demostrar que no es compleix per exemple la llei de conservacio de ’energia, diferent
del problema dels tres cossos que si que la complia, per tant no podem utilitzar-la per
reduir el nombre de funcions incognites de ’equacié diferencial (3.2), que és sis. El que
farem primer sera suposar que tot el moviment té lloc en un pla (el problema restringit
planar), que redueix el nombre de funcions incognites de l'equacié diferencial (3.2) a
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quatre. I finalment, suposarem que les primaries giren uniformement al voltant del seu
centre de massa (el problema restringit planar circular). Aixi aconseguirem la soluci6
del problema restringit dels tres cossos sota les condicions que vam imposar. Tot seguit
estudiarem l’existeéncia de solucions d’equilibri i de les corbes de velocitat zero també
sota les condicions imposades. En darrer lloc estudiarem l’estabilitat de les solucions
d’equilibri.

Abans de comencar fem les seglients observacions que ens seran utils per a resoldre el
problema restringit dels tres cossos sota les condicions comentades abans:

Observacié 3.2. El periode P de les primaries, d’acord amb I’equacié diferencial (3.1), ve
donat per 2m(v/Gu)~1r%/2, on r és la distancia entre les priméries. Per tant, podem usar
el sistema de referencia utilitzat per a obtenir la solucié de Lagrange i la solucié d’Euler
del problema dels tres cossos, amb w = \/QTM_?’/ 2. En aquest sistema de coordenades les
primaries estan en repos i podem desplagar-les a 1’eix £. Si substituim 7 per t3, p1 per 13
i po per ro3, I'equacié (2.16) es converteix en

7+ 2w — w?

T = gmlpf?’(ﬁ —7)+ gmgpgg(Tg —T). (3.3)
Recordem n; = 19 = 0, per tant 71 = &1, 2 = &2, ja que les primaries estan en repos i les
hem desplacat a l'eix €. A més, 7 = £ + in, amb i = —1.

Es convenient escollir la unitat de massa tal que M = mji+mg = 1, de longitud tal que
r =11 de temps tal que G = 1. La massa més lleugera la denotarem per p i la posem en
&1, a l'esquerra de Dorigen. Clarament, p < % Donat que mi1&; +moéa =01 & — & =1,
aixo implica que &1 = —1 4 pu, & = p. Per tant la particula de massa m; esta localitzada
en (—1+ p,0) i la particula de massa my esta localitzada en (u, 0).

n y &)
P2
3
PLAN | (u,0)
wt
@) b'e
(71 + s 0)

Figura 3: Particules del problema restringit dels tres cossos en el sistema de coordenades
fix i en el sistema de coordenades rotatori.

Finalment, ’equaciéo de moviment en el sistema de coordenades rotatori es converteix
en
1— 1-— —
SIS Gl et Dl G 0} (3.4)
P1 Pa

Tenint en compte les observacions anteriors, la resta del capitol es dedicara a un estudi
de lequacié (3.4).
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3.2 El problema restringit circular: La constant de Jacobi

Podriem pensar que el problema plantejat abans esta representat artificialment, pero
existeix fenomens naturals que ho reflecteix. Per a convencer que val la pena investigar
aquest problema particular, exposarem dos exemples en que apareix.

El primer és el moviment d’un grup d’asteroides el moviment dels quals esta controlat
principalment pel Sol i Japiter. Com que Jupiter és el planeta més gran del sistema
solar i podem fer una aproximacié de la seva orbita per una orbita circular, una primera
aproximacio del moviment d’aquests asteroides ve donada per una solucié del problema
restringit dels tres cossos amb Jupiter i el Sol com a primaries.

L’altre exemple és el moviment d’un satellit artificial amb la Terra i la Lluna com a
primaries, si considerem que el moviment de la Lluna al voltant de la Terra és circular.

Per entrar en materia, escriurem 'equaci6 (2.15) de la segiient manera:

Considerem U(¢,n) = £ + i aleshores

P2’
s —1+p-§ (- —-§ _oU
§_op_g= M ” ), ( u)gu ) -2
P1 ) 3 (3.5)
. : w(—n 1—pu)(—n ou ’
P S N R
Py P an
on p; = |17 — 7|, peri=1,2.
Passem ara al problema principal d’investigar I’equacié (3.5):
Si definim un nou potencial ® per
1 1
®(&,m) = 5 (€ +0") + U+ gp(l = p), (3.6)
les equacions (3.5) es converteixen en
. 00
§—2n= 875
9% (3.7)
i+ 26 = 2=
an

1 . . e ;. 5 .2
La constant 5u(1 — p) que apareix en la definicié de ® no és important en ’equaci6
anterior, perd és convenient després.

Sabem que sota les hipotesis del problema restringit dels tres cossos, alguna llei de
conservacio no és complida, com la de conservacié de I’energia, pero existeixen substituts
i els veurem ara.

Definicié 3.3. Definim com integral de Jacobi l’expressio
28 — £2 — 2.

Proposicié 3.4. La intregral de Jacobi es manté constant durant tot el moviment. A
aquesta constant l’anomenem constant de Jacobi.

Demostracié: Multipliquem la primera equaci6 de (3.7) per f , la segona per 7 i les

sumem, ens queda

. 0P . . L dd
—ne =—.

£+ ' &8 +mij = —

g

€€ = 260 + i + 260 = o
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Integrant tenim que .
£ +7?=20-C.

I aix0 dona el resultat que voliem demostrar. |

El sistema (3.7) pot ser escrit com

{=a, 0= (3.8)
& = 28 + P, B=—2a+0,

que té quatre incognites, i ¢ = %—?, ®, = g—‘f]’. Ara dividim les dues primeres equacions

anteriors per la tercera i la quarta, respectivament, per eliminar el temps. Aconseguim

&« B

da  28+® dB  —2a+®,

Donat que €2 + 72 = 2& — C, sabem que o2 + 52 = 2 — C. Aixd es pot resoldre per
B 1 el resultat el substituim en el parell precedent per a aconseguir equacions de la forma
g

%*F(éﬂ%a)

dn B
@ - G(§7n7a)7

un sistema amb dues incognites. Si la soluci6 és donada per £ = f(a), n = g(«), aleshores
procedim de la seglient manera: Donat @ = £ = f’(«)&, podem, en teoria, determinar
a(t). Per tant,

t
§=@+Aamm,

per tant £(t) esta determinat. També 1 = 8 = ¢'(a)d = ag’(a)/f'(«). Per tant,

L [,
”‘W+A Fla(r) T

En la practica, aquest métode no és 1til, ja que f(«) i g(«) sén impossibles de determinar
explicitament. Per tant, en lloc de seguir aquesta linia de pensament, buscarem solucions
explicites senzilles, com ho vam en el cas del problema dels tres cossos no restringit, que
vam trobar la solucié de Lagrange i la solucié d’Euler.

3.3 Solucions d’equilibri

En el primer capitol vam demostrar que el problema dels tres cossos general no té solucions
d’equilibri, pero si que vam veure que en el cas que el moviment de les particules té lloc en
un pla existeixen solucions en que les particules segueixen un moviment uniforme rotatori.
En particular, existeixen solucions en que les particules es mouen al llarg de la solucié
del triangle equilater de Lagrange, i existeix també la solucié collineal d’Euler. Aquestes
solucions son solucions d’equilibri en el sistema de coordenades rotatori. Com el problema
restringit planar circular dels tres cossos és un cas particular en coordenades de rotacid,
esperem veure vestigis d’aquestes solucions d’equilibri.

Com que ja estem en el cas en que les particules de masses mj i mo estan en repos,
buscarem solucions del problema restringit dels tres cossos per a les quals la particula de
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massa mg roman en repos en el sistema de coordenades relatiu. Aquestes solucions son
anomenades solucions d’equilibri.

Donat que £ i 7, en aquest cas, son constants, les equacions (3.7) es simplifiquen i es
converteixen en

o _oo_ o8
g On

Es convenient expressar ® en termes de les denominades coordenades bipolars p1 i pa
del punt (£,7). Donat que pf = (£ +1— p)? +n? p3 = (£ — u)? + 1?, aconseguim
&40 = ppi+(1—p)ps —p(1—p). Ara bé, com (&, 1) = 5(&+1*) +U (& n)+ (1~ p)
on U(§n) = p/p1+ (1 — p)/p2, tenim

1 _
~p3+p3 ). (3.10)

1 _
)+ (1 - )5

D(p1,p2) = #(2

Les relacions (3.9) es converteixen en

17€6+1— 1
=g S a0 [ ] 2

! (3.11)
Lim
u[m—g] —+(1—p) {Pz—] — =0.
Pl P
Primer suposem que 7 # 0. Aleshores
1] 1 171
plpr——|—+0—p {02—]—0- 3.12
[ p?] o T 3] p2 (3.12)

Aixo implica que els termes que contenen & en la primera equacié de (3.11) se’n van, és
a dir,

u[m—ﬂfﬂl—u) [pz—l}f—o.
P11 P1 pg P2

Aleshores de la primera equacié de (3.11) ens queda

1 1—p 1| —up
ppr— — +(1N)[P2]=07
[ p?] Pl ;

per tant, traient com a factor comu p(1 — p), tenim

171 171
[m ] 1 [pz _ 2] 1 (3.13)
p1 P1 P21 P2

Ara bé, I'inica solucié que compleix (3.12) i (3.13) alhora és p; = pa = 1. Aquesta
solucié es troba al vertex d’un triangle equilater la base del qual és el segment de recta
que uneix les primaries, aixo és, el segment que uneix els punts (—u,0) i (1 — p,0). Com
hi ha dues orientacions, existeixen dues solucions d’equilibri d’aquest tipus: una en el
semipla superior denotada per L4, i una en el semipla inferior denotada per Ls.

Aquestes solucions s’atribueixen a Lagrange. Lagrange pensava que no tenien im-
portancia astronomica, pero al segle XX, centenars d’asteroides, els Troians, van ser
trobats oscillant al voltant de la posicié L4 en el sistema Sol-Jupiter i un nombre similar
d’asteroides, els Grecs, van ser trobats oscillant al voltant de la posicié Ls. Es a dir, un
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grup d’asteroides, el Sol i Jupiter formen un triangle equilater, aproximat, i I’altre grup
també. Amb telescopis millors s’han trobat més i més asteroides.

Per altra banda, si 7 = 0 les equacions (3.11) es redueixen a una tnica equacio,
11 E+1—p 11&—p
e
P17 P1 P2 P2

on p; = [€+1—pu|ips = |{—ul|. La podem dividir en tres casos: £ < —1+pu, —1+p <& < p
i & > p, en que tenim, respectivament,

(a) pr=-1-&+p, p2 ==&+, p2 =1+ p1;
(0) pr=1+&—p, p2 ==&+, p2=1—p1;
(c) pr=1+&—pu, p2=§&— i, p2=p1— 1L

Podem reescriure 1’equacié (3.14) en cada un dels casos de la segiient manera:

(a) Sigui p; = p, p2 = 1 + p. Aleshores

e Afenf gt

(b) Sigui p1 = p, p2 = 1 — p. Aleshores

I p—z]—(l—u)[l—p—l = 0.
op (1—p)2
(c) Sigui pa = p, p1 = 1+ p. Aleshores
Iz 1+p—1]+(1—u)[p—1 =0.
i (1+p)? p? ]

Cada una d’aquestes tres equacions tenen una tnica solucid positiva per p. En els casos
(a) i (c) aixd es pot veure de la segiient manera: Cada una d’aquestes equacions és de la
forma )

p—p_
F == =
W)=
on ¢ > 0. Es facil comprovar que F’ (p) > 0, el que implica que F' és estrictament creixent.
A més, lim,_,o+ F(p) = —o0 i F(1) = 0. Tot aixo implica que F(p) = —c en un tinic valor
de p que es troba a (0, 1). Les solucions son denotades per £; en el cas (a) i L3 en el cas

(c).

El cas (b) és similar. Ara I’equacié és

_l=p=(=p? _1-p
p—p2 0 ’

perque pu < % La funcié Fi(p) és creixent en el interval % < p < 1. A més, Fl(%) =1

_C7

Fi(p)

ilim, , - F'(p) = oo, llavors Fi(p) = 1_7“ en només un valor de p € [1,1). Aixd implica
que el punt d’equilibri es troba més a prop de la particula de massa més petita que de les
altres, si no y = %; a aquest punt el denotem L.

Aquests tres punts d’equilibri collineals s’atribueixen a Euler.

Definicié 3.5. Els cinc punts L; son anomenats punts de libracio.

Observacié 3.6. Per a trobar les solucions d’equilibri també podriem haver utilitzat la
solucié de Lagrange i la solucié d’Euler del problema dels tres cossos general imposant
mz — 0.
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(71 + Hs 0)

Ly Lo >u, 0) . ¢

Ls

Figura 4: Solucions d’equilibri del problema restringit dels tres cossos.

3.4 Corbes de velocitat zero

Les solucions d’equilibri son les iniques solucions de (3.7) que son conegudes explicitament.
No obstant aixo, fent servir la integral de Jacobi és possible derivar algunes propietats
importants de totes les solucions.

Dels apartats anteriors sabem que la integral de Jacobi es manté constant durant tot
el moviment, és a dir, es compleix 52 +n? = 2® — C, on C és la constant de Jacobi
del moviment. Per tant si denotem v = ({2 + 7']2)1/ 2 la velocitat relativa, tenim que es
compleix

v? =20 — C. (3.15)

Ja vam demostrar que en coordenades bipolars p; i po podem escriure ® de la segiient
forma

1 ~ 1 _
®(p1,p2) = p(5pt +p1 ) + (1= (505 +p37).
Tenint en compte aixo,
20 = p(p} +2p, ") + (1= 1)(p3 +2p5 ). (3.16)

Definicié 3.7. Les corbes de velocitat zero (o regions de Hill) son les corbes de nivell que
satisfan 2 = C.

En aquest apartat estudiarem les corbes de velocitat zero, aquestes son la frontera que
separa arees de possible moviment de la particula de massa mg d’arees on el moviment
de la particula no és possible, ja que de l'equacié v?> = 2® — C tenim que si & — C > 0
podem calcular v, pero si ® —C < 0 no, per tant en aquest cas el moviment és impossible.
Comencem demostrant algunes propietats de la funcié ®.

Proposicié 3.8. El valor minim de 2® és 3.
Demostracio: Sabem que
_ 2 —1 2 -1
2% = p(pi +2p7 ) + (L= p)(pz +2p3 ),
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per tant si denotem A = p? + 2p1_1 i B=p2+ 2/)2_1, tenim que

20 = pA+ (1 —p)B.

Primer demostrem que si 0 < u <1, A > 01 B > 0, aleshores

Ap+ B(1 — p) > min(A, B).

Suposem que A > B, aleshores Au+ B(1—pu) > Bu+ B(1 —pu) = B =min(A, B). El
cas B > A és analog. Per tant es compleix la desigualtat.

Aix0 implica que

20 > min(A, B) = min(ps + 2p5 %, p? 4+ 2p70).

Ara calculem el minim de la funcié f(z) = 22 + 2271 : f/(z) =22 — 22721
fllz)=0e2r-222 =02 -2=0c2=1,
ara bé, com f'(17) < 0i f/(17) >0, a z = 1 la funcié f assoleix el seu minim valor per
x >0, 1 aquest valor és f(1) = 3.

Per tant, 2® > 3 que era el que voliem demostrar. |

Observacié 3.9. De la demostracié anterior podem observar que 2 assoleix el seu valor
minim tnicament quan p; = ps = 1, aix0 és, en els punts de libracié de Lagrange.

Proposicié 3.10.
lim ®(&,n) = lim ®(&,n) = lim ®(&,n) = oc.
p—+00 p1—0 p2—0

Demostracio: Escrivint ) )
O(p1p2) = 50 + =+ —F
P1 P2

amb p? = p? + p2, podem observar que ® — oo quan p —> co. De la mateixa manera
es comprova els altres resultats. |

Proposicié 3.11. La funcid ® és simétrica respecte leix &, és a dir, ® compleiz (&, n) =

Demostracio: Per a escriure ® en coordenades bipolars fem el segiient canvi

NI

pr=[(§+1—p)*+n)2,
p2 = [(€ = p)* +n’]2,

N

per tant, donat que p;(&,m) = pi(§, —n) per i = 1,2, i tenint en compte la férmula de ®
en coordenades bipolars, ®(p1, p2) = %,02 + /% + 1;2“ , tenim el resultat. [ |

La seglient propietat ’enunciarem sense demostrar-la, ja que la necessitarem en la
demostracié de la propietat posterior a aquesta. La seva demostracié la podem trobar al
llibre [3].

Proposicié 3.12. La funcid ®(&,0) assoleix els seus minims locals als punts d’equilibri
collineals.
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Proposicié 3.13.

1.5 = B(L4) = B(Ls) < B(L3) < B(L1) < B(Lo).

Demostracio: Ja hem vist que la funcié ® assoleix el seu minim als punts L4 i L5, i aquest
minim és 3, per tant amb aixo queda demostrada la primera part de la inequacio.

La segona part esta relacionada amb els punts d’equilibri collineals, els que estan
situats sobre l'eix &, per tant la desigualtat que volem demostrar pot ser escrita de la
segiient manera

1.5 < ®(x3,0) < P(x1,0) < P(x9,0),

on x1, T2 i x3 son les abscises dels punts d’equilibri collineals.
Primer veurem que ®(u + «,0) < ®(u — ,0), on 0 < o < 1. Com que, tenint en
compte 'expressié de ® en el sistema de coordenades (£,7), (3.6),
1_
po o _H
o 14+«

1 %
B(p+a,0) = S(n+a) +5(1—pu)+

1 W 1
B(p—0,0)=(p—a) + 51— p) +——+

tenim que
24

1—a?
ja que el discriminant de la forma quadratica és negatiu. A més, ®(x3,0) < ®(u + «,0)
per 0 < a < x3— p, perque el minim de la funcié ®(£,0) esta en x3 en la regié u < £ < oc.
També x5 — u > p — x2 (no ho demostrarem, esta demostrat a [3]). A causa d’aix0, si
U — a = x9, tenim P(x3,0) < P(z2,0). La inequacié ®(x1,0) < ®(x2,0) es pot verificar
de manera semblant. |

(I)(H_aao)_(b(u+aao): (042—Oé+1)>0,

Observacié 3.14. Com a conseqiiencia directa de la proposicié anterior, les constants
de Jacobi corresponents (C; = 2®(L;)) satisfan

3=0Cy=C5 <C3 <C1 <Oh.
Al llibre [3] hi ha un estudi de cadascuna d’aquestes constants segons el valor de pu.

A continuacié es fara una discussié sistematica sobre les corbes de velocitat zero uti-
litzant la constant de Jacobi com a parametre en lloc de ® = C/2. Els dibuixos de les
corbes de nivell zero estan fets a partir d’'un programa en C el codi del qual es pot trobar
a 'annex d’aquest treball.

3.4.1 Corbes exteriors i interiors ovals (Cy < C)
Quan p1,p2 —> 00 0 p1 —> 0 0 po — 0, tenim que & — oo; per tant, les corbes
de velocitat zero formen tres branques per a grans valors de C. Estudiem cada cas per

separat:

i. Owals de velocitat zero al voltant de la primaria de massa més gran.
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il.

Considerem primer pos — 0. Donat que al mateix temps p; — 1, en l'equacié
C =2, el terme 2(1 — p)/p2 domina donant

C=2(1—p)/p2.

Per tant les corbes de velocitat zero son ovals al voltant de m;. Com més gran C
esdevé més petits son els efectes dels termes negligibles i ’'aproximacio

pz=p2=2(1—-pn)/C (3.17)

esdevé millor; la forma de les corbes de velocitat zero s’aproximen a un cercle.
També, quan C creix p; decreix, per tant, com més gran sigui C, més petit esdevenen
els ovals. Donat
dd  1—p
dpa Pg
és possible el moviment dintre del oval de velocitat zero, aixo és degut a: Siguin vg i
p2 = po les condicions inicials tal que el corresponent valor de la constant de Jacobi

Co = 2(1 — 1)/ po — v} (3.18)

és aproximadament correcte. La corba de velocitat zero per aquest valor de C = Cy
és aproximadament un cercle de radi 2(1 — u)/Cpo = p,. Observem que pg i p, es
mesuren de la particula de massa ms, aixo és de la localitzacié de la primaria més
gran de massa 1 — u, i que p, > pg ja que de (3.18)

o = 2(1 - u)(1/po — 1/p:) > 0.

Agafem ara qualsevol altre punt a distancia p, de la primaria més gran. La velocitat
v, de la particula (amb constant de Jacobi Cp) és

(v)* =2(1 — )/ py — Co

<0,

(vh)> = 2(1 = ) (1/ply — 1/p.)- (3.19)

D’aix0 es dedueix que sempre que la particula estigui dins del cercle de velocitat
zero, pi < pz, v és real i el moviment és possible. Quan pf, = p,, vj = 0 i quan
pb > Pz, v és imaginari. Aleshores la particula no pot creuar a laltre costat de la
corba de velocitat zero.

Ovals de velocitat zero al voltant de la primaria de massa més petita.

Quan p; < 11 p2 =1, les corbes de velocitat zero son ovals al voltant de la primaria
de massa més petita. Els radis de les corbes de velocitat zero aproximadament
circulars son

pz = p1 = 2u/C. (3.20)

Una comparacié amb (3.17) mostra que el radi de la corba aproximada de velocitat
zero, per a una C donada, que envolta la primaria amb la massa més gran és més
gran que el de la corba que encercla I’altra primaria; de fet,

0<p2—p1§2/c<2/3,

ja que les corbes de velocitat zero no existeixen per C' < 3, ja que vam demostrar
que el valor minim de 2® és 3. El ratio dels radis és (1 — p)/u. Per tant, per u
petita, tenim py = up;.
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iii. Owals de velocitat zero al voltant de les dues primaries.

Quan ambdues distancies radials (p; 1 p2) augmenten molt més enlla dels punts
d’equilibri, de nou es poden obtenir grans valors de C'. De fet, escrivint p; = p2 = p,
tenim de (3.16)

C =

Aquesta equacié expressa la situacié fisica quan — a causa de la gran distancia —
els efectes de la gravetat son negligibles en comparacié amb la forca centrifuga (la
potencial de la qual és p?). La integral de Jacobi és

vt - C
i les corbes de velocitat zero son donades per
cl/? = Pz;

és a dir, son aproximadament cercles.

Observem que aquest radi és sempre més gran que els anteriors, 2(1 — p)/C, ja que
la comparacié només té sentit quan C' > 3.

Els ovals de velocitat zero creixen quan C' creix, per tant el moviment és possible
fora d’aquestes corbes limit.

El segiient esquema mostra ’aproximacio circular per a = 0.2 1 C' = 4. Els radis son
2u/C =0.1,2(1—p)/C =041iCV2 =2,

Figura 5: Aproximaci6 circular de les corbes de velocitat per a C =41 u=0.2.

Es pot comprovar que si la constant de Jacobi decreix, la mida dels ovals de velocitat
zero que envolten mj i mo augmenta, mentre ’oval exterior s’encongeix. En la Figura
6 podem observar aquesta evolucié per a u = 0.012141 (corresponent al sistema Terra-
Lluna) i C' =3.712 1 C' = 3.262.

Sabem que, per a qualsevol valor de u < %, tenim que
@(ﬁg) > ‘I)([:l) > ‘I’(ﬁg),

i per tant, quan el valor de la constant de Jacobi és reduit de C' > 2®(Ls), el primer
valor critic de C' trobat és 2®(Ly) = Cy. La corba de velocitat zero associada a aquesta
constant de Jacobi té dues branques. L’oval exterior s’encongeix i en Co manté el seu
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Figura 6: Corbes de velocitat zero per a p = 0.012141, la corba de color violeta amb
C = 3.712 i la corba de color blau amb C = 3.262.

caracter previ; tanca tant les primaries com tots els punts d’equilibri. Els ovals interiors
s’amplien, es troben al punt Lo, i formen una figura en forma de vuit. En aquest procés
els punts £1 i L3 queden fora dels ovals interiors, ja que els corresponents valors de la
constant de Jacobi, Cy i C3, son més petits que Cs. Els ovals exteriors son més propers a
L1 que a L3, i els ovals interiors més grans, els que envolten la particula de major massa,
esdevenen en la meitat més gran de la figura en forma de vuit a Cy. Aquest fet ho podem
contemplar en la Figura 7 per a p = 0.012141.

1.5

e
o NN

15 . L . .
-15 -1 -0.5 0 05 1 15

Punts de libracio
Particules

Figura 7: Corba de nivell zero per a y = 0.012141 i C' = Cs = 3.2004.

El calcul de les interseccions dels ovals i de la figura en forma de vuit amb 'eix &
facilita la construccié de les corbes de velocitat zero.

Les interseccions del costat de la dreta de la particula de massa més gran amb 1’eix
¢ es poden obtenir de la segiient manera: Tenint en compte 'expressié de 2, (3.16), la
constant de Jacobi ve donada per

21, 21— p)
C = ps+ pp — p3) + == + =———, (3.21)
Pl P2

i, com que p2 = p; — 1 (cas (c) de quan vam trobar els punts d’equilibri d’Euler), tenim
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que

2 21 —
b ( u)'

C =p5+n(2p2+ 1)+
P2 + (202 + 1) o p

(3.22)

Per tant, per treure el valor de C, hem de resoldre una equacié de quart grau per
pa. Substituint p; = /(€ +1—p)2+n21 ps = /(€ — )2 +n?2) es pot comprovar que
I’equacié que ens queda té dos canvis de signe, per tant per la regla de Descartes, aquesta
equacio té dues arrels positives per a valors grans de C, una més petita i una més gran
que z3 — i, on x3 és la coordenada de les abscises de L3, aix0 degut a que L3 separa les
corbes de velocitat zero interiors i exteriors.

Quan estem entre les dues particules, la interseccié de la figura en forma de vuit amb
Peix £ s’obté quan C' = Cy és substituit en I'equacié (3.22).

I, per ultim, les interseccions al costat de l'esquerra de la particula de massa més
petita, son obtingudes també de 'equacié (3.21), pero ara utilitzant que p2 = 1+ p1, per
tant hem de resoldre

2 1—p
C=(1+p)*—pl+2p)+ "+ :
(L4 p1)” = pu(1+2p1) o T T

(3.23)

Tornem a tenir una equacié de quart grau, pero ara per pi. Aquesta equacié torna a
tenir dos canvis de signe, per tant per la regla de Descartes té dues arrels positives per a
grans valors de C. Una arrel esta a esquerra de £; i laltra a la dreta de £1 (i abans d’on
es troba la particula mq), ja que sabem que £; separa les corbes de velocitat zero interiors
i exteriors. En C' = (', aquestes dues arrels esdevenen iguals, com veurem després.

El moviment encara és possible tant dintre de la corba en forma de vuit com fora de
la corba exterior en forma oval.

Una major reduccié del valor de la C' canvia la corba de velocitat zero en forma de
vuit a una en forma de pera, ja que la corba no tornara a creuar 'eix £ a Lo; de fet, no
hi ha encreuament entre les primaries. La figura en forma de vuit per tant separa dos
tipus de corbes de velocitat zero: aixo finalitza el cas C' > (5, amb corbes de velocitat
zero ovals a l'interior i a I’exterior, i dona pas al seglient cas C; < C' < (s, amb corbes
de velocitat zero en forma de pera a l'interior i ovals a ’exterior.

3.4.2 Corbes exteriors ovals i interiors en forma de pera (C; < C < (C3)

El primer valor critic de C' = C5 s’aconsegueix a mesura que C' decreix de +00. Amb una
major disminucié s’obté el valor de C' = C < Cs.

Quan C; < C < (5 les corbes de velocitat zero constitueixen dues branques. La
primera branca és la figura en forma de pera dins de la qual el moviment és possible.
Aquesta corba envolta my, ms i Lo, perdo £y i L3 estan fora. Quan C = Cy — ¢, on
€ > 0 i arbitrariament petit, la forma de vuit s’obre a Lo i forma la forma de pera per
Ch < C<(Cs.

Similarment quan C' = C; + €’ la corba de velocitat zero de I’exterior no passa per
L1, pero inclou totes les particules i els punts de libracié. Quan C' decreix de Cy a C els
ovals exteriors mantenen la seva forma general i només mostra un sagnat a prop de L;.
El moviment és sempre possible fora d’aquests ovals.

A la Figura 8 podem observar graficament el que passa quan estem en aquest cas per
w=0.012141.
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Figura 8: Corbes de velocitat zero per a p = 0.012141, amb C' = 3.192 en la primera
imatge i amb C' = C] ~ 3.1842 en la segona.

3.4.3 Corbes en forma de ferradures (C5 < C < ()

Quan el valor de C' es redueix més enlla de C' = (1, el punt £ no esta en la corba de
velocitat zero i només hi ha una branca de la corba. La cuspide a L1, que existeix quan
C = (1, desapareix a mesura que la corba ja no intersecta ’eix x entre —oo i g — 1. La
imatge de lesquerra de la Figura 9 mostra corbes en forma de ferradures que inclouen
L3, L4 1 Ls. Les interseccions amb 1'eix de les x a prop de L3 es mouen més a prop de
L3 quan C — C3 i, quan C = (3 es forma una cuspide a L3. La serie de corbes amb
forma de ferradura comencen en C7 quan una cuspide és formada en £ i acaba amb Cj
quan la cuspide esta a L3, ho podem observar a la imatge de la dreta de la Figura 9. El
moviment és possible a tot arreu fora de I’area tancada per la ferradura.

15 15
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Figura 9: A D’esquerra corbes de velocitat zero per a p = 0.012141 i C' = 3.182 en blau
i amb C' = 3.062 en violeta. A la dreta corba de velocitat zero per a u = 0.012141 i
C = (5~ 3.02417.

3.4.4 Corbes en forma de capgros (3=Cy=C; < C < (Cs)
Amb una major reduccié de la constant de Jacobi des de Cj, la cuspide desapareix a

mesura que la corba deixa L3. Les series de corbes de velocitat zero formen dues branques,
una que tanca L4 i 'altra L£5. Aquestes corbes s’encongeixen als punts £4 i L5 a mesura
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que C s’aproxima a 3. Es pot observar aixo a la Figura 10 on u = 0.012141, a més sabem
que per simetria el mateix passa al voltant de Ls.

PUnts de libracié
14 ¢ Particules =

12 |
1l ) A
08 |
06 |
04 |

02

-15 -1 -0.5 0 0.5 L 15

Figura 10: Corbes de velocitat zero per a u = 0.012141, la corba de color verd és la que
té C' = 3.019 i la de color violeta la que té a C' = 3.01299.

Aix0 conclou la discussi6é detallada de les diverses classes de corbes de velocitat zero.
En resum, llavors, podem distingir quatre rangs de la constant de Jacobi, amb quatre
tipus diferents de corbes de velocitat zero, corresponent a quatre tipus diferents d’arees
de possible moviment (en les figures que venen a seguir les corbes estan dibuixades per a
w=0.3).

i. Per a grans valors de la constant de Jacobi, C' > (s, les arees de possible moviment
es mostren esquematicament ombrejades en la Figura 11. Es pot veure que no hi
ha comunicacié entre les arees.

2
Punts de libracio

Particules
15

1

0.5

Figura 11: Forma general de les arees permitides de moviment per C' > Cj.

ii. Quan el valor de la constant de Jacobi esta entre C1 i Co, 'area canvia i passa a ser
Parea ombrejada en la Figura 12. Ara és possible la comunicacié o 'intercanvi de
particules entre els entorns de les dues primaries, pero el tercer cos encara roman
fora del gran oval o dins de ’area en forma de campana.

iii. El segiient pas en el desenvolupament es produeix quan el valor de la constant de
Jacobi esta entre C3 i C. L’area permitida estd ombrejada en la Figura 13. Ara és
possible l'intercanvi entre les arees exteriors i interiors i aixo ocorreix al costat de
la primaria de massa més petita.
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Figura 13: Forma general de les arees permitides de moviment per a C3 < C < Cy

iv. Laltim pas és quan el valor de la constant de Jacobi esta entre C3 i 3, 0 3 =
Cy = C5 < C < Cs. Les arees prohibides que envolten L4 i L5 es redueixen quan
C — 3 i el moviment és possible a tot arreu quan C' < 3. La Figura 14 mostra
l’area ombrejada en que és possible el moviment (per simetria veurfem el mateix a

Ls).

Figura 14: Forma general de les arees permitides de moviment per a C' < Cj.

3.5 Estabilitat dels punts de libracié

Finalment, després de calcular els punts d’equilibri del problema restringit planar circular
dels tres cossos i estudiar les seves corbes de velocitat zero, ara el nostre objectiu és
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estudiar l’estabilitat d’aquests punts. Per fer-ho primer donarem definicions i alguns
resultats que ens seran utils en I'estudi.

Definicié 3.15. Un sistema Hamiltonia és un sistema de 2n equacions diferencials or-
dinaries de la forma

¢=H, p=-—H,g (3.24)
dg; OH dgi  0H

= t - ——(t =1, ...
7 8pi( .4, D), o aql_( .¢,p), i=1,..n,

on H = H(t,q,p), el Hamiltonia, és una funcié suau de valors reals definida per (t,q,p) €
O, on O és un conjunt obert en R x R" x R". Els vectors® ¢ = (q1,...,qn) ip = (P1, .- Pn)
son tradicionalment anomenats vectors posicio i moment, respectivament, perquée airo €s
el que aquestes variables representen en molts exemples classics. A més, la variable t és
anomenada temps.

Definicié 3.16. L’enter n de la definicio de sistema Hamiltonia és el nombre de graus
de llibertat del sistema.

Notacié 2. En general, introduim el vector 2n z, la matriu antisimétrica 2n X 2n J 1 el
gradient de H per

o0H

0z1
p N OH

Ozan

on 0 €s la matriu n X n que té€ tots els seus coeficients zero i I és la matriu identitat n X n.
En aquesta notacid (3.24) s’esdevé

2= JVH(t,z). (3.25)
Proposicié 3.17. Considerem el sistema Hamiltonia (3.25). Aleshores

div(JVH) = 0.

Demostracio: Utilitzant la definicié de sistema Hamiltonia tenim

"o 9 "9 0H & ( OH
j H) = 2 G+ 5 bi) = £ B v

=1 =1

Proposicié 3.18. Sigui H(¢,m;p, P) = 3(p+n)+ L(P—&? —®(&,n), ambp=£—1n
P =n+¢&. Aleshores el sistema (3.7) es pot escriure com un sistema Hamiltonia

é_aﬂ p__aj

o 0¢ (3.26)
Lo oH
=P T oy

2Els vectors s’han d’entendre com a vectors columnes, perd en el text els escriurem com a vectors fila.
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Demostracié: Comencem observant que podem escriure (3.7) de la segiient manera

d,: . 00

@(§—n)—n+af§,

d . . 0P

d’aquesta manera tenim

dp 0P

E-P—&—Fafg,

ap_ 0
d§
a_p—i_nv
dn
E—P—f.

Ara tenint tot aix0 en compte demostrem ’enunciat:

OH _ 9(3(p+n)*+ 5(P —§)° — ®(&,n))

COH G+ )P+ 5(P—€? -2 m) P
23 23 9 '
Les altres igualtats es demostren de manera analoga. |

Notaci6 3. Aquest cas en la notacio que hem utilitzat per a definir un sistema Hamiltonia,
tenim que ¢ = (§,n) ip = (p, P).

Definicié 3.19. A la H definida en la proposicié anterior l’anomenem Hamiltonia del
problema restringit dels tres cossos. També el podem escriure de la segiient forma

H(p,P,&,n) = 1(102 + P?) — (EP —np) + %(62 +1%) = ®(&,n)

2
= L0P + ) — (6P —up) ~ U(E,m) — g1 — )

A partir d’ara deixarem de treballar amb les equacions (3.7) i passarem a treballar
amb el Hamiltonia del problema restringit dels tres cossos.

Proposicié 3.20. El punt (p, P,£,n) és un punt d’equilibri si, i només si, p = —n, P =,
ou __ . ou __
Demostracio: Sabem que un punt d’equilibri és aquell que anulla totes les derivades

parcials del Hamiltonia H, per tant imposem que el punt (p, P,&,n) és un punt d’equilibri
i aix0 ens donara el que volem:

o0H .
O0=> =&=ptnep=-n,
p
O_aj__P_ + _37(1)— 4+pn— _67U— —a—U<:> —aj—o
o0H |
OH . 0P ou ou ou
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on hem utilitzat que ®(&,n) = $(&2 4+ n?) + U(&,n) + 3u(1 — p) i la definicié de p, P, ¢
i 7 donada en la demostracié de la proposicié (3.18). Substituint p per —n en la segona
equacié i P per £ en I'iltima equacid, tenim el resultat. |

Observacié 3.21. A l'apartat anterior vam demostrar que el problema restringit dels
tres cossos té cinc punts d’equilibri, aquests son els punts de libracié. Si suposem que un
d’aquests punts té coordenades (£, 1), de la proposicié anterior tenim que aquest punt té
coordenades (—n,&,&,n) en el sistema Hamiltonia descrit en la proposicié (3.18).

Ara bé, el nostre objectiu és saber qué passa si es colloca una particula a prop d’un
dels punts de libracié amb velocitat (relativa) propera a zero, romandra en aquesta posicié
per sempre? Aix0 passaria si el punt d’equilibri és estable.

Considerem 'equaci6 diferencial

i = f(2), (3.27)

on f és una funcié suau que va d’un conjunt obert O C R™ a R™. Suposem que ’equacio
té un punt d’equilibri en zg € O, llavors, f(z9) = 0. Sigui ¢(t, z) la solucié general de
(3.27).

Definicié 3.22. Es diu que el punt d’equilibri zy és positivament (respectivament, nega-
tivament) estable en el sentit de Lyapunov, si per tot € > 0 existeiz un § > 0 tal que

Iz — 20ll < 0= [|o(t,2) — 20l <€, V>0
(respectivament, V't < 0).

Definici6 3.23. El punt d’equilibri zg és estable en sentit de Lyapunov si €s positivament
1 negativament estable alhora. I zy és inestable si no és estable.

Observacié 3.24. En molts llibres el concepte estable és equivalent a positivament es-
table, pero el criteri anterior és comu en la teoria d’equacions diferencials hamiltonianes.
A més a més, els adjectius “positivament” i “negativament” també es poden utilitzar

amb el concepte “inestable”.

Definicié 3.25. FEl punt d’equilibri zy és assimptoticament estable, si és positivament
estable, i ezisteix ¢ > 0 tal que ¢(t,z) — 2o quan t — +oo per tot ||z — 2zo|| < C.

Una de les tecniques per demostrar 'estabilitat d’'un punt d’equilibri d’un sistema
d’equacions diferencials, és analitzar el sistema linealitzat al voltant d’aquest punt, és a
dir, escriure (3.27) en la forma, suposant que el punt d’equilibri es troba a ’origen,

Z2=Az+g(2), (3.28)

on A=0f(0)/0z1g(z) = f(z) — Az; per tant, g(0) = dg(0)/0z = 0.

El teorema segiient ens dona les eines per a saber, a partir dels valors propis de A si
el punt d’equilibri zg = 0 és assimptoticament estable. No veurem la seva demostracio,
pero aquesta es pot trobar a diferents bibliografies, com per exemple al llibre [7].

Teorema 3.26 (Metode indirecte de Lyapunov). Considerem l'equacid diferencial (3.28).
Aleshores,
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i. L’origen és assimptoticament estable si tots els valors propis de A tenen part real
negativa.

1. L’origen és inestable si un o més dels valors propis de A tenen part real positiva.

Per a poder aplicar el teorema anterior sobre el sistema Hamiltonia (3.25) amb el
Hamiltonia del problema restringit dels tres cossos, el que farem sera linealitzar el sistema
posant-lo en la forma (3.28) i estudiar els valors propis de A en cada un dels punts
d’equilibri. Per fer-ho, abans necessitem uns resultats previs que introduim a continuacié.

Definicié 3.27. Siguin

Uk = yk(T1, o tm), k=1,..,m

funcions que denoten un canvi de variables en una regic m-dimensional. Suposem que
cada derivada parcial Oyy/0x; existeir i és continua. Anomenem matriu Jacobiana del
canvi de variables a la matriu

Oy Oy . 9w

8371 622 amm
M= :

OYym  Oym .. OYm

o1 0o 0Tm

Definicié 3.28. Sigui M € gl(2n,F), matriu 2n x 2n amb coeficients a R o C. Diem que
M és simpléctica si compleiz

MTJIM = J,

on J és la matriu 2n x 2n definida anteriorment i MT denota la matriu trasposada de
M.

Corollari 3.29. Sigui M wuna matriv simpléctica, aleshores M té inversa i M~' =

—JMTJ.

Demostracié: Es facil comprovar, per la definicié de la matriu J, que J?> = —I i que
J~1 = —J, on I és la matriu identitat. Tenint en compte aixo, |J?| = [J|> = |I| =1, el
que implica que |J| # 0.

Ara bé, donat que [MTJM| = |J|, ja que M és una matriu simplectica, i |[MT| = |M|,
el fet que |J| # 0 implica que |[M|?> = 41 # 0, per tant la matriu M té inversa. [ |

Proposicié 3.30. El sistema Hamiltonia es manté sota un canvi de variables canonic,
és a dir, sota un canvi de variables tal que la seva matriu Jacobiana €s simpléctica.

Demostracid: Sabem que un sistema Hamiltonia és un sistema de 2n equacions diferencials
ordinaries de la forma

OH OH
q]C apk;’ pk‘ aqu 9 ,TL, ( )

i H és una funcié de p1, ..., pn; q1, ---, Gn- Sigui

Px = pk<P17 ) Pn; Qh ) Qn)

(3.30)
qr = Qk(Plv ceey P’rl7 Q17 ceey Qn)
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un canvi de variables canonic. Substituint les variables originals pel canvi de variables
anterior, H esdevé una funcié de Py, ..., Py; Q1, ..., Q,. Demostrarem que el sistema (3.29)
manté la seva forma original sota el canvi de variable (3.30), aquesta és,

. 0H .  OH
Qu=gp Pi=—gg0 k=lo.n (3.31)

Denotem per p la matriu n x 1 amb elements p1, ..., p,, i de manera similar ¢, P, Q.
Les funcions del sistema (3.30) tenen derivades

N~ (O Pk
I%—Z(aplPH-an l>7

=1

Si M és la matriu Jacobiana de (3.30), aix0 significa que
' P
<p> - M < . > .
q Q
I com que M és una matriu simplectica pel corollari anterior sabem que té inversa,

aleshores .
P\ _ (P
(o) =2 (3):

Ara bé, sabem que MTJIM = J, per tant M~ = JIMTJ, i com que J~' = —J, ens
queda M~1 = —JMTJ, per tant

(&)= ()

Tenint en compte la definicié de la matriu J, tenim

<g> =M <—qp> ‘

Multipliquem la matriu J per I’esquerra de cada costat de la igualtat anterior, com que

J? = —1I, tenim .
Q\ _ (4
(5) =2 (%)

. OH
Q > T [ o
S =M ok )-
(‘P Bq
Calculant la multiplicacié de les dues matrius de la part dreta de la igualtat anterior

obtenim
o - OH 8}91 OH 8ql
Qk - ; <apl 8Pk + 8ql 8Pk> ’

. " (O0H dp, OH 8ql>
P, = —at -
. lz; <3pl 0Qr  0q 0Qy

Per (3.29), aix0 esdevé
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Finalment, per la regla de la cadena tenim que la part de la dreta de les igualtats anterior
i de les igualtats (3.31) son iguals. Aixd completa la demostracié. ||

Passem a linealitzar el sistema Hamiltonia (3.25) utilitzant el Hamiltonia del problema
restringit dels tres cossos per a estudiar els seus valors propis en cada un dels punts
d’equilibri: Hem vist que si (x1, z2) és un punt tal que compleix (3.9), un punt d’equilibri,
aleshores el punt (z1, z2,y1,y2) és un punt d’equilibri del sistema Hamiltonia on y; = —x9
iye = x1. Sigui (£, n) un dels cinc punts d’equilibri del problema restringit dels tres cossos.
Per tal d’estudiar el moviment a prop d’aquest punt d’equilibri, fem el segiient canvi de
coordenades

up=wx1—§, V1 =y +n,

ug =x92 —1m, v2=1yz—E.

Aquest canvi de coordenades (uq,ug,v1,v2) és clarament simpleéctic, ja que la seva matriu
Jacobiana és la identitat, llavors, podem realitzar aquest canvi de coordenades en el
Hamiltonia (3.26) i, per la proposicié (3.30), es preservara la seva estructura. Expandint
el Hamiltonia fins als termes de segon ordre, obtenim

1 1
H= 5(1}% + v3) 4 ugvy — urvy — §(Uz1$1u% 42U, 2y 1t + Upyzyt3) + ...
No hi ha termes lineals perque ’expansié es realitza en un punt d’equilibri, per tant s’anul-
len i el terme constant ha sigut omes perqué no contribueix en la formacié del sistema
corresponent d’equacions diferencials. Si linealitzem el sistema, la funcié hamiltoniana
quadratica anterior dona lloc a la segiient matriu

0 1 1 0
-1 0 0 1
3.32
Upiz; Ugyzy 0 1 ( )
Ugizo Ugyzs —1 0

Els segiients calculs son una mica més compactes definint
Lo o o
V= 5(551 + 23) + U(z1,22).
Els valors propis de la matriu (3.32) determinen el comportament del sistema linealit-
zat. El polinomi caracteristic és
PN) = X+ (4 — Vayzy — Vigas )N + Vi Vigas — Vi, = 0. (3.33)

On les derivades parcials son

Bz +1-p?—pt

3(x1 — p)* = p3
Voo, =1+ 1 5 (1—p) 2

P1 Pg ’
1 —
V»:sz = 3‘%1‘772(% + 75H)7
P1 P2
3x2 — p? 3x2 — p?
Vagey = 1+ p=2p 4 (1 — ) =22,
P1 P2

Cal avaluar-les en els punts d’equilibri. Llavors considerarem els punts collineals i els
punts triangulars separadament.
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Lema 3.31. En els punts collineals, la matriu (3.32) té dos valors propis reals i dos
valors propis purament imaginaris.

Demostracio: Per calcul directe, utilitzant 1 = £ i z9 = 0, es troba que als punts col-
lineals

Vare, =1+ QNPIS +2(1 - N)P;g >0
Viyze =0
Vasw, =1 — pr3 - (1 - M)p;S <0.
Només I'iltima afirmacié requereix un treball addicional. Ho farem per L.
Si (£,0) son les coordenades del punt d’Euler £;, aleshores p1 =&+ 1—p, po =& — p,
i € és una solucié real de V,, = 0, aix0 és, del polinomi de grau cinc
E—ppi’ = (1 —ppy? =0.

Utilitzem aquesta relacié de la segiient forma

(1—p)py% = p2 — ppy > +
quan avaluem la segona derivada de V en (£,0); aixo és, obtenim

1

Visws = 1 — ppy® — 5(,02 — ppy” + )

I _ _
=—(1-p - P2p1 3)
P2
H -3
=—(1- < 0.
p2( p1°”)
L iltima igualtat segueix de que p2 = 1 + pp i la desigualtat del fet que 0 < p; < 1.

Agafant A =2 — %(V;mc1 + Vipwy) i1 B = Vio, Vagas, €l polinomi caracteristic per als
punt collineals té la segiient forma

M +24A0+B=0

amb solucions
N =-A++A2-B.

Com que B < 0 tenim el resultat. |

Lema 3.32. Els punts d’equilibri d’Euler son inestables. Per tant, algunes solucions que
comencen a prop dels punts d’equilibri d’Euler s’allunyaran d’aquests punts quan el temps
tendeizr a infinit.

Demostracio: Aquest resultat és directe del teorema del metode indirecte de Lyapunov
aplicat al lema anterior.

Lema 3.33. En els punts d’equilibri triangular, la matriu (3.32) té valors propis purament
imaginaris per a valors de p en el interval 0 < p < p1, on py = %(1 —1/69/9). Per
p = p1 la matriu té els valors propis repetits +i\/2/2 amb divisors no elementals. Per

w1 < p < 1—p, els valors propis estan fora de leix imaginari. (11 és anomenada massa
de Routh).
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Demostracié: Utilitzant que p; = pg =1 on p? = (6 +1—p)2 +1%1p2 = (£ — p)? + 1%,
aconseguim que les coordenades del punt d’equilibri £4 son (,u—%, % 3) (per simetria L5 es
troba a (pu— %, —%\/g) Per tant podem calcular les segones derivades de V' explicitament.

Aquestes son

3 3v3 9

3
Vxlm = Za Vxlzg = _T(l - 2/’5)7 VJL“QCEQ = Z

Per tant el polinomi caracteristic, donat a (3.33), queda de la segiient forma

27
)\4+>\2+ZM(1_M) = 0.

I té com arrels

M= %[—1 + /1 —27u(1 — ). (3.34)

Quan l’arrel quadrada anterior és zero, tenim el doble valor propi +iv/2 /2. Aix0 ocorre
quan 1 = py = 3(1 —/69/9) (i a causa de la simetria també per a 1 — p1). Es pot
veure que la matriu (3.32) no té divisors elementaris simples, el que significa que no és
diagonitzable.

Per p1 < p <1 — pyq, Parrel quadrada de (3.34) dona valors imaginaris, ja que el que
té dintre és negatiu, i per tant A sera un nombre complex amb part real no nulla. Els
valors propis de (3.33) es troben fora de 'eix imaginari, per tant els punts triangulars de
Lagrange no poden ser estables.

Per ultim, per a 0 < g < p; (i1 —p1 < p < 1) la matriu (3.32) té valors propis
purament imaginaris de la forma 4wy i +ws. Per conveni agefem com a w; el més gran
dels dos valors, per tant wq i wy son Unicament definits per les condicions

2 27u(1 —
0<w2<\2[<w1, w%—i—w%:l, w%w%zw,
i les aconseguim utilitzant el polinomi caracteristic. |

Lema 3.34. Per a p1 < p <1 — 1, els punts L4 @ L5 son inestables.

Demostracio: Pel lema anterior sabem que per a g1 < p < 1 — pp els valors propis
de (3.32) tenen part real i part imaginaria. A més sabem que el sistema Hamiltonia té
divergencia nulla aixo implica que un dels valors propis reals és positiu i ’altre negatiu,
per tant, pel teorema indirecte de Lyapunov, tenim que L4 i L5 son inestables per aquests
valors de p. |

Arribats a aquest punt ja sabem que L1, Lo i L3 son inestables sempre, independent-
ment del valor de pu, i que £4 i L5 son inestables quan p; < g < 1 — pp. A partir d’ara
presentarem resultats que ens diuen una mica més de com és aquesta inestabilitat en cada
un d’aquests punts.

Considerem un altre cop l'equacié diferencial 2 = f(z). Sigui zp un punt d’equilibri.

Sigui V : O — R suau on O és un entorn obert del punt d’equilibri zg.

Definicié 3.35. Es diu que V és definida positiva (respecte a zy) si existeix un entorn
Q C O de zy tal que V(zp) < V(2),Vz € Q\ {20}. Aizo és, zy és un minim local estricte
de V.
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Definicié 3.36. Definim la derivada orbital de V, per V: O — R on

V(2) = VV(2) - f(2).

Teorema 3.37 (Teorema d’estabilitat de Lyapunov). Si erxisteiz una funcio V' que és
definida positiva respecte a zg i tal que V. < 0 en un entorn de zg, aleshores el punt
d’equilibri zg €s positivament estable. La funcio V' és anomenada funcio de Lyapunov.

Demostracié: Sigui e > 0. Sense perdua de generalitat, suposem que zp = 01que V(0) = 0.
Donat que V(0) =01 0 és un minim estricte de V, existeix 7 > 0 tal que V' (z) és positiu
per 0 < ||z|]| < v. Agafant v molt petita si és necessari, podem assegurar que V(z) <0
per [[z]| <vyiquey <e

Sigui M = min{V (z) : ||z|| = v}. Com que V(0) = 01V és continua, existeix 6 > 0 tal
que V(z) < M per ||z|| < 16 < . Afirmem que si ||| < § aleshores ||¢(t, ()| <7 < e
per tot ¢t > 0.

Donat que [[C]| < 0, existeix t* tal que ||¢(¢, ()] < v per tot 0 < ¢ < t*it* és el nombre

més petit que compleix aixd. Assumim que t* és finit i llavors [|¢(t*,¢)|| = 7. Definim
v(t) = V(¢(t,Q)), per tant v(0) < M i0(t) <0 per 0 <t < t*ialeshores v(t*) < M. Perd
v(t*) = V(o(t*,()) > M que és una contradiccié i per tant ¢* ha de ser infinit. [ |

Una implicacié immediata del teorema de l’estabilitat de Lyapunov és la segiient.
Considerem el sistema Hamiltonia

i = JVH(2),

on H és una funcié suau de O C R?" en R. Un altre cop sigui zp € O un punt d’equilibri i
sigui ¢(t, () la solucié general. Un bon candidat a funcié de Lyapunov en aquest sistema
Hamiltonia és la funcié Hamiltoniana mateixa, perque les orbites del sistema Hamiltonia
viuen en els conjunts de nivell del Hamiltonia. Per tant V = H = 0. Per tant, si H és
definida positiva podem aplicar el teorema anterior. I si H és definida negativa podem
agafar —H com a funcié de Lyapunov.

Corollari 3.38 (Teorema d’estabilitat de Dirichlet). Si zg és un minim o un mazim local
estricte de H, aleshores zy és un punt d’equilibri estable del sistema Hamiltonia.

Demostracio: Com que +H és una integral, podem assumir que H té un minim. Com
que H= 0, el sistema és positivament estable. Invertim el temps substituint ¢ per —t.
En el nou temps H = 0, per tant el sistema és positivament estable en el nou temps o
negativament estable en el temps original. |

Exemples 3.39. Considerem un Hamiltonia H de dos graus de llibertat que pot ser
desenvolupat com

1 1
H = Jui (53 +43) + 5ea(ed + 43) + O(12 ) (3.35)
per certs wi i ws reals no nuls. Els valors propis del camp vectorial linealitzat son +w1i,
+woi, per tant no podem concloure estabilitat o inestabilitat per aquests valors propis.

No obstant, si wy i we son del mateix signe, aleshores H és definida a prop del 0. Aleshores
pel teorema de Dirichlet 0 és estable.

42



Es pot comprovar que per 0 < p < p3 i1 —p; < p < 1 el desenvolupament de
Taylor del Hamiltonia del problema restringit dels tres cossos pot ser escrit com (3.35),
la demostracié es pot trobar a [4]. Breument, aixo es dona expandint H al voltant dels
punts d’equilibri fins a segon ordre. Aixo dona una part quadratica de H a prop del punt
d’equilibri. I utilitzant un canvi de coordenades lineal simplectic, podem escriure aquesta
part quadratica com (3.35). Pero, sabem que wj i we tenen signes oposats per a qualsevol
valor de u, per tant no podem aplicar el teorema de Dirichlet. Aleshores necessitarem
arguments més sofisticats.

Teorema 3.40 (Teorema de Chetaev). Sigui V : O — R una funcid suau i sigui  un
subconjunt obert de O amb les segiients propietats:

e 2y € 0N

o V(z) >0 per z € Q.

o V(z) =0 per z € 09.

e V=V(2)-f(z) >0 perzeQ.

Aleshores la solucid d’equilibri zg de (3.27) és inestable. En particular, existeiz un entorn
Q del punt d’equilibri tal que totes les solucions que comencen en QQ N €)Y abandonen @) en
temps positiu.

Demostracié: Un altre cop suposem zy = 0. Sigui € > 0 petita de manera que la bola
tancada de radi € i centre 2z esta continguda en el domini O, i sigui @ = QN {||z]| < €}.
Afirmem que existeixen punts arbitrariament propers al punt d’equilibri que es mouen
com a minim a distancia e del punt d’equilibri.

@ té punts arbitrariament propers a ’origen, per tant per algun é > 0 existeix un punt
p € Q amb [|p]| <diV(p)>0.

Sigui v(t) = V(¢(t,p)). Qualsevol ¢(t,p) es manté en @ per tot t > 0 o ¢(t,p) travessa
la fita de @Q per primer cop en el temps ¢*.

Si ¢(t, p) es manté en @, aleshores v(t) és creixent perque v > 0, i llavors v(t) > v(0) >
0 per t > 0. L’adherencia de {¢(t,p) : t > 0} és compacta i © > 0 en aquest conjunt, per
tant 0 > k > 0 per tot ¢t > 0. Aleshores v(t) > v(0) + Kt — oo quan ¢t — co. Aix0 és una
contradiccié perque ¢(t,p) es manté en un entorn de 'origen i v és continua.

Ara, si ¢(t,p) creua la fita de @) per primera vegada en el temps t* > 0, aleshores v > 0
per 0 <t < t*iwv(t*) > v(0) > 0. Com que la fita de @) consisteix en punts g on V(g) =0
o on ||q|| = e, aixo implica que ||v(t*)]| = e. [ |

Com a primera aplicacié considerem un sistema Hamiltonia de dos graus de llibertat
amb un punt d’equilibri tal que els valors propis d’aquest sistema en el punt d’equilibri
son ftwi, £, w # 0, A # 0; és a dir, un parell de valors propis imaginaris purs i un parell
de valors propis reals. Ja vam veure que els punts d’equilibri collineals L1, L2 i L3 son
d’aquest tipus. A més ja sabem que son inestables, perd podem saber més sobre el flux a
prop d’aquests punts. Considerem el sistema

w
H = 5(95% + 1) + Awaye + Hy(z,y) (3.36)

on H, és una funcié real analitica en un entorn de I’origen en R* en els arguments mostrats
i d’almenys tercer grau. Es pot veure que el Hamiltonia dels punts d’equilibri d’Euler es
pot escriure de la forma (3.36).
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Per a determinar els detalls sobre la inestabilitat dels punts d’equilibri d’Euler, o
punts d’equilibri collineals, necessitarem el resultat del segiient teorema, el teorema d’e-
xistencia de solucions periodiques, anomenat Teorema del centre de Lyapunov. Pero,
abans d’enunciar-lo i demostrar-lo, necessitem definir uns conceptes i demostrar un resul-
tat previ que es necessita en la demostracié.

Suposem que les equacions diferencials depenen d’alguns parametres, per tant consi-
derem

i = f(z,v), (3.37)

on f:0 x Q — R™ és suau, O (el domini) és obert en R™, i Q ('espai de parametres)
és obert en R¥. La solucié general ¢(t, ¢, v) també és suau en el parametre v.

Sigui ¢’ un punt d’equilibri quan v =/, és a dir, f({’,v') = 0.

Definicié 3.41. Una continuacid del punt d’equilibri ¢’ és una funcid suau u(v) definida
per v prop V' tal que u(V') = (', i u(v) és un punt d’equilibri de (3.37) per tot v, és a dir,
flu(v),v) =0.

(D)

Definicié 3.42. El punt d’equilibri ' és un punt d’equilibri elemental st WT no és
singular, €s a dir, si tots els seus valors propis son diferents de zero.

Definici6 3.43. La solucid ¢(t,(', V') és T-periodica si i només si ¢(T,¢'vV'") = (.

Definicié 3.44. Sigui ¢(t,¢',v") una solucid T-periodica. Una continuacid d’aquesta
solucid periodica és un parell de funcions suaus, u(v),7(v), definides per tot v prop v’ tal
queu(V) =" i7(V) =T, i ¢(t,u(v),v) és 7(v)-periodica.

Enunciem el segiient lema sense demostracid, la seva demostracié la podem trobar al
llibre [2]:

Lema 3.45. Sigui ¢(t,¢', V") una solucié T-periodica. Aquesta solucid és elemental si +1
és un valor propi de la matriu %M amb multiplicitat un per a equacions diferencials
autonomes generals i amb multiplicitat dos per a sistemes amb integrals no degenerades,
és a dir, sistemes amb integrals que compleizen que el gradient en el punt és no nul (per

exemple, sistemes Hamiltonians).

Definicié 3.46. Sigui ¢(t,(’, V') una solucid T-periodica. Els valors propis de la matriu
%ﬁ’”) son anomenats multiplicadors (de la solucié periodica).

Definicié 3.47. Sigui ¢(t, (") una solucié T-periodica. Definim com a aplicacié de Poin-
caré w: Yy C X — X com

() = (T (C), 0),

on X és un hiperpla de codimensid un a ¢’ i transversal a f(¢") (seccid transversal), Yo
és un entorn de &' i, per a cada ¢ € Xg, T(C) esta prop de T, l’anomenem primer temps
de retorn.

Per a la demostracié dels dos resultats que segueixen necessitem definir el concepte
d’aplicacié de Poincaré en una superficie integrable, pero se’ns escapa del contingut d’a-
quest treball i el citarem sense definir-lo, més informaci6 sobre és possible trobar al llibre

2].

Proposicié 3.48. Un punt d’equilibri elemental, o una solucido periodica elemental, o
una solucio periodica elemental en un sistema amb una integral no degenerada poden ser
continuats.
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Demostracio: Per a un punt d’equilibri, apliquem el teorema de la funcié implicita a la
funcié f(¢,v) = 0. Suposem que f(¢’,v') = 01 que %&’V’) és no singular, aleshores el
teorema de la funcié implicita afirma existéncia de la funcié u(v) tal que u(v') = ¢’ i
f(u(v),v)=0.

Ara considerem el cas periodic. Com que l'existéncia del primer temps de retorn
i de l'aplicacié de Poincaré depenen del teorema de la funcié implicita (demostrat a
lassignatura d’EDOs), aquestes funcions depenen suaument del parametre v. Per acabar,
apliquem el teorema de la funcié implicita a 7(¢,v) — ¢ = 0, on 7((,v) és 'aplicaci6 de
Poincaré de la seccié transversal a la solucié periddica quan v = /.

Per acabar, si el sistema té una integral I1((,v), aleshores la construccié de 'aplicacié
de Poincaré en una superficie integrable depén suaument de v. Apliquem el teorema de la
funcié implicita una altre cop a 'aplicacié Q(¢,v) — ¢ =0, on Q((, v) és una aplicaci6 de
Poincaré en una superficie integral de la seccié transversal a la solucié peridodica si v = /.

Ara suposant que la solucié d’equilibri es troba a l’origen, enunciem i comentem la
demostracié del teorema del centre de Lyapunov.

Teorema 3.49 (Teorema del centre de Lyapunov). Considera un sistema Hamiltonia
d’equacions diferencials en R?", 2 = f(z) amb f(0) = 0. Suposa que els valors propis
del sistema linealitzat al voltant del 0 son mo nuls i de la forma ‘wi, As,..., Aon, on
weRiAN €C,j=3,.,2n. Si)\fiw ¢ Z per tot j = 3,...,2n, aleshores existeix una
familia 1-parameétrica d’orbites periodiques emanant des del punt d’equilibri. A més, en
aproximar-se al punt d’equilibri al llarg de la famdlia, els periodes tendeizen a 2mw/w i els
multiplicadors no trivials tendeizen a exp(2mAj/w), j = 3, ..., 2n. Aquesta familia d’orbites
periodiques ’anomenem centre de Lyapunov.

Demostracid: Suposem que z = 0 és un punt d’equilibri, i 'equacié és
Z2=Az+g(z)

on ¢g(0) = 9g(0)/0z = 0. Com que busquem solucions periodiques properes a l'origen,
s’escala per z — €z on € s’ha de considera com un parametre petit. L’equacio es converteix
en

z2=Az+ O(e),

i quan € = 0, el sistema és lineal. Donat que aquest sistema té valors propis twi, té una
soluci6 periodica de periode 27 /w de la forma exp(At)a, on a és un vector constant no
nul. Els multiplicadors d’aquesta solucié periodica son els valors propis de exp (A27/w), o
1, -1, exp (2w /w). Assumim que el multiplicador no trivial no és +1, i per tant aquesta
solucié periodica és elemental. Per la proposicié anterior, existeix una solucié periodica
de la forma exp(At)a + O(e). En les coordenades sense escalar, la solucié és de la forma
eexp(At)a + O(€?) i es té el resultat. [ |

El teorema anterior implica que el sistema (3.36) admet una superficie analitica anome-
nada centre de Lyapunov ple de solucions periodiques. De fet, tenim el segiient resultat:

Teorema 3.50. El punt d’equilibri a l'origen del sistema Hamiltonia (3.36) és inestable.
De fet, existeiz un entorn de l'origen tal que qualsevol solucié que comenci al centre de
Lyapunov s’escapa de l’entorn tant en temps positiu com en negatiu. En particular, les
petites solucions periodiques donades en el centre de Lyapunov son inestables.
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Demostracio: Suposem, sense perdua de generalitat, que A és positiu. Les equacions del
moviment son

1 =wyy + Hy 1= —wT — OH,
1 =W ayl ) U1 = 1 8x1 )
. 0H . OH,
xg:)\x2+a 1”7 y2:—)\y2— T.
Y2 8%2

Podem assumir que el centre de Lyapunov esta en el pla de coordenades xo = yo = 0;
és a dir, 9 = 9o = 0 quan 9 = yo = 0. Aixo0 significa que H, no té termes de la forma
z2(xty") o de la forma ya(z]y?).

Considerem la funcié de Chetaev V' = %(m% — 92) i calculem la derivada orbital de V'

. OH, OH,
V = Mz2 + 2 —_r _ r
(x5 + y5) + z2 90 Y2 90

— MaB+13) + Wz, y).

Afirmem que en un entorn @ de l'origen suficientment petit [|W (z,y)|| < (A\/2)(z3 + y3)
i per tant V > 0 en Q \ {z2 = y2 = 0}; és a dir, fora del centre de Lyapunov. Sigui
H, = Hy+ Hy + H3 on Hy és independent de x2 i y2, Ho és quadratic en xo i yo, i Hj
és almenys cibic en x2 i y2. Hy no contribueix res a W; Hs contribueix a W una funcié
que és quadratica en xg i y2 1 almenys lineal en x; i y;, i per tant pot ser estimada per
O({z? + y2}'/?)O({z} + y3}); i H3 contribueix a W una funcié que és ctibica en x5 i o i
per tant és O({x3 + y3}*/?). Aquestes estimacions demostren l'afirmacié que haviem fet.

Sigui ) = {J;% > y%} N @ i apliquem el teorema de Chetaev per concloure que totes les
solucions que comencen a {) marxen de () en temps positiu. Si revertim el temps es pot
concloure que totes les solucions que comencen en )~ = {x% < y%} N @ marxen de @) en
temps negatiu. [ |

El teorema anterior descriu el flux del problema restringit dels tres cossos a prop dels
punts d’Euler £1, Lo1 L3 :

Proposicié 3.51. Els punts de libracio d’Euler L1, Lo i L3 del problema restringit dels
tres cossos son inestables. Existeix un entorn d’aquests punts tal que no hi ha conjunts
mvariants en aquest entorn que no siguin les solucions periodiques de la varietat del centre
de Lyapunowv.

Com a segona aplicacié considerem un sistema Hamiltonia de dos graus de llibertat
amb un punt d’equilibri tal que els valors propis d’aquest sistema en el punt d’equilibri
son ta + fi, a, B € R\ {0}, és a dir, dos valors propis amb part real positiva i dos
amb part real negativa. Per exemple, el Hamiltonia del problema restringit en els punts
de Lagrange L4 i L5 és d’aquest tipus quan gy < g < 1 — p1. Demostrem que el punt
d’equilibri és inestable. Especificament, considerem el sistema

H = a(z1y1 + z2y2) + B(y122 — yox1) + He(,y), (3.38)

on H, és una fucié real analitica en un entorn de I’origen de R* en els arguments mostrats
i almenys de tercer grau. Tornem a suposar que el punt d’equilibri esta 1’origen.

Teorema 3.52. El punt d’equilibri en 'origen per al sistema Hamiltonia (3.38) és ines-
table. De fet, existeix un entorn de [’origen tal que qualsevol solucié no nulla marza de
l’entorn en temps tant positiu com negatiu.
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Demostracio: Suposem que o > 0. Les equacions de moviment son

) OH, . O0H,
T1 = axr1 + Bry + T, I9 = —fBx1 + axo + T,

oy 0y2

) OH, ) O0H,
y1=—0y1+ﬁy2—a -, Vo = —By1 — ays + —.

1 0xo

Considerem la funcié de Lyapunov
1
V=@t + a5 -yl - v3)

i calculem '
V=a(@l+z5+yi +v3) + W,

on W és com a minim cibica. Clarament V pren valors positius a prop de l'origen i
V és definida positiva, per tant totes les solucions en {(z,y) : V(z,y) > 0} marxen
d’un petit entorn en temps positiu. Revertint el temps veiem que totes les solucions en
{(z,y) : V(z,y) < 0} marxen d’un petit entorn en temps negatiu. [ |

Donat que el Hamiltonia en els punts d’equilibri de Lagrange es pot escriure de la
forma (3.38), demostrat a [4], del teorema anterior tenim el segiient resultat:

Proposicié 3.53. Els punts d’equilibri de Lagrange L4 i@ L5 del problema restringit dels
tres cossos son inestables per 1 < p < 1 — py. Eristeix un entorn d’aquests punts tal que
no existeizen conjunts invariants en aquest entorn que no sigui el punt d’equilibri mateiz.

Fins aqui hem estudiat I’estabilitat de tots els punts d’equilibri del problema restringit
dels tres cossos, excepte per als punts de Lagrange amb 0 < p < pp i1 —p; <p<1. La
teoria que hem desenvolupat fins aqui no és suficient en aquests casos, i tampoc desenvo-
luparem la necessaria per a fer I'estudi, per tant només enunciarem, sense demostracié,
que passa en aquests casos concrets. Tot el desenvolupament per a la demostracié de les
proposicions segiients es pot trobar al llibre [2].

Proposicié 3.54. En el problema restringit dels tres cossos els punts d’equilibri de La-
grange L4 1 L5 son estables per 0 < p < py amb p # po, pug (0 1— ), on pe = 0.0242938...
i ug = 0.0135116....

Proposicié 3.55. En el problema restringit dels tres cossos els punts d’equilibri de La-
grange L4 i L5 son inestables per pa @ pg on pug = 0.0242938... ¢ pu3 = 0.0135116....

En el sistema Sol-Jupiter, el resultat de la proposicié (3.54) es pot observar: Si dibui-
xem els triangles equilaters que tenen com a base el segment tracat entre el Sol i Jupiter,
aleshores trobem dos grups d’asteroides en el tercer vertex: Aquests son anomenats els
Trojans i els Grecs.
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4 Conclusions

Com hem pogut observar al llarg d’aquest treball, el problema dels tres cossos és molt
ric quant a possibilitats de plantejar-ho, una d’elles és la que hem estudiat, el problema
restringit dels tres cossos planar circular, la més senzilla, perd un pot estudiar moltes
altres variacions.

En resum:

Per una banda, hem fet un estudi del problema dels tres cossos general. Hem pogut
veure que la conservacié del moment lineal, de 'energia i del moment angular ens permet
reduir el nombre de les funcions incognites del problema. Aquesta reduccié també ocorre
quan passem el problema a les coordenades de Jacobi i també si imposem que el moviment
de les particules té lloc en un pla. També hem calculat la solucié de Lagrange i la solucié
d’Euler.

Per altra banda, hem estudiat el problema restringit dels tres cossos planar circular,
calculant els seus punts d’equilibri, aquests sén els punts triangulars de Lagrange i els
punts collineals d’Euler, analitzant la forma de les seves corbes de nivell zero i, per dltim,
estudiant ’estabilitat dels seus punts d’equilibri.

Amb els resultats de 'estabilitat dels punts d’equilibri del problema restringit dels tres
cossos planar circular, es pot aconseguir fets importants, com és respondre per que hi han
grups d’asteroides acumulats en un dels vertexs del triangle equilater que té com a base
el segment tragat entre el Sol i Jupiter, tant si dibuixem el triangle cap amunt o cap avall,
que ja hem vist que és degut a que L4 i L5 son estables per alguns valors de pu.

En conclusié, esperem que s’hagi complert la finalitat d’aquest treball, que no és altra
que introduir al lector el problema restringit dels tres cossos planar circular, com sén
les seves solucions d’equilibri i les seves corbes de velocitat zero. L’estudi del problema
restringit dels tres cossos encara es pot allargar molt més, estudiant que passa si el mo-
viment de les particules no esdevé en un pla o si el moviment de les primaries no es pot
aproximar per un moviment circular.
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A  Annex

A.1 Codi simulacié de les corbes de velocitat zero

Per a poder obtenir els dibuixos de les corbes de nivell de la seccié 3.4 es va fer una im-
plementacié d’un programa que fa servir un dels metodes de continuacio, especificament,
el meétode predictor-corrector amb pseudo-parametre arc que va ser explicat a
I'assignatura Metodes Numérics II del grau.

Com per a implementar aquest metode es necessita un punt inicial sobre la corba, per
a obtenir un interval petit que el contingui es va fer un estudi de la funcié

2p 2(1 — p)
VE+1-m?+y2 V(e —p)?+y

on C és la constant de Jacobi que es vol utilitzar, en les semirectes {y = 0,2 > 0} i
{z = 0,y > 0}, I'dltim cas per les corbes que envolten només L4 i L5 (cas 3 < C < Cs),
un cop es té aquest interval, s’introdueix al programa amb la constant de Jacobi utilitzada,

el programa retorna un fitxer amb els punts de la corba i es dibuixen aquests punts amb
gnuplot.

O(x,y) = z? +y2 +

El codi és el segiient:

#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>
#include <math.h>
double avaluarf(double x, double y, double J, double mu);
double avaluardxf(double x, double y, double mu) ;
double avaluardyf(double x, double y, double mu) ;
void prediccio (double xx0, double xy0, double h, double v
[2]) ;
void correccio (double x0, double y0, double xx, double xy,
double h, double J, double mu);
int main(void){
double x0, x1, y0, x, y, v[2], xAnt, h, norma, mu, J,
error , aux, aux2;
int k, n;
char fitxer [30];
FILE x«fout;

printf(”DonaM_el_interval _on_esta_la_aproximacio_inicial
:ox00y0\n” ) ;
scanf ("%lf %1f” |, &x0, &x1);

printf(”DonaM.el _nombre_de_punts_que.vols._calcular._en.
cada.sentit\n");

scanf ("%d” , &n);

printf(”DonaM._el_valor._de_la._constant.de.Jacobi\n”);
scanf ("%lf” | &J);

printf(”DonaM_el_valor._de_la_mu\n”);
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scanf ("%1f” |, &mu) ;

/+*Calculem el punt de tall amb el metode de Newtonx/
k = 0;
xAnt = x1;
do{
x = xAnt — (avaluarf(xAnt,0,J,mu)/avaluardxf(xAnt,0,
mu) ) ;
error = fabs(x —xAnt);
xAnt = x;
if(x > x1 || x < x0){
printf(”El_.interval_donat.no.conte_un_punt.de.
tall\n”);
exit (1);
}
k++;
}while(k < 10000 && error >= 1E—13);

y = 0;
printf (" %.41f , .%.41f , .%.91f\n” , x, y, avaluarf(x,y,J,mu)
)

h = 1E-3;
k = 0;

aux = X;
aux2 = y;

/*Demanem el fitxer de sortidax/

printf(”DonaM_el _nom.del_fitxer_de_sortida.(maxim_30.
caracters)\n”);

scanf ("%s”, fitxer);

fout = fopen(fitxer , 7a”);

if (fout = NULL){
printf(” Error_en_obrir._fitxer._de_sortida\n”);
exit (1);

}

/xApliquem el metode de predictor—corrector+/

do{

x0 = x;
y0 = y;
if(k < n){
v[0] = (—1)xavaluardyf(x, y, mu);
v[l] = avaluardxf(x, y, mu);
norma = sqrt(avaluardxf(x, y, mu)xavaluardxf(x,
y, mu) + avaluardyf(x, y, mu)*avaluardyf(x, y

, mu)) ;
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v[0] /= norma;
v[1l] /= norma;

telse

if(k = n){
X = aux;
y = aux2;

}

v[0] = avaluardyf(x, y, mu);

v[l] = (—1)xavaluardxf(x, y, mu);

norma = sqrt(avaluardxf(x, y, mu)xavaluardxf(x,
y, mu) + avaluardyf(x, y, mu)xavaluardyf(x, y
, mu));

v[0] /= norma;
v[1l] /= norma;

}

prediccio(&x, &y, h, v);

if (norma < 10E—6){
printf (”Som.molt_a_.prop.de_un_.punt_singular\n”);
exit (1) ;

Y

}
correccio (x0, y0, &x, &y, h, J, mu);
fprintf (fout ,”%.81f _%.81f\n”, x, y);
if(k = n-1){

fprintf (fout ,”\n”);
}
k++;

}while (k < 2xn);

fclose (fout);
return 0;

}

/*Funcio que avalua f en el punt (xz,y)*/

double avaluarf(double x, double y, double J, double mu){
double f;

f = (xxx) + (y*xy);

f += 2%((mu/sqrt ((x + 1 — mu)*(x + 1 — mu) + yx*y)) +

f ((1-mu) /sqrt ((x — mu)*(x — mu) + y*y))) + mux(l—mu);
=7,

return f;
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/*Funcio que avalua df/dz (dzf) en el punt (z,y)+*/

double avaluardxf(double x, double y, double mu){

double dxf;
dxf = 2x*x;
dxf —= (2sxmux(x-mu+1)) /(sqrt (((x-—mut+1)*(x—mu+l) + yx*y)
# ((x—mu+1) * (x—mu+1) + y*y)*((x—mu+1)*(x—mut+l) + yxy))

) ;
dxf —= (2%(1-mu)*(x—mu)) /(sqrt (((x—mu)*(x—mu) + yxy)*((x
—mu) x(xomu) + yy ) ((cmu) #(xomu) + yry)) )

return dxf;

}

/*Funcio que avalua df/dy (dyf) en el punt (z,y)*/

double avaluardyf(double x, double y, double mu){

double dyf;
dyf = 2xy;
dyf —= (2xmuxy) /(sqrt (((x—mu+1)x*(x—mu+l) + y*y)*((x—mu

—}—1_)*(X—mu—|—1) + yxy ) ((xmu+1)*(x—mut1) + yxy)));
dyf —= (2*%(1—mu)x*y) /(sqrt (((x—mu) *(x—mu) + yxy) *((x—mu)
#(xmu) 4 yry)x((mu) «(xomu) + yxy)));

return dyf;

}

/*Funcio predicciox/

void prediccio (double xx0, double xy0, double h, double v

[2])4

*x0 += hxv [0];
*xy0 4= hxv[1];
}

/*Funcio per a fer la correcciox/

void correccio(double x0, double y0, double xx, double xy,
double h, double J, double mu){
double det, aux, invDF[2][2], F[2], norma;

int k = 0;

F[0] = avaluarf(*xx, xy, J, mu);

F[1] = ((sx — x0) * (¥x — x0)) + ((xy — y0) * (xy — y0))
— (h % h);
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/xApliquem el metode de Newton—Raphsonx/
do{
/*xApliquem la formula per a calcular la matriu
inversa de DFx/

det = avaluardxf(xx, *y, mu) * 2 % (xy — y0);

det —= (avaluardyf(xx, *y, mu) x* 2 % (xx — x0));

invDF [0][0] = (1./det) *x 2 % (xy — y0);

invDF [1][0] = (1./det) x (—2) % (xx — x0);

invDF [0][1] = (1./det) * (—1) % avaluardyf(xx, xy,
mu) ;

invDF [1][1] = (1./det) % avaluardxf(xx, *y, mu);

aux = xx — invDF[0][0]*F[0] — invDF[0][1]*F[1];

aux = xy — invDF[1][0]*F[0] — invDF[1][1]*F[1];

¥y = aux;
F[0] = avaluarf(xx, *y, J, mu);
F1] = ((sx = x0) * (sx — x0)) + ((xy — ¥0) * (xy —

y0)) — (h = h);

norma = sqrt (F[0]+«F[0] + F[1]xF[1]);
k++;

}while(k < 100 && norma < 1E—10);

}

El programa demana el nombre de punts que es vol calcular en cada sentit, n, ja que el
que fa és calcular n punts continuant per la dreta del punt inicial i n punts continuant per
I’esquerra del punt inicial. El terme ‘continuant’ es fa servir en referencia a que s’aplica
el metode de continuacié especific.

El codi abans ensenyat no serveix per a dibuixar les corbes de velocitat zero pel cas
3 < C < (5, pero amb una petita modificacié al principi del codi, on es fa servir el metode
de Newton per a trobar el punt inicial sobre la corba, es pot aconseguir-la, utilitzant 1’eix
y en lloc de 'eix = per a trobar el punt inicial. La implementacié del metode predictor-
corrector no es modifica.
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