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Abstract

For eigenvalue problems of polynomial matrices we find that the classic solution method
is linearization of the polynomial matrix. Reformulating the initial eigenvalue problem we
obtain an expression for matrix pencils, that is, matrices of the form A X +Y, X, Y ¢ C™*",
which maintains the spectral structure. Within the framework of linear algebra and
matrix theory, polynomial matrices are objects of recent study. In this work we focus
on square regular polynomial matrices, i.e. with non-zero determinant. We introduce
the basic concepts necessary to understand them, then we see what the linearization of
regular polynomial matrices consist of and we define the “companion forms” or companion
matrices. Finally, we study the vector spaces of linearizations; more specifically, how to

construct two vector spaces of dense pencils in the set of linearizations.

Resum

Per als problemes de valors propis de matrius polinomials trobem que el metode classic
de resoluci6 és la linealitzacié de les matrius polinomials. Reformulant el problema de
valors propis inicial s’obté una expressié de feixos matricials, és a dir, matrius de la forma
AX+Y, X, Y e C™"™, que manté I'estructura espectral. Dins el marc de I’algebra lineal i la
teoria de matrius, les matrius polinomials sén objectes d’estudi recent. Aquest treball es
centra en les matrius polinomials regulars quadrades, és a dir, amb determinant diferent
de zero. Introdueix els conceptes basics necessaris per comprendre-les, a continuacid
s’analitza en queé consisteix la linealitzacié de matrius polinomials regulars i es defineixen
les “companion forms” o matrius companyes. Finalment, es fa un estudi dels espais
vectorials de linealitzacions; més concretament, com construir dos espais vectorials de

feixos densos en el conjunt de les linealitzacions.
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Capitol 1

Introduccio

Dins el camp de la recerca i investigacié de 'algebra lineal, ’estudi de les matrius po-
linomials és molt recent. No va ser fins els inicis de 'any 1976, quan va comencar la
col-laboracié entre Israel Gohberg, Peter Lancaster i Leiba Rodman, els autors que es
van dedicar a la recerca dels problemes relacionats amb aquest estudi. Posant en comu
els seus coneixements i diferents punts de vista, ja haurien trobat la solucié a alguns
dels problemes per a matrius polinomials moniques ’estiu de ’any 1976. Tots tenien un
context economic, social i politic diferent pero sentien un desig comu per entendre les

matrius polinomials des del punt de vista de la teoria espectral. !

Les contribucions i participacié internacional de diversos companys que van rebre va
ajudar en la complementacié del seu estudi i treball, afavorint que avui en dia tinguem

aquests coneixements respecte les matrius polinomials.

En I’'estudi d’una matriu, resulta essencial obtenir-ne els seus valors propis, ja que ens per-
meten calcular formes més senzilles de manipular, com per exemple la forma de Jordan.
Calcular de manera eficient valors propis de matrius polinomials comporta problemes.

L’objecte d’aquest treball és analitzar com afrontar-los mitjancant la linealitzacié. Aquest
metode ens permetra realitzar una transformacié de la matriu polinomial mantenint 1’es-
tructura i les propietats, i també els espais vectorials de linealitzacions, on trobarem els

conjunts de linealitzacions de les matrius polinomials.

La linealitzacié de les matrius polinomials facilita el treballar sobre una expressié més
simple. Aquest metode permet estudiar sistemes dinamics, analitzar grafs i és utilitzat

en la criptografia, entre d’altres aplicacions.

1La teoria espectral és un terme inclusiu per a les teories que estenen la teoria de vectors i valors propis
d’una matriu quadrada a la teoria de ’estructura d’operadors més amplia en certs espais matematics.



Per exemple, podem trobar matrius polinomials en I'estudi de sistemes d’equacions dife-
rencials ordinaries (d’ordre d > 1) amb coeficients constants. Aquests sistemes es repre-
senten com

d d ..
Z(:)Ai(a)zu(t) =0. (1.0.1)

Aot

Buscant solucions de la forma u(t) = xge™°", amb xg, \¢ independents del temps, immedi-

atament obtenim problemes de valors propis per a una matriu polinomial: P(\g)zg = 0.

Ao

Es a dir, imposant que u(t) = zpe ! sigui solucié, quan substituim a (1.0.1), obtindrem

P(Xo)xo =0, on P(\g) és una matriu polinomial.

Com hem vist, si bé les matrius polinomials apareixen en les equacions diferencials, també
sén emprades en problemes de valors en la frontera, la “Wiener-Hopf technique”, teoria de
sistemes, analisi de vibracions d’estructures mecaniques, vibroacustica: problemes d’inte-

raccié d’estructura de fluids, teoria de xarxes, analisi numeric i altres arees [1].

En primer lloc, profunditzarem en el concepte de matrius polinomials quadrades regu-
lars i veurem també, per a matrius polinomials no necessariament regulars, la forma
canonica de Smith, els polinomis invariants i els divisors elementals, per tal d’establir la

base teorica sobre la que versa el treball.

A continuacié, procedirem a aplicar el metode de linealitzacié de matrius polinomials.
En particular, el tipus de linealitzacions més importants que s’anomenen matrius com-
panyes. A partir d’aquestes veurem que es pot definir un conjunt de linealitzacions que

presenten estructura d’espai vectorial.

Per tultim, introduirem espais vectorials d’on obtenir linealitzacions d’una matriu po-
linomial quadrada regular. Calcularem tanmateix la dimensié i estudiarem amb més

profunditat aquests espais vectorials.



Capitol 2
Notacio

e Denotarem [ un cos qualsevol, C el cos dels complexos i R el cos dels reals.
e ™™ g6n les matrius n x n amb coeficients a F.
o ™*"[\] sén les matrius polinomials n x n.

e Denotarem per I, la matriu identitat n x n. R, denota la identitat inversa n x n.

N, és un bloc nilpotent de Jordan, i.e.,

T
e Denotem per A el vector [)\d‘l A2 1] e T4 )]

e El producte de Kronecker de A € FP*? i B € F™** es defineix com

allB e alpB
A®B = : :

anB ... aguB

Algunes de les propietats principals del producte de Kronecker sén:

1. (tA)® B=A® (aB) VYaeK,AeFP*Y BeF™s.

2. (AeB)T =AT @ BT VAeFP*9 BeFms.

3. (A®B)®C=A®(B®C) VYAecF™" BeFP* C eFs.

4. (A+B)®C=A®C+B®C VA BecFP CecF™s,

5 A®(B+C)=A®B+A®C VYAecFP*Y B CeF™s,

6. (A9 B)(C®D)=AC®BD VAecFP BcF™ CeFP D e,



7.tr(A®B) =tr(B® A) =tr(A) @ tr(B) YAeF" BeF" on tr(A),tr(B)

denota la traca de A i B, respectivament.

8. det(A® B) = det(B® A) = (det(A))"(det(B))™ VYAeF™ BeF".

Exemple 2.0.1.

1[0 5] 2!0 5] 0 5 0 10
[1 2]@[0 5]: 6 7] “[6 T]|_|6 7 12 14
3 4| |6 7 3[05] 4!05] 0 15 0 20

6 7| |6 7|| [18 21 24 28

e Donada P(\) € C™™[\], detP()\) denota el seu determinant, revP(\) = /\dP(i)

denota el seu revers i rangP(\) és el seu rang.



Capitol 3
Matrius Polinomials Regulars

En aquest capitol veurem com es defineixen una matriu polinomial i els valors propis
d’aquesta. Introduirem alguns tipus de classificacions i la relacié d’equivaléncia que exis-
teix entre matrius polinomials. L’equivaléncia és un concepte imprescindible per tal de
comprendre amb profunditat ’analisi d’aquest treball i resulta un terme recurrent al llarg
de T'estudi. Abordarem també la forma canonica de Smith, els polinomis invariants i
els divisors elementals i veurem de quina manera aquests conceptes intervenen amb les

matrius polinomials.

3.1 Matrius polinomials regulars quadrades

Resulta necessari en primer lloc assentar els termes basics que resultaran d’aplicacié al
llarg del treball. Es per aixo que aquesta seccié defineix els principals conceptes elemen-

tals.

Definicié 3.1.1. Una matriu polinomial quadrada es defineiz com:

d .
P(A\) =Y N A; = Ag+ Ay +...+ XA, e 7 [A], Ag,...,AgeC™ " Ag#0 (3.1.1)
=0

on d=deg(P(\)) és el grau de P(\).

Les matrius polinomials que satisfan detP(\) # 0 s’anomenen regulars. En cas contrari

direm que P(\) és singular.

Una matriu polinomial P(\) € C™"[A] és diu que és monica si detAy; # 0. En aquest

cas, multiplicant per Agl podem considerar que Ay = I,,.



Exemple 3.1.2. Sigui

A A1 22
P()\)_[/\+1 /\+2] e

Aleshores

det(POA)) = AA+2) - A=1)A+1) = X2 +22- (A2 -1) =2 +120

Tenim, doncs, que P()\) € C**2[A] és una matriu regular.

Exemple 3.1.3. Sigui
A -

Q(A):[—A—2 A+2

] € CZXQ[A]

Aleshores

det(Q(N) = AN +2) = (M) (A =2) = A2+ 22 = (=AM (-2 -2)) = A2+ 22 - 22 -20=0

Tenim, doncs, que Q(A\) € C**?[\] és una matriu singular.

En el cas monic, si P(\) € C™*"[\] i té grau d, llavors tenim que deg(detP()\)) = dn,
per tant, podem trobar dn zeros.
Definicié 3.1.4. Sigui P(\) € C™"[\] una matriu regular monica. Llavors diem que
Xo € C és un valor propi de P(X\) si detP(\g) = 0. Denotarem com my, la multiplicitat
algebraica de \g.

Exemple 3.1.5. Sigui

(A-1)(A=2) 0

P)= 0 A(A-1)

(C2X2[A:|.

Aleshores

detP(A\) = (A-1)(A=2)A(A-1).
Obtenim els valors propis {0,1,2} amb mgy =1,m; = 2, mg = 1, respectivament.
Si P(\) no és monica, tenim que deg(detP(\)) < dn i, per tant, ens ”falten”valors
propis.

Definicié 3.1.6. Donada P(\) € C"[\] de grau d, el revers de P(\) és la matriu

polinomial

1 d
revP(\) = XN P(=) = PN + ...+ Py A+ Py=S NAy; € C[\]. 3.1.2
A
=0



Definicié 3.1.7. Els valors propis infinits de P()\) € C"*"[A] no monica son els valors

propis zeros del revP(\).

Exemple 3.1.8. Si considerem

(21| o 1 2|1 0] 22
P(A)_L 1]_[1 1]”[0 0] e

Clarament det(Ay) =0, per tant estem en el cas no monic i, si calculem els valors propis,
detP(\) =0 <= A\ -1=0 < A==l

Obtenim 2 valors propis. Ara bé, calculant el revers

I L2 B
revP(A\) = A [ ) 1:|—[>\2 )\2]

i calculant els valors propis d’aquest, obtenim
det(revP(\)) =0 — A2 -A1=0 < X(1-A%)=0

que té valors propis A =0, amb mg=2,1i A=+1, amb my; =1,m_q = 1. Es a dir, 4 valors

propis. Per tant, P()\) té valors propis oo, 1,—1 amb me =2,m; =1,m_1 = 1.

Definicié 3.1.9. Si \g e C i v e C™!, v £ 0 satisfa P(\g)v =0, aleshores es diu que v és
el vector propi dret de P(\) corresponent al valor propi (finit) \o.

|
P(A):[)\Jrl )\+2]

Exemple 3.1.10. Sigui

detP(\) =0 <= AA+2)-(A-1)(A+1)=0 < A=

BRI [BRY

Els vectors propis drets sén de la forma (-3y,y).

Per A\ = _71,

|
N = le

Definicié 3.1.11. Sigui P(\) € C™"[\] regular de grau d > 1. Aleshores P(\) té un

valor propi a l’co amb vector propi v si revP(\) té el valor propi 0 amb vector propi v.

Exemple 3.1.12. Sigui P(\) una matriu com a (3.1.8), calculem els vectors propis.

o \=x1



Aleshores vy = (1,—1) és vector propi de valor propi 11 —1.

Calculem ara els vectors propis del revP())

e \=0

Aleshores vy = (0,1)

o \=x1

Aleshores v3 = (1,-1).

Observem que en aquest cas el subespai de vectors propis és el mateix per a valors
propis diferents.

Definicié 3.1.13. Una matriu unimodular U(X) € C™*"[\] és una matriu tal que existeix
la seva tnversa i aquesta és també una matriu polinomial. Equivalentment, una matriu
polinomial U(N) és unimodular si det(U(N)) e C\{0}. Es a dir, és una matriu invertible.

Per a matrius polinomials podem definir una relacié d’equivaléncia de forma similar

al cas de matrius.

Definicié 3.1.14. Dues matrius polinomials Py(\), P2(\) € C™™[A] sdn equivalents,
escrivim P1(\) ~ Pa(X), si existeizen matrius unimodulars U(X), V(X)) € C™"[\] tals

que

Pi(A) = UM RV ().

Exemple 3.1.15. Siguin

A A+1

Pl()\):[)\Z—)\ A2-1

2x2 _ 10 c 2x2
]e(C [A], PQ(A)_[() o] C22[A]

on P;()\) és una matriu singular (detP;(A) = 0).
Simplifiquem P (\):

A A+1 A A+1 A1 0 1
M-\ M-l Bm-0-R [0 0 | - [0 0] ai-xaee [0 0f

Intercanviant les columnes,
10
0 0

= Py(A) ~ Pi(N).




Calculem ara U(X), V(A):

-1 1+A

V(A):[l A]ecmm, U()\):Li)\(l)

:I e C*2[\].

En efecte, es satisfa
P(A) =UN)PL(A)V(A).

Una relacié d’equivalencia més forta entre matrius polinomials ve donada per la segiient
definicié.

Definicié 3.1.16. Dues matrius polinomials Py(\), Po(X\) € C™"[\] sdn fortament equi-

valents si, i només si existeizein U, V € C™™ matrius invertibles tals que

Pi(X) =UPR,(M)V.

3.2 Forma Canonica de Smith i Polinomis Invariants

En aquesta seccié definim la forma canonica de Smith i demostrem el principal resultat
de 'apartat. Aquest resultat és que qualsevol matriu polinomial és equivalent a la forma
canonica de Smith. A més, veiem que la forma canonica de Smith proporciona uns certs
polinomis, que denominarem invariants, que ens caracteritzen univocament les matrius

polinomials respecte la relacié dequivaléncia que haviem definit en la seccié anterior.

Considerem matrius polinomials no necessariament regulars.

Definicié 3.2.1. Sigui P(\) € C™"[A]. Diem que P(\) esta en forma canonica de Smith

si
P(X) = diag[i1(A),12(A), .., in(A)],

on ij(\) és zero, o bé un polinomi monic, j =2,3,...,n, i i;(\) és divisible per ij_1(\),

7=2,3,...,n.

Si hi ha zeros entre els polinomis i;(\), aleshores han d’ocupar les dltimes posicions,

ja que els polinomis diferents de zero no son divisibles per aquests.

A més, siij(\) son escalars diferents de zero, aleshores han de ser 1 i ocupar les
primeres posicions, ja que només seran divisibles per 1. Tenim, doncs, la forma general

d’una matriu polinomial canonica
P()\) = diag[l, ceey 1,i1()\), cee ,id()\),O, cee ,0]

on ij(X) és un polinomi monic, com a minim de grau 1, i divisible (j = 2,...,d) per

ij-1(A).



Teorema 3.2.2. [3] Qualsevol P(\) € C"[\] és equivalent a una matriu en forma

canonica de Smith.

Demostracio. Pas 1: Suposem P(X) # 0. Sigui p;;(A) element (diferent de zero) de
P(\) de menor grau; intercanviant files i columnes portem aquest element a la posici6
1,1 i Panomenem p11(\). Per cada element de la fila i columna de la matriu resultant,
trobem el quocient i el residu de la divisié per p11(A): p1;(A) = pri(AN)qi;(A) + r1;(N),
7=2,3,...,n. pi1(A) =p11(AN)gin(N) +rin(N), i=2,3,...,n.

Ara, per j =2,3,...,n, col; = colj —qijcoly,iperi=2,3,....,n, fila; = fila; - g filay.
Aleshores els elements p1;(A),pi1(A) sén reemplagats per r1;() i r;1(\), respectivament
(i,7 = 2,3,...,n) on tots sén o bé polinomis zero o bé tenen menor grau que p11(N).
Repetim el procés per reduir el grau dels elements de la primera fila i la primera columna
fora de la diagonal perque siguin inferiors al nou p;; (). Eventualment obtenim la matriu

reduida:

p11(A) 0 0
0 P2 o pan(Y) e C[A] (3.2.1)
6 an.(A) e pnn()\)

Pas 2: A (3.2.1) pot haver-hi elements diferents de zero, p;j, 2 <4, j < n, amb grau
menor que el grau de pi1(A). En aquest cas, repetim el primer pas i arribem a una altra
matriu de la forma de (3.2.1) perd amb grau més reduit. Per tant, repetint el primer pas
consecutivament podem trobar una matriu de la forma de (3.2.1) que sigui equivalent a

P()) i per la qual p11(A) és un element diferent de zero i de menor grau.

Pas 3: Si hi ha elements diferents de zero que no sén divisibles per pi1(\), 1i diem
pij(A), afegim la columna j a la columna 1, trobem quocients i residus de la nova col; en

la divisié per p11(A) i repetim els passos 11 2, acabant amb una forma com (3.2.1).

Repetim el procés un nombre finit de vegades fins arribar a una matriu de la forma

pl()\) 0 0
0 b22(d) o ban() e C""[A]. (3.2.2)
0 b@(A) b,m.()\)

on p1(A) és monic i tots els elements de b;;(\) diferents de zero sén divisibles per p1(\)

sense residu.

Pas 4: Si tots els b;;(\) = 0, el teorema queda demostrat. En cas contrari, podem

redulr la matriu (3.2.2) a la forma

10



(p1(A) 0 0 ... 0 |

0 p(N) 0 ... 0

0 0 033()\) Ce an()\) € Cnxn[)\]
| 0 0 cn3(A) oo cnn(A))

on p2(A) és divisible per pi () i els elements ¢;;(\), 3 <14, <n sén divisibles per pa(X).

Continuant el procés queda demostrat el teorema.

Exemple 3.2.3. Sigui

A2 +1 3M +2)0 )2
PA)=[ 2x2-) 0 1 [eC¥3[\]
3N +1 —2X3 A

Col-loquem a la posicié 1,1 el terme de menor grau. Es a dir, intercanviem coly i colg
i fily i fils.
1 0 2X2 -\
A3t +2n A3 2041
A =2a8 302 +1
p12(A) =0=1-0 = coly = cols — 0- col;
p13(A) =202 = A =1- (202 = \) = col3 = colz — (2A% = \)- coly
pgl()\) = )\2 =1 )\2 — filg = f’ilg - /\2' fill
pgl()\) =A=1.)\ = filg = filg - A fill

1 0 0
0 3 +2\ 22 % +2X3-2)+1
0 -2x3 A3 +402 41
Intercanviem fily i fils:
1 0 0
0 —2)3 223 +402 41

0 32 +2\ —22\*+2)3-2)\+1

11



Analogament al procediment anterior, (Multipliquem —2\3 per fils i 3A*+2X per fils).

1 0 0
0 —2A3 N3 AN 4+ 1
0 0 (=227 +2X3 =22+ 1)(=2X3) = (=223 + 402 + 1)(3A* +2))

Finalment, multiplicant col3 per —2\% i restem a la coly multiplicada per (=2A3+4A\?+1)

obtenim:
1 0 0

0 1 0
0 0 10AT=16)X0+5X*—10)\3 -2\

Definicié 3.2.4. El rang d’una matriv polinomial és l’ordre del seu menor més gran que

no €és identicament zero.

A A+1 9%2
2y )\2_1]e(C [A]

detP(\) = A(A2=1) = (A +1)(A\2 = )) = 0. Per tant, el rang(P()\)) = 1.

Exemple 3.2.5. Sigui P(\) = [

Sigui ara Py(\) = diag[ir (M), ...,i-(N),0,...,0] € C™"™(N), el rang(Py(N)) = r.

Sigui P(A) € C"[A] amb rangP(X) = 7. Definim d;(\) com el maxim comi divisor
de tots els menors de P(\) d’ordre j, j=1,2...,7.

Qualsevol menor d’ordre j > 2 es pot expressar com una combinacié de menors d’ordre

j-1.

Si definim dy(\) =1, a la seqiiéncia
do()‘)v dl()‘)> s 7d7“()‘)7

d;j(\) és divisible per d;_1(\),j=1,2...,r.

Proposicié 3.2.6. Siguin P(X\),Q(\) e C¥"[A] de rang r. Siguin §;(\) el maxim comi
divisor monic de tots els menors de P(\) i Q(N\). Si P(\) i Q()\) son equivalents,

aleshores els polinomis d;j(\) i 6;(\) coincideizen (j=1,2,...,1).
Definicié 3.2.7. Siguin

di ()
do(A)’

_da(A)

o de(M)
oy ir(N)

i1(\) = = b0

i2(A)

En wista de la divisibilitat de dj(\) per dj_1(X\), els quocients i;(\) (j =1,2,...,7)
son polinomis. S’anomenen polinomis invariants de P()). La invaridncia es refereix a
les transformacions d’equivaléncia. Per j =1,2,...,7, dj(X) = i1(A)ia(X)...5;(N) @ per
J=2,3,...,1,4;(\) és divisible per i;_1(\).
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Exemple 3.2.8. Sigui

A X0
PA) =A% A5 0 [eC*3[N].
0 0 2X
A X0
detP(A\) =X A 0|=2\"-2X0+0 = rangP(\) = 3.
0 0 2\

Per tant, dz(\) = med(detP()\)) = A7 = \S.

Calculem els menors 2 x 2 diferents de zero:

AN N0 A0 A0
My = =X\ M, = =2\, = =223, = =22, =
s ? ' ’ 2) ! 2) °
Per tant, do()\) = med(My, My, M3, My, Ms) = \2.
Ara, mirant els elements de la matriu P()\), obtenim dy(\) = A.
Considerem dj = 1.
Aleshores,
. di(N) , da (M) d3(A) 5 4
i1(N) = =, i3(A) = =, A) = =\

Teorema 3.2.9. [3] Una matriu polinomial P(X) de rang v és equivalent a la matriu

polinomial canonica
S()\) = diag[il()\), .. 7ir()\),0, L ,0] c (Cnxn[)\]
on i1(A),i2(X),...,i-(X) son polinomis invariants de P(\).

Denotem per diag[ii(A),...,i-()\),0,...,0] la forma canonica de Smith. Els polinomis

monics diferents de zero i;(\), j =1,2,...,r satisfan Z’l;tg))‘), J=2,3,...,7. Sialgin i;(\)
és escalar, haura de ser 1. Per tant, podem escriure de manera general la forma canonica

de Smith com
S(\) =diag[1,...,1,i(N),...,ir(N),0,...,0] e C”"[A].

Exemple 3.2.10. La forma canonica de Smith de la matriu P(\) de 'exemple (3.2.8)

és:
A0 0
0 X 0 [eC™[)]
0 0 A -\*

Corolari 3.2.11. [3] Dues matrius polinomials son equivalents si, i només si tenen els

mateizos polinomis invariants.
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Demostracié. [1] Donades P(X),Q(\) € C™™[A]. Suposem que els polinomis invariants

de P(\),Q()) sén els mateixos. Aleshores les seves formes de Smith sén iguals:
P(N) = E(MDNF(N),  Q(A) = E2(A)D(A\)F2())

on det(E;(\)) = const # 0, det(F;(\)) = const 0, i = 1,2. Conseqiientment,
(E1(A\) PN (F1(A)) ™ = (B2(N) QM) (F2(A\) ™

i P(A) = EQ)QN)F(N), on E(X) = E1(\)(E2(N) ™" i F(X) = Fr(\)(F2(\) ™

Donat que F2(A) i F2(A) sén matrius polinomials amb determinant constant diferent
de zero, el mateix és cert per E1(\) i F~1()\) i, per tant, també per E(\) i F()\).
Aleshores P(X) = Q(N).

Suposem ara P(A) = E(A)Q(A)F(N), on det(E(XN)) = const £ 0, det(F(\)) = const + 0.
Sigui D()) la forma de Smith de Q(\):

Q(A) = Ex(A)D(A) F1(A).
Aleshores D(\) és també la forma de Smith de P(\):

P(\) = EQ)VEL () DOV FL(V)F ().

Per la unicitat de la forma de Smith per P(\) (en particular, per la unicitat dels poli-
nomis invariants de P())), segueix que els polinomis invariants de P(\) sén els mateixos
que els de Q(N). ]

3.3 Divisors elementals

A partir dels polinomis invariants, podem definir uns certs valors caracteristics de cada
matriu polinomial. En aquesta seccié veurem com utilitzant els divisors elementals podem
observar relacions entre les matrius polinomials, determinant univocament, per exemple,

la relacié d’equivaléncia entre aquestes.

Considerem una matriu P(\) € C™"[A] de rang r i polinomis invariants i1 (), i2(A), ..., i, ().
Escrivim

detP(\) = ky [T(A = A\;)™
j=1

on ki # 0; A1, A2, ..., As s6n les diferents arrels de P(\) i m; > 1 per cada j la multiplicitat

algebraica del valor propi Ag.
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De la forma canonica de Smith, deduim que

T

detP(/\) = kz H ZJ(A)
j=1

on ko # 0. Donat que els polinomis invariants sén monics, k1 = kg i
T S
[T6;(0) =TT =A™
k=1

J=1

Ara bé, i;(\) és divisor de ij,1(\) per j =1,2,...,7—1. Per tant, existeixen aj;,1<j<r

il<k<s tals que

i1 (\) = (A= AD) T (A= A)™2 (A= A,)e (3.3.1)
ia2(\) = (A= A1) (A= A)22 . (A = A,)2 (3.3.2)
i (V) = (A=A (A= A)™2 . (A= Ay)°e (3.3.3)

Cada factor (A — A;)%* que apareix a la factoritzacié amb «;; > 0 s’anomena divisor
elemental de P(\).

En resum, els elements diagonals i1(A),...,i,(A) en la forma de Smith s’anomenen

polinomis invariants de P(\). El nombre r de polinomis invariants es pot definir com

r = maxyec{rangP(\)}.

Representem cada polinomi invariant com un producte de factors lineals

ii:()\—)\il)ail---(A_)\ik)aikkiy =17

on Aj1, ..., Ak, sén diferents nombres complexos i a;1, ..., ;i son integrands positius.
Els factors (A=A;j)*9,j=1,...,k;,i=1,...,7 s’anomenen divisors elementals de P()).
El nombre total de divisors elementals de P(\) és Y7_ k;.

Proposicié 3.3.1. [1] Sigui P(\) € C™"[\] tal que detP(\) # 0. Aleshores la suma
. Z?il a;j de graus dels divisors elementals (X — \;;)®9 coincideiz amb els graus del
detP()\).

Exemple 3.3.2. Sigui

A-1 0 0
PN = 0 A2+1 A2+1|eC¥3[A]
-1 A%2-1

Calculem els seus divisors elementals.
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Primerament, apliquem fil3 — (—ﬁ)filg

A-1 0 0
0 AN+1 M+1
0 0 A2

Seguidament, fem cols — cols

A-1 0 0
0 XN+1 0
0 0 A2

Finalment, la forma de Smith de la matriu P(\) és:

10 0
0 1 0
0 0 (A-1)A2(\2+1)

Per tant, els polinomis invariants sén: A — 1,A% + 1 i A% i també seran els divisors

elementals en R. Ara bé, els divisors elementals en C seran: A — 1, A2, X\ —i, A +1.
Veiem que detP(A\) = (A= 1D)(XN2+1)(A2 =1+ (A2 +1)(A=1) =X =2+ A3 - X2 és de
grau 5 i, si sumem els graus dels divisors elementals obtenim 5 també.

Definicié 3.3.3. Un divisor elemental tal que o, = 1 es diu que és lineal. En cas

contrari, s’anomena no lineal.

Exemple 3.3.4. Tornant als exemples (3.2.8) i (3.2.10), hem vist que la forma de Smith

de la matriu

A A2 0
PA) =X A5 0 [eC3[N].
0 0 2\
és
A0 0
0 X 0 [eC™[)]
0 0 M-\

i els polinomis invariants sén: iy(\) = X, ig(A) = A id3(\) = A% = A4

Aleshores, com A\° = \* = \}(\ - 1), els divisors elementals sén: A, A\, A* 1 A -1

Teorema 3.3.5. [3] Dues matrius polinomials complexes son equivalents si, i només s,

tenen els mateizos divisors elementals.
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Teorema 3.3.6. [3] Siguin P(\),Q(\) € C™[\], aleshores el conjunt de divisors ele-

mentals de la matriu diagonal per blocs

C() = (3.3.4)

PN 0
0 QW)

és la unid dels conjunts de divisors elementals de P(\) i Q(N).

Demostracié. Definim Dy ()1 Da(A) les formes de Smith de P(\) i Q()\), respectivament.
Aleshores,
Di(N) 0

CN=EM| Dy

F(\) (3.3.5)

per algunes E(M), F(\) € C™"[A] amb detE(\) = c1,detF(\) = ca, ¢1,c2 # 0 constants.
Siguin (A= X)®,...,(A=X0)® i (A=Xg)?,..., (A= Xg)% divisors elementals de D1())
i Dy(\) respectivament, corresponents a la mateixa arrel complexa A\g. Ordenem els

exponents de manera no decreixent:
{0517"'704pa617'-'76q} = {717"'77p+q}a0 <m<... SP)/p+q-

De la definicié de polinomis invariants, deduim que, en la forma de Smith D =
diag[ii(N),...,i-(N),0,...,0] de diag[D1(X), D2(N)], el polinomi invariant i,(A) és di-
visible per (A —Xg)?7*¢, perd no per (A—Xg)?7**L: i4,_1(\) és divisible per (X — \g)Tr+a-t

1+1 ¢

perd no per (A — Ag)"*re1*" i aixi successivament. Per tant, els divisors elementals de

[DI(A) 0 (3.3.6)

0 Da(N)

(i, per tant, també aquells de C'(\) corresponents a Ag) sén (A — X)), ..., (A= Xg)"P*, i

el teorema queda provat. |
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Capitol 4

Linealitzacio de Matrius

Polinomials Regulars Quadrades

Calcular els valors propis d’una matriu polinomial es resol mitjancant la linealitzacio.
Aquest meétode consisteix en la transformacié de P(A)x = 0 en un problema de valors
propis lineals de major mida, L(A)z = (AX +Y )z = 0 amb la mateixa estructura espectral,
de manera que els metodes classics de resolucié de problemes per a valors propis lineals

puguin ser emprats.
Anomenarem feiz a qualsevol matriu polinomial de la forma AX + Y.
Comencem estudiant la linealitzacié pel cas monic.

Definicié 4.0.1. Sigui P(\) € CV"[\] de graud > 1. Un feiz L(A\) = AX +Y amb X,Y €
Cdnxdn granomena linealitzacié de P(\) si existeizen matrius polinomials unimodulars
E(\), F(X) tals que

P()\) 0

0 T, = EQ)L(V)F(N). (4.0.1)

En el cas monic, és suficient la definicié de linealitzacié, ja que tenim L(A) ~ P(A)
i, llavors, E(A)L(A)F () és també linealitzacié i manté els valors propis i els divisors
elementals.

Hi ha moltes maneres de definir les matrius companyes pero, donat que aquestes sén

estrictament equivalents entre elles, és suficient definir el segiient:

Definicié 4.0.2. Una matriu companya és una linealitzacio de P(\), C(\) = AX +Y,

on X,Y son de la forma

In 0 0 Ad—l Ad_Q AO

X - 0 I, : v -1, 0 0
0 :

0 0 I, 0 -I, O
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Les matrius companyes es poden construir immediatament a partir de les dades de
P()\) i els vectors propis de P()) es poden recuperar facilment dels vectors propis de
la matriu companya. Un problema d’aquestes és que no preserven l’estructura de valors

propis que pugui estar present en el polinomi original P(\).

Per al cas general, sigui

Xy = Xo = diag(Ag, L (g-1yn)

Agy Ay ... A Agy ~I, ... 0
-1, 0 ... 0 Ay 0 :

le - ‘ . ‘ ‘ c (Cdnxdn’ i Yv2 - d 2 ‘ c (Cdnxdn
0 .. =1, O Ag 0O ... 0

Aleshores C1(\) = AX; + Y] € CI [ 7\] i Cy(N\) = AXy + Yy € C4*47[\] s6n, respectiva-

ment, la primera i la segona matriu companya de P(\) € C™"[\].

A continuacié veiem la linealitzacié d’una matriu monica n x n en termes dels seus
coeficients. Per al segiient resultat, tornem a definir les matrius companyes C7 i Co,
ja que resulta més convenient treballar amb aquestes formes, equivalents a la definici6
(4.0.2).

Proposicié 4.0.3. [1] Per una matriu polinomial monica nxn, P(X\) = IN%+ Z;-l;& AjN e
C™A]:

0 I 0 0
Cl — 0 0 I 0 c (Cdnxdn
-Ay A4 -Ag1

on C1(N\) és la primera matriu companya de P(X).

Aleshores

P(A) O
IN-Cp~ (V) )
0 I
De la definicié de Cy, det(IN-C1) = detP(X\). En particular, els valors propis de P(\)
i els valors propis de IXA — C1 son iguals. A més, donat que

IA-Cy ~ (4.0.2)

P(A) 0
0 I

els divisors elementals (i, per tant, les multiplicitats parcials a cada valor propi) de IN-C4

i P(\) son els mateizos.
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La matriu

0 0 -4
-A
02: .1 €(Cdnxdn
0 ... I Ay,

és una linealitzacié de la matriu polinomial P(\) = IX® + Z}tol Aj)\j.
Per al cas no monic necessitem linealitzacié forta, ja que el valor propi 0 no manté

Pestructura espectral. En aquest cas, tenim UL(A)V, amb U,V matrius no singulars.

Definicié 4.0.4. L(\) € C™"[A] és una linealitzacié forta de P(\) si, a més de la
condicié (4.0.1), existeizen H(X), K(\) € C™"[A] unimodulars tals que

rev(P()\))
Ig-1yn

] = H(A\)rev(L(\))K(\) (4.0.3)

és una relacio d’equivaléncia que conecta el polinomi del revers amb el feix del revers.

Exemple 4.0.5. Sigui

1 00
PN =]0 1 A (4.0.4)
0 01
detP(\) = 1, per tant, la matriu P(\) no té valors propis finits.
Calculem el seu revers:
. A0 0
revP()\)z)\P(X)= 0 X 1 (4.0.5)
0 0 A

calculant det(revP(\)) obtenim el valor propi A = 0, amb mg = 3. Per tant, el valor

propi oo de P(\) té mq = 3.

De la matriu revP(\) obtenim la segiient informacio:

e El maxim comu divisor dels menors 1 x1 és 1. Anomenem d; = 1. El maxim comu
divisor dels menors 2 x 2 és \. Anomenem ds = X\. El maxim comu divisor dels

menors 3 x 3 és A\3. Anomenem ds = \>.

i

da . ds
11 - =

A, ig=— =\ (4.0.6)

-1 — —
2= s

= "h
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e Per tant, la forma de Smith és

1 0 0
0 X O (4.0.7)
0 0 A
Multiplicant P(\) per les matrius unimodulars
INPEEY 100
ux)=fo 1 o[, V(A)=]0 1 (4.0.8)
00 1 00
obtenim
1 A0
QN =UMNPNV(N)=]0 1 X (4.0.9)
0 0 1
que tampoc té valos propis finits. Ara bé, calculant el seu revers
) A1 0
revQ(\) = /\Q(X) =10 X 1 (4.0.10)
0 0 X

El valor propi obtingut és, com abans, A = 0 amb mg = 3, que sera el valor propi oo de

Q(N). Per tant, és necessaria la linealitzacié forta per al calcul d’aquests valors propis.

De la matriu revQ(\) obtenim la segiient informacio:

e El maxim comu divisor dels menors 1 x1 és 1. Anomenem d; = 1. El maxim comu
divisor dels menors 2 x 2 és 1. Anomenem dy = 1. El maxim comu divisor dels

menors 3 x 3 és \3. Anomenem d3 = \3.

[ ]
. dy . da . d3 |3
=—=1, =—==1, ===\ 4.0.11
=g o= is= ( )
e Per tant, la forma de Smith és
10 0
01 0 (4.0.12)
00 A3

Hem vist, doncs, que en el valor propi 0 no es manté I’estructura. Les matrius tenen
diferents divisors elementals i la multiplicitat algebraica no manté el grau d’aquests. En
conclusid, no es manté l'estructura espectral en el valor propi oo de la matriu P(\) donada.

La linealitzacié forta assegura que els divisors elementals a I'infinit siguin precisament els
de P()).
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Proposicié 4.0.6. Sigui P(\) € C™"[\] una matriu polinomial regular amb valor propi
a Uinfinit de multiplicitat algebraica k > 0. Aleshores, per qualsevol particio de k en
integrands positius, k = Z?zl kj, hi ha una linealitzacic de P(\) amb valor propi a Uinfinit

que té p divisors elementals de graus ki,...,kp.

A continuacié veiem un exemple de linealitzacié en el cas no monic:

Exemple 4.0.7. Sigui
z? 2x2

e C4[\
A\ [A]

00 1 0 01
Podem escriure P(\) = Ag + A1\ + Ax\? = + A+ A2,
0 0 0 -1 0 0

-

Calculem els valors propis de P(\)

A2
=-A=0 < \=0
0 -A
amb mg = 2.
La linealitzacio sera, doncs,
010011 0 0O 1 X 001 0 0O 1 X 00
0000 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 -1 0 0
Ci(\) =) + = + - ¢ FA 4
001 0]]-1 0 0O 0 0 A 0]|-1 0 00O -1 0 X O
00 01 0 -1 00 0 -1 0 A 0 -1 00 0 -1 0 X
Calculem els valors propis de C7(\)
1 A 00
0 Lo o 1 0 0 1 X 0
=—{0 0 o|=+A[0 -1 0|=-\°
-1 0 X O
-1 A0 -1 0 A
0 -1 0 A

Aleshores A\ =0 amb mg = 2.

En conclusié, veiem que la linealitzacié C1()\) de la matriu P(\) manté els valors

propis i les seves multiplicitats.

Teorema 4.0.8. [2] La primera i la segona matrius companyes (feizos companys) C1(\)
i Co(X) son linealitzacions fortes de P(\) d’ordre dn.
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Demostracio. Ho provem per Ca(\).
Per j=1,...,d-1, definim

d ) Jj-1
F;(\) = Z NTTA,, Kj(A) = Z M7TUA,.
v=0

v=j
Aleshores,

(1, A, ... A7) [ () -, 0 L. ]
0 I, ... A2, KA 0 I, ... 0
EN=|: + ... |, FQ\)= : S S
A, Fia(\) 0 0 ... -,
i I, | | I, 0 0 ... 0]
DXy SRV S [ K\ 0 ... 0 I,
X200 I, 0 “Ky(\) 0 ... I, 0

H(\) = : e, KO = : Do,
M, ... 0 0 ~Kgi(N) I, ... 0 0
0 ... 0 0] I 0 0 ]

sén matrius polinomials unimodulars.

Les segiients identitats sén certes:

POY 0 poyaFR) (4.0.13)
0 Inw-n
rev(P(\)) 0 ] = HO\)revCo( V) K (N) (4.0.14)
0 T(a-1)

rev(P(N)) irev(Ca(N)) = ACo(A™!). Tenim, doncs, Co(\) és una linealitzacié de P(\)
d’ordre dn.

El resultat analeg per C(\) s’obté prenent el bloc transposat de (4.0.13) i (4.0.14). O

Proposicié 4.0.9. [2] Si L(\) e C*4"[\] és una linealitzacio de P(\) e C™™[\], ales-

hores tot EL(A)F, on E,F € C no singulars, és també linealitzacid.

Proposicié 4.0.10. [2] Si P()\) és regular, aleshores qualssevol linealitzacions de P(\)
d’ordre dn sén estrictament equivalents. En particular, C1(\) i Co(\) son estrictament

equivalents.

Demostracio. Siguin A\Gy — Ay € CI*[\] 1 NG — A € C¥*4"[\] linealitzacions de P(\)

d’ordre dn. Les formules
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P()) 0 = E(AN)(AG - A)F()) (4.0.15)
0 Ina-1
rev(P(A)) 0 ] = HO)(G - MK (4.0.16)
0 L(a-1)

és satisfan per AGy — A1 i A\Gy — As. Existeixen matrius polinomials unimodulars
Eo(N), Fo(N), Ho(N), Ko(N\) amb determinant constant diferent de zero tals que

AG1 — Ay = Eg(\)(AGa — A2) Fo(\)G1 - AA; = Ho(N\)(Ga — Ma) Ko(N)

Per tant, els feixos regulars AG1; — Ay i AG2 — As tenen els mateixos divisors elementals
en cada punt finit i també a l'infinit. Pero aleshores els dos feixos sén estrictament

equivalents. O
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Capitol 5

Espais Vectorials de

Linealitzacions

5.1 Espais vectorials de potencials linealitzacions

En aquest capitol introduirem espais vectorials d’on obtenir linealitzacions d’una matriu

polinomial regular quadrada.

En el capitol anterior hem vist que les linealitzacions classiques de les matrius polino-
mials venen donades per les matrius companyes. Les matrius companyes tenen I’avantatge
de ser facilment construibles pero poden presentar I'inconvenient de no preservar estruc-
tures algebraiques de la matriu polinomial original. Per exemple, si P()\) és simetrica, és
convenient que la seva linealitzacié L(\) també sigui simetrica. Per aixo, necessitem un

metode que ens permeti trobar diferents linealitzacions.
Sigui P(\) = ¥4, A;\' € C™™[\] regular, volem resoldre P(A\)z =0, on z € C™[A].

Introduim les variables z1 = A% 1z, 29 = \472, ... 241 = Az, x4 = x. D’aquesta manera,

transformem el problema P(A)x =0 en

Ad(/\l‘l) + Ad713€1 + Ad,gmg +...+ Alxd,l + ond =0

que podem reescriure com

Ad 0 ce 0 Adfl Ad,Q e A() Tl
0 I, =~ -1y 0 .. 0 :
A + =0 (5.1.1)
oo w0 : o Tgo1
0O ... 0 I, 0 . =1, 0 Tq

Reciprocament, si comencem per (5.1.1), les ultimes d — 1 files de blocs restringeixen

qualssevol solucié a la forma
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T ALy

= : =A®zx

Tg-1 AL
Tq €T
T
on AV =[x 1]
Aleshores, tenim que
g
: T
AW [ |50 = GMhen=0 = [(P)2)" 0 ... 0] =0vzeCn
x
x

Tota solucié de (5.1.1) és solucié del problema original P(A)x = 0.

Podem generalitzar el procés anterior i considerem el conjunt L(A) = AX +Y ¢
Cdn*dn[ )], que satisfa:

Py v P(N\)

L(A) . (A ® In) = L()‘) )\I - 'Ud_lzp()\)

In Udp(/\)

—v® P(\) (5.1.2)

per algun v = [vg,...,vq]7 e C¥1L,

Aquest conjunt de feixos es denota per L1 (P). Més concretament:

Definicié 5.1.1.
Li(P):={L(\) =AX +Y : X,Y e C™"™ " L(\)(A®I,) e Vp},
on Vp={v® P(\):veC¥}.
Lema 5.1.2. Vp és un espai vectorial (isomorf a CP1).

Demostracio. Les propietats d’espai vectorial s’obtenen a partir de les propietats del

producte de Kronecker. |

Una conseqiiencia del lema anterior és la segiient proposicio:

Proposicié 5.1.3. [4] Per a tot P(\) e C™"[\], L1(P) és un espai vectorial sobre C.

Observem que C1(A) € L1(P), i per tant L;(P) # 0.

A continuacié veiem que, tal com passa amb les formes companyes, és facil construir

els feixos L1 (P) a partir de les dades de P(\). Com a conseqiiencia d’aquesta construccio,
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obtenim una caracteritzacié de tots els feixos de LLj(P) i un calcul de la seva dimensié.
Cal introduir una nova operacié (convenient per treballar amb productes de la forma

L(M\)(A®1,) abans d’enunciar la caracteritzacié de feixos en L1 (P)), la suma desplagada.

Definicié 5.1.4. Siguin X, Y e Cdnxdn

Xan oo Xaa Yo ... Yu

amb blocs X;;, Yi; € CV". Aleshores la suma desplacada per columnes de X i Y és

defineix com

X1 ... X9 O 0 Yii ... Yig
X@Y:=| : S B R :
Xan .. Xga O 0 Y ... Yy

on els blocs 0 € C™™,

Exemple 5.1.5. La suma desplacada per la primera matriu companya C1(\) = AX; +Y;
de P(\) = T4 N A;, X, 8] és

Ad 0 ... 0 Ad—l Ago ... AO Ay Ag1 ... A()
o I, -~ -1, 0 ... 0 0 o ...
N - (5.1.3)
P ) 0 : : : w0
0 0 I, 0 -I, 0 0 0 O

Si en (5.1.2) considerem L(\) = C1(\), aleshores tenim C1(A)(A® ;) = e1 ® P(N).
Aplicant la suma desplacada definida anteriorment obtenim X @Y7 = ¢;® [Ad Agq

Aquesta operaci6 esta dissenyada per imitar el producte d’'un feix L(A) = AX +Y amb

matrius columna per blocs A ® I,.

Lema 5.1.6. [{] Sigui P(\) = Y40 N A; € C7[A] i L(A) = AX +Y € C*9"[)\]. Aleshores
per veC™L,

AX+Y)A®L)=ve P(\) <= X@Y =ve[d; Aiy ... A

Per tant podem definir
Li(P) = DX +Y: X®Y =08 [Ad Agy ... AO], v e C1Y.

Els feixos de matrius polinomials es poden construir a partir de les dades proporcio-

nades per P. Com a conseqiiéncia, obtenim la caracteritzacié de tots els feixos de L (P)
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i el calcul de dim(IL1(P)).

Teorema 5.1.7. [4](Caracteritzacié de feizos en Li(P))
Sigui P(\) = Zfzo NA; € C™" i v e C™ un vector qualsevol. Aleshores el conjunt de
feizos a Li(P) ve donat per els L(\) = AX +Y e C™*[\] tals que

X=[vod; WleC™ @D i v -[Wiwel[de ... A) vedg|ectDm,
amb W e CI*(d=1)n qrpitrari.

Demostracio. Considerem la multiplicacié M, que trobem implicita a la definicié de
Ll(P):
M : ]Ll (P ) —> VP,

tal que M(L(A)) = L(N)(A® I,).

Clarament, M és lineal.

Veiem que M és exhaustiva. Sigui v ® P(\) un element arbitrari de Vp i construim

Xy=[ved, 0] i Yi=[ve[des ... 4] ved.

Aleshores X, Y, =v ® [Ad Agq ... AO]. Pel lema (5.1.2), L,(\) :== AX, + Y}, és
una M-preimatge de v ® P(\). Aquest conjunt de M-preimatges de v ® P(\) és llavors
L, () + ker M, per tant només cal calcular ker M. El kernel de M consisteix en tots els
feixos AX +Y que satisfan X @Y = 0. La definici6 de la suma desplacada implica que X

i Y han de ser de la forma
x=[o -w] i v=[w o,
on W e C¥n*(d-1)n gq arbitrari. Amb aixd queda completada la demostracié. O
Corotari 5.1.8. [4] dim(L1(P)) =d(d-1)n*+d.
Demostracio. M és exhaustiva, aleshores
dimlLy (P) = dim(kerM) + dimVp = d(d - 1)n* + d.
O

Veiem, doncs, que Li(P) és un subespai relativament ampli de l'espai de feixos de
matrius polinomials. No obstant, els feixos LL; (P) sén facilment construibles a partir de
les dades de P.
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Anem a veure les propietats de les formes companyes:
1. Suposem L(A) =AX +Y €L (P) té vector “ansatz” dret v = ce;. Aleshores

Yii adp
VA 0

X =

0 -Z

aly X12]

per algun Z € Cld-Dnx(d-1)n

2. Relacié entre els vectors propis de les matrius companyes i els de la matriu polinomial

P que s’esta linealitzant.

El problema lineal de valors propis que estem estudiant és

Ad 0 e 0 Adfl Ad,g e AO zl
0o I, -~ -1 0 ... 0 :
A " + " =0 (5.1.4)
oo w0 : : Tq-1
0 ... 0 I, 0 . I, 0 Y

Un vector propi de C1(A) és de la forma A ® z, on = és un vector propi de P. Per
tant, els vectors propis de P és recuperen extraient les n tltimes coordenades dels

vectors propis de la forma companya.

Les linealitzacions a IL; (P) també tenen aquesta propietat.

Teorema 5.1.9. [//(Propietat de recuperacié de VEPs per Li(P))

Sigui P(X) una matriu polinomial nxn de graw d, i L(X) un feiz qualsevol de L1 (P) amb
v # 0 vector “ansatz” dret. Aleshores x € C™ és VEP de P(\) amb VAP finit XA € C si, i
només si A@ x és un VEP de L(\) amb VAP \. Si, a més, P és regular i L € Li(P) és
una linealitzacio de P, aleshores tot VEP de L amb valor propi A és de la forma A ® x
per algun VEP x de P.

Demostracio.

LA ®z)=LO)(AeL)(1ew)=(ve PA)(1er)=ve (P(\)z).

Aixi doncs, queda demostrada la primera part del teorema.

Suposem ara A € C un valor propi finit de L()\) amb multiplicitat geometrica m, i
sigui i € C" un vector propi de L(\) associat amb A. Donat que L(\) és linealitzacié de
P()), la multiplicitat geometrica de A per P(\) és m. Siguin x1,...,x,, vectors propis
linealment independents de P()\) associats amb A, i definim y; = A® xz;, i = 1,...,m.
Aleshores y1, . .., Ym s6n vectors propis linealment independents de L(A) amb valor propi
A, per tant y ha de ser combinacié lineal de yq, ..., ym. Aleshores y és de la forma y = A®x

per algun vector propi z € C" per P. O
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Veiem ara el cas analeg per a les segones formes companyes, Ca(A) = A X2 + Ys.

En aquest cas, enlloc de tenir el producte de (A®I,,) per la dreta, el trobem a I’esquerre,

de manera que

(ML, M L] G)=[P() 0 0] = (AT@L)C(V) = €] © P(N).
(5.1.5)

Si considerem els feixos L(A) = AX +Y corresponents l'espai vectorial Lo(P) i que

satisfan 1’ “ansatz” per ’esquerra, aleshores
(AT © I,)L(\) =w’ ® P(\) (5.1.6)

on w és el vector “ansatz” esquerre.

Definicio 5.1.10.

Lo(P):={L(A) = AX +Y : X, Y e C™" " (AT @ I,,)L(\) e Wp},

on Wp = {w? ® P(\) : w e C*4}.

Com abans, 'analisi de Lo (P) és ajudat per la introducci6 de la segiient operacié de

matrius per blocs.

Definicié 5.1.11. Siguin X, Y e Cd>dr

X1 ... X Yii ... Yig
X=|: 2 D 2 :
X1 .. Xud Yiu ... Yy

amb blocs X;j;, Y;; € C"". Aleshores la suma desplacada per files de X 1Y es defineix

com

X1 ... Xl [o ... o0
: : Yii ... Y

X @ Y = : : n 11 1d
Xa1 . X : :

0 0 Yu Yaa

on els blocs 0 € C™™,
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El segiient lema, analog a (5.1.6), estableix la correspondéncia entre I’ “ansatz” esquerre

i suma desplacada per files.

Lema 5.1.12. [4] Sigui P(\) = Y40 N A; e C™"[A] i L(A\) = AX +Y e C¥9" . Aleshores
per w e C*4,

Ag
Ag
A L)X +Y)=uwleP(\) — XaY-uwlo| |
Ao
Per tant podem definir
T
LQ(P)={)\X+Y:X@Y=wT®[Ad Ay ... AO] , weClxdy,

A continuacié, per un polinomi P(\) = Y%, A 4;, utilitzem PT pel polinomi P(\) =

>3 N AT, Per extensié, si S és un conjunt de matrius polinomials, ST és PT: P ¢ S.

Proposicié 5.1.13. [{] Ly(P) = [y (PT)].

Demostracid. L € Li(PT) < L\)(A®IL,) =vePT()\) < AT'eIL,)LT()) =
vT @ P(\) < LT eLLy(P). m

Definicié 5.1.14. Sigui P(\) e C”"[A]. Un VEP per l'esquerra de P(\) associat a un
VAP finit X és un vector y € C", y +0 tal que yP(\) = 0.

Un VEP per lesquerra per P(X\) corresponent al VAP oo és un VEP per lesquerra
per revP(\) associat al VAP 0.

El segiient resultat mostra que els VEPs per l'esquerra de P(\) sén facilment recupe-

rables de les linealitzacions de La(P).

Teorema 5.1.15. [4] Sigui P(\) € C"[\] de grau d, i L(\) qualsevol feix a Lo(P) amb
vector “ansatz” esquerre w, w # 0. Aleshores y € C" és VEP per l’esquerra per P(\) amb
VAP finit X € C si, i només si, A®y és un VEP esquerre per L()\) amb VAP X\. Si, a
més, P és reqular i L € Lo(P) és linealitzacié de P, aleshores tot VEP per l'esquerra de
L amb VAP finit X\ és de la forma A ® y per algun VEP per lesquerra y de P.
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5.2 Linealitzacions de feixos a L,(P)

Per qualsevol L()\) € L(P), per tal de garantir que L(\) és una linealitzacié de P(\)
hi ha unes “condicions de linealitzaci6” que s’han de satisfer. Veurem que cada feix de

L, (P) té la seva condicié particular a satisfer per tal de ser una linealitzacié de P(\).

El procediment per tal de determinar aquestes condicions per un feix de L és el

seglient:

1. Suposar que P()) és un polinomi regular i L(A) = AX+Y € LL;(P) té vector “ansatz”
veC v#0,ie, LA)(A®I,) =v® P(\).

2. Selecciona qualsevol matriu M, M no singular, tal que Mv = ae;.

3. Aplica la transformacié de blocs corresponent M ® I,, a L()\) per obtenir L(\) :=
(M ® I,)L(}),
X Xz

_Z (5.2.1)

LA =XX+Y =)\
Z 0

lY'll }712
J’_

on Xll,?lQ € (Cnxn, Y = (M ® In)Y
4. Obtenir detZ # 0, la condicié de linealitzacié per L(\).

Exemple 5.2.1. Sigui P()\) = A24 + AB + C. Considerem els feixos de L;

A B+C -c C 0 -B B 0
Li(\) = A U . La(M) = A "
A 2B-A| |A-B C A B-C| |c C
Donat que
A B+C|_ | -C C| |4 BC
A 2B-A A-B cC| |A B C

T
tenim L1 (M) € L1 (P) amb vector “ansatz” dret v = [1 1] .

-C C
A-b+C 0O

Per tant, Z = A- B+ C,idet(A-B+C) =detP(-1) # 0 és la condicié de linealitzacid.
Es a dir, Li(\) és una linealitzaci6 de P si, i només si A = -1 no és un valor propi de P.
Per Ly(\) tenim
0 -B
A B-C

B 0
c C

0 0 O
A B C

>

)
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T
per tant La(\) € Li(P) amb v = [O 1] :

c C
B 0

Per tant, Z = Yo = B, i detB # 0 és la condicié de linealitzaci6 per Lo()\).

Teorema 5.2.2. [//(Les linealitzacions son generiques a L1 (P))
Per tota P(\) € C™"[\] de grau d, casi tots els feizos a Li(P) son linealitzacions de
P(N).

Demostracid. Sigui d = dimlLy(P) = k + (k- 1)kn?, i siguin L1()\), La()),..., Lg()\) una
base fixada de L1 (P). Com L(\) es pot expressar de la forma

L(X) = B1Li(A) + BaLa(N) + ... + BaLaq(N),

podem interpretar detL(A) com un polinomi a A els coeficients del qual sén funcions
polinomiques de f31,. .., 84. Aix0 és ¢; = ¢;(B1,-..,54), on g, C1, ..., Cpp SON els coeficients

esmentats.

Pel teorema (5.2.5), que veurem més endavant, sabem que L(\) € Li(P) no sera
linealitzacié de P(A) si, i nomes si, detL(\) = 0, equivalentment si tots els coeficients ¢;
sén zero. Els feixos a L;(P) que no sén linealitzacions de P()) es poden caracteritzar
com el conjunt Z de polinomis {¢;(S1,...,8q4) : 0 <i < kn}, com un subconjunt algebraic
de 9.

Donat que els conjunts algebraics de F% sén coneguts per ser tancats, la demostracié
quedara completada quan demostrem que Z és un subconjunt propi de F?, o, equivalent-
ment, que hi ha un feix a L1 (P) que és una linealitzacié per P(\). Aix0 és immediat: la
primera matriu companya C7(A) per P()) es troba a L;(P) i sempre és linealitzacid de
P()). ]

Finalment, veiem un exemple d’una linealitzacié que no és ni L;(P) ni Lo(P).
Exemple 5.2.3. Sigui P()\) = \3A3 + \245 + AA; + Ay,

0 As O -I 0 O
L()\) =T Ay O+ 0 A7 A
0 0 I 0 -I O

és una linealitzacié de P. Utilitzant sumes desplacades, és facil veure que no es ni de
Ll(P) ni LQ(P)
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Per al seglient teorema, no s’assumeix que P sigui regular.
Teorema 5.2.4. [{] Suposem P(\) = Y%, A\ A; e C™"[A], amb Ay 20, i L(\) = AX +Y ¢

Li(P) té vector “ansatz” dret v = aey, de manera que

LN\ = (A®I,,) = ae; ® P(N). (5.2.2)

Fent les particions corresponents de X 1Y,

aly Xio

L) =AX+Y =\
-z

: (5.2.3)

Yii a4y
+
A 0

on Z € Cla-Dnx(d=n  Aleshores Z no singular implica que L()\) és una linealitzacio

forta de P(\).

Demostracié. Primerament veiem que L(\) és linealitzacié de P(\).

i 2 d-17
LA A2 ) i
1 A : . .
Siguin T'(\) = 1~ XN |eliG\))= ’ ) )\ ® I matrius poli-
A
1
1

nomials unirnodulz;,rs7 reduim L(\) a di‘ag(P()\), Ia-1yn)-

Donat que 'altim bloc de columnes de G(A) és A ® I, veiem de (5.2.2) que I'iltim
bloc de columnes de L(A\)G()) és ae; ® P(\). Fent particions de Z en blocs de columnes
[(Z1Z5...Z4_1], on Z e Cl=Dm ghtenim

LGN = * i ) G(X)
Zy (Za=-AZ1) ... (Zgo1—NZas) —AZgy
B * * aP()\)
Zy (Zo-NZ1) ... (Z4.1-MNgs) 0 |
Ara,
(1 A1 1[1 1 [ |
I I A .
LN)T(N) = LING(N) I I I A —[
. . I
I Il ] | I |
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Existeix F'(\) matriu polinomial tal que

LO)F()) =

P W)
0 Z

per alguna matriu polinomial W ().
Si Z és no singular,

LONF(N) =

I -wW\z!
0 Z1

PO 0
0 Igiy|

aleshores L(\) és una linealitzacié de P(\).

Per veure que L(\) és linealitzacié forta de P(\) veiem que revL(A) = A\Y + X és

linealitzaci6 de revP(\).

Donat que revL(A) no és un feix de Li(revP), veiem que una petita modificacié de
revL(A) si ho és.

Observem que )\d_lA(%) =[1,A,..., 22 AT = RyA, on Ry denota la matriu iden-
titat inversa. Replacant A per 1/A en (5.2.2) i multiplicant per A en ambdés costats

obtenim
AL(L/N)ATIAQ/N) © I) = aeg ® AAP(1/A).

Equivalentment, rev L(X)((RgA)®1) = ae; ®@revP(\). Per tant, L(\) := revL(\)(Rq®
I) satisfa

LO)(A®T) = aey ® revP(N) (5.2.4)
i LelLy(revP).

Per completar la demostracié cal veure que AX + Y := I~/()\) és una linealitzacié de
revP(\), ja que LirevL sén feixos equivalents. No obstant, X = Y (Ry®I)iY = X (Ry®]I)
i de (5.2.3) segueix

0 -Z Z 0

Ay X .
@0 32]2'1/:

Vi1 OlAd:l

on Z = -Z(Rg4-1®1I). Clarament Z és no singular si ho és Z, i per la part del teorema

que ja hem demostrat, L i, per tant, revL és una linealitzacié de revP(\).
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El segiient teorema mostra com un feix que satisfa (5.1.2) esta molt proper a ser una

linealitzacié (forta) de P.

Teorema 5.2.5. [{/(Teorema de Linealitzacid Forta)
Sigui P(\) € C™"[\] regular, i sigui L(\) e Li(P). Son equivalents:

(i) L(\) és una linealitzacid de P(\).
(ii) L(\) és un feix regular.
(iii) L(\) és una linealitzacio forta de P(\).

Demostracié. “(i) == (4i)"”: Si L()\) és una linealitzacié de P()), aleshores existeixen

matrius unimodulars E(X), F'(\) tals que

E(\)L)F(N) = [PE)A) I«fn ]

La regularitat de P(\) implica la regularitat de L(\).

“(#1) = (411)": Donat que L(\) € L1(P), sabem que L(A)(A® I,) = v ® P()\) per
algun v € C%. No obstant, L(\) és regular aleshores v és diferent de zero. Sigui M ¢ C%*¢
una matriu no singular tal qur Mwv = ae;. Aleshores el feix regular L(\) := (M ® I,)L(\)

esta a IL;(P) amb vector “ansatz” dret aej, ja que

LA® L) = (Mo L)L A L) = (MeI,)(ve P(\) = Mve P()\) = ae; ® P(A).

Per la primera propietat de les formes companyes sabem que les matrius X i Y a
L(\) == AX +Y sén de la forma

0 -Z -Z 0

aAd XEQ]’ Y:

}711 aA()]

Si Z fos singular, existiria un vector w € CclDn 4y = 0 tal que w''Z = 0. Aixo
implicaria [0 wT] (AX +Y) =0,V\ € C, fet que contradiu la regularitat de L()\). Per
tant Z és no singular i pel teorema (5.2.4) sabem que L()\), i per tant també L()), és

una linealitzacié forta de P(\).

“(#i1) = (4)" és trivial. i
Teorema 5.2.6. [{/(Recuperacié de vectors propis a l’'co)
Sigui P(X) € C™"[\] de grau d, i sigui L(X) un feiz qualsevol de Ly (P)(resp., La(P))

amb vector “ansatz” dret (esquerre) v. Aleshores x € C™ és un vector propi dret (esquerre)

per L(\) amb valor propi co. Si, a més a més, P és reqular i L € L1(P)(resp., La(P)) és
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una linealitzacio de P, aleshores tot vector propi dret (esquerre) de L amb valor propi oo

és de la forma e1 ® x per algun vector propi dret (esquerre) x de P amb valor propi oo.

Demostracid. Definim L(\) = revL(\)(Rq®1). Aleshores L € Li(P) = L ¢ Ly(revP)
amb el mateix vector “ansatz” dret v. Pel teorema (5.1.9) sabem que x és vector propi de
revP amb valor propi 0 si, i només si A ® z = eg ® x és vector propi dret per L amb valor
propi 0. No obstant, e;®x és vector propi dret per L si, i només si e;®@x = (Rg®1)(eq®x)

és vector propi dret per revL, ambdés amb valor propi 0.

Si P és regular i L € Li(P) és una linealitzacié de P, aleshores pel teorema (5.2.5)
L € Li(revP) és una linealitzacié de revP. El teorema (5.1.9) implica que tot vector
propi dret de L amb valor propi 0 és de la forma eg ® 2, on x és un vector propi dret de
revP amb valor propi 0; equivalentment tot vector propi dret de revL amb valor propi 0

és de la forma e; ®  per algun vector propi  de revP amb valor propi 0. |
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Capitol 6

Conclusions

El principal objectiu d’aquest projecte era estudiar la linealitzacié de matrius polinomi-
als, aixi com els espais vectorials de feixos de matrius polinomials on les linealitzacions de
la matriu donada formen un conjunt dens. Podem afirmar que aquest objectiu ha estat

assolit.

En l'estudi realitzat hem pogut observar, veient els principals resultats de cada capitol,
les propietats fonamentals de les matrius polinomials. Tot i saber que es tracta d’'un tema
recent en ’ambit de recerca, després de fer aquest treball veiem que les aplicacions que ens
proporcionen les matrius polinomials omplen un ampli ventall de camps (que engloben
aplicacions com l'estudi de sistemes dinamics, ’analisi de grafs, la criptografia, la teoria
de sistemes, la teoria de xarxes i I’analisi numeric, entre d’altres) i podem remarcar que
les propietats basiques d’aquestes aixi com els resultats vistos en les seccions (3.2) i (3.3)

ens ajudaran posteriorment en els segiients capitols.

Un cop realitzat I'estudi del metode de linealitzacié de matrius polinomials tenint com a
base l'article [4] i havent aplicat aquest metode en exemples amb matrius polinomials 2 x 2
i 3x3, he assolit en profunditat els coneixements i conceptes continguts en el treball tenint

una millor comprensié del mateix. Aixo m’ha permes veure els resultats numericament.

Del capitol 3, m’agradaria destacar, en particular de la seccié (3.2), la importancia de
I’equivaléncia entre matrius polinomials i com aquesta relacié permet reescriure P(\) com
una matriu en forma canonica de Smith. De (3.3) veiem que aquesta relacié d’equivaléncia
també és rellevant i permet veure aquesta propietat en matrius polinomials si aquestes

tenen els mateixos divisors elementals.
Del capitol 4, arribem a la conclusié que la linealitzacié forta resulta ser imprescindi-

ble, doncs ens permet estudiar el cas no monic. Veiem a través de ’analisi realitzat que

la linealitzacié de matrius polinomials, tot i ser un metode important de resolucié per a
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problemes de valors propis en aquestes, també té alguns inconvenients:

e Un dels problemes que trobem en el metode és que la linealitzacié de formes com-
panyes no reflecteix cap estructura que pugui estar present en el polinomi original,
per tant, el seu s per al calcul numeric en algunes situacions pot ser problematic.
Seria preferible que les propietats estructurals del polinomi es trobessin reflectides
en la linealitzacié de manera que fos possible un metode numeric que deixes intactes

les propietats qualitatives de I'espectre.

e Condicionament. Es tracta d’un aspecte important per als problemes computacio-
nals. El condicionament és la sensibilitat a petites pertorbacions i, donat que les
linealitzacions poden tenir condicionaments molt diferents, ’ideal seria tenir un con-
junt de linealitzacions facilment construibles a la nostra disposicié per tal de poder

utilitzar la més adequada per al problema original i amb el millor condicionament.

e Valors propis a 'co. Un darrer problema el trobem quan la matriu principal de
coeficients A és singular. No és forca comu treballar amb aquest tipus de matrius
(sempre s’utilitzen matrius regulars o, inclis la identitat). Algunes aplicacions d’a-
quest problema son els sistemes multicos amb restriccions, la simulacié de circuits i

el disseny de guies d’ones optiques.

Trobem que la linealitzacié s’ha d’escollir amb un bon criteri, ja que no totes les
linealitzacions reflecteixen adequadament ’estructura de Jordan del valor propi oco.
En aquest cas només es poden utilitzar les linealitzacions fortes (garanteixen la

preservacié de l'estructura de VAPs o).

Per tal de solucionar aquest problema, convindria tenir a ’abast un gran nombre

de possibles linealitzacions que sabéssim que sén fortes.

Per tultim, a través dels espais vectorials de feixos de matrius polinomials LL; i Lo treba-
llats en el capitol 5, queda palés com es defineixen els feixos (caracteritzaci6) en aquests
espais. També la capacitat de recuperar vectors propis per i, una de les propietats més

importants.

Finalment, hi ha unes condicions de linealitzacié que els feixos de matrius polinomials
han de satisfer i un teorema important que permet estudiar L(\) com a linealitzacié forta
de P(\). La recuperacié de vectors propis a 1’co també permet observar que és un resultat

de gran rellevancia.

La realitzacié d’aquest assaig m’ha permes desenvolupar habilitats treballades al llarg
de la carrera per assolir i comprendre nous coneixements i ser capac de superar les meves

propies expectatives.
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