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1. Introduccion

Todas las técnicas espectroscopicas persiguen obtener informacion sobre la materia
utilizando la radiacion electromagnética como sonda. En la mayor parte de los casos, la
naturaleza cuantica de la materia juega un papel esencial en la interaccion de ésta con
la radiacién, por lo cual se ha de recurrir a la teoria cuantica para explicarla y averiguar
qué conviene medir y como extraer la maxima informacion posible de las medidas.

En esta leccion introduciremos las bases mecanicocuanticas de las reglas que se utili-
zan para analizar los experimentos de RMN. Partiremos casi de cero e introduciremos sélo
las herramientas matematicas indispensables para comprender el origen de dichas reglas.
Aun asi, dada la brevedad de la leccion es probable que resulte dificil de seguir por un
lector con pocos conocimientos de mecanica cudntica. Mi recomendacion para éste es que
la lea sin prestar mucha atencién a los desarrollos matematicos y analice con detenimiento
las ecuaciones encuadradas hacia el final de la leccion y los comentarios relativos a ellas.
De este modo podra adquirir una nociéon de la justificacién de las reglas que debera utili-
zar y vera que, aunque no comprenda los detalles de dicha justificacion, su aplicacién es
sumamente sencilla.

2. Funciones de onda (estados puros)

Para formular la teoria cuantica es preciso introducir dos herramientas matematicas
que no se utilizan en la fisica clasica: las funciones de onda y los operadores. A cada
estado de un sistema se le asocia una funcién de onda |¥) que lo describe completamente;
es decir, contiene toda la informacion fisica que concierne a dicho estado. Cuando co-
nocemos la funcion de onda de un sistema decimos que éste se encuentra en un estado
puro. La funcién de onda no es algo que podamos observar directamente, pero, a partir
de ella, podemos determinar cualquier propiedad del sistema (cualquier observable). Para
hacerlo necesitamos la otra herramienta: los operadores. A cada propiedad A del sistema
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(momento magnético, energia total, etc.) se le asocia un operador lineal ﬁ, autoadjunto
o hermitic, que actua sobre las funciones de onda del sistema. Un operador es una he-
rramienta matemética que, cuando se aplica a una funcién, produce otra funcién (por
ejemplo, el operador derivada):

AV) = [@)
El operador asociado a la energia del sistema se conoce como operador hamiltoniano (ﬁ ).

Las funciones de onda de un sistema forman un espacio de Hilbert, que es, esencial-
mente, un espacio vectorial con un producto escalar. Por ejemplo, las funciones de onda
que describen los estados de espin de un proton constituyen un espacio de Hilbert de di-
mensién 2. El producto escalar entre dos funciones de onda |¥) y |®) se designa mediante

la notacién “bracket”:
(V]®)

y la forma de calcularlo se ird viendo en distintos ejemplos.

Las propiedades de los espacios de Hilbert son muy parecidas a las del espacio fisico
R3. Por ejemplo, cualquier vector V de este espacio puede expresarse como combinacién
lineal de los vectores i, i, y U,:

V = Vi, + Vi, + V..

por lo que decimos que éstos forman una base de R?. Los coeficientes de la combinacién
lineal, V,, V,, y V., son las componentes del vector en dicha base. Del mismo modo, la
funcién de onda que describe cualquier estado de espin de un protén |¥) puede expresarse
como combinacién lineal de las funciones de base |®,) v |®gs):

|¥) = ca [Pa) + c5|Pp) (1)

que son funciones propias de ]AZ —operador asociado a la componente z del momento
angular de espin I del protén— con valores propios 1/2 y —1/2, respectivamente:*

~ 1 ~ 1
L12a) = 5 12) L125) = —5 |25) )

La base {,, i, @, } de R? es ortonormal; es decir, estd formada por vectores perpen-
diculares o ortogonales entre si (i, - U, = i, - U, = U, - U, = 0) y unitarios o normalizados
(Uy - Uy = Uy, - U, = U, - U, = 1). Andlogamente, la base {|®,),|Ps)} es ortonormal; es
decir, esta formada por funciones ortogonales:

(Ba|®g) =0

y normalizadas:
(Pa|Po) = (O] Ps) = 1

1Utilizaremos un sistema de unidades en el que h sea la unidad de momento angular (por ejemplo,
las atémicas o las naturales). Esto equivale a dividir por / las ecuaciones en las que aparecen momentos
angulares o energias; es decir, a expresar los momentos angulares como magnitudes adimensionales y las
energias como frecuencias angulares (recordemos que la variacién energética que conlleva una transicién
es proporcional a la frecuencia angular w a la que se observa: AE = hw). Se ha de tener en cuenta que
para pasar de frecuencias angulares (rad/s) a frecuencias (Hz) se ha de utilizar la relacién: w = 27v.
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La proyeccién de un vector V de R3 sobre una direccion, por ejemplo, la del eje x, es
un nuevo vector que tiene esta direccién, y puede obtenerse del siguiente modo (fig. 7):

@y, - V)

Del mismo modo, la proyeccién de una funcién de onda |¥) sobre la “direccién” de la
funcién de base |®,) se puede calcular del siguiente modo:

[Pa) ((Pa] V) = (|Pa) (Pal) [¥) (3)

y se dice que |®,) (P, | es el operador de proyeccion sobre la funcién de onda o el estado
|Pa) -

En general, la teoria cuantica no es capaz de predecir con certeza absoluta el resultado
de una medida realizada sobre una molécula individual, pero si el valor medio de muchas
medidas realizadas en idénticas condiciones, el cual se conoce como valor esperado de la
propiedad en el estado considerado: (A)y. Este puede calcularse a partir de la funcién de
onda y del operador asociado al observable utilizando la siguiente “receta”: se aplica el

operador A ala funcién |¥) y la nueva funcién resultante |®) se multiplica escalarmente
por |¥):

(A)y = (¥ |4 w) = (w|@) (4)

El adjunto AT de un operador A cumple (U] A®) = (;ﬁ U|®) para cualquier par de funciones
de onda ¥, ®. Un operador es autoadjunto si coincide con su adjunto (AT = A).2

3. Operadores de densidad (estados mezcla)

Para un sistema microscopico es concebible llegar a determinar experimentalmente su
funcién de onda, pero en una muestra macroscépica es inviable conocer la funciéon de onda
de cada molécula.® Sin embargo, es posible, en ciertos casos, conocer las probabilidades
P1, - - - Pm de que, si escogemos una molécula de la muestra al azar, ésta se encuentre des-
crita por cada una de las funciones de onda posibles: |¥;),...|¥,,). En este caso diremos
que la muestra se encuentran en un estado mezcla. También se dice que cada molécula
de la muestra se encuentra en un estado mezcla de los estados puros [¥;),...|V,,) con
Pesos P1, - . . Pm, lo cual es una manera de asignar un estado “promedio” a cada molécula.
A cada estado mezcla se le asocia un operador de densidad (autoadjunto) que contiene la
informacién fisica disponible sobre el sistema (del mismo modo que una funcién de onda
contiene la informacién disponible sobre un estado puro):

P=> o We) (W (5)

m
k=1

2La operacién “tomar el adjunto de un operador” tiene cierto paralelismo con la operacién “tomar
el conjugado de un nimero complejo”. De acuerdo con este paralelismo, los operadores autoadjuntos o
hermiticos se corresponden con los niimeros reales.

3Supondremos que las moléculas no interaccionan fuertemente entre ellas, lo cual permite asignarles
funciones de onda individuales.
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donde |Wy) (V| es el operador de proyeccién sobre el estado puro |Wy) .

En el caso particular de que se anulen todos los pesos pp menos uno —por ejemplo,
p = |U) (U |— el estado que representa p serd puro y podrd, pues, identificarse indis-
tintamente mediante la funcién de onda |¥;) o el operador de densidad |Wy) (Vg|. En
cambio, un estado mezcla puede representarse mediante un operador de densidad pero no
podemos asignarle una funcién de onda concreta.

Los operadores que actuan sobre las funciones de onda de un sistema forman un
espacio vectorial, que se conoce como espacio de Liouville. Para una particula de espin
1/2 este espacio es de dimensién 4 y los operadores

{|®a) (@], |@a) (Pg], |Pp) (Do, |Dg) (Ppl} (6)

que actian de acuerdo con ecuaciones analogas a la ec. (3), forman una base del mismo.
En general, la dimension del espacio de operadores es el cuadrado de la del de funciones
de onda. El producto escalar entre dos operadores A y C se define del siguiente modo:

<,2i ‘6> —tr (2*6) (7)
donde tr(A\Ta) es la traza del operador ATC'. La traza de un operador es un numero —lo

mismo que la traza de una matriz— y la forma general de obtenerla se vera més adelante.
La base (6) es ortonormal respecto de este producto escalar.

El valor esperado de una propiedad fisica A en el estado mezcla descrito por un
operador de densidad p sera el promedio de los valores esperados en los estados puros que
componen la mezcla ponderado mediante las probabilidades correspondientes:

= Zpk <A>\1;k = Zpk <‘I’k ‘2‘ ‘I’k>
k=1 k=1
Se puede demostrar que este resultado puede expresarse del siguiente modo
(4), = tr (4p) (8)

Cuando se mide una propiedad macroscopica extensiva A, el valor que se obtiene es
el resultado de las contribuciones de cada molécula de la muestra y, si éstas interaccionan
débilmente, puede expresarse como producto del nimero de moléculas (N) por el valor
esperado de la propiedad en una de ellas:

A=N(4), (9)

4. Protones no acoplados en un campo estatico

Consideremos un ejemplo muy sencillo: una muestra de RMN liquida o gaseosa for-
mada por moléculas iguales con un protéon cada una y sometida a un campo magnético
estatico paralelo al eje z:

E(] - B()'L_I:Z
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Como la interaccion o acoplamiento entre espines nucleares de distintas moléculas es
muy débil hablaremos, para abreviar, de una muestra de protones no acoplados. En estas
circunstancias podemos asociar al espin de cada protén un estado cuantico y un operador
hamilton/i\ano de espin, el cual se expresa en funcién de su operador momento magnético

=

(ﬁA] = v;I) del siguiente modo:
Hy = —ji; - Bo(1 — o7) = = L.Bo(1 — 07) = wrl. (10)
donde ~v; es su razon giromagnética, or es su constante de apantallamiento, y
wr = —y1Bo(1 — oy) (11)

es su frecuencia angular de resonancia o de Larmor (negativa para y; > 0). Las funciones
propias de Hy son las mismas que las de I:

— ~ 1
HO ’@a/ﬁ> = u)]]z {Cba/ﬁ> = Wy (:l:§> ‘q)a/ﬁ>

y sus valores propios son las energias correspondientes:

wr

2

Es imposible conocer la funcion de onda de cada protéon de la muestra, pero la ley de
distribucion de poblaciones de Boltzmann proporciona la probabilidad de que un protén

cualquiera esté en uno de los estados ‘CI)a /g> en condiciones de equilibrio termodinamico
a una temperatura 71"

Bojs = +

efEa/ﬁ/k'BT e¥wI/2k’BT

Pa/p = e—Ba/kpT § ¢—Ea/kpT — g=wi/2kpT | owi/2kpT

Como |wr/2kpT| << 1 (valores tipicos del orden de 107°), podemos desarrollar las expo-
nenciales en serie de Taylor, lo cual conduce a:

1 wr 1 Ap
wi==1 ——+F 12
Pa/p 2<]F2kBT) 55 (12)
con
Ap= =_
P =Da — P = 2]€BT (13)

De acuerdo con la definicién (5), el operador de densidad que representa el estado de un
proton de la muestra en equilibrio bajo el campo estatico seré:

p=(5+3) 120 @l + (5 - ) 03} (0 (14

2" 2 2 2
En esta ecuacién el operador p estd expresado en la base (6) del espacio de operadores.

Cualquier propiedad del sistema puede calcularse a partir de este operador utilizando
la ec. (8); por ejemplo, el valor esperado de I, sera:

(), = u(Lp)
= (3+ %) w(@eael)+ (5-F) e @oa@l) )
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Como |®,) es un estado puro, podemos utilizar indistintamente las ecs. (8) o (4) para
expresar el valor esperado que tendria I, en este estado, el cual ha de coincidir con el
valor 1/2 que toma dicho observable en el estado:

jg\v (I)a> = 1
2
Haciendo lo mismo con ()4 vy substituyendo en la ec. (15) se obtiene:
1 Ap\1 1 Ap 1 1
L)y,=\s+—5 )3 -z )=zA 1
o)y (2+2)2+(2 2)(2) =P (16)
Asimismo, el valor esperado de I, sera:
~ 0 1 Ap ~ 1 Ap ~
(L), = tr (L5) = (5 + 7) tr (L, [a) (@a]) + (5 - 7) tr (L, 1®5) (@)

S Yol () (ol )

Para terminar este calculo tenemos que saber como actia el operador IA:C sobre las funciones
|®,) v |®gs) . Se puede demostrar que:

(I)g, = tr (L1®a) (®a]) = (@

~

I,

~

I,

~ 1 ~ 1
L12a) = 5 |2;) L1®s) = 5 |®a) (1)
de modo que

N 1
L ‘I’a/ﬁ> = 5 (Pa/sl®p/a) = 0

<q)a/ﬂ

<Ix>p =0 (18)

Un desarrollo andlogo para la componente y conduce, utilizando las propiedades de [Ay:
~ i ~ i
I,1Ba) = £ 1y) ,105) = —5[0.) (19)

al resultado:

A partir de estos valores esperados, calculados para un protén, pueden obtenerse las
componentes cartesianas de la magnetizacion macroscépica M (momento magnético por
unidad de volumen) multiplicdndolos por % (para pasar a unidades SI de momento an-
gular), por 7; (para pasar a momento magnético) y por el nimero N de moléculas por
unidad de volumen (ec. (9)):

h
M, = Nyih({l;), = N71§Ap M,=M,=0
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4.1. Otra base del espacio de operadores

Para analizar ciertas propiedades de la muestra de protones no acoplados, es conve-
niente expresar el operador de densidad que la describe en una base de operadores distinta
de la (6); la formada por estos cuatro operadores autoadjuntos ortogonales:

{i L I, L} 21)

Del mismo modo que las componentes de un vector V de R3 en una base ortonormal
{1, Uy, u,} pueden expresarse como productos escalares del tipo:

Ve, =1, - ‘7, ete.
podemos utilizar el producto escalar entre operadores (ec. (7)) para obtener las compo-
nentes de p en la nueva base. Calcularemos, como ejemplo, la cuarta componente. Es facil
comprobar que para normalizar el operador I, hay que multiplicarlo por /2, de manera
que:

oo = (Evlp)=u((2v2)'5)

- ()l (- ) o

- ()b (-3) (393

De un modo analogo se encuentra que el coeficiente del operador normalizado T/ V2 es:
p1 = 1/v/2 y los otros dos coeficientes son nulos, de manera que:

~ 1 1 Ap [~ 1~ ~

IAZ\/Q‘ (I)ﬁ>

Cada coeficiente del desarrollo del operador de densidad en una base ortonormal de
operadores autoadjuntos representa el valor esperado del observable asociado al operador
correspondiente. Vamos a comprobarlo para un caso concreto:

b= tr ((iﬁ)fﬁ) =t (2v25) = (Lv3) =va (L), (23)
es decir,
(), = 550 (24)

como ya habiamos encontrado (ec. (16)) a partir de la expresion del operador de densidad
en la base (6). Los resultados (18) y (20) se desprenden de manera trivial de la ec. (22).

5. Matrices de densidad

Hemos visto que un operador se puede expresar como combinacion lineal de los ope-
radores de una base del espacio de Liouville (véase, por ejemplo, la ec. (22)), y se dice que
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los coeficientes de la combinacion representan al operador en la base considerada. Cuando
la base de operadores se ha construido a partir de una base del espacio de funciones de
onda (véase, por ejemplo, la ec. (6)), los coeficientes de la combinacién se suelen expresar
en forma de matriz, y se dice que ésta es representa al operador en la base de funciones
de onda. Por ejemplo, la representacién de un operador A en una base {|®1),...|®,)} de
un espacio de funciones de onda de dimension n es una matriz del tipo:

A11 e Aln
A= cee e
An .. A
Si la base es ortonormal, es facil comprobar que los elementos de A pueden calcularse del
siguiente modo:

<CI>1<; ’ﬁ‘ CI)I> = Ay (25)

La traza del operador se define como la traza de la matriz que lo representa en cualquier
base ortonormal del espacio de funciones de onda:*

k=1

La matriz que representa a un operador de densidad en una base del espacio de
funciones de onda se llama matriz de densidad del sistema en dicha base. Calculemos,
como ejemplo, el primer elemento de la matriz de densidad que representa al operador
de densidad de una muestra de protones no acoplados en equilibrio (ec. (14)) en la base

{192) [ 2)}:
(3+57) 10 @l + (5 - 57) 19a) 2l 20 ) = 5+ 5

Procediendo del mismo modo para los demés elementos se obtiene:

. ( (%ﬂg%) o _0%) ) (26)

2 2

(@, 7] D) = <<1>a

Observemos que los elementos de la matriz de densidad en la base de funciones {|®,) , |®3)}
son los coeficientes del desarrollo (14) que expresa el operador de densidad en la base de
operadores obtenida a partir de aquellas funciones (ec. (6)).

Los elementos diagonales de la matriz de densidad representan probabilidades del
estado puro correspondiente en el estado mezcla. Asi, la probabilidad de que una molécula
de una muestra descrita por el operador de densidad p se encuentre en el estado puro |®,)
es (ec. (12)):

1 Ap

pa:§+7:pa:paa

Estos elementos diagonales se conocen como poblaciones, en referencia a que la poblacién
de un estado puro en una mezcla es el producto de la probabilidad de que una molécula se
encuentre en dicho estado puro por el nimero de moléculas (Np, en el ejemplo anterior).

4Se demuestra que no depende de la base ortonormal escogida.
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Los elementos no diagonales de la matriz de densidad (nulos en el ejemplo anterior)
se conocen como coherencias, y son los responsables de cualquier cambio observable en el
sistema (excluyendo los efectos de la relajacién). En una muestra de RMN pueden inter-
pretarse como correlaciones entre los movimientos de los distintos espines. Por ejemplo, la
matriz de densidad de un sistema de protones en equilibrio no tiene coherencias (ec. (26))
y, en consecuencia, el sistema no cambiara con tiempo, como corresponde a un estado de
equilibrio termodinamico. Esto puede interpretarse imaginando a los spines precesando en
torno al campo estatico con fases distribuidas al azar, es decir, mediante movimientos no
correlacionados. En cambio, si, en un instante dado, hubiera mas espines con componente
transversal proxima al eje x que en otras direcciones sus movimientos estarian correla-
cionados (habria “coherencia de fases”), y su resultante darfa lugar a una magnetizacién
transversal no nula que giraria en torno al eje z. La matriz de densidad del sistema tendria
entonces elementos no diagonales no nulas; por ejemplo, pos = (P, |p] Pg) . Este elemento
es una coherencia entre los estados |®,) v |®g) y se dice que es de I cuanto, debido a que
“conecta” estados que difieren en una unidad de I, (% — (—%) = 1). En sistemas con varios
espines acoplados y/o con I > 1/2 pueden aparecer coherencias de érdenes superiores o
de orden cero, segun el valor que tome el incremento de la componente 2z del espin total
entre los estados implicados.

Para una muestra que esta en equilibrio termodinamico la ley de distribucién de
poblaciones de Boltzmann determina las probabilidades de que una molécula cualquiera
se encuentre en cada uno de los estados puros estacionarios (aquellos cuya funcién de
onda es propia del operador hamiltoniano):

Hy|®;) = E;|®;) con j=12,...

~ 1 , .
peg =+ Yo e BT o) (0] con  Z =7 e ikt (27)
j j

La matriz de densidad expresada en esta base sera, pues, diagonal:

1 o—Ex/kpT

(P Pea] B1) = 5 D BT (B |05) (8] B1) = —— by
J

es decir, no tendrd coherencias (véase, por ejemplo, la ec. (26)). En un estado de no
equilibrio, en cambio, dicha matriz puede presentar coherencias, y se demuestra que son
éstas las responsables de que puedan observarse cambios en las propiedades de la muestra
con el tiempo.

No hay que confundir un estado mezcla de los estados puros |®,) y |®,) , como el que
corresponde al operador densidad (14), con un estado puro que sea combinacién lineal de
|Do) v [Pa) (ec. (1)). Silos coeficientes de esta combinacién cumplen |ca/g‘2 =2+ %, las
probabilidades de encontrar los resultados £1/2 en una medida de I, seran las mismas
en uno y otro estado, de modo que (I,) tomard el mismo valor en ambos. Sin embargo,
la funcién de onda del sistema no esta determinada en el estado mezcla: tanto podria ser
de la forma (1) como ¢, [Py) — 5 |Pg), 0 co |Pa) +ics |Ps) , ete. Esto hace que se anule
cualquier componente transversal de la magnetizacion: (1), = (I,), =0 (ecs. (18) y
(20)), cosa que no ocurriria en cualquiera de aquellos estados puros.
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6. Evolucion temporal

Para poder analizar cualquier experimento espectroscopico deberemos saber dos co-
sas:

= cual es el estado inicial de la muestra, y

= como evoluciona dicho estado con el tiempo.

El estado de partida es siempre un estado de equilibrio termodinamico, y su operador
de densidad viene determinado por la ec. (27). No es dificil comprobar que el sumato-

rio Y. e Fi/FpT ;) ()] es la expresion del operador e~Ho/kaT o 1a base de operadores
{|®1) (P1], |P1) (P2], ...}, lo cual permite expresar aquella ecuacién en la forma:

= 1 et

Peq = Ze

Si las energias del sistema son pequenas frente a kg7, podemos substituir el operador
exponencial por los dos primeros términos de su desarrollo en serie de Taylor:

1~ H
= 1T —2 2

La evolucién del sistema depende de los pulsos que apliquemos y de los tiempos de
espera entre ellos, y estd determinada por la ecuacién de Schrodinger dependiente del
tiempo. Para un estado puro con funcién de onda |¥) esta ecuacién indica cémo varia
dicha funcién con el tiempo:

2Ty -
it = H|0) (29)

de manera que, dada la funcién de onda en un instante inicial (|¥(0))), la resolucién
de esta ecuaciéon nos proporcionara la funcién de onda en cualquier instante posterior
(|¥(t))). Determinando la evolucién de los estados puros que intervienen en un estado
mezcla sabremos como evoluciona el operador de densidad de éste:

P0) =D ol Wk(0) (Ws(0)]  — A1) =D o [Wi(t)) (Wr ()]

De acuerdo con la ec. (29), la evolucién dependera del operador hamiltoniano del
sistema. En un experimento de RMN pueden darse dos situaciones:?

= que no se esté aplicando ningun pulso (evolucidn libre), en cuyo caso el hamiltoniano
(Hp) incluye solamente los términos de interaccién entre cada espin y el campo
magnético estético (como el de la ec. (10)) y los de interaccién entre espines.

5Prescindimos de la relajacién, a la cual sélo haremos una breve referencia en el apartado 7.
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= que se esté aplicando un pulso, en cuyo caso el hamiltoniano incluira, ademas de
aquellos términos, los de interacciéon de cada espin con el campo de la radiacion
(Ho + Hy).

En ambas situaciones es facil resolver la ec. (29). Ademas, los dos tipos de evolucién
pueden racionalizarse en base a reglas sencillas que guardan un estrecho paralelismo con
un modelo vectorial clasico y permiten analizar los experimentos sin necesidad de recurrir
a operaciones matematicas complejas.

6.1. Protones no acoplados

6.1.1. Evolucién libre

Veamos cémo evoluciona una muestra de protones no acoplados bajo un campo estati-
co Byiu,. De cara, sobre todo, al posterior analisis del efecto de los pulsos es conveniente
referir la evolucién a un sistema de referencia que gire con velocidad angular wy.st,, don-
de wycs serd, normalmente, la frecuencia angular de los pulsos de radiacién aplicados. En
dicho sistema giratorio el hamiltoniano (10) adopta la forma:

f{\():(wl_wref)fz:Qlfz (30)

donde
Qr =wr — Wyer = —Y1Bo(0res — 07) (31)

es la frecuencia angular de resonancia relativa a wy.y —el offset— del nicleo. Como la
frecuencia de resonancia de un nicleo depende de su constante de apantallamiento (ec.
(31)) o, lo que es equivalente, de su desplazamiento quimico (67 = (oras — o) x 109), se
suele llamar evolucidn con el desplazamiento quimico a la debida al hamiltoniano (30).

Dado el operador de densidad que describe un estado macroscopico cualquiera de la
muestra (no necesariamente el de equilibrio) en la base (21) en un instante inicial ¢t = 0:

5(0) = pr(0)1 + po(0) L, + py (0)I, + p-(0) L.

bastara saber cémo evolucionan los 4 operadores de la base para conocer la evolucion del
operador de densidad. Se demuestra que el operador identidad T nunca evoluciona; ademas,
su contribucién al operador de densidad es irrelevante (representaria un observable que
siempre toma el valor 1), por lo que suele omitirse. Los otros 3 operadores evolucionan
del siguiente modo:®

I, (218 I, cos(Qt) + IAy sin(€t) B

~ Q). =~ < (evolucién con el (32
[y — [y COS(Q[t) — Ix Sln(th) deSplaZ. qul,miCO) )
= (Q[t)z o

Iz B Iz

6Se acostumbra a poner poner, encima de la flecha que indica la evolucién, alguna identificacién de
ésta: dngulo y eje del giro que produce (25t)., término del hamiltoniano responsable de la evolucién

(Q1.), etc.
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S]r/: (I )osin€2;t

Qt

%/ (Do T

')

(a) (b)
Fig.1

Supongamos, por ejemplo, que el operador de densidad de la muestra en el instante
t=0es

SO PURA

Este operador sélo difiere del de la ec. (22) en el cambio de z por x, de modo que los
valores esperados de las componentes del spin deberdn ser (véanse las ecs. (24), (18) y
(20):

(Ldo=58p  (Lly=0  (L)y=0

Prescindiendo del irrelevante término proporcional a la identidad, el operador de densidad
al cabo de un tiempo ¢ de evolucién libre se obtendra aplicando la primera de las ecs. (32):

Apl, (0ri)s Apl, cos(Ut) + Apj/'; sin(§2,t) (33)
Los coeficientes de l:; y de 1:;, determinan los valores esperados de los correspondientes

observables, de modo que podemos poner:

(LYo e 2 (1) @y cos(Qt) + (1), T, sin(Qt) (34)
Estas ecuaciones indican que la magnetizacion (M =N 71h<f )) gira o precesa en torno al
eje z con velocidad angular Q;u, (fig. 1a). El mismo tipo de movimiento se obtiene para
cualquier operador de densidad inicial, aunque el vector inicial <f> dependera del estado
considerado (fig. 1b). El paralelismo que existe entre las ecs. (33) y (34) reaparece en
cualquier sistema de nticleos no acoplados y para cualquier tipo de evolucién.” Por lo tanto,
basta analizar las ecs. (32) indican también cémo evoluciona la magnetizacién y, viceversa,
podemos utilizar un tratamiento clasico para deducir la evoluciéon de la magnetizacién
(modelo vectorial) y extender las conclusiones del mismo a los operadores IAI, I:, e I.. Por
abuso del lenguaje, se suelen identificar estos operadores con las componentes del vector
(f ), y se dice, por ejemplo, que el operador 1, “gira” en torno al eje z por efecto del campo
estatico.

"Este paralelismo no es casual: de acuerdo con la afirmacién que precede a la ec. (23), las componentes
del vector (I) en la base {i,, @,, @, } son proporcionales a las tres dltimas componentes del operador de

densidad en la base {T, 12, I,,I.}, de manera que estos operadores juegan un papel paralelo al de aquellos
vectores de base.
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(I} \*

Fig.2  °
6.1.2. Evolucién bajo pulsos
Supongamos que la muestra se encuentra en equilibrio en el instante ¢ = 0. Su

operador de densidad vendra dado por la ec. (22) que, omitiendo la contribucién del
operador identidad, se reduce a:

p(0) = Apl. (35)

La magnetizacién correspondiente a este operador apunta hacia el eje z (ecs. (16), (18)
y (20)). Veamos que ocurre si aplicamos un pulso de radiacién de frecuencia angular
wy (resonante) y duracién t, “en torno a” o “sobre el” eje x. Esto dltimo quiere decir
que el campo magnético de la radiacion (El) apunta hacia el eje —x de un sistema de
referencia que gira en torno al eje z con velocidad angular w,.r = w;. Como en este sistema
Q; =0 (ec. (31)), el vector magnetizacién permanecera estatico —independientemente de
su direccion— tanto antes como después del pulso; es decir, no se percibira el efecto de
Eo. En cambio, durante el pulso, él —que también se vera estatico— producird un efecto
analogo al de un campo estatico en el sistema fijo; es decir, la magnetizacién girard un
angulo ¥ = v;Bt, en torno a la direccién de B, (regla de la mano derecha con el pulgar
apuntando hacia el eje x)® (fig. 2):

(I.)o U, — (I.), (U, cos ) — U, sin?)

Como en el caso de la evolucién libre, se comprueba que el operador I, experimenta una
evolucion formalmente idéntica:

I, — I,cos¥ — I,sind

la cual, aplicada a la ec. (35), nos dard la evolucién de p(0).

Razonamientos paralelos pueden aplicarse para predecir la evolucién de cualquier
operador de densidad frente a cualesquiera pulsos.

8l efecto del apantallamiento sobre By es despreciable.
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6.2. Varios nicleos de espin 1/2 acoplados débilmente

Cuando las moléculas de la muestra tienen varios nicleos cuyos espines interaccio-
nan entre si (es decir, estan acoplados) aparecen términos adicionales en el hamiltoniano
que originan nuevos tipos de evolucion. Vamos a ver que, si el acoplamiento es débil, la
evolucién puede obtenerse mediante una extensiéon de las sencillas reglas que rigen en una
muestra de protones no acoplados.

6.2.1. Productos de operadores cartesianos

Supongamos que cada molécula tiene dos nicleos de espin 1/2 acoplados, cuyos mo-
mentos angulares de espin designaremos mediante las letras I y S. Una base ortonormal
de operadores adecuada para expresar los operadores de densidad que describen los es-
tados de espln de los dos nucleos es la formada por todos los productos de uno de los
operadores {11, Iw, I } del primero por uno de los operadores {15, Sx, Sy, S, } del
segundo multlphcados por 2971 siendo ¢ el nimero de operadores I o} S (a =z,y 0
z) multiplicados. Estos productos de operadores cartesianos se indican a continuacion,
separados en grupos que reciben los nombres genéricos indicados, y acompanados de una
notacién méas compacta que nos seré de utilidad més adelante:’

Poblaciones:

1l~~ 1 ~~ o~ ~

51[15 =3 11], Lls=[z1], 1;5.=[1z], 21,5, =2]zz] (36)
Coherencias de ordenes £ 1 o de 1 cuanto; magnetizacion en fase:
Lis=[x1], Lis=W1], 0[S =[], I,;S,=[1y (37)
Coherencias de ordenes + 1 o de 1 cuanto; magnetiz. en antifase:

21,3, =2 [zz], 2[;?9: =2[yz], 2.5, =2 [zx], 2fz3’; = 2 [zy] (38)
Coherencias de ordenes 0y £ 2 o de 0y 2 cuantos:

21,5, =2[ra], 205, =2[my), 205, =2[ya), 20,5, =2l  (39)

Observemos que, en la notaciéon abreviada, el primer caracter se refiere siempre al nicleo
I y el segundo al S.

Las parejas formadas por una de las funciones de onda ‘@a /5> del ntcleo I y otra del
S constituyen una base ortonormal del espacio de funciones de onda de espin de los dos
nucleos:

{12a(1)) [®a(9)) = |aa), |af), [Ba), [66)} (40)

Utilizando la ec. (25) es facil obtener las representaciones matriciales de los operadores
(36) a (39) en esta base.

Las cuatro funciones (40) son propias de los operadores de la primera fila (ec. (36)),
por lo que las matrices que los representan seran diagonales. Calculemos como ejemplo

9Los operadores identidad que multiplican a otros operadores pueden omitirse, aunque su inclusién
facilita la aplicacién de una de las reglas que utilizaremos.
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un elemento diagonal y uno no diagonal del cuarto operador (véase la ec. (2)):

~—— 1 1 1 1

(asferst|as) = (asfe(3) (-5)[7) =5 t@stan = =3
(palerst|as) = (sal2(3) (-3)[7) =5 Galas) =0

Nos referimos, por ello, a dichos operadores como poblaciones. Los tinicos elementos no
nulos de las matrices que representan los operadores de las filas segunda y tercera (ecs.
(37) y (38)) corresponden a pares de funciones de la base que difieren en una unidad de
I, + S., como |aa) y |af). Por ejemplo (véase la ec. (17):

(aa|55] as) = (a1 (3 )] aa) = 3

Se dice que estos operadores “conectan” funciones con A(I, + S,) = £1 y les llama
coherencias de ordenes +1 o de 1 cuanto. Los operadores de la cuarta fila conectan

funcmnes con A( +5.) =0 (como |af) y|fa)) o A(L, + S.) = £2 (como |aa) y |55));

- () Q)
b (b () o

Se les llama coherencias de dordenes 0 y £2 o de 0 y 2 cuantos. El significado de los
términos “magnetizacion en fase” y “magnetizacion en antifase” se indicara en la seccion

7.

(as|2L3,

<aa ’2[;3;

Para tres nicleos de espin 1/2 acoplados, I, Sy T, la base de productos de operadores
cartesianos se obtiene multlphcando un operador del ConJunto {1 I Iw, f }, por otro
del conjunto {1, S, Sy, S, }, por otro del conjunto {lT, T, T, T. Ly por 2¢-1 Algunos
de los 64 operadores resultantes son:'’

1 Ll 1 AN AN T~
511151T =3 [111], Llgly =[211], 2]zz1], 4[zzz] (poblaciones)

[z11], [1yl], 2[zz1], 2[z1y], 4[xzz] (coherencias de drdenes =+ 1)
2xxl], 4[yzx] (coherencias de drdenes 0y + 2)
Adlzxz], 4lyyz] (coherencias de drdenes £ 1y £ 3)

Esta misma sistematica permite establecer bases de operadores producto para sistemas
con cualquier nimero de espines 1/2 acoplados.

6.2.2. Evolucién libre

El operador hamiltoniano de un sistema de espines acoplados es una suma de términos
de interaccion de cada espin con el campo estatico (analogos al de la ec. (30)) y términos

0Estos operadores no estan normalizados, siendo su constante de normalizacién 1/v/2. En general, la
constante de normalizacién de los operadores producto construidos de este modo para N espines acoplados

es 1/v2N-2,
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de acoplamiento entre parejas de espines. Si las moléculas de la muestra giran libremente
(fases liquida o gaseosa) el término de acoplamiento entre dos espines I y S tiene la

forma 2rJigl - S (acoplamiento indirecto, escalar o J), donde Jys es la constante de
acoplamiento expresada en unidades de frecuencia. Cuando el acoplamiento es débil dicho
término puede substituirse por 27TJ[5] S El hamiltoniano del sistema de espines con
acoplamientos débiles adoptard, en el sistema giratorio, la siguiente forma:

Hy= L +0¢S. + ... +2nJ;gLS. + ... (41)
donde €, Qg, ...son los offsets de los nicleos I, S, ... (ec. (31)). El acoplamiento entre

I y S puede considerarse débil cuando 27.J;s << |27 — Qg].

La evolucion producida por este hamiltoniano puede descomponerse, formalmente,
en dos etapas: en una de ellas s6lo actuarian los términos de interacciéon con el campo
estatico (evolucion con el desplazamiento quimico) y en la otra actuarfan tinicamente los
términos de acoplamiento entre espines (evolucion con el acoplamiento). El orden en que
se apliquen estos dos tipos de evolucién es indiferente.

Evoluciéon con el desplazamiento quimico Se demuestra que la evolucién con el
desplazamiento quimico de cada operador producto se obtiene aplicando las mismas ecua-
ciones que determinan la evolucion de los operadores 1AI, I, I, y I, en ausencia de
acoplamientos (ecs. (32)) a cada factor del producto.

Veamos, por ejemplo, como evoluciona el producto ] Iy = [xl] Como el operador
identidad 1 s nunca cambia, bastara considerar la evolucion de ]

Iig =2 (@) Iig cos(th)—i-IAylAgSin(Q[t)

o, introduciendo las definiciones
cr = cos Qt sy =sin it

y utilizando la notacién abreviada para los operadores,
1] % [21) ¢r + [y1] 57 (42)

Si hay mas de un factor que evoluciona en el producto de operadores las evoluciones
de cada uno pueden incluirse de manera sucesiva (el orden es irrelevante):

(QSt)z

Qrt
O leyz) er + 4 [y s ©2%

4[ryz] —54

dlzyz] cres — 4 lxxz]erss + 4 [yyz] sics — 4 [yxz] syss

Evolucion con el acoplamiento Las evoluciones de nicleos acoplados entre si estan
interconectadas. Se demuestra que, en el caso de un acoplamiento escalar débil entre
dos ntucleos con spines I y S , el término 27TJ15[ S del hamiltoniano afecta sélo a los
operadores producto de una componente transversal (x o y) de uno de los espines por la
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identidad o la componente z del otro (multiplicados o no por otros operadores). El efecto
producido sobre uno de tales productos (O) es:'!

0 "= 5 cos(mJrst) + /O\’sin(wJ 1st)| (evolucién con el acoplamiento J) (43)

donde el operador O’ se obtiene a partir de O efectuando los cambios siguientes:

r—y
y — —x | (evolucién con el acoplamiento J) (44)
1l e— 22

Observemos que la evolucién de las componentes transversales supone un giro de angulo
mJrst en torno al eje z en el sentido habitual (regla de la mano derecha). El otro cambio
que se produce (1 < 2z) hace que los operadores de la ec. (37) (magnetizacion en fase) se
intercambien con los de la ec. (38) (magnetizacién en antifase) i viceversa, conservandose
su orden de coherencia. Por ejemplo, si un nicleo I estd acoplado con otro S la evolucién
del operador I$1AS con dicho acoplamiento sera:

Iig 2501 s cos(mJyst) + QZJ/S:sin(WJISt)
o, introduciendo las definiciones
crs = cos gt srg = sinwJrgt (45)
y utilizando la notacién abreviada para los operadores,

wJ,
[21] (m1s9). [z1] 15 + 2 [yz] s1s

A esta evolucién habrd que afiadirle la debida a la interaccién con By (ec. (42)). El orden
en que se incluyan es irrelevante; por ejemplo, si empezamos por esta ultima,

[o1) 5 1) er + [y1] sp -
[x1] crers + 2 [yz] ersis + [yl] srers — 2 [x2] spsys (46)

Consideremos ahora un sistema de tres espines tales que el primero esta acoplado
con el segundo y éste con el tercero (sistema AMX o IST). Las evoluciones debidas a
uno y otro acoplamiento se pueden incluir también en cualquier orden (observemos que el
acoplamiento entre dos de los niicleos no afecta a los operadores del tercero):

(mJsTt),

dlzzy]crs + 2 [yly] s;s —

A[xzy] crsest — 2 [xlx] crssst + 2 [yly] siscst — 4 [yzx] spsSst

4 [zzy] (TFJI—S?Z

HUEste tipo de evolucién admite también una interpretacién basada en el modelo vectorial que no
analizaremos.
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6.2.3. Evolucion bajo pulsos

El efecto de los pulsos sobre los operadores producto es muy simple: un pulso de
angulo 1 en torno a un eje a a la frecuencia de resonancia del nicleo I produce un “giro”

de cada componente cartesiana de I igual al que experimentaria el vector de espin (f ) en
ausencia de acoplamientos'? (véase el apartado 6.1.2).

Por ejemplo, un pulso de dngulo ¥ en torno al eje z a la frecuencia de resonancia
del nucleo I producird un “giro” de I, e I, en torno al eje z en sentido antihorario y
dejard invariable I, (fig. 3):

)
2

]

\ h y
J)
T, .
* :
X
Fig.3
& da(I) ~ . (evolucion con un pulso de frecuencia
1} 79—>(1) {f cos+ j:f sin ¥ wr y dngulo 9 en torno al eje z)
I, — I, cos¥— I,sin?

Un pulso de éngulo 9 en torno al eje z a la frecuencia de resonancia del nicleo S de
un sistema IST' producird el siguiente cambio en el operador 41,5, T, = 4 [zyz]:

4 [zyz] 28) [zyz] cos ¥ + 4 [xzz] sin v

Si el pulso afecta a varios nicleos habra que tener en cuenta sucesivamente la evolu-
cién de cada uno de ellos. En el ejemplo anterior, si los nicleos S y T fueran protones y [
fuera un '3C, un pulso no selectivo “sobre” (es decir, “a la frecuencia de resonancia de”)

12E] efecto de éstos durante el breve intervalo que dura un pulso es despreciable.
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los protones de angulo ¥ en torno al eje x produciria el efecto siguiente:
4 [zyz] =8y [zyz] cos ¥ + 4 [rzz] sin v U=0)
4 [zyz] cos® ¥ — 4 [zyy] cos U sin ¥
+4 [zz2] sind cos ¥ — 4 [wzy] sin®

7. Detecciéon (FID)

La ultima etapa del proceso experimental que conlleva todo experimento espec-
troscopico consiste en detectar alguna senal producida por la muestra. Aunque cualquiera
de los operadores producto que hemos considerado representa una propiedad del sistema
de espines que, en principio, podria ser observada con un dispositivo de medida adecuado,
los aparatos de RMN solo detectan las ondas electromagnéticas producidas por compo-
nentes transversales de la magnetizacién (M, i M,) que oscilen dentro de un estrecho
intervalo, banda, ventana o canal de frecuencias, el cual, normalmente, cubre las senales
producidas por un unico nucleido. Mientras se registra esta senal (periodo de adquisicion
de datos), la relajaciéon amortigua las oscilaciones producidas por la evolucién libre del
sistema, por lo que la senial registrada se conoce como free induction decay (FID).

Del operador de densidad que describe la muestra al final del experimento (cuando
se inicia el registro del FID) unicamente nos interesaran, por tanto, los términos que
contienen un operador transversal, I; 0 [Ay, de algin espin con frecuencia de resonancia
incluida en el canal examinado (multiplicado o no por operadores identidad de otros
espines), asi como los que produzcan operadores de este tipo en su evolucién libre. De
acuerdo con las ecs. (43) y (44), éstos seran productos de una componente transversal
de algin espin, 1/'; 0 IAy, por uno o mas operadores fg*: de espines S acoplados con Iy
operadores identidad del resto de espines del sistema. Por ejemplo:

wJrste

2@@ ( —>)z nygz COS(?TjjstQ) - j;l/rg SiIl(ﬂ'J[stg)

donde hemos llamado ¢, al tiempo que transcurre durante el registro del FID. Observemos
que los operadores que nos interesan son todos coherencias de un cuanto de algin nicleo
con frecuencia de resonancia en el canal examinado.

Veamos como son las senales producidas por el operador ]Ax (multiplicado o no por
operadores identidad de otros espines). De acuerdo con la ec. (46):

IAxlAg (MZ(W@)ZEQ cos(Q2ta) cos(mJrsta) + QIA?;SZ cos(Q2yt) sin(mwJysts)
‘|—j;1/:9 Sin(Qth) COS(WJ[,gtg) - QES: Sil’l(Qﬂfg) SiIl(T('J[StQ)

Los coeficientes de .7;1AS y de ]AylAS determinan los valores esperados de los observables ]Ax
e I, respectivamente:

1
(I,) o< cos(Qts) cos(mJisty) = 5 [cos(Q + wJrs)ta + cos(Qp — wJrs)ta]

1
(I,) o sin(Qte) cos(mJrgts) = 5 [sin(Q + wJrg)ta + sin(Qp — wJrg)ta]
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La magnetizacion transversal es, pues, una suma de dos contribuciones: una que gira con
velocidad angular Q; + 7J;g:

—

1
<[J_>1 X 5 [ﬁx COS(Q[ + 7T<][S)t2 + ﬁy Sin(Q[ + Wst)tz] (47)

y otra que lo hace con velocidad angular Q; — 7Jyg:'?

-

1 L.
(I,)9 x 5 [t cos(Q2p — mJrg)ta + iy sin($2; — wJ1s)to] (48)

Ambos valores son préximos a la {7, y las dos contribuciones son inicialmente paralelas,
por lo que se dice que I, (lo mismo que 1)) genera magnetizacion en fase del nicleo I. La
transformada de Fourier del correspondiente FID presentard sendos picos (un doblete) del
mismo signo centrados en las frecuencias angulares 2y + 7.Jrg; es decir, en las frecuencias
% + 215 (fig. 4a).

(Qy/2m) — (J,4/2)

(Q/27) — (J,/2)

/4 (2/2m) + (J;§/2)
(/2m) — (J,5/2)
(2/2m) + (J;§/2)
(a) (b) ()
(Q2y/27) + (J,/2)
Fig. 4

En cambio, el operador 2@3’: (lo mismo que 21:;3:) genera magnetizacion en anti-
fase del nicleo I, ya que produce dos contribuciones a la magnetizacion que giran con
velocidades angulares €); + wJ;g y signos opuestos al inicio de la adquisicion. En efecto:

wJrsta),

2 [12] cos(Qts) + 2 [y2] sin(Qts) "5
2 [xz] cos(Qta) cos(mIysta) + [y1] cos(€2ts) sin(mJysts)
+2 [yz] sin(Qta) cos(mJrgte) — [x1] sin(Qts) sin(wJrsts)

2 [x2] (€2rt2)-

Los correspondientes valores esperados de I, i de I, oscilaran del siguiente modo durante
el FID:

1
(1) o< —sin(Qyty) sin(mJrsts) = 5 [cos(Q2; + mJrs)te — cos(d; — wJrg)ts]

1
<Iy> XX COS(Q[Q) SiH(T('J[StQ) = 5 [Sin(Q] + Wjjs)tg - sin(Q] - Wjjs)tg]

13Un sencillo analisis de los niveles de energia del sistema muestra que una de estas contribuciones
corresponde a los nicleos I acoplados con un nicleo S en el estado |®,(S)), v la otra a la de los nicleos
I acoplados con un nicleo S en el estado |Pg(S)) .
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de modo que la magnetizacién constaréd de dos contribuciones que, en el instante t5 = 0,
tienen igual magnitud y signos opuestos:

-

1
(1)1 B [t cos(Q + mJ1g)ta + Uy, sin(Q + 7 Jrs)ts]

-

1
(1)) x —3 [t cos(Qy — mJrg)te + U, sin(Qy — wJ15)to]

La transformada de Fourier de estas funciones dara lugar a sendos picos de signos opuestos
en una escala de frecuencias (fig. 4b).

El lector puede comprobar, como ejercicio, que el operador 2]23; produce dos senales
centradas en las frecuencias Qg + w.J;s en antifase (antiparalelas en t, = 0):

—

1
(S1)1 x 5 [, sin(Qg + wJ1g)ts + U, cos(Qs + wJ1g)ts] (49)

—

1, 5 . o
<SL>2 X —5 [—’LLI SlIl(QS — 7TJ[5)252 4+ Uy COS(QS — 7TJ]S>t2] (50)

Observemos que la funcion que modula la componente = del spin es un seno, en lugar
del coseno que aparecia en los dos casos anteriores. Su transformada de Fourier presenta
una brusca oscilacién en torno a Qg + wJrg, de manera que el doblete tendra ahora el
perfil indicado en la fig. 4c (senales en dispersion). En cambio, cuando la componente z
estd modulada por un coseno cada senal presenta un maximo (un minimo si es negativa) en
torno a su frecuencia central (figs. 4a y 4b), y decimos que se trata de senales en absorcion.
Los espectrometros de RMN permiten modificar el perfil de las senales cambiando la fase
del detector: si ésta es de 0° (deteccién de M, ) una componente de M que en ty = 0 sea
paralela al eje x (IAxlAs, 2[;?9:, 2[:3;, etc.) producira sefiales en absorcién, y si es paralela
al eje y (.E,l/;v, 2]:;5:, 2.7;,3;, etc.) producird senales en dispersién. Si aumentamos en 90°
la fase del detector (deteccion de M,) ocurrira lo contrario.

Veamos un ultimo ejemplo: la evolucién durante el FID del operador 4[zzz| de un
sistema de 3 espines 1/2 (I, S y T'), todos ellos acoplados débilmente entre si. El acopla-
miento produce cuatro términos:

wJ 7J
4 [zzz] (rlista)sy [xzz] crs + 2 [ylz] s1s (rirtz).
4 [ZEZZ] CisCrr + 2 [yzl] CisSiT + 2 [ylz] SisCit — [:L‘ll] S1sSiT

de los cuales sélo el ultimo es observable ((I,) # 0). La evolucién de éste con el desplaza-
miento quimico:

Qrta)z
[:Ij‘ll] SISSIT (I—tQQ [.1‘11] CrSisSIt + [yll] SISISSIT

presenta oscilaciones de (I,) que pueden descomponerse en cuatro contribuciones sinusoi-
dales:

1
(1) ox cos(Qrty) sin(mJrsts) sin(mwJpty) = 5[3111((21 + wJis)te — sin(Q; — wJrg)to] sin(wJrrts)

1
= Z[ —cos(Q + s + wJr)te + cos(Q + w s — wIir)ts
+ cos(Qp — g + wJrr)ta — cos(Qp — wJrg — wJpr)ts]
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La transformacién de Fourier de tales oscilaciones dara, pues, cuatro senales en absor-
cién con frecuencias angulares préoximas a Q; (7 + wJ;s & wJy7) y signos alternados
(magnetizacion del nicleo I en antifase respecto de S'y de T').

El lector puede comprobar que el operador 4[zzz] no serfa observable si, por ejemplo,
los espines I y T' no estuvieran acoplados. Otro ejercicio interesante puede ser comprobar
que, cuando los tres nicleos estan acoplados, el operador 4[zzz]| no es observable.

8. COSY de dos protones acoplados débilmente

Consideremos un sistema de dos protones acoplados débilmente al que se aplican dos
pulsos no selectivos de 90 en torno al eje x separados por un intervalo de tiempo ¢;. Esta
secuencia se utiliza en el experimento COSY, como se vera en otras sesiones de este curso.
El registro del FID se inicia al término del segundo pulso.

El punto de partida es siempre el estado de equilibrio termodindmico bajo el campo
estatico By, y su operador de densidad viene determinado por la ec. (28):

1 (T H\o ) 1 (T _ wrl, + ws@ - 27rJ131.Az~/SZ>

Z

Pea ™7 kT kT

Es facil comprobar que Z coincide, en buena aproximacion, con la dimensién del espacio
de funciones de onda cuando las energias del sistema son pequenas frente a kg1 y estan
distribuidas simétricamente respecto del origen energético, como ocurre en una muestra
de RMN. Por otra parte, el término de acoplamiento del hamiltoniano puede despreciarse
frente a los de interaccién con el campo estatico de cara al cdlculo de las poblaciones de
equilibrio. Teniendo en cuenta lo anterior y omitiendo el irrelevante operador identidad
podemos expresar el operador de densidad en la forma:

eq ~ — ]z - Sz ol
Pea = T ko T~ dkpT (51)

La evolucion de IAZ = ]:1; hasta el inicio de la deteccién:

902(I,5)

[21] EEY — 1)

(mJrst1),

—[yl)er + [xl) s —

902(1,8
— [y1] crers + 2 [x2] ersps + [x1] spers + 2 [yz] srsis = (1,5)

— [21] crers — 2 [xy) ersps + [x1] spers — 2 [2y] s1s1s (52)

produce dos coherencias de un cuanto, [z1] y 2[zy], responsables de la magnetizacién
transversal que se detectara en el FID.

Ya hemos visto que [z1] = I,1g = I, genera magnetizacion en fase del niicleo I (ecs.
(47) y (48)), la cual, tras la transformacién de Fourier, producird dos senales en absorcién
del mismo signo a frecuencias 2y = Q; + 7J;5 (fig. 4a). La amplitud de estas senales
esta modulada por un factor que es suma de dos funciones sinusoidales de ¢;:

1
sin(Qyty) cos(wJrsty) = 5 [sin(Q + wJrs)ty 4 sin(Q — 7Jr5)t]
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Repitiendo la secuencia de pulsos para diferentes valores de t; podremos determinar esta
funciéon moduladora, y su transformada de Fourier presentara dos senales del mismo signo
(en fase) centradas en los valores §2; + wJ;s de una segunda escala de frecuencias, que
llamaremos €2;. Una representacion de las senales derivadas de _7; como alturas sobre un
plano de coordenadas €2, y {25 presentard, pues, cuatro picos de coordenadas proximas
al punto (27,;) de la diagonal 2; = Q. Este tipo se sefiales se conocen como picos
diagonales.

La otra coherencia de un cuanto que aparece en la ec. (52) (2[zy] = 2[:3;) genera
magnetizacién en antifase del nicleo S (ecs. (49) y (50)), la cual, tras la transformacién de
Fourier, producira dos senales en dispersién de signos distintos centradas en las frecuencias
Oy = Qg +7Jpg (fig. 4¢c)). La amplitud de estas senales estd modulada por un factor que
es suma de dos funciones oscilatorias de t; con frecuencias proximas a §2;:

1
—sin(Qty) sin(wJysty) = 5 [cos(Q + wJrs)ty — cos(Qp — wJys)t]

La transformacién de Fourier de esta funcién moduladora dara senales opuestas (en an-
tifase) a las frecuencias ; = Q; + 7Jrg, de modo que una representacién bidimensional
de las senales derivadas de 2]:3’; presentara cuatro picos no diagonales en torno al punto
(Qr,Qs). Las senales no diagonales se conocen como picos de cruce.

Observemos que el segundo pulso ha convertido magnetizacion en antifase del niicleo
I (2[yz] = 2I,5,) en magnetizacién en antifase del nicleo S (=2 [zy] = —21,5,); es decir,
ha transferido magnetizacion (coherencia de 1 cuanto) del nicleo I al S. Esto, a su vez,
ha sido posible gracias a que, durante el intervalo ¢;, el acoplamiento ha “introducido” el
operador S, en los operadores que representaban magnetizacion transversal del ntcleo [
(ec. (44)).

La evolucién de S, = [12] es totalmente paralela a la de I, = [21]:

90°.(1,S) (Qst1). (mJrst1), 90°%(1,S)
—_— == — —_—

[12]

—[1z] escrs — 2 [yx] cssps + [1x] sscrs — 2 [yz] sssis

El término [lz] = 118, producird magnetizacién en fase del nticleo S (Qy = Qs £ 7J1s)
modulada por el factor:

1
sin(Qgty ) cos(mJysty) = 5 [sin(Qg + 7Jrg)t1 + sin(Qg — wJ1g)t]

(@ = Qg £ 7Jrg), y su doble transformada de Fourier dara cuatro senales proximas al
punto (§2g,€s) de la diagonal. El término 2 [yz] = 2I,S, producird magnetizacién en
antifase del nicleo I (25 = Q7 + 7Jrg) modulada por el factor:

1
— sin(Qgty) sin(rJrsty) = B [cos(Q2s + wJrs)t1 — cos(Qds — mJ1s)t]

(Q = Qg £ 7Jrg), vy su doble transformada de Fourier daré cuatro seniales de cruce en
torno al punto de coordenadas (g, Q7).
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9. Productos de operadores escalera

Hemos visto que la expresion de los operadores de densidad en una base de productos
de operadores cartesianos (x, y, z o 1) proporciona una sistemdtica sencilla y facilmente
visualizable para analizar cualquier evolucién de un sistema de espines 1/2 acoplados
débilmente. No obstante, el hecho de que cada etapa de la evolucion implique, en general,
la conversién de un término en dos, hace que la expresion del operador de densidad
pueda complicarse bastante, sobre todo cuando se utilizan pulsos de angulos que no sean
multiplos de 90°. Una alternativa que simplifica el seguimiento de muchos experimentos
consiste en substituir cada pareja de operadores I, e I, por sus combinaciones ortogonales

Iiel:

— ~

I =1, +il, I_=1,—il,
L= +T)/2 I,=( -1)/2

donde i = —V/1. E e T_ se conocen como operadores escalera o de desplazamiento as-
cendente y descendente, respectivamente. De las ecs. (17) y (19) se deduce que estos

operadores producen el siguiente efecto sobre las funciones propias de I:

L) = 0 15 |25) = |2) (53)
[C]®,) = [®5) T |@g)=0 (54)

es decir, el operador ascendente I, “asciende” el valor de |®3) de —1/2 a 1/2, mientras
que el descendente I_ “desciende” el de |®,) de 1/2 a —1/2.

La evolucién de estos operados con el desplazamiento quimico se obtiene enseguida

a partir de las ecs. (32) y la relacién de Euler (cosa + isina = ¢%): 1
I; (@) Toe¥iut (evolucion con el desplazamiento quimico) (55)

Por cada pareja I — S de nicleos acoplados débilmente los productos O de un operador + o
— de uno de ellos por z o 1 del otro (multiplicados o no por otros operadores) evolucionan
del siguiente modo:

O s O cos(mJyst) + asin(ﬂJ 1st) (evolucion con el acoplamiento J)  (56)

donde el paso de O a O se efectiia del siguiente modo:

1 — Fi2z2

9 — il (signo — o + segun sea + o — el operador escalera) (57)

14Pyede parecer contradictorio que, si I; e IAU precesan en sentido antihorario, ﬁ lo haga en el sentido
contrario, ya que su evolucién consiste en una disminucion de su fase con el tiempo. Esta aparente
contradiccién es consecuencia del abuso del lenguaje que se efectiia al identificar los observables con los
operadores de la base utilizada para expresar el operador de densidad. Como Iy no son autoadjuntos
—uno es el adjunto del otro—, el coeficiente de uno de ellos se identifica con el valor esperado del otro
(véanse las ecs. (8) y (7)), v es I_ el que puede identificarse con la magnetizacién transversal.
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Por ejemplo,

—~ ~ (7] —~ o~ ~
Iilg ( I—St>)z [ilg COS(ﬂ'stt) F i2[iSz Sin(’irjjgt)

Los productos de operadores escalera, obtenidos multiplicando un operador +, —, z
o 1 de cada ntucleo de un sistema de espines, tienen otra ventaja sobre los productos
con componentes cartesianas: sus elementos matriciales no nulos conectan estados con un
tnico cambio de Y I,, como se deduce a partir de las ecs. (53) y (54). En consecuencia, el
orden de coherencia de cada producto esta univocamente definido, y es igual al nimero de
operadores ascendentes que contiene menos el de operadores descendentes. Por ejemplo,
2]_S, = 2[— 2] es una coherencia de orden —1, 41_S,I; = 4[— z+] es una coherencia de
orden 0, etc. De las ecs. (55), (56) y (57) se desprende que la evolucién libre no modifica
el orden de coherencia de estos operadores. Si lo pueden modificar, en cambio, los pulsos,
aunque el efecto de éstos se expresa de manera mas sencilla e intuitiva en funcion de los
operadores cartesianos.

Cuando la adquisicion se efectiia mediante deteccion por cuadratura, los inicos térmi-
nos del operador de densidad que representan magnetizacion observable son coherencias
de orden —1 que, al inicio de la adquisicién de datos, tengan un operador I_'* —donde
I es cualquier espin con frecuencia de resonancia en el canal de deteccién— multiplicado
o no por operadores S, de espines acoplados con I y operadores identidad de los demas
espines del sistema. Por ejemplo, para un sistema de 3 espines (I, S y T') acoplados débil-
mente el operador 4 [—zz] produce el término observable 4 [—11] en su evolucién con el
acoplamiento (de acuerdo con la ec. (55) la evolucién con el desplazamiento quimico no
modifica esencialmente este resultado):

(rJrst2), (mJr7t2),
] = R

4[—zz 4d[—zz]crs +12[—12] st

4 [—ZZ] CrisCrr + 12 [—21] CisSIiT + 22 [—12] S1sCiT — [—11] SISSIT
Por lo tanto, todo experimento comenzara con un operador de densidad sin coherencias

—como corresponde a un estado de equilibrio (véase, por ejemplo, la ec. (51))— y de-
bera terminar con algiin término, por lo menos, con orden de coherencia —1.

Los productos de operadores escalera facilitan el seguimiento de la evolucién de las
coherencias en la seleccién de rutas de transferencia de coherencia, los ciclados de fases,
los experimentos con gradientes, etc.
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I5Este es el operador que puede identificarse con la magnetizacién transversal, tal como se indica en la
nota a pie de la pagina anterior.



