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1 Matrius 1 sistemes lineals

Exercicis
3 -4 6 0 -1
1. SiguiA=|( 2 5 -2 |,B=| -5 4 |. Calculeu

1 0 3 2 -1

(a) A-B

(b) A

(c) A7

(d) B- B’ (aqui B’ denota la matriu transposada de B)

0o 1 -2 -1
3. Calculeu el rang de la matriu A= -1 0 0 -1
3 2 —4 0
y—2z2=-6

4. Donat el sistema ¢ —x +y—32= -9
3r+2y+z2=-1
(a) Apliqueu el teorema de Rouché-Frobenius per estudiar les seves solucions.
(b) Resoleu el sistema.

—6x+2=0

5. Donat el sistema { Y+ 22 =0

(a) Apliqueu el teorema de Rouché-Frobenius per estudiar les seves solucions.
(b) Resoleu el sistema.
(¢) Escolliu dues solucions i verifiqueu que compleixen el sistema.

—r+4+2y—42=0

6. Donat el sistema { 21 — 4y + 82 =0

(a) Apliqueu el teorema de Rouché-Frobenius per estudiar les seves solucions.

(b) Resoleu el sistema.

or+y+4z=2
7. Donat el sistema —3r—32=2
y—z=2

(a) Apliqueu el teorema de Rouché-Frobenius per estudiar les seves solucions.



(b) Resoleu el sistema.

8. Sigui A una matriu de dimensié n x n. Si Rang(A) < n, discutiu si podem
assegurar que existeix algun vector b de dimensi6 n tal que Ab = 0.



Solucions

32 =25
1. () | =29 20
6 —4
7T =32 44
b) [ 14 17 -4
6 —4 15
Ty oq
=8 3 1
R
47 47 47
1 -4
@ [ -4 41 -14
1 -14 5

2. Si calculem el determinant tenim que |A| = 0+ 42 +0—x — 3z = 0. Per tant,
el determinant sempre és 0 independentment del valor de x.

3. El rang de la matriu és 3, ja que podem trobar un menor d’ordre 3 no nul,
0 -2 -1
per exemple | —1 0 —1 | = 2. No és possible que el rang sigui 4 perqué
3 —4 0
el rang d’una matriu no pot ser major que el niimero de files o columnes que
conté, i la matriu A conté 3 files.

4. (a) Seguint el teorema de Rouché-Frobenius, calculem el rang de la matriu
del sistema i el rang de la matriu ampliada:

0 1 =2
Rang| -1 1 -3 | =3
3 2 1
0 1 -2 -6
Rang| -1 1 -3 -9 | =3.
3 2 1 -1

Com els rangs coincideixen, el sistema és compatible i per tant té soluci6.
A més a més, com els rangs coincideixen amb el nombre d’incognites, el
sistema és compatible determinant i per tant la soluci6 és tnica.

esolem el sistema per substituci6. De la primera equacié tenim que
b) Resol 1 sist bstitucié. De 1 i i0 teni
y = 2z — 6, i de la segona tenim que z = y — 3z + 9. Substituint aquests



valors en la tercera equacié obtenim

3y—32+9)+222—-6)+z = -1
3y —92+2T+42—12+42 = —1
3y —4z+15 = —1
322 —6) —4z4+15 = —1
6z —18—-4z+15 = —1
22 = 2

z

Com de la primera equaci6é tenim que y = 2z — 6, conegut el valor de
z substituim i trobem que y = 2(3) — 6 = —1. De forma analoga, de
la segona equaci6 tenim z = y — 3z + 9. Substituint obtenim finalment
r=-4-3(1)+9=2.

En resum, la tnica soluci6 del sistema és x = 2,y = —4, z = 1. En forma
vectorial 'expressem com (2, —4,1).

5. (a) Procedint de forma analoga a 'exercici anterior, el rang de la matriu del

sistema
-6 0 1
0O 1 2

és 2 donat que el menor no nul d’ordre maxim és d’ordre 2. El rang de

la matriu ampliada
-6 0 1 0
0 1 20

també és 2 ja que afegir una columna de zeros no modifica el rang de
la matriu. El nombre d’incognites és 3. Per tant, en virtut del teorema
de Rouché-Frobenius, el sistema és compatible indeterminat, ja que el
rang de la matriu del sistema és igual al rang de la matriu ampliada pero
menor al nombre incognites.

(b) Abans de comengar a resoldre el sistema convé notar que el sistema té
1 grau de llibertat (recordem que els graus de llibertat s’obtenen com la
diferéncia entre el nombre de variables, en aquest cas 3, i el rang de la
matriu del sistema, en aquest cas 2). Aixd vol dir que la soluci6 estara
en funcié d’una de les variables. En el nostre cas farem que la soluci
estigui en funci6 de la variable x com a exemple.

De la primera equaci6 obtenim z = 6z, i de la segona z = —2z, de
manera que z = —2(6x) = —12z. Aixi, donant un valor a la variable z
obtenim automaticament el valor de y i de z que resolen el sistema. En
notaci6 vectorial diem que la soluci6 és de la forma (x, —12x, 6z).

(c) Del’apartat b) sabem que les solucions del sistema son de forma (z, —12x, 6z).
Escollim per exemple = 1, de manera que y = —12z = —12(1) = —121
z =62 = 6(1) = 6. Es adir, escollim la soluci6 (1, —12,6). Substituint la
solucio al sistema tenim que la primera equacio es verifica —6(1) 46 = 0,
igual que la segona —12 4 2(6) = 0.
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Si per exemple escollim z = —3, aleshores y = —12(—=3) = 361 z =
6(—3) = —18. Substituint al sistema es verifica tant la primera

—6(—3)—18=0
com la segona

36+ 2(—18) =0
equacio.

El rang de la matriu del sistema

-1 2 -4
2 —4 8
és 1, ja que el menor no nul d’ordre maxim és d’ordre 1. El rang de la

matriu ampliada
-1 2 -4 0
2 —4 8 0

també és 1 pel mateix motiu. El nombre de variables és 4. Seguint
el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema és compatible indeterminat
amb 2 graus de llibertat.

Com el sistema té dos graus de llibertat, la solucié estara en funcié
de dues variables, per exemple y, z. De la primera equacié obtenim
x = 2y — 4z. Per tant, les solucions son de la forma (2y — 4z, 9, 2).

De l'apartat b) sabem que les solucions del sistema son de forma (2y —
4z,y,z). Escollim per exemple y = 1, 2 = 1 de manera que x = 2y—4z =
2(1) — 4(1) = —2. Es a dir, escollim la soluci6 (—2,1,1). Substituint
la solucio al sistema tenim que la primera equacio es verifica —(—2) +
2(1) — 4(1) = 0, igual que la segona —2(—2) — 4(1) 4+ 8(1) = 0.

Si per exemple escollim y = 0, z = —1 aleshores x = 4. Substituint al
sistema es verifica tant la primera

—(4) +2(0) —4(=1) =0

com la segona
2(4) —4(0)+8(1) =0

equacio.

El rang de la matriu del sistema

5 1 4
-3 0 =3
0 1 -1

és 2, ja que el menor no nul d’odre maxim és d’ordre 2.



El rang de la matriu ampliada

5 1 4 2
-3 0 =3 2
0 1 -1 2

és 3, ja que al menys tenim un menor d’ordre 3 no nul, per exemple

5 1
-3 0
0 1

= 22.

DN DN DN

Seguint el teorema de Rouché-Frobenius, com el rang de la matriu del sis-
tema i el de la matriu ampliada s6n diferents, el sistema és incompatible
i no existeix cap solucio.

(b) De l'apartat anterior sabem que no existeix cap solucio, per tant no cal
pedre el temps intentant resoldre’l.

8. L’exercici pregunta per la solucié del sistema Ab = 0. Segons el teorema de
Rouché-Frobenius, el sistema és compatible (és a dir, té solucio) si el rang
de la matriu dels sistema és igual al rang de la matriu ampliada. En aquest
cas la matriu del sistema és la matriu A, que té rang diguem k, que sabem
que és menor que n. La matriu ampliada és la matriu A juntament amb el
vector de termes independents, que en aquest cas és un vector nul i per tant no
augmenta el rang de A. Per tant, podem assegurar que el sistema té solucio.



2 Combinacions lineals

Exercicis

1.

10.

Dibuixeu i descriviu de forma geométrica (recta, pla,...) les combinacions
lineals de

(a) {(3,2)}
(b) {<17_1)7(_3v3)}
(¢) {(0,1),(1,0)}

Descriviu de forma geométrica (recta, pla,...) totes les combinacions lineals
de

1,—1,-1),(—4,—-4,—-4)}
2,0, 0),( 2)}
2,2,2),(1,0,1),(3,2,3)}
2,2,2),(1,0,1),(5,-3,2)}

Discutiu si el vector @ = (2,0,—1) és combinacié lineal dels vectors v =
(6,—-2,4) i =(-3,-1,2).

Discutiu si el vector @ = (1,—2,6) és combinacio lineal dels vectors @; =
(342 im = (15 -1)

Discutiu si el vector @ = (1, 1, 1) és combinacio lineal dels vectors @, = (1,0, 0),
@ = (0,1,0) i @5 = (0,0,1).

(a) {
(b) {
(¢) {

) 1

(=
(
(
(d) {(

Discutiu per a quins valors del parametre k el vector @ = (k,4, k) és combi-
naci6 lineal dels vectors @; = (—1,2,2) i @y = (4,2,1).

Discutiu per a quins valors del parametre k el vector @ = (2, k, 2) és combinacio
lineal dels vectors @, = (1,2,2) i @y = (3,1, —1).

Discutiu per a quin valor o valors del parametre k el vector « = (5,5,5) és
combinaci6 lineal dels vectors u; = (2,0,1), 4y = (k,6,0) i 43 = (—1,1, k).

. Trobeu A\, Ao, A3 tals que

2 0 1 9
M T )4+l -2+ 4= 9
3 0 2 14

Considerem els vectors u, v, @ de dimensi6 3. Expliqueu per qué si el deter-
minant de la matriu formada pel tres vectors és diferent de 0, el vector @ NO
és combinaci6 lineal dels vectors « and v.



11.

12.

Sigui el vector @ = (2,4,6) i siguin u; = (—1,-2,-3), 4y = (—2,—4, —6).
Discutiu si existeix algun vector w tal que @ NO sigui combinaci6 lineal dels
vectors {uy, Uy, W}.

Volem comprovar que les combinacions lineals dels vectors (2, —1,3) 1 (1,4,1)
defineixen un pla i que el vector (5,2,7) es troba en el citat pla. Per tant,
trobeu 'equacio del pla que passa per (2, —1,3),(1,4,1),(0,0,0) i comproveu
que el vector (5,2, 7) satisfa 'equacio del pla.
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Solucions

1. (a) Les combinacions lineals d’un vector generen una recta, en aquest cas la

que passa per (3,2) i per (0,0).

(b) Els dos vectors son proporcionals (per exemple (—3,3) = (—1)- (1, —1)),
pel que generen una recta, en concret la que passa pel punts (1,—1) i
(—3,=3) (i també pel (0,0)).

(c) Les combinacions lineals de {(0,1),(1,0)} omplen un espai de dimensi6
2, ja que la matriu formada pel dos vectors té rang 2. Per tant, omplen
un pla.

2. (a) Una recta que passa pels punts (—1,—1,—4), (—4,—4,—4) (i també
(0,0,0)).
(b) Un pla.
(c) Un pla.
(d) Omple tot P'espai tridimensional, ja que la matriu formada pel tres vec-

tors té rang 3.

3. El vector 4 és combinaci6 lineal de u, i si el sistema d’equacions

6 -3 2
Ml -2 |+ -1 | = 0
4 2 -1

és compatible, és a dir, que té soluci6. En cas contrari, si el sistema no
té solucid, el vector @ no és combinacié lineal de i, 1u>. Una alternativa és
resoldre el sistema i veure si té o no solucié. Una altra alternativa, més rapida,
és aplicar el teorema de Rouché-Frobenius. El rang de la matriu del sistema

6 -3
-2 -1
4 2

és igual a 2, mentre que el rang de la matriu ampliada

6 -3 2
-2 1 0
4 2 -1

és igual a 3. En virtut del teorema de Rouché-Frobenius, al ser el rang de la
matriu del sistema i de la matriu ampliada diferents, el sistema és incompa-
tible, i per tant el vector @ NO és combinaci6 lineal de iy, us.

4. Operant de forma analoga a l'exercici anterior, comparem els rang de les
matrius formades per {u,ds} 1 per {u, @, us}. Si els rangs coincideixen, el
vector 4 serd combinacio lineal de w7 i 1. En cas contrari, no ho sera. Tenim

Rang

[NORSIFN I[N
(%=}
[\

—_
—_



1 31
Rang | —2 % % =2
6 2 -1

Com els rangs son iguals, el vector u és combinaci6 lineal dels vectors i 1 ws.

La interpretacci6 geométrica és que els vectors u; i us generen un pla, i el
vector « es troba situat dins d’aquest pla. Per tant, segur que u es pot
obtenir com a combinaci6 lineal de @ i 5.

. En aquest cas, el rang de la matriu formada pels vectors iy, s i U3 té rang
3. El rang de la matriu ampliada pel vector « també té rang 3. Fixem-nos
que el rang d’aquesta matriu no pot ser inferior a 3 perqué conté els vectors
Uy, U 1 U3, que ja tenien rang 3, i no pot ser quatre perqué la matriu conté
tres files (el rang d’una matriu no por ser més gran que el nombre de files o
columnes!). Per tant, el vector i és combinacio lineal dels vectors 1y, us i Us.
Podem interpretar-ho com que combinacions lineals dels vectors iy, s i 3
omplen tot ’espai tridimensional. El vector @ es troba dins d’aquest espai,
per tant es pot aconseguir com a combinaci6 lineal de iy, s 1 3.

. El rang de la matriu formada pel vectors u; i iy és 2, ja que podem trobar
algun menor d’ordre 2 no nul a la matriu, per exemple

-1 4
‘ Lo ‘ 6.
El vector @ serd combinaci6 lineal de u; i s si el rang de la matriu formada
pels tres vectors és també igual a 2. Tenim que

k-1 4
Rang | 4 2 2 | =2
k2 1

només si k = 3, ja que és I'nic cas en que el determinant d’ordre 3 s’anulla.
Aixi, el vector @ és combinaci6 lineal dels vectors u; i ts només si k = 3.

. De forma analoga a ’exercici anterior, ¥ és combinaci6 lineal dels vectors u;

1 Uy només si k = 1—78.

. Tenim que la matriu del sistema

2 k —1
A=10 6 1
1 0 k
té rang igual a 2 si k = —1% iigual a 3sik # —1%. Aleshores:
e En el cas k # —%, la matriu ampliada

2 kK -1 5

(A;0)=10 6 1 5

1 0 k£ 5

té rang 3 1 el vector ¢ serd combinacio lineal de w7y, s, 3.
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9.

10.

11.

12.

e Enel cas k = —1%, la matriu ampliada (A;b) té rang 3, ja que podem

trobar un menor d’ordre 3 no nul, per exemple

2 -1 5
60
0 1 5 |= - # 0.
1 -5 5
Com Rang(A) # Rang(A;b) el vector 4 no serd combinaci6 lineal de i,
Uz, Us.
Resolent el sistema trobem la solucié tinica A\; = 4, Ay = —2, \3 = 1.

2

Hem de comprovar si el vector w és una combinacié lineal de @ i ¥. Aixo és
equivalent a comprovar si el sistema

U (%1 wq
)\1 U9 + /\2 (%) = Wa
us U3 w3

té solucio (no importa si és unica o no). La matriu ampliada (formada pel
tres vectors) té rang 3 perqué el determinant és diferent de 0. La matriu del
sistema no potser més gran que 2 ja que nomé té dues columnes. Com el
rang de la matriu del sistema no pot ser més gran que el rang de la matriu
ampliada, el sistema no té solucio6 i W no pot ser combinaci6 lineal de 4 i v.

No existeix. El vector u és combinacio6 lineal de w; i us, ja que per exemple
U= 0-1u; — 2 -1y Afegir un tercer vector per combinar no pot fer que deixi
de ser aixi, ja que sempre podem fer @ =0-u; — 2 - Uy + 0 - 0.

El pla queda definit pel I'equaci6 —13z + y + 9z = 0 (si no ho heu estudiat
mai podeu buscar per internet com trobar ’equacié d’un pla que passa per 3
punts donats). Sustituint (5,2,7) a I'equacié obtenim 13- (5)+(2)+9-(7) = 0,
que és cert i per tant el vector (5,2,7) es troba en el pla.

13



3 Espais vectorials

Exercicis

10.

. Expliqueu per qué qualsevol espai vectorial conté necessariament el vector 0.

. Discutiu si el conjunt que conté només el vector 0 és un espai vectorial.

Discutiu si els segiients conjunts son espais vectorials:

(a) El conjunt de matrius triangulars superiors d’ordre 3 x 3.
(b) El conjunt de matrius d’ordre 3 x 2.

(c) El conjunt de matrius singular d’ordre 2 x 2.

. Es possible que un espai vectorial contingui a la vegada vectors de dimensio

2 i de dimensi6 37
Doneu les dues definicions de conjunt de vectors linealment dependents.

Un conjunt de vectors que no és linealment dependent és necessariament li-
nealment independent?

Donats els vectors @ = (1,0,0), @ = (0,1,0), 43 = (0,0,1) i ug = (—2,3,1),
mostreu que els vectors son linealment dependents:

(a) Resolent el sistema UX = 0 i trobant una solucié X # 0.

(b) Comprovant que un dels vectors és combinaci6 lineal dels altres.

Comproveu que el conjunt de vectors {@; = (4,0,2),4ds = (0,0,0),d3 =
(—2,0,—1)} és linealment dependent:

(a) Comprovant que el sistema Ay + Agtly + Agtlz = 0 és compatible inde-
terminat.

(b) Comprovant que un dels vectors és combinaci6 lineal dels altres.

Expliqueu per qué qualsevol conjunt que contingui el vector 0 és linealment
dependent.

Discutiu la dependéncia o independéncia lineal dels conjunts
(a) {(1,-2,3),(3,1,2),(2,-3,1)}
(b) {(_27 _37 3)7 (3a 47 1)7 (17 2a _7)}
(C) {(57 6’ 2)7 (27 37 5)7 (37 27 _1)}

Si el conjunt és linealment dependent, trobeu una combinacié lineal dels
primers dos vectors que doni com a resultat el tercer vector del conjunt.

14



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Sigui el conjunt de vectors {(2,1),(4,2),(3,0)}. Comproveu primer que el
conjunt és linealment dependent. Comproveu després que el tercer vector no
es pot obtenir com a combinaci6 lineal dels dos primers. Contradiu aixo la
definicié de conjunt de vectors linealment dependent?

Donats els vectors @ = (0,2,3) i ¥ = (—1, —4, 1), escolliu un vector w tal que
els vectors u, ¥ i W siguin linealment independents.

Expliqueu per qué qualsevol conjunt de m vectors de R™ és linealment depen-
dent si m > n.

Trobeu el nombre més gran possible de vectors columna independents de:

21 2 3 30 -6 3
0 06 —1 . 2 0 4 2
A=19 50 o0 ! B=1 10 2 1
0 00 0 1 0 2 7

Comproveu que sia=00d =00 f =0, els vectors columna de la matriu

A:

o O Q9
O Qs
S~ DO

son linealment dependents.

Donats els vectors « = (1,3,3), v = (1,0,1) i @ = (6, k, —k), escolliu k tal
que el conjunt de vectors sigui linealment independent.

Donats els vectors 4@ = (2,2,1), v = (k,1,2) i & = (=3, k, 1), escolliu k tal
que el conjunt de vectors sigui linealment dependent.

Escolliu k tal que els vectors
i =(3,5,1), = (k,4,7), 3= (2,—k,0), us=(kk,3)
siguin linealment independents.

Si w1 us s6n dos vectors linealment independents, discutiu si les segiients
afirmacions son certes o falses.

(a) Els vectors Wy i Wy donats per W = @ + Uy 1 Wy = i — Uy sempre son
linealment independents.

(b) Els vectors )y, W 1 w3 donats per wh = @y, Wy = Uy + Uy 1 Wz = Uy — s
sempre son linealment independents.

15



Solucions

1.

3.

4.

Segons la definici6 d’espai vectorial, hem de ser capacos de multiplicar qual-
sevol element de I'espai vectorial per qualsevol nombre real i obtenir com a
resultat un element del mateix espai vectorial. En particular, hem de ser
capagos de multiplicar qualsevol element de 'espai per 0 (que és un nombre
real). Com el resultat de multiplicar per 0 és sempre el vector 0, el vector 0
ha de pertanyer necessariament a tot espai vectorial.

. El conjunt que només conté el vector 0 és efectivament un espai vectorial.

Segons la definici6 d’espai vectorial, combinacions lineals d’elements de I’espai
tenen com a resultat elements del mateix espai. No importa si I’espai conté
només un element, res no diu que no el puguem fer seguir diverses vegades.
Per tant, qualsevol combinaci6 lineal d’elements d’aquest conjunt en particular
sera de la forma \{04+ X0+ ... + )\nﬁ, que té sempre com a resultat el vector

—

0, que és un element del mateix espai vectorial.

(a) Fs un espai vectorial perqué combinacions lineals de matrius triangulars
superiors d’ordre 3 X 3 donen com a resultat matrius triangular superiors
d’ordre 3 x 3. En el cas de combinacions lineal de dos elements de ’espai,
formalment podem escriure

aj; a2 a3 biin bz b3

A 0 axp ax |+ X 0 by bos

0 0 ass 0 0 633
Arary + Agbir Arage + Agbiz Arags + Agbis
= 0 Al + Agbay  Avags + Agbas
0 0 )\1@33 + )\ngg

(b) Es un espai vectorial. Podem aplicar el mateix raonament que en el cas
de Papartat (a).

(¢) NO és un espai vectorial. Un simple contraexemple hauria de ser sufi-
cient. Considerem les matrius singulars (amb determinant igual a 0)

-1 3 1 2
(a) e (d)
: : : 0 5
Sumant A + B obtenim la matriu no singular .

17

NO és possible. Tots els vectors d’un espai vectorial han de tenir la mateixa di-
mensi6. Segons la definicio d’espai vectorial hem de poder sumar dos elements
de ’espai, pero si tenim vectors de dimensio diferent aixo no serad possible.

Primera definicié (dependéncia lineal): Un conjunt de vectors {uy, s, ..., Uy €
R™} és linealment dependent si algun dels vectors del conjunt és combinacié
lineal de la resta.

16



6.

7.

8.

Segona definicié (dependéncia lineal): Un conjunt de vectors {uy, s, . .., Uy €
R™} és linealment dependent si existeix alguna combinaci6 lineal al sistema

M1 4 Aty + ...+ Ml =0
diferent de la solucié trivial.

Seguint les definicions dels apunts de teoria, si un conjunt de vectors no és
linealment dependent ha de ser segur linealment independent.

(a) Resolent el sistema obtenim solucions de la forma {2As, —3A4, — Ay, Ay}
Per tant, els vectors son linealment independents perqué existeixen solu-
cions diferents a Ay = Ay = A3 = Ay = 0 (per exemple \; = 2, )y =
—3,A3 = —1,Ay = 1). De fet no cal resoldre el sistema per saber que
existeixen solucions diferents a la solucio trivial (tots zeros). El rang de
la matriu del sistema és 3, igual que la matriu ampliada, perd menor
que el nombre de variables, 4. Aixo implica que el sistema té infinites
solucions, i per tant alguna d’elles sera diferent a la trivial.

(b) Veiem per exemple que el vector uy és combinacié lineal dels vectors
Uy, Uz, u3. Resolent el sistema,

1 0 0 —2
/\1 0 + )\2 1 -+ )\3 0 == 3
0 0 1 1
trobem la solucio A\; = —2, Ay = 3, A3 = 1, el que implica que uy és

combinaci6 lineal de u, us, u3. Per tant, els quatre vectors no poden ser
linealment independents.

El més simple per resoldre apartat a) és utilitzar el teorema de Rouché-
Frobenius. El rang de la matriu del sistema

-2
0
-1

N O =~
o O O

és igual a 1. El rang de la matriu ampliada també és igual a 1, donat que
afegir una columna de zeros corresponent als termes independents no modifica
el rang de la matriu. En virtut del teorema de Rouché-Frobenius, al ser el
rang de la matriu del sistema igual al rang de la matriu ampliada el sistema és
compatible, i al ser els rangs menors que el nombre d’incégnites, 3, el sistema
és compatible indeterminat.

Una altra alternativa és resoldre el sistema directament, el que déna solucions
de la forma (A1, A2,2\;), propies d’un sistema compatible indeterminat.

A Papartat b) només és necessari comprovar que un dels vectors és combinaci
lineal de la resta. Per exemple, el vector iy és combinaci6 lineal de u; y us,
ja que ﬁ2:0ﬁ1+0ﬁ3 .
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9.

10.

11.

12.

13.

Perqueé el vector 0 sempre es pot construir com a combinacié lineal de la resta
de vectors mitjancant la combinacié lineal

0.ﬁ1+0.ﬁg+...+0.ﬁn:6.

Ho podem resoldre de forma facil calculant el rang de les matrius formades
pels vectors columna. Si el rang és igual al nombre de columnes, el conjunt
serd linealment independent. En cas contrari, sera linealment dependent.

Quan la matriu és quadrada, un métode alternatiu és calcular el determi-
nant: si el determinant és igual a 0, els vectors s6n linealment dependents, en
cas contrari els vectors son linealment independents. Fixem-nos que aquests
métode només funciona si les matrius séon quadrades.

(a) El determinant de la matriu formada pels tres vectors és és igual a —28.
Per tant el conjunt de vectors és linealment independent.

(b) El determinant de la matriu formada pels vectors és igual a 0. Per tant,
el conjunt de vectors és linealment dependent. Resolent el sistema

-2 3 1
)\1 —3 + )\2 4: = 2
3 1 =7

trobem que el tercer vector del conjunt pot obtenir-se multiplicant el
primer vector per —2 i restant el segon vector (A} = —2, Ay = —1).

(c) El determinant de la matriu formada pel tres vectors és 27, per tant el
conjunt és linealment independent.

El rang de la matriu formada pels tres vector és 2, menor que el nombre de
vectors, per tant el conjunt és linealment dependent. El sistema

v (1) (a)= ()

és incompatible, pel que el vector (3,0) no pot ser combinacié lineal dels
vectors (2,1) i (4,2). Notem que no incompleix la definici6 de conjunt de
vectors linealment dependent. Segona la definicid, un conjunt de vectors és
linealment dependent si algun dels vectors és combinacio lineal dels altres.
Per exemple, els vector (2,1) = 2 - (4,2). Aixd no implica perd que tots els
vectors del conjunt hagin de ser combinacié lineal de la resta.

Qualsevol vector tal que la matriu formada pels tres vectors tingui rang 3
serveix. Per exemple, el vector o/ = (1, —3,0).

Si posem els m vectors columna en una matriu, la matriu sera d’ordre n x m.
Per a que els vectors siguin linealment independents el rang de la matriu
hauria de ser m, perd no pot ser ja que com a molt la matriu tindra rang n
(recordem que el rang d’una matriu no pot ser major que el nombre de files o
columnes) i n < m.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

El rang d’una matriu ens informa del major nombre de vectors columna inde-
pendents que conté. La matriu A té rang 3, mentre que la matriu B té rang
2. Per a fer més simple el calcul del rang recordem que una columna o fila de
zeros no pot fer augmentar el rang de la matriu i per tant és prescindible a
I’hora de calcular-lo.

Es facil de veure que sia =00 d = 0 of f =0 el rang de la matriu no pot ser
3 i per tant els vectors columna no poden ser linealment independents.

Els vectors son linealment independents si el determinant de la matriu formada
pels tres vectors és 0. Calculant el determinant en funci6é del parametre k i
resolent tenim que k£ = —%. Per tant, els vectors séon linealment independents

sikz#—%.

Seguint el métode de 'exercici anterior, els vectors son linealment dependents
sik=T70k=-—1.

Si construim una matriu a partir dels quatre vectors, els vectors son linealment
independents si el rang de la matriu formada té rang 4. Pero aixo no és possible
ja que la matriu té 3 files i el rang de la matriu no pot ser major que el nombre
de files o columnes. Per tant, no importa quina £ escollim que el conjunt de
vectors sempre sera linealment dependent.

(a) Els vectors i i iy son linealment independents si la tinica combinacio
lineal que satista A\ + Ay = 0 és la corresponent a \; = Ay = 0. En
termes de w7 i U, 'equacié es pot reescriure com

M (T + 1) 4 X (i — 1) = 0.
Reagrupant termes obtenim
(M + o) + @iz (A1 — A2) = 0.

Aquesta és una combinaci6 lineal de vectors w; and w, que produeix el
vector 0. Com sabem que els vectors @ i @, son linealment independents,
la dnica combinaci6é que produeix el vector 0 és aquella en la que (A +
A2) =01 (A1 — A2) = 0. Resolent el sistema

)\1+/\2 :0
A=A =0

trobem una tnica solucié A\; = Ay = 0, el que segons la definicié d’inde-
pendéncia lineal implica que els vectors u; i 1y sOn linealment indepen-
dents.

(b) Fent servir la mateixa técnica que abans, arribem al sistema

>\1+)\2+)\3 =0
/\2—>\3 :0

que té infinites solucions. Per tant, els vectors Wy, ws i w3 sén linealment
dependents, ja que existeix una soluci6 diferent a la trivial al sistema
AWy + Ay + Azwis = 0.
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4 Base 1 dimensio

Exercicis

—

1. Considereu els vectors @y = (3,1), 4 = (

N|©
=~

)7 2_j3 = (_%72)'

(a) El conjunt format pel vector w3 és un sistema de generadors de R??

9

(b) El conjunt format pels vectors ; i @y és un sistema de generadors de

R??

(c) El conjunt format pels vectors @; i @3 és un sistema de generadors de
R??

(d) El conjunt format pels vectors iy i @3 és un sistema de generadors de
R2?

(e) El conjunt format pels vectors w;, i i @3 és un sistema de generadors de
R2?

(f) El conjunt format pel vectors uy, us i i3 és un sistema de generadors de
R3?

2. Considereu els vectors u; = (3,2, —1), 1y = (0,2,2), u3 = (3,0, —-3), Uy =
0,3,3).

(a) El conjunt format pels vectors i i iy és un sistema de generadors de
R3?

(b) El conjunt format pels vectors s, i3 i i, és un sistema de generadors de
R3?

(c) El conjunt format pels vectors u, i i U3 és un sistema de generadors de
R3?

(d) El conjunt format pels vectors i, s, Us, Uiy és un sistema de generadors
de R3? Qué generen?

3. Per generar l'espai vectorial R®, quants vectors necessitem?

4. Trobeu el valor o valors del parametre k tals que el conjunt de vectors
{(1,2,0),(3,0,2), (1,%,3),(0,2,—1)}
sigui un sistema de generadors de R3.

5. Discutiu si la segiient afirmacio és certa o falsa:
“El conjunt de vectors B = {ii, ia, . . ., U} forma una base de R" si tot vector
de R™ és combinaci6 lineal dels vectors del conjunt B i si cap vector del conjunt
B no és combinaci6 lineal de la resta'.

6. Calculeu el valor o valors de k tals que els vectors (k, —k,3),(3,2,0),(1,4,6)
formin una base de R3.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Els vectors de R3
i = (3,-1,2), iy = (4,5,1) i3 = (0,2,0)

son linealment independents? Formen un sistema de generadors de R®*? I una
base de R3?

. Trobeu els components del vector (1,—6,3) en la base de R3 formada pels

vectors U = (2,—1,2), iy = (3,2,0), u3 = (0,2, 1).

Sabent que els components del vector @ = (a,b,c) en la base de R® B =
{(1,0,2),(—=1,2,1),(3,2,1)} son (1,2, —2), es demana calcular el valor de a,
bic.

El conjunt {uy, @, i3, U}, on tots els vectors pertanyen a R?, pot ser una base
de R3? I un sistema de generadors de R3?

Donada una base de R? formada pels vectors @ = (u1,us), ¥ = (v1,v9), €s
demana explicar per qué els components de qualsevol vector de R? en aquesta
base son tnics.

Expliqueu per qué les columnes de qualsevol matriu no singular d’ordre n x n
formen una base de R™.

Discutiu si les segiients afirmacions sén certes o falses:

(a) A Tespai vectorial R® no poden existir conjunts de més de tres vectors
linealment independents.

(b) A Tespai vectorial R, tot conjunt de quatre vectors forma un base de
R,

(c) A T'espai vectorial R?, tot conjunt que contingui menys de quatre vectors
és linealment independent.

(d) A Pespai vectorial R, tot conjunt de més de quatre vectors és un sistema
de generadors de R*.

Expliqueu per qué si el conjunt {u;,Us,. .., U} és un sistema de generadors
de R™, el conjunt {u;, Uy, . .., Uy, Uk41 } també és un sistema de generadors de
R™.

Si els vectors i, Uy i i3 formen una base de R?

(a) Comproveu que els W = i, Wy = 2iy and w3 = 33 també formen una
base de R3.

(b) Si els components de cert vector en la base {uy, i, U3} s6 (5,8,27), quin
son els components del mateix vector en la base {0, Wy, W3}

Quina és la dimensi6 de l'espai vectorial nul?
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Solucions

1. (a) No. Un unic vector no és suficient per generar un espai bi-dimensional.
Es necessiten al menys dos vectors linealment independents.

No perqué els dos vectors son linealment dependents.
Si, son dos vectors de R? linealment independents.
Si, som dos vectors de R? linealment independents.

Si. D’entre els tres vectors en podem trobar dos linealment independents,
suficient per generar R2.

(f) No. Els vectors només tenen dos components. Per generar I'espai R? es
necessiten vectors amb tres components.

2. (a) No. Calen tres vectors linealment independents per generar R3.
(b) No. Calen tres vectors linealment independents per generar R3.

¢) No. La matriu formada pels tres vectors té rang 2, per tant no poden
g
generar R? .

(d) No. Igual que a I'apartat anterior. La matriu formada amb els vectors
té rang 2, per tant els vectors generen un espai bi-dimensional dins de
R3, és a dir, un pla dins R3.

3. Necessitem al menys 6 vectors de RS (és a dir, vectors amb 6 components) tals
que el rang de la matriu que formen sigui 6. Fixem-nos que el rang d’aquesta
matriu no pot ser major que 6 perqué la matriu tindra 6 files (si posem els
vectors en columna), i el rang d’una matriu no pot ser major que el nombre
de files o columnes que conté.

4. Per a que el conjunt de vectors sigui un sistema de generadors de R3?, el rang
de la matriu formada pels vectors ha de ser 3, és a dir, d’entre ells hem de
poder trobar-ne tres linealment independients. Aixo és cert per a tot valor de
k, doncs la matriu formada pels vectors (1,2,0), (3,0,2)1 (0,2, —1) ja té rang
3, 1 afegir qualsevol altre vector a aquests tres no modificar el rang.

5. Es certa. Si tot vector de R™ és combinacio lineal dels vectors del conjunt B,
aixo implica que B és un sistema de generadors de R™. Si cap dels vectors de
B no és combinaci6 lineal de la resta de vectors, aixo implica que el conjunt
de vectors B és linealment independent.

6. Tota base de R3 esta formada per tres vectors de R? linealment independents.
Per tant, sera suficient amb calcular en quins casos el rang de la matriu
formada pels tres vectors és 3, el que es complira sempre que el determinant
de la matriu sigui diferent de 0. Analitzem per a quins valors el determinant
és cero:

k
—k
3

SN W

1
41=0 & 12k+36—-6+18k=0 <« k=-1.
6
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10.

11.

Aixi, el determinant serd diferent de 0, i per tant els vectors formaran una

base de R3, si k # —1.
El rang de la matriu formada pels vector té rang 3. Per tant, els vectors son
linealment independents.

Al ser tres vectors de R? i la seva matriu tenir rang 3, formen un sistema de
generadors de R3.

Com els vectors formen un sistema de generadors de R3 i sén linealment

independents, sén base de R3.

Per calcular els components del vector (1,—6,3) en la base formada pels vec-
tors uy = (2,—1,2), dy = (3,2,0), 43 = (0,2,1) hem de resoldre el sistema

2 3 0 1
)\1 —1 —|— )\2 2 —|— )\3 2 - —6
2 0 1 3

Els components buscats son els valors de A{, Ay, A3. Donat que els components
d’un vector en un base son tnics, el sistema és compatible determinat i té una
tinica solucio. Resolent el sistema trobem la solucid (A = 2, Ay = —1,\; =
—1).

. Es suficient amb resoldre

1 -1 3 a
(1 0 | +(2 2 +(=2){ 2 ]=10b |,
2 1 1 c
que té com a resultat a = -7, b =0, ¢ = 2.

No pot ser base de R® no importa quins siguin els vectors. Una base de R3
conté exactament tres vectors linealment independents, i aquest conjunt conté
quatre vectors. No obstant, si que pot ser un sistema de generadors de R3 si
existeixen al menys tres vectors de R? linealment independents en el conjunt.

Sigui W = (wy, ws) un vector qualsevol de R%. Els components del vector @ en
la base formada pels vectors u, ¢ sén las combinacions de A;, Ay que resolen

el sistema
)\l(ul) /\2(U1> <w1>‘
U9 (%) Wa

Si els components son tnics el sistema ha de ser necessariament compatible
determinat. Aplicant el teorema de Rouché-Frobenius, el rang de la matriu del
sistema és 2, ja que els vectors u, U, al ser base, son linealment independents.
El rang de la matriu ampliada també és 2, pel que es confirma que el sistema
és compatible determinat i té una tnica solucio.
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12. Per definici6, una matriu no singular té determinant diferent de 0. Per tant,
els vectors de la matriu son linealment independents. Com la matriu conté n
vectors (tots de dimensio n), tenim n vectors de R™ linealment independents,
el que dona una base de R".

13. (a) Cert.
(b) Fals. Nomé els conjunts de quatre vectors de R* linealment independents.
(c) Fals. Per exemple el conjunt {(1,1,1,1),(2,2,2,2),(3,3,3,3)} és lineal-
ment dependent.

(d) Fals. El conjunt ha de contenir 4 vectors linealment independents.

14. Si el conjunt (i, ds, ..., u;) és un sistema de generadors de R", aixo vol dir
que existeixen n vectors linealment independents en el conjunt, o el que és
el mateix, que el rang de la matriu U formada pels vectors del conjunt és
n. Fixem-nos que la dimensi6 de la matriu U és n X k i que k > n (en cas
contrari el conjunt contendria menys vectors que la dimensi6 de 1’espai i no
seria suficient per generar-lo), per tant el rang de la matriu U no pot ser
major que n. Si ara afegim un vector a la matriu U, la nova matriu tindra
dimensié (k 4+ 1) x n. Anomenem V a aquesta matriu. No és dificil veure
que V té rang n (perqué k+1 > n i U ja és de rang n), el que implica que
(dy,ds, . .., Uy, Uky1) també és un sistema de generadors de R”.

15. (a) Es suficient amb veure que ), s, w3 son linealment independents, és a
dir, que la tnica combinaci6 lineal que satisfa \jw; + Aty + A3z = 0
és aquella en la que \; = Ay = A\3 = 0. En termes de uy, s, U3 tenim

M@y + 2\oily + 3)\siiz = 0.

Com els vectors i, Us, U3 sOn linealment independents, la tnica combi-
nacié que produeix el vector 0 és la que té coeficients 0, per tant

)\1 - O
2)\2 - O
3A3 =0

que té com a unica soluci6 Ay = Ay = A3 = 0. Per tant, w;, ws, w3 sén
linealment independents.
(b) Sigui ¢ el vector amb components (5, 8, 27) en la base {y, i, U3 }. Aleshores,
17 - 517:1 + 862 + 2763,
que en termes de W, Wy, Ws és
’(72 51[71 -+ 41[72 + 91173
Aixi, els components del vector ¥ en la base {wy, W, ws} son (5,4,9).
16. Hem definit la dimensi6 d’un espai vectorial com el nombre de vectors que
conté qualsevol de les seves bases. Sabem que el conjunt que només conté el
vector nul és linealment dependent, per tant no podem trobar una base per a

aquest espai. En altres paraules, la base de I’espai vectorial nul és el conjunt
buit, la seva base no conté cap vector i la dimensi6 és 0.

24



5 Subespais vectorials

Exercicis

1.

10.

Comproveu si els vectors
i =(2,3,1), s = (1,0,-2)

generen un pla a R? i trobeu la seva equacié. Comproveu que la combinaci6
lineal 3u; + 21y satisfa I'equacio.

. Descriviu el subespai vectorial de R? generat pel vector

U= (-3,4)
i trobeu la seva expressi6é analitica.

Descriviu el subespai vectorial de R? generat pel vector @ = (3, —1,2) i trobeu
la seva expressio analitica.

Els vectors
uy = (1,-1), uy = (-3,3), uz = (2,1)

generen un subespai vectorial a R2. Trobeu una base del subespai vectorial i
calculeu la seva dimensio6.

. Trobeu l'expressié conjuntista del subespai vectorial de R3 generat pels vectors

i = (=3,1,0), @ = (1,-2,3).

Una vegada trobat, i donat el vector @ = (a, 3, 3), trobeu el valor o valors de
a tals que el vector u es trobi al citat subespai vectorial.

. Trobeu lexpressié conjuntista del subespai vectorial de R3 generat pels vectors

i = (~3,0,1), @ = (6,0,-2), @ = (3,0,~1).

. Trobeu l’expressio conjuntista del subespai vectorial de R3 generat pels vectors

U = (2,4,1), Uy =(=3,1,2), 13 = (7,7,0).

. Trobeu una base del subespai vectorial de R? format per tots els vectors de

R3 que tinguin els seus components iguals.

. Trobeu una base del subespai vectorial de R?® format per tots els vectors de

R3 en els que la suma de les seves components sigui 1.
Trobeu una base del subespai vectorial de R? donat per
S={(z,y,2) eR® |22 —y +2=0,2+y =0}

1 calculeu la seva dimensio.
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11.

12.

13.

14.

15.

Trobeu una base pel subespai vectorial de R? donada per
S={(z,y,2) ER® |4 — 2y — 2 = 0}
i calculeu la seva dimensio.
Donat el conjunt
S={(z,y,2) €R® | 22+ 3y = 0}

(a) Comproveu que S és un subespai vectorial de R3.

(b) Trobeu una base de S i calculeu la seva dimensio.

Comproveu si el conjunt
S={(z,y,2) eR® |z +y+2z=1}
és un subespai vectorial de R3.

Comproveu que el conjunt

sz{(x,y)eRﬂgzo}

no és un subespai vectorial de R2.

Estudieu si el conjunt
S = {(x,y) € R? | 2% + 4 :O}

és un subespai vectorial de R2.
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Solucions

1. La matriu formada pels vectors uy, Uy té rang 2. Per tant els dos vectors son
linealment independents, i sabem que dos vectors de R3 linealment indepen-
dents generen una pla a R3. Resolent el sistema

2 1 T
M 3|+ X 0 =| v
1 -2 z

trobem la soluci6 6x — 5y + 3z = 0. La combinacié lineal 3u; + 2uy dona
com a resultat el vector (8,9, —1). Substituint a I'equacié del pla obtenim
6-8—5-943-(—1) =0, amb el que es comprova que la combinaci6 satisfa
I’equacio.

2. Un vector de R? diferent de 0 genera una recta a R2. Resolent el sistema

w(3)=(0)

en funci6 de x, y trobem la soluci6 %a: +y = 0, que defineix una recta a R2.
Per tant, combinacions lineals del vector @ només produeixen vectors tals que
quatre tercos del seu primer component més el seu segon component sigui
igual a cero.

3. Un vector de R? diferent de 0 genera una recta a R3. Resolent el sistema

3 T
Ml L=y
2 z

en funcio de z, y, z trobem la soluci6 {3z — 2z = 0, 4+ 3y = 0}. Aquesta
solucid defineix una recta com l'interseccié de dos plans.

4. El rang de la matriu formada pels tres vectors és 2, aixi que d’entre els tres
vectors en podem trobar dos de linealment independents que generin tot R?
(recordem que R? és un subespai de R?). Per exemple, w5 i @3 formen una base
d’aquest subespai vectorial. La dimensié és 2, ja que seva base esta formada
per dos vectors.

5. Per trobar 'expresion analitica del subespai vectorial resolem el sistema

-3 1 T
)\1 1 + )\2 -2 = Yy )
0 3 z

d’on obtenim 3z + 9y + 5z = 0.

Per a que el vector @ = (a, 3, 3) pertanyi al subespai vectorial haura de complir
I'equacié 3x + 9y + 5z = 0. Substituint obtenim 3(a) +9-3+5-3 =0, d’on
trobem a = —14.
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10.

Qualsevol vector de R? amb components iguals (excepte el 6) serviria com a
base, per exemple el vector (1,1, 1).

. Aquesta és una pregunta trampa. Els vectors de R3 amb components que

sumin 1 es troben al pla x +y + 2 = 1. No obstant, aquest pla no és un
subespai vectorial de R? ja que el vector 0 no es troba dins de Pespai (una
demostraciéo més formal de que no és un subespai vectorial es troba a la solucié
de I'exercici 11).

El subespai vectorial S és una recta que passa per l'origen, ja que es tracta
de la intersecci6é de dos plans diferents que passen per 'origen.

Un procediment general per trobar una base de S és resoldre el sistema:

20 —y+2=0
r+y=0

Aquest sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat, pel que
la soluci6 dependra d’una variable. En aquest cas concret, resolent el sistema
trobem que té infinites soluciones de la forma (z, —x, —3z). El pas segiient és
trobar un vector que compleixi la solucid, per exemple el (1, —1, —3). Donat
que el conjunt B = {(1,—1,—3)} és un conjunt linealment independent, B és
una base del subespai vectorial S.

La dimensi6é de S és el nombre de vectors que conté qualsevol de les seves
bases, per tant, 1.

Resolent el sistema d’equacions lineals trobem que la solucié és de la forma
(x,y,4x —2y). Si z = 0 tindrem vectors de la forma y(0, 1, —2) mentre que si
y = 0 tindrem vectors de la forma z(1,0,4). Una base del subesapi vectorial
seria per exemple {(0,1,—-2),(1,0,4)}. La seva dimensio és 2.

(a) Es trivial comprovar que S C R® i que S # () (per exemple, el vector
(—3,2,2) € S). Falta comprovar que combinacions lineals de S també
pertanyen a S. Siguin @ = (uy,ug,uz) i ¥ = (v1,ve,v3) elements de S.
Combinacions lineals de @ and ¢ s6n de la forma

/\1(U1,U2,U3)+)\2(U1,”U2,’U3), )\1,)\2 ER.
Simplificant obtenim el vector
()\1’&1 -+ )\21)1, )\1’&2 -+ )\21)2, )\1U3 + )\2113).

Si aquest vector és un element de S, dues vegades el seu primer compo-
nent més tres vegades el seu segon component ha de ser igual a zero. Per
tant,

2()\1’&1 + )\21)1) + 3()\1U2 + )\2112) =0.

Reagrupant tenim

)\1(2U1 + 3U2) + )\2(21)1 + 31)2) = O,
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11.

12.

13.

Com « pertany a S, també tenim que dues vegades el seu primer com-
ponent més tres vegades el seu segon component ha de ser igual a zero
(2u; 4+ 3uy = 0). Fent el mateix per ¥ obtenim

)\10+>\20:0

que es compleix no importa quines Ay, Ay escollim.

(b) Resolent el sistema (que en aquest cas consisteix només en una equacio)
trobem que la solucio6 és de la forma (’733/,3/, z). Una base de S és per
exemple {(0,0,1), (’73, 1,0)}. Dim(S)=2.

Aquest exercici esta relacionat amb Uexercici 7. Es trivial comprovar que
S CR3ique S # 0 (per exemple el vector (—2,2,1) € S). Falta comprovar
si combinacions lineals de vectors de S també pertanyen a S. Siguin 4 =
(u1,us,us3) i U= (vy,v9,v3) elements de S. Combinacions lineals de 4 i ¥ son
de la forma

)\1(“1,U2,U3) —|—)\2(’U1,U2703), )\1,)\2 € R.

Simplificant obtenim el vector
(/\1U1 + )\21}1, )\1’&2 + )\21)2, )\1’&3 + )\21)3).

Si aquest vector és un element de S, la suma dels seus components ha de ser
igual a 1. Per tant,

()\111,1 + )\Qvl) + (/\1U2 + )\2U2> + (>\1U3 + /\2’03) =1.
Reagrupant tenim
A1 (ug + ug + ug) + Ao(v1 +v2 +v3) =0,

Com @ pertany a S, la suma de les seves components és igual a 1 (uj+ug+uz =
1). El mateix per ¥ i tenim
AMF+A=1

que NO és cert per tot A\, A2. Per tant, S no és un subespai vectorial de R3.
S no conté el vector 0, per tant no pot ser un subespai vectorial.

En un principi el conjunt no sembla lineal en absolut. No obstant, observem
que aquest conjunt només conté un element: el vector (0,0). Ja sabem que el
conjunt {(0,0)} satisfa els requisits per a ser un subespai vectorial de R? per
tant S és un subespai vectorial de R2.
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6 Espai euclidia i topologia en R"

Exercicis
1. Calculeu el producte escalar dels vectors @ = (—3,0,2,1) i ¥ = (4,1, —1,2).
Els vectors son perpendiculars?
2. Trobeu el valor de k tal que els vectors @ = (3,k,—2) i ¥ = (k, k,5) siguin
perpendiculars.

10.

11.

12.

. Analitzeu si els vector @ = (1,1,1) i ¥ = (0,0,0) sén perpendiculars.

Calculeu la norma del vector 4@ = (2,—1,0,4, —1).
Normalitzeu el vector @ = (5,—2,1,1).

Donats els dos vectors @ = (2,3, —4) i 7 = (—1,0,1) de R?, comproveu que es
compleix la desigualtat de Cauchy-Schwarz

ja - o <[] - ][]

Expliqueu la diferéncia entre una base ortogonal i una base ortonormal.

Donats els vectors 4 = (k,1/2) i ¢ = (1/2,1/3), discutiu si existeix algun
valor o valors de k tals que @ y ¥ formin una base ortonormal de R2,

Calculeu I'angle format pels vectors @ = (—2,4,4) y v = (3,4,0).
Existeix algin valor o valores de k tals que la distancia entre els vectors

(4,0,1,k) y (—1,k,5,0) sigui igual a 77

Donat el conjunt
A={(z,y) eR*[ (2" = 1) +y* <4,y <0}

dibuixeu-lo i discutiu si es tracta d’un conjunt obert, tancat, fitat/acotat,
compacte i convex.

Donat el conjunt
A={(z,y)eR*|z+y>-2,—z+y< -1}

discutiu si es tracta d’un conjunt obert, tancat, fitat/acotat, compacte i con-
Vex.
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Solucions

1. Segons la definici6 de producte escalar tenim que
- v=(-3)-44+0-14+2-(-1)+1-2=-12
Els vector no son perpendicular perqué el producte escalar és diferent de 0.

2. Els vectors i ¥ seran perpendiculars si el seu producte escalar és 0. Per tant,
s’haura de complir que (3, %, —2) - (k, k,5) = 0. Simplificant tenim que

k* + 3k — 10 = 0.
Resolent aquesta equaci6 trobem que k = —5 0 k = 2.

3. Els vectors NO soén perpendiculars. Encara que el producte escalar dona 0,
els vectors no poden ser ortogonals perqué dos vectors ortogonals sempre son
linealment independents (no ho demostrarem en aquest curs), i ja sabem que
un conjunt de vectors que conté el vector 0 sempre és linealment dependent.
Per augesta ra0 la definici6 de vectors ortogonals o perpendiculars exclou el
vector 0.

4. Aplicant la definicié de norma euclidiana d’un vector tenim

@)l = /22 + (—1)2+ 02 + 42+ (—1)2 = 22

5. Per normalitzar un vector ’hem de dividir per la seva norma. Per tant primer
calculem

||| = /52 + (—=2)2 + 12 + 12 = /31

B (5 2 )

I

de manera que NV RVETRRVET]

6. Tenim que
il =1(2,3,=4) - (=1,0, )] = [2(=1) +3- 0+ (—4) - 1| = [ - 6] =6

ique

|d@)| + [|7]] = V22 + 32+ (—4)2 - VI2+ 02+ 12 = V29 - V2 ~ 6'8
pel que efectivament es compleix la desigualtat donat que 6 < 6'S.

7. Tant en la base ortogonal com en la ortonormal els vectors que la composen
son perpendiculars. La diferéncia esta en que el la base ortonormal els vectors
sOn unitaris.

8. Un requisit per a que los vectors formin una base ortonormal és que siguin

unitaris, és a dir, que la seva norma sigui igual a 1. La norma del vector
7 =1/(3)*+(3)> = V13/6 # 1, pel que @, U mai podran formar una base
ortogonal, no importa el valor de k.
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9. Si a és I'angle format per « y ¥, tenim
-7 10 1

@l e 653
aleshores a = arccos(1/3) ~ 70’53 °.

cos(«)

10. Donats dos vectors 4, U, la distancia entre ells es calcula com ||d — 9]|. En el
cas concret dels vectors de ’enunciat, primer restem les seves components

u—v=4,0,1,k) — (—1,k,5,0) = (5, —k,—4, k)
i posteriorment calculem la norma del vector resultant
@ — 3| = /52 + (k)2 + (—4)2 + k2.
Segons ’enunciat, la distancia ha de ser igual a 7, pel que es verificara

VB2 (—k)2 4+ (42 + k2 =T,

Simplificant obtenim

524+ (—k)? 4+ (—4)* +k* = 49
W+ k2 +16+ k> = 49

2k? = 8
-
k= 42

11. Dibuixant la regi6 tenim

El conjunt no és obert perqué no exclou tots els punts de la frontera, és tancat
perqueé inclou tots els punts frontera, el conjunt és fitat perqué existeix una
bola que el conté, és compacte perqué per definicié un domini compacte és
tancat i fitat i és convex perqué per tot parell de punts del domini tals el
segment que els uneix esta estrictament inclos en el domini.
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12. Dibuixant la regi6 tenim

El conjunt no és obert perqué no exclou tots els punts de la frontera, no és
tancat perqueé no inclou tots els punts frontera, no és fitat perqué existeix una
bola que el contingui, no és compacte perqué per definicié un domini compacte
és tancat i fitat i és convex perqué per tot parell de punts del domini el segment
que els uneix esta estrictament inclos en el domini.
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7 Formes quadratiques

Exercicis

1.

Donada la forma quadratica de R? definida per
Q (z,y,2) = 32" + 2° + 6y + 3wz — 2y2

trobeu la seva matriu associada.

. Trobeu l'expressi6 analitica de la forma quadratica d’R® que té per matriu

associada
0o o0 2
A= 0 1 =2
9
5 —2 —4
Classifiqueu la forma quadratica Q(x,y, 2) = =322 + 2xy — y* + 4dyz — 82>
Classifiqueu la forma quadratica Q(z,y) = —22? — y? + 2axy en funcio del

parametre a.

Classifiqueu la forma quadratica de R? que té com a matriu associada
5 3 2
A= 3 2 1
2 11
Donada la forma quadratica Q(x,vy, z) = 322 + y* + 2% + 4xy — 8x2 — 4yz, es
demana:
(a) Classificar Q(z,v, 2).
(b) Classificar Q(z,y, z) restringida al subespai vectorial S = {(z,y,z2) €
R? |z +y— 22z =0}

Discutiu si és possible que una forma quadratica definida negativa sigui defini-
da positiva en alguna restriccié a un subespai vectorial.

. Classifiqueu la forma quadratica d’R? definida per

Q (x,y,2) = 22 + 5oy + 2z
restringida al conjunt
S={(z,y,2) eER® |z =2y} .
Classifiqueu la forma quadratica d’R? que té com a matriu associada

3 21
A=12 1 1
110
Classifiqueu també la forma quadratica restringida al subespai vectorial

S={(z,y,2) ER* |22 +y—2=0}.
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Solucions

3
2
—1
1

-1
2. Q(z,y,2) =y* — 422 + 9rz — dyz

3. Per classificar la forma quadratica farem servir el métode dels menors princi-
pals. La matriu associada a la forma quadratica és

-3 1 0
1 -1 2
0 2 =8

Els menors principals d’orde 1 de la matriu associada son P, = {—3, —1, —8},
els d’ordre 2 son Py = {2,24,4} i el menor d’ordre tres Py = {—4}. Per tant,
al ser els menors principals d’orde parell negatius i els d’ordre parell positius,
la forma quadratica és definida negativa.

4. Aplicant el métode dels menors principals tenim P, = {—=2, -1} i P, = {2 —
a?}. Aixi, si -v/2 < a < +v/2, la forma quadratica és definida negativa, si
a = +/2 és semidefinida negativa i a < —v/2 0 a > +/2 és indefinida.

5. Aplicant el métode dels menor principals, trobem que P, = {5,2,1}, P, =
{1,1,1} i P; = {0}. Per tant, la forma quadratica és semidefinida positiva.

6. Aplicant el métode dels menors principals, la matriu associada a la forma
quadratica es

3 2 -4
2 1 =2
-4 =2 1

Els menors principals d’ordre 1 de la matriu associada son P, = {3, 1,1}, els
d’ordre 2 sén P, = {—1,—3,—13} i el menor d’ordre tres P; = {3}. Per tant,
es indefinida.

Si restringim a S, substituint x = —y + 2z en Q(x,y, z) i simplificant obtenim
la forma quadratica restringida Q(y, 2) = —322, que és semidefinida negativa
ja que clarament només pot prendre valors negatius o nuls (si no us conveng
aquest argument torneu a aplicar el métode dels menors principals).

7. Segons la definici, si una forma quadratica és definida negativa el valor de la
funcio en qualsevol punt del seu domini és negatiu. Obviament, si restringim
el domini d’aquesta funci6é a qualsevol subespai, el valor de la funcié seguira
sent sempre negatiu. Per tant, sota cap restriccié podra tenir assolir un valor
positiu i per tant mai sera definida positiva.
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8. Substituint z = 2y a Q(z,y,2) obtenim la forma quadratica restringida
Q(y, z) = 18y + 2yz, que té com a matriu associada

18 1
a=(F0)
Calculant els menors principals de A obtenim P, = {18,0}, P, = {—1}. Per
tant, la forma quadratica és indefinida.

9. Segons el métode dels menor principals, com P, = {3,1,0}, P, = {—1,—1, -1}
i P; =0, la forma quadratica és indefinida. Si la restringim al subespai vec-
torial S obtenim la forma quadratica restringida Q(y, z) = 722 + 3y* + 10xy,
que té com a matriu associada

75
A_<53).
Com els menors principals d’ordre 1 d’aquesta matriu son {7,5} i el d’ordre
2 és {—4}, la forma quadratica restringida és indefinida.

36



