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PRESENTACIG.

Tradicionalment la quantificacid de 1la prospeccidé eléctrica en
corrent continu ha estat restringida a aquelles estructures
geologiques senzilles que presenten una solucié analitica de
1'anomenat problema directe. Altrament, la interpretacié de les
mesures era purament qualitativa, i en 1la practica, sovint, el
dilema és delimitar en quina de les dues situacions ens trobem. la
modelitzacidé numérica €s el recurs per superar aquestes limitacions
i, per tant, ampliar el camp d'aplicacié de la prospeccié eléctrica
i aprofitar els seus avantatges davant d'altres meétodes

d'exploracié.

L'objectiu d'aquest treball és el disseny d'un algorisme de
modelitzacidé d'estructures bidimensionals basat en el métode dels
elements finits. En la prospeccid eléctrica en corrent continu les
fonts sén puntuals i d'aquest fet se'n deriva una problematica

especifica de manera que en una estructura bidimensional el



potencial eléctric creat per un eléctrode depén de les tres
variables espacials i, per tant, el problema és tridimensional.

Aquest fet augmenta el grau de complexitat d'aquesta modelitzacid.

Donat el caracter intrinsecament aproximat dels métodes numérics,
els algorismes de modelitzacié estan en constant revisié i sén
objecte d'una linia actual de recerca. Els treballs previs de
modelitzacié per elements finits en prospeccié eléctrica es
refereixen basicament a models concrets que moltes vegades
representen una excessiva simplificacid de les estructures
geologiques. Hi ha un buit tant en 1l'estudi de models més complexos
com en l'estudi de diferents dispositius electrodics (per exemple,
el sondatge eléctric vertical) i l'estudi d'aquests sondatges en

direccié paral.lela a l'estructura.

El present treball intenta completar aquesta linia de recerca amb
el disseny d'un algorisme de modelitzacié bidimensional que, de
forma generalitzada, ens permet abordar models bidimensionals més
generals., L'algorisme que hem elaborat utilitza, per primera vegada
en el métode dels elements finits, unes condicions de contorn
mixtes que generalitzen les classiques de Dirichlet i Neumann. S'ha
trobat una solucidé particular al problema dels sondatges en
qualsevol direccid respecte a la de 1'estructura bidimensional,

particularment en la direccid paral.lela. S'ha realitzat un estudi



exhaustiu de les fonts d'error, intrinseques a tot algorisme de
simulacidé numérica, la qual cosa ens permet de controlar les
solucions obtingudes. Amb aquestes caracteristiques queda
constituida la base so0lida per les posteriors aplicacions. D'entre
les que s'han abordat destaquen, per la seva importancia, 1'estudi
dels efectes topografics i laterals en el sondatge eléctric
vertical amb dispositiu Schlumberger i la seva influéncia en una

interpretacidé unidimensional.

La present memdria esta estructurada en cinc capitols.

El primer és una introduccidé on és fa un repas dels antecents i
dels aspectes basics del métode dels elements finits. En el segon,
partint dels fonaments fisics de la prospeccié eléctrica en corrent
continu, es construeix l'algorisme de modelitzacié i, en el tercer
capitol, es descriu la seva implementacié. En el quart s'estudien
les fonts d'error de 1l'algorisme concloent amb uns criteris o
recomanacions pel control de les solucions numériques. En el cinqué
es presenten els resultats dels diferents exemples de
modelitzacions i de dispositius, dedicant especial atencidé al
sondatge eléctric vertical. Finalment, es presenten les conclusions

principals d'aquest treball.






Capitol 1. INTRODUCCIS.

En aquest primer capitol es fa un repas dels antecents, situant la
modelitzacié numérica dins de 1l'evolucié de la metodologia de 1la
prospeccidé eléctrica en corrent continu; es presenta 1l'estat actual
dels diferents métodes de modelitzacidé i es repassa els aspectes
basics del métode dels elements finits en el que es basa el nostre

algorisme.

1.1. ANTECEDENTS.

Hom acostuma a associar el naixement de 1la prospeccié eléctrica
amb 1' éxit important de la primera troballa d'un mineral no
magnétic . Al 1912, 1'enginyer francés C.Schlumberger troba un
jaciment de sulfurs a Bor (Servia) mitjant¢cant 1la polaritzacié
espontania. Tot i aixo, al 1830 Fox ja havia observat aquest
fenomen de preséncia de débils corrents eléctrics prop de jaciments
d'alguns minerals i fins als treballs de Schlumberger hi ha tot un
seguit d'intents i d'estudis. Destaca, entre altres, 1l'america
Brown que al 1883 patenta un sistema basat en camps artificials.
També al 1912 el mateix C. Schlumberger realitza un estudi tecténic
de la conca silirica de Calvados (Franca) mesurant el potencial
creat per corrents artificials. Des d'aleshores es desenvolupa amb

éxits importants el métode de resistivitat en corrent



continu (c.c.).

Als volts del 1915 , de manera independent, Wenner a América i
Schlumberger a Franca donen a conéixer els dispositius electrodics
quadrupolars que porten el seus noms i que encara avui s'utilitzen
en els treballs rutinaris de prospeccid eléctrica. Per les mateixes
dates, Wenner introdueix el concepte de resistivitat aparent (Pa)
que permet interpretar les mesures de la distribucié de potencial
sobre la terra comparant-les amb les mesures que correspondrien a

un medi homogeni.

Per la correcta interpretacié de les mesures van ser
imprescincibles els treballs teorics en la solucié del problema
directe - calcular la P, Pper un model donat -, El1 treball
fonamental en aquesta linia és el de Stefanescu (1930) que presenta
la solucié de 1la distribucié del potencial en un medi
horitzontalment estratificat (integral de Stefanescu). Cal destacar
també els treballs de Maillet i Doll (1933) sobre 1l'anisotropia i
de Maillet (1947) sobre les equacions fonamentals de la prospecciod

eléctrica.

Entre els anys 40 i els anys 60 es produeixen molts treballs
aportant diferents estratégies, recurréncies i técniques numériques

per obtenir la solucid desenvolupada del problema directe en medis



unidimensionals (1D) (Pekeris 1940, Sunde 1949, Mooney et al. 1966,
Kunetz 1966 entre altres). Aquests treballs culminen amb la
publicacié de col.lecions de corbes tedriques de P, (CGG 1955,
Orellana i Mooney 1966, Rijswaterstaat EAEG, 1969) ja que, donada
la complexitat del problema i el cost de les solucions, la
interpretacié de les dades s'havia de realitzar per técniques de

superposicié grafica.

Els treballs de Roefoed (1968) faciliten que als anys 70 es
produeixi un aven¢ important amb 1l'aplicacié de la teoria de
filtres per Ghosh (1971a i 1971b). Van publicar-se nombrosos
treballs en aquesta linia (0'Neill 1975, Johansen 1975, Rumar i Das
1977, Koefoed 1979 entre altres) construint filtres amb diferents
caracteristiques i per diferents dispositius electrodics. L'éxit
d'aquesta etapa fou que el problema directe quedava operativament
resolt per medis estratificats. A més, de forma natural, s'obria
una nova linia de recerca: 1' interpretacidé automatica i 1la
construccié d'algorismes d'inversié (Inman et al. 1973, Jupp i

Vozoff 1975, Bichara i Lakshmanan 1976, Pous 1983 entre altres).

Classicament les mesures per métodes de resistivitat en c.c.
s'interpreten amb models unidimensionals (medis horitzontalment
estratificats). L'éxit aconseguit és fruit de respectar les

limitacions del métode. S'ha de tenir cura d'aplicar-lo en les



estructures geologiques on el model unidimensional és una
aproximacié suficient i assegurar que el dispositiu wutilitzat és
poc sensible als canvis laterals de resistivitat (sondatges
verticals amb dispositiu Schlumberger o Wenner, per exemple). La
relacié entre els parametres del model i les observacions ja és
complicada en aquest cas tan senzill; allunyar-se d'aquest model

només permet, generalment, una interpretacidé qualitativa.

Altres models no estratificats van ser estudiats per: Logn 1954,
Maeda 1955, Alfano 1959... Perd és només quan es van comengar a
aplicar les técniques numériques, que va iniciar-se 1l'estudi de
models més complexos i realistes. Corresponen a: el métode de les
diferéncies finites (MDF), el métode de l'equacid integral (MEI) i
el métode dels elements finits (MEF). Els treballs pioners en
aquesta direccidé foren: Mufty 1976 (MDF), Coggon 1971 (MEF) per
models bidimensionals (2D) i Dieter et al 1969 (MEI), Dey i
Morrison 1979b (MDF) i Pridmore et al. 1981 (MEF) per models
tridimensionals (3D), desenvolupats principalment en la Universitat

de California i d' Utah.

Lee, al 1975, tot presentant un algorisme basat en el métode de
1l'equacid integral , es queixa que malgrat hi ha hagut un aveng en
els ordinadors, s'han desenvolupat pocs algorismes per a resoldre

el problema directe. Al 1980 Ward, en un article de resum historic,



preveu sis linies principals pel futur de la recerca en els métodes
eléctrics, posant en primer lloc el major desenvolupament de la
modelitzacid en 2D i 3D. En efecte, en aquests Ultims deu anys s'hi
estan dedicant molts esforgos donades les possibilitats que es
desprenen: 1l'estudi de models, d'efectes topografics, implementacié

d'algorismes d'inversid, comparacié de dispositius, etc.

Comentem tot seguit els diferents métodes utilitzats fins a

l'actualitat en la resolucié del problema directe per a medis no

estratificats.

METODES DE RESOLUCIO DEL PROBLEMA DIRECTE.

En el métode de resistivitats, com en molts métodes geofisics, la
relacié entre els parametres del model (distribucidé de
resistivitats en el subsdl) i les observacions (mesures de
potencial o de resistivitat aparent) ve donada per wuna equacid
diferencial en derivades parcials. La resolucié del problema

directe consistira en resoldre-la per cada model concret.

1- Els métodes analitics. A diferéncia d' altres métodes, els

métodes analitics afronten directament 1'equacié diferencial

trobant la solucidé exacta. Logn (1954) resol el problema per capes



verticals, Maeda (1955) per capes inclinades, Mundry i Homilius
(1972) per seccions el.liptiques, Cecchi i Rocroi (1980) per
determinats efectes topografics simulats per diedres i Dasgupta
(1987) per seccions paraboliques. Cal destacar també, els exemples
que presenten Grant i West (1961) utilitzant coordenades
esfériques, biesfériques i el.liptiques. Ara bé, al temps que
augmenta la complexitat del model resulta molt dificil , fins i tot
de vegades impossible, utilitzar técniques analitiques. Cal trobar
un sistema de coordenades que permeti la separacid de variables i,
amés a més que la superficie del terra i 1les interficies
(separacié de zones de diferents resistivitats) siguin superficies
de nivell (superficies equi-coordenades) per poder aplicar les
condicions de contorn. Si s'ha tingut 1la sort de trobar aquest
sistema de coordenades, la solucié general vindra donada,
normalment, en termes de funcions especials. E1 maneig d'aquestes
funcions no és senzill 1 exigeix técniques numériques o

aproximacions asimptotiques perdent el caracter de solucid exacta.

2- Métode de les imatges. Gracies a l'analogia existent entre els

camps de corrents continus i els camps electrostatics (Orellana
1959), el meétode de les imatges va utilitzar-se com a cami
alternatiu a la resolucié de 1'equacié diferencial. Ja al 1929,
Hummel resol el problema per un medi estratificat, solucid

equivalent a la integral de Stefanescu. Aquest metode, perdo, només
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és comode quan no hi ha moltes inferficies i aquestes sén plans
paral.lels. A més, cal anar amb compte perqué les imatges poden fer
aparéixer punts singulars en llocs on no corresponen (Orellana

1982).

3~ Métodes d'assaig en models reduits. Els métodes basats en

1'assaig en models reduits representen una manera habil d'afrontar
el problema directe en estructures complexes, ja que realitzant
mesures en cubetes electrolitiques, papers conductors, Xxarxes de
resisténcies, etc., s'obté una solucié exacta a escala (amb la
excepcié d'errors experimentals). Aquestes solucions han estat
durant molt temps el punt de referéncia per la interpretacié
qualitativa de determinades heterogeneitats (Kalenov 1957, Kunetz
1966, Orellana 1982...) i també s'han wutilitzat per validar els
models numérics. De totes maneres, els métodes analogics presenten
inconvenients: costa trobar materials que puguin representar valors
realistes de la resistivitat del subsol i l'efecte de les fronteres

no té simil real.

4~ Els métodes numérics. Els métodes numérics van representar

1'alternativa a aquests métodes tradicionals anteriorment
comentats. Perd no van aconseguir una implantacié important fins
que es va disposar d'ordinadors amb gran capacitat de memoria i

velocitat de calcul. Tots els métodes numérics es caracteritzen
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perqué, d'una manera o d'una altra, substitueixen el medi continu
per un domini discretitzat de manera que la solucidé és sempre una
aproximacié (més o menys bona) a la solucié exacta. Distingirem
cinc métodes. Dues caracteristiques, que generalment estan en
relacié inversa, determinen el grau d'éxit de cada un d'ells:
1- la capacitat per modelitzar qualsevol medi heterogeni
amb una aproximacié satisfactoria.

2- la simplicitat i economia de les solucions.

1. Stefanescu (1950) va idear EL METODE DELS ALFA CENTRES o dels
medis alfa harmonics. Aquest métode aporta bones solucions per
medis on les variacions de la resistivitat siguin suaus, de manera
que la funcidé alfa definida com &« = ¥ 1/ sigui una funcid
harmonica. Evidentment, és una limitacidé important doncs els models
geologics d interés no presenten aquestes variacions de la
resistivitat de les roques. Tot i aix0, com el calcul és senzill i
economic, Petrick et al. (1981) realitzen inversié tridimensional.
Pero, donades les caracteristiques dels medis alfa harmonics, només
poden determinar amb precisié la posicié d'inhomogeneitats

conductores, no els seus tamanys ni les seves conductivitats.

II. Al 1959 Alfano va dissenyar un algorisme que permetia el
tractament de medis heterogenis. Era un embriéd del METODE DE

L'EQUACIO INTEGRAL (MEI). Aquest métode és un dels millors métodes

-12-



(per poténcia i economia) per modelitzar determinades estructures
bidimensionals i sobre tot tridimensionals (per exemple un cos
anomal dins d'un medi estratificat), ja que aprofita solucions
analitiques per al potencial primari {(per exemple la solucid pel
medi estratificat) i només cal discretitzar la superficie que
envolta el cos anomal on es crearan distribucions de carrega que
produeixen el potencial secundari. Aquests altims anys s'estan
publicant nombrosos treballs: Okabe (1981, 1982), Schulz (1985a),
Das i Parasnis (1987)...De totes maneres quan l'estructura es
complica cal refinar molt la discretitzacidé i el cost de la solucié

s'iguala amb els altres métodes com els de les diferéncies finites

o elements finits.

III. EL METODE D'ANALISI DE XARXES (network analysis o surface
analogy transmission) s'ha emprat forca en la modelitzacid
electromagnética degut a l'analogia que hi ha entre 1les equacions
de Maxwell i l'equacidé del telegrafista. El métode consisteix,
basicament, en substituir el medi per una xXarxa o circuit eléctric
amb impedancies i admitancies. Aplicant la segona llei de Kirchoff
s'obté un sistema d'equacions de caracteristiques molt semblants al
que s'arriba per diferéncies finites. La solucié del sistema ddna
el potencial eléctric en tots els nusos de la xarxa. Una 1limitacié
important d'aquest métode és que cal limitar-se a  Xarxes

rectangulars.
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IV. EL METODE DE LES DIFERENCIES FINITES ha estat la técnica de
modelitzacidé més utilitzada. Ha evolucionat molt des dels métodes
de relaxacidé fins al de 1les diferéncies integrades que es pot
considerar un cas particular dels elements finits. D'entre els
treballs publicats (Mufti 1976, 1978 i 1980, Dey i Morrison 1979b ,
Scriba 1980, Mundry 1984) destaca el de Dey i Morrison (1979a).
Aporta un algorisme per la modelitzacié en 2D forca operatiu
proposant una condicié de contorn mixta molt adequada per 1la
prospeccié de resistivitats. A grans trets, el meétode de les
diferéncies finites consisteix en fer una discretitzacié del medi
per tal de poder aproximar les derivades en diferéncies en cada
punt de la xarxa de discretitzacid. Per aquest motiu, €s convenient

limitar-se a xarxes rectangulars i bastant regulars.

V. EL METODE DELS ELEMENTS FINITS en molts aspectes és semblant al
de les diferéncies finites perd, per construccié, supera les
limitacions d'aquell. Les condicions de contorn s'imposen d'una
manera natural i la xarxa de discretitzacié es pot adaptar
excel.lentment a qualsevol geometria. Els treballs previs de
modelitzacié via elements finits per prospeccidé eléctrica en
corrent continu sén els segiients. Coggon (1971) és el primer que
dissenya un algorisme de modelitzacié bidimensional, el qual esta

basat en la descomposicié del potencial en dues parts. La primera
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corresponent a un medi senzill (amb solucidé analitica) i la segona
al potencial anomal que és el que es resol prOpiament per elements
finits. Els resultats presentats es refereixen tan sols a sondatges
dipolars axials en la direccid perpendicular a 1l'estructura. Rijo
(1977) arriba al mateix aléorisme pero partint de la técnica de
Galerkin i no d'un principi variacional. Amb aquest algorisme Fox
et al. (1980) sén els primers en estudiar algun efecte topografic
aplicat al dispositiu dipol-dipol perpendicular a 1l'estructura.
Bibby (1978) aporta un algorisme per estructures amb simetria

axial, presentant resultats pel dispositiu bipol-dipol.

L'inic intent de modelitzacidé tridimensional per elements finits
és realitzat per Pridmore et al.(1981). La modelitzacid
tridimensional - via MEF o MDF ~ és conceptualment equivalent a la
bidimensional. Perd demana un esfor¢ excessiu en la implementacid
dels algorismes i poder disposar d'una potent infraestructura
informatica, altrament no és possible treballar de manera operativa
(Queralt 1985). Ja que els models bidimensionals cobreixen un camp
suficient d'aplicacions geologiques, la tendéncia actual é€s
desenvolupar algorismes i aplicacions en 2D mitjanc¢ant el MDF o el
MEF. La modelitzacidé en 3D es reserva a models molt simples i es
realitza via el métode de 1l'equacié integral per les seves

caracteristiques esmentades anteriorment.
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Tots aquests treballs previs consideren exclusivament condicions
de contorn de Dirichlet o de Neumann. A més, tots ells es
refereixen a models concrets i excessives simplificacions de les
estructures geologiques. Quedant un buit en 1'estudi de models més
complexos, l'estudi d'altres dispositius electrodics (per exemple,
el sondatge eléctric vertical) i 1l'estudi de sondatges en direccid

paral.lela a l'estructura.

La modelitzacidé bidimensional en prospeccid eléctrica presenta una
problematica especifica que fa dificil implementar de manera
operativa els algorismes d'inversid. Els tnics treballs publicats
s6n de la Universitat d'Utah (Pelton et al. 1978 i Tripp et al.
1984) i de la Universitat de Macquarie ( Smith i Vozoff 1984), els
quals resolen el problema directe amb els programes de Rijo i de
Dey i Morrison respectivament. Aquests treballs, per tant, es
limiten a inversié de dades de perfils dipol-dipol i sempre
consideren els perfils perpendiculars a la direccié de
1'estructura, que correspon a la situacié més favorable des del
punt de vista matematic. Per experiéncia (Pous 1983, Pous et al.
1987) en inversidé unidimensional de SEV sabem que el coneixement de

la morfologia de les corbes de P, {nombre de capes, principi

d'equivaléncia, compatibilitat amb el model estratificat, etc.) és
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imprescindible per l'eleccid del model inicial i per incloure, si
s'escau, la informacié a priori. A més a nés, en models
bidimensionals el ©problema de 1l'equivaléncia es complica
enormement. Considerem doncs que, ara per ara, €s prioritaria 1la
investigacié en la modelitzacid de manera que només quan es tingui
un coneixement més acurat sobre el comportament dels models

bidimensionals tindra sentit abordar el problema invers.

1.2. INTRODUCCIS AL METODE DELS ELEMENTS FINITS.

El métode dels elements finits va sorgir cap als anys 60 per
resoldre les complicades equacions diferencials d'elasticitat i
mecanica d'estructures, tot reemplacant el meétode de les
diferéncies finites. Aquesta técnica numérica va desenvolupar-se
rapidament i amb éxits importants en l'ambit de 1' enginyeria; al
principi, perd, sense adonar-se que des del punt de vista matematic
és una extensié dels métodes projectius o variacionals (Strang i
Fix, 1973). Aquests métodes redueixen la resolucié d'una equacid
diferencial a un sistema d'equacions a partir d'expressions
integrals per la solucié aproximada, desenvolupant-la com a
combinacid lineal de funcions anomenades de prova o assaig ("trial
functions”) (Marchoux i Agochkov, 1985). La novetat que presenta el

métode dels elements finits é€s al fer 1l'eleccié de les funcions
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prova; aquestes so6n funcions definides localment, és a dir,
definides en subdominis acotats: elements finits. Aix0 permet
realitzar una discretitzacié del domini i obtenir un sistema
d'equacions esclarissat (sparse). En aquest dltim aspecte el métode
dels elements finits coincidia amb el métode de 1les diferéncies

finites.

Aviat el métode dels elements finits va estendre's a altres
branques de 1'enginyeria (eléctrica, fluids, acistica, etc.) i als
problemes de la fisica matematica. Al 1971 es comencen a publicar
els primers treballs de Geofisica aplicant el métode dels elements
finits: Lysmer i Drake en l'estudi de la propagacidé d'ones Love i
Rayleigh, Geertsma en l'estudi d'anomalies térmiques i Coggon en la

modelitzacio eléctrica i electromagnética.

Descriurem a continuacié el métode dels elements finits (MEF)
d'una manera generalitzada i breu. E1 MEF és una técnica numérica
que permet trobar una solucidé aproximada de problemes definits en
un domini Q continu i amb una equacié diferencial (o un sistema

d'equacions diferencials) i unes condicions sobre el contorn I'.

Representarem 1l'equacié diferencial per:

D@) =L g -f=0 (1.1)
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on . és un operador diferencial, @ la funcidé incdgnita i f és una

funcid donada a cada problema. I les condicions de contorn:
C@@) =0 (1.2)

on € és un operador conegut.

Sigui @' una aproximacié de @; @ i @' sén funcions del vector X,
(x € Q). @' es construeix a partir de la combinacié lineal de N

funcions prova EL(§):
N

PR =P (D) =) ¢ £ () (1.3)
T=1

on.¢L sén parametres a determinar. Per diferents vies que més
endavant descriurem (pel métode variacional o pels métodes dels

residus ponderats) s'arriba a unes integrals del tipus:

F (') =J®(qb')dﬁ +J[E(¢~)dr =0 V oy=t...N (1.4)
J Q 1 r 3

on Q% i Eﬂ sén operadors coneguts. L'equacié (1.4) correspon al
sistema d'equacions a partir del qual es determinen els parametres
¢1. Les expressions (1.3) i (1.4) signifiquen que considerem que el
comportament del problema ve determinat aproximadament pels N

parametres ¢ i per les N equacions FJ(¢’) = 0.

Les funcions prova f‘(ﬁ) es trien de domini acotat, o dit d'una
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altra manera, sén zero en la major part del domini © menys a
l'entorn d'un punt que s'ha anomenat punt nodal o nus. Aquestes
funcions prova s'anomenen "shape functions" (funcions de forma).
Donades aquestes caracteristiques podem discretitzar el domini €,
substituint-lo per un domini Qh format per N_ subdominis Qe o
elements finits, on h representa la mida caracteristica dels
elements. A (1.4) podem substituir les integrals sobre Q i sobre I

per:

[ e
Q

ZL}( ) e
<

Z Ir( ) e
e

% (integral sobre tot el domini Q) pot construir-se per simple

I( ) ar
r

addicié dels termes %e (integrals sobre els subdominis Qe) dels
elements que contribueixen: % = E Ff. Si els elements son tots
semblants, el calcul de les F? sera repetitiu. Per altra banda
s'acostuma a prendre funcions de forma simples (per exemple
polinomis de grau baix) a canvi de que l'ordre del sistema (nombre
de funcions per obtenir @' en 1' expressié (1.3)) sigui forga
elevat per tal d'obtenir una bona aproximacié a la solucidé. A més a
més, el caracter local de les funcions de forma fa que el sistema

sigui "sparse" o poc dens (molts termes nuls); d'aquesta manera

encara que l'ordre sigui elevat pot ser solucionat pels ordinadors
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sense unes necessitats inabastables de memoria.

En la construccidé d'un algorisme basat en el MEF
aspectes claus:
1- La técnica elegida per arribar a les
integrals %(¢):
a- métode variacional
b- métode dels residus ponderats.
2~ L'eleccié de les funcions de forma.

Aquests dos aspectes, junt amb el caracter de

hi ha dos

expressions

ltoperador

diferencial, determinen les expressions de les %. i per tant, les

caracteristiques del sistema d'equacions resultant. Comentem tot

seguit cadascun d'aquests aspectes.

Métode Variacional.

En molts problemes fisics es pot buscar la solucidé imposant una

condicid d'extrem d'una certa magnitud escalar (per exemple: 1la

minimitzacié de l'energia emmagatzemada en un cert volum). E1

problema, plantejat des del punt de vista matematic,

és el de

trobar la funcid @ que déna un valor estacionari d'un funcional 3.

Expressem el funcional com:
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3 @) = J-QU"(¢) an +J N(¢) dr (1.5)
r

on M i N sén operadors coneguts.
N

La solucié aproximada del problema: @' = ¢ ¢t EL(§) ha de complir
i=1
que, per petites variacions arbitraries de @ (&¢ ), 3 no varii: &3

= 0. Substituint ¢ per la seva aproximacidé @' i aplicant el calcul

variacional:

d'on s'obté:

F(¢')='a—'¢ £ 0 Vi=1...N

que identifiquem amb el sistema (1.4). A partir d'aquest sistema
es procedeix tal com hem indicat anterioment.

Observem que la variacidé de 3 es pot expressar com:

53:[ A () S da + J B ()6 dI' =0
Q r

si aixd ha de ser valid per qualsevol variacid S¢:

A@) =0en

B (¢)

Oenl

que corresponen a una equacié diferencial amb unes condicions de
contorn (equacions d'Euler) que poden coincidir amb les que

governen el problema (equacions (1.1) i (1.2)). Si no podem
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establir el funcional a partir d'arguments fisics, sempre que
l'operador L sigui autoadjunt i definit positiu, la solucié de
1'equacié diferencial minimitza el funcional segilient: (Marchouk i

Agochkov, 1985)

I@)= <L @ ,d>-2<¢ ,f>

on < > indica el producte escalar entre funcions.

Un avantatge important dels métodes variacionals en el MEF és que
la matriu del sistema és sempre simétrica i definida positiva si
ltoperador . ho és, mentre que en el métode de 1les diferéncies
finites no esta assegurat. Aquesta propietat redueix altament les

necessitats de memdria i facilita la resolucid del sistema.

Métode dels residus ponderats.

No totes les equacions diferencials tenen associat wun funcional.
El métode dels residus ponderats permet arribar a unes expressions
integrals com (1.4) a partir de ltequacidé diferencial imposant

1'ortogonalitat dels residus d'agquesta amb unes funcions pes wl(§):

<r,wt>=J-r(§)wt(§)dQ=0 Vi=z1...N (1.6)
Q

on r(x) és el residu de 1'equacié diferencial: r(x) =D (') = 0.

Si (1.6) es compleix per qualsevol funcié w(x) evidentment r(x) =0
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i es compliria 1'equacid diferencial. Existeixen diferents
técniques per desenvolupar (1.6) segons les funcions pes que es
prenguin: col.locacié per punts si w (x) = 5(§—£) on X, s6n punts
predeterminats del domini €2, col.locacié per subdominis si wn(ﬁ) =
1sixeQ, onf s6n subdominis de @ i ® (x) =0si x=Q ,i la
técnica de Galerkin si wt(ﬁ) = Et(i) (Zienkiewicz 1981). La técnica
més utilitzada és la de Galerkin ja que genera unes expressions
integrals %(¢)=O idéntiques a aquelles que s'obtenen pel métode
variacional quan existeix funcional., Per tant, 1la matriu del

sistema sera simétrica i definida positiva.

Eleccid de les funcions de forma.

L'eleccid de les funcions de forma ha de tenir en compte les
condicions que asseguren la convergeéncia de la solucié aproximada a
1'exacta. Si D és el domini de definicié de l'operador diferencial
L, la solucié exacta evidentment pertany al domini: @ € D i pero la
solucié aproximada @' no hi ha de pertanyer necessariament. Si
completem el domini DL amb una norma, obtenim 1'anomenat espai
energétic H que és un espai de Hilbert complet (Marchoux 1
Agochkov, 1985). Si es trien N funcions de H_ linealment
independents, s'obté una base {EL} d'un H:. subspai de H . Les
funcions de forma constitueixen aquesta base, de manera que la

N

. s - N ;
solucié aproximada: @'(x) = ¥ @ { (x) sera una funcié de H_ i,
v=1
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per tant, de 1'espai energétic H

Aqui rau l'avantatge principal dels métodes projectius o
variacionals, hem ampliat el conjunt de les solucions respecte al
domini de l'operador diferencial. Per aix0o sovint es fa referéncia
a aquests métodes com "la formulacié débil del problema". De totes
maneres resten unes condicions per assegurar que l'aproximacidé del
MEF és correcta, condicions que s'han d'imposar sobre les funcions

de forma.

- (Continuitat: En general, si 1'operador diferencial conté
derivades d'ordre m+l, en les expressions integrals (1.4)(FJO¢') =
0) els operadors contenen derivades d'orde m. Aixd és degut a la
mateixa naturalesa dels funcionals o bé al fet d'haver aplicat el
teorema de Green (integracié per parts) en l'expressié de 1la
contribucié dels residus ponderats. Per tant, sera suficient que
les funcions de forma tinguin derivades continues fins a 1'ordre

m-1: Continuitat en C . (Zienkiewicz, 1981).

- Completesa: La convergéncia exigeix que @' — @ quan N — o,
Cal assegurar, doncs, que en el limit, quan la mida representativa
dels elements sigui zero (h— 0), la funcié @' i les seves
derivades fins a m prenguin valors constants. En el cas que les
funcions de forma siguin polindmiques, aixd queda assegurat si sén

polinomis complets fins al grau m (Zienkiewicz, 1981).
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- Condicions de contorn: Les condicions de contorn del problema
poden també condicionar l'eleccié de les funcions de forma. Es
distingeixen dos tipus de condicions de contorn: Essencials o
forcades i naturals. Una condicid és essencial quan és satisfeta
tant pels elements de D, com per H . Si H conté elements que no
satisfan una condicié de contorn, aleshores aquesta condicié és
natural. Per tant, les funcions de forma hauran de complir solament
les condicions essencials. El criteri practic per distingir wunes
condicions d'unes altres és el segiient: si 1'operador diferencial
és d'ordre 2m; la condicid de contorn serd natural si aquesta conté

derivades d'ordre Zm; si no, sera essencial (Marchoux i Agochkov,

1985).

-26-



Capitol 2. ALGORISME DE MODELITZACISO PER LA PROSPECCIO

ELECTRICA.

2.1. INTRODUCCIG.

En aquest capitol es plantegen, en primer lloc, les equacions que
descriuen el fenomen fisic sobre el qual es fonamenta la prospeccid
eléctrica ( o métode de resistivitats) en corrent continu. A
continuacié, apliquem el métode dels elements finits per tal de
construir 1l'algorisme de modelitzacié. Finalment, estudiem 1la
resolucié dels sistemes d'equacions resultants i presentem una
discussié sobre les diferents condicions de contorn que pot
contemplar l'algorisme: sentit fisic i adequacié de cada wuna

d'elles a diferents situacions practiques.

Considerarem medis bidimensionals, o sigui, aquells medis on els
parametres fisics, en aquest cas la conductivitat eléctrica, només
depenen de dues coordenades. E1 més usual en la prospeccid
eléctrica es utilitzar eléctrodes de corrent puntuals i mesurar la
distribucié del potencial creat en qualsevol punt de la superficie.
Malgrat que el model sigui bidimensional, els eléctrodes puntuals
fan que la distribucié del potencial depengui de les tres

coordenades espacials. Per aquest motiu es parla del potencial
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tridimensional en contraposicié al potencial bidimensional. Aquest
correspon a una situacié diferent i menys freqgiient, on la
distribucié del potencial depén dnicament de les dues coordenades
del medi.

L'algorisme dissenyat contempla les dues situacions. Aquestes dues
situacions corresponen a resoldre equacions diferencials diferents
i, a més, en el primer cas (el tridimensional) suposa treballar en
l'espai transformat per 1la coordenada segons 1la direccié de

1l'estructura.

2.2. RELACIONS FONAMENTALS.

En prospeccié eléctrica es considera el s0l1l com un medi
semi-infinit, conductor i isotrop. La conductivitat eléctrica o (x)
és el parametre fisic que caracteritza el medi on X representa el
vector de coordenades. Per crear el potencial es claven eléctrodes
al terra i, mitjantgant unes bateries, s'hi fa circular corrent

continu. Per l'equacié de conservacié de la carrega:
v i = q (2.1)

on J és el vector densitat de corrent i q representa els termes de
font de carrega degut a la preséncia dels eléctrodes. Fent 1la
hipotesi que es compleix la llei de Ohm: J=c E, onE és el camp

electric. Com estem en el cas estacionari, per la primera llei de
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Maxwell el camp E sera irrotacional. Per tant: E= -V V, onV és
el potencial eléctric. Substituint aquestes relacions en 1'equacid

(2.1) s'obté:

-V (o x)V V(x) ) = q(x) VxeQ (2.2)

Ly = q(ﬁ) VEGQ

que representa l'equacid diferencial de segon ordre en derivades
parcials i el.liptica que ha de complir el potencial eléctric V(x)
en tots els punts del medi, identificats pel domini Q. L'operador
diferencial L és simétric i definit positiu.
Les condicions de contorn que s'han de complir en qualsevol
superficie de separacié de medis de diferent © sén:

1- continuitat del potencial V(x).

2- continuitat del component normal de la densitat de

corrent Jg.

Aquestes condicions sdén conseqgliéncia del fet que el camp €s

irrotacional i de la conservacidé de la carrega.

La frontera o contorn de {2 estad representada per I'. Donat que el
medi és semi-infinit, en general, el contorn " estara format per
una frontera fisica: la superficie del terra rs’ i per una frontera
ficticia que simula 1'infinit rar D'aquesta forma: I' = rs U ruf

(figura 2.1)
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Figura 2.1. Identificacid de les diferents parts
de la frontera I'.

Sobre aquesta frontera I’ imposem una condicidé del tipus:
C(V) =o(x) 9V(x)/9n + a(x) (V(x)-V,) + Q=0 VY xel (2.3)

on n és la normal al cap a fora, V; representa valors fixats del
potencial en punts del contorn i Q valors fixats del flux del
potencial a través de la frontera I'. La funcié a(x) determina el
tipus de condicié de contorn: & = 0 correspon a imposar condicions
tipus Neumann (homogénies si Qo = 0), & = @ correspon a condicions
tipus Dirichlet (homogénies si v, = 0) i si @ és una funcié acotada,
C (V) representa una condicidé mixta. En la seccié 2.5 discutirem el

tipus de condicid a imposar en diferents situacions.

Un cop obtingut el potencial V(x) hom calcula 1'anomenada

resistivitat aparent - P,- que reflecteix millor el model geologic
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i a partir de la qual es realitza la interpretacié de 1les mesures

experimentals. La resistivitat aparent ve definida per:
P, = KAV | I (2.4)

on AV és la diferéncia de potencial entre dos punts del medi, I és
la intensitat del corrent que circula pels eléctrodes i K és un
factor geométric que depén de les posicions relatives entre els

.

eléctrodes i els punts on es mesura el potencial.

En el medi bidimensional la conductivitat eléctrica només dependra
de dues coordenades: o(xX,2z), on X és la coordenada horitzontal i =z
la vertical (figura 2.1). La coordenada y correspon a la direccid

oo
de 1l'estructura ("strike direction") per tant: 5;;-: 0.

Com ja hem indicat anteriorment, en wun medi bidimensional, el
potencial no té perqué ser independent de la coordenada y; cal
tenir en compte el tipus de font representada per la funcid q(§).
La situacié més wusual en prospeccié eléctrica és utilizar
eléctrodes puntuals, per tant V(x) = V(x,y,z). El problema és
tridimensional malgrat que el medi sigui bidimensional, per aquest

motiu es parla de modelitzacidé quasi-tridimensional.

El cas en qué el potencial és independent de 1la coordenada vy,

(aleshores el problema es manté bidimensional) correspon a resoldre
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directament 1'equacidé (2.2). Aquesta situacié es presenta
rigurosament només quan es consideren eléctrodes lineals infinits i
paral.lels a la direccidé de l'estructura. Donat que els eléctrodes
lineals no s'acostumen a utilitzar a la practica, només Mufty

(1976) (amb diferéncies finites) es va ocupar d'aquest problema.

Tot i que el que ens interessa €és el problema tridimensional
(eléctrodes puntuals), comengaren resolen el problema
bidimensional. Aquest cas té un doble interés. En primer 1lloc i
sota certes condicions pot ser wuna aproximacié suficient al
potencial tridimensional (per exemple si tenim simetria axial, si
els eléctrodes de corrent estan lluny de la zona d'estudi...), i en
segon lloc, perqué permet introduir tot el formalisme de resolucid
del problema, que posteriorment aplicarem en 1la resolucid del

potencial tridimensional.

2.3. EL PROBLEMA BIDIMENSIONAL.

El problema directe de la prospeccié eléctrica ha quedat plantejat
de la segiient manera: donada una distribucié de la conductivitat
o(x) i de les fonts q(x) sobre el medi, obtenir el potencial
eléctric V(x). Cal, doncs, resoldre l'equacié (2.2) amb la condicié

de contorn (2.3):
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P(V) =V (o @Y VWx))+ax)=0 VYxe0 (2.2)

C(V) =o(x) 9V(x)/9n + a(x) (V(x)-V)) + Q=0 VY xel (2.3)

Per tal de resoldre l'equacié (2.2) (on ara YV sera 1'operador
nabla bidimensional: V= (8 /dx, @/3z) aplicarem el métode dels
residus ponderats amb la técnica de Galerkin. Un cop obtingudes les
expressions integrals aplicarem el métode dels elements finits tal

i com s'ha presentat en la seccid 1.2,

Suposem una aproximacid per al potencial eléctric:
N
V(x) = v (x) = 2 v, & (x) (2.5)
L1

on EL sén les funcions de forma i v = V(§;) s6n els valors del
potencial en N punts (nusos) del domini Q2. Els residus de 1l'equacid

diferencial (2.2) seran:

r(x) =D(V'(x)) =V (o(x) VV'(x) +q(x) ® 0 Ve

Imposant que la contribucié dels residus, ponderats amb les

mateixes funcions de forma ft(§). sera zero:
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v J=1...N

1}
S

J r(x) £ (x) 4Q
Q

per tant:

J (V- (o) VWi (x) ) § (x)dQ -J q(x) £ (x) dQ V j=1...N
Q = = = @ - -

Aplicant la primera identitat de Green en el primer membre:

J o (x) YV (x) VT (00 —J o(x) VV'(x)'n ¥ (x)dl =j‘ q(x) £ (x) &0
Q r - o - 17

vV j=1...N (2.6)

Observem que aquesta expressidé permet discontinuitats eno i en
les derivades primeres del potencial, possibilitat que no teniem en

1'equacidé diferencial (2.2).

Els algorismes de Coggon (1971), Rijo (1977) i Pridmore et al.
(1981) imposen condicions de contorn de Neumann homogénies (g—g = 0)
o condicions de Dirichlet (que cal imposar sobre les funcions de
forma i s'acaben reduint a En(i) =0 en "), Per tant no inclouen la
integral sobre el contorn ", ja que tots dos tipus de condicions

1'anul.len. Nosaltres, en canvi, mantenim aquest terme que dona més

-34~



flexibilitat en les possibles condicions de contorn a imposar.

En 1l'expressié (2.6) podem imposar comodament 1la condicié de
contorn (2.3) en la integral sobre I', Substituint (2.3) en (2.6) i

el potencial aproximat V'(x) per la seva expressié (2.5), s'obté:

N
) {I o (x) V& (x)"VE (x) d +J a(x) &, (x) &,(x) dF } v, =
151 0

r 2.7)

J q(x) Ej(z) dQ +J [0‘(5) v, - Qo] Ej(i) dar VY j=1...N
Q r

Aquesta expressié (2.7) representa un sistema de N equacions amb N
incognites. La solucidé d'aquest ens donara el potencial en els N
nusos i, a partir de (2.5), podem obtenir el potencial per

qualsevol punt del domini. En forma matricial:
(A4 +D)v=Qg (2.8)

on el vector V té per components els valors del potencial en els N
nusos. Les matrius 4 i D sén matrius quadrades d'ordre N,
simétriques i definides positives. Contenen, respectivament,
la informacid del medi i les condicions de contorn. Ens referirem a
elles per: matriu de conductivitats (4) i matriu de contorn (D). El1

vector Q correspon als termes de font.
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Realitzem ara una discretitzacié del domini 2, obtenim un nou
domini Qh amb N, elements de subdominis Qecadascun (h indica 1la
mida dels elements). Ara es poden descomposar les 1integrals de
1'expressié (2.7) en integrals sobre els elements i construir les
matrius elementals Aei p® per cada element. Els elements d'aquestes

matrius seran:

£t e, Ymwea
0
e
05 = | (0 E (0 (x)d cixel b (2.9)
Y Jr ~ v o= 1= e 2
e
e v
DLJ = 0 5159.'? )

Els elements de 1les matrius globals s'obtindran sumant les

contribucions:

e ) _
A =2 A i D, =z D, (2.10)
L'avaluacié de les integrals (2.7) o (2.9) depen del tipus
d'element finit i de funcions de forma que es considerin. Tenint en
compte les condicions que han de complir les funcions de forma,
I3 e m—1 . .’ - e . .

continuitat C i completesa (seccié 1.2), és suficient que
aquestes siguin funcions polinomiques de primer grau ja que 1'ordre

de derivacidé que apareix sota les integrals (2.7) és m=1., Els
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elements finits més senzills associats a les funcions de forma
lineals sén els elements triangulars amb nusos en els vértex
(figura 2.2). Nosaltres hem pres aquestes funcions de forma i
aquests elements per la seva simplicitat i perqué els resultats que

s'obtenen sdén satisfactoris.

Figura 2.2. Elements triangulars associats a les funcions
de forma lineals.

Avaluem les integrals (2.9) considerant aquests elements
- . (3 3 e « 3
triangulars d'area Qe i de conductivitat © i amb funcions de forma

lineals definides sobre cada element per ff = E%— (aL-H% X +c z).
e
S'obté:

e
[=4

e € e e
A =IO (x) VL (VT (x)d, =-,ﬁ; (bb +cc)

%
0
e

on les constants bL ic, depenen de les coordenades dels nusos: q'

= & - i = - &
‘.Jk(xk xj) ic euk(z‘ qc) (on .k Tepresenta el tensor
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de permutacions); de manera que: Qe =1/2 (CLH - b‘%) és l'area

de l'element U:

(=

o si(x) =T

D, = f a(x) EL(x) () o, = { e
r
e

ol

L (148,) si(p el

on L, és la longitud del contorn de l'element sobre I' i ae, que és
la funcié que determina les condicions de contorn, s'ha suposat
constant al llarg de I',.

El terme independent Q del sistema d'equacions (2.8) 1'avaluem

considerant fonts puntuals en el domini 2. Si tenim m fonts:

a(x) =Z I, %(x-x.)6(z-z2))

m

Per tant:

Jq(§) {(x)d = ZJ I, 8(x -x ) S(z -z ) £ (x) d =
Q m Q

=Z I, 8 (x ,23,) =6 1

m m

on Q“ correspon a la intensitat de corrent per unitat de longitud
que circula per 1l'eléctrode M situat en el nus de coordenades
(xm,zm). Es procedeix de manera equivalent amb la integral sobre el

contorn.

Volem constatar que el desenvolupament anterior és extensible als

-38-



medis o estructures tridimensionals amb eléctrodes puntuals ja que
correspon a resoldre la mateixa equacié diferencial de Poisson.
Unicament cal incorporar la coordenada y i considerar funcions de
forma lineals definides localment sobre elements tetraédrics per:

e _ 1 3
fv.’ﬁe(at"'btx*'ctz + d y ). Ara Qe és el volum de

l'element i a , b:.’ G i dL son constants que depenen de les
coordenades dels quatre vertex del tetraedre. Les matrius

elementals seran:

e
e e e e o
ALJ=JU (E)Vf‘.(ﬁ) ij(l(_) dQe = 3—6-9—e ( b!.b_]+ C"CJ+ dl-d.] )
Q
e
0 si xe& Tl
b =|e X C(E ) ar, ={ e -
] - v =) - e Q_ +5 ) . el
r, 1z S.(1#0) six

on §, correspon a la superficie de la cara del tetraedre situada

sobre re, i el terme corresponent a les fonts:

J a(x,y,2) & (x,y,2) @ E L, 8% 02,) =9 1

& m "m
Q2

on ara I és la intensitat del corrent que circula per 1l'eléctrode

puntual situat en el nus m de coordenades: (xm » Yoo zm).
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2.4. EL PROBLEMA TRIDIMENSTIONAL.

Al modelitzar medis bidimensionals (¢(X) = @(x,2)) amb eléctrodes
puntuals el potencial és tridimensional: V(x,y,z). Per tal d'evitar
la dependéncia del potencial amb 1la coordenada y (direccié de
l'estructura) utilitzarem la transformada de Fourier en cosinus ja
que el potencial sera una funcié parell respecte de y si els
eléctrodes estan situats en el pla y=0. Ens situem en l'espai
transformat (x,y; Ky) on el parametre Ky té dimensions de Ut
1'anomenarem nombre d'ona. La funcidé que ara hem de determinar és
el potencial transfomat, V(x,z; Ky):

(o e}

V(X)Z; Ky) =-[ V(le;Z) cos (KYY) dy (2.11)

(=]

(1a notacié ~ indicara transformada en cosinus). Aplicant aquesta

transformada a 1l'equacid diferencial (2.2):

~ z ~ ~
v [O(x,z) VV(X.Z;KY)] K, 9(x,2)V(x,2;K ) +q(x,2) = 0, ¥V (x,2) €T
(2.12)
Aquesta és una equacié diferencial de Helmholtz i la representarem
per04(3) = 0. Caldra resoldre-la per diferents valors de Ky per
poder calcular l'antitransformada i obtenir el potencial eléctric

en tots els punts de 1l'espai:
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w0

V(x,y,2) = ;2 J V(x,z;Ky) cos (K ry) dK_ (2.13)

(o]

En el contorn I’ del domini 2 imposarem una condicié de contorn
equivalent a la (2.3) pero en l'espai transformat:

a?f(x,z;Ky) - ~ ~
B Fem— +ﬁ’(x,z;Ky)[V(x.z;’<y)-V°] +Q_ =0, V (x,2) e’

(2.14)

B(V) =(x,z)

on n és la normal cap a fora de T ; ﬁ(§;Ky) una funcié que ve
~ “~
determinada pel tipus de condicié de contorn, i v, i Qosén valors a

imposar pel potencial transformat i el seu flux a través de [ .

2.4.1 Desenvolupament en 1l'espai transformat.

Partint d'aquesta nova equacié diferencial (2.12) i de 1la
condicié de contorn (2.14), apliquem de nou el métode dels residus
ponderats amb el criteri de Galerkin. Se segueix el mateix procés

que el desenvolupat anteriorment i finalment s'obté:

N
z ~
Z{J. anL-VEJ aq +J f?ELEJ dar + Ky I oEtEJ dﬂ} vv. =
r=1 Q r 0
(2.15)

qudQ'i'J. [ﬁVo -QO]del— Vi=1...N
Q r
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Expressat en forma matricial:

(A+B +C)V=07 (2.16)

Observem que la matriu 4 del sistema (2.16) és equivalent a la
matriu 4 obtinguda en el sistema (2.8) (matriu de conductivitats)
quan no treballavem en l'espai transformat. La matriu 8 §és
formalment equivalent a la matriu O (matriu de contorn) del sistema
(2.8). Correspon als termes de les condicions de contorn i 1la
funcié # incorpora la dependéncia amb el parametre Ky. Trobem ara
una nova matriu, la matriu €, que no té equivalent en el sistema
(2.8). Totes aquestes matrius sén quadrades d'ordre N, simétriques
i definides positives. Considerant el domini @ discretitzat en Ne
elements finits, les matrius 4, 8 i € poden calcular-se a partir de

les elementals:

e e . _ e
o E A\.j BL_] —E BLj 1 CLJ —E CLJ

Prenent funcions de forma lineals i elements triangulars d'area

Qe, s'obté:
e e e e o®
= v v = ———
ALJ J'QC7 f" EJ dﬂe I'Qe (bLbJ +chJ) vV (x) e
0 si (x,2) &«
B =Jr3"'ff :fdl;_:{ pe
r % L (1#5U) si (x,2) el
e
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e
o Q
2 e

e e .2 e &
- X da_ = K
G L)a y S8 N T

(1 + 6”) v (.)5) e

Per avaluar el terme independent del sistema (2.15) considerem m

eléctrodes puntuals situats en els nusos de coordenades (Xm’ A zm):

s o]
ﬁé(x.z;Ky) =J q(x,y,2) cos (K 'y) dy =
(o]
@
= z J I 5(x-xm)5(y-ym)5(z-zm)cos(K;,y)dy =2 I/28(x-x ¥(z-z )
o
Per tant:

~ L I,
I q(x,z;Ky)EJ(x,z)dO =ZJ 5 <5(x-xm)<5(z-zm)fj(x,z)d0 =5

m 2
Q 0
(2.17)

on I correspon a la intensitat que circula per 1l'eléctrode situat

en el nus m,

2.4.2. Transformada Inversa.

La resolucié de 1'equacié diferencial de Helmholtz (2.12) pel
métode dels elements finits ens ha conduit al sistema d'equacions
(2.16). La solucié d'aquest sistema correspon als potencials

transformats VJ(V j=41,, N per un valor determinat del nombre
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d'ona Ky. El sistema d'equacions final (2.16) és en gran mesura
semblant a 1l'obtingut en la resolucid de l'equacié de Poisson per
al potencial bidimensional; dnicament trobem una nova matriu (la
matriu C) associada al parametre Ky. La diferéncia substancial del
problema bidimensional amb el tridimensional és que en aquest Gltim
cas cal repetir tot el procés per diferents valors de Ky( des de 0
fins a ®) per tal de calcular el potencial V(x»y>2z) mitjancant
ltantitransformada (2.13):

@

V(x,y,2) = ;2 I V(x,Z;Ky) cos (K "y) @K/ (2.13)

o

Donades les dimensions del problema s'ha d'evitar haver de repetir
el procés massa vegades. La millor manera de procedir és calcular
v(x,z;Ky) per un conjunt optim i reduit de valors de Ky, realitzar
una interpolacié i després calcular analiticament 1la integral

(2.13).

Interpolacid i comportament del potencial transformat.

La problematica que presenta la interpolacié és evident, perqué
l'espectre del potencial, V(x> z; Ky), en principi wvariara no
solament en funcié del model considerat, sind també en funcié de la

posicid dels eléctrodes i del seu nombre; a dltima hora, per cada
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punt (x,z) del medi sera diferent. Si es conegués el potencial
V(x,y,2) es podria realitzar un estudi del comportament del seu
espectre en funcié de diferents parametres, i trobar el conjunt
optim de Ky's i la funcid que millor interpola a V. La situacié en
qué ens trobem és totalment diferent, doncs precisament volem
trobar el potencial V(x,»y,»z) pels models on no és conegut. Tenim,
perd, la possibilitat de treballar amb models de control (aquells
que tenen solucidé coneguda i senzilla) per deduir el comportament
general que permeti establir uns criteris per la seleccié del

conjunt de Ky i poder realitzat la interpolacié.

En l'apéndix calculem el potencial transformat per als models de
control considerats (medi homogeni, contacte vertical i model de
dues capes horitzontals). Tots ells presenten un comportament
asimptotic del tipus mg (funcid de Bessel modificada d'ordre zero )
en funcié del producte rk‘Ky, on r, €s la distancia del punt (x 2z)

considerat a l'eléctrode.

A 1a figura 2.3 comparem el potencial i el potencial transformat.
La figura 2.3A representa el potencial a la superficie per un medi

homogeni (linia continua) de resistivitat 27 = 1 Qilm i per wun
contacte vertical de resistivitats f, = 1Qm i £,= 1000 Qm tant
quan ens allunyem de l'eléctrode paral.lelament al contacte (linia

discontinua) com perpendicularment (linia a punts). La intensitat
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del corrent que circula per 1l'electrode és d'lA i aquest esta
situat en el medi de resistivitat 1{lm i a una distancia de 25m del
contacte. S'observa que el comportament dels potencials €s
basicament del tipus 1Irf- El maxim local que apareix en el
potencial perpendicular al contacte correspon precisament al punt
de contacte entre els medis 1 i 2. A la figura 2.3B hem representat
unicament el potencial transformat pel contacte vertical ja que en
la representacié lineal no s'aprecia la diferéncia entre aquest
potencial transformat i els altres corresponents al medi homogeni o
al contacte vertical perpendicular al contacte. Tots ells presenten
un comportament del tipus ﬁ%-

El comportament del potencial transformat és el segiient: té wuna
caiguda practicament exponencial per punts llunyans ( t — ® ) i
tendeix a infinit de forma logaritmica per punts molt propers a
l'eléctrode ( t —0 ) presentant a t = 0 una singularitat. Aquesta
singularitat, perd, ¢és integrable, condicié necessaria  per
1l'existéncia de 1la transformada inversa. Aquest comportament
descrit és generalitzable a qualsevol model i ens sugereix una
solucidé al problema de l'interpolacié del espectre per tots els
valors des de t = 0 a t = ®, Efectivament, hem considerat wuna
interpolacié de l'espectre‘§(x»z;K%’) logaritmica, en els punts molt
propers a 1l'eléctrode, i exponencial en els punts no tan propers i
per valors de Ky grans. Aquesta eleccid ha estat adequada com més

endavant es veura en detall (capitol quart).
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Figura 2. 3. A. Comportament del potencial en un med?l

homogent ¢ — D, en un contacte
vertical paral.lel ¢ - - - 2> ¢
perpendicular ¢ + - * 2,

B. Comportament del potencial transformat
en un contacte vertical.
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Convé obtenir més detall sobre el comportament del potencial
transformat en funcié del nombre d'ona Ky per tal de seleccionar
els Ky adequats per les interpolacions. A la figura 2.4 esta
representat l'espectre del potencial a la superficie,en funcié de
Ky per dos models: un medi homogeni de ©=1 Cm i un contacte
vertical de contrast 1/1000 amb una distancia de 1'eléctrode al
contacte de d=50m i diferents distancies a 1'eléctrode. La
intensitat que circula per 1l'eléctrode és d'lA. En aquesta
representacid bilogaritmica observem un comportament bastant pla
per Ky petites i la caiguda mondotona a zero per Ky grans. Es clar
que les Ky s'han de prendre amb increments constants en escala
logaritmica i que la seleccid de les Ky's optimes aixi com el 1lloc
de truncament (valor maxim de Ky) depén de 1la distancia a
1'eléctrode. En el capitol quart donarem més detalls sobre aquests

aspectes i els errors que poden induir.

Hem comprovat que aquest comportament descrit de 1'espectre del
potencial es manté en tots els models que hem estudiat, tant pels
models de control (calculats analicament) com per models més
complexos (calculats via elements finits), sempre que es consideri
el potencial total creat per un sol eléctrode. La morfologia del
potencial creat per dos eléctrodes pot ser diferent en funcié del

model i de les posicions dels eléctrodes. Com a exemple, a la
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Figura 2. 4. Espectre del polencial per diferents
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figura 2.5 s'han representat els espectres dels potencials a la
superficie, creats per un sol eléctrode (linies discontinues amb
segments llargs) i els creats per dos eléctrodes (linies
discontinues amb segments curts). Aquests espectres corresponen a
un model estratificat de tres capes que presenta un horst en el
basament resistiu (figura 2.6). Els parametres del model sén: P,=
2400 Qm, P,= 200 ini.Pa= 1000 Om i gruixos t,=30mi t,= 230m.
L'amplada del horst és 200m i 1'algada 210m. A la figura 2.6
s'indica la posicié dels punts on es calcula el potencial
transformat ; (punts "a" i "b"), aixi com 1les posicions dels
eléctrodes 1 i 2. A les corbes de la figura 2.5, la 1lletra "a" o
"b" indica el punt on s'ha calculat el potencial transformat 3. El
nuamero "1" indica que correspon al potencial creat per un sol
eléctrode (electrode 1 amb intensitat I = 1A) i el nimero "2" al
potencial creat per dos eléctrodes (eléctrodes 1 i 2 amb L=-1A1
Iz= 1A). S'observa que mentre la morfologia del potencial creat per
un sol eléctrode és la mateixa independentment de la situacié del
punt on es calcula, el potencial creat per dos eléctrodes varia en
funcié de la posicid del punt en relacié a 1l'estructura. Per un
punt allunyat dels eléctrodes (punt b) 1l'espectre té el mateix
comportament que el d'un sol eléctrode, mentre que en el punt a,
situat a prop dels eléctrodes i del horst, l'espectre presenta un

minim i un maxim pronunciats.
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Figura 2.5. Espectre del potencial per un model de horst.
La lletra "a” o ”b” indicat el punt on
s'ha calculat v. El nombre { indica gue
corresponen al potencial creat per un sol
eléctrode t 2al creat per dos eléctrodes.
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Figura 2.6. Esguema del model utilizat pel calcul dels

espectres de la figura 2.5.
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L'enfocament donat per Coggon (1971) i Rijo (1977) a tota aquesta
problematica del calcul del potencial transformat és diferent
perqué treballen amb el potencial secundari. El potencial secundari
es defineix com el potencial total menys el primari, essent el
primari el que correspon al medi sense heterogeneitats i té solucid
analitica coneguda. L'espectre del potencial secundari és més
complicat que el del potencial total i é€s dificil predir el seu
comportament perque aquest depén exclusivament del model. Com a
exemple, a la figura 2.7 presentem el potencial secundari (linia
continua) junt amb el potencial total (linia discontinua) pel model
del horst representat en la figura 2.8. El parametres del model
sén: P, = 2400 Qm, p,,= 200 Qm, P,= 1000 Qm, t=30mi t, = 230m.
L'alcada del horst és 210m i 1'amplada 50m. A la mateix figura 2.8
s'indica la posicid del punt on s'ha calculat el potencial total i
el secundari, i la posicié de 1l'eléctrode pel qual circula un
corrent d'l A. S'observa que mentre 1l'espectre del potencial total
presenta la morfologia tipica descrita anteriorment, el potencial
secundari persenta un maxim en Ky= 0.25 10-2.

Recordem que si només es calcula el potencial en punts del pla y =
0, el calcul de la transformada inversa (2.13) és simplement el
calcul de 1'area sota l'espectre i pot realitzar-se facilment amb
una interpolacidé per splines pel potencial secundari 0,

senzillament una interpolacid exponencial pel potencial total.
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Integracid.

Un cop realitzada la interpolacid logaritmica o exponencial per
cada interval del conjut de Ky considerat, resta Unicament la
integracié analitica de (2.13) per obtenir, finalment, el potencial
a qualsevol punt de l'espai. Integrant 1la funcié interpolada a

intervals s'obté: (veure detalls en 1l'apéndix)

B
2 (=]
z) £ =2 XK. ) sin (K 'y ) - si (K -
V(x,y,2) 7 Ty In (b, y) sin ( y y ) - si( v y)
K
2 Bn N+
+ 2 Ty 1n (any) sin (Ky'y Y - si (Ky' v)
n K
Aa)
—aK Km-ﬂ.
+ z 2 A ._.e_..m—y...._ si (K . )_ c (K . )
- 3 - y sin (K 'y a, cos (K 'y
m a + y X
m

onA ,a ,B , bh s6n les constants de la interpolacié de cada

interval [K.L. K

L"'!.]' iB i b° per l'interval [0’K1]~
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2.5. RESOLUCIG DELS SISTEMES D'EQUACIONS.

Mitjancant el métode dels elements finits hem reduit 1'equacid
diferencial tipus Poisson pel potencial eléctric (2.2): D(V)=0 junt
amb la condicié de contorn (2.3): €(V) = 0 en el sistema (4 + D) v
= Q. De manera semblant pel potencial transformat, hem passat de
1'equacié de Helmholtz (2.12): 01(§)=0 junt amb la condicié de

contorn (2.14): [B(“\-l)=0, al sistema (4 + 8 + C )i =§

Per resoldre els sistemes lineals amb un nombre elevat d'equacions
existeixen dos grups de métodes : els indirectes i els directes.
Els indirectes eviten emmagatzemar les matrius perd involucren un
procés iteratiu a partir d'una solucidé inicial i, per tant, es
presenten els tipics problemes de convergéncia i estabilitat. Els
directes es basen en la descomposicié de la matriu i sén més

rapids.

Cal remarcar que les matrius dels sistemes que ens ocupen son
matrius quadrades d'ordre N (on N és el nombre de nusos de la
xarxa) i el seu ordre de magnitud és 10° en molts casos. Pero, per
sort, totes les matrius sén simétriques i "sparse" ( de manera que
només no sén nuls els elements de la diagonal i els termes creuats
corresponents als nusos connectats). Aquestes propietats sén

avantatges de la técnica de Galerkin i del caracter local de les
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funcions de forma. A més, si la numeracid dels nusos es fa de forma
ordenada, obtenim matrius de banda 1limitada. La importancia
d'aquestes propietats €s que permeten emmagatzemar les matrius amb
un gran estalvi de memoria.

Els métodes directes més utilitzats es basen en la descomposicid
de Crout i, si la matriu és definida positiva, en la descomposicié
de Cholesky (Ralston i Wilf 1967). Aquests métodes tenen
l'avantatge que resolen el sistema d'equacions, H5 = y, en dos
passos: 1- la descomposicid de la matriu ("forward reduction") en
el producte de dues matrius triangulars (una superior i 1l'altra
inferior): M = LU i 2- la resolucié dels sistemes resultants: Lz =
Yy 1 Ux = z que sén una simple "back substitution". Aquest detall és
molt important perqué en el nostre problema de modelitzacié pot
reduir el temps de calcul. Quan es consideren diferents posicions
dels eléctrodes per una mateixa estructura només cal realitzar un
cop la descomposicié de la matriu i guardar-la en memoria. A
continuacié realitzar la "back substitution" per cada nova posicié

dels eléctrodes.

Tenint en compte aquests avantatges dels metodes directes i les
caracteristiques de les matrius del nostre problema, hem optat per
la resolucid dels sistemes d'equacions via la descomposcié de
Cholesky, aconseguint una resolucié del sistema suficientment

operativa i precisa per totes les modelitzacions realitzades.
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2.6. DISCUSSIS DE LES CONDICIONS DE CONTORN.

L'eleccidé de les condicions de contorn optimes és un dels aspectes
fonamentals en la resolucié de les equacions diferencials per
métodes numérics ja que condicionen el tipus de solucidé. En
concret, en el MEF hem vist que imposen restriccions en 1'eleccié
de les funcions de forma (seccié 1.2). A més a més, en prospeccid
eléctrica trobem una problematica especifica pel fet de considerar

el medi semi-infinit i fonts puntuals.

Ltalgorisme que hem construit imposa sobre la frontera del domini
les condicions de contorn (2.3) i (2.14) pel potencial i pel

potencial transformat respectivament:

av(x)
() o+ @ [V v ] +q, =0 (2.3)

(=]

C (V)

BV =00 —5——2 + A&k (VK )F,] +3, =0 @)

(=]

Aquestes expressions permeten considerar els diferents tipus de

condicions de contorn:
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1- Condicions de Dirichlet:

V(x)= v, fent &(x) = ® en (2.3)
i V(§;Ky)= V, » fent ﬁ(§;Ky) =m en (2.14)

2- Condicions de Neumann:

av(x)
o) 35 = Q. fent @(x) = 0 en (2.3)
aq\'l(z;Ky) ~
i o(x) 5 = Q,» fent B(x;K,) = 0 en (2.14)

3- Condicions mixtes:

V(%)
o(x) 35 =°®), fent Vv, = Q, = 0 en (2.3)
av(zﬂKy) ~ ~
i0(x) —3— =08G&K,), fent V, = Q=0 en (2.14)

Segons el criteri donat en la seccié 1.2, les condicions tipus
Dirichlet sdén condicions essencials o forcades, per tant, en cas de
considerar-les cal imposar-les sobre les funcions de forma. Les
condicions de Neumann i les mixtes sdén condicions naturals; no cal
imposar-les sobre les funcions de forma, es compleixen de manera
"natural”, en terme mitja sobre el contorn de l'element

corresponent.

A continuacié discutim quines d'aquestes condicions sén
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convenients en les diferents fronteres.

Recordem que la frontera del domini, ', esta formada per 1la

superficie del terra, I i una frontera ficticia sobre la que hem

5’
de simular les condicions de 1l'infinit, r‘m: r = rs U rw (figura

2.1)-

Condicions sobre rs:

La superficie del terra separa el medi de 1l'aire, que es pot
considerar totalment aillant (¢=0). Per la condicié de continuitat
del component normal del vector densitat de corrent (Jn = Og—z ha
de ser nul a través de rs‘ Sobre r's s'ha d'imposar sempre la

. . . @ .
condicié de Neumann homogénia: 3—1‘,/-1 = 0. Es procedeix de manera

equivalent pel potencial transformat.

Condicions sobre rm :

Donat que situem la frontera roo a grans distancies de la font,
s'acostuma a imposar en ella condicions de Neumann homogénies o
condicions de Dirichlet inhomogénies (Coggon 1971, Rijo 1977 i
Pridmore et al. 1981). En el cas d'utilitzar condicions de
Dirichlet inhomogénies es fixen en els nusos de la frontera els

valors del potencial primari (medi homogeni o medi estratificat



generalment).

Aquestes condicions sén aproximacions valides i generalment
condueixen a resultats satisfactoris, perd cal considerar 1la
frontera molt lluny de la zona d'interés ( zona heterogénia ). A
més, imposar el potencial primari resulta molt laboriés. Recordem
que el potencial transformat cal calcular-lo per diferents valors
del parametre Ky, per tant el potencial primari canviara per cada
Ky,

La frontera raﬂ de fet, esta a una distancia gran perd finita de
la font. Rigorosament no podem aplicar les condicions de 1'infinit,
ni tampoc imposar potencials d'un medi diferent al model considerat
(potencial primari). La condicié més apropiada €és una condicid
sobre el comportament del potencial. Dey i Morrison (1979a), en
modelitzacid per diferéncies finites, proposen una condicidé mixta
basada en el comportament asimptotic del potencial a grans
distancies de la font. Si bé la seva incorporacié en un algorisme
d'elements finits demana un esfor¢ suplementari en la programacid,
un cop implementada és comode i general per qualsevol model, en
front a 1les condicions de Dirichlet inhomogénies que seran

diferents per cada model.
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Figura 2.9. ldentificacio dels termes gue intervenen
en la condicid mixta

El potencial eléctric té un comportament del tipus 1/rf a grans

distancies de la font, on r, €s la distancia a la font: v(x)= Cllrf

f

ov(x) cos®
(C‘ €és una constant que depen del model). Aixi, - renia C—>
T,

f

on & és 1l'angle format entre la normal n i la direccié de r,

(figura 2.9). L'equacié (2.3) €(V)=0 pren la forma:

aV(x)

-o(x) 3 =R cos

f

v(x)

dion: a(x) = o (x) cos & [ I, .

En 1l'espai transformat, el comportament asimptotic del potencial
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sera:

V(_)_{-;Ky ):Cz %o(rf . Ky)

per tant:
3ﬂ"l(§;f‘<y)
—, -G Ky 9<1(rf'?<y) cos ©
on C, és una constant que depén del model i ﬁ% i ﬁi sén les
funcions de Bessel modificades d'ordre 2zero i u respectivament.
L'equacié de contorn (2.14) pren la forma:

y ~
_ — Y &~ 1 Y x K
o(x) P o(x) cos v V(x; y)

Ko (5 KD

AV (x;K,,) X, (5K )

A A

d'on: !?(gg;Ky) = o(x) cos &§ ————— Y
%K, (1, K)

El criteri que nosaltres utilizarem és imposar sempre sobre ra: la
condicid mixta menys en els casos particulars que, per raons de
simetria del model, sigui convenient imposar les condicions

classiques.

Condicions en les interficies:

A cada frontera interna que separa elements de conductivitats

diferents, @, i o, han de complir-se les condicions de continuitat

1

del potencial i del compoment normal de vector densitat de corrent:
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La primera condiéié es compleix automaticament, ja que les
funcions de forma que hem elegit sén continues (Co). Es tracta, de
fet, d'una condicidé essencial o forcada.

La segona condicid implica un salt en les derivades del potencial.
Les nostres funcions de forma lineals presenten un salt en les
seves derivades primeres. Ara bé, no imposem gue aquest salt sigui
la relacidé de conductivitats. La continuitat de J és, de fet, una
condicié natural i, per tant, es complira dnicament en terme mitja

sobre cada interficie de <.
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Capitol 3. IMPLEMENTACIS DE L'ALGORISME.

3.1. INTRODUCCIS.

En aquest capitol es presenta la implementaciéd de 1'algorisme
desenvolupat al capitol anterior. L'elevat volum de calcul requerit
aconsella d'establir determinades estratégies de calcul numéric que
moltes vegades representen aproximacions a la solucié pero que,
d'altra manera, 1l'algorisme fora inoperant. Les aproximacions
basiques que utilitzem s6n l'eliminacié de la dependéncia de 1la
matriu del sistema respecte la posicié dels eléctrodes i, per altra
banda, la utilitzacié de 1'anomenat esquema concentrat en les
matrius de contorn i en 1'associada al nombre d'ona. S'evaluen els
errors que aquestes aproximacions indueixen i es comprova 1la seva
poca influéncia en la solucié final. Es realitza una quantificacié
de la memdoria i el temps de CPU necessaris en funcié de les
dimensions del problema (nombre de nusos de la xarxa de
discretitzacié, nombre de variables transformades Ky i  nombre

d'eléctrodes de corrent).

El procés complet de modelitzacidé comporta les segiients fases:
I- Definicié del model: Distribucié de la conductivitat: o(x).
Distribucié de les fonts: q(x).

Condicions de contorn a imposar.
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II~- Discretitzacid: Definicid dels nusos i dels elements finits.

III- Resolucié de 1'equacié diferencial via MEF: Calcul del
potencial transformat V.

IV- Calcul del potencial V.

V- Calcul de la resistivitat aparent P, -

Hem escrit un paquet de programes en Fortran 77 per tal de
realitzar cada una d'aquestes parts del procés, encaixats tal i com
es presenta en la figura 3.1. Descriurem amb més detall el programa
principal (GPEF.FORTRAN) que resol 1l'equacié diferencial del
potencial tridimensional pel métode dels elements finits. El1 cas
del problema bidimensional (potencial bidimensional) es considera
com un cas particular del general (equacié de Helmholtz) amb un
nombre d'ona Ky nul i les corresponents condicions de contorn. En

aquest cas el pas IV queda eliminat.

3.2 IMPLEMENTACIG DE L'ALGORISME.

La figura 3.2 presenta el diagrama del programa principal que

comentem a continuacié.

ENTRADES.
Les entrades vénen donades pels quatre fitxers segiients:
GPEF.DADES: Informacid general de les dimensions del problema

a partir de la qual es realitzara la particié de la memoria:
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I- Definicié del model : ~ GPEF.DADES [GPELEC.DADES}——-‘

11- Discretitzacio:

[GPNUSOS.FORTRAN}———a—{GPNUSOS.DADES}—j

Y Yy

[ GPELEMEN . FORTRAN}——»|GPELEMEN. DADES|

LA

~ l
I1I- Calcul de V (x,2z; Ky): EPEF.FORTRAE

|
GPANTI.FORTRAN

IV- Calcul de V(x,y,2):

Y
rGPRESIS .FORTRAN

V- Calcul de la P, :

Figura 3. 1. Diagrama del procés de modelitzacid

Junt amb els programes corresponents.
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nombre de nusos, nombre d'elements, semi-ample de banda,
nombre de materials i els valors de les seves resistivitats,
nombre de posicions d'eléctrodes i nombre de Ky's i els seus
valors.

GPNUSOS.DADES. Xarxa de discretitzacié : Coordenades de cada
nus. Pels nusos de 1la frontera cal indicar el tipus de
condicié de contorn a imposar.

GPELEMEN.DADES. Elements amb indicacié de les connexions i del
tipus de material.

GPELEC.DADES. Posicions dels eléctrodes i valor de 1la

intensitat del corrent que hi circula.

ALGORISME.

La implementacid de l'algorisme es realitza amb les segilents set

parts: (assenyalades en la figura 3.2)

1- Construccid de les matrius elementals de conductivitat

(Ae) i de la matriu (Ce).

Segons les expressions: (seccid 2.3)

(]

LA o
Ai.' =We (bv.b_) + thj)

2 e
Ky o Qe (1 + 6u)
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GPEF . DADES Lectura d'informacié general. |

|GPNUSOS . DADES}———=| Lectura de la xarxa de discretitzacié.|

[GPELEMEN. DADES || Lectura dels elements.|

R(1) =K

A

yi

1- Construccié de 1les matrius elementals
4° c®

2- Construccié de la matriu B°.

3- Encaix de les matrius en la matriu global ¥

4- Modificacié de M per 1les condicions de
contorn i construccié del terme independent
Q.

5- Descomposicié de la matriu: M = sT- s k

—

|GPELEC. DADES |-——=| 6- Incorporacié de les fonts.

> . T * ~
7- Resolucidé dels sistemes: S'X =Q i S-V=X .

v (X
Vi'( y) .
. NO
v, (K)
(1)< K_, -
sz
NO

Figura 3.2 Esquema del programa GPEF.
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Gracies a la repetibilitat dels elements fem un bucle per a
tots els elements. Si, per raons de comoditat, s'han construit
elements rectangulars, el programa realitza wuna particid

d'aquest en dos triangulars d'igual resistivitat.

- [ e
2- Construccidé de la matriu elemental de contorn 8 .

Pels elements que contenen nusos en la frontera on cal imposar

s e . . e . <
la condicid mixta, es calcula la matriu 8 segons l'expressid:

e
B. = {
L]

La funcid 3 venia donada per: (seccid 2.5)

(seccid 2.3)

si (x,2z) &

e I3
Le(1+5LJ) si (x,z) el

Dl

K (r.°K )
1fy’<

B(xiK ) =o(x) cos &
-y - Ko(rt.xy) Yy

La funcié @ la suposem constant dins de cada element calculant
1'angle & just en el centre de re. La distancia d'aquest punt
(centre de re) a l'eléctrode (rr) 1'aproximem per la distancia
al centre de la frontera que representa la superficie del

terra (re).(figura 3.3)
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Figura 3.3. t‘fsquema de l’oproximacic realtitzada
en les funcions o U 3.

Operant, tenint en compte aquesta aproximacié, s'obté:

2 e ot | (x‘+xj)(zj-z‘)—(xj-x\)(zt+zj)| 9<1(re"<y) B
) y
2 r, L Ko (xg KD

Pel cas del potencial bidimensional, amb la funcié a(x) es

procedeix de manera semblant, i s'obté:

e | (%) (22 )-(x-x ) (7 +2))]

(= = p
2re Le

Gracies a aquesta aproximacié, la condicié de contorn mixta no
introdueix cap dependéncia de la matriu del sistema amb les

fonts i podrem realitzar un important estalvi de temps
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d'execucidé al considerar diferents posicions dels eléctrodes.
S'han realitzat calculs estudiant 1'efecte d'aquesta
aproximacié i 1l'error que introdueix és totalment despreciable
i només afecta als nusos molt proxims a la frontera.

Per tal de calcular les funcions de Bessel modificades d'ordre

zero i u (3; i ﬁi) s'accedeix a la biblioteca NAG.

3- Encaix de les matrius elementals en la matriu global M.

Recordem que M estava donada per:
= _ _ e
M=A+B+C,on: A= 4,B=%8,C=5cC"

Les matrius B i C les prenem amb esquema concentrat. Aquest
recurs és forca utilitzat pel MEF en enginyeria i consisteix
en sumar tots els termes de la matriu a la seva diagonal.

. e, e
D'aquesta manera les matrius elementals B i C  prenen la

forma:
e _1.e
B =38 L6,
& =1x% s
i " 3y e ij

Tot i que existeixen justificacions teoriques (Zienkiewicz,
1981) en base a realitzar un canvi de les funcions de forma
per aquestes matrius prenent una base ortogonal, la

utilitzacid de 1'esquema concentrat és purament una estrategia
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que, en determinats casos, pot estalviar memoria i accelerar
el procés de calcul, perd sobre tot déna estabilitat., Es per
aquest Gltim motiu que 1'hem considerat atil pel nostre
problema.

En les matrius de contorn (matrius B i D) 1' efecte que
produeix l'esquema concentrat és inapreciable perqué els Unics
elements d'aquestes matrius diferents de zero sén els elements
L,J corresponents als nusos de la superficie ra> connectats
entre si.

En canvi, per la matriu associada al nombre d'ona (matriu C)
1'efecte pot ser important. Recordem que cal calcular de nou
aquesta matriu per cada Ky. Per Ky petites aquesta matriu té
molt poc pes i 1l'esquema concentrat no influira en el
resultat final. Per Ky grans el potencial‘v es fa molt petit
i poden sorgir inestabilitats que desapareixen amb 1'esquema
concentrat ja que el seu efecte principal és esmorteir el
decreixement de V.

A la figura 3.4 mostrem l'efecte de 1'esquema concentrat sobre
ltespectre del potencial per un medi homogeni de resistivitat
P= 1 0Om, per un punt situat a 7m de l'eléctrode (rf = 7m). La
intensitat del corrent que circu la per 1l'eléctrode és d' 1A.
Observem com per valors de Ky petits es presenta una
coincidéncia excel.lent entre l'esquema concentrat i

1'espectre analitic. Perd, a mesura que Ky augmenta comenc¢a a
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0.0
11

-1.0

-1.5

-2.0
|

>
Svun

-3.0
]

3.5

-4.0
|

—4.5
1
T

Figura 3.4. Efecte del esguema concentrat.

Comparacid entre l'espectre del potencial
analitic ¢ +2 i el numéric ¢ o 2.
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0.010

0.008

0.006

0.004
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0.000
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Figura 2.5. Comparacid del potencial analitic ¢ ——— D
1 numeric ¢ + 2.
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mostrar-se la discrepancia, (el valor de transicid de Ky és
de 1'ordre de 0.1 o 1). La discrepancia és més important per
punts més propers a l'eléctrode; perd sén els punts on més
interessa 1l'esquema concentrat, altrament comencen les
inestabilitats. Es evident, doncs, que 1l'esquema concentrat
distorsiona l'espectre del potencial, perd dnicament en 1la
zona final, on V és molt petit i tindra poc pes en el calcul
de 1l'antitransformada. Es pot comprovar en la figura 3.5 com
en el potencial final 1l'ajust amb el potencial analitic és

molt més satisfactori que en l'espectre ( error maxim > 1% ).

4~ Modificacid de la matriu M per les condicions de

contorn de Dirichlet o de Neumann i construccié del

terme independent.

Les condicions de Dirichlet suposen considerar 7 = ®. Per
evitar inestabilitats i mal condicionament de la matriu
prendrem el segiient cami estandard.

Suposem que el que volem és fixar el potencial en el nus U:
i =V,. Podem modificar la fila ! de manera que tots els
elements d'aquesta siguin zero menys el de la columma ! (md=
611 V i=t,N) i, en el terme independent del sistema, imposar:
({= V;. Aquesta estratégia fa perdre la simetria de la matriu,

per tal de mantenir-la es modifica també la columna ! de forma
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que els elements siguin zero menys el de la fila l (nﬂ=5ﬁ, v
1 =1,N) corregint els termes independents QJ de forma
apropiada restant-li el terme MV, v J= 1),

Les condicions de Neumann s'imposen directament sobre el

terme independent:l{= Q,» que equival a fer 3=0 en (2.14).

5- Descomposicié de la matriu M.

. T - .
Es realitza la descomposicié ¥ =S *S, on S és una matriu
triangular superior , mitjancant una subrutina de Cholesky

estandard. S'emmagatzema la matriu $ en la memoria de M.

6- Incorporacid de les fonts.

Un cop llegida una configuracidé dels eléctrodes de corrent i
el valor de la intensitat del corrent que hi circula (Ik)’ es
modifica el terme independent addicionat-1i §<I2 (segons
(2.17)), Yk, on k sén els nusos on estan situats els

eléctrodes.

f<e
u
I

. . T .
7- Resolucid dels sistemes: S "X =Q, i 5°

Accedint a la mateixa subrutina de Cholesky es realitza la
"back substitution".

Tal i com hem construit la matriu global M depén dnicament de
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les caracteristiques del medi i de les condicions de contorn,
no de l'accié que hi fem en ell. Per tant, podem repetir els
passos 6 i 7 per cada nova posicid dels eléctrodes de corrent,
sense necessitat de tornar a calcular i a descomposar 1la
matriu M. Hem comprovat que aquesta forma de procedir suposa
una important reduccié de temps de execucié. E1 temps de CPU
de la "back substitution” és aproximadament un 6% del temps

que necessita la descomposicid.

Finalment, cal repetir tot el procés ( de 1- a 7- ) per cada nombre
d'ona Ky fins al valor maxim X . .
SORTIDES.

Les sortides corresponen a una col.leccid de fitxers, un per cada
configuracié dels eléctrodes, amb el potencial transformat v pel
conjunt dels Ky considerats,

Aquests fitxers seran l'entrada del programa GPANTI.FORTRAN que
realitza la interpolacié i calcula l'antitransformada. Finalment es
calcula 1la P, amb el programa GPRESIS.FORTRAN adaptat al

dispositiu electrodic considerat (figura 3.1).
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3.3. NECESSITATS INFORMATIQUES.

Donat que la modelitzacid és un problema de grans dimensions,
involucra molts recursos informatics: temps de CPU i memdria. Es,
per tant, necessari.conéixer bé i preveure aquests parametres.
Evidentment és el programa principal GPEF el que demana més temps
de calcul i més memdria. Per aquests motius treballa amb maquina
batch, mentre que els altres programes (figura 3.1.) treballen en
interactiu per comoditat i per tal de poder controlar les

solucions.

Memoria.

El programa principal GPEF treballa amb memdria dinamica per
obtenir major aprofitament d'aquesta. La magnitud de la memoria
necessaria és proporcional a les dimensions de la =xarxa de
discretitzacié, per tant, de les dimensions de la matriu global M,
Tenint en compte el conjunt del programa podem donar com a
referéncia la segiient relacié: Memoria = N x ( Nbanda + 12), on N
és el nombre de nusos de la xarxa de discretitzacié i Nbanda el
semi~ample de banda de la matriu ™. A titol d'exemple, per un
problema tipic de 2400 nusos i semi-ample de banda de 40, la
memdria necessaria és aproximadament 1Mb si es treballa amb doble

precisié.
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Temps d'execucid.

El temps de CPU necessari depén fonamentalment dels segiients
parametres: nombre de nusos (N), nombre de variables transformades
Ky (NK) i nombre de configuracions d'eléctrodes (NE).

La part de programa que consumeix més temps correspon a la
resolucié del sistema d'equacions i, dins d'aquesta part, la que
realitza la factoritzacié de la matriu. Evidentment, el temps
emprat per la descomposicié de la matriu depén de les dimensions de
la matriu del sistema i, per tant, del nombre de nusos de la xarxa.
Per una dimensié determinada, el temps necessari per cada "back
substitution" (segona part de 1la resolucié del sistema) és
aproximadament un 6% del temps de 1la descomposicié, perd cal
repetir-la per cada posicid de l'eléctrode. Per ultim, recordem que
per calcular el potencial transformat cal repetir tot el procés per
diferents valors del nombre d'ona Ky-

En la taula 3.1. presentem els temps en funcié d'aquests
parametres. Els temps de CPU corresponen a 1l'ordinador IBM 3090 de
la Universitat de Barcelona amb el qual s'han efectuat part dels
calculs dels models estudiats en el capitol d'aplicacions. L'altra
part dels calculs es van efectuar amb 1l'ordinador IBM 3083 que
suposava un cost de CPU aproximadament tres o quatre vegades

superior.
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a)

N NK NE T
888 18 1 14
984 18 1 16

1258 18 1 36

2618 18 1 76
b)

_NE NK N T

1 18 2618 76

> 18 2618 100

8 18 2618 148

18 18 2618 176
c)

NK NE N T

5 2618 6

8 5 2618 48

18 5 2618 100

Taula 3.1 Temps total ¢ T en segons de CPUD.
ad En funcid del nombre de nusos ¢ N D.
&) En funcid del nombre de pardimetres KX ¢ NK 7.
c2 En funcid del nombre de posicions
de l’eléctrode C NE O.
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Capitol 4. ANALISI DELS ERRORS I CONTROL DE LES SOLUCIONS.

4.1, INTRODUCCIS.

Els algorismes de modelitzacié es basen en métodes numérics que,
per construccid, ens donen solucions aproximades. Unicament podem
conéixer l'error comés si comparem la solucié numérica amb la
solucié analitica. Evidentment no és aquest el cas de la
modelitzacié on 1'objectiu és precisament obtenir la solucié per
models dels quals no coneixem la soluciéd analitica. Com més
augmenta el grau de complexitat del model, més dificil €s controlar

la solucibd.

El criteri per aquest control és la convergéncia i l'estabilitat.
La solucié ha de ser convergent en el sentit que ho sén els propis
métodes numérics utilitzats. La solucid ha de ser estable en front
petites variacions de les condicions numériques (xarxa de
discretizacié, distancia de la frontera, etc.) i ha de ser estable
també en el sentit que ho és el problema directe en prospeccid
eléctrica: petites variacions dels parametres fisics (
resistivitats ) o geométrics produeixen petites variacions en la

solucid.
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L'objecte d'aquest capitol és estudiar les principals fonts
d'errors, el comportament d'aquests errors i, finalment, obtenir
criteris o recomanacions per tal de controlar la bondat de les

solucions.

Per aquest estudi s'ha realitzat una separacidé de les fonts
d'error. Les principals fonts d'error les tenim en el calcul del
potencial transformat V via elements finits (errors deguts a la
discretitzacié del medi i errors d'arrodoniment) i en el calcul del
potencial antitransformat (errors en la interpolacid de 1'espectre

del potencial).

Pel control dels errors de discretitzacié s'han realitzat
diferents proves. Aquestes han consistit amb: Estudi de la
influéncia de les diferents condicions de contorn, comparacidé de
solucions obtingudes amb diferents xarxes de discretitzacié
(diferent densitat del mallat), estudi de 1la influéncia de 1la
distancia on es situen les fronteres i estudi de 1l'evolucié de
1'error en els punts proxims als eléctrodes de corrent.

Tots aquests efectes s'han estudiat tant en models que tenen
solucid analitica com amb models més complexes. En particular en
els primers s'ha pogut comparar la solucid numérica amb 1la

corresponen solucidé analitica.
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Un altre control ha estat la comprovacié del principi de
reciprocitat. Efectivament per qualsevol model, una garantia de 1la
bona eleccié de la xXarxa és que la solucié obtinguda per elements
finits no varii al invertir la posicid dels eléctrodes del corrent

amb els de potencial.

Els errors en el calcul de 1l'antitransformada del potencial és
convenien determinar-los sense que estiguin enmascarats per l'error
propi dels elements finits (discretitzacid). Per tant, pel control
d'aquests errors s'han realitzat comparacions tant sols amb

potencials analitics transformats.

De tot aquest estudi es conclou amb uns criteris de seleccid de la
xarxa optima i dels nombres d'ona per la interpolacidé del potencial

transformat.

Abordem en primer lloc els errors provocats en el calcul del

potencial antitransformat, i els errors de discretitzacié els

tractarem en la seccid 4.3.
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4.2. CALCUL DE L'ANTITRANSFORMADA.

Com s'ha vist en el capitol 2, l'algorisme construit ens permet
trobar la solucié de 1l'equacié diferencial pel potencial
transformat V(x.z) per cada nombre d'ona Ky considerat., Una vegada
obtingut ? s'ha de calcular l'antitransformada per obtenir el
potencial V(x,y,z). S'ha estudiat la forma dels espectres del‘v per
tal de trobar la manera operativa 1 suficientment aproximada de
calcular el potencial antitransformat V(x,y,z). Donades les
dimensions del problema, s'ha d'evitar haver de resoldre masses
vegades 1l'equacié diferencial per elements finits. Del estudi
realitzat concloiem que 1la millor manera de procedir era la
segiient: Calcular V per un conjunt Optim de valors del parametre

K

v seguidament realitzar una interpolacié per obtenir tot

1'espectre del potencial (des de Ky = 0 fins a Ky = ) i,

finalment, calcular analiticament la integral (2.13):

[0 o]

V(x,y,2) = 7—3 JV(x.z;Ky) cos (Ky'y) de
o

S'ha realitzat un test de la bondat d'aquest procediment amb el
potencial corresponent a un contacte vertical. D'aquesta forma

podrem estudiar els errors deguts Unicament a aquest procés, ja que
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~
no partirem de valors de V calculats per elements finits, siné de
valors calculats analiticament (segons les expressions recollides

en 1l'apéndix).

4,.2.1 Errors en la interpolacid i seleccié del conjunt

optim dels nombres d'ona.

Recordem que els dos aspectes claus en el procés proposat pel
calcul de 1'antitransformada sén el tipus d'interpolacidé a

realitzar i la seleccid del conjunt del nombres d'ona Ky.

A la vista del comportament del potencial transformat (figures 2.3
i 2.4, seccié 2.3.2) hem cregut convenient realitzar una
interpolacidé logaritmica per valors petits del producte (r}'Ky) (on

T,

; correspon a la distancia del punt on calculem el potencial a

1'eléctrode) i wuna interpolacié exponencial en la resta del
espectre. El valor de rf‘Ky per pasar d'una interpolacié a wuna

altra depén del model i cal determinar-lo per assaig, perd per

experiéncia podem recomanar rf-Kya: 0.5.

Per obtenir un ordre de magnitud del valor maxim de Ky a

considerar, podem tenir en compte el valors que pren la funcié de
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Bessel ﬁ;(t) . Per exemple, 32(20) =10 '° el qual és ja un valor
insignificant. En el nostre cas sera t = rf'Ky y de manera que
donat el valor de r; minim ( distancia de 1l'eléctrode al punt més
proxim on es vol calcular el potencial), podem estimar el valor de

K maxim.
y

4.2.2 E1 potencial en y = 0.

Si es vol determinar dnicament el potencial en 1la direccié
perpendicular a 1l'estructura ( "strike direction" ),
l'antitransformada correspon a calcular directament 1l'area sota
1'espectre. En aquest cas particular és suficient una interpolacid
exponencial amb pocs valors de ; ja que no es mesura el potencial
per r, —* 0. Els valors optims de Ky per realitzar la interpolacid
exponencial varien en funcié dels valors de r, a considerar i poden
ser suficients de cinc a set valors. Perd per comoditat calculem
els espectres del potencial per tots els valors de I, alhora;
aleshores €s necessari augmentar el nombre de Ky's en funcioé de les
dimensions del problema i del tipus de dispositiu. Per exemple, en
el dispositiu Schlumberger la distancia de la font al punt on es
mesura el potencial (rf) pot variar fins a dos o tres ordres de

magnitud, mentre que no acostuma a passar en un sondatge dipolar
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axial. Per tant caldrd considerar més punts de l'espectre en el SEV
amb dispositiu Schlumberger. Hem comprovat que un bon criteri és
prendre aproximadament 18 Ky's (dos per cicle en escala logaritmica
des d'aproximadament 10 "% 10 ~5fins 10 -8( ﬁ-i) i després quatre
punts per cicle) per valors de 10 S r,= 10° (m). La contribucié a
1'antitransformada de la integral des de Kyz 0 a Ky = 10" es pot
menysprear (és del ordre de 10.11).

S'ha observat que l'error en la interpolacidé es propaga molt poc
al calcular la integral i que disminueix en augmentar r,, sense

presentar cap tipus d'oscil.lacié.

4,2.3. El potencial en y* 0 i en x = 0.

El calcul del potencial al 1llarg d'una direccid paral.lela a
l'estructura és més complicat. D'entre les possibles direccions,
normalment interessa aquella que conté al punt on hi  ha
1'eléctrode ( r,= 0 ). Aquest punt correspon a una singularitat del
potencial transformat, a igual que ho és Ky= 0 (seccié 2.4.2).
Aquestes singularitats sén perd, integrables i d'aquesta forma esta
definida la transformada en cosinus. Per calcular el potencial
transformat de forma numérica hem optat per considerar no el valor

I, = 0, sino re = €, on € és un nombre molt petit. D'aquesta
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manera:

oo
v(0,y,2) = ;2 _[ V(£,2;K ) cos (K ry) @K
o

El criteri que hem utilizat és & ==-y’ol 20, on y_ és 1la coordenada
y més petita de tots els punts on volem calcular el potencial.
L'error comés disminueix en augmentar y, i és inferior al 0.4% per

ysZ 10 per un € = 0.5.

A la figura 4.1 presentem l'espectre del potencial corresponent a
un model de contacte vertical de resistivitats P, = 1 Om ip, =1000
Om- S'ha considerat una intensitat d' 1A i 1la distancia de
1'eléctrode de corrent al contacte és d = 26m. Correspon al % d'un
punt proxim a 1l'eléctrode ( r, = 0.5m). La linia continua
representa el potencial V calculat per cada Ky i hem marcat amb
estrelles els valors que prenem per fer la interpolacid i
1'antitransformada. Els errors de la interpolacid sén més petits de
1'1% realitzant interpolacid logaritmica per r}'Ky = 0.5 i
exponencial per rr'KyZ 0.5. Hem d'exigir errors molt petits en la
interpolacidé perqué hem comprovat que aquésts errors poden
amplificar-se en el calcul de 1l'antitransformada perqué apareixen

oscil.lacions degut al terme del cosinus. Com s'observa en 1la

figura 4.1, 1'interval de seleccié de les Ky és constant en escala
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Figura 4. 1. Potencial transformat per un contacte vertical.

Amb estrelles s’indica els nombres d’ona
seleccionats per realitzar la interpolacid.
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P . -3 .
logaritmica (6 nombres d'ona per cicle) menys per Ky =10 on és

-6 , -85 . .

suficient un punt ( Ky= 10 6 10. ), perqué és una zona on la
~

funcid logaritmica s'ajusta perfectament a V (error d'interpolacid

~ 0.1%).

4.2.4, Calcul de la resistivitat aparent,

En el dispositiu Schlumberger els valors tedrics de la
resistivitat aparent es determinen a partir del camp eléctric, és a

dir, calculant la derivada del potencial.

En el cas de considerar el dispositiu en la direccid perpendicular
al strike (y=0) caldria calcular la derivada respecte a la
coordenada x. S'hauria de calcular numéricament com una aproximacié
per diferéncies a partir dels valors obtinguts en els diferents
punts de la xarxa. Aquest procediment és equivalent a determinar la
P, a partir de la seva definicidé general, mesurant diferéncies de

potencials.

En el cas de situar-nos paral.lelament a la direccié de 1

estructura, la derivada del potencial respecte y pot calcular-se
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analiticament, operant directament sobre la antitransformada:

> o]

2 V(x,y,2)] 8y = - ;,% J K, V(x,2;K)) sin (K y) K
o

Podem procedir de la mateixa manera que pel cdlcul del potencial,
interpolant v logaritmicament (per valors petits de (rf‘Ky) i
exponencialment per la resta de 1l'espectre. Aquesta interpolacid
permet la integracié analitica, i s'obte: (veure detalls en

1'apéndix).

e v B
2 (=}
——— - o W— . K - . K -
a y:: - yz [(1+ln(b°i<y))51n( yy) si( yy) yKycos(Kyy)]_n(bo)(y)]
K
ZBn n+1
- 2 7z [(1+1n(bn'<y))51n('<y Y)‘Sl(Ky‘)’)-YKycos(Ky'y)ln(any)]
n y K
n
-a K
P Am e 2 Yy
+ z e Z 2 (am sin (KyY) -y cos (Kyy) ) +
m a + y

2 2

K
2 aycos (Ky'y) + (a2 - yz) sin (KY'Y) ] m+i
a + Yy K

m
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Els integrants que intervenen en el calcul del potencial i de 1la
derivada sén diferents. En el primer cas, apareixia el potencial
transformat multiplicat pel cosinus, mentre que en el cas de la
derivada apareix el potencial transformat multiplicat per Ky i pel
sinus. A la figura 4.2 presentem les corbes corresponents a 3 i a
O<y'; ) per un model d'un contacte vertical de contrast de
resistivitats 1/1000, a una distancia d= 50m de 1l'eléctrode 1 per
un punt situat a una distancia x=0.5m de 1l'eléctrode. S'observa que
la funcidé necessaria per calcular el camp, O<y';). té una caiguda
més lenta que el potencial transformat i, per tant una fregiiéncia
de Nyquist més gran que la del potencial transformat. Per aquest
motiu, €s necessari prendre un interval més ampli i dens de Ky. Per
un mateix conjunt de Ky » 1 per tant un mateix error
d’ interpolacié, l'error en el potencial antitransformat és molt més
petit que en el camp. A més a més, l'error final en la resistivitat
aparent és més petit quan es calcula per diferéncies de potencial
qgque quan es calcula a partir de 1l'expressid del camp eléctric. Per
aquest motiu, les corbes teoriques pel cas del dispositiu paral.lel
a "strike direction" les hem calculat mitjancant diferéncies de

potencial.
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Figura 4. 2. La corba a indica el comportament de «\'I X

la corba & el comportament de Ky'ﬁ\:'.
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Utilizant el principi de reciprocitat i aprofitant el fet que al
llarg d'una direccid paral.lela a l'estructura el potencial només

depén de la distancia a l'eléctrode:

2 K
P,= — [V(S,yi,O) = V(syyzso)]
1

ony=7 B2 +mj2)° -2, y=7 (aB/2 - w2 ) - &

i K és la constant del dispositiu Schlumberger. Per evitar la
propagacié dels errors d'arrodoniment, les diferéncies de potencial

les calculem en punts que compleixen MN = AB/S,

En aquest apartat 4.2. hem trobat doncs una manera adequada de
realitzar la interpolacié de l'espectre del potencial. Obtenim uns
errors finals, en la interpolacié i en el potencial
antitransformat, inferiors a 1'1% amb un nombrg reduit de Ky i amb
uns criteris concrets de seleccié d'aquestes en funcidé del
potencial que és vol calcular. També s'ha donat una solucid

satisfactoria pel calcul de la resistivitat aparent.

-96-



4.3. ERRORS DE DISCRETITZACIS.

En 1'aplicacié del métode dels elements finits hi han tres fonts
principals d'error: l'error de discretitzacidé, l'error en la
integracid sobre els elements i l'error d'arrodoniment (Strang i
Fix, 1973). En 1l'algorisme que hem construit no hem de considerar
1'error en la integracid, perqué les funcions de forma elegides
(lineals) permeten realitzar la integracié de forma analitica. En
la seccid 4.4 comentarem els errors d'arrodoniment i a continuacid

estudiarem els errors de discretitzacid.

L' error de discretitzacid és el més important en el métode dels
elements finits. Aquests errors sén proporcionals a la mida
caracteristica dels elements (h) elevada a una poténcia que depén
del grau del polinomi utilizat com a funcié de forma i de 1'ordre
dels operadors diferencials que actuen sobre aquests (Zienkiewicz,

1981). Pel nostre cas l'error de discretitzacid sera : O(h?).

Per veure els efectes de la discretitzacidé, estudiem primer el
grau de precisidé obtinguda en models senzills que tenen solucid
analitica. D'aquesta manera obtenim un error de la solucidé numérica
que correspon a la diferéncia relativa, en tant per cent, entre

aquesta i l'analitica. Aquests models s'han calculat amb =xarxes i
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elements regulars. El grau d'ajust de les solucions ens permetra
detectar les zones on l'error és més gran i també contrastar les

diferents condicions de contorn.

Medi homogeni.

Hem considerat un medi homogeni de resistivitat #~. Per aquest
model, les condicions de Dirichlet inhomogénies sén les condicions
optimes, ja que imposen el potencial exacte en els nusos de la
frontera. Hem realitzat diferents proves tant amb eléctrodes
lineals com eléctrodes puntuals i utilitzant xarxes molts
senzilles, l'error relatiu maxim ha estat inferior a 1'1.5% en tots
els assaigs.

En la figura 4.3 presentem un exemple més interessant utilitzant
un altre tipus de condicié de contorn. Hem considerat un medi
homogeni de resistivitat ©=30 Qm; aprofitant la simetria axial a
1'entorn del punt on es troba l'eléctrode podem reduir a la meitat
la xarxa de discretitzacidé i treballar amb el potencial
bidimensional directament si procedim de la segient manera:
L'eléctrode se situa en el vértex de la xarxa i tant en els nusos
sota la seva vertical com en els nusos de la superficie del terra
s' imposa la condicidé de Neumann homogénia. A la resta de la

frontera hem imposat la condicié mixta. En la figura 4.3 s'observa
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que, menys en els punts a prop de l'eléctrode, hi ha un bon ajust
entre la solucid numérica i 1l'analitica, (error inferior al 5%). lLa
xarxa de discretitzacié utilitzada per aquest exemples consta de
21x17 nusos, la mida dels elements és h = 5m i s'ha considerat wuna

intensitat de 0.025 A.

Medi estratificat.

Un altre model de control utilitzat és el medi estratificat.
A la figura 4.4 hem representat la corba de resistivitat aparent
amb dispositiu gradient corresponent a un medi de dues capes de
parametres: P, = 200 Qmn, P,= 500 Cm i t,= 20m. La posicié dels
eléctrodes de corrent i la distancia entre ells s'ha mantigut
constant AB= 300m.

La linia continua de la figura 4.4 correspon a la resistivitat
aparent calculada analiticament. Les altres dues solucions
corresponen a solucions numériques obtingudes pel nostre algorisme
perd utilitzant la condicié de contorn mixta (quadrats) i imposant
una condicié de Dirichlet (creus). Aquesta dltima condicié ha
consistit en imposar en els 20 primers metres el potencial
corresponent a un medi homogeni de @ = 200 Cm i en la resta el
potencial corresponent a un altre medi homogeni de @ = 500 Qm.

A la figura 4.4 observem que a prop dels eléctrodes 1les dues
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Comparacild de les resistivitats aparents en
un model de dues capes amb dos eléctirodes
situats en x = 0 1t x = 300 m utilitzant
diferents condicions de contorn: Dirichlet
inhomogénies ¢ + 2 v mixtes (¢ O amb la
solucid analitica ¢ — D,
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solucions sén equivalents i l'error és del 7%. En la zona central
1a solucidé que millor s'ajusta a l'analitica és la que utilitza les
condicions mixtes, obtenim un error del 1%, mentre que amb les
condicions de Dirichlet 1l'error és del 4%. Encara que en aquest
altim cas la solucié és també excel.lent, presenta 1'inconvenient
que cal calcular el valor del potencial transformat a la frontera
per cada un dels valors de Ky . La xarxa de discretitzacié
utilitzada per aquest assaig consta de 49X26 nusos, la mida dels
elements €s 10x5m i la distancia de l'eléctrode a la frontera és de

90m.

Contacte vertical.

Considerem el contacte vertical entre dos medis homogenis, de
resistivitats 2, = 10 ini.Pz= 100 Qm. Situem un eldctrode puntual
en el medi 1 a una distancia de 5m del contacte pel que circula un
corrent d' 1A, Si wutilitzem les condicions de Dirichlet
corresponents al potencial analitic del contacte vertical 1l'error
maxim és del 2%, perd si imposem condicions de Dirichlet semblants
a l'exemple anterior (imposant en la frontera el potencial del medi
homogeni corresponent) ens porta a uns errors excessius en el medi
segon, on no hi ha l'eléctrode. La solucid mixta representa el cas

més realista.
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Figura 4.5. Comparacid dels resultats analitic ¢ — 2 ¢
numéric Cp D en un contacte vertical
en x = 24d m1i l’electrode sttuat a x = {9 m.

~-103-



A la figura 4.5 presentem la solucidé numérica obtinguda amb les
condicions mixtes (triangles) i 1la solucié analitica (linia
continua). L'error maxim és del 4%. La xarxa de discretitzacidé té

49x%x16 nusos amb elements de mida caracteristica h=1m,.

Aquests tres models senzills poden servir de control del procés ja
que altres models poden considerar-se una combinacidé d'ells o, dit
d'una altra manera, poden reduir-se a ells. Permeten controlar els
efectes de la discretitzacid, de la distancia de la frontera i de
la distancia a l1l'eléctrode i deduir-ne els criteris per models
proxims a ells que no tenen solucid analitica. Donada una xarxa, el
medi estratificat permet provar 1l'adequacié de la =xarxa a les
variacions verticals de la resistivitat i el contacte vertical
respecte a les variacions horitzontals, aixi com els valors del

contrast de resistivitats admisibles.

Efectes de les distancies a 1'eléctrode i a la frontera.

A la figura 4.6 es representa la corba de resistivitat aparent per
dispositiu Schlumberger corresponent a un medi estratificat de

tres capes amb resistivitats: f = 1 Qm, P,= 100 Qmi p,= 1 Om i
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gruixos t = 5m i t,= 25m. En linia continua representem la corba
analitica i amb cercles la solucid que hem obtingut numéricament.
Com es pot observar» 1l'ajust és molt bd menys en els punts extrems
on apareix una petita discrepancia. L'error en AB/2~10m és degut a
la proximitat al clau de corrent (error de 1l'ordre del 5%)i sempre
es manifesta amb el mateix signe. L'error en l'extrem dret AB/2 =~
1000m (error de l'ordre del 9%) és degut al efecte de la frontera i
si és positiu, com en aquest cas, indica que la frontera esta massa

proxima.

Adequacié de la malla al dispositiu electrodic.

El diseny de la xarxa de discretitzacid no solament ha de tenir en
compte el model, sino que també ha de tenir en compte el tipus de
dispositiu per al que es vol modelitzar. Pel dispositiu gradient o
per dipol-dipol, les xarxes poden ser bastant regulars amb una mida
caracteristica dels elements del ordre de 1/4 del tamany
caracteristic del dispositiu. Pel SEV amb dispositiu Sclumberger,
es presenta un problematica diferent perqué les distancies varien
molt rapidament, s'abarquen des de petites fins grans distancies i

calen xarxes amb molts nusos.

Considerem el medi estratificat de tres capes de resistivitats P,=
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2400 Qm, P,= 200 Qm, P,= 1000 Qm, i de gruix t,= 30m, t,= 230m. Es
vol calcular la corba de resistivitat aparent per wun SEV amb
dispositiu Schlumberger des de AB/2 =~ 10m fins a un AB/2 de 600m a
1000m. S'han construit dues xarxes:

Xarxa-1, formada per 181x32 nusos, aproximadament regular menys en
la zona central on es mesura la diferéncia de potencial i a prop de
les posicions dels eléctrodes de corrent on la discretitzacié és
més fina. La xarxa €s simétrica i a mesura que ens apropem a la
frontera els elements es van fent progressivament més grans. Les
distancies de les fronteres laterals s6n 100m del AB/2 maxim i 1la
frontera inferior esta situada a una fondaria de 750m.

Xarxa-2, formada per 71x34 nusos, simétrica i amb espaiat
horitzontal logaritmic (12 punts per cicle) menys en la zona
central que és regular i densa. Es calcula la resistivitat aparent
utilizant el principi de reciprocitat, situant dos eléctrodes en el
centre amb MN = 6m. Les fronteres estant situades a AB/2 = 1000m i
la frontera horitzontal a una fondaria de 1200m.

A la figura 4.7 hem representat les corbes obtingudes per les dues
xarxes diferents amb creus (xarxa-1) i amb cercles (xarxa-2) i la
solucié analitica (en linia continua). L'ajust és excel.lent per

les dues xarxes (errors inferiors al 1.7%).
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Aquest comportament s'ha comprovat amb altres models i podem
concluir doncs, que per economia de la solucid és recomanable per
modelitzacié de SEV la utilitzacié de xarxes amb espaiat logaritmic

i no un espaiat regular.

Principi de reciprocitat.

Per tal de millorar la solucidé a prop dels eléctrodes, a prop de
la frontera i en les zones de contrats de resistivitats, ens veiem
obligats a utilitzar xarxes no regulars. A més, quan treballem amb
dispositiu Schlumberger, ja hem vist anteriorment que és convenient
utilitzar una xarxa amb espaiat logaritmic. La realitzacié d'un
test de comprovacié del principi de reciprocitat en alguns punts de
la xarxa ens pot servir d'un nou control de la indepéncia de 1la
solucié amb la discretitzacid.

Comentem tot seguit un exemple per ilustrar aquest test.
L'estructura que es vol modelitzar €s un medi estratificat de tres
capes amb un "horst" en el basament (figura 4.8). Els parametres
del model sén P, = 2400 Q m, P, = 200 Qm, £,= 1000 (m, t = 30m i t,=
230m. Les dimensions del horst sén: amplada a = 200m i alg¢ada h =
210m situat a una distancia d= 50m respecte el centre de la xarxa
(0). La xarxa de discretitzacidé té uns 2400 nusos, és simétrica i,

basicament, té un espaiat logaritmic amb 12 punts per cicle. En la
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xI(m)

-250. -82.5 -14.6 14.6 82.5 250
-250. 0.37084 0.30644 0,28902 0.24922
-82.5 0.37084 1.2105 0.67045 0.20280
-14.6 0.30644 1.2105 0.72759 0.24070
xv(m)
14.6 0.28902 0.67047 1.3491 0.26912
82.5 0.24922 0.72759 1.3491 0.41138
250. 0.20280 0.24070 0.26912 0.41138

Taula 4.1. Comprovacid del principl de reciprocitat en la
malla dissenyada pel model corresponent a
un horst en el basament. La intensitat ha
estat 1 A i el potencial esta en V.

~250 -82,5 =146 146 825 250
Y Y Yor Y
P
P,
P,

Figura 4.8. Esguema del model utilitzat per la comprovaci s
principl de reciprocitat, on s’indiguen les
coordenades emprades a la taula 4.1.
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taula 4.1 presentem el valor del potencial en diferents punts de
coordenades X, creat eléctrodes situats en diferents coordenades
X tal i com s'indica en la figura 4.8.

A la vista de les dades de la taula podem afirmar que el disseny
de la xarxa és adequat pel model en qiiestié i que es compleix el
principi de reciprocitat perfectament.

En els models que presenten simetria, és també convenient
comprovar que la solucid numérica en té. Per una xarxa determinada
i un model concret, un cop s'ha comprovat el principi de
reciprocitat i la simetria (si el problema en té) en alguns punts,
podem simplificar la resolucié. Efectivament la simetria ens
estalvia calcular el potencial en 1la meitat dels punts i el
principi de reciprocitat ens permet estalviar noves posicions dels

eléctrodes.

4.4. ERRORS D'ARRODONIMENT.

Tot procés numéric porta associat un error d'arrodoniment que no
és facil determinar. Depenen tant de l'algorisme en si i de la
manera com s'ha construit el programa, com de l'ordinador utilitzat
per realitzar els calculs. El comportament d'aquest error associat

al MEF depén fonamentalment del tamany dels elements (h) i de
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1'ordre dels operadors diferencials que intervenen, no del grau del
polinomi utilizat com a funcié de forma. Es proporcional a una
poténcia negativa de h. Pel nostre problema, proporcional a hfz

(Strang i Fix, 1973). Aquest comportament posa limits en els
succesius refinaments de les xarxes per tal d' estudiar 1la
convergéncia.

Tot i sabent que existeix aquest error, el que ens interessa és
assegurar que €s menyspreciable en front als altres. Per tal de
comprovar-ho, hem estudiat alguns models amb doble i amb simple
precisié. El resultat és que, si bé en els resultats parcials
apareixien petites discrepancies, en els resultats finals les
diferéncies sén inferiors al 0.5%. Aquest fet ens indica que

1'error d'arrodoniment queda enmascarat per tots els altres errors

i per les aproximacions que s'han considerat.

4.5, CRITERIS EN L'ELECCIO DE LA MALLA.

A la vista de 1'estudi realitzat podem resumir un seguit de
criteris o recomanacions en 1l'eleccid de la xarxa de
discretitzacid:

- Adequacid de la xarxa al tipus de dispositiu que es vol estudiar

fent coincidir els punts a on es vol determinar el potencial amb
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nusos de la xarxa,

- Comprovacid, en cert nombre de punts, del principi de
reciprocitat i de la simetria (si el problema en té).

- Refinament de la malla en llocs on és previsible una variacid més
gran del potencia1:<1es proximitats als eléctrodes, les superficies
de canvi de resistivitat del medi (sobre tot si el contrast de
resistivitats és superior a 10), les capes primes i les zones
resistives.

- A partir d'un model amb solucid analitica (proxim al model d°'
estudi) assatjar les distancies adequades per les fronteres.

- Utilitzacidé de la condicidé mixta sempre que una frontera hagi de
simular 1'infinit.

- Comprovar l'estabilitat de la solucié en front a petites
variacions de la malla i dels parametres del model.

- Comprovar la independéncia de la resistivitat aparent en front a
diferents valors de l'intensitat. E1 cas contrari indicaria que
s'han produit inestabilitats numériques en la resolucié del sistema

d'equacions.
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Capitol 5. APLICACIONS
5.1.INTRODUCCIG.

En aquest capitol presentem un seguit d'exemples de modelitzacié
de diferents estructures bidimensionals i per diferents dispositius

electrodics.,

Les modelitzacions que presentem responen a problematiques
concretes que sorgeixen en el treball de camp i per altra banda
estan en la 1linia d'anar completant el conjunt d'estructures

modelitzades publicades fins ara.

Per cada model estudiat es planteja, primer, 1la problematica
concreta que es pretén resoldre i després es presenten els
resultats de les modelitzacions realitzades. D'aquesta manera, a
més de donar resposta a la problematica plantejada, mostrem una

metodologia per abordar els problemes practics via la modelitzacid.

Tots els calculs sthan realitzat amb el programa construit a
partir de l'algorisme dissenyat en aquest treball. Per cada cas
concret es donen els detalls importants referents a la =xarxa de

discretitzacié utilitzada, condicions de contorn, etc,
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5.2. MODELITZACIS PER DISPOSITIU GRADIENT.

El dispositiu del gradient consisteix en quatre eléctrodes
aliniats de manera que els eléctrodes de corrent A i B es mantenen
fixos, mentre que els eldctrodes de potencial M i N es desplacen al

llarg de la linia entre A i B, com es representa a la figura 5.1.

Q—"
A B

v M N

Figura 5.1. Esguema del dispositiu gradient.

Aquest dispositiu €s adient per estudiar els canvis laterals de
resistivitat, encara que presenta 1'inconvenient davant d'altres
dispositius (calicates amb dispositiu Wenner, Schlumberger i
semi-Schlumberger) que la penetracié no és constant, essent maxima
en el punt central d'AB, coincidint en aquest punt amb el
dispositiu Schlumberger. Per aquesta raé, el dispositiu gradient ha
estat poc estudiat en comparacié amb els altres i no existeixen
corbes patré per a la interpretacié d'anomalies. No obstant,
aquests Gltims anys s'esta presentant interés per ell com ho

demostren recents estudis: Sdnchez 1984, Schulz 1985b, Shettigara
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i Adams 1989 entre d'altres. E1 dispositiu gradient té el gran
avantatge que els eléctrodes de corrent no es mouen. Aixd facilita,
evidentment, el treball de camp i també la modelitzacid, ja que els
altres dispositius precisen executar el programa de nou per cada
posicié dels eléctrodes de corrent. Podem aprofitar aquest
avantatge tenint en compte que a la zona central (aproximadament un

ter¢ d'AB) la penetracidé €s aproximadament constant.

A la figura 4.4 (seccié 4.3) s'ha representat la corba de
resistivitat aparent pel dispositiu gradient en un model de dues
capes (P, = 200 Qm; P,= 500 Om; t,= 20m) amb AB = 300 m. S'observa
que al ser un medi sense variacions laterals, la corba es
practicament plana en la zona central (variacions maximes del 6%),
essent Porax> 426 Qm. A la figura 5.2 es presenten els quatre tipus
possibles de corbes de tres capes (amb AB = 300m). Igual que al
model anterior, les corbes, en la seva zona central, s6n planes i
les variacions de la resistivitat amb 1la profunditat es
reflecteixen 8 les zones laterals de 1les corbes, a prop dels
eléctrodes de corrent. S'observa que en els models amb resistivitat
decreixent amb la profunditat (corbes tipus Q), les corbes sdn més
planes ja que la penetracié és major (la resistivitat aparent

s'aproxima més a la resistivitat de 1l'ultima capa).
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Figura 5.2. Morfologia de les corbes de resistivitat
aparent amb dispositiu gradient per un
model de tres capes. Les resistivitats
s’indiguen a la figura t els gruixos
sén: ¢ = 5m v t,= {5m.
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S'han estudiat diferents exemples amb capes inclinades. Al perdre
1' homogeneitat lateral de la resistivitat 1les corbes perden la
seva simetria, la zona central ja no és plana sind que reflecteix
l'orientacié del cabussament de les capes.

Com a exemple presentem a les figures 5.3 i 5.4 les corbes de
resistivitat aparent per dispositiu gradient per un contacte
inclinat de dos medis de resistivitats 60 OQm i 300 Qm, tal com s'ha
representat en les figures 5.3 i 5.4, En totes dues figures
s'observa 1l'assimetria de les corbes, reflectint en els extrems les
resistivitats del medi superficial.

La figura 5.3 mostra la diferéncia de la morfologia de les corbes
en funcié del AB i de la posicidé del dispositiu respecte al
contacte. S'observa com les corbes corresponents a un AB més petit
tenen una penetracid menor ja que els valors de les resistivitats
son més elevats.

La figura 5.4 mostra l'efecte de la inclinacidé (&) del contacte en
les corbes de resistivitat aparent per un mateix AB. S'observa que
poden diferenciar-se les dues inclinacions ja que 1la corba
corresponen a una inclinacidé més gran ( d=20°) presenta valors més

alts de la resistivitat aparent en la zona resistiva.
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Figura 5. 3. Morfologia de les corbes de resistivital
aparent amb dispgositiu gradient per un
contacte inclinat per diferents AB.
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Figura 5.4. Morfologia de les corbes de resistivitat
aparent amb dispositiuv gradient per un
contacte tnclinat per diferents angles a.
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El problema que es planteja quan es vol localitzar una anomalia
lateral és la relacid existent entre la profunditat a la que es
troba i la penetracié del dispositiu, que en aquest cas depén
basicament de la distancia AB. No poden donar-se unes lleis
generals en aquest sentit ja que depenen del model i del contrast
de resistivitats. No obstant, aquest problema pot solucionar-se en
part combinant sondatges eléctrics verticals amb dispositiu
Schlumberger i perfils amb dispositiu gradient. El1 SEV permet
trobar un model estratificat de partida i deduir les distancies AB
adequades per realitzar els perfils gradient en busca d'anomalies

laterals per sobre d'una profunditat determinada.

5.2.1. Estudi de l'anomalia creada per un cilindre.

S'ha modelitzat un medi homogeni de resistivitat P, en el que es
troba un cilindre de radi 2,5 m i resistivitat P, enterrat a una
profunditat z . S'ha estudiat l'anomalia en la resistivitat aparent
considerant diferents contrasts de les resistivitat P, 1 P,
(diferents valors de K, K = (Pcﬂoh)loochoh)) i per diferents

profunditats z, . El dispositiu gradient ens perment realitzar una

simplificacid addicional: la distancia AB s'ha pres suficientment
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gran de manera que, a la zona central on ens interessa estudiar
1'anomalia, pot considerar-se que el potencial creat pels
eléctrodes puntuals no depén de la coordenada de 1l'eix del cilindre
("strike direction"). D'aquesta manera el potencial és
bidimensional i evitem treballar en el camp transformat. Mitjangant
una analisi, calculant el potencial transformat, hem comprovat 1la
validesa d'aquesta aproximacid degut a qué, en la part central on
realitzem les mesures, provoca tan sols un error maxim inferior al
4%. Per tal d'asegurar la penetracié constant en una zona
suficientment gran, cal considerar grans distancies entre
eléctrodes. Per reduir les dimensions de la xarxa, s'ha suposat que
aquests son fora d'ella. La seva influéncia, aleshores, 1'hem
tingut en compte via unes condicions de Dirichlet inhomogénies
(apropiades en aquest cas) a la frontera imposant el potencial d'un

medi homogeni de resistivitat Py, -

S'han realitzat diferents proves variant la distancia entre els
eléctrodes de corrent (AB= 220m, AB = 620 m i AB = 1820m) i no s'ha
observat cap variacié significativa en l'anomalia. D'aquesta manera
queda asegurat que en la zona d'interés la penetracié €s constant,
malgrat la preséncia del cos anomal. Al llarg de tot 1'estudi hem

mantingut constants les segiients distancies: AB= 220m i MN= 1m.
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La xarxa de discretitzacidé amb la que s'han obtingut els resultats
té 49x26 nusos, 1200 elements quadrats de 1lmxlm, a excepcié dels
elements de la superficie del sdl que sén rectangulars de 1mx0.5m.
El contorn del cilindre queda definit pel contorn d'elements com

s'observa a la figura 5.5.

A les figures 5.5 1 5.6 es presenten dos dels abacs obtinguts en
la modelitzacidé. La figura 5.5 presenta com varia 1'anomalia en
funcié de la fondaria (z°= 0.5, 1.5, 2.5 i 4.5m) per un valor fix
del contrast de resistivitats (K = 0.98). A la figura 5.5 s'observa
un abac d'anomalia per un valor de 1la profunditat (q3= 0.5m) i
diferents contrastos (K = 0.20, 0.54, 0.75 i 0.98). Comparant entre
si aquests dos abacs s'observa el diferent comportament de
1'anomalia al modificar el contrast K i al variar 1la profunditat
z . L'amplitud de 1l'anomalia depén tant de la profunditat com del
contrast mentre que 1l'amplada depén, fonamentalment, de la

profunditat.
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Figura 5, 5.

Abac de resistivitat aparent per un cilindre
de radi &.5m enterrat en un medt homogent
amb un contrast de resistivitats K= 0.98

en funcid de la fondaria z. També es

mostra part de la xarxa de discretitzacid.
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Figura 5. 6.

Abac de resistivitat aparent d’un cilindre
de radiv £2.5m enterrat en un medi homogeni
sttuat a una fonddria de z=0.5m en

funcio del contrast de resistivitats X
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A la figura 5.7, mitjancant el diagrama de 1'index d'anomalia, es
resumeix el comportament de l'anomalia per diferents valors de 1la
profunditat z 1 del contrast de resistivitats K. L'index d'anomalia
A és una mesura de la distorsid de la resposta del medi homogeni
semi-infinit causat per la preséncia d'alguna inhomogeneitat. S'ha
escollit 1'index definit per Tarkhov (Orellana, 1982) segons el

qual:

L

f
A - max mun
100 e o

max mwn

onp . imep sén respectivament els valors maxim i minim de la

resistivitat aparent.

Una analisi qualitativa del diagrama de la figura 5.7 mostra que,
per valors grans del contrast de resistivitats, 1'amplitud
d'anomalia presenta variacions importants al variar la profunditat
z . S'observa també la saturacié de 1'index d'anomalia al voltant
del 60%. En canvi, per contrastos petits l'anomalia varia poc al
variar la profunditat. De la mateixa forma s'observa que per
profunditats petites la variacié de A amb el contrast K és més gran
que per profunditats grans on quasi no s'aprecia variacidé. Per la
forma de la corba es dedueix que 1'index d'anomalia és més sensible

a un canvi de profunditat que a un canvi en el contrast K.
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Figura 5.7. fndex de l’'anomalia pel cilindre.
Les corbtes ¢ + O corresponen als valors
indicats del contrast X t z variables
i les corbes € ¢ 2, als valdrs indicats
de g 1 K vartabdble.
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S'ha simulat també dos casos extrems corresponents a cilindres
superficials (z°= 0.5 m) amb contrastos de resistivitats molt
alts: A, = 1 Qm i P = 1000 Qm (K = 0.998) i A, = 1 Qm i P = 10000 Om
(K = 0.9998). Aquests casos podrien correspondre a cavitats buides
on podria esperar-se una anomalia molt important; no obstant,
s'observa la saturacié ja que 1l'index d'anomalia és només del 61% i
les corbes de resistivitat aparent sén quasi idéntiques entre si i
unicament es diferencien en un 2% en els valors maxim i minim de la

corba corresponent a f_= 100 Qm.

S'ha estudiat també 1l'anomalia creada per dos cilindres de
resistivitat e = 100 0m enterrats en un medi homogeni de Py = 1 Om
(contrast K = 0.98) i també 2.5 m de radi (figura 5.8). la
distancia entre els seus centres és de 8 m i es troba a una
profunditat z = 0.5m. Comparant aquesta anomalia amb la
corresponent a un sol cilindre (figura 5.6), observem que existeix
una diferéncia entre els valors P rnox i Poin degut a la preséncia de
dos cilindres. Pero 1l'index d‘anomalia és manté aproximadament
igual ( A= 60%), no trobem, doncs, ni solapament ni amplificacions de

les anomalies creades per cada un dels cilindre.
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Figura 5.8. Corba de resistivitat agparent per dos cilindres
de radi £.5m enterrats en un medi homgeni a
una profunditat z°=0.5m i un contrast de K=0.98.
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Finalment s'ha realitzat un nou asssaig per conéixer 1'efecte
d'una capa prima conductora per sobre del mateix tub resistiu
enterrat en el medi homogeni. Hem considerat el cas d'anomalia
maxima (cilindre superficial z, = 0.5m i contrast K = 0.98) amb una
capa superficial de gruix t = 0.5m i P, = 0.10m. L'index d'anomalia
s'ha reduit des d'un 60% a un 20%, 1la qual cosa fa veure la
importancia dels recobriments emmascarant considerablement 1les

anomalies.

5.3. MODELITZACIS PER DISPOSITIU DIPOL-DIPOL.

El dispositiu dipol-dipol o dipolar axial ha estat desenvolupat
preferentment a Nord-América. Per aquest motiu és el dispositiu pel
que existeixen més exemples de modelitzacié (Pelton et al. 1978,

Pridmore et al. 1981).

Presentem a continuacidé un exemple de modelitzacié per dispositiu
dipol-dipol sota el punt de vista de la detectabilitat.

Moltes vegades es presenta el problema d'estudiar si un determinat
cos anomal é€s o no detectable i la relacié entre la profunditat on
es troba el cos i les distancies entre els eléctrodes del

dispositiu. La modelitzacid és l'dnica manera que permet estudiar
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aquest tipus de problemes.

5.3.1. Estudi de 1l'anomalia creada per un dic conductor.

S'ha modelitzat un dic rectangular (20mx15m) infinit, conductor
(de resistivitat .Od) enterrat a una profunditat z, dins d'un medi

homogeni de resistitat @ - (figura 5.9 ).

I -1 AV
} == N.a —=} |

- g - -G -

A
Z,
i

Py

P,

Figura 5.9. Esguema del model corresgonen a un dic.

Sthan realitzat diferents assaigs calculant 1les pseudo-seccions
per diferents valors del parametre z, i Py A la figura
5.10 presentem una de 1les pseudo-seccions perpendicular a la

direccid del dic. Correspon als segiients parametres: Py =1 Qn, Py

= 100 Qm i z,= 60m i amb una longitud del dipol (a) de 40m.
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Figura 5.10. Pseudo-seccid de resistivitatl aparent amb
dispostitiu dipol-dipol pel model del dic
conductor (p = 1 (im0 enterrat a una
profunditat z,= 60m en un medt homogenti
de resistivitat p =100Qn,
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La pseudo-seccid mostra clarament la preséncia i la situacié del
cos anomal conductor, perd el gradient de resistivitat aparent és
tan petit que dificilment seria detectable en un problema real. La
preséncia d'altres anomalies ( altres petites heterogeneitats o
soroll en les mesures) emmascararia la preséncia del cos conductor.
Trobem el minim de P, per N = 5, que equival a una distancia de
240m entre els centres dels dipols que representa tan sols una

anomalia d'un 15% ( segons 1'index de anomalia de Tarkhov).

A partir de les diferents pseudo-seccions calculades, equivalents
a la figura 5.10, s'ha construit la taula 5.1. Aquesta taula recull
els valors minins de la resistivitat aparent en funcid dels
parametres profunditat (;o) i longitud del dipol (a). S'indica
també les distancies entre els centres dels dipols corresponents on

es troba aquest minim.
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z, (m) a(m) P Cm) p . (Qm)  d(m)

20 10 1 46.7 80
40 10 1 65.6 180
60 10 1 74.8 260
80 10 1 80.7 315
80 20 1 80.7 300
60 40 1 75.2 240
60 40 10 91.9 240

Taula 5.1. Relacid entre els diferents parcgmetres del model.

Per aquests models les xarxes utilitzades tenen de 1l'ordre de
30X90 nusos. Tenen una zona central regular on la distancia entre
nusos €s 1/4 de la longitud del dipol (la més petita de les
considerades) i una zona periférica ( zona proxima a la frontera)

on la distancia entre els nusos és la longitud del dipol.
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5.4. MODELITZACIS PER DIPOSITIU SCHLUMBERGER.

El Sondatge Eléctric Vertical amb dispositiu Schlumberger
s'utilitza de manera rutinaria en la prospeccid de resistivitats
per estudis de variacions de la resistivitat en profunditat. La
interpretacié quantitativa de les corbes de camp es realitza sota
la hipotesi de medi horitzontalment estratificat. Aquesta hipodtesi
€és valida si hom coneix bé els seus limits. Un expert coneix quan
les corbes no sén compatibles amb aquesta hipotesi. E1 problema
important és que podem trobar corbes compatibles amb un model
estratificat (tenint en compte que podem tenir errors experimentals
de l'ordre del 5%) perd que corresponguin en realitat a un model
més complicat. Si es tenen indicis d'allunyament d'un model
estratificat (per informacid geologica, accidents tectonics,
efectes topografics..) cal, via modelitzacid, conéixer com gqueden

modificades les corbes de resistivitat aparent.

5.4.1. Efectes d'inhomogeneitats a l'entorn dels eléctrodes

de potencial.

Un problema practic delicat en la realitzacié d'un sondatge
eléctric vertical és 1l'emplacament dels eléctrodes. Es conegut que

les heterogeneitats a 1l'entorn dels eléctrodes de corrent sén
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menyspreables mentre que poden induir a grans errors si es troben
al entorn dels eléctrodes de potencial., Les heterogeneitats
distorsionen les linies de corrent i s'ha d'evitar mesurar en elles
la diferéncia de potencial. Precisament el SEV amb dispositiu
Wenner presenta la important desavantatge en front al SEV amb
Schlumberger de que cada punt és un empalme i, per tant, canvien
les condicions fisiques on es mesura la diferéncia de potencial.
Els salts d'empalme en les corbes de resistivitat aparent sén
exemple clar de la importancia dels efectes d'heterogeneitats al
entorn dels eléctrodes de potencial. La modelitzacié d'aquestes
heterogeneitats permetra conéixer i controlar quantitativament com

modifiquen les corbes de resistivitat aparent.

Hem modelitzat aquests efectes en un medi estratificat de dues
capes de resistivitats p, =1 Qm i P, = 100 Clm i amb un gruix de la
primera capa t = 30 m. S'han considerant diferents situacions i
tamanys d'una heterogeneitat resistiva (¢ = 1000Qm).

A la figura 5.11 presentem els models d'estudi i les corbes de
resistivitat aparent. Els models estan descrits pels segilients
parametres geométrics: a= 2.5m i b= 2m. S'observa com la morfologia
de la corba corresponent al medi estratificat sense anomalies

(corba de punts en la figura 5.11) no queda afectada. Les diferents

heterogenitats han provocat basicament un desplacament vertical cap
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amunt, obtenint les corbes A,B,C,D.

Evidentment, el desplacament de la corba augmenta en augmentar el
tamany de l'heterogeneitat (pas del cas A al D). Si no hi ha
simetria (casos B i D) la corba andmala és practicament igual perd
el desplacament és més petit.

L' estudi més detallat mostra, perd, que el desplacament no és
realment constant. A mesura que augmenta el tamany de
1'heterogeneitat en relacidé al gruix de la capa, el desplacament
varia en funcié del AB/2.

Comparant el salt de les corbes A,B a les corbes GC,D es pot
afirmar que la dimensié vertical (a) (figura 5.11) de
1'inhomogeneitat provoca més desplacament que 1l'horitzontal (b).
L'efecte d'un augment en el contrast P/P, no és apreciable ja que
ens hem situat en el cas limit de 1/1000 i en les proves
realitzades per un contrast 1/10000 s'observa el fenomen de 1la

saturacid; és a dir no augmenta l'anomalia.
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5.4.2. Efecte d'un esglaé en la superficie.

Un altre problema relacionat també amb 1'emplacament del SEV és la
preséncia de petits esglaons o desnivells en la superficie. Si 1la
direccid del SEV és paral.lela a aquests petits desnivells, estem
en el cas d'un efecte lateral. Si el desnivell és petit (en relacid
a les longituds caracteristiques del dispositiu) els seus efectes
sén totalment menyspreables, Si 1la direccié del SEV és
perpendicular a aquests salts, estem en el cas de petits efectes

topografics que poden afectar de manera considerable a les mesures

de resistivitat aparent. Estudiarem a continuacidé aquest Gltim cas.

Presentem dos situacions diferents: l'efecte d'un salt petit (de
1'ordre de MN) en el centre del dispositiu (figura 5.12) i 1l'efecte
d'un esglaé lateral de dimensions del ordre de AB/2 del punt on es
troba (figura 5.13). Hem considerat tan el medi homogeni (model A)
com un medi estratificat de dues capes de Py = 1Qm, p, = 100 Om i

2
t,= 30m (model B).
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Degut a la particular geometria d'aquests models, un  cop
s'atravessa el salt, les distancies (MN o AB/2) les hem considerat

sobre la linia D, tal i com s'indica en la figura 5.14.

=

.

Figura 5.14. Esguema de les distancies utilitzades en &l
model de l’esglad.

Aquesta és la millor aproximacié de la situacid que trobem en el
camp. I a més a més, per diferents proves realitzades, podem
assegurar que és la forma de produir menys distorsidé en les corbes

de Py

A la figura 5.12 s'observen les corbes de resistivitat aparent
corresponents al salt en el centre del dispositiu. En linies
puntejades hem pintat les corbes corresponents al medi homogeni i
al model estratificat sense esglad. S'observa, de nou, que la
morfologia de les corbes no canvia. Unicament s'ha produit wun
desplacament cap avall, obtenint les corbes A i B. El desplagament

és practicament constant tant en el medi homogeni com en el model
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de dues capes. Per valors concrets d'aquest models (h = 5m i x= 2m)
el desplacament de les corbes és d'un 20%.

A la figura 5.13 presentem les corbes obtingudes en el cas d'un
esgladé lateral. El valor dels parametres per aquestes corbes sén:
d= 25m i h= 25m. Observem que el comportament €s més complex que en
els casos anteriors. En les corbes es poden distinguir clarament
tres zones: a- abans del salt (AB/2 = d), b- durant el salt (d =
AB/2 £ d+h) i c- després del salt (AB/2 2 d+h). En la primera zona,
la resistivitat va augmentant de 1la mateixa manera que en les
corbes corresponents a un contacte vertical sobre un medi homogeni
( corba A) i el mateix medi estratificat (corba B ). La segona zona
és de fet ficticia perqué correspondria a situar els eléctrodes de
corrent en la pared del esglad. Aquests trams de corba sén de tipus
K. La posicié del maxim i grau d'anomalia que representa no tenen
perqué coincidir en les dues corbes perque en el model estratificat
es superposen els efectes del esglad i de la segona capa resistiva.
Després del salt (tercera zona) les corbes van recuperant poc a poc
la morfologia que els hi correpon, plana pel medi homogéni i
ascendent pel model de dues capes perd subestimant considerablement
la resistivitat del medi. En el cas del medi estratificat la corba
no és un senzill desplacament vertical sino que hi ha un
desplacament horitzontal que provocaria una interpretacidé erronia

del gruix de la primera capa.
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5.4.3. Efectes laterals produits per contactes verticals

i desnivells.

El SEV es caracteritza per la gran sensibilitat a les variacions
verticals de la resistivitat en front a les variacions laterals.
Perd a mesura que augmenta la distancia AB els efectes laterals
poden afectar considerablement perqué els eléctrodes de corrent ja
penetrin en un medi de resistivitat diferent. Per evitar aquest fet
es situa el dispositiu paral.lelament a la "strike direction".

L'exemple més clar d'aquest comportament €s la morfologia de les
corbes de P, a prop d'un contacte vertical entre dos medis.

Tot i conéixer aquests comportaments, el problema practic és que
trobem combinacions de variacions laterals i verticals de 1la
resistivitat. Es evident que hi haura una zona de maxima influéncia
dels efectes laterals, i pot emmascarar o amplificar les inflexions
en les corbes de resistivitat aparent  propies dels medis
estratificats. Delimitar aquestes zones és molt important per la
interpretacid perqué sempre hi ha el perill de sobrevalorar aquests

efectes o de subestimar-los.
Presentem a continuacid la modelitzacidé d'un SEV paral.lel a un

desnivell important (d'altura cinc i deu cops la distancia de 1la

posicié del SEV al desnivell). A la figura 5.15 es presenten els
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models corresponents a aquestes situacions (models B i C), junt amb
els casos limit { medi homogeni (A) i contacte vertical (D)). A 1a
mateixa figura 5.15 es poden observar les corbes de resistivitat
aparent obtingudes per aquests models. Per aquestes corbes, els
valors dels parametres del model sén: distancia del centre del

dispositiu al desnivell d = 26m i resistivitat del medi o= 1 Qm.

A la vista de la figura 5.15, podem concloure que 1'anomalia
provocada pel desnivell és totalment equivalent al contacte
vertical infinit fins a un AB/2 del ordre del desnivell. Per AB/2
més grans, la corba arriba a un maxim i lentament va convergint cap
a la corba horitzontal que correspon al medi homogeni. Observem que
el valor i 1la 1localitzacié del maxim depén de 1'alcada del
desnivell, en concret si el salt és 10d (model C) el valor maxim de
P, coincideix amb el contacte vertical (o _ .= 20 ). El
comportament descrit, és forca diferent al que s'obté si el SEV és
perpendicular al salt (figura 5.13) on la corba després del salt

presentava una resistivitat constant perd en un 40% inferior al

valor real.
Un cop conegut aquest comportament passem a estudiar el mateix

model perd sobre un medi estratificat. La figura 5.16 presenta els

models considerants. El model A correspon al medi estratificat, el
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model B al medi estratificat amb el desnivell i el model C al medi
estratificat pero amb un contacte infinit. El valor dels parametres
dels models sén: resistivitats P,=1 Qm, P,= 100 Qm, Pa= 1 Qm, i

gruixos t,= Sm L= 25m i hem mantingut d=26m.

A la figura 5.16 poden observar-se les corbes obtingudes. Els
trams finals de les corbes sén equivalents a 1l'exemple anterior.
Les corbes ja han assolit el comportament asimptotic; la corba A ha
arribat al valor de Py (1 ©@m), la corba B s'apropa lentament a 1la
corba A ( medi estratificat) (per AB/2 = 2000 m discrepen un 10%) i
la corba C es comporta com un contacte vertical sense
estratificacié (P = 20,). En la zona central 1l'efecte del contacte
vertical és confon amb una corba tipus K perd amb una capa
intermitja més resistiva que el model de partida (model A). De nou,
un desnivell de deu cops la distancia del SEV al contacte, és
equivalent al contacte vertical fins un AB/2 aproximadament tres

cops l'algada del desnivell.

Comparant les figures 5.15 i 5.16 podem concloure que
qualitativament el efecte d'un desnivell o d'un contacte vertical
€és el mateix per un medi homogeni que per un medi de tres capes, si
bé, quantitativament ja hem vist que el grau de distorsié de les

corbes depén de les relacions entre els parametres del model.
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Una altra situacié que es troba sovint en la practica, i que és
semblant a aquestes dues Gltimes estudiades, és la realitzacidé del
SEV en la base d'un desnivell, o bé, a prop d'una pared. Per
estudiar aquest efecte, hem modelitzat un SEV paral.lel a una pared
amb la mateixa resistivitat que el medi semiinfinit (un cas
d*alcada igual a la distancia de la posicid del SEV a la pared i un
altre d'alcada "infinita"). A la figura 5.17 es presenten els
models corresponents a aquestes situacions (models B i C) junt amb
el medi homogeni sense desnivell (model A). La resistivitat del
medi és @ = 1 Om i la distancia de la posicié del SEV a la pared és

d = 26m.

A la mateixa figura 5.17 es presenten les corbes de resistivitat
aparent obtingudes per aquests models. S'observa que 1'anomalia
creada per la pared és, en certa mesura, inversa a la creada pel
contacte vertical o pel desnivell (figura 5.15) ja que es produeix
una disminucidé de la P, respecte al valor corresponen al medi
homogeni. La corba corresponent al model B ( pared d'alcada igual a
la distancia al SEV) provoca una anomalia poc important, perd té
una zona de maxima influéncia on es produeix una disminucié de 1la
P, fins al 10% en AB/2 > 4d o 5d. En el cas de la pared infinita
{model C) aquesta disminucié. de la @, pot arribar a un 30%. Es

important remarcar que en tots dos casos (models B i C) per
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distancies AB/2 = 2d 1'anomalia de les corbes és inferior al 5%.

Tot seguit passem a estudiar aquest mateix exemple sobre un medi
estratificat. S'han simulat els mateixos models A, B i C perd sobre
un medi estratificat de tres capes de resistivitats: P, = 1 Qm, P,=
100 Om i P=1 Qm i gruixos: t,=5mit,=25mi s'ha mantingut

d = 26 m.

La figura 5.18 representa els models A (medi estratificat), B
(medi estratificat amb pared d'alcada d) i C (medi estratificat amb
pared d'alcada infinita) i les corbes obtingudes. L'efecte produit
per la pared és qualitativament equivalent al produit en el medi
homogeni: una disminucié de la resistivitat aparent en les corbes B
i C respecte la corba A, perd en aquest model 1l'efecte de la pared
és més important. La morfologia de les corbes no canvia, continua
essent corbes de tipus K, si bé queden fortament afectades per la
preséncia de la pared conductora. S'observa també com 1l'efecte de
la pared fa disminuir fortament el maxim de la &, (fins
aproximadament un 50%). Per AB/2 = d, les corbes B i C no es
distingueixen i presenten una discrepancia respecte de la corba A
(medi estratificat) fins a un 10%. Per aquest model, a diferéncia
del medi homogeni, cal mantenir-nos a AB/2 = d/2 per no sobrepassar

un error del 5%.
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Aquest exemple mostra una vegada més que si bé a grans trets la
influéncia d'aquests efectes (pareds o desnivells) queda reflectida
en el medi homogeni, en els medis estratificats els efectes poden
estar amplificats o enmascarats en funcié de les relacions

existents entre els parametres del model.

5.4.4, Efectes laterals produits per un horst en el basament.

Un camp tipic d'aplicacié del SEV és l'estudi de determinacidé de
fondaries del basament. El1 basament sovint presenta també efectes
topografics deguts a accidents tectonics. Aquests efectes poden
influir de manera molt diversa a les corbes de P, Dependra molt
de com estiguin relacionats els parametres del model (basicament
contrast de resistivitats, dimensions de 1l'anomalia, fondaria a 1la
que es troba) i la posicié i dimensions del dispositiu. Aquests
efectes sén delicats perqué sén alhora efectes laterals i de
profunditat. Perd sobre tot perqué des de la superficie no tenim
indicis de que poden existir , com si que els tenim davant d'un
salt, desnivell o efecte topografic. A més al no tenir contactes
aflorant les corbes sén suaus i, com veurem, totalment compatibles

amb models purament estratificats.,
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La importancia practica de models com aquest ha quedat reflectida
en una recent publicacié sobre 1la geometria d'unes cubetes del
Pirineu (Bordonau et al. 1989).

Presentem a continuacid la modelitzacié d'un horst en el basament
considerant la direccié del sondatge perpendicular a la "strike
direction", que és la situacié més desfavorable.

El model construit correspon a un model de tres capes de
resistivitats: P, = 2400 Qm, P, = 200 Qm, Py = 1000 lm i gruixos: t =
30m, t,= 230m. E1 horst del basament té les segiients dimensions: h=
210m i una amplada "a" variable. Anomenarem "d" la distancia dels
centre de dispositiu al vértex del horst.

Hem elaborat uns abacs presentats en les figures 5.19, 5.20 i 5.21
que permeten estudiar la influéncia dels diferents parametres del
model. Presentem tres situacions:

a~- Efecte de 1'amplada quan el sondatge esta centrat sobre el
horst (figura 5.19).

b- Efecte de 1l'amplada per una determinda distancia "d" (figura
5.20).

c- Efecte de la distancia per una determinada amplada "a"

(figura 5.21).

En tots aquests abacs s'observa que les corbes sén suaus i sense

punts caracteristics (degut a que els claus no atravesen contactes
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aflorants). La seva morfologia fa que siguin corbes compatibles amb
medis estratificats. L'error principal en la interpretacié
d'aquestes corbes com a medis estratificats és que podriem associar
efectes laterals a canvis profunds de resistivitat.

Les corbes associades al horst modelitzat sdén principalment de
tipus H, i en alguns casos de tipus HKH. La interpretacid
d'aquestes corbes de P, com a medis horitzontals provocaria tres
errors principals:

1- Error en 1la determinacié de 1la resistivitat de 1la capa

conductora 092).

2- Error en la determinacié de 1la fondaria del basament,

generalment una sobreestimacid.

3- Error en el nombre de capes. En determinats casos (si a= 2h o d
>~ 2h) portaria a considerar una capa ficticia resistiva

(intercalada en la capa conductora),

Evidentment, la situacié més desfavorable és quan apareix la capa
ficticia. Possiblement que el problema queda solucionat en part per
la correlacié de sondatges proxims i a diferents distancies del
horst. Cal aleshores interpretar la primera pujada de la corba (el

sostre de la capa ficticia) com el basament.
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5.4.5. Efectes topografics sobre medis estratificats.,

Hi ha molts pocs estudis d'efectes topografics sobre el SEV, tot i
que és conegut que poden afectar enormement a les mesures per la
gran deformacié que sofreixen les corbes equipotencials a prop de
la superficie. E1 treballs que es basen en metodes analitics
presenten geometries una mica forcades (Cecchini i Rocroi 1980,
Dasguta 1987); el treball de Holcombe et al. 1984, basat en

modelitzacidé numérica, no aporta criteris practics.

Els models més interessants i els més freqiients sén els que
corresponen a efectes topografics sobre medis estratificats. Sovint
el que interessa és conéixer com queden afectades les corbes de P,
quan algin eléctrode de corrent ha de desplacar-se necessariament

sobre un pendent.

Hem estudiat els efectes topografics corresponents a un turd
(figura 5.22) i a una vall (figura 5.23) sobre un medi homogeni de
resistivitat o= 100 Om i sobre un medi de dues capes de
resistivitats @ = 10 Qmi P,= 100 Om i un gruix t, variable. La
distancia del centre del dispositu a la aresta del diedre és d= 25m

i @ és 1'angle de la pendent respecte a l'horitzontal.
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En la figura 5.22 presentem els abacs corresponents al turd. Es
presenten dos dbacs, un per cada angle 3 considerat: (3= 20O i 450.
Les corbes representades per punts corresponen a 3= 0°, és a dir,
corbes sense efecte topografic. En cada corba s'indica el gruix de
la primera capa.

En la figura 5.23 presentem els 3abacs corresponents a la vall. Hem
considerat els segiients valors dels parametres: [3 = 0°, 20°, 45°,
96’. Les corbes corresponents al cas limit de f3= 90° ens permetran

conéixer el grau maxim de distorsidé. Presentem wun 3abac per cada

gruix t, indicant les diferents (7 al costat de cada corba.

A la vista d‘'aquests abacs podem arribar a les segiients

constatacions generals:
~ Els efectes topografics distorsionen les corbes corresponents als
medis estratificats produint wunes anomalies en 1la P, que,

evidentment, en augmentar el AB/2 i l'angle {3, creixen.

~ Els efectes topografics sdn més importants sobre medis

estratificats que sobre el medi homogeni.

- Per una mateixa pendent (8=ct.) el cas de la vall afecta més que

el cas del turé. La forma de la corba és més complicada, tenim un
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punt carateristic quan un eléctrode atravesa el contacte aflorant
de les dues capes ( P, P,) (figura 5.23). La posicid d'aquest punt
és: AB/2 =4 + t’ sin 3, on AB/2 es mesura sobre 1la topografia.
Aquestes corbes podrien interpretar-se errdniament com corbes de

tipus K.

- Ordres de magnitud:
Per AB/2 = d i per 3 = 20°( pendents inferiors al 35%)
1'anomalia deguda al efecte topografic és inferior al 10%
(diferéncia relativa de P amb efecte topografic i sense ell).

Pel cas limit - 3= 90°- la anomalia és inferior al 40%.

Per AB/2 = d (un eléctrode de corrent es deplaca sobre 1la
pendent) i3 = 20° 1la anomalia pot augmentar fins un 30% a
prop del contacte P, amb Pz(en el cas de la vall) i es manté

inferior a un 20% en el cas del turd fins a un AB/2 =~ 4d.

5.5.6. Interpretacid unidimensional d'un model bidimensional.

Per tal de conéixer la importancia dels efectes laterals en el SEV,
hem simulat una petita campanya de SEV  sobre un  model

bidimensional, interpretant les corbes obtingudes en la
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modelitzacidé bidimensional com corbes corresponents a medis
estratificats. De la correlacié entre la interpretacié dels
diferents SEV s'ha obtingut un tall geoeléctric que es compara amb

el model bidimensional de partida.

® @ @ 00 ©
_ ! S S l

2400

200

1000

Figura 5.24. Model bidimensional utilitzat per la generacio de

les dades sintetigues en els SEV assenyalats.

El model bidimensional elegit per fer aquesta simulacidé és el del
horst en el basament, realitzant els sondatges amb el dispositiu
perpendicular a l'estructura i a diferents distancies del centre

del horst. El model estd representat en la figura 5.24. Correspon a
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Figura 5.25. Corbes de resistivitat aparent corresponents
als SEV 0,1 ¢ 2.
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un medi estratificat de tres capes de resistivitats: P, = 2400 Qm,
p,= 200 Om i pP,= 1000 Qm, i gruixos t,=30m i t,= 230m presentant
un horst en el basament de les segiients dimensions: amplada a= 200m
i alcada h = 210m,

A la mateixa figura 5.24 s'indiquen els punts on s'han realitzat
els sondatges (SEV O, 1 , 2, 3, 4 i 5) que corresponen a les
distancies: 500, 400, 210, 150,100 i Om, del centre del horst
respectivament.

A les figures 5.25 i 5.26 estan representades 1les corbes de
resistivitat aparent corresponens als SEV O, 1, 2, 3, &4 i 5
respectivament obtingudes via modelitzacido. A la vista d'aquestes
figures, 1les corbes ©poden semblar compatibles amb medis
estratificats. Inclds la 4 i la 5 que presenten la clara inflexid
degut a la influéncia del horst, poden passar com corbes
compatibles amb un medi unidimensional, més encara considerant el
marge d'error experimental.

Aquest model és representatiu de moltes situacions practiques on
1'abséncia d'efectes topografics o contactes aflorants, junt amb la
compatibilitat morfolodgica de les corbes de P, amb corbes de medis
estratificats, farien pensar que no és necessari la modelitzacid

bidimensional.

El criteri utilizat per la inversid de les corbes de P, ha estat
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el segiient: s'han pres els valors de Py de les corbes resultat de
la modelitzacié (figures 5.25 i 5.26) amb un interval de 6 punts
per cicle i amb un programa d'inversidé s'han interpretat com corbes
tipus H (corba 0) i tipus HRKH (corbes 1,2,3,4 i 5) per tal de tenir
en compte la inflexié que apareix clarament en els SEV més
allunyats del horst (SEV 4 i 5). E1 marge de discrepancia maxim
admés entre les corbes  "teodriques” (interpretacié  1D) i

"experimentals" (modelitzacid 2d) ha estat inferior al 5%.

® ®@ 00 ©
Glo S 1

2380 __ 2400 2400 2400 2370 2370

1100

Figura 5.27. Tall geoceléctric obtingut a partir de la
interpretacisd unidimensional dels SEV.
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A la figura 5.27 presentem el tall geceléctric resultat d'aquestes
interpretacions. Evidentment, aquest és només un dels possibles
talls, ja que tenint en compte l'equivaléncia, - sobretot en les
corbes 4 i 5-, podrien obtenir-se altres interpretacions. Les
corbes corresponents als SEV 1, 2 i 3 s'han interpretat buscant
d'entre els models equivalents aquells correlacionables amb les
corbes del SEV 4 1 5 i amb la corba del SEV 0, que és simplement de

tipus H.
Comentem tot seguit les principals discrepancies del tall
geoeléctric obtingut amb la interpretacid wunidimensional (figura

5.27) respecte el model bidimensional de partida (figura 5.24).

- Topografia del basament.

El tall geoeléctric ens reflecteix correctament un aixecament del
basament conforme ens desplacem a la dreta perd sobrevalorant la
fondaria d'aquest (en els SEV 5,4,3 i 0). En el SEV 0, centrat
sobre el horst, la fondaria del basament es sobreestima en 100m mé€s
de la fondaria real i, en el SEV 5, 200m. L'aixecament del basament
es produeix aparentment sense salts laterals, encara que amb un
fort cabussament, d'uns 30°. S'ha produit un suavitzat de la

topografia del basament.
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— Intercalacid resistiva.

Com hem comentat anteriorment, les corbes de P, Ppresenten una
inflexidé que es va desplacant cap a AB/2 més grans, conforme ens
allunyem del horst, que fa intuir una capa resistiva intercalada en
la zona relativament conductora. En el tall geoeléctric, observem
que aquesta capa  podria interpretar-se amb una poténcia
considerable (uns 150m) en el SEV 5. Aquesta capa aniria
aprimant-se, fent-se més superfical i menys resistiva conforme ens

apropem al horst fins a desapareixer, entre el SEV 1 i SEV 0.

- Resistivitat del reompliment conductor.

Per Ultim tenim un efecte en la determinacié de 1la resistivitat
dels trams conductors (relatius), que corresponen a les capes
segona i quarta en els SEV 1, 2, 3, 4 i 5 i a la tercera en el SEV
0. Recordem que la resistivitat real del conductor és 200 Qm. En el
tall geoeléctric (figura 5.27) trobem unes resitivitats de també
uns 200 Qm (en els SEV 5 i 4) perd que a grans trets va tendint als
valors de 300 Qm conforme ens apropem al horst. En el SEV 0 (el
sondatge esta centrat sobre el horst) 1ltefecte del horst és

basicament 1'augment de la resistivitat de la tercera capa i de 1la
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fondaria del basament (en relacié a la profunditat real a la que es

troba just en la vertical del SEV).

De la comparacié realitzada entre el model bidimensional i el tall
geoeléctric obtingut amb la interpretacidé unidimensional, podem
concloure que 1la interpretacid unidimensional atribueix a
variacions en profunditat de la resistivitat el que en realitat soén
variacions laterals, resultant un model de fet més complicat que el

model real.
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CONCLUSIONS.

En aquest treball s'ha realitzat una modelitzacidé d'estructures
bidimensionals per la prospeccid eléctrica en corrent continu, la
qual cosa representa un pas important per l'ampliacidé del camp
d'aplicacions dels métodes eléctrics de prospeccié. Els pocs
treballs previs que hi havien sobre aquest tema presenten unes
incognites en alguns dels aspectes fonamentals. Per exemple, mai
havia estat abordat suficientment el problema del control de 1la
solucid obtinguda per métodes numérics. Un altre fet significatiu
era la impossibilitat de modelitzar operativament en dispositius
eléctrodics paral.lels a 1'estructura bidimensional (strike
direction), la qual cosa representa una limitacidé practica prou
important. En 1l'apartat de les aplicacions que es deriven d'una
modelitzacié bidimensional hi havia un buit referent a 1l'estudi de
la influéncia dels efectes laterals (bidimensionals ) en el
dispositiu eléctrodic que possiblement sigui el més utilitzat. Ens
referim al sondatge eléctric vertical. Una conclusié pgeneral
d'aquest treball es que podem afirmar que hem donat una solucié a
cada un d'aquests problemes i que es disposa de 1la infrastructura
per abordar cada problematica geoldogica concreta amb independéncia

de si és o no aproximable al classic model estratificat.

A continuacid es resumeixen els aspectes concrets que es
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conclouen. Els hem agrupat en dos apartats, un fa referéncia al
procés general de modelitzacié propiament dit i 1l'altre a les

aplicacions que hem realitzat.

PROCES DE MODELITZACIS.

L'algorisme de modelitzacié que s'ha desenvolupat i el programa
que s'ha construit a partir d'ell, permeten l'estudi de qualsevol
estructura bidimensional. L'algorisme generalitza els anteriors
existents basats en el métode dels elements finits ja que resol
directament el problema pel potencial total, inclou la modelitzacid
d'estructutes bidimensionals tant en preséncia de fonts
bidimensionals com tridimensionals , contempla tots els tipus
possibles de condicions de contorn i ddna solucid a la problematica
del calcul pel potencial en direccions no perpendiculars a la de

1'estructura, en particular en la direccid paral.lela.

La validesa de 1l'algorisme i el correcte funcionament dels
programes han estat comprovats pels models dels quals es disposa
d'una solucié analitica (models de control): model homogeni, models
estratificats i un model de contacte vertical entre dos medis. Pels
models més complexos es realitza un estudi de 1la convergéncia i

1'estabilitat de les solucions obtingudes numéricament.
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L'estudi del problema tridimensional ha comportat la utilitzacid
del potencial espectral V, a partir del qual es determina el
potencial antitransformat V. El potencial transformat s'ha estudiat
en detall i s'han determinat criteris optims per al seu calcul
numéric, que faciliten la resolucié del potencial en 1la direccid
paral.lela a 1l'estructura bidimensional. De 1'analisi de les
aproximacions incloses en l'algorisme i de 1les fonts d'errors
inherents al propi métode numéric hem obtingut uns criteris

metodologics per l'eleccié de la xarxa de discretitzacid.

APLICACIONS.

Com aplicacié de la modelitzacidé realitzada amb el nostre
algorisme presentem els casos més freqiients d'estructures
bidimensionals, considerant a la vegada diferents configuracions de

dispositiu electrdodic., Els problemes estudiats han estat:

- El dispositiu gradient per 1'anomalia creada per un cilindre
resistiu situat en un medi homogeni en 1'aproximacié de potencial

bidimensional.

- El dispositiu dipol-dipol per 1l'anomalia creada per un dic

rectangular conductor.
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-S'ha dedicat especial atencid als diferents efectes i anomalies
que es presenten en els sondatges eléctrics verticals amb
dispositiu Schlumberger. Els models estudiats han estat:
1- Efectes d'inhomogeneitats a l'entorn dels eléctrodes de
potencial.
2- Efecte d'un esglad en la superficie.
3- Efectes laterals produits per contactes verticals i
desnivells.
4~ Efectes laterals produits per un "horst" en el
basament.

5- Efectes topografics sobre medis estratificats.

La resolucié d'aquests models ha portat a 1'elaboracié d'un
conjunt d'abacs que permeten mostrar la morfologia de les corbes de
resistivitat aparent i observar la influéncia dels diferents
parametres dels models. Aquests abacs sén d'una gran utilitat a
1'hora de realitzar la interpretacidé i/o d'efectuar les correccions
d'aquests efectes.

Els efectes depenen del model particular considerat. Dels
resultats obtinguts podem indicar que aquests efectes sén
importants i s'han de tenir en compte quan es fa la interpretacid,
tal com mostrem a 1l'exemple de la interpretacié d'una estructura
bidimensional (com és un horst) mitjancant un model unidimensional,

on es tendeix a sobrevalorar la fondaria del basament.
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D'aquest treball sorgeixen unes perspectives immediates. Des de la
realitzacié d'un conjunt d'abacs que recullin les morfologies de
les corbes de resistivitat aparent per una amplia gamma de models
bidimensionals, fins a l'optimitzacié dels algorismes d'inversid
aplicats a aquests tipus d'estructures que, ara per ara, no sén
suficientment viables. Tots aquests aspectes porten a una ampliaciéd

del camp d'actuacié del métodes eléctrics.
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APENDIX

Al. POTENCIAL TRANSFORMAT PELS MODELS DE CONTROL.

1- MEDI HOMOGENI.

X
Figura Af.

La distribucid del potencial creat per un eléctrode puntual pel
qual circula un corrent d'intensitat I en un medi semiinfint de

resistivitat 2 ve donada per:

1e

2 2 2
2nY x+y+ze

V(x,y,2) =

on hem considerat l'eléctrode situat en el centre de coordenades
(figura Al).

Per eliminar la dependéncia respecte la coordenada y, calculem la
transformada en cosinus, donat que V(x,y,z) és una funcié parell
respecte 1l'eix y. Tenint en compte que © €és independent de 1la

coordenada y, s'obté:
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[0 o] o o]
~ 1e cos(Ky ‘y)
vVix,z; Ky) =‘[ V(x,y,2) cos (Ky'y) dy = J dy =
2 / z z 2
o ° X+y +2
Ip
= X .
o °(Ky r) (A.1)

/ 2 2 . .. . g
onr =Y x +2 1 %g és la funcié de Bessel modificada d'ordre

zero, que pot definir-se com:

cos(tx)
9<°(x)=J ————— dt (x > 0)

o7 1+ t?

en la seva representacié integral (Abramowitz i Stegun,1970).

2- MEDI ESTRATIFICAT DE DUES CAPES.

z Frgura A2.

La distribucié del potencial a la superficie creat per un
eléctrode puntual pel qual circula un corrent d'intensitat I, en un
medi estratificat horitzontalment de dues capes de resistivitats P,

i Py i de gruixos t i infinit respectivament, ve donada per:
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=
V(x,y) = +

/____

[\
A »
1 [M1s

'v/x + ¥+ (2nt)°
P,- P,

on K=———1 hem considerat l'eléctrode situat en el centre de
2 1

coordenades (figura A2).

Procedint de manera equivalent al medi homogeni,s'obté:

~, 1 p1 = n
VoK) = —= | XK, 0 + PR EACRER 4.2)
2 n=1
on r_ =/ ¥ + (2nt)” .

3- CONTACTE VERTICAL.
|
{ —

y d —
z Py Py Figura A3.

Considerem el contacte vertical de dos medis semiinfinits de

resistivitats P, 1A, El potencial creat per un eléctrode puntual
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situat en el primer medi, a una distancia d del contacte (figura

A3) ve donat per:

1 p1 1 K
+ x=d
n / z 2 2z
2 x+y+zz '/(2d-x)z+y+zz
V(X’sz)= b
1 01 1 +K
x2zd
27 / z 2 z
X+y +z2
P~ P
on K = - i hem considerat l'eléctrode situat en el centre de
2 1

coordenades (figura A2).

Calculant la transformada en cosinus en cada interval, obtenim:

1e, |
X (K - K e <
- c>(yr)+K O(Kyr) X d
V(x,2;K, )= 1 (A.3)
e, |
(14K) X (K *r) xzd
2m e v

2 z | / P
onr = x+2 1ir's=s (2d-x) + z .
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A2. INTERPOLACIO DEL POTENCIAL TRANSFORMAT.

Per obtenir 1l'espectre del potencial, hem de calcular el potencial

...,K.,. -K })

transformat V(x,z;Ky) per un conjunt deAKy: {Kx’ e K

i realitzar un interpolacid per cada interval. Tot seguit deduim

les expresions dels parametres per cada tipus d'interpolacid.

- Interpolacidé logaritmica per 1'interval [0,K1]:

Considerem:
V(x,z;Ky) > B 1n(b, K ) 0sS XK <K
on imposant:
V(x,2;0) = @ i q\'/(x,z;Ki) = B, ln(b X))
s'obté:

B =-1 i b = —— (A.4)

on V = V(x,z;Ki) i el parametre b, és funcid de (x,z).
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- Interpolacidé logaritmica per 1'interval [Kn.Kh+1]:

Considerem: J

V(x,z;Ky) o Bnln(bh‘Ky) Kn < Ky < Km1 (

on imposant:

V(x,2;K ) =B In(b X)) i V(x,2;&X ) =B 1n(b X )
s'obté:
;}n- ’;'n-u evn/Bn
B = i bn= —reee (A.5)
ln(Kh IKh+1 ) Kn

- ~

on V = V(x,zK ), V_, .=V (x,2;X

et ) i els parametres B ib,  sén

n+1

funcid de (x,z).

- Interpolacid exponencial per l'interval [Km.Km+1]:

Considerem:
‘\7(x Koy > -ame K =K =K
'z’y_Ame m Ty T met
on imposant:
i -a K . ~ -g X
V(x,z;Km) =A emm j V(X'Z;Km+1) = A e mmt
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s'obté:

a X ln(’i; "% )
A= Vo € i a,= Tl (A.6)
K - K

1 m

me

“~ -~

~ ~
on V_= v(x,z;Km), vV =V (x,z;Kmﬂ) i els parametres A i a sén

funcié de (x,2).

A3. CALCUL DEL POTENCIAL.

Per obtenir el potencial s'ha de calcular 1l'antitransformada en

cosinus definida com:

@
V(x,y,2) = ,% I V(x,z;Ky) cos (K ry) dK/ (A.7)
o

~

Aproximant V en cada interval [Ki K. 1, podem desglossar 1la

1+1

integral en:

K
1

V(x,y,2) > ;2'[ Bo ln(boKy) COS(Ky'y) de +
o]

2 n+4 2 m+4 -a X
= . K = G
2 J B lu(boKy)cos(Ky yv) d v * z = J A e"m 'y cos( v V) de

m
n X X
n m
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Finalment, integrant per parts s'obté:

B
2 . .
V(x,y,z) = T —yg [ In (boxi) sin (K1°y ) - si (Ki. y)]
2 Bn Kn+1
+ Z 7T Ty ln (b K ) sin K 'y ) - si (K, y)
Kn
2 e-ame Km-H.
+ E T A 3 y sin (Ky'y ) - a_ cos (Ky'y)
m a + vy X
m
(A.8)

on "si" correspon a la funcié definida per:

& sin(t)dt
si(a) = J. —_—
t

(=]

(Abramowitz i Stegun,1970), i pot calcular-se accedint a la

biblioteca NAG.
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A4. CALCUL DEL CAMP.

Per obtenir el camp en la direccié de l'estructura, pot calcular-se
directament derivant respecte la coordenada y 1l'expressio (A.7):
o o]

9 V(x,y,2)/ 8y = - ;2 I K, V(x.z;Ky) sin (K ry) 9K/

(o}

~
De nou podem aproximar V logaritmicament i exponencialment en cada

interval [K K I:

XK
1
2
a dy > - = K in(X XK dK -
V(x,y,2)/9y ﬂf B, ln(bo y) sin( v V) vy
o
K
2 N+ 1 2 m+1 -a K
- X in(K ‘)X dK - £ s (K -
ZWJ. B ln(bo y)::*,1‘:1( v V) vR, Z"J A e'my sin( v y)Ky de
X Km

™

1 integrant per parts, s'obté:
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v B

2 (=)
— D - e — K . K - . K - K
2y 2 [(1+1n(bo y))sin(K y)-s i (K y)-yK cos (K y)ln(b, y)]

X

B n+1
2 °n . R v Yo .
—Z 7 [(l+ln(bn?<y))sm(Ky y)-si(K, " y)-yK cos(K/ y)ln(any)]
4 X
n
- X -
9 Am e 8 b4
2 in (X -
+ Z" T, S (a, sin (K y) -y cos K,y) ) +
2 2 . K
2 ay cos (Ky'y) + (a - y) sin (KY'Y) m+1
2 2
a + Yy X
m

que és equivalent a derivar directament 1'expressié (A.8) respecte

y.
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