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Introduccion . 7

Introduccién

Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. La n-ésima potencia simbdlica de I, que
notaremos por I(?), se define como la interseccién de las componentes primarias de I”
correspondientes a los primos minimales de I. Las potencias de I (resp. las potencias
simbdlicas de I), inducen una topologia en R denominada la topologia I-ddica de R (resp.
la topologia I-simbdlica de R). Se dice que estas dos topologias son equivalentes (resp.
linealmente equivalentes) si para todo natural n existe un natural m tal que I(™ C I*
(resp. si existe un natural k tal que I(***) C I™ para todo natural n). Un ideal se dice
que es un t-ideal (resp. un s-ideal) si las topologias ddica y simbélica que define son
topologias equivalentes (resp. linealmente equivalentes).

Por otro lado, podemos considerar la topologia de R asociada a la filtracién {I_"}ngo
definida por las clausuras enteras de las potencias de I. Como antes, ahora podemos
comparar las topologias definidas por las potencias simbélicas de I y por las clausuras
enteras de las potencias de I. Se dice que un ideal I es un #-ideal (resp. un 3-ideal) si
la topologia I-simbélica de R es més fina (resp. linealmente més fina) que la topologia
definida por las clausuras enteras de las potencias de I. Es decir, si para todo natural n
existe un natural m tal que I™) ¢ T# (resp. si existe un natural k tal que I (ntk) c Im
para todo natural n).

En [62, Lema 3 (p.33)] Zariski demuestra que si p es un ideal primo de un dominio
noetheriano R analiticamente irreducible sobre los ideales primos que contienen a g,
entonces p es un t-ideal. Es éste, tal vez, el primer resultado relativo a t-ideales que
aparece en la literatura. Posteriormente Hartshorne [17, Prop. 7.1] demuestra que, un
ideal primo p de dimensién uno de un anillo local noetheriano completo R es un t-ideal si
y sélo si p contiene todos los primos asociados de R. En este trabajo Hartshorne [17, § 7]
comenta: ” A general question, whose solution is quiet complicated, is to determine when
the p-adic topology is equivalent to the p-symbolic topology.” En [54], Schenzel soluciona
este problema generalizando, ademds, los resultados de Zariski y de Hartshorne. En este
trabajo Schenzel caracteriza los ideales primos que son ¢-ideales (resp. s-ideales) mediante
ciertas desigualdades entre alturas (resp. dispersiones analiticas) y dimensiones. Poste-
riormente, McAdam y Ratliff en [37] dan un punto de vista distinto a las caracterizaciones
de Schenzel usando, para ello, ciertos conjuntos de divisores primos asociados al ideal.
Las caracterizaciones establecidas por Schenzel, McAdam y Ratliff son generalizadas por

Ratliff en [44] para el caso de ideales primarios, y por Verma en [58, 59] para ideales
arbitrarios.

Otro problema clisico relacionado con las potencias simbélicas es el de determinar
cuando el dlgebra de Rees simbdlica 69’.2033(") es un anillo noetheriano o, equivalente-
mente, cudndo es una R-algebra finito generada. Este problema, planteado por Cowsik
en [11], ya aparece en los trabajos de Nagata [39] y de Rees [47]. Rees en [47] demues-
tra que, si p es un ideal primo de altura uno de un dominio local normal noetheriano
dos-dimensional tal que el dlgebra de Rees simbdlica GanoP(") es un anillo noetheriano,
entonces existe un natural ny > 1 tal que la ng-ésima potencia simbélica de p es un ideal
principal (y, por lo tanto, p es un ideal radicalmente interseccién completa). Por otro
lado, en [11] Cowsik demuestra que si I es un ideal radical de un anillo local noetheriano
d-dimensional con cuerpo residual infinito tal que el 4lgebra de Rees simbélica ©n>oI(")
es un anillo noetheriano, entonces I estd radicalmente generado por d — 1 elementos. De
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este resultado Cowsik deduce que si p es un ideal primo de dimensién uno de un anillo
local regular tal que el dlgebra de Rees simbélica @nzop(") es un anillo noetheriano,
entonces p es radicalmente interseccién completa, (generalizacién del resultado de Rees).
Ademds, en este trabajo, Cowsik plantea la siguiente conjetura: ;es el ilgebra de Rees
simbdlica de un ideal primo de un anillo local regular un anillo noetheriano?.

Eliahou [14, 15] y Huneke [25] demuestran que la conjetura de Cowsik es cierta para
algunas familias de ideales primos definidos por curvas monomiales de espacios afines
3-dimensionales. Posteriormente Roberts [49] demuestra {mediante un ejemplo inspirado
en el trabajo de Nagata [39]), que la conjetura es falsa en general.

Por lo que hace referencia al problema original de Cowsik, Nagata y Rees de de-
terminar cudndo el dlgebra de Rees simbdlica es un anillo noetheriano, Huneke [24, 25]
demuestra que si R es un anillo de Nagata y si el dlgebra de Rees simbélica de p es entera
sobre el dlgebra de Rees ordinaria, entonces el dlgebra de Rees simbdlica es un anillo
noetheriano. Ademds, en estos trabajos, Huneke demuestra que sus hipétesis equivalen
a la condicién “I(pRq) < dim Rq para todo ideal primo q conteniendo estrictamente a p”
(donde I(-) es la dispersién analitica), condicién que en el caso en que el ideal sea de
coaltura uno equivale a que el ideal sea equimiltiple, y que en el caso general equivale a
que el ideal primo p sea un s-ideal {Schenzel [54]). Generalizaciones posteriores de este
resultado se encuentran, por ejemplo, en los trabajos de Ooishi [42] y de Schenzel [52].

Estos resultados han sido punto de partida de numerosos trabajos, tanto por lo que
hace referencia a obtener caracterizaciones de cudndo el dlgebra de Rees simbélica es
noetheriana, como por lo que hace referencia a determinar familias de anillos e ideales
para los que el dlgebra de Rees simbdlica sea noetheriana. Asi, por e¢jemplo, se pueden
encontrar resultados en una o ambas direcciones en los trabajos de Goto-Herrmann-
Nishida-Villamayor [16], Huckaba-Huneke [22], Huneke [23], McAdam [34], Morales [38]
y Schenzel [50, 53, 54].

Los resultados anteriores sugieren una relacién entre la equimultiplicidad, la inter-
seccién completa y la equivalencia (la equivalencia lineal) entre las topologias ddica y
simbdlica asociadas a un ideal de coaltura uno. Esta relacién se pone de manifiesto en el
Teorema de Cowsik-Nori [12], teorema del que existen diversas versiones y generalizacio-
nes (Achilles-Vogel [1], McAdam [33, Lema 4.5], Ratliff [44, Th. 4.3], Verma [59, (2.6)],
Waldi [60, Cor. 3]). :

El Teorema de Cowsik-Nori [12, Prop. 3] establece que si p es un ideal primo de di-
mensién uno de un dominio Cohen-Macaulay tal que el anillo local Ry es regular entonces,
p es interseccién completa si y sélo si p es equimiltiple si y sélo si para todo natural n
se tiene que p™ = p(®) si y sdlo si el anillo graduado asociado a p es un dominio.

Tanto la equivalencia como la equivalencia lineal entre las topologias definidas por
las filtraciones adica, simbdlica y entera asociadas a un ideal primo p, son debilita-
ciones al problema de determinar cudndo tenemos igualdad entre las potencias ordinarias,
simbdlicas y enteras asociadas a p. Luego, el Teorema de Cowsik-Nori nos dice que en el
caso en que p sea de coaltura uno entonces, la igualdad entre las potencias simbélicas y
ordinarias asociada a p se confunde con la equivalencia lineal entre las topologias ddica
y simbélica asociadas a p y que, en este caso, se puede reflejar en condiciones sobre el
anillo graduado asociado.

En el Teorema de Cowsik-Nori se consideran, pues, tres tipos de problemas. En primer
lugar, caracterizar cuando tenemos igualdad entre las potencias ordinarias y simbélicas
asociadas a un ideal (problema que de por si es anterior al Teorema de Cowsik-Nori).
En segundo lugar, estudiar cudndo podemos afirmar que ser s-ideal implique la igualdad
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entre las potencias ordinarias y simbdlicas. Y, en tercer lugar, cémo se refleja la igualdad
entre las potencias ordinarias y simbdlicas en el anillo graduado asociado y, cémo se refleja
el hecho de que un ideal sea un s-ideal sobre su anillo graduado asociado. Son numerosos
los resultados que se han establecido en estas direcciones, de entre los que destacan los
incluidos en los trabajos de Hochster [20], Huckaba-Huneke [21], Huneke [24, 25, 26, 27],
Kuan [30], Ratliff [45], Robbiano-Valla [48], Schenzel [54] y Verma [58]. '

Las potencias simbélicas también aparecen relacionadas con resultados de anulacién
de la cohomologia local.

Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea M un R-médulo. En tal situacidn, se
define el i-ésimo médulo de cohomologia local del R-mddulo M respecto del ideal I como
Hi(M) = lim,,, Extr(R/I", M); y se define la dimensién cohomolégica de I respecto de
M como cdi(M) = sup{i € Z tales que Hi(M) # 0}. Los criterios de anulacién de estos
médulos, asi como las acotaciones de la dimensién cohomoldégica, son cuestiones de gran
importancia en el dlgebra conmutativa y en la geometria algebraica. Es bien conocido
que la dimensién de Krull de un R-mddulo M es una cota superior para la dimensién
cohomolégica edr(M), vy que cdr(R) = sup{i € Z tales que existe un R-médulo M con

1(M) # 0}. Luego, si I es un ideal de un anillo local noetheriano d-dimensional (R, m),
entonces es natural preguntarse cudndo HZ(R) = 0. Una condicién necesaria y suficiente
para la anulacién de este médulo nos la da el Teorema de Lichtenbaum-Hartshorne de
anulacién de la cohomologia local, teorema que establece que, si I es un ideal de un anillo
local noetheriano d-dimensional (R, m) con completado R* entonces, H#(R) = 0si y sélo
si dim R*/(IR* + z) > 0 para todo primo minimal z € Min R* con dim R*/z =d.

Las demostraciones de este teorema (véase [10], [18], [43], [55]) usan el hecho de que,
bajo ciertas hipétesis, la topologia I-ddica de R es equivalente a la topologia definida por
cierta filtracibn J de R. La equivalencia de las topologias que intervienen se pone de
manifiesto en los trabajos de Call y Sharp [9, 10]. Ambos, en el caso de un ideal I de altura
d—1 de un anillo local Gorenstein d-dimensional, caracterizan la anulacién del médulo de
cohomologia local H#(R) mediante la equivalencia entre las topologias idica y simbélica
definidas por el ideal I. Posteriormente, Schenzel analiza la equivalencia de topologias
que intervienen en el Teorema de Lichtenbaum-Hartshorne, y generaliza los resultados
de Call y Sharp al caso local completo quasi-Gorenstein [51, Cor. 4.3]. Concretamente
Schenzel demuestra que, si I es un ideal de un anillo local noetheriano completo quasi-
Gorenstein d-dimensional (R, m) entonces, Hf(R) = 0 si y sdlo si la topologia de R
definida por la filtracién {I”™ : (m)}n>¢ es equivalente a la topologia I-ddica de R (donde,
si a 'y b dos ideales de un anillo noetheriano A, entonces a : (b) = a : b™ para m
suficientemente grande).

Examinando los resultados descritos hasta este momento se sigue que éstos se pueden
agrupar, esencialmente, en cinco grupos. Es decir, podemos considerar cinco tipos de
problemas ”cldsicos” relacionados con las potencias simbdlicas:

1. El primer problema es el de comparar las topologias definidas por las filtraciones
adica, simbdlica y entera.

2. En segundo lugar, estudiar propiedades de finitud (generacién finita, noetheriani-
dad y dependencia entera) del dlgebra de Rees simbdlica @n307 ),

3. En tercer lugar, de qué manera y hasta qué punto propiedades del anillo graduado

Gr(I, R) asociado a un ideal I reflejan propiedades de las potencias simbélicas del
ideal.
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4. El cuarto problema es, por una parte, el estudio de las potencias simbdlicas de
familias concretas de ideales y, por otra, el estudio de anillos en los que las potencias
simbdlicas de los ideales de cierta clase verifiquen buenas propiedades.

5. Y el quinto problema es relacionar la anulacién de la cohomologia local y las po-
tencias simbdlicas.

En la presente memoriase aportarin resultados en cada una de estas direcciones. Esto
se hard dando a la teoria de las potencias simbdlicas un desarrollo sistemético mediante la
nocién de potencia simbdlica generalizada S(I™) = I" RsNR (donde S es un sistema mul-
tiplicativo de R); y abordando el problema de la comparacién de las topologias definidas
por las filtraciones I-ddica {I"}n30, (S)-simbélica {S(I”)}n30 y entera {I"},>¢ asocia-
das a un ideal I de un anillo noetheriano R desde cuatro puntos de vista. En primer
lugar desde un punto de vista general de comparacién de topologias definidas por filtra-
ciones. En segundo lugar usando desigualdades entre alturas, dispersiones analiticas y
dimensiones. En tercer lugar mediante la anulacién de ciertos morfismos naturales entre
grupos 0-ésimos de cohomologialocal. Y, en cuarto lugar, mediante la anulacién de cier-
tos morfismos naturales entre functores Ext. Pasemos, pues, a comentar el contenido de
esta memoria con mas detalle.

e Capitulo 1:

El primer capitulo de esta memoria tiene como objetivo comparar las topologias asociadas
a dos filtraciones arbitrarias Z y J de un anillo R. Concretamente nos centraremos en
el estudio de las filtraciones equivalentes (aquellas que definen la misma topologia), y
de las filtraciones linealmente equivalentes (aquellas en las que las bases de entornos del
cero tienen diferencia acotada). Los resultados se obtendran para filtraciones arbitrarias
de un anillo noetheriano, y se aplicaran al caso particular de las filtraciones definidas por
las potencias 4dicas, simbdlicas y enteras de un ideal.

Asociada a una filtracién Z = {In}n>0 de un anillo R consideraremos el ideal kerZ =
N> In- Este ideal (que denominaremos el nicleo de la filtracién), jugara un papel clave
en el prolema de comparar las topologias asociadas a dos filtraciones Z y J de R.

Nuestro punto de partida para abordar el problema de comparar las topologias aso-
ciadas a dos filtraciones Z y J de R, sera el Teorema de interseccién de Krull [32, Th.
8.9, 8.10] y el Teorema de Chevalley [40, Th. 30.1]. Ambos son resultados relativos al
estudio de las topologias ddicas (topologias definidas por filtraciones del tipo Z = {I"}n>o0
donde I es un ideal de R). El primeéro analiza cuindo la I-topologia es separada y, el
segundo, nos da un resultado de comparacién entre topologias ddicas en anillos locales
noetherianos completos.

En la Seccién 1.1 caracterizaremos cuando la J-topologia de R es més fina que la
Z-topologia (que notaremos J < Z), mediante una generalizacién del Teorema de Cheva-
lley. Concretamente demostraremos que éste hecho depende de la adherencia del nicleo
de ciertas filtraciones asociadas (Teorema 1.1.6), de donde se deducira que la equivalen-
cia de topologias tinicamente depende de la adherencia del 0 respecto de ciertas filtra-
ciones asociadas a Z y J (corolarios 1.1.7 y 1.1.8). En la Seccién 1.2 compararemos las
topologias definidas por una filtracién J y por la clausura entera Z de una filtracién Z
(Teorema 1.2.3). En este caso demostraremos que la equivalencia entre estas topologias
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depende de la adherencia de r(0) (el radical de 0) respecto de ciertas filtraciones asocia-
das a Z y J (Corolario 1.2.4). En la Seccién 1.3 demostraremos que el hecho de que la
J-topologia de R sea linealmente mds fina que la Z-topologia (que notaremos J <, Z),
se reduce a un problema de equivalencia de topologias definidas por ciertas filtraciones
en anillos de Rees (Teorema 1.3.1). Y en la Seccién 1.4 demostraremos que la igualdad
de filtraciones Z y J es un problema de equivalencia de topologias definidas por ciertas
filtraciones en anillos graduados asociados (Teorema 1.4.2).

La. conclusién de estos resultados se refleja en el siguiente diagrama para el caso
particular en que Z = {I"},50 C J, (donde R(J) es el élgebra de Rees ampliada
asociada a J):

J=T = (G RENGH, Bz < (G, B Jno
¢

IT = @RI NR(D}nz0 < {8"R(D}ao
4

J<I = {0} es un Jg-cerrado de Ry para todo primo q € V(I)
4
J<I &  1(0)es un J;-cerrado de Rj para todo primo q € V(J)

Ademas de estos resultados, en la Seccidn 1.3 se relacionard la equivalencia lineal con
las propiedades de generacidn finita, noetherianidad y dependencia entera de las dlgebras
de Rees asociadas a una filtracidn. Y en la Seccidén 1.5 se analizard el comportamiento
de la equivalencia y de la equivalencia lineal por la accién de morfismos.

Concluiremos este primer capitulo con el andlisis de dos aplicaciones de los resultados
establecidos. En primer lugar, en la Seccién 1.6 se estudiardn y caracterizaran los anillos
analiticamente no ramificados en términos de la equivalencia y de la equivalencia lineal
entre ciertas filtraciones (Teorema 1.6.1 y Teorema 1.6.2), y mediante propiedades de fini-
tud de ciertas dlgebras de Rees asociadas a filtraciones (Corolario 1.6.6) obteniendo, asi,
un nuevo punto de vista de los resultados establecidos por D.Rees en [46]. Se demostrard
que los anillos analiticamente no ramificados son aquellos en los que para cualquier par
de filtraciones Z y J se tiene que, J < I siy sélosi J <Z.

Como segunda aplicacién, en la Seccién 1.7 se analizardn dos resultados de Zariski-
Samuel relativos a la comparacién de topologias en anillos noetherianos, [64, (VIIL. § 5)
Cor. 4, Cor. 5]. En [59), Verma demuestra que estos resultados de Zariski-Samuel no
son correctos tal y como se establecen en [64]. Nuestro objetivo serd determinar bajo qué
condiciones sus tesis son correctas (Teorema 1.7.1 y Corolario 1.7.4) usando, para ello,
los resultados establecidos en las secciones anteriores de este capitulo.

e Capitulo 2:

Una vez estudiado el problema general de comparacién de topologias definidas por filtra-
ciones, el resto de la memoria se dedicara al caso particular de las filtraciones definidas
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por las potencias ddicas, simbdlicas y enteras de un ideal. Para ello nos serd de gran
utilidad el uso de las potencias simbdlicas generalizadas.

Dado un ideal I de un anillo noetheriano R y dado-un sistema multiplicativo S de
R, definimos la n-(S)-ésima potencia simbélica de I, que notaremos por S(I™), como
S(I*) = I"Rs N R. En el caso particular en que I sea un ideal primo p, la nocién
clésica de potencia simbélica p(®) se obtiene al considerar como sistema multiplicativo
S el sistema multiplicativo S = R — p. Y para un ideal arbitrario I de R, la nocién
clésica de potencia simbdlica (™ se obtiene al considerar como sistema multiplicativo
S el sistema multiplicativo definido por el complementario de los primos minimales de J
(es decir S = R—U{p € M(I)}).

La comparacién de las topologias definidas por las filtraciones I-ddica {I"}n>0, (S)-
simbélica {S(I"™)}n30 y entera {I” },>0 asociadas a un ideal I de un anillo noetheriano
R, da origen a las nociones de ¢,1, s, 5-(.5)-ideal.

Diremos que el ideal I es un ¢-(S)-ideal (resp. un s-(S)-ideal) si las topologias definidas
por las filtraciones I-4dica y (S)-simbdlica son topologias equivalentes (resp. linealmente
equivalentes). Y diremos que el ideal I es un 7-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-ideal) si la
topologia definida por las potencias (S)-simbdlicas de I es mds fina (resp. linealmente
mds fina) que la topologia definida por las clausuras enteras de las potencias de I. En el
caso particular en que el sistema multiplicativo S sea el sisterna multiplicativo definido
por el complementario de los primos minimales de I (es decir si S= R— U{p € M(I)}),
entonces notaremos por I la n-ésima potencia simbdlica de I y diremos que I es un
t-ideal (resp. un f-ideal, un s-ideal, un 3-ideal) si lo es para este sistema multiplicativo
concreto.

En la Seccién 2.1 se comentaran estas definiciones, se dardn distintos ejemplos de po-
tencias simbélicas generalizadas y, para finalizar, se examinaran las potencias simbélicas
de algunos ideales: del ideal cero, los ideales maximales, los ideales m-primarios, el nilra-
dical, ideales de altura cero, ideales primos de altura uno de dominios factoriales, ideales
de la clase principal, ideales interseccién completa, y los ideales irrelevantes de anillos
graduados noetherianos.

Las relaciones entre las distintas definiciones se ponen de manifiesto en el siguiente
diagrama. Dado un ideal I de un anillo noetheriano R y dado un sistema multiplicativo
S de R se tiene que:

S(I*) = I" para todon >0

g

S(I") CI?paratodon>0 = Iesun s-(S)-ideal = I esun ¢-(5)-ideal

4 4 4
S(I*) C I* paratodon>0 = I esun3-(S)-ideal = I esun #-(S)-ideal
ft

S(I™) = I7 para todon > 0

De los comentarios y ejemplos que se expondrdn en esta seccién se seguird que, el
estudio para el sistema multiplicativo definido por el complementario de los primos mi-
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nimales del ideal es el que dard lugar a las nociones mas restrictivas; y que, trabajar con
sistemas multiplicativos arbitrarios permite dar un tratamiento general para el estudio
de diversas filtraciones que aparecen en la literatura (pues, a menudo, estas filtraciones
se pueden entender sistemdticamente como filtraciones simbélicas asociadas a sistemas
multiplicativos adecuados).

Los resultados que se expondran en esta seccién (junto con la posibilidad de desarrollar
la teoria de una manera sistemdtica y general para sistemas multiplicativos arbitrarios),
Jjustifican el hecho de trabajar con potencias simbdlicas respecto de un sistema multi-
plicativo arbitrario. Ademds, trabajar con sistemas multiplicativos arbitrarios nos serd
de gran utilidad para entender los resultados esenciales y las hipStesis necesarias para el
desarrollo de la teoria de las potencias simbdlicas.

e Capitulo 3:

Las nociones de t,%,s,5-(S)-ideales se obtienen al comparar las topologias ddica, (S)-
simbdlica y entera asociadas a un ideal I de un anillo R. Luego, estas nociones se
enmarcan en el contexto de la comparacién de topologias definidas por filtraciones y, por
lo tanto, tendremos unas primeras caracterizaciones de los t,1, s, 5-(S)-ideales al aplicar
los resultados del primer capitulo de esta memoria.

El objetivo del Capitulo 3 es caracterizar cudndo un ideal I de un anillo noetheriano
R es un t,,s,5-(S)-ideal de tres nuevas maneras: mediante ciertas desigualdades entre
alturas, dispersiones analiticas y dimensiones; mediante la cohomologia local; y mediante
el functor Ext. Los resultados se desarrollaran en la Seccién 3.4 para los t,%-(S)-ideales,
y en la Seccién 3.5 para los s,5-(5)-ideales. Los puntos claves de su demostracién serdn
el manejo de los conjuntos E(I), E(I), U(I) y U(J) de divisores primos asociados al
ideal I (ver Seccién 3.1 para sus definiciones y propiedades bdsicas); los lemas de las
secciones 3.2 y 3.3 que nos relacionardn las potencias simbdlicas con grupos 0-ésimos de
cohomologialocal y con el functor Ext; y los corolarios 3.4.8 y 3.5.10 que nos permitirdn
pasar del caso local al caso global.

Tomando como punto de partida el estudio de los t,7, s,5-(S)-ideales realizado por
McAdam en [34, 35], y las propiedades de los conjuntos de ideales primos E(I), E(I),
U(I) y U(I), obtendremos caracterizaciones de cudndo un ideal I es un ¢,%-(S)-ideal
mediante ciertas desigualdades entre alturas y dimensiones (teoremas 3.4.1 y 3.4.2 para
el caso global y teoremas 3.4.3 y 3.4.4 para el caso local), y de cudndo un ideal I es un
s, 3-(S)-ideal mediante ciertas desigualdades entre dispersiones analiticas y dimensiones
(teoremas 3.5.1 y 3.5.2 para el caso global y teoremas 3.5.3 y.3.5.4 para el caso local). Los
resultados que obtendremos generalizardn los expuestos por McAdam (34, 35], McAdam-
Ratliff [37], Ratliff [44], Schenzel [53, 54] y Verma [58, 59].

Particularizaremos estos teoremas al caso S = R — U{p € M(I)} (corolarios 3.4.5
y 3.5.5). Y, como corolarios de estos teoremas, daremos condiciones que nos permitan
afirmar cuando las nociones de #-(S)-ideal y de -(S)-ideal coinciden (resp. cuéndo las
nociones de s-(S5)-ideal y de 3-(S)-ideal coinciden), (corolarios 3.4.6 y 3.5.6). Veremos
condiciones sobre el anillo bajo las cuales sus ideales son ?-(S)-ideales (Corolario 3.4.7).
Demostraremos que la condicién “I(Iq) < dimRq para todo ideal primo q € V() tal
que qN S # @7 caracteriza los 5-(S)-ideales (Corolario 3.5.7 para el caso global y Coro-
lario 3.5.8 para el caso local).

Estos corolarios se particularizardn (péginas 63 y 73) a las siguientes familias de anillos
e ideales: anillos localmente unmixed (por ejemplo los anillos Cohen-Macaulay); anillos
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localmente analiticamente no ramificados; anillos localmente analiticamente primarios;
anillos localmente analiticamente irreducibles (por ejemplo los anillos regulares, por ejem-
plo los anillos de polinomios sobre un cuerpo); ideales de altura ht(I) = dim R—1; ideales
equimltiples; y a los ideales de la clase principal de los anillos localmente unmixed, lo-
calmente quasi-unmixed y Cohen-Macaulay (pagina 74).

El siguiente diagrama nos muestra un resumen de los resultados descritos hasta este
momento para el caso particular de un ideal I de altura At(J) = d — 1 de un anillo local
noetheriano unmixed d-dimensional (R, m):

I es un s-ideal < Ies un 5-ideal & I(J) <dimR
4 Y 4

I esunt-ideal < Iesuni-ideal < dimR*/(IR*+2)>0Vz€ Min R*

Como ya hemos dicho, otro de los objetivo del Capitulo 3 de esta memoria es el de
caracterizar las nociones de t,1, s, 5-(S)-ideal mediante la cohomologia local y mediante
el functor Ext.

De los resultados de Call, Sharp y Schenzel, [9, 10, 51], se sigue que para un ideal I
de altura d — 1 de un anillo local Gorenstein d-dimensional (R, m), podemos caracterizar
que I sea un ¢,%-ideal mediante la anulacién del grupo de cohomologfa local HE(R).
Como que Hi(M) = im.,, Exth(R/I", M), entonces podremos pensar los resultados
de Call, Sharp y Schenzel como caracterizaciones de los ¢, i-ideales mediante la anulacién
del limite inductivo del sistema {Ext%(R/I", R)}n>0.

~ Este resultado nos conduce a dos problemas. En primer lugar, si se puede generalizar a
un ideal de altura arbitraria de un anillo noetheriano arbitrario R. Y, en segundo lugar, si
cabe esperar alguna caracterizacién parecida para la equivalencia hneal mediante alguna
propiedad de anulacién del sistema inductivo {Ext%(R/I™, R)}n>0-

La clave para responder a estas preguntas reside en relacionar las potencias (S)-
simbélicas con el functor Ext. Esta relacién se establecera en la Seccién 3.3 (Lema 3.3.3)
donde se demuestra que, si I es un ideal de un anillo local Cohen-Macaulay d-dimensional
(R, m) con médulo canénico Kg entonces, para un par de nimeros naturales m > n se
tiene que, el morfismo natural Exty(R/I", Kr) — Ext%(R/I™, Kg) s el morfismo cero
si y sélo si existe un sistema multxphcatlvo Sde Rcon SNm # @ tal que S(I™) C I".
La importancia de este resultado reside en que la equivalencia se establece paso a paso,
es decir, para un par de numeros naturales m > n fijados.

De aqui deduciremos (usando el sistema inductivo {Ext(R/I", Kr)}n>0), caracteri-
zaciones homolégicas para la equivalencia, para la equivalencia lineal y para la igualdad
entre las potencias ordinarias y (S)-simbdlicas asociadas a un ideal I. Demostraremos que
los t,7-(S)-ideales se caracterizan por la anulacién del limite inductivo (teoremas 3.4.13
y 3.4.14); que los s,35-(S)-ideales se caracterizan por una ”buena anulacién” del limite
inductivo (teoremas 3.5.15 y 3.5.16); y que laigualdad entre las potencias (S)-simbélicas y
ordinarias est4 caracterizada por la anulacién de todos los elementos del sistema inductivo
(Seccién 3.6 pagina 79).

La conclusién de estos resultados se refleja en el siguiente diagrama para el caso
particular en que I sea un ideal de altura ht(I) = d — 1 de un anillo local Gorenstein
d-dimensional (R, m)):
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I®) = I para todon > 0 = Ext&(R/I*, R) = 0 para todo n > 0
y | ¥
I es un s-ideal — Existe un k tal que para todo n el morfismo
Ext%(R/I", R) — Ext%(R/I"**, R) es cero
v Y
I es un t-ideal = lim Ext4(R/I*,R) =0

Los resultados anteriores se estableceran en anillos en los que podamos garantizar la
existencia de un médulo finito generado maximal Cohen-Macaulay de dimensién inyec-
tiva finita (por ejemplo, en anillos Gorenstein o en anillos Cohen-Macaulay con médulo
candnico). Esta restriccién comporta dos problemas. En primer lugar que las carac-
terizaciones obtenidas no sirven para un anillo arbitrario y, en segundo lugar que las
hipétesis que imponemos sobre el anillo implican que éste es localmente unmixed y, por
lo tanto, que un ideal es un ¢-(S)-ideal (resp. un s-(S)-ideal) si y sélo si es un -(S)-ideal
(resp. un 3-(S)-ideal).

Para obtener caracterizaciones homolégicas de cudndo un ideal I de un anillo arbi-
trario R es un t,%,s,3-(5)-ideal, pensemos en €l Teorema de Dualidad Local (teorema
que nos relaciona el functor Ext con el functor de cohomologia local). Este teorema nos
dice que si (R, m) es un anillo d-dimensional local noetheriano completo Cohen-Macaulay
con médulo canénico K g, entonces se tiene que Homg(H%, (), E) = Extg ' (-, Kg), iso-
morfismo fuctorial definido sobre la categoria de los R-mdédulos finito generados, donde
E = E(R/m) es la envolvente inyectiva del cuerpo residuo de R. Asi, podemos pen-
sar que las caracterizaciones de los t,%,s,5-(S)-ideales mediante el sistema inductivo
{Exti(R/I*, R)}n30, se podrén traducir (bajo ciertas hipStesis), en caracterizaciones
mediante grupos 0-ésimos de cohomologia local.

Esta idea nos conducird a relacionar las potencias simbélicas con los grupos 0-ésimos
de cohomologia local. Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea q € V(I) un
ideal primo que contenga a I. A partir de los morfismos naturales ¢m ,, : Hg (R/I™) =
HY(R/I™) y de los morfismos By, , : H3(R/T™) — HJ(R/T?) (donde m > n), consi-
deramos los sisternas proyectivos {Hg(R/T™); ¢mn}menz0 ¥ {HS(R/T); B ntmzaso.
Consideramos, ademds, la familia de morfismos ¢mn : H3(R/I™) — HZ(R/T*) para
m 2 n, (a'si tenemos que ¢m,n = am,nqsm,m = ¢n,n<Pm,n sim> n-)-

Nuestro objetivo sera demostrar que en un anillo noetheriano arbitrario R, los -(S)-
ideales (resp. los s-(S)-ideales) se caracterizan por la anulacién (resp. por la ”buena
anulacién”) del limite proyectivo de los ¢m n ® Rq para todo q € V(I) con qNS # 0
(teoremas 3.4.9, 3.4.11, 3.5.11y 3.5.13). Que los ?-(S)-ideales (resp. los 3-(S)-ideales) se
caracterizan por la anulacién (resp. por la "buena anulacién”) de los morfismos ¢ » @ Rq
para todo q € V(I) con qNS # @, y también por la anulacién del limite proyectivo de los
Bm,n ®Bq paratodo q € V(I) con qNS # B (resp. por la anulacién de todos los elementos
de este sistema proyectivo), (teoremas 3.4.10, 3.4.12, 3.5.12 y 3.5.14). Y demostraremos
que la igualdad entre las potencias ordinarias y (S)-simbélicas del ideal I se caracteriza
por la anulacién de todos los elementos del sistema proyectivo de los ¢mn @ Rq para
todo q € V(I) con gN S # B (Seccién 3.6 pagina 79).
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La demostracién de estos teoremas tendrd como punto clave los lemas 3.2.1 y 3.2.3
que nos dan criterios para la anulacién de los morfismos ém,n, ¥m,n ¥ P, Para cualquier
par de niimeros naturales m > n.

La conclusién de los resultados expuestos se refleja en el siguiente diagrama para
el caso particular en que I sea un ideal de altura At(]} = d — 1 de un anillo local
noetheriano d-dimensional (R, m). En este caso tendremos que m es el dnico ideal primo
q que debemos considerar y, por lo tanto, se tendrd que:

Pnn=0,Yn = 3ktqVn, ppprn=0 => Vn,3m>ntqem.=0

¢ t i
IMcrmr,vn = I es un s-ideal zb I es un t-ideal
¢ 4 4
IM TP Vn <= I es un 3-ideal = I es un #-ideal

(i ¢ i3

Ban=0,Vn <= 3ktqV¥n, G p, =0 = Vn,amZnthp‘,.n,nzo‘

$ 3 ¢

ban=0,Vn <= JktqVn, dnyrn=0 = Vn,Im>ntqémn=0

Los resultados descritos hasta este momento se desarrollan en la Seccién 3.4 para
los ,%-(S)-ideales, en la Seccién 3.5 para los s,35-(S)-ideales, y en la Seccién 3.6 para
la igualdad entre las potencias ordinarias y (S)-simbélicas. Ademds, en la Seccién 3.6
se estudiardn las potencias simbdlicas de los ideales de coaltura uno. Demostraremos
(proposiciones 3.6.6, 3.6.8 y 3.6.9) que, para esta familia de ideales, existe un natural k
tal ‘que si la k-ésima potencia ordinaria y simbélica de I coinciden entonces coinciden
para todo natural n (e ] es interseccién completa), mientras que si la k-ésima potencia
ordinaria y simbdlica de I no coinciden entonces tampoco coinciden las potencia ordinaria
y simbélica para n > k. Como aplicacién, daremos una caracterizacién de los anillos
factoriales dos dimensionales (Corolario 3.6.7).

Para concluir el tercer capitulo de esta memoria, en la Seccién 3.7 se estudlaran
problemas de anulacién de los grupos de cohomologialocal respecto de un ideal I usando,
para ello, las potencias simbdlicas de I. El punto de partida serdn las caracterizaciones
dadas en la Seccién 3.4. De estas caracterizaciones se sigue que si I es un ideal de un
anillo local noetheriano quasi-unmixed d-dimensional (R, m) entonces, H#(R) = 0 si y
s6lo si existe un sistema multiplicativo S de R tal que SNm# @ y tal que la topologia
definida por la filtracién (S)-simbélica asociada a I es mas fina que la topologfa definida
por las clausuras enteras de las potencias de I (proposiciones 3.7.3 y 3.7.8 para el caso
local que se globalizara en las proposiciones 3.7.10 y 3.7.11).

Estos resultados generalizardn los de Call, Sharp y Schenzel (corolarios 3.7.6 y 3.7.7)
y, de ellos, se obtendré una nueva demostracién del Teorema de Lichtenbaum-Hartshorne
de anulacidén de la cohomologia local (Comentario 3.7.9).
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Como aplicacién estudiaremos, en primer lugar, el soporte de los mddulos de coho-
mologia local de los #-ideales. Veremos (Corolario 3.7.13), que si I es un ideal unmixed de
un anillo noetheriano localmente quasi-unmixed R (por ejemplo, cualquier ideal primo no
maximal de un anillo local noetheriano quasi-unmixed), entonces I es un #-ideal si y sélo
si Supp HY(R) C {q € V(I) con ht(q) > i+1} para todo i con ht(I) < i < dimR. Y, para
concluir esta seccion, relacionaremos la dispersién analitica y la dimensién cohomolégica
(Corolario 3.7.15).

e Capitulo 4:

~ El objetivo de este capitulo es estudiar el comportamiento de los t,1, s, 3-(S)-ideales por
la accién de morfismos de anillos (Seccién 4.1) y por operaciones entre ideales (secciones
4.2 y 4.3). Los resultados que se obtendrdn completan el estudio iniciado por Verma
en [58, 59].

En general, los t,f,s,5-ideales no tiene un buen comportamiento por la accién de
morfismos de anillos (ejemplos 4.1.1 y 4.1.2). El objetivo de la Seccién 4.1 es estudiar el
comportamientode los ¢, 7, s, 5-ideales por localizacién, por paso al cociente, por extensién
fielmente plana, y por extensién finita. Los resultados que se obtendrén se deducirdn
de las caracterizaciones establecidas en el capitulo anterior y de las propiedades de los
conjuntos de divisores primos E(I), E(I), U(I) y U(I).

Demostraremos que ser t,1, s, 5-ideal localiza bien (Proposicién 4.1.3) y, més aiin, que
son propiedades locales (Proposicién 4.1.4). Demostraremos que, si bien ser t,%, 5, 5-ideal
no tiene un buen comportamiento por el paso al cociente (Ejemplo 4.1.6), si que tiene un
buen comportamiento por el cociente por divisores primos del anillo (Proposicién 4.1.7).
Por lo que hace referencia al comportamiento de los t,%, s, 5-ideales por una extensién
fielmente plana R — A de anillos noetherianos demostraremos que, si IA es un t-ideal
(resp. un {%,s,3-ideal) entonces también lo es I (Proposicién 4.1.10); y veremos que,
si bien el reciproco no es cierto en general (Ejemplo 4.1.11), si que es cierto para el
morfismo de completacién € I C R un ideal de coaltura uno {Proposicién 4.1.12), y que
también es cierto para la extensién al anillo de polinomios (Proposicién 4.1.13) y para la
extension al anillo de Nagata (Proposicién 4.1.14). Para finalizar esta seccién veremos
que, la extensién de un ¢,7,s,5-ideal por una extensién finita no degenerada de anillos
noetherianos es un ¢,%, s, 5-ideal (Proposicién 4.1.15).

En la Seccién 4.2 estudiaremos el comportamiento de los t,#-(S)-ideales respecto de
las operaciones entre ideales. Demostraremos que la condicién ¢,%-ideal es invariante
por el radical (Proposicién 4.2.2); demostraremos que la interseccién y el producto de
t,%-(S)-ideales es un ¢,%-(S)-ideal (Proposicién 4.2.4); y analizaremos el comportamiento
de los ¢, #-ideales por la inclusién (Proposicién 4.2.8). Como corolario de estos resultados
relacionaremos la condicién t,%-ideal sobre los ideales primos de un anillo noetheriano
con la condicién ¢,%-ideal sobre los ideales del anillo (Corolario 4.2.5 y Corolario 4.2.11).
Los resultados establecidos en esta seccién se basan en las caracterizaciones dadas en el
capitulo anterior y en el Lema 4.2.1 relativo a propiedades de los conjuntos de divisores
primos E(I) y E(I).

El estudio que en la Seccién 4.3 se realizard del comportamiento de los s, 5-(S)-ideales
se centrard, exclusivamente, en el comportamiento por el radical y, atin en este caso, no
obtendremos un resultado general positivo. Veremos que las condiciones de s,5-ideal no
se conservan, en general, por el paso al radical (Ejemplo 4.3.1); que se conservan por las
potencias de un ideal (Proposicién 4.3.2); que se conservan por reducciones, reducciones
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minimales y por la clausura entera (Proposicién 4.3.4); y que, bajo ciertas condiciones,
se conservan por las potencias simbdlicas de un ideal (Proposicién 4.3.3).

La dificultad de obtener resultados para los s,3-(S)-ideales andlogos a los establecidos
en la Seccién 4.2 para los t,%-(S)-ideales es doble. En primer lugar, el hecho de no tener
un resultado andlogo al Lema 4.2.1 para los conjuntos de ideales primos U(1) y U(I).
Y, en segundo lugar, que mientras los ¢,#-(S)-ideales estdn caracterizados por ciertas de-
sigualdades entre alturas y dimensiones (teoremas 3.4.1 y 3.4.2), los s,3-(.5)-ideales estdn
caracterizados por ciertas desigualdades entre dispersiones analiticas y dimensiones (teo-
remas 3.5.1 y 3.5.2). Asi, por ejemplo, ser ¢,#-(S)-ideal serd invariante por radical pues
lo es la altura de un ideal, mientras que que ser s,3-(S)-ideal serd invariante por radical
si y sélo si lo es la dispersién analitica, lo cual no es cierto en general (Comentario 4.3.7).

e Capitulo 5:

El dltimo capitulo de esta memoria se dedicard al estudio de las propiedades de finitud
del 4lgebra de Rees (S)-simbdélica R((S), I) = ®,»0S(I"), y a relacionar las potencias
simbdlicas de un ideal I con propiedades de su anillo graduado asociado Gr{J, R). La
relacién entre los £,7, s,5-(S)-ideales y estos anillos graduados serd consecuencia de las
caracterizaciones establecidas en el Capitulo 3 y de las propiedades generales de las
dlgebras asociadas a una filtracién.

En la Seccién 5.1 se estudiardn las propiedades de generacion finita, noetherianidad
y dependencia entera del lgebra de Rees (S)-simbdlica R((S),I). Los resultados que se
expondran se obtendrin al combinar el estudio realizado de las dlgebras de Rees asocia-
das a una filtracién (Seccién 1.3), junto con las caracterizaciones de los s,35-(S)-ideales
(Seccidén 3.5). Estos resultados (proposiciones 5.1.1, 5.1.2 y 5.1.3) generalizan los resulta-
dos expuestos en la introduccién (Cowsik [11], Goto-Herrmann-Nishida-Villamayor [16],
Huneke [24, 25}, McAdam [34], Morales [38], Ooishi [42}, Rees [47] y Schenzel [52, 53, 54]),
y se resumen en el siguiente diagrama:

I es un 5-(S)-ideal = R((S), I) es entero sobre R(I}
f f

I es un s-(S)-ideal <  R((5),I) es R(I)-médulo finito generado
4 4

3k tq S(I*) es un s-(S)-ideal <= R((S), I) es R-lgebra finito generada

donde I es un ideal de un anillo noetheriano R y donde S es un sistema multiplicativo
de R.

De aqui deduciremos la relacién entre la generacidn finita, la noetherianidad y la
dependencia entera del 3lgebra de Rees (S)-simbélica, con acotaciones de la dimensién
cohomolégica (Corolario 5.1.5); con el rango aritmético del ideal I (Corolario 5.1.7 que
es una generalizacién de un resultado de Cowsik [11]); y con la equimultiplicidad del
ideal I en el caso en que éste sea de altura ht(I) = dimR — 1 (Corolario 5.1.14 y
Comentario 5.1.15 que generalizan un resultado establecido por Rees en [47]).
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Ademds (corolarios 5.1.9, 5.1.10 y 5.1.12), relacionaremos, entre si, las propiedades de
generacion finita, noetherianidad y dependencia entera del dlgebra de Rees (S)-simbélica
R((S),I). Asi, por ejemplo, veremos que si el anillo R es localmente unmixed entonces,
R((S), I) es un R(I)-médulo finito generado si y sdlo si es entero sobre R(I). Y veremos
que la obstruccién para que la generacién finita del dlgebra de Rees (S)-simbdlica como
algebra implique la generacién finita de ésta como mdédulo se debe al mal comportamiento
de la equivalencia lineal por el radical.

La relacién entre las potencias simbdlicas y el anillo graduado asociado serd el objeto
de estudio de la Seccién 5.2, seccién que se divide en tres apartados.

En el primer apartado de esta seccidn se generalizaran los resultados que, en esta
direccién, hemos citado en la introduccién (Huneke [24], Ratliff [45], Robbiano-Valla [48],
Schenzel [54] y Verma [58]). Demostraremos que la igualdad entre las potencias ordinarias
y (S)-simbdlicas equivale a que el anillo graduado sea libre de S-torsién y que, bajo ciertas
condiciones, es también equivalente a que el anillo graduado asociado sea un dominio
{Proposicién 5.2.1 y Comentario 5.2.2). Y demostraremos que ser 3-ideal equivale a
que el reducido del anillo graduado asociado sea un dominio (Proposicién 5.2.3). Estos
resultados se resumen en el siguiente diagrama:

I" = S(I*) para todon < Gr(I, R) es un dominio
4 4
I es un 5-(S)-ideal <  Gr(I,R)™® es un dominio

donde I es un ideal de un anillo noetheriano localmente quasi-unmixed R, y donde S es
un sistema multiplicativo de R tal que Gr(S~1I,S~1R) es un dominio (Corolario 5.2.8).
Como corolarios de estos resultados relacionaremos estas propiedades del anillo graduado
asociado Gr(I, R) con las propiedades de generacién finita, noetherianidad y dependencia
entera de las dlgebras de Rees (S)-simbélicas R((S), I) (Corolario 5.2.9), y con acota-
ciones de la dimensién cohomolégica y con acotaciones del rango aritmético del ideal
(Corolario 5.2.10). .

En el segundo apartado de la Seccién 5.2 se demostrard que, para un ideal I de un
anillo noetheriano R, y para un sistema multiplicativo S de R, la equivalencia ” % =
S(I™) para todo natural n si y sélo si I es un s-(S)-ideal si y sélo si I es un 5-(S)-ideal” es
cierta si el anillo graduado asociado Gr(/, R) es reducido (Corolario 5.2.12), y también
se demostrara que es cierta si R es localmente quasi-unmixed y si el anillo graduado
asociado Gr(I, R) verifica la condicién de Serre (S;), (Corolario 5.2.14). La demostracién
en el caso en que el anillo graduado asociado Gr(, R) sea reducido serd consecuencia de
las proposiciones anteriores y del hecho de que el ideal sea normal (Proposicién 5.2.5).
Mientras que la demostracién para un ideal I de un anillo noetheriano localmente quasi-
unmixed R tal que su anillo graduado asociado Gr(I, R) verifique la condicién de Serre
(S1), se seguird del Teorema 5.2.13, teorema que establece que, bajo estas hipdtesis,
la igualdad I® = S(I™) para todo natural n viene caracterizada por la desigualdad
I(Iq) < dim Rq para todo primo q € V(I) con qN.S # 0.

La tercera parte de la Seccidn 5.2 se dedicari a aplicar los resultados anteriores. Asi,
se generalizardn los resultados de Noh-Vasconcelos [41, Th. 2.5] (Aplicacién 5.2.17);
de Brodmann [5], Huneke [25, Th. 3.1] y Simis-Vasconcelos [57, Cor. 3.6] (Apli-
cacién 5.2.18); y de Huckaba y Huneke [22, Th. 2.5] (Aplicacién 5.2.19). Se caracteri-
zard (Corolario 5.2.20) la propiedad Cohen-Macaulay para un anillo noetheriano local-
mente quasi-unmixed R mediante la condicién de Serre (S1) del anillo graduado asociado
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Gr(I, R) a los ideales I de R de la clase principal. Y, para finalizar, se demostrara que
(Corolario 5.2.21), para un ideal primo p de un anillo noetheriano localmente quasi-
unmixed R tal que el anillo Jocal R, sea un anillo local regular se tiene que, el anillo
graduado asociado Gr(p, R) es un dominio si y sélo si Gr(p, R) tiene un iinico primo
asociado.

Parte de los resultados que se establecen en esta memoria se exponen en los siguientes
trabajos:

~ J.Marti-Farré. General symbolic powers: a homological point of view. Comm.
Algebra. 23 (1995), 1567-1577.

~ J.Marti-Farré. Symbolic powers and local cohomology. Mathematika. 42 (1995),
182-187.

~ J.Marti-Farré. Symbolic powers, integral closure and local cohomology. Comm.
Algebra. (to appear). -
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o Notaciones:

1. En esta memoria, un antllo es un anillo conmutativo con unidad.

2. Si (R, m) es un anillo local, notaremos por (R*, m*) su completacidn respecto de la
filtracién m-4dica, y diremos que el anillo local (R, m) es completo si lo.es respecto
de la filtraciéon m-adica.

3. Si R es un anillo noetheriano, notaremos por Ass R el conjunto de primos asociados
de Ry por Min R el conjunto de primos minimales de R.

4. Notaremos por N(R) el conjunto de los elementos nilpotentes de un anillo R.
Diremos que R es reducido si no tiene elementos nilpotentes no triviales. Dado un
anillo R, definimos el anillo R™*¢ como R™¢ = R/N(R) (que es un anillo reducido).

5. Si I es un ideal de un anillo noetheriano R, notaremos por V(I) el conjunto de
primos p de R con I C p, por M(I) el conjunto de primos minimales de I, por
Ass R/I el conjunto de los primos asociados a I, y por A(I) el conjunto A(I) =
Un>oAss R/I" (que es un conjunto finito de ideales primos si R es un anillo
noetheriano, {33, (1.5)]).

6. Notaremos por ht(I) la altura de un ideal de un anillo noetheriano R, por u(I) el
minimo nimero de elementos de un sistema de generadores de I, y por depth; (M)
el grado o profundidad de I respecto de M (siendo M un R-médulo).

7. Si I es un ideal de un anillo local noetheriano (R, m), notaremos por {(I) su dis-
persidn analitica. Es decir, [(I) = dim@,00" /mI”.

8. Si I es un ideal de un anillo noetheriano R entonces, depth;(R) < ht(I) < I(I) <
p(I). Diremos que I es interseccién completa si depth;(R) = p(J), que I es de la
clase principal si ht(I) = u(I), y que I es equimiiltiple si ht(I) = I(I).
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1 Comparacion de topologias definidas por filtra-
ciones

El objetivo de este capitulo es comparar las topologias 77 y 77 definidas por dos filtra-
ciones Z y J de un anillo R.

o Filtraciones. Preliminares:

Sea T = {In}n>0 una familia de ideales de un anillo R. Diremos que Z es una filtracidn de
R siy sélo si se verifican las siguientes condiciones: R=Iy D D...0 I, D Ih41 D ...,
y para todo par de nimeros naturales n y m se tiene que Inln C Inym.

De la definicién de filtracién se sigue que IT C I, C I; para todo natural n > 1.
Luego 7(I1) = r(I,) y, por lo tanto, V(I1) = V(I,). Definimos el conjunto de ideales
primos V (Z) asociados a la filtracién Z como V(Z) = V(I1). Definimos el conjunto A(Z)
de los divisores primos asociados a Z como A(Z) = |J,5q Ass R/I,.

-Asi, por ejemplo, en el caso particular en que Z ={I"},>0 sea la filtracién I-ddica
asociada a un ideal I de R, entonces tendremos que V(Z) = V(I) y que A(Z) = A(])
(que es un conjunto finito de ideales primos si R es un anillo noetheriano, [33, (1.5)]).
Mientras que si Z es la filtracidn constante asociada al ideal I (es decir, Iy = R, I, = I
para todo n > 1), entonces tendremos que V(Z) = V(I) y que A(Z) = Ass R/I.

Sean Z = {In}n>0 ¥y J = {Jn}npo filtraciones de R. Entonces tanto la interseccidn
INJ ={In N Jn}no como el producto IJ = {I,Jn}n>0 determinan filtraciones de R.

En general la suma Z+.J = {In + Jn }n30 de dos filtraciones de R no es una filtracién
de R. Por ejemplo, consideremos las filtraciones ddicas T = {(2")}n30 ¥ J = {(¥")}n>0
del anillo de polinomios k[z,y]. Entonces T + J = {(z", ") }n>0 no es una filtracién de
k[z,y] pues (z*,y")(z™,y™) ¢ (e**™, ™).

Ahora bien, si J es la filtracién constante asociada al ideal J, entonces la suma
Z+J = {I, + J}n>0 determina una filtracién de R, que notaremos por Z+ J, y diremos
que es la filtracién traslacién de la filtracién Z por el ideal J.

Sea ¢ : R — A un morfismode anillos, ysean Z = {I,}n>0y J = {Ja}npo filtraciones
de Ry de A respectivamente. En tal situacién se tiene que, ZA = {I,A}n>0 (la extension
de I por ) es una filtracién del anillo A, y que JNR = {Jn N R}n>0 (la contraccidn de
J por ¢) es una filtracién del anillo R.

Observar que si J es un ideal de R, entonces la filtracion traslacién de la filtracién
T por el ideal J es la contraccién de la extensién de la filtracion Z por el morfismo de
anillos 7 : R — R/J.

Una filtracién Z de R define una estructura de espacio topolégico sobre R (ver [2], [3]
y [4]). Concretamente, se define la topologia 77 sobre R asociada a la filtracién Z (que
denominaremos la Z-topologia de R), como la que tiene como base de abiertos la familia
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de subconjuntos U de R tales que para todo z € U existe un natural n tal que z+I, C U.
Las topologias definidas por filtraciones se denominan topologias lineales y dotan al anillo
R de una estructura de anillo topolégico. Ello se debe a que las operaciones del anillo
tienen un buen comportamiento respecto de la topologia. Concretamente se tiene que
las aplicaciones f,g : R x R — R definidas por f(z,y) = z —y, g(z,y) = 2y, son
continuas; y que, para todo a € R, la aplicacién traslacién ¢, : B — R definida por
ta(z) = = + a, es un homeomorfismo de espacios topoldgicos. Asi, por ejemplo, serd
suficiente centrar el estudio en las propiedades del punto 2 = 0 pues entonces, por
traslacidn, se tendran estudiadas las propiedades de los restantes puntos. Mds ain, en
realidad, 77 es la tnica topologia de R que es compatible con la estructura de anillo y
para la cual los I,, determinan un sistema fundamental de entornos del elemento 0 de R.

Asociada a la ﬁltraczon 7 podemos considerar el ideal kerZ de R definido por kerZ =
Np>oIn (= kerp donde ¢ : R — Resla completacxon de R respecto de ). Este ideal
(que denominaremos el niicleo de la filtracién Z), juega un papel clave en el estudio de
ciertas propiedades del anillo topolégico (R, 77).

Asi, por ejemplo, se tiene que kerZ es la adherencia de {0} en (R, 7z) pues, en general,
Mn>o(X + In) es la adherencia de un subconjunto X de R en la I—topologla Ademais,
en general, se tiene que si J es un ideal de R entonces, R/J es un espacio de Hausdorff
en la topologia cociente si y sdlo si J es un cerrado en la Z-topologia de R. Luego, en
particular, (R, 7z) es un espacio de HausdorfT si y sélo si kerZ = 0 (y, en éste caso, se
dice que la filtracién Z es una filtracion separada).

1.1 Filtraciones equivalentes

Sean T = {In}n>0 ¥ J = {Jn}npo dos filtraciones de un anillo R. En tal situacién
diremos que la filtracidon J es mds fina que la filtracién T (y notaremos J < Z), si
la topologia asociada a J es mds fina que la topologia asociada a Z. Es decir, si la
aplicacién identidad Id : (R, 77) — (R, 7z) es continua o, equivalentemente, si para todo
natural n existe un natural m (que depende de n) tal que Jy, C I,. Diremos que las
filtraciones J e I son equivalentes (y notaremos J = T), si las topologias asociadas a
J vy a T coinciden. Es decir, si la aplicacién identidad Id : (R,77) — (R,7z) es un
homeomorfismo de espacios topolégicos o, equivalentemente,siZ < J y J <Z.

Ejemplo 1.1.1 Sean Z = {I}n30 ¥ J = {Jn}n>0 dos filtraciones de un anillo R. En
tal situacién diremos que J C I siy sélo si J, C I, para todo natural n. De la definicién
se sigue que si J C Z, entonces J < Z. Asi, por ejemplo, si I y J son dos ideales de R
tales que J C I, entonces {J"}n>0 C {I"}n30 ¥, por lo tanto, la topologia J-idica de R
es mas fina que la topologia I-addica de R.

Ejemplo 1.1.2 Sea T = {I,}n>0 una filtracién de un anillo R y sea J la filtracién
constante asociada a un ideal J de R. En tal situacién tendremos que J < 7 si y sélo si
J C kerZ. Mientras que Z < J si y solo si existe un natural ng tal que I,, C J. Luego,
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J = T si y sélo si existe un natural ng tal que kerZ = I,, = J (es decir, si y sélo si
existe un natural ng tal que I, = J para todo n > ng).

Ejemplo 1.1.3 Sea ¢ : R — A un morfismo de anillos, y sean Z = {In}nyo y J =
{Jn}n>0 filtraciones de R y de A respectivamente. En tal situacién se tiene que, la
aplicacién ¢ : (R,Tz) — (A,7T7) es continua si y sélo si para todo natural n existe un
natural m tal que I, C J, N R, si y sdlo si para todo natural n existe un natural m tal
que ImA C J,. De donde se sigue que, f : (R,7z) = (A,77) es continua si y sélo si
I<JNRsiysdlosiZA<LJ.

El objetivo de esta seccidn es caracterizar cuando una filtracién es mas fina que otra.
Para ello los puntos claves serdn el Teorema de interseccién de Krull, el Teorema de
Chevalley y la existencia de descomposicién primaria en los anillos noetherianos.

Teorema 1.1.4 (Teorema de interseccién de Krull, [32, Th. 8.9, 8.10]). Sea I un ideal
de un anillo noetheriano R. Sea M un R-mddulo finito generado y sea N = (5o I"M.
En tal situacién, IN = N. En particular se tendrd que: si I estd contenido en el radical
de Jacobson de R, entonces la topologia I-ddica es separada; y que, st R es un dominio
noetheriano e I es un ideal propio de R, entonces la topologia I-ddica es separada.

Teorema 1.1.5 (Teorema de Chevalley, [40, Th. 30.1]). Sea (R,m) un anillo local
noetheriano completo. Sea Jo D J1 D ... D Jn D ... una familia decreciente de ideales
de R tal que (),>q Jn = 0. En tal situacion, para todo natural n existe un natural m tal
que J, Cm*.

Del Teorema de interseccién de Krull y del Teorema de Chevalley se sigue un primer
resultado de comparacién de topologias definidas por filtraciones. Concretamente ten-
dremos que si J es una filtracién de un anillo local noetheriano completo (R, m) entonces,
J < {m"}ngo si y sélo si J es una filtracién separada. Generalicemos este resultado a
filtraciones arbitrarias.

Dada una filtracién Z = {I,}»»0 de un anillo noetheriano R, y dado un ideal primo
q € V(Z), definimos la filtracién Zg del anillo local noetheriano completo (Rg, gRg) como
Iy = {I,,R;},,?_o (es decir, es la extensién de la filtracién Z de R por la composicién de
los morfismos localizacién y completacién R — Rq — Rg).

Teorema 1.1.6 Sean T = {I,,},,Zg Yy J = {Jn}npo dos filtraciones de un anillo noethe-
riano R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

() T<I.

12) Para todo primo q € se tiene que kerZ; es un cerrado en la J; -topologia de
i1} P d ] V(I ] k Zq d l Jq logia d
Ry. Es decir, [,50(Jn Ry +Nino liRg) = ino Ji Ry para todo primo q € V(I).




26 Filtraciones simbélicas y sus dlgebras asociadas

Demostracion: Veamos que (i) implica (ii). Por hipétesis, para todo natural n existe
un natural m(n) tal que Jmn) C In. Sea q € V(Z). Luego Jm(n) Ry C InRy. De donde
Nixo LR C Nimzo(Im By + Nizo LiRY) C Mo (Imn) By + ino fiRg) C nn>o(-’nR +

i>o 1 q) = n»0 In Ry Luego tenemos que (i) 1mphca (ii).

Rec1proca.mente, veamos que (ii) implica (1). Supongamos (ii). Sea q € V(Z) y consi-
deremos el anillo local noetheriano completo (4, n) = (Rg/ ;>0 /iRy, 9Rg/ ﬂ,>0 LRy).
Por hipétesis se tiene que (,5o(Jn Ry + Niso &i R‘) = ﬂ,>o LR, de donde se sigue que
{(nRy+Niso LR/ Nino ki q},,>0 €s una sucesién decreclente de ideales de (A4, n) con
1ntersecc1on cero. Aphcando el Teorema de Chevalley tendremos que para todo natural
v existird un natural m tal que (Jm Ry + (Nino FiRY)/ Nivo iRy C (aR3/ Mipo iRY)”-
Luego Jm Ry C JmR§ + Niso iRy C q” Ry + ﬂ,>0 L;Ry. Hamendo la contraccmn por
el morfismo natural R — Ry — R 7 Se deduce que Jn C ("Rg + i»o liRg) N R. Sea
n un natural fijo y consideremos In =@1N...NQr una descomposmlon primaria de
I, con @Q; ideal g;-primario. Sea v un natural tal que g C Q; para todo j, y sea m;
un natural (que depende de j), tal que Jm; C (45 R* + ﬂ,zo I,-R;J,) N R. Luego Jp; C
Gy 7 Ra, +ino iRy )nR C (q"R" + IRy, JARC (q"R‘ +QjRaj) NR=Q;Ry NR=
QJ RqJ NR=Q; pues Qj esun ldeal q;-primario. Sea m = max{m;,...,m;}. Entonces
Jm C Jm; C Q; para todo j. Luego J, C @1 N...NQy = I, con lo que se concluye la
demostracién. O

Corolario 1.1.7 SeanZ = {In}nz0 y T = {JIn}npo dos filtraciones de un anillo noethe-
riano R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

() T=T.

(it) Para todo primo q € V(Z) UV(J) se tiene que el {0} tiene la misma adherencia
por la Jg -topologia de Ry que por la Zg-topologia de Ry.

(iii) Para todo primo q € V(Z)UV(J) se tiene que la completacion de Ry respecto de la
filtracién Jg es homeomorfa a la completacion de Ry respecto de la filtracidn Ig.

Demostracién: En primer lugar obsérvese que si J < Z entonces existird un natural
-m(1) tal que Jn(1) C I1 ¥, por lo tanto, tendremos que V(Z) C V(J). Asi,si J =17I,
entonces V(Z) = V(J).

Demostremos, en primer lugar, que las condiciones (i) y (ii) son equivalentes. Veamos
que (i) implica (ii). Supongamos (i). Sea q € V(Z)UV(J) = V(Z). Comoque J <Z
entonces, dado un natural n existird un natural m(n) tal que Jy(n) C In v, por lo tanto,
Nmso ImRG C Naso Im(n) Ry C Ny»o In Ry Andlogamente, como que T £ J entonces
tendremos que [,,5o I,,R C Npso InRy- Luego ker J5 = Naso JnR, ﬂn>0 I,R; =
ker I paratodo q € V(I)UV(J ). De donde se sigue que (i) implica (11) Rec1procamente,
veamos que (ii) implica (i). Sea q € V(Z). Como que kerZy = ker Jg , entonces tendremos
que ker I es cerrado en la Jy-topologia de R3 y que ker J‘; es cerrado en la Zg-topologia
de Ry. De donde, aplicando el Teorema 1.1.6, se sigue que J <Zy que Z < J. Luego,
las condiciones (i} y (ii) son equivalentes.

Veamos la equivalencia con (iii). Obviamente se tiene que (i) implica (iii). Por otro
lado, dada una filtracién, la adherencia de {0} en la topologia definida por la filtracién
es el niicleo de la filtracidn y, por lo tanto, es el niicleo del morfismo canénico entre el -
anillo y su completado respecto de la filtracién dada. De donde se sigue que (iii) implica
(ii). O
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El estudio que realizaremos de las filtraciones simbélicas se basa en la comparacién
entre estas filtraciones y las filtraciones é.dicas Particularicemos, pues, los resultados
anteriores al caso de las I-filtraciones.

Sea J = {Ja }n>o una filtracién de un anillo R y sea I un ideal de R. Diremos que J
es una [-filtracidn si {I"},>0 C J (es decir, si I" C J, para todo n o, equivalentemete,
si J C Jy). Diremos que J es una t- I-ﬁltmczon si {I"}ﬂZO C J < {I"}n>0 (es decir, si
J es una I-filtracion mas fina que la filtracién /-adica).

Corolario 1.1.8 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea J = {Jp}nyo una
I-filtracién. En tal situacion, las stguientes condiciones son equivalentes:

(i) J es una t-I-filtracion.

(#i) Para todo primo q € V(1) se tiene que {0} es un cerrado en la J -topologia de Rg.
Es decir, Jy es una ﬁltmczon separada para todo primo q € V(I).

(iti) Para todo primo q € V(I) se tiene que la completacidn de Ry respecto de la fil-
tracién J; es homeomorfa a la completacion Ig-ddica de Ry.

(iv) T < {qd™}n>0 para todo q € V(I), donde ™) = q*RqNR.
(v} J < {9"}n>0 para todo q € V(I).
(vi) T < {q"}n>0 para todo q € M(I).

Demostracidn: Veamos, en primer lugar, que las condiciones (i), (ii) y (iii) son equi-
valentes. Notemos Z = {I"},>¢ la filtracién I-ddica. Como que J es una I-filtracién
entonces de la definicién se sigue que, J es una ¢-I-filtracién si y sélo si J = Z. Por
otro lado como que J es una I-filtracion entonces I C Jy, luego V(J) C V(Z) = V(1)
¥y, por lo tanto, V(J) UV(Z) = V(I). Ademss, para q € V(Z) = V(I) tenemos que
kerZ; =(,5o I" Ry = 0 (es decir, el {0} es un cerrado en la I3-topologia de Ry). Luego,
aphca.ndo el Corolano 1.1.7 se sigue la equivalencia entre las cond1c1ones @), (u) y (iii).

Demostremos la equivalencia entre (i) y (iv). Como que J es una I-filtracién entonces,
J es una t-I-filtracién si y sélo si J < Z. Luego, de la demostracién de (ii) implica (i)
del Teorema 1.1.6 se seguira que J es una t-I-filtracién si y sélo si para todo ideal primo
q € V(I) la filtracién J es mds fina que la contraccién a R de la filtracién traslacién de
la filtracién g-ddica de Ry por el ideal ker Z3. Es decir, si y sélo si para todo ideal primo
q € V(I) y para todo natural v existe un natural m tal que Jm C (4" Rg+( Vo I'R ‘R3)NR.
Pero ¢) = ¢RqN R = ¢RgNR = (9"Ry + ﬂ,>OI’R") N R, de donde se sigue la
equivalencia de las condiciones (1) y (iv).

Para concluir la demostracién hemos de ver la equivalencia con las condiciones (v) y
(vi). Veamos que (i) implica (v). Supongamos (i). Luego para todo q € V(I) y para todo
natural n existe un m tal que J,, C I C q*. Es decir, (i) implica (v). Obviamente se
tiene que (v) implica (vi). Para concluir la demostracion es suficiente con demostrar que
(vi) implica (iv). Sea q € V(I) y sea p € M(J) un primo minimalde J con p C q. Sea n
un natural. Luego existird un natural m tal que J,, Cp” C 4" C q("), como queriamos
demostrar. O

Comentario 1.1.9 Es natural preguntarse si en la condicién (iv) del Corolario 1.1.8
podemos reemplazar el conjunto V(I) de ideales primos por el conjunto finito M(I)
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de los primos minimales de I. La respuesta es negativa pues, por ejemplo, consideremos
I = p.un ideal primo de un anillo noetheriano Ry sea J = {p(™ }n50 la filtracién definida
por las potencias simbdlicas de p. Obviamente J es una I-filtracién y ya veremos que,
en general, no se tiene que {p{™},50 < {P"}nn0 (véase Seccién 1.7). Luego, en general,
J no es una t-I-filtracién. Por otro lado M (I) = {p} y, por lo tanto, obviamente se tiene
que para todo natural n existird un natural m tal que J,, C q(®) para todo q € M )]
(basta tomar m = n). El problema de fondo reside en que las potencias simbdlicas no
tiene un buen comportamiento respecto de las inclusiones. Es decir que dados p; C p,
dos ideales primos de un anillo noetheriano R en tal situacién, en general, no se tiene
la inclusién pln) C pé") . En realidad veremos que {p&") }nzo £ {pg’)}nzo si y sélo si
Nh>o pg")Rgz = 0, (Teorema 1.7.1). No obstante, en la condicién (iv) del Corolario 1.1.8
si que podemos reemplazar el conjunto V(I) de ideales primos por el conjunto finito
A(I) =U,>oAss R/I™ de los primos asociados a las potencias de I. Para ello basta con
mirar detenidamente la demostracién del Teorema 1.1.6 de donde se seguird que, J es
una ¢-I-filtracién si y sélo si para todo ideal primo q € A(I) y para todo natural n existe
un natural m tal que Jm C (4"Rj + ;5o I'RE) NR=q™).

Comentario 1.1.10 Obsérvese que la condicién (v) del Corolario 1.1.8 nos dice que
”para todo q € V(I) y para todo natural n existe un natural m tal que J, C q*”. Y
que la condicién (vi) del Corolario 1.1.8 nos dice que ”para todo q € M(I) y para todo
natural n existe un natural m tal que J, C q*”. En principio el natural m depende de
n y del ideal primo q. Ahora bien, de la equivalencia entre las condiciones (v) y (vi), y
de la finitud del conjunto M(I) de los primos minimales de I se sigue que, en realidad,
m tnicamente depende de n, es decir, que la condicién (v) es equivalente a ”para todo
natural n existe un natural m tal que J,, C q" para todo q € V(I)”, y que la condicién
(vi) es equivalente a "para todo natural n existe un natural m tal que J, C q” para
todo q € M(I)”. En otras palabras, tenemos una equivalencia uniformemente controlada
para todos los ideales primos. También se tiene el mismo comentario para la condicién
(iv). Para ello basta con tener presente que podemos substituir el conjunto V(I) por el
conjunto finito A(J) (Comentario 1.1.9).

1.2 Un caso particular de equivalencia

Sea I un ideal de un anillo R. Se define la clausura entera T de I en R como el ideal
T = {z € R tales que existe 2" +a;z" ! +...4+an_1z+a, =0 con a; € I‘'}. Se dice que
I es un ideal integramente cerrado si coincide con su clausura entera (es decir, si I = I).

Dada una filtracién Z = {In}n>0 de un anillo R se define la filtracion clausura entera
Z deZ en R comoZ = {I—,;},,ZO. Del Lema 1.2.1 se seguird que 7 es una filtracién de R
tal que Z CZ, y tal que V(Z) = V(Z).

Nuestro objetivo es, dadas dos filtraciones Z y J de R, comparar las topologias
definidas por las filtraciones Z y J. Obviamente los resultados de la Seccién 1.1 nos
dan unas primeras caracterizaciones de cuiando J < Z. Estas caracterizaciones se com-
pletardn con la que ahora obtendremos, (Teorema 1.2.3). Su demostracién tiene como
puntos claves el buen comportamiento de la clausura entera por la accién de ciertos mor-
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fismos (Lema 1.2.1), y el Lema 1.2.2 que jugard un papel andlogo al desempeiiado en la
Seccién 1.1 por el Teorema de interseccién de Krull y por la existencia de descomposicién
primaria en los anillos noetherianos.

Lema 1.2.1 Sean I y J dos ideales de un anillo R. En tal situacidn se tiene que:

(a) T es un ideal zntegmmente cerrado de R con I C T C r(I). En particular, r(I) =
(1) y los ideales radicales son ideales integramente cerrados.

(b) SiIC J entoncesI CJ. En particular se tiene que I+JCcT+TCT+J, que
InNJcInJcinT, yquellcIJcIJ=1J.

(c) SiT CJ, entonces para todo ideal K de R se tiene que IK C JK.
(d) Si f:R— A es un morfismo de anillos, entonces TA C TA.
(e) Si S es un sistema multiplicativo de R, entonces S~1(I) = S-11I.

(f) Si f:R— A es un morfismo de anillos fielmente plano, entonces IANR=1.

Demostracion: Los apartados (a), (b), (c) son resultados generales de las clausuras
enteras de un ideal. El apartado (d) es obvio por definicién, y (f) se demuestra en [33,
Lema 3.15). Demostremos (). Del apartado (d) se sigue que S~*7 C S—1I. Luego
tinicamente hemos de demostrar que S-17 C S~!T. Sea z/s € S-11. Luego existen
elementos a;/s; € (S~*I)* tales que (z/s)™+ (a1/31)(:r/s)’""1+ A(tm-1/5m-1)(z/3)+
am/sm = 0. Como que (S~'I)! = S—'I' entonces para todo i existe un t; € S tal que
tia; €I'. SeaT =351 ... Smty ... tm € S. Asi tendremos que (st/1)™(z/s)™
(sr/l)’"(al/sl)(z/s)m'1+ +(sr/1)"‘(am_ [sm=-1)(2/5)+(s7/1)™(am[5m) = 0. Para
i€ {l1,...,m} se tiene que (s7/1)™(a;/s;)(z/s)™* = c;(rz)™ /1 para cierto ¢; € I'.
Luego existird un elemento 7’ € S tal que 7/((rz)™ +c1 (rz)™ 1 +.. +cm..1(r:c)+cm) = 0.
De donde (r'rz)™ + 'ey(r'r2)™ ! + ... 4+ ()" lemo1(7'72) + (T)"em = 0. Sea
o =71 € S. Como que (7')ic; € I' se 51gue que oz € I y, por lo tanto, :c/s € S-17,
como queriamos demostrar. O

Lema 1.2.2 ([33, Lema 3.11] y [35, Lema 1.4]). Sea I un ideal de un anillo noetheriano
R. En tal situacidn se tiene que:

(a) ﬂn>01 = ()2, donde z varia en el conjunto de primos minimales de R tales que
I+z#R.

(b) Si I es integramente cerrado, entonces I admite una descomposicion primaria en
la que todas las componentes primarias son integramente cerradas.

Sea I un ideal de un anillo R. Del Lema 1.2.1 se sigue que IR‘ cT R‘ C IRq para
todo ideal primo q € V(I) Luego, en particular, tendremos que 31 T es una filtracién
de R entonces Zg C I - Iq para todo ideal primo q € V(Z). Veamos cémo los lemas
anteriores y el manejo de estas tres filtraciones nos permiten caracterizar ciiando una
filtracién es més fina que la filtracidén clausura entera de una filtracién dada.
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Teorema 1.2.3 SeanZ = {In}n>0 y J = {Jn}n>o dos filtraciones de un anillo noethe-
riano R. En tal situacion, las siguientes condiciones son equivalentes:

() I<T.
(i) T<T.
(#ii) Para todo q € V(Z) se tiene que kerf; es un cerrado en la Jy -topologia de Ry.
(iv) Para todo q € V(Z) se tiene que kerT; es un cerrado en la 7;-topologz’a de Ry.
(v) Para todo q € V(Z) se tiene que ker I3 es un cerrado en la Jg-topologia de Ry.

(vi) Para todo q € V(Z) se tiene que ker Ty es un cerrado en la _j;-topologz’a de Rg.

Demostracion: Demostremos, en primer lugar, que las condiciones (i), (ii), (iii) y (iv)
son equivalentes. La equivalencia entre las condiciones (i) y (ii) es obvia pues, si J;, C I
entonces Jm C In = In ¥, Si Jm C I, entonces Jm C Jm C In. La equivalencia entre las
condiciones (i) y (iii), y entre las condiciones (ii) y (iv), se sigue del Teorema 1.1.6.

Veamos que (ii) implica (vi). Por hipétesis, para todo natural n existe un natural
m(n) tal que Jm(n) C TI,. Sea q € V(Z). Luego Jm(n)R C I,,R‘ C InR‘ De donde
nx>0 I'Rq - nm>0(JmR‘ + nz>0 I’RQ) C nn>0(Jm(“)R + nz>0 I’ ) Cc nn>0(IﬂR.
ﬂ,zo LRy = ﬂn>0 Ian Luego (N,5o(In Ry + Nino LiRG) = ﬂ,>0 LRy. Es decir ker Z7
es un cerrado en la 7, -topologla de R*

Demostremos que (vi) implica (v). Sea. q € V(Z). Por hipétesis tenemos que ker Zg es
un cerrado en la 7;-topo]ogia de Rg. Por otro Jado, como que Jg C 7; C :77, entonces
Jq < 7; < 'j‘_ Y, en particular, tendremos que la Jy-topologia de Ry es mas fina que
la 7 q-topologla de Rg. Luego kerZ; también es un cerrado en la Vi —topologla de Ry.

Para concluir la demostra.cmn veamos que (v) implica (i). Supongamos (v). Sea.
q € V(Z) y consideremos el anillo local noetheriano completo (A, n) definido por (4, n) =
(R3/ ﬂ»oI,R;, aRg/ Niso T;Rj). Por hipétesis se tiene que kerZj es un cerrado en
la J7 -topologia de Ry. Es decir que (),50(JnRg +Niso LRy = MNiso LRj. Luego
{(JaRy+Nio LiRY)/ ﬂ,> o liRg}n30 €s una sucesién decreciente de ideales de (4, n) con
1ntersecc1on cero. Aphcando el Teorema de Chevalley tendremos que para todo natural
v existird un natural m tal que (Jm Ry + ;5o /i Ry )/ﬂool Ry C (aR3/Niso LRY)".
Luego Jm Ry C JmRy + Nio iR C 4"y + ﬂ,zo LR;. Haciendo la contraccién por el
morfismo natural R — Ry — R} se deduce que Jm C (¢ R + Ni»o iRy) N R. Luego
tenemos que, para todo natural v existe un natural m tal que Jm c (©R; a+Niso LRYN

R. Sea n un natural fijo y consideremos I, = @1 N...NQ, una descomposxcxon primaria
de T, con Q; ideal g;-primario e integramente cerrado (que existe por el Lema 1.2.2).
Sea v un natural ta.I que qf C Q_, para todo j, y sea m; un natural (que depende de

7), tal que Jm; C (97 R3, 5 Ry, +Niso li Ay, TLR;)NR. Luego Jm; C (¥ Ry, 95 Ry, +MNixo I,R"‘J.) NRC
(q”R‘ + I, Ry ) n R C (q"R" + Q,R" QiR; )AR = mﬂ R. Por lo tanto, aplicando el
Lema 1 2.1 tendremos que J,; C QJR“).DR =Q;jRy;NR= Q;Ry;NR = Q;R;NR=Q;
pues @; es un ideal q;-primario e integramente cerrado. Sea m = max{mj,...,m.}.

Entonces Jm C Jm; C Qj para todo j. De donde se sigue que J, CQ1N...NQy = I,
con lo que se concluye la demostracidn del teorema. O
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Sea I un ideal de un anillo R y sea J una I-filtracién de R. En tal situacién diremos
que J es una t-I-filtracién si {I"}ns0 € J < {T}n>0 (es decir, si J es una I-filtracién
mas fina que la filtracién definida por las clausuras enteras de las potenc1as de I )

De la definicién se 51gue que J es una I-I-filtracién si y sélo si 7 es una t- {I™ }azo-
filtracién, si y sélo si {I"}n>o = 7. Asi, los resultados de la Seccién 1.1 nos daran unas
primeras caracterizaciones de las {-I-filtraciones, caracterizaciones que se completan con
el siguiente corolario:

Corolario 1.2.4 Sea I un idesl de un anillo noetheriano R y sea J = {Jn}a>0 una
I-filtracion. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) J es una t-I-filtracidn.

(i) Para todo primo q € V(I) se tiene que r(0) es cerrado en la Jy -topologia de Ry.
(iii) Para todo primo q € V(I) se tiene que r(0) es cerrado en la 7;-topologz'a de Ry.
(iv) T < {a9<">}n>0 para todo q € V(I), donde q<"> = " Rq N R.

(v) T < {q% }n>0 para todo q € V(I).

(vi) T < {9 }nxo para todo q € M(I).

Demostracion: Demostremos, en primer lugar, la equivalencia entre las condiciones
(i), (ii) y (iil). Notemos Z = {I"},>0 la filtracién I-idica. Asi tendremos que V(Z) =
V(1) y, aplicando el Lema 1.2.2, tendremos que kerZ; = [\, 1" Ry = r(0) para todo
primo q € V(I). Como que J es una I-filtracién entonces, J es una i-I-filtracién si
y sélo si J < Z. Luego, aplicando el Teorema 1.2.3 se sigue la equivalencia entre las
condiciones (i), (ii) y (iii).

Veamos la equivalencia entre las condiciones (i) y (iv). En primer lugar obsérvese
que si q € V(Z) = V() entonces tendremos que ﬂ,>OI 'R* C I"R; C q™ Ry para todo
natural n. De donde se sigue que (q"R“ + ﬂ,>o IR ) NR= q"R"‘ NR= mﬂ R =

"Rq AR = q<">. Por otro lado, de la demostracién de (v) implica (i) del Teorema 1.2.3
se sigue que J < Z si y sdlo si para todo ideal primo q € V(Z) y para todo natural
v existe un natural m tal que Jn C (9”Rj + Miso I RY Ry)NR. Luego J < I siy sdlo
si para todo ideal primo q € V(I )y para todo natural v existe un natural m tal que
Jm C q<¥>. Es decir, J < T si ysblosi J < {g<">}a30 para todo ideal primo q € V(I).
La demostracién de la equivalencia entre las condiciones (i) y (iv) se concluye al observar
que, por definicién, si J es una I-filtracién entonces se tiene que J es una f-I-filtracién
siy sblo si J <I

Para concluir la demostrac1on del corolario hemos de ver la equivalencia con las
condiciones (v) y (vi). Veamos que (i) implica (v). Supongamos (i). Sea q € V(I)
y sea n un natural. Por hipétesis existira un natural m tal que J,, C I™ y, por lo tanto,
Jm C T® C q7. Luego (i) implica (v). Obviamente (v) implica (vi). Para concluir la
demostracién basta con demostrar que (vi) implica (iv). Sea q € V(I) y sea p € M(I) un
primo minimal de I tal que p C q. Sea n un natural. Sea m un natural tal que Jp,, C p7.
Luego, J;m C P™ C q° C q<">, con lo que se concluye la demostracién. O

Comentario 1.2.5 De manera aniloga al Comentario 1.1.9, en la condicién (iv) del
Corolario 1.2.4 no podemos reemplazar el conjunto V(I) de ideales primos por el conjunto
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finito M (I) de los primos minimales de I. Por eJemplo, sea I = p un ideal primo de
un anillo noetheriano R y sea J = {p(® )}n>o la filtracién definida por las potencias
simbdlicas de p. Tenemos que J es una I—ﬁltracmn y se vera que, en general, no se tiene
que {p(")},.,>g < {P"}n>0 (pues, en general, un ideal primo p no es un #-ideal). Luego,
en general, J no es una i-I-filtracién. Por otro lado M(I).= {p} y, por lo tanto, para
todo natural n existird un natural m tal que Jn C q<"> para todo q € M(I) (basta
tomar m = n). No obstante, y de manera andloga al Comentario 1.1.9, en la condicién
(iv) del Corolario 1.2.4 si que podemos reemplazar el conjunto V/(I) de ideales primos
por el conjunto finito A(I) = J,5,Ass R/T%, [33, (3.9)]. Para ello basta con mirar
detenidamente la demostracién del Teorema 1.2.3 de donde se seguird que, J es una
1-I-filtracién si y sdlo si para todo ideal primo q € A(I) y para todo natural n existe un
natural m tal que Jp, C (§%°Rg + (>0 ' R3) N R =q<">.

Comentario 1.2.6 Obsérvese que (de manera anéloga al Comentario 1.1.10), la condi-
cién (v) del Corolario 1.2.4 dice que ”para todo q € V(I) y para todo n existe un m
tal que J,, C 977, y que la condicidn (vi) dice que ”para todo q € M(I) y para todo
n existe un m tal que J,, C 9°°. En principio, pues, el natural m depende de n y del
ideal primo q. Ahora bien, de la equivalencia entre estas dos condiciones y de la finitud
del conjunto de primos minimales de I se sigue que podemos suponer que el natural m
tnicamente depende de n. Es decir, que la condicién (v) es equivalente a "para todo n
existe un m tal que J,, C g7 para todo q € V(I)”, y que la condicién (vi) es equivalente
a "para todo n existe un m tal que Jp,, C q" para todo q € M(I)”. Es decir, que tenemos
una equivalencia uniformemente controlada para todos los ideales primos. También se
tiene el mismo comentario para la condicién (iv), (para ello basta con tener presente el
comentario anterior y la finitud del conjunto A(T)).

Comparemos ¢l Corolario 1.1.8 y el Corolario 1.2.4. Dadas dos filtraciones Z y J
de un anillo R es evidente que si J < Z entonces J < Z. En particular, si J es una
t-I-filtracién entonces J es una I-I-filtracién. Asi tendremos que si I es un ideal de un
anillo noetheriano R y si J es una I-filtracién, entonces: si {0} es un cerrado en la
J4 -topologia de Ry para todo primo q € V(I), entonces r(0) también es un cerrado en la
Jyq -topologia de R para todo primo q € V(I). Este resultado admite una demostracién
directa y mds general (Proposicién 1.2.7) y su reciproco, que no es cierto en general,
caracterizard los anillos localmente analiticamente no ramificados (Seccién 1.6).

Proposicién 1.2.7 Sea J = {Jn}n>0 una filtracion de un anillo noetheriano R y sea
I un ideal de R. En tal situacidén, si I es un cerrado por la J-topologia de R entonces
r(I) también es un cerrado por la J-topologia de R.

Demostracion: Hemos de ver que r(I) = (\,50(Jn + r(I)). Obviamente r(I) C
Nu>o(Jn + 7(7)). Demostremos la inclusién en sentido contrario. Sea z € (,5¢(Jn +
r(I}). Entonces, para todo natural n existen elementos yn € Jo y zn € r(I), tales que
T = yn+2z,. Como R es noetheriano se sigue que existird un natural m tal que r(I)™ C I.
Luego 2™ = (yn + 2n)™ = yn¥, + 20 € Jo + r(I)™ C J, + I, para cierto 3, € R. Asi se
tiene que existe un natural m tal que 2™ € [),54(Jn + I) = I. Luego z € r(I). Con lo
que se concluye la demostracién. O
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1.3 Filtraciones linealmente equivalentes

Sean Z = {In}n>0 ¥ J = {Jn}n>o dos filtraciones de un anillo R. En tal situacién
diremos que J es linealmente mds fina que I (y notaremos J <, Z), si existe un natural k
tal que para todo natural n se tiene que J, 4% C In. Si I es un ideal de R entonces diremos
que J es una s-I-filtracién (o una I-filtracidn estable), si {I"}n>0 C T <s {I"}n>0 (es
decir, si J es una I-filtracién linealmente mds fina que la filtracién I-ddica). Y diremos
que J es una 5-I-filtracidnsi {I"}n>0 C J <, {I—"}nzo (es decir, si J es una I-filtracién
linealmente mds fina que la filtracidn definida por las clausuras enteras de las potencias
de I). La relacién entre las definiciones dadas se refleja en el siguiente diagrama:

J=1T = J<ZI . J es una s-I-filtraciéon = J es una 3-I-filtracién
| 4 4 .|
J=27 > J<I J es una t-I-filtracién = J es una t-I-filtracién

La equivalencia lineal es, pues, un tipo especial de equivalencia entre filtraciones.
La diferencia entre estas nociones es que, mientras que la equivalencia de filtraciones es
un problema de comparacidn entre las bases de entornos del cero, la equivalencia lineal
corresponde al caso en que las bases de entornos del cero tengan diferencia acotada.

El objetivo de esta seccién es demostrar que la equivalencia lineal de filtraciones sobre
un anillo R se traduce en equivalencia de filtraciones definidas sobre ciertos anillos de
Rees, (Teorema 1.3.1). Asi tendremos que, mientras que la equivalencia de dos filtraciones
de un anillo R es un problema topolégico sobre R, la equivalencia lineal serd un problema
topolégico sobre estos anillos de Rees.

Dada una filtracién Z = {I,}n 30 de un anillo R, definimos el dlgebra de Rees ampliada
asociada a I, que notaremos R(Z), como R(Z) = @’.GZI,-t" donde ; = Rsii<0. Enel
caso particular en que Z = {I"},>0 sea la filtracién ddica asociada al ideal I de R entonces
notaremos R(I) el dlgebra de Rees ampliada asociada a I (es decir, R(I) = R[It, u] donde
u = t'l). ' '

Dadas Z = {In}n>0 ¥ J = {Jn}n>0 dos filtraciones de un anillo R, consideremos
el dlgebra de Rees ampliada R(Z N J) asociada a la filtracién interseccion INJ =
{InNJn}n>0. En R(ZNJ) consideramos la filtracién {u*R(J)NR(ZNT)}npo definida
por la contraccién de la filtracién u-ddica de R(J) por la extensién de dlgebras graduadas
R(ZNJ) = R(JT). Veamos cémo esta filtracién soluciona nuestro problema.

Teorema 1.3.1 Sean Z = {I,}n>0 ¥ J = {Ja}n>0 dos filtraciones de un anillo R. En
tal situacién, las sigutentes condiciones son equivalentes:

(1) T < T (es decir, eziste un natural k tal que Jo4x C In para todo natural n).
(i) {v*R(T)NR(I N J)}nzo <s {v"R(IZ N J)}nZD- et
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(i) {"R(T) ARE N nzo < {(&"R(Z N T)}nzo.

(iv) Eziste un natural m (m =k + 1) tal que v R(JT)NR(IZNJT) c uR(ZNJT).

Demostracion: Demostremos, en primer lugar, que la condicién (i) implica la condi-
cién (ii). Supongamos (i). Por hipétesis existe un natural k tal que para todo natural n se
tiene que J,+x C In. Entonces, para todo natural n se tendra que umHR(T)NR(INT )=
(@,GZJz+n+kt ) n (@ Z(J1 n It)t’) = @,GZ(Ji+n+k N Iz)t C @,GZ(Jx-{-n N Iz+n)t

u"R(ZNJ). Luego (1) implica (ii).

Obviamente se tiene que (ii) implica (iii), y que (iii) implica (iv) (pues basta tomar
m = m(1)). Para concluir la demostracién veamos que (iv) implica (i).

Supongamos (iv). Por hipétesis existe un natural m (que podemos suponer m > 1) tal
que u”‘R(J)nR(I r\J) C u’R,(IﬂJ). Luego EB’-Ez(Ji+m nI,-)t" C eiez(‘]"‘l'l nI,'.H)ti Y,
por lo tanto, para todo natural i se tendra que Ji4m NIy C Ji41N1i41. Definamos k como
k=m—12> 0. Vamos a demostrar, por induccién sobre n, que para todo natural n > 0
se tiene que Jp4x C In. Para n = 0 es evidente (pues Iy = R). Supongamos demostrado
que Jp4k C I,. Entonces Juji14k = Jnt1+k NIntk C Jnt14k NIn = Jngm NI, C
In+1 NIny1 C Ingi. Luego Juy144 C Ingi1, con lo que se concluye la demostracion. O

Comentario 1.3.2 De las condiciones (i) y (iii) del Teorema 1.3.1 se sigue que €l pro-
blema de la equivalencia lineal entre dos filtraciones Z y J de un anillo R se traduce en
un problema de equivalencia entre ciertas filtraciones de un anillo de Rees asociado a R.

Comentario 1.3.3 Obsérvese que la filtracién {uv"R(ZNJ)}n30 es una filtracién ddica
del anillo R(Z N J), y que la filtracién {«*R(J) NR(Z N T)}n>0 es una vR(Z N J)-
filtracién. Luego, de la equivalencia entre las condiciones (ii) y (iii) del Teorema 1.3.1
se sigue que {u"R(J) NR(Z)}n>0 es una s-uR(Z N J)-filtracién si y sélo si es una ¢-
uR(Z N J)-filtracién. Asi, tenemos una familia de ejemplos de filtraciones tales que son
equivalentes si y sélo si son linealmente equivalentes.

Comentario 1.3.4 Sea I un ideal de un anillo R y sea J una [-filtracién de R. Con-
sideremos Z la filtracién I-ddica, es decir Z = {I" }n>o Asi tenemos que J es una
s-I-filtracién si y sélo si J <, Z; y tenemos que J es una 3-I-filtracién si y sélo si
J <sZ,siysblosi J <, Z. Luego, aplicando el Teorema 1.3.1 obtendremos caracteriza-
ciones de las s-I-filtraciones y de las 3-I-filtraciones. Para ello basta con tener presente
que, en este caso, ZNJ =ZI,y que Ing=1.

¢ El dlgebra de Rees asociada a una filtracién:

Estudiemos la relacién entre la equivalencia lineal de ciertas filtraciones y las propie-
dades de generacién finita, noetherianidad y dependencia entera del dlgebra de Rees
asociada a una filtracién J. Esta propiedades serdn de gran utilidad para el estudio de
las propiedades del dlgebra de Rees simbdlica (Seccién 5.1).




Capitulo 1. Comparacién de topologias definidas por filtraciones - 35

Dada una filtracién Z = {I,}n>0 de un anillo R, definimos el dlgebra de Rees asociada
a la filtracién Z, que notaremos R(Z), como R(Z) = ®,>0l,. En el caso particular en
queZ = {I" }n>0 sea la filtracién 4dica asociada al ideal I de R entonces notaremos R(I)
el dlgebra de Rees asociada a I (es decir, R(I) = R[It)).

Obsérvese que si I es una I-filtracién entonces R(Z) es una R(J )-é,lgebra. graduada.
El estudio que vamos a realizar lo centraremos en las I-filtraciones, lo cual no significa
ninguna restriccién pues, dada una filtracién arbitraria Z de un anillo R siempre existen
ideales I de R para los que Z es una I-filtracién (basta con considerar cualquier ideal I
de R tal que I C I).

Proposicién 1.3.5 ([16, Lema 2.3]). Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea
J = {Jn}n20 una I-filtracidn de R. En tal situacién, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) R(J) es un R(I)-mddulo noetheriano.
(i1} R(J) es un R(I)-mddulo finito generado.
(iii) J es una s-I-filtracién.
(iv) Eziste un natural k > 0 tal que para todo n > 0 se tiene que Jpyp = I"J.

En particular, si se verifica una de las condiciones anteriores entonces se tendrd que
dim R(J) = dim R(I).

Proposicién 1.3.6 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea J = {Jn}n30 una
I-filtracién de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) R(J) es un anillo noetheriano.
(ii) R(J) es una R-dlgebra finito generada.
(iii) R(J) es una R(I)-dlgebra finito generada.
(iv) Existe un natural k > 1 tal que para todo n > 0 se tiene que Jixn = (Ji)".
(v) Existe un natural k > 1 tal que la filtracién Jr = {Jkn}n>0 €s una s-Jy-filtracion.

En particular, st se verifica una de las condiciones anteriores entonces se tendrd que
dim R(J) = dim R(J1).

Demostracion: La equivalencia entre (i) y (ii) es un resultado general de anillos
graduados [32, Th. 13.1], y la equivalencia entre (ii) y (iii) es obvia pues R(I) es una
R-3lgebra finito generada. Luego, las condiciones (i), (ii) y (iii) son equivalentes.

De (3, (IIL. 1.3) Prop. 3] se sigue que (i) implica (iv). Obviamente (iv) implica (v)
pues si k > 1 es un natural tal que Ji, = (Ji)"® para todo n, entonces Ji es la filtracién
Ji-4dica. Para concluir la demostracién basta con probar que (v) implica (i).

Supongamos (v). Como que Jx es una s-Ji-filtracién entonces, por la Proposi-
cién 1.3.5 tendremos que R(Jx) es un R(Ji)-mdédulo finito generado y, por lo tanto,
es un anillo noetheriano. Por otro lado R(J)*) = R(Jx) pues, para todo n > 0 se tiene
que (R(J)*N, = Jkn = R(Jk)n. Luego la k-ésima inmersién de Veronese R(J L
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un anillo noetheriano de donde, aplicando [16, Lema 2.4], se sigue que también lo serd
R(J). Luego (v) implica (i), como querfamos demostrar.

Veamos la igualdad de dimensiones. Supongamos que R(.J) es anillo noetheriano. En
tal situacién tendremos que existe un natural &£ > 1 tal que Jx, = (Jx)" para todo n > 0.
Luego la k-ésima inmersién de Veronese de R(J) es el dlgebra de Rees asociada al ideal
Jr pues R( )(k) = @n>0R(J)kn = @n)OJkn = @n>0(']k)n = R(Jk) En partlcular,
dimR(J)® = dim R(Jx). Como que J; y Ji son ideales de igual radical, entonces
tendremos que dim R(J;) = dim R(Jx) [19, (9.11)]. Luego dimR(J)*) = dim R(J;).
Para concluir la demostracién hemos de ver que dim R(J)®*) = dim R(J). Obviamente
la k-ésima potencia de un elemento homogéneo de R(J) es un elemento de R(J)*).
Luego la extensién de anillos R(J)*) — R(J) es entera y, por lo tanto, los dos anillos
tendran la misma dimensién de Krull. O

Para finalizar este apartado, examinemos la condicién de dependencia entera. Sea J
una I-filtracién. Entonces se tiene que R(I) C R(J) C R[t], y que ®n30l" es la clausura
entera de R(I) en el anillo de polinomios sobre R, R[t]. De donde se sigue que:

Proposicién 1.3.7 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea J = {Jn}n>0 una
I-filtracién de R. En tal situacion, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) R(J) es entera sobre R(I).
(ii) Jn C T* para todo naturaln > 0.

En particular, si se verifica una de las condiciones anteriores entonces se tendrd que
dim R(J) = dim R(I).

1.4 Igualdad de filtraciones

El objetivo de esta seccién es demostrar que la igualdad de filtraciones se traduce en
equivalencia de filtraciones definidas sobre ciertos anillos graduados, (Teorema 1.4.2).

Dada una filtracién Z = {I,}n>0 de un anillo R, definimos el anillo graduado asociado
a Z, que notaremos Gr(Z, R), como Gr(Z,R) = ®n>0ln/In+1. En el caso particular en
que T = {I"},>0 sea la filtracién ddica asociada al ideal T de R entonces notaremos
Gr(I, R) el anillo graduado asociado a I.

Dadas T = {In}n>0 ¥ J = {Jn}no dos filtraciones de un anillo R, consideremos el
anillo graduado Gr(ZNJ, R) asociado a la filtracién interseccién ZNJ = {I, N Ja}n>0.
Sea ¢ : Gr(Z N J, R) — Gr(J, R) el morfismo natural graduado de grado cero definido
por ¢([z]) = [z] (es decir, ¢ = @n3o9n donde @y : (In NI}/ (Tng1 N Ing1) = Jn/Jnt1
viene definido por pn([z]) = [2]).

Consideremos, por un lado, la filtracién ddica {Gr(Z N J, R)}}n>0 de Gr(Z N J, R)
definida por el ideal Gr(Z N J, R)3+ = ®n>1(In N J5)/(In41 N Jn41)- Y consideremos,



Capitulo 1. Comparacién de topologias definidas por filtraciones 37

por otro lado, la filtracién {Gr(J, R)3 NGr(ZNJ, R)}n>0 de Gr(ZNJ, R) definida por
la contraccién de la filtracién adica {Gr(J, R)}}n>0 de Gr(J, R) por el morfismo ¢,

donde Gr(J, R)+ = ®n>1Jn/Jn41. Veamos cdmo estas filtraciones solucionan nuestro
problema.

Lema 1.4.1 Sean I = {Ip}n>0 y J = {Jn}a>0 dos filtraciones de un anillo R. En tal
situacidn se tiene que st ng es un natural prefijado entonces, J, C I, para todo natural
n < ng+ 1 si y sdlo si @, es inyectivo para todo natural n < ng. En particular, J, C I,
para todo natural n si y sélo si el morfismo natural ¢ es inyectivo.

Demostracion: Basta con observar que el nicleo del morfismo natural ¢ es el ideal
homogéneo ker ¢ = @n>0 ker on = Sn>o0(ln N Jnt1)/(Fat1 N Jnyr). O

Teorema 1.4.2 Sean Z = {Iz}n30 ¥y J = {Jn}n>0 dos filtraciones de un anillo R. En
tal situacion, las sigutentes condiciones son equivalentes:

(i) J C1I (es decir, J, C I, para todo natural n).

(1) {Gx(J, R); 0Gr(Z N T, R)}nzo = {Gr(I N T, R)} }n2o0-
(1) {Gr(J, R): NGr(ZNJ, R)}nz0 <s {Gr(Z N T, R)i}nz0-
(iv) {Gr(J, R)3 NG(Z N T, R)}nzo < {GH(Z N T, R)} }nzo-

Demostracién: Veamos, en primer lugar, que (i) implica (ii). Supongamos que J C Z.
Entonces para todo natural n tendremos que Gr(J, R)} NGr(ZNJ,R) = Gr(J, R)} N
Gr(J,R) = Gi(J,R)} = Gr(ZnJ, R)}. Es decir, (ii).

Obviamente se tiene que (ii) implica (iii) y que (iii) implica (iv). Para concluir la
demostracién hemos de ver que (iv) implica (i).

Supongamos (iv). Sea n un natural. Por hipétesis existird un natural m (que podemos
suponer m > n + 1) tal que Gr(J,R)?NGr(Z N J,R) C Gr(ZN J,R)}*'. Para un -
 natural i < n tendremos que ((Gr(J, R)T); = 0y que (Gr(Z N J, R)3™); = 0. Luego
para i < 7 se tendra que ker ; = (Gr(J, R)TNG1(ZNJ, R)): C (Gr(ZNJ, R)}): = 0.
En particular tendremos que ker ¢, = 0 de donde, aplicando el Lema 1.4.1 se concluye
la demostracién. O

Comentario 1.4.3 La equivalencia entre las condiciones (i) y (iv) del Teorema 1.4.2
nos dice que, el problema de la igualdad entre dos filtraciones Z y J de un anillo R se
traduce en dos problemas de equivalencia entre ciertas filtraciones definidas en anillos
graduados asociados (concretamente, entre las filtraciones {Gr(J, R)1NGr(ZNJ, R)}n30
y {Gr(ZNJ, R)}}n>0, ¥ entre las filtraciones {Gr(Z, R)3 NG:(ZNJT, R)}n>o ¥ {Gr(ZN
J, R)} }n>0, todas ellas filtraciones del anillo graduado asociado Gr(Z N J, R)).

Comentario 1.4.4 Obsérvese que la filtracién {Gr(Z N J,R)}}n>0 es una filtracién
4dica del anillo Gr(Z N J, R), y que la filtracién {Gr(J, R)3 NGH(Z NJ, R)}n>0 es una
Gr(ZNJ, R)+-filtracién de Gr(ZNJ, R). Luego, de la equivalencia entre las condiciones
(ii), (iii) y (iv) del Teorema 1.4.2 se sigue que {Gr(J, R)1NGr(ZNJT, R)}n>0 = {Gr(ZN
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J,R)}}nx0siy sélosi {Gr(J, R)}NGr(ZNJ, R)}a3o es una s-Gr(ZNJ, R)-filtracién,
si y sélo st {Gr(J,R)} NGr(Z NJ, R)}n>0 es una t-Gr(Z N J, R)4-filtracién. Luego
tenemos una familia de ejemplos de filtraciones tales que son iguales si y sélo si son
equivalentes si y sélo si son linealmente equivalentes.

Comentario 1.4.5 Sea I un ideal de un anillo R y sea J una I-filtracién de R. Con-
sideremos Z la filtracién I-4dica, es decir Z = {I" },,20. Asi tenemos que J =T si y sélo
st J CZ. Luego del Lema 1.4.1 tendremos que, J = Z si y sblo si el morfismo natural
¢ : Gr(I, R) = Gr(J, R) es inyectivo.

1.5 Comportamiento de la equivalencia y de la equivalencia lineal
por la accién de morfismos

El objetivo de esta seccidn es estudiar el comportamiento de la equivalencia y de la equi-
valencia lineal de filtraciones por localizacién y por extensién fielmente plana. En primer
lugar obsérvese que, de la definicién de equivalencia y de la definicién de equivalencia
lineal se sigue el siguiente lema:

Lema 1.5.1 Sea ¢ : R — A un morfismo de anillos. Sean Iy y I, dos filtraciones de R,
y sean J1 y Jo dos filtraciones de A. En tal situacién se tiene que:

(a) Si Iy < I, (resp. siTy <, Ip), entonces 1A < T2 A (resp. T1A <, T, A).
(b) Si T < Tz (resp. si J1 <; J2), entonces JTiNR < J2NR (resp. JiNR <, JoNR).

¢ Comportamiento por la localizacién:

Proposicién 1.5.2 Sean I y J dos filtraciones de un anillo noetheriano R. . En tal
sttuacion, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) J<TZI.
(1) J Rp < IRy para todo ideal primo p € V(T).
(iii) J R < IRm para todo ideal marimal m de R con m € V(Z).

Demostracién: Unicamente hemos de demostrar que (iii) implica (i). Sea n un natural
fijo y consideremos I, = @, N...N @, una descomposicién primaria de I, con Q; ideal
g;-primario. Sea m; un ideal maximal de R tal que q; C m;. Por hipétesis, para
todo j existe un natural m; (que depende del natural n y del maximal m;) tal que
Jm;Rm; C InRm;. Sea m = max{my,...,m,} (que inicamente depende de n). Asi se
tendrd que J C JmBRm; "R C InRm; NR C QjRm; N R = Q; para todo j. De donde
Jm C@Q1N...NQy = I, como queriamos demostrar. O
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Proposicién 1.5.3 SeanZ y J dos filtraciones de un anillo noetheriano R. Supongamos
que existe un conjunto finito M de ideales marimales de R tal que para todo ideal primo
p € A(Z) = U,>oAss R/I, existe un ideal mazimal m € M tal que p C m. En tal
situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) J < T
(i) TRy <; IRy para todo ideal primo p € V(Z).
(1) J Rm <s; IRm para todo ideal mazimal m de R con m € V(I).

Demostracién: Unicamente hemos de demostrar que (iii) implica (i). Sea M’ =
M N V(I) que es un conjunto finito (no vacio) de ideales maximales de R. Sea m € M'.
Luego m es un ideal maximal de R tal que m € V(I) y, por lo tanto, tendremos que
J B <s IRm. Luego, para todo ideal maximal m € M’ existe un natural k(m) (que
depende de m), tal que J,4k(m)Rm C InRm para todo n. Sea k = max{k(m) al variar
m € M’} (que existe pues M’ es un conjunto finito). Veamos que J,4x C I, para todo
natural n. Dado n,sea I, = @1N...NQ;, una descomposicién primaria de I, con Q; ideal
g;-primario. Sea m; € M un ideal maximal de R tal que q; C m;. Asf tendremos que
m; € M’ y, por lo tanto, Jo4x C Jatk(m;)Bm; "R C InRm; NR C Q;Rm;NR = Q; para
todo j. De donde se sigue que Jppx C Q1N...NQr = I, como queriamos demostrar. O

Comentario 1.5.4 Obsérvese que la hipétesis de la proposicién anterior se verifica para
toda filtracién Z tal que el conjunto A(Z) es finito (por ejemplo, la filtracién ddica {I™}n>0
y la filtracién entera {I"}n >0, [33, (1.5), (3.9)]). Y que también se verifica la hipStesis
de la proposicién anterior para toda filtracién Z de un anillo semilocal.

¢ Comportamiento por extensién fielmente plana:

Proposicién 1.5.5 Sea ¢ : R — A una ezxtensién fielmente plana de anillos. Sean T y
J dos filtraciones de R. En tal situacién, las siguientes condiciones son eguivalentes:

() I<J (resp. T, ).
(i) TA < JA (resp. TA <, JA).

Demostracién: Como que la extensién es fielmente plana entonces, para todo ideal I
de R se tiene que JAN R = I. Aplicando el Lema 1.5.1 se concluye la demostracién. O

1.6 Anillos analiticamente no ramificados

Diremos que un anillo local (R, m) es un anillo analiticamente no ramificado, si su com-
pletado R* carece de elementos nilpotentes no triviales. Y diremos que un anillo R es un
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anillo localmente analiticamente no ramificado, si para todo ideal primo p de R el anillo
local (Rp,pRp) es analiticamente no ramificado.

El objetivo de esta seccidn es caracterizar los anillos analiticamente no ramificados
mediante la equivalencia y la equivalencia lineal entre ciertas filtraciones. Veremos que
estos anillos son aquellos en los que se verifica que ”J < Z si ysélosi J < Z”, y en los que
se verifica que ” J <, I siysélosi J <, Z”. Larelacién con la equivalencia de filtraciones
(Teorema 1.6.1) se obtendrd como corolario de las caracterizaciones dadas en las secciones
1.1y 1.2. Y larelacién con la equivalencia lineal (Teorema 1.6.2) tiene como punto clave
un teorema de D.Rees [46, Th. 1.4]. Como corolario de estos resultados obtendremos
que ser analiticamente no ramificado es una propiedad local (Corolario 1.6.3).

Teorema 1.6.1 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situacion, las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(i) Para todo ideal primo p € V(I) se tiene que el anillo R} es reducido.

(i) Para todo ideal J de R con I C J se tiene que, toda T-J-filtracidn es una t-J-
filtracién.

(iii) Para todo ideal J de R con I C J se tiene que {J" }n>0 €s una t-J-filtracion.
(iv) Para todo ideal primo p € V(I) se tiene que {p™ }a>0 es una t-p-filtracién.

Demostracién: Veamos, en primer lugar, que (i) implica (ii). Sea J un ideal de R tal
que I C J,y sea J una i-J-filtracién. Aplicando el Corolario 1.2.4 tendremos que, para
todo primo q € V(J) se tiene que r(0) es un cerrado en la Jg-topologia de Ry. Como
que I C J, se sigue que si g € V(J) entonces q € V(I) y, por lo tanto, Ry es reducido.
Asi, para todo primo q € V/(J) se tiene que 0 = r(0) es un cerrado en la Jg-topologia de
Ry. De donde, aplicando el Corolario 1.1.8, se deduce (ii).

Obviamente se tiene que (ii) implica (iii) (pues {J™}n30 es una I-J-filtracién), y que
(iii) implica (iv). Asi, sélo nos falta por demostrar que (iv) implica (i).

Veamos, pues, que (iv) implica (i). Mas adn, veamos que la implicacién es cierta
primo a primo, es decir, que si p € V(I) es un ideal primo tal que {p™}n>0 es una
t-p-filtracién, entonces el anillo R} es reducido. La demostracién que haremos es una
adaptacién de un lema de Rees [46, Lema 1]. Sea p € V(I) tal que {p"}n>0 es una
t-p-filtracion. Queremos demostrar que Ry carece de elementos nilpotentes no triviales y,
para ello, basta con probar que si 2 = [{Zn}n>0] es un elemento no nulo de Ry, entonces
z2 0. Por hipétesis, para todo natural n existe un natural m tal que p™ C p”. Supon-
gamos que z? = 0. Entonces, existird un natural r tal que z? € p?™ Ry = (p™ Rp)? para
todo ¢ > r. Por lo tanto z; € p™ Ry = p™ Rp C p" Rp. Luego, para todo natural n existe
un natural r tal que z; € p”Rp para todo i > r. De donde se sigue que £ = 0. O

Teorema 1.6.2 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situacién, las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(1) Para todo ideal primo p € V(I) se tiene que el anillo Ry es reducido.
(1i) Para todo ideal marimal m € V(I) se tiene que el anillo Ry, es reducido.

(iii) Para todo ideal J de R con I C J se tiene que, toda 3-J-filtracion es una s-J-
ARltracién.
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(iv) Para todo ideal J de R con I C J se tiene que {F}nzg es una s-J-filtracion.
(v) Para todo ideal primo p € V(I) se tiene que {p™}n>0 es una s-p-filtracién.

(vi) Para todo ideal mazimal m € V(I) se tiene que {m™},>0 es una s-m-filtracién.

Demostracion: Veamos, en primer lugar, que las condiciones (iii) y (iv) son equivalen-
tes. Es obvio que (iii) implica (iv) pues {J?}n50 es una 3-J-filtracién. Reciprocamente.
Supongamos (iv). Sea J un ideal de R tal que I C J y sea J = {Jn}n>0 una 5-J-
filtracién. Luego existe un natural ko tal que Jn4x, C J* para todo n. Por hipétesis
{J™}n>0 es una s-J-filtracién. Luego existe un natural k; tal que J+k1 C J® para todo
n. Sea k = ko + k1. Entonces se tiene que J,4x C J® para todo n. Es decir, J es una
s-J-filtracién. Luego las condiciones (iii) y (iv) son equivalentes.

Es evidente que (iv) implica (v), y que (v) implica (vi). Por otro lado, si {p"}n>0
es una s-p-filtracién, entonces es una t-p-filtracién. Luego, del Teorema 1.6.1 se sigue
que (v) implica (i), y de la demostracién del Teorema 1.6.1 se sigue que (vi) implica (ii).
Para concluir la demostracién hemos de ver que (ii) implica (iv).

Supongamos (ii). Sea J un ideal de R tal que I C J. Sea m un ideal maximal de R
tal que m € V(J). Luego m € V(I) y, por lo tanto, el anillo R}, es reducido. Aplicando el
Teorema de Rees [46, Th. 1.4], se sigue que {J" Rm}n>0 s una s-J Ry-filtracién. Luego
{J"}n>0Rm <s {J"}n>0Rm para todo ideal maximal m € V(J). De donde, aplicando
la Proposicién 1.5.3 se sigue que {J"}ns0 <s {J"}n>0. Es decir, {J"}n30 es una s-J-
filtracidén, como queriamos demostrar. O

Corolario 1.6.3 Sea (R, m) un anillo local noetheriano. En tal situacion, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) R es un anillo analiticamente no ramificado.

(ii) R es un anillo localmente analiticamente no ramificado.

Demostracién: Basta con aplicar el Teorema 1.6.2 al ideal I = 0. D

Comentario 1.6.4 El Teorema 1.6.1 y el Teorema 1.6.2 se pueden resumir de la si-
guiente manera: un anillo R es localmente analiticamente no ramificado si y sélo si toda
{-filtracién es una t-filtracién, si y sélo si toda 3-filtracién es una s-filtracién.

Comentario 1.6.5 Como casos particulares de los teoremas anteriores (Teorema 1.6.1
y Teorema 1.6.2) y del siguiente corolario (Corolario 1.6.6) se tienen caracterizaciones de:
cuando un anillo noetheriano R es localmente analiticamente no ramificado; de cudndo
el anillo local R}, es reducido (donde m es un ideal maximal de R); y de cuindo el anillo
local R} es reducido (donde p es un ideal primo de R). Para ello basta con aplicar,
respectivamente, el Teorema 1.6.1, el Teorema 1.6.2 y el Corolario 1.6.6 al ideal I = 0;
al ideal I = m; y al ideal maximal I = pRy del anillo local Rp.

El siguiente corolario caracteriza los anillos localmente analiticamente no ramificados
mediante propiedades de finitud de la clausura entera R(J)' de R(J) en el anillo de
polinomios R[t].
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Corolario 1.6.6 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situacidn, las si-
gutentes condiciones son equivalentes: :

(i) Para todo ideal primo p € V(I) se tiene que el anillo Ry es reducido.
(1) Para todo ideal mazimal m € V(I) se tiene que el anillo Ry, es reducido.
(iti) R(J)' es un anillo noetheriano para todo ideal J de R con I C J.

(iv) R(p)’ es un anillo noetheriano para todo ideal primo p € V(I).

(v) R(m)’ es un anillo noetheriano para todo ideal marimal m € V(I).

Demostracién: En primer lugar obsérvese que si J es un ideal de R y si J una J-
filtracién tal que la extensién de anillos graduados R(J) C R(J) es entera entonces,
R(J) es un anillo noetheriano si y sélo si es una R-3lgebra finito generada, si y sélo si es
una R(J)-4lgebra finito generada, si y sélo si es un R(J)-médulo finito generado. Luego,
aplicando la Proposicién 1.3.5 tendremos que, R(J) es un anillo noetheriano si y sélo si
J es una s-J-filtracién. Ademds, en general, si J es un ideal de un anillo R entonces la
clausura entera de R(J) en el anillo de polinomios R[t] es el dlgebra de Rees asociada a
la J-filtracién {J™}n50 (es decir, R(J)' = ®n>0J"). De donde, aplicando lo anterior se
sigue que, R(J)' es un anillo noetheriano si y sélo si {J"}n30 es una s-J-filtracion.

Demostremos el corolario.

Por el Teorema 1.6.2 tenemos la equivalencia entre las condiciones (i) y (ii).

Veamos que (i) implica (iii). Sea J un ideal de R tal que I C J. Aplicando el
Teorema 1.6.2 tendremos que {J™},>0 es una s-J-filtracién y, por lo tanto, que R(J)’ es
un anillo noetheriano. Luego (i) implica (iii).

Obviamente se tiene que (iii) implica (iv), y que (iv) implica (v). Asi, para concluir
la demostracién basta con demostrar que (v) implica (i).

Supongamos (v). Sea m € V(I) un ideal maximal de R. Por hipdtesis tenemos
que R(m)’ es un anillo noetheriano y, por lo tanto, que {m*},>0 es una s-m-filtracién.
Aplicando de nuevo el Teorema 1.6.2 se concluye la demostracién. O

1.7 Tres teoremas de Zariski-Samuel

Sea p un ideal primo de un anillo R. Notemos por p(®) la n-ésima potencia simbdlica de
p. Es decir, p(*) = p* R, N R. Asi podemos considerar dos filtraciones asociadas a un
ideal primo p, la p-adica {p"}a30 ¥ la simbélica {p™},50.

En [64, (VIIL. § 5) Cor. 3, Cor. 4, Cor. 5], Zariski-Samuel establecen unos re-
sultados relativos a la comparacién entre las topologias definidas por las filtraciones
ddica y simbdlica asociadas a ideales primos. G.Lyubeznik fue el primero en cuestionar
las demostraciones de los corolarios [64, (VIIL. § 5) Cor. 4, Cor. 5]. Posteriormente,
J.K.Verma [59] analiza estos resultados de Zariski-Samuel relativos a la comparacién
de topologias en anillos noetherianos y demuestra (mediante un ejemplo propuesto por
W.Heinzer y C.Huneke), que los corolarios [64, (VIII. § 5) Cor. 4, Cor. 5] son falsos
tal y como estdn enunciados. Ademds, J.K.Verma concluye dando unos enunciados al-
ternativos bajo los cuales las tesis de los corolarios [64, (VIII. § 5) Cor. 4, Cor. 5] son
correctos.
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El objetivo de esta seccién es caracterizar bajo qué condiciones los resultados de
Zariski-Samuel son correctos generalizando, de esta manera, los resultados de Verma. El
punto clave de la demostracion son los resultados expuestos en la Seccién 1.1.

Teorema 1.7.1 Sea p un ideal primo de un anillo noetheriano R y sea m un ideal

mazimal de R tal que p C m. Sean p; C p, dos ideales primos de R. En tal situacidn se
tiene que:

(@) {95 }nz0 < {PT I ns0 iy sdlo si ﬂnx,p(")Rz‘,2 = 0.

(®) {90 }nz0 < {p8}nz0 si y s6lo 5i 509\ Ry = 0 para todo q € U0 Ass R/p3.
(¢) {9™}nz0 = {p"}nxo si y 5610 si (5™ Ry = 0 para todo q € U, 5o Ass R/p™.
(d) {p™}nz0 < {m"}nxo siy sélo si (), p™ RY = 0.

Demostracién: Demostremos (a). NotemosZ = {p2 )},,>o y J {p )}n>0 Del Teo-
rema 1.1.6 se sigue que {p1 )},,>0 < {pg )}n>0 si y sélo si ﬂ,,m)(p1 )Ry 1+ Niso P2 )R;) =
ﬂ‘>0 pg)Ra para todo g € V(Z). Mds atn, de la demostracién del Teorema 1.1.6 se
sigue que unicamente hemos de verificar la cond1c1on anterior para los ideales primos

q € A(Z) = UpnyoAss R/I. En nuestro caso A(Z) = U,5q4ss R/p(") {p2}. Como

que pg )R = pyR;,_, entonces ﬂ,>op(') =Niso p3R};_ = 0. De donde se deduce (a).

Demostremos (b). Por el Teorema 1. 1 6 tenemos que {p1 )},,>0 < {p3}azo si y sélo
si ﬂn>0(p(n)R‘ + ﬂ,>o sz;) = ﬂ,>0 sz para todo q € V({p3 }a>0), es decir, si y sdlo
si (Naso pl )R“ = 0 para todo q € V({p3}n>0). Como antes, de la demostracién del
Teorema 1.1. 6 se sigue que vnicamente hemos de verificar la condicién anterior para los
ideales primos q € A({p3}n30) = U5 Ass R/p3. De donde se sigue (b).

Veamos (c). Como que p* C p(®) para todo natural n, entonces {p"}n>0 < {p(™}n30.

Luego {p™}n50 = {p"}npo si y sélo si {p(M}as0 < {p° },,>o Aplicando (b) ap, =p C
p = p,, obtendremos (c).

El apartado (d) es consecuencia tanto de (a) como de (b). O

Lema 1.7.2 ([63, (IV. § 12) Th. 23)). Sea p un ideal primo de un anillo noetheriano R.

En tal situacion se tiene que (), >0p(") (\z, donde z varia en el conjunto de primos
asoctados de R contenidos en p.

Lema 1.7.3 Sea R — A un morfismo de anillos noetherianos y sea p un ideal primo de
R. En tal situacidn se tiene que:

(a) La fibra de p es no vacia si y sélo si existe p* un ideal primo minimal de pA tal
quep* N R=p.

(b) Supongamos que A es un dominio y que la fibra de p es no vacia. En tal situacién
se tiene que (), >op(“)A 0.

(c) Supongamos que A es un dominio y que R — A verifica el going-down. En tal
situacién se tiene que [\, p(MA=0.
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Demostracién: El reciproco de (a) es evidente. Demostremos el directo. Sea g* un
elemento de la fibra de p. Luego pA C q* y, por lo tanto, existe p* ideal primo minimal
de pA tal que p* C q*. Obviamente se tiene que p = p* N R.

Demostremos (b). Sea p* un ideal primo minimal de pA tal que p = p* N R. Sea
n un natural. Como R es anillo noetheriano, entonces p(*) es finito generado y, por lo
tanto, de la definicién de potencia simbdlica se sigue que existe un elemento s, € R—p
tal que s,p®) C p”. Luego spp™A C p"A C (p*)*. Como que p = p* N R, se sigue
que s, € A —p* y, por lo tanto, p™ A C (p*)(*). De donde, aplicando el Lema 1.7.2, se
deduce que [),50 ™A CN,5o(*)™ =0.

Veamos (c). Sea p* primo minimal de pA. Entonces se tendrd que p C p* N R, y
como la extensién verifica el going-down, existird un ideal primo q* C p* con f*NR = p.
Luego, la fibra de p es no vacia. Aplicando (b) se concluye la demostracién. O

Veamos cémo de estos resultados se deducen los corolarios [64, (VIIL. § 5) Cor. 3,
Cor. 4, Cor. 5} de Zariski-Samuel.

Corolario 1.7.4 Sea p un tdeal primo de un anillo noetheriano R y sea m un ideal
mazimal de R tal que p C m. Sean p; C p, dos ideales primos de R. En tal situacidén se
tiene que:

(a) Si Ry, es un dominio, entonces {Pg")}nzo < {pg")}nzo.

(b) Si Ry es un dominio para todo primo q € V(p,), entonces {p(l")},,zo < {r3}n>0-
(c) Si Ry es un dominio para todo primo q € V(p), entonces {P(")}nzo = {p"}n>o0.
(d) Si Ry, es un dominio, entonces {P(")}nzo < {m*}n>o0.

Demostracion: Del Teorema 1.7.1 se sigue que \inicamente hemos de demostrar que st
tenemos q; C q, dos ideales primos de R tales que el anillo Ry es un dominio, entonces

Naso qg")R;2 = 0. Obviamente se tiene que q(l")Ra2 = (q;Rq,)™ R;, . Por otro lado, la
completacién Rq, — Ry, es una extensién fielmente plana luego, en particular, verifica
el going-down. De donde, aplicando el Lema 1.7.3.(c) se concluye la demostracién. D




Capitulo 2. Filtraciones ddica, simbdlica y entera . 45

2 Filtraciones adica, simbélica y entera

El objetivo de este capitulo es introducir las nociones de t,%, 5,3-(S)-ideal.

2.1 Potencias simbélicas generalizadas

Sea I un ideal de un anillo R y sea S un sistema multiplicativo de R. En tal situacién,
definimos S(I") la n-(S)-ésima potencia simbdlica de I como S(I*) = I"RsNR, y
diremos que:

(i) I es un t-(S)-ideal si para todo natural n existe un natural m tal que S(I"™) C I™.
Es decir, si las topologias ddica y (S)-simbdlica definidas por I son topologias
equivalentes.

(i) I es un t-(S)-ideal si para todo natural n existe un natural m tal que S(I™) C I".
Es decir, si la topologia (S)-simbdlica de R definida por I es mds fina que la
topologia definida por las clausuras enteras de las potencias de I.

(iii) I es un s-(S)-ideal si existe un natural k tal que S(I”**) C I para todo natural
n. Es decir, si las topologias ddica y (S)-simbdlica definidas por I son topologias
linealmente equivalentes.

(iv) I es un 5-(S)-ideal si existe un natural k tal que S(I"**¥) C 17 para todo natural
n. Es decir, si la topologia (S)-simbdlica de R definida por I es linealmente mas
fina que la topologia definida por las clausuras enteras de las potencias de I.

(v) En el caso particular en que el sistema multiplicativo S sea el sistema multiplicativo
definido por el complementario de los primos minimales de I (es decir si § =
R—U{p € M(I)}), entonces notaremos por I(") la n-ésima potencia simbdlica de I
y diremos que I es un t-ideal (resp. un f-ideal, un s-ideal, un 5-ideal) si lo es para
este sisterna multiplicativo concreto.

Comentario 2.1.1 Estas definiciones las podemos entender como casos particulares de
las dadas en el Capitulo 1. Para ello consideremos las filtraciones ddica T = {I"},»,
(S)-simbdlica Z(sy = {S(I")}nx0 y entera Z = {I"}nyo asociadas al ideal J. Tenemos
que tanto Z(sy como T son I-filtraciones (es decir, Z C I(sy, T C I), y se tiene que,
por definicién, I es un {-(S)-ideal (resp. unm %,s,5-(S)-ideal) si y slo si Z(sy es una t-
I-filtracién (resp. una i, s,3-I-filtracién). En particular, los resultados expuestos en el
capitulo anterior nos dardn unas primeras caracterizaciones de los t,%,5,3-(S)-ideales.

Veamos, en primer lugar, algunos ejemplos de potencias simbdlicas generalizadas.
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Ejemplo 2.1.2 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situacién, podemos
considerar las potencias simbdlicas de I respecto de sistemas multiplicativos del tipo
R —u{p € A(l)}, donde A(I) es un conjunto de ideales primos de R (por ejemplo,
para A(I) = M(I) o para A(I) = Ass R/I). En realidad, las potencias simbélicas
generalizadas siempre se pueden entender respecto de sisternas multiplicativos de este
tipo pues, si S es un sistema multiplicativo arbitrario de R, entonces podemos substituir
S por su saturado S’ = R — U{p € A} donde A = {ideales primos p de R tales que
pN S = B} (ya que, obviamente, S(J) = S'(J) para todo ideal J de R).

Ejemplo 2.1.3 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. Consideremos el conjunto
de ideales primos A(I) = {p € V(I) tales que ht(p) = ht(I)}, y sea S el sistema mul-
tiplicativo de R definido por S = R — U{p € A(J)}. En tal situacién, la n-(S)-ésima
potencia simbdlica de I es el hull de I". En el caso particular en que I sea un ideal de
altura ht(I) = 1 de un dominio normal noetheriano R, entonces la n-(S)-ésima potencia
simbdlica de I es la divisorializacion de I™. ‘

Ejemplo 2.1.4 Sean I y J dos ideales de un anillo noetheriano R. Definimos el ideal
I : {J) como el valor estable de la sucesién creciente de ideales (I : J) C (I : J?) C
o C{I:JMy Cc(:Jm) C ... Esdecir, I:(J) =U,>o( : J*) = (I : J™) para
m suficientemente grande. El siguiente lema (Lema 2.1.5) demuestra que la I-filtracién
{I* : (J)}n>0 es una filtracién (S)-simbdlica asociada al ideal I para cierto sistema
multiplicativo S de R. Mientras que en general (Lema 2.1.6), para una I-filtracién
arbitraria J de un anillo R siempre podemos construir una filtracién simbdlica asociada
al ideal I y a la filtracién J, y tal que ésta esté comprendida entre la filtracién I-ddica
y la filtracién J.

Lema 2.1.5 Sean I y J dos ideales de un anillo noetheriano R. En tal situacidn se
tiene que:

(a) SiI=QiN...NQrNQry1N...NQ;: es una descomposicion primaria reducida
del ideal I con J C r(Q;) parar+1<i<s, entonces [ : (J)=Q1N...NQ;.

(b) Eziste un sistema multiplicativo S de R tal que I : (J) = S(I™) para todo n > 0.

Demostracidn: Demostremos (a). Veamos, en primer lugar, que I : (J) C @1N...NQ;.
Seaz € I:(J). Luegoexisteunm > 0 talquezJ™ C I =Q1N...NQrNQr41N...NQs.
Sea 1 < i < r y supongamos que z & @;. Entonces para todo y € J™ se tendrad que
zy € Q; y, como que el ideal Q; es primario, se sigue que y € r(Q;). Asi tendremos
que J™ C 7(Q;), de donde J C r(Q;) lo cual es absurdo para 1 < i < r. Luego
I:({J)C @iN...NQ,. Veamoslainclusién contraria. Sea z € Q1 N...NQ,. Obviamente
para todo m > 0 se tiene que zJ™ C @1 N...NQ,. Luego z € (Q; : J™) para
i € {1,...,r}. Para concluir la demostracién es suficiente con probar que existe un
m > 0 tal que para todo 7 € {r +1,...,5} se tiene que = € (Q; : J™) pues, entonces,
ze(@:J™)N...0(Qs : J™) = (I:J™) y, por lo tanto, z € I : (J). Sea i €
{r+1,...,s}. Consideremos un sistema de generadores yi,...,y, del ideal J. Entonces
para todo j € {1,...,n} existird un m;; > 0 tal que y; ' € Q; (pues J C r(Q;)). Sea

m; = my; + ...+ my,;. Tenemos que J™: estd generado por los elementos yg* - ... yI»
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con o -{; ...+ an=m;y, por construccidn, existird un j € {1,...,n} tal que a; > m;j;.
Luego y;” € Qi, de donde se sigue que zy;™ -...-yp» € Q; y, por lo tanto, z € (Q; : J™).
Sea m = max{m,1,...,m,}. Entonces tendremos que z € (Q; : J™) C (Q; : J™), con

lo que se concluye la: demostracién de (a).

Demostremos (b). Consideremos el conjunto finito A(Z) de ideales primos asociados
a I definido por A(J) =J,50A4ss R/I* = {py,...,P;,---,Pm}- Supongamos que J C p;
siysélosii€ {l,...,1}. Sea z € J tal que = ¢ p;y; U...UD,,, vy consideremos
el sistema multiplicativo S de R definido por S = {z'};>0. Veamos que para todo
n > 0 se tiene que I" : (J) = S(I"*). Sea I" =Q1N...NQ, NQry1N...NQ, una
descomposicién primaria reducida del ideal I" con r(@;) NS =0siysdlosil < j<r.
Luego S(I?) = Q1 N...NQ;. Por otra parte, como que un ideal primo p de R es tal que
pNS # Psiysdlosiz €p, entonces, para el ideal primo p; = r(Q;) € A(I) tendremos
que, p; NS # B siysélosi z €p; siysélosi J Cyp; =r(Q;). De donde, aplicando (a)
se sigue que I™ : (J) = @1 N...NQ;, con lo que se concluye la demostracién. O

Lema 2.1.6 Sea J = {Jn}npo una filtracion de un anillo noetheriano R y sea I C J
un ideal de R. Sea T el sistema multiplicativo de R definido por T = R— U{p € A(J)}
donde A(J) = U,>oAss R/Jn. En tal situacion se tiene que {I"}n>0 C I(1) C J,
donde I(7) es la filtracién definida por las potencias (T)-simbdlicas de I. Ademds se
tiene que si J es una filtracidn simbélica asociada a I, entonces Iy = J.

~ Demostracién: Como que J = {Jn}n>0 es una I-filtracién, se tendrd que I C J,
para todo n > 0. Luego I™ C T'(J*) C T(Jn) para todo » > 0. Por otro lado, para’
todo ideal primo p € Ass R/J, se tendrd que, por definicién, p € A(J) y, por lo tanto,
pNT = 0. Luego T(Jn) = Jn. De donde se sigue que {I*}>0 C Z(1) C J.

En el caso particular en que J = {S(I")}n>0 sea la filtracién (S)-simbdlica para
cierto sistema multiplicativo S de R entonces, de la definicion del sistema multiplicativo
T se sigue que, en este caso, T'(I") = S(I") y, por lo tanto, Zi7y = J. O

Examinemos la relacién entre las potencias simbélicas de un ideal respecto de dos
sistemas multiplicativos del anillo.

Comentario 2.1.7 Sean 71 C T, dos sistemas multiplicativos de un anillo noetheriano
R. En tal situacién se tiene que Ti(J) C To(J) para todo ideal J de R. Luego, si
un ideal I de R es un t-(T)-ideal (resp. un i, s,35-(T3)-ideal) entonces I es un ¢-(T})-
ideal (resp. un i, s,5-(7})-ideal). Ademads, de los teoremas 3.4.1,3.4.2,3.5.1 y 3.5.2 se
deducird que, si un ideal I es un t,7, s,3-(S)-ideal respecto de un sistema multiplicativo
S, entonces S C R—U{p € M(I)} (en particular, el estudio para el sistema multiplicativo
R —~U{p € M(I)} es el que nos dar lugar a las nociones maés restrictivas). Por otra
parte, si queremos la igualdad S(I™) = I® para todo n > 0, en particular tendremos que
S(I) = I y, por lo tanto, S C R — U{p € Ass R/I}.

Ejemplo 2.1.8 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y consideremos las potencias
simbélicas de I respecto de un sistema multiplicativo S de R. Del Ejemplo 2.1.2 se
sigue que podemos suponer que S = R — U{p € A(I)} para cierto conjunto A(I) de
ideales primos de R. Por otro lado, del comentario anterior tendremos que una condicién
necesaria para que [ sea un ¢-(S)-ideal (resp. un %, s,5-(S)-ideal) es que q C U{p € A(])}
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para todo ideal primo q € M(I); y tendremos que una condicién necesaria para tener
la igualdad entre las potencias ordinarias y (S)-simbélicas de I es que q C U{p € A(I)}
para todo ideal primo q € Ass R/I. Asi, por ejemplo, para A(I) = M(I) siempre se
verifica la primera condicidn, y se verifica la segunda si y sélo si I carece de componentes
sumergidas (por ejemplo, si I es un ideal radical). Para A(J) = Ass R/I siempre se
verifican ambas condiciones. Y para A(I) = {p € V(I) tales que ht(p) = ht(I)}, se
verifica la primera condicién si y sélo si I es equidimensional, mientras que la segunda
se verifica si y sélo si I es puro en altura.

Examinemos la relacién entre las definiciones dadas. Sea I un ideal de un anillo
noetheriano R y sea S un sistema multiplicativo de R. En tal situacidn,

S(I™) = I" para todon >0

g

Sy Cc I paratodon >0 = Iesun s-(S)-ideal = I es un t-(S)-ideal

4 4 4
S(I") CcT* paratodon >0 => Iesun3-(S)-ideal => I esun?-(S)-ideal
f

S(I*) = I™ para todo n > 0

es decir, las nociones de t,7, s, 5-(S)-ideal se pueden entender como debilitaciones al pro-
blema de la igualdad entre las potencias ordinarias, (S)-simbdlicas y enteras asociadas
a un ideal I de un anillo noetheriano R. Més aiin, de hecho se tiene el siguiente lema
(Lema 2.1.9) que establece la estrecha relacién existente entre este problema y las condi-
ciones de normalidad y de 5-(S)-ideal. Concretamente se tendra que, el problema de la
igualdad entre las potencias ordinarias, (S)-simbélicas y enteras asociadas a un ideal I
se subdivide en tres problemas (problemas que analizaremos en la Seccién 5.2 mediante
propiedades del anillo graduado asociado a I): jes S~1I un ideal normal?, jes I un ideal
normal?, y jes I un 5-(S)-ideal?.

Un ideal I de un anillo R se dice que es normal si todas sus potencias son integramente
cerradas es decir, si I® = I™ para todo natural n. Del Lema 1.2.1.(e) se sigue que ser
normal es una propiedad local.

Lema 2.1.9 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multiplicativo
de R. En tal situacidn se tiene que:

(a) T C S(I™) para todo natural n si y sélo si S~1I es normal.

(8) S(I*) C T* para todo natural n si y sélo si I es un 5-(S)-ideal.

(c) I" = S(I™) = I™ para todo natural n si y sélo si I es normal e I es un 5-(S)-ideal.
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(d) Si S~'I es normal entonces, I* = S(I™) para todo natural n si y sélo si I* =
S(I™) = I para todo natural n.

Demostracién: Veamos el directo de (a). Sea n > 0, entonces (S™1I)" C (S-1I)» =
S-1(I") = §-1(I™) € S7Y(S(I™)) = S~1(I") = (S~'I)* (Lema 1.2.1). De donde se
sigue que (S—I)* = (S-11 )*. Es decir, S~ es normal. Reciprocamente, veamos que
si ™11 es normal entonces I* C S(I™) para todo natural n. Como que S~17 es normal
entonces tendremos que S™Y(I*) = (§1)" = (S-1I)* = S-1(I*) = S~!(I*). Luego
I"cT"Cc S~Y(I")NR=S"(I") N R = S(I"), como queriamos demostrar.

El apartado (b) lo demuestra McAdam [35, Cor. 1.6]. El apartado (c) es obvio por
(b) ¥ por la definicién de normalidad. El apartado (d) es consecuencia de (a). O

En las siguientes secciones se dardn ejemplos de t,1, s, 3-(S)-ideales, ejemplos de ide-
ales cuyas potencias ordinarias, simbdlicas y enteras coinciden, y se dardn ejemplos de
ideales para los que las implicaciones del diagrama anterior son equivalencias.

Examinemos, para finalizar esta seccidn, las potencias simbélicas de algunos ideales:
el ideal cero y el maximal, los ideales m-primarios, el nilradical, ideales de altura cero,
ideales primos de altura uno de dominios factoriales, ideales de la clase principal, ideales
interseccién completa, y los ideales irrelevantes de anillos graduados noetherianos.

Ejemplo 2.1.10 Sea m un ideal maximal de un anillo noetheriano R, y sea I un ideal
m-primario (por ejemplo, I = m). En tal situacién tendremos que para todo natural n
el ideal I™ es un ideal m-primario. Luego I™ = I(®), Es decir, las potencias ordinarias
y simbdlicas coinciden. En particular, los ideales m-primarios son t,%, s, 5-ideales. De
este ejemplo se sigue que, las propiedades de las potencias simbdlicas de un ideal I de
un anillo noetheriano R, y la condicién de que el ideal I sea un ideal de tipo lineal, son
condiciones que tendrdn escasa relacién (pues recuérdese que, el ideal maximal de un
anillo local noetheriano es un ideal de tipo lineal si y sélo si el anillo es local regular).

Ejemplo 2.1.11 Sea I = 0 el ideal cero de un anillo noetheriano R. Asf tendremos que
I™ = I = 0 para todo natural n, de donde se sigue que I{®) = (1) y que T* = r(0) para
todo natural n. En particular tendremos que I(®) C I para todo natural n, que I es un
3-ideal y que I es un #-ideal. Mientras que, en este caso tendremos que, I* = I(®) para
todo natural n si y sélo si I es un s-ideal si y sélo si I es un t-ideal si y sélo si I = I{1),
Es decir, si y sélo si R carece de componentes sumergidas, es decir, si y sélo si R verifica
la condicién de Serre (S1). Luego, el ideal cero de un anillo noetheriano siempre es un
1,5-ideal, mientras que es un s-ideal si y sélo si es un t-ideal si y sélo si el anillo verifica
la condicidn de Serre (S1).

Ejemplo 2.1.12 Sea R un anillo noetheriano y sea I = r(0). Luego existe un natural ng
tal que I™® = 0. En particular tendremos que I* = r(0) para todo natural n, de donde
se sigue que I(®) C T* para todo natural n, que I es un 5-ideal y que I es un I-ideal. Por
otro lado, como que I™° = 0 para cierto natural ng, entonces tendremos que, I* = I (n)
para todo natural n > ng si y sélo si I es un s-ideal si y sélo si I es un t-ideal si y sélo
si " = J(n0), Es decir, si y sélo si R carece de componentes sumergidas, es decir, si y
sélo si R verifica la condicién de Serre (S). Luego, el nilradical de un anillo noetheriano
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siempre es t,3-ideal, mientras que es un s-ideal si y sdlo si es un t-ideal si y sdlo si el
anillo verifica la condicion de Serre (Sy).

Ejemplo 2.1.13 Sea K un cuerpo y sea R el anillo noetheriano d-dimensional definido
por R= K[T,...,Tg41}/(T1 ... Ts) donde 1 < s < d. Sea I el ideal de R definido por
I=(M-...-T;)/(T1 - ...- T3) donde i < s. Obviamente [ es un ideal radical (que es
ideal primo si y sélo si ¢ = 1), de dimensién dim R/I = dim R, de altura At(I) =0 y con
primos minimales M(I) = Ass R/I = {yy,...,p;} donde p; = (T;)/(T1 - ...- T,) para
todo j. Veamos que I no es t-ideal, ni f-ideal, ni s-ideal, ni 5-ideal.

Demostracién: Demostremos, en primer lugar, que Im) = I para todo natural m.
Sea m un natural. En tal situacién, por definicién de potencia simbdélica tenemos que
I™) = {z € R tales que existe un s ¢ p; para todo j y tal que sz € I™}. Sea
ti =T /(Th-...-T;)laclasede Ty en R. Luegoz = t;-....4; € Im) pues s = tig1-.. . ts & p;-
paratodo j,ysz=t1-...-ti-tigz1-.. .t €M =(IT-.. .- TP Th-.... T) /(T -...- Ts).
De donde se sigue que I C I{™), Asi tendremos que I C I™) € I!) = I (pues I es un
ideal radical) y, por lo tanto, J (m) = I para todo m, como queriamos demostrar.

Como que I(™ = I para todo natural m, en particular tendremos que I™) C I*si y
sélo si I™ = I. Luego tendremos que las potencias dicas y simbdlicas de I no coinciden,
que I no es un s-ideal y que I no es un t-ideal. Por otro lado I = I (pues I es un ideal

.radical). De donde se signe que I™) C T7 si y sélosi I C I™ si y sélo si I® = I. Luego
tendremos que I{®) % T para todo natural n > 1, que I no es un 5-ideal y que I no es
un f-ideal. O

Ejemplo 2.1.14 Sea R un anillo noetheriano y sea I un ideal interseccién completa. Sea
S el sistema multiplicativo de R definido por S = R—U{p € Ass R/I}. En tal situacién,
del Teorema de Macaulay-Rees se sigue que S = R—U{p € Ass R/I"} para todo natural
n y, por lo tanto, tendremos que I™ = S(I"™) para todo natural n. En particular, si |
carece de componentes sumergidas entonces tendremos que I® = I() para todo n y, por
lo tanto, I es un t,1,s,5-ideal. Ejemplos de anillos e ideales en estas condiciones son los
ideales de la clase principal de los anillos Cohen-Macaulay, y los ideales primos de altura
uno de la clase principal de los dominios noetherianos (por ejemplo, los ideales primos
de altura uno de dominios factoriales noetherianos).

Ejemplo 2.1.15 Sea R un anillo noetheriano. Del ejemplo anterior se sigue que si
R es Cohen-Macaulay entonces, para todo ideal I de la clase principal se tiene que
I" = I(®) para todo natural n. Veamos que, en realidad, esta propiedad caracteriza
los anillos Cohen-Macaulay, de donde se seguird que en un anillo noetheriano R no
Cohen-Macaulay podremos garantizar la existencia de ideales de la clase principal cuyas
potencias ordinarias y simbdlicas no coincidan. Veamos, pues, que: un anillo noetheriano
R es Cohen-Macaulay st y sélo si para todo ideal I de R de la clase principal se tiene
que I™ = I™) para todo natural n.

Demostracidn: Unicamente hemos de ver el reciproco. Supongamos que para todo
ideal I de la clase principal de un anillo noetheriano R se tiene que I* = I(®) para
todo natural n. En particular tendremos que J = I(), luego I carece de componentes
sumergidas y, por lo tanto, para todo ideal primo p € M(I) = Ass R/I tendremos que
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ht(I) < ht(p) < p(I) = ht(I), es decir, I es puro en altura. Luego todos los ideales de la
clase principal de R son puros en altura, de donde se sigue que R es Cohen-Macaulay. O

Ejemplo 2.1.16 Sea A = ©n304ns un anillo graduado noetheriano generado por 4,
como Ap-dlgebra, y sea J el ideal de A definido por J = @n>14n. Sea S un sistema
multiplicativo de A formado por elementos homogéneos. Veamos que en tal situacién se
tiene que, J* = S(J") para todo natural n si y sélo si J es un s-(S)-ideal si y sélo si J
es un t-(S)-ideal.

Demostracién: Dado un sistema multiplicativo S de A formado por elementos ho-
mogéneos, consideremos el morfismo natural ¢ : A — S~ 4. Como que S es un sistema
multiplicativo homogéneo de ‘A, entonces tendremos que ¢ = @p>09n €s un morfismo
graduado de grado cero. Como que A estd generado por A; como Ap-dlgebra, entonces
tendremos que J' = @;>14; ¥, por lo tanto, S(J') = kerpo @ ... ® kerpi—y @ (®z>1A,)
para todo natural l. Luego, si m > n entonces se tendrd que, S(J™) C I" si y sdlo si
kerp; = 0 para0 < i < n—1,siysélosi S(J?) C J. De donde se sigue que J* = S(J?)
para todo n si y sélo si J es un s-(S)-ideal si y sélo si J es un ¢-(S)-ideal si y sélo si A
es libre de S-torsién (pues la S-torsién es el nicleo del morfismo de simetrizacién). O
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3 Comparacién de las topologias ddica, simbélica y
entera. Caracterizaciones de los t,t,s,s-(S)-ideales

En este capitulo se caracterizaran los ¢,, s, 5-(S)-ideales mediante desigualdades entre
alturas, dispersiones analiticas y dimensiones. También se daran caracterizaciones ho-
moldgicas usando, para ello, el functor 0-ésimo de cohomologia local y el functor Ext.

3.1 Conjuntos de primos asociados a un ideal

Ademads de los primos asociados y de los primos minimales, podemos considerar otros
conjuntos de ideales primos asociados a un ideal I de un anillo noetheriano R. Estos
conjuntos de divisores primos asociados al ideal (E(I), E(I), U(I), U(I), A*(), A (I) y
A(I)) han sido estudiados, entre otros autores, por Katz, McAdam y Ratliff en [29, 33,
34, 35, 36]. Su origen se encuentra en el desarrollo de teorias en las que se reemplaza el
papel que juegan los conjuntos Ass R/I (de los primos asociados al ideal I) y Z(R/I) =
U{p € Ass R/I} (de los divisores de cero), por los conjuntos I'(I) y U{p € ['(J)} (donde
T(I) es E(I), E(I), U(I), U(I), A*(I), & (I) o A(I)). De esta manera se obtienen las
nociones de sucesiones esenciales, u-esenciales y asintéticas, asi como las nociones de
grado esencial, u-esencial y asintético de un ideal (nociones que juegan, en estas teorias,
un papel andlogo al desempefiado por las sucesiones regulares y por la nocién usual del
grado de un ideal).

El objetivo de esta seccidn serd definir estos conjuntos de divisores primos asociados a
un ideal y dar una lista de algunas de las propiedades que verifican. El motivo que nos ha
conducido a la necesidad de desarrollar esta seccién es doble. En primer lugar, el hecho de
que estos conjuntos de ideales primos se denominen y noten de maneras distintas en cada
una de estas referencias. Y, en segundo lugar, la diversidad de resultados relacionados
con estos conjuntos de divisores primos. No se pretende dar una lista exhaustiva de
propiedades de estos conjuntos de ideales primos, sino que inicamente enunciaremos
aquellas que nos sean de utilidad en las siguientes secciones.

Sea I un ideal de un anillo noetherianc R. En tal situacién definimos los siguientes
conjuntos de divisores primos asociados al ideal I:
(a) Divisores primos persistentes, A*(I) = Ass R/I" para n >> 0.
(b) Divisores primos asintdticos, A (I) = Ass R/T* para n >> 0.

(¢) Divisores primos esenciales (o quintaesenciales), E(I) = {p € V() tales que existe
z € Ass Ry con pR; minimal de IRy + z}.

(d) Divisores primos €-esenciales (o quintasintéticos), E(I) = {p € V(I) tales que
existe z € Min Ry con pRj minimal de /Ry + z}.

() Divisores primos u-esenciales, U(I) = {pN R con pe E(t~R(I))}.
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(f) pivisoms primos T-esenciales, U(I) = {pN R con p € E(t-1R(I))}.

Lema 3.1.1 ([33, (1.5), (3.9)] y [35, (0.1)]). Sea I un ideal de un anillo noetheriano R.
En tal-situacion se tiene que:

(a) A*(I) estd bien definido y A*(I) C A(I) := |5, Ass R/I™.

(b) A (I) estd bien definido y U(I) = A" (I) = UnsoAss R/T7.

Lema 3.1.2 ([29, (2.11)]). Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. Supongamos que

para todo ideal mazimal m € V(I) el anillo Ry, carece de componentes sumergidas. En
tal situacidn se tiene que U(I)=U(I).

.Lema 3.1.3 ([29, (2.3), (2.5)], [33, (1.5)] ¥ [35, (2.1)]). Sea I un ideal de un anillo
noetheriano R. En tal situacion se tiene que los conjuntos M(I), E(I), E(I), U(I),
T(I), A*(1), 71"(1) y A(I) son todos ellos conjuntos finitos y, la relacidn entre ellos es
M(I)cE(I)c E)nA" () CEI)UA (I) cUWI) c A*(J) c A(I) C V(I).

Lema 3.1.4 ([29, (2.2.4), (2.5.1)] ¥ (35, (3.4)]). Sea I un ideal de un anillo noetheriano
R y sea T un sistema multiplicativamente cerrado de R. Notemos por I'(I) cualquiera
de los conjuntos de ideales primos E(I), E(I), U(I), U(I). En tal situacidn se tiene que
D(T'I)={T"'p conp € T'(J) tal que pNT = B}.

Lema 3.1.5 ([29, (2.2.5), (2.5.2)] y [35, (3.4)]). Sea I un ideal de un anillo noetheriano
R. En tal situacidn se tiene que:

(a) p € E(I) (resp. p € U(I)) si y sdlo si existe z € Ass R con z C p y tal que
p/z € E((I +2)/2) (resp. p/z e U((I+ 2)/2)).

() p € E(I) (resp. p € U(I)) si y solo si existe z € Min R con z C p y tal que
p/z €E((I+2)/z) (resp. p/z € U((I + 2)/z)).

Lema 3.1.6 ([29, (2.2.6), (2.5.3)] y [35, (3.6)]). Sea R — A una eztensién fielmente
plana de anillos noetherianos. Sea I un ideal de R. Notemos por I'(I) cualguiera de
los conjuntos de ideales primos E(I), E(I), U(I), U(I). En tal situacidn se tiene que
T(I) = {p* NR con p* € T(IA)}. Ademds, si p € I'(I) yp" es un primo minimal de pA,
entonces p* € ['(IA). En particular, si (R, m) es un anillo local noetheriano entonces
m € I'(I) si y sdlo si mR* € T'(IR*).

Lema 3.1.7 ([29, (2.2.7), (2.5.4)] y [35, (3.8)]). Sea R C A una estensidn finita (es
decir, entera y finito generada) de anillos noetherianos. Sea I un ideal de R. En tal
siluacion se tiene que:
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(a) SinN A € Ass R para todo n € Ass A, entonces E(I) = {p* N R con p* € E(IA)}
yU(I) = {p* NR con p* € U(IA)}.

(b) SinNA € Min R para todo n € Min A, entonces E(I) = {9*NR con p* € E(I4)}
y U(I) = {p* N R con p* € U(1A)}.

Lema 3.1.8 (Teorema de Burch-McAdam (33, (4.1)]). Sea I un ideal de un anillo
noetheriano R y sea p € V(I) un ideal primo de R tal que hi(p) = I(IRp). En tal
situacidn se tiene que p € U(I). El reciproco es cierto si Rp es quasi-unmized.

Recuérdese que un anillo local noetheriano (R, m) se dice que es quasi-unmized (resp.
unmized), si dim(R* /z) = dim R* para todo primo minimal z € Min R* (resp. para todo
primo asociado z € Ass R*). Y que un anillo noetheriano R se dice que es localmente
quasi-unmized (resp. localmente unmized), si para todo primo p de R el anillo local Ry
es quasi-unmixed (resp. unmixed).

3.2 Potencias simbélicas y grupos 0-ésimos de cohomologia local

El objetivo de esta seccién es establecer los lemas necesarios (Lema 3.2.1 y Lema 3.2.3),
que nos permitiran relacionar las filtraciones ddica, (S)-simbdlica y entera asociadas a
un ideal I de un anillo noetheriano R, con la anulacién de ciertos morfismos naturales
entre grupos 0-ésimos de cohomologia local.

Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situacién, definimos el functor
I-torsién, T'r(-) : R-Mod — R-Mod, como I';(M) = {z € M tales que existe un natural
ncon I"z = 0} = |J,54(0 : I"*)s. El functor I-torsién es un functor covariante, aditivo
y exacto por la izquierda. Luego podemos considerar sus derivados por la derecha. Asi,
se define el i-ésimo functor de cohomologia local respecto del ideal I, Hi(-) : R-Mod —
R-Mod, como el i-ésimo functor derivado por la derecha del functor I-torsién.

Sea M un R-médulo. A través del isomorfismo canénico (0 : ")y = Hompgp(R/I", M)
se tendré que los morfismos naturales R/I"*! — R/I™ inducen un sistema inductivo en
(0 : I")pr. De donde se sigue que podemos pensar el functor I-torsién I'y(M) como
Tr(M) =U,>0(0: I")p = lim,, , Homg(R/I", M)y, por lo tanto, para todo R-mdédulo
M tendremos que Hi(M) = R'TH(M) = lim, , ExtL(R/I", M).

Veamos cémo podemos expresar el grupo 0-ésimo de cohomologia local HY(R/J).

Dados I y J dos ideales de R entonces, por definicién, J : (I} = U,sq(J : I").
Luego de la definicién de cohomologia local se sigue que, H}(R/J) = U,50(0 : I*)r/s =
(Unso(d = I™))/J = (J : (I))/J. Por otro lado, por el Lema 2.1.5.(a) tenemos que, si
J=iN...NQ-NQrp1N...NQ, es una descomposicién primaria reducida del ideal J
con I C r(Q;) parar+1<i<s,entonces J:{(J) =@Q1N...NQ,. Luego J : (I) = S(J)
siendo S es el sistema multiplicativo definido por S = R— U{p € Ass R/J con I ¢ p}.
De donde se sigue que H}(R/J) = (J : {I))/J = S(J)/J.
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Lema 3.2.1 Sean I, C I, dos ideales de un anillo noetheriano R y sea I un ideal de R.
En tal situacion, las siguientes condiciones son equivalentes:

() L - (I) C I.
(#) Existe un ideal J de R con I, C J C I tal que HY(R/J) = 0.
(iii) El morfismo natural H}(R/I5) = HY(R/I;) es el morfismo cero.

Demostracién: Veamos, en primer lugar, que (i) implica (ii). Para ello tomemos J
el ideal J = I3 : (I). Por definicién de I : (I) tenemos que I, C I : (I), mientras
que, por hipétesis, tenemos que Iz : (I) C I;. Luego I, C J C I;. Veamos que
HY(R/J) = 0. En general tenemos que, (I, : (I}) : (I} = I, : {I) (pues, obviamente,
Ip: (I) C (12 : (1)) : () y, ademds, si z € (I : () : {I) entonces existird un natural n
tal que zI™ C I : {I), luego existird un natural m tal que zI*I™ C I, y, por lo tanto,
z € I : (I)). Asi tenemos que J : (I) = J y, como que H}(R/J) = (J : {I))/J, entonces
HXR/J)=(J:({I))/J = J/J =0, como querfamos demostrar.

Veamos que (ii) implica (iii). Supongamos que existe un ideal Jde Recon I, C J C I
y tal que H)(R/J) = 0. Como que I, C J C I, entonces podemos factorizar el morfismo
natural R/Is = R/I} por R/I = R/J = R/I;. Aplicando el functor HY(-) tendremos
que el morfismo natural H}(R/I;) = HY(R/I,) factoriza por H}(R/I;) = HYR/J) -
HY(R/I). Luego HY(R/I) = HY(R/I,) es el morfismo nulo.

Para concluir la demostracién hemos de ver que (iii) implica (i). Supongamos (iii).
Por hipétesis tenemos que el morfismo natural H}(R/L;) — HY(R/I,) es el morfismo
cero. Luego el morfismo (I : (I))/I2 = (I1 : (I})/I1 es el morfismo cero. De donde se
sigue que I : (I) C I, con lo que se concluye la demostracién del lema. O

Comentario 3.2.2 Obsérvese que I : {I) es el mds pequefio ideal de R verificando
(ii) pues, si J es un ideal de R tal que I, C J C I y tal que HJ(R/J) = 0, entonces
tendremos que (J : {(I))/J = H?(R/J) = 0, luego J : (I) = J y, como que I C J,
entonces I : (I) C J : (I) = J.

Analicemos el caso particular del Lema 3.2.1 en el que /] = m. Para un sistema
multiplicativo S de un anillo local noetheriano (R, m) se tiene que, mN S # @ si y sélo si
S es no trivial (es decir, si y sélo si S contiene elementos no invertibles del anillo).

Lema 3.2.3 Sean I, C I; dos ideales de un anillo local noetheriano (R,m). En tal
situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Eziste un sistema multiplicativo S de R con mN S # @ tal que S(I3) C 1.
(i) Iy : (m) C Ir.
(i%) Eriste un ideal J de R con I, C J C I tal que HY(R/J) = 0.
(iv) El morfismo natural H3(R/I,) = H3(R/1,) es el morfismo cero.

Mds aiin, se puede tomar como sistema multiplicativo S = R — U{p € Assg R/I; con
p # m}. Luego, en el caso particular en que ht(l3) = dim R—1, entonces se puede tomar
como sistema multiplicativo S = R — U{p € M(I2)}.
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Demostracidn: La equivalencia entre las condiciones (ii), (iii) y (iv) se sigue de aplicar
el Lema 3.2.1 al ideal I = m. Veamos, pues, la equivalencia con (i).

Demostremos que (i) implica (ii). Supongamos que existe un sistema multiplicativo
S de R con mNS # @ tal que S(J2) C I;. Como que mN.S # @, entonces S(I2) contendra
la interseccidén de todas las componentes primarias de I» que no son m-primarias. Por el
Lema 2.1.5.(a) tenemos que I : (m) es la interseccién de las componentes primarias de
I que no son m-primarias. Luego I> : {m) C S(I2) y, por lo tanto, I2 : (m) C ;.

Reciprocamente, supongamos (ii) y demostremos (i). Sea S el sistema multiplicativo
de R definido por S = R — U{p € Assg R/I> con p # m}. De nuestra eleccién de S se
sigue que SNm # @ y, del Lema 2.1.5.(a) se sigue que S(I2) = Iz : (m). Luego existe
un sistema multiplicativo S de R con mN S # @ tal que S(Iz) C I}, como queriamos
demostrar.

De la demostracién de la equivalencia entre las condiciones (i) y (ii) se sigue que si se
verifica la condicidn (i) para un sistema multiplicativo, entonces también se verificard para
el sistema multiplicativo S = R—U{p € Assrp R/I; con p # m}. En el caso particular en
que ht(I;) = dim R— 1, entonces M (I2) C Assg R/I> C V(I2) = M(I2) U {m}. Luego S
es el sistema multiplicativo definido por el complementario de los primos minimales de
I, con lo que se concluye la demostracién del lema. O

Como corolario del Lema 3.2.3 se tiene que:

Corolario 3.2.4 Sean I, C I; dos ideales m-primarios de un anillo local noetheriano
(R,m). En tal situacién, HY(R/I2) = HS(R/I1) nunca es el morfismo cero.

Demostracién: Supongamos que HS(R/I2) = HY(R/11) es el morfismo cero. En tal
situacién, del Lema 3.2.3 se seguird que S(I2) C I donde S = R—U{p € Assgr R/I>
con p # m}. Como que I, es m-primario, entonces Assg R/ = {m} y, por lo tanto,
tendremos que S = R. En particular 0 € S, luego S™!R = 0, de donde se sigue que
S(I2) = R. Por lo tanto I} = R, lo cual es absurdo. O

3.3 Potencias simbdlicas y el functor Ext

El objetivo de esta seccidn es establecer una primera relacién entre las filtraciones ddica,
(S)-simbélica y entera asociadas a un ideal I, y ciertos morfismos naturales entre func-
tores Ext. El resultado principal que se establecerd en esta seccién es el Lema 3.3.3
que nos caracterizard cuindo ciertos morfismos naturales entre functores Ext son los
morfismos nulos. Asi, mientras que del Lema 3.2.3 obtendremos caracterizaciones de
los t,,s,5-(S)-ideales en términos de la cohomologia local, del Lema 3.3.3 deduciremos
caracterizaciones homoldgicas de los t,1, s, 3-(S)-ideales mediante el uso del functor Ext.
La clave de la demostracién del Lema 3.3.3 son propiedades bésicas del functor Ext y
el Lema 3.3.2 (que nos da un criterio homoldgico para la anulacién de un médulo finito
generado y de longitud finita).

A diferencia de la seccién anterior, los resultados que obtendremos no se estableceran
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para anillos noetherianos arbitrarios pues, la necesidad de usar el Lema 3.3.2 para su
demostracién nos conducird a trabajar con anillos para los que exista un médulo finito
generado, de dimensién inyectiva finita, y maximal Cohen-Macaulay (es decir, un médulo
Cohen-Macaulay con dimensién de Krull la dimensién del anillo). Empecemos, pues,
recordando algunos aspectos relativos a la existencia de tales médulos.

La existencia de mddulos finito generados de dimensidn inyectiva finita estd garanti-
zada en los anillos Cohen-Macaulay pues se tiene que, un anillo noetheriano R es Cohen-
Macaulay si y sdlo si existe un R-mddulo finito generado N de dimensidn inyectiva finita,
(Conjetura de Bass, [7, Cor. 9.6.2]). Mientras que la condicién maximal Cohen-Macaulay
se puede garantizar, por ejemplo, para el médulo canénico pues [7, (3.3.1)], si N es un
R-médulo finito generado sobre un anillo local Cohen-Macaulay (R, m), entonces N es el
médulo candnico de R si y solo si N es maximal Cohen-Macaulay, de dimensién inyectiva
finita y tal que ranks Ext®(k, N) =1 (donde k = R/m es el cuerpo residuo de R).

Asi, la existencia de un mddulo finito generado N maximal Cohen-Macaulay y de
dimensidn inyectiva finita sobre un anillo local noetheriano (R, m) se puede garantizar,
por ejemplo, si R es anillo Cohen-Macaulay con médulo canénico y, en tal caso, podemos
escoger N = Kp el médulo candnico de R, (por ejemplo, N = R si R es Gorenstein). En
general [61], la existencia de un tal N no implica la existencia del médulo canénico Kpg.

Comentario 3.3.1 Usaremos la siguiente notacién. Sea (R, m) un anillo local noethe-
riano. En tal situacidn, si existe, notaremos por Ng a cualquier R-mddulo finito generado
maximal Cohen-Macaulay de dimensién inyectiva finita. Y si R es un anillo noetheriano
entonces, si existe, notaremos por Ng cualquier R-mddulo finito generado de dimensién
inyectiva finita tal que {INg)p sea un Rp-médulo maximal Cohen-Macaulay para todo
ideal primo p de R. (Por ejemplo, si R es Cohen-Macaulay con médulo canénico Kg,
entonces podemos escoger Ng = Kg. En particular, si R es Gorenstein entonces podemos
escoger Nr = R).

Lema 3.3.2 Sea (R,m) un anillo local noetheriano d-dimensional, y sean M y N dos
R-mddulos finito generados no nulos. En tal situacion se tiene que:

(a) Exth(M,N) =0 para todo i < depthy, N — dim M.

(b) Supongamos que N tiene dimensidn.inyectiva finita. En tal situacion, depthy, R =
depth,, M + sup{i > 0 tales que Extr(M,N) # 0}.

(c) Supongamos que N tzene dimensidn inyectiva finita y que M es de longitud finita.
En tal situacion, Exts(M,N) =0 si y sélo si M = 0.

Demostracién: El apartado (a) es un resultado de Ischebeck [32, Th. 17.1], y (b)
se demuestra en [43]. Veamos (c). El reciproco es obvio. Demostremos el directo.
En primer lugar obsérvese que, por hipétesis, N es un R-mdédulo finito generado de
dimensién inyectiva finita, luego R es Cohen-Macaulay (Conjetura de Bass, [7, Cor.
9.6.2]) v, por lo tanto, depth R = d. Supongamos que M # 0. Entonces tendremos que
0 #£ AssR M C Supp M C {m}. Luego depth,, M = 0 de donde, aplicando (b) se sigue
que Ext§(M,N) #0. O
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Lema 3.3.3 Sean Iy C I, ideales de un anillo local noetheriano d-dimensional (R, m).
Supongamos que eriste Ng un R-médulo finito generado mazimal Cohen-Macaulay de
dimension inyectiva finita. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Eziste un sistema multiplicativo S de R con mN S # @ tal que S(I2) C L.
(ii) I : (m) C I;.
(iti) Eziste un ideal J de R con I, C J C I tal que Ext&(R/J,Ng) =0
(iv) El morfismo natural Exth(R/I;, Nr) — Ext&(R/Iz, NR) es el morfismo cero.

Mds atin, se puede tomar como sistema multiplicativo S = R — U{p € Assp R/I5 con
p # m}. Luego, en el caso particular en que ht(I;) = dim R—1, entonces se puede tomar
como sistema multiplicativo S = R—U{p € M(I2)}.

Demostracidn: La equivalencia entre las condiciones (i) y (ii) vale en general y ya se
ha demostrado en el Lema 3.2.3. Veamos, pues, la equivalencia entre las condiciones (i),
(iii) y (iv).

Demostremos, en primer lugar, que (i) implica (iil). Supongamos (i). Sea J el ideal
de R definido por J = S(I2). Obviamente I; C J mientras que, por hipétesis, tenemos
que J C I;. Luego I, C J C I;. Veamos que Ext%(R/J, Ng) = 0. Como que SNm # 0,
entonces tendremos que J es un idealde Rtal que m ¢ Assp R/J. Luego depthy,, R/J > 0
y, por lo tanto, Ext%(R/J, Nr) = 0 (Lema 3.3.2.(b)), como querfamos demostrar.

Veamos que (iii) implica (iv), (implicacién que es un hecho general que no depende de
las h1potes1s del lema). Supongamos que existe un ideal J de R con I C J C I; tal que
ExtR(R/ J,Ng) = 0. Como que I, C J C I, entonces podemos factorizar el morfismo
natural R/I; = R/I; por R/I, — R/J — R/I. Aphca.ndo el functor ExtR( ,NR)
tendremos que el morfismo natural ExtR(R/Il,NR) — Ext&(R/I3, Ng) factoriza por
Ext%(R/I;, Nr) = Ext&(R/J, Nr) = Ext%(R/Iz, Ng). Luego es el morfismo nulo.

Para concluir la demostracién del lema veamos que (iv) implica (i). Supongamos
(iv) y demostremos (i). Consideremos el sistema multiplicativo S de R definido por
S =R—U{p € Assp R/I> con p # m}. De nuestra eleccién de S se sigue que Snms# 0.
Para finalizar la demostracién hemos de ver que S(I2) C I;.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones exactas cortas

0 0

4 4
L) I, - L/lh - 5L+S)/SIk) = 0
{ {

*— O

0 - I1nS

< —~

0 — S(I2)/ I, = R/, = R/S(I2) - 0
i ! X3

0 - nh+S(I)/h - R/L = R/I; + S(I2) - 0
{

+ +
0 0 0

Del Lema 3.3.2.(b) se sigue que Ext&'(-,Ng) = 0. Luego, aplicando el functor
Exth(-, Ngr) a este diagrama conmutativo de sucesiones exactas cortas, obtendremos el
siguiente diagrama conmutativo de sucesiones exactas largas
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1 1

0 + . Ext}(S(l2)/I2, Ng) —~ Exth(R/I;,Ng) +
1 1

0 +« Ext}(h+S(L)/I,Nr) « Exth(R/Ii,Nr) «
) 1)

«— Ext& (I nS(L)/I2,Ng) +
T

Sea p € V(I2) — {m}. De la definicién de S se sigue que (S(Z2))p = (J2)p. Luego
I} N S(I2)/I; es un R-médulo finito generado con soporte en el maximal y, por lo tanto,
es un R-mddulo de dimensién de Krull dim(f; N S(12)/I2) = 0. Por otro lado, como que
Np es maximal Cohen-Macaulay, en particular tendremos que depthy,, Nz = d. Luego,
aplicando el Lema 3.3.2.(a) se sigue que Ext%*(Iy N S(l2)/ Iz, Nr) = 0. De donde, de
la exactitud de la primera columna del diagrama conmutativo se sigue que el morfismo
Ext% (I + S(I2)/I1, Nr) = Ext%(S(I2)/ Iz, NR) es inyectivo.

Por otro lado, por hipétesis, el morfismo Ext§(R/I1, Nr) — Ext4(R/Is, Ng) es €l
morfismo cero. Luego, de la exactitud del diagrama conmutativo tendremos que también
lo serd el morfismo Exth (I + S(I2)/ 11, Ng) = Ext%(S(L2)/ Iz, Ng).

Asi tenemos que Ext%(h + S(12)/1,Ng) =0.

Para un ideal primo p € V(I3) — {m} tenemos que (5(12))p = (f2)p C (I1)p. Luego
el R-médulo I + S(I2)/I1 es un R-médulo finito generado de longitud finita. Como
que Ext$(Iy + S(I2)/I1, Ng) = O entonces, aplicando el Lema 3.3.2.(c) se sigue que,
Iy + S(I2)/1; = 0. Por lo tanto S(I3) C Iy, con lo que se concluye la demostracién de
(iv) implica (i). Luego las condiciones (i), (i), (iii} y (iv) son equivalentes.

De la demostracién de la equivalencia entre las condiciones (i), (ii), (iii) y (iv) se
sigue que si se verifica la condicién (i) para un sistema multiplicativo, entonces también
se verificard para el sistema multiplicativo S = R — U{p € Assp R/l con p # m}. En
el caso particular en que ht(l3) = dim R — 1, entonces M (I3) C Assgp R/I. C V(I3) =
M(I;) U {m}. Luego S es el sistema multiplicativo definido por el complementario de los
primos minimales de I2, con lo que se concluye la demostracién del lema. O

Comentario 3.3.4 Obsérvese que del Comentario 3.2.2 se sigue que I : (m) es el més
pequefio ideal de R verificando (iii).

Comentario 3.3.5 Veamos una demostracién alternativa del Lema 3.3.3 en el caso en
que (R, m) sea un anillo Cohen-Macaulay con médulo canénico Kg. Como en la de-
mostracién anterior, el problema reside en demostrar que (iv) implica (i). Supongamos
que (R, m) es Cohen-Macaulay con médulo candénico Kr. En tal situacién tendremos
que el médulo Ng descompone en una suma directa finita de copias isomorfas al médulo
canénico K (véase [56]). Por lo tanto, en este caso, basta con demostrar que si el mor-
fismo natural Ext&(R/ I, Kr) = Ext%(R/ I, Kr) es el morfismo cero, entonces existe un
sistema multiplicativo S de R con mNS # @ tal que S(I;) C I1. Sea E = E(R/m) laenvol-
vente inyectiva del cuerpo residual de R. Como que ¢l dual de Matlis ()Y = Homg(., E)
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es un functor fiel entonces tendremos que, Ext%(R/I1, Kr) = Ext&(R/Is, Kr) es el mor-
fismo cero si y sélo si Ext4(R/Is, Kr)Y — Ext&4(R/I, Kr)Y es el morfismo cero. Por
otro lado, como que existe Kr entonces R es un anillo Cohen-Macaulay cociente de un
Gorenstein [7, Th. 3.3.6]. Luego se tiene un isomorfismo functorial Ext(-, Kg)¥Y =
HS(-), [7, Cor. 3.5.9]. Luego Ext&(R/I1, Kr) — Ext%(R/I2, Kg) es el morfismo cero
si y sélo si HY(R/I;) — HY(R/I) es el morfismo cero. Aplicando el Lema 3.2.3 se
concluye la demostracién.

Como corolario del Lema 3.3.3 se tiene que:

Corolario 3.3.6 Sean I, C I, dos ideales m-primarios de un anillo local noetheriano
d-dimensional (R, m). Supongamos gque eriste N un R-mddulo finito generado marimal
Cohen-Macaulay de dimensidn inyective finita. En tal situacidn, Exth(R/Il,NR) —
Eth(R/Iz, NRg) nunca es el morfismo cero.

Demostracidn: Supongamos que Ext%(R/I1, Nr) — Ext&(R/ Iz, Ng) es el morfismo
cero. En tal situacién, del Lema 3.3.3 se seguird que S(I;) C Iy donde S= R—U{p €
Assp R/I, con p # m}. Como que I, es m-primario, entonces Assg R/I; = {m} y, por
lo tanto, tendremos que S = R. En particular 0 € S, luego S~ R = 0, de donde se sigue
que S(I2) = R. Por lo tanto I) = R, lo cual es absurdo. O

3.4 Equivalencia de topologias

Las nociones de 1,7-(S)-ideal tienen su origen en la comparacién de las topologias de-
finidas por las filtraciones ddica, (S)-simbdlica y entera. Asi, estas nociones se pueden
entender dentro del contexto general estudiado en el Capitulo 1y, por lo tanto, tendremos
unas primeras caracterizaciones de cudndo un ideal es un ¢,%-(S)-ideal al aplicar los
resultados expuestos en las secciones 1.1 y 1.2 (y, para los primos ¢-ideales, al aplicar
los resultados expuestos en la Seccién 1.7). Para ello basta con tener presente que un
ideal I es un ¢-(S)-ideal (resp. un #-(S)-ideal) si y sélo si la I-filtracién {S(I?)}n>0 es
una t-I-filtracién (resp. una I-I-filtracién). El objetivo de esta seccién es dar nuevas
caracterizaciones de los ¢,%-(S)-ideales.

e Caracterizaciones via alturas y dimensiones:

Teorema 3.4.1 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I es un t-(S)-ideal.
(ii)) SC R—U{pe E(I)}.

(i#i) dim R} /(IR5+z) > 0 para todo q € V(I) con qNS # B y para todo primo asociado
z € Ass Rg.
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(iv) dim Ry /(IRy+ z) > 0 para todo q € E(I) con qNS # B y para todo primo asociado
z € Ass Rg.

Demostracion: La equivalencia entre (i) y (ii) la demuestra McAdam [35, Th. 1.2].
Obviamente (jii) implica (iv). Ademds, de la definicién de E(I) se sigue que, p € E(I) si
y sblo si existe z € Ass I-Bp con ht(IRy + z) = dim R} (pues un ideal de un anillo local
tiene al maximal como pnmo minimal si y sélo si el ideal tiene altura la dimensién del

anillo). Es decir, si y sélo si dim Ry;/(IRy +2) = 0. Luego las condiciones (ii), (iii) y (iv)
son equivalentes. O

Teorema 3.4.2 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) I es un t-(S)-ideal.
(i) SCR-U{pe E(}.

(#i) dim Ry /(IRg +2) > 0 para todo q € V(I) con qNS # B y para todo primo minimal
z € Min Ry

(iv) dim Rg/(IRj+z) > 0 para todo q € E(I) con qNS # @ y para todo primo minimal
- ZE Mzn R*

Demostracién: McAdam [35, Th. 1.5] demuestra la equivalencia entre las condiciones

(i) y (ii). Ademas, de la definicién de E(I) se sigue que, p € E(I) si y sélo si existe z €

Min Ry con ht(IR; +z) = dim Ry si y s6lo si existe z € Min Ry tal que dim Ry /(IRp +
z)=0. De donde se sigue la equivalencia entre las condiciones (ii), (iii) y (iv). O

Teorema 3.4.3 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano (R, m). En tal situacidn,
las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Eriste un sistema multiplicativo S de R conmNS # 0 tdl que I es un t-(S)-ideal.
(i) {I" : (m)}n>0 es una t-I-filtracion.
(i1i) dim R* /(IR* + z) > 0 para todo primo asociado z € Ass R*.

Y, en el caso particular en que ht(I) = dimR — 1, entonces las condiciones anteriores
también son equivalentes a:

(iv) I es un t-ideal.

Demostracidn: Antes de demostrar el teorema recordemos cémo podemos interpretar
la filtracién {I" : (m)}n3>0 como una filtracién simbdlica. Para ello consideremos el
sistema multiplicativo T de R definido por T = R — U{p € A(J) con p # m}. Del
Lema 2.1.5 se sigue que T'(I") = I™ : (m) para todo natural n > 0. Luego, por definicién
tendremos que, {I” : (m)}n>0 es una ¢-I-filtracién (resp. una %, s, 5-I-filtracién) si y sélo
si I es un t-(T)-ideal (resp. un %, s,5-(T)-ideal).

Demostremos el teorema. :

Veamos, en primer lugar, que (i) implica (ii). Supongamos que existe un sistema
multiplicativo S de R con mN S # @ tal que I es un ¢-(S)-ideal. Luego para todo natural
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n existird un natural m tal que S(I™) C I". Obviamente podemos suponer que m > n.
Aplicando el Lema 3.2.3 a los ideales Jo = I™ C I™ = I tendremos que I™ : (m) C I™.
Luego, para todo natural n existe un natural m tal que I™ : (m) C I". Es decir, por
definicién, {I™ : (m)}n>0 es una t-I-filtracién. Luego (i) implica (ii).

Veamos que (ii) implica (iii). Sea T el sistema multiplicativo de R definido por
T = R—U{p € A(I) con p # m}. Por hipétesis tenemos que {I" : (m)}n>o es una t-I-
filtracién. Luego I es un t-(T")-ideal. Ademds, de la definicién de T se sigue que mNT # @.
Luego, aplicando el Teorema 3.4.1 a 4 = m tendremos que dimR*/(JR* + z) > 0 para
todo primo asociado z € Ass R*, como queriamos demostrar.

Demostremos que (iii) implica (i). Consideremos el sistema multiplicativo S de R
definido por S = R —U{p € E(I)}. Del Teorema 3.4.1 se sigue que I es un t-(S)-ideal.
Ademas, por hipétesis se tiene que, para todo primo asociado z € Ass R* el ideal IR* +z
no es m*-primario. Luego m & E(I) y, por lo tanto, mN .S # 0.

Luego, las condiciones (i), (ii) y (iii) son equivalentes. Demostremos la equivalencia
con (iv).

De la demostracién de la equivalencia entre las condiciones (i), (i1) y (iii) se sigue que
siempre podemos tomar como sistema multiplicativo S el sistema R—U{p € A(I) con p #
m}. En el caso particular en que ht(J) = dim R—1 entonces M(I) C V(I) = M(I)U{m}
y, por lo tanto, podemos tomar como sistema multiplicativo S el complementario de los
primos minimales de I, de donde se sigue la equivalencia con (iv). D

Teorema 3.4.4 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano (R, m). En tal situacién,
las sigutentes condictones son equivalentes:

(i) Eriste un sistema multiplicativo S de R con mN S # @ tal que I es un 1-(S)-ideal.
(ii) {I" : (m)}n>0 es una i-I-filtracion.
(iii) dim R* /(IR* + z) > 0 para todo primo minimal z € Min R*.

Y, en el caso particular en que ht(I) = dim R — 1, entonces las condiciones anteriores
también son equivalentes a:

(iv) I es un t-ideal.

Demostracién: Demostremos que (i) implica (ii). Supongamos que existe un sistema
multiplicativo S de R con mN S # @ tal que I es un #-(S)-ideal. Luego para todo n existe
un m > n tal que S(/™) C I*. Aplicando el Lema 3.2.3 alosideales L =I" C TP = I
tendremos que I : {m) C T, Luego tenemos que, para todo natural n existe un natural
m tal que I™ : (m) C I". Es decir, por definicién, {I” : (m)}n>0 es una I-I-filtracién,
como queriamos demostrar.

Veamos que (ii) implica (iii). Por hipétesis tenemos que {I* : (m)},>0 es una I-I-
filtracién. Luego I es un ?-(T')-ideal donde T es el sistema multiplicativo T = R—-U{p €
A(I) con p # m}. De la definicién de T se sigue que mNT # @. Luego, aplicando el
Teorema 3.4.2 a g = m tendremos que dim R*/(IR* + z) > 0 para todo primo minimal
z € Min R*.

Demostremos que (iii) implica (i). Sea S de el sistema multiplicativo S= R-U{p €
E(I)}. Del Teorema 3.4.2 se sigue que I es un #-(S)-ideal. Por otro lado, por hipdtesis
se tiene que para todo primo minimal z € Min R* el ideal IR* + 2 no es m*-primario.
Luego m ¢ E(I) y, por lo tanto, mN S # 6.
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Ademis, de la demostracién se sigue que podemos tomar como sistema multiplicativo
S el sistema R —U{p € A(J) con p # m}. Luego, en el caso particular en que ht(I) =
dim R — 1 entonces podemos tomar como sistema multiplicativo S el complementario de
los primos minimales de I. De donde se sigue la equivalencia con (iv). D

Como corclarios de estos teoremas se tiene que:

Corolario 3.4.5 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situacidn, I es un
t-ideal (resp. uni-ideal) si y sélo si M(I) = E(I) (resp. M(I) = E(I)).

Demostracidn: En este caso tenemos § = R — U{p € M(I)}. Notemos por I'(I)
cualquiera de los conjuntos de primos E(I), E(I). Como siempre se tiene que M(I) C
T'(I) entonces, S C R—U{p € I'(I)} si y sélo si M(I) = I'(I). Aplicando el Teorema 3.4.1
(resp. el Teorema 3.4.2) se concluye la demostracién. O

Corolario 3.4.6 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. Supongamos que Ass Ry = Min Ry para todo ideal primo p € V(I) con
pNS # 0. En tal situacién, I es un t-(S)-ideal si y sélo si I es un t-(S)-ideal.

Demostracién: Basta con aplicar la equivalencia entre las condiciones (i) y (iii) de los
teoremas 3.4.1y 3.4.2. O

Corolario 3.4.7 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. Supongamos que Ry tiene un dnico primo minimal para todo ideal primo
p € V(I) conpNS # 0. En tal situacion se tiene que I es un T-(S)-ideal.

Demostracién: Basta con aplicar la equivalencia entre las condiciones (i) y (iii) del
Teorema 3.4.2. O

Y, como casos particulares de los corolarios anteriores tendremos que, si I es un ideal
de un anillo noetheriano R y si S es un sistema multiplicativo de R entonces :

(a) Si R es un anillo localmente unmixed (por ejemplo un anillo Cohen-Macaulay)
entonces, I es un t-(S)-ideal si y sélo si I es un 2-(S)-ideal. (Corolario 3.4.6).

(b) Si R es un anillo localmente analiticamente no ramificado entonces, I es un ¢-(S)-
ideal si y sélo si I es un #-(S)-ideal. (Corolario 3.4.6).

(c) Si R es un anillo localmente analiticamente primario (es decir, si para todo ideal
primo p de R el ideal cero del anillo local Ry es un ideal primario), entonces para
todo ideal primo p de R los conjuntos Ass Ry y Min Rj coinciden y tienen un
tnico elemento. Por lo tanto, todo ideal I de R es un t-(S)-ideal y un #-(S)-ideal.
(Corolarios 3.4.6 y 3.4.7).

(d) Si Res un anillo tal que para todo ideal primo p de R el anillo local Ry es un
dominio (por ejemplo, si R es un anillo regular, por ejemplo, si R es un anillo de
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polinomios sobre un cuerpo), entonces R es localmente analiticamente primario y,
por lo tanto, todo ideal I de R es un t-(S)-ideal y un ?-(S)-ideal.

(¢) Si (R, m)eslocal noetheriano y si I es un ideal de altura ht(J) = dim R—1 entonces,
I es un t-ideal si y sélo para todo primo asociado de R* existe un primo minimal
de IR* que lo contiene, (Teorema 3.4.3). En particular, un ideal primo p de altura
ht(p) = dim R — 1 de un anillo local noetheriano completo (R, m) es un z-ideal si y
sélo si p contiene todos los primos asociados de R.

(f) Si(R,m) es local noetheriano y si I es un ideal de altura At(I) = dim R—1 entonces,
I es un %-ideal si y sélo si para todo primo minimal de R* existe un primo minimal
de IR* que lo contiene, (Teorema 3.4.4). En particular, un ideal primo p de altura
ht(p) = dim R — 1 de un anillo local noetheriano completo (R, m) es un #-ideal si y
s6lo si p contiene todos los primos minimales de R.

Ademsas, como corolario, tenemos el siguiente resultado relativo al comportamiento
de los t,%-(S)-ideales por la localizacién, resultado que usaremos, repetidamente, en los
siguientes apartados de esta seccién. (Véase, también, proposiciones 4.1.3 y 4.1.4).

Corolario 3.4.8 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I es un t-(S)-ideal (resp. un 1-(S)-ideal).

(ii) Para todo primo q € V(I) con qNS # B eriste un sistema multiplicativo no trivial
S(q) del anillo local noetheriano (Rg,qRq) tal que el ideal I es un t-(S(q))-ideal
(resp. un 1-(S(q))-ideal).

Demostracién: Por el Teorema 3.4.1 (resp. por el Teorema 3.4.2) tenemos que, [ es
un ¢-(S)-ideal (resp. un -(S)-ideal) si y sélo si dim R} /(I Ry +2) > 0 para todo q € V(1)
con NS # @ y para todo primo asociado z € Ass Ry (resp. para todo primo minimal
z € Min Ry). Luego, aplicando el Teorema 3.4.3 (resp. el Teorema 3.4.4) al ideal Iq del
anillo local noetheriano (Rg,qR4), se concluye la demostracién. O

¢ Caracterizaciones via grupos 0-ésimos de cohomologia local:

Teorema 3.4.9 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano (R,m). En tal situacidn,
las sigutentes condiciones son equivalentes:

(i) Erziste un sistema multiplicativo S de R con mN S # @ tal que I es un t-(S)-ideal.
(i1) Para todo n existe un natural m > n tal que el morfismo natural H3(R/I™) —

HS(R/I™) es el morfismo cero.

Demostracién: Veamos, en primer lugar, que (i) implica (ii). Supongamos (i). En-
tonces, para todo natural n existird un natural m tal que S(I™) C I"*. Obviamente
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podemos suponer que m > n. Aplicando el Lema 3.2.3 a los ideales I, = I C I™ = I,
tendremos que el H3(R/I™) — HY(R/I™) es el morfismo cero. Luego (i) implica (ii).
Reciprocamente. Demostremos que (ii) implica (i). Sea n un nimero natural. Por
hipétesis existe un m > n tal que H(R/I™) — H(R/I™) es el morfismo cero. Apli-
cando el Lema 3.2.3 a los ideales I> = I'™ C I" = I, se sigue que I™ : {m) C I". Luego,
para todo natural n existe un natural m tal que I™ : (m) C I*. Es decir, por definicién,
{I™ : (m)}n>0 es una t-I-filtracién. Aplicando el Teorema 3.4.3 se sigue que existird un

sistema multiplicativo S de R con mN S # @ tal que I es un ¢-(S)-ideal, como queriamos
demostrar. O

Teorema 3.4.10 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano (R, m). En tal situacidn,
las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Existe un sistema multiplicativo S de R con mNS # 0 tal que I es un 1-(S)-ideal.

(#) Para todo n eriste un natural m > n tal que el morfismo natural HY(R/T™) —
HO(R/T?) es el morfismo cero.

(iii) Para todo n eziste un natural m > n tal que el morfismo natural HY(R/I™) —
H2(R/T?) es el morfismo cero.

Demostracién: Veamos, en primer lugar, que (i) implica (ii). Supongamos (i). En-
tonces, para todo natural n existird un natural m (podemos suponer que m > n) tal que
S(I™) C T*. Luego tendremos que .S'(Im) c I7, (35, Th. 1.5]. Aplicando el Lema 3.2.3
a los ideales I, = ™ C I® = I, se sigue que H,‘,’,(R/_—) — HS(R/T?) es el morfismo
cero. Luego (i) implica (ii).

Obviamente se tiene que (ii) implica (iii) pues como que R/I™ — R/T" factoriza por
R/I™ — R/T™ — R/T®, entonces podremos factorizar HY(R/I™) — HE(R/T™) por
HS(R/I™) — HY(R/I™) = HY(R/T7).

Para concluir la demostracmn veamos que (iil) implica (i). Sea n un nimero natural.
Por hipétesis existe un m > n tal que el morfismo HY(R/I™) — HY(R/T") es nulo.
Aplicando el Lema 3.2.3 a los ideales I = I C I* = I se sigue que I : (m) C I
Luego, para todo natural n existe un natural m tal que I™ : (m) C I*. Es decir, por
definicién, {I” : (m)}n30 es una -I-filtracién. Aplicando el Teorema 3.4.4 se sigue que
existird un sistema multiplicativo S de R con mN S # @ tal que I es un 7-(S)-ideal, como
queriamos demostrar. O

Los dos teoremas anteriores son resultados locales. Globalicemos estos teoremas. Sea
I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situacién, para todo ideal primoq € V(1) y
para todo natural n tenemos que Supp H§(R/I") C V(q). Veamos que las globalizaciones
de los teoremas 3.4.9 y 3.4.10 nos dan cond1c1ones de anulacién sobre g.

Teorema 3.4.11 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I es un t-(S)-ideal.

(i) Para todo natural n eziste un natural m > n tal que para todo q € V(I) con
qN S # 8, el morfismo natural HY(R/I™) = Hg(R/I"™) es localmente nulo en q.
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Demostracidn: Veamos, en primer lugar, que (i) implica (ii). Supongamos (i). Como
que I es un t-(S)-ideal entonces tendremos que para todo q € V(I) con qNS # 0,
existird un sistema multiplicativo no trivial del anillo local (Rq,qRq) para el cual el
ideal Iq serd un t-ideal (Corolario 3.4.8). Sea n > 0 un natural y sea q € V(J) con
qNS # 0. Aplicando el Teorema 3.4.9 al ideal I; del anillo local (Rq, qRq) se seguird
que, existird un natural m(n,q) > n (que depende de n y de gq), tal que el morfismo
natural HJ(R/I™™9)) — H(R/I") es localmente cero en q. Por otro lado, si q ¢
A(I) = Uj»o4ssr R/, entonces q € Assg R/I™, luego depthgp, (R/I")q > 0y, por
lo tanto, tendremos que HJ(R/I”) es localmente cero en gq. Asi, si ¢ € A(J) entonces
podemos escoger m(n,q) = n. De la finitud del conjunto de ideales primos A(I) se sigue
que podemos considerar el natural m > n (que Gnicamente depende de n) definido por
m = max{m(n, q) donde q € V(I) con qN S # 0}. Asi tendrenos que para todo q € V(1)
con qNS # 0, el morfismo natural HY(R/I™) — HJ(R/I™) es localmente cero en q. Con
lo que se concluye la demostracién de esta 1mphcacxon

Reciprocamente, demostremos que (ii) implica (i). Sea q € V(I) con qN S # §. Por
hipdtesis tenemos que para todo natural n existe un natural m > n tal que el morfismo
H3(R/I™) — HJ(R/I") es localmente nulo en g. Luego, aplicando el Teorema 3.4.9 al
amllo local noethenano (Rq, qRq) tendremos que, existira un sistema multiplicativo no
trivial de Rq para el cual I serd un t¢-ideal. De donde, aplicando el Corolario 3.4.8 se
seguird que I es un t-(S)-ideal, como queriamos demostrar. O

Teorema 3.4.12 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I es un 1-(S)-ideal.

(ii) Para todo natural n existe un natural m > n tal que para todo g € V(I) con
qN S #49, el morfismo natural H°(R/Im) - HO(R/_—) es localmente nulo en q.

(iit) Para todo natural n eriste un natural m > n tal que para todo q € V(I) con
qN S # 0, el morfismo natural HJ(R/I™) = HO(R/I") es localmente nulo en q.

Demostracidn: Veamos que (i) implica (ii). Supongamos (i). Como que I es un i-
(S)-ideal entonces tendremos que para todo g € V(I) con qN S # @, existird un sistema
multiplicativo no trivial del anillo local (Rq, qRq) para el cual el ideal Iq serd un I-ideal
(Corolario 3.4.8). Sea n > 0 un natural y sea g € V(I) con qNS # B. Aplicando el
Teorema 3.4.10 al ideal I; del anillo local (Ry, qRq) se seguird que, existird un natural
m(n, q) > n (que depende de n y de q), tal que el morfismo HG(R/I”‘(”»“)) - HJ(R/T")
es localmente cero en gq. De manera andloga a la demostracmn del teorema antenor,
aqui tendremos que si g € 4 (I) = U]>o Assp R/TJ, entonces q ¢ Assp R/T™, luego

depthgp, (R/T%)q > 0y, por lo tanto HJ(R/T™) es localmente cero en q. Asi, si q ¢ (I

entonces podemos escoger m(n,q) = n. De la finitud el conjunto de ideales primos A" (I)
se sigue que podemos considerar el natural m > n (que inicamente depende de n) definido
por m = max{m(n, q) donde q € V(I) con qN S # 08}. Luego, para todo q € V(I) con
qNS # 0 tendremos que el morfismo natural HJ(R/I™) — H)(R/I") es localmente cero
en g. Con lo que se concluye la demostracién de esta implicacidn.

Obviamente (ii) implica (iii) pues el morfismo H§(R/I™) — HJ(R/I") factoriza por
HY(R/I™) — HQ(R/T™) — HJ(R/T™).
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Veamos que (iii) implica (i). Sea q € V(I) con qN S # B. Por hipétesis, para todo
natural n existe un m > n tal que el morfismo HJ(R/I™) — H, °(R/I") es localmente
nulo en q. Aplicando el Teorema 3.4.10 al anillo local noethenano (Rq, qRq) tendremos
que, existird un sistema multiplicativo no trivial de Ry para el cual Iy serd un #-ideal. De

donde, aplicando el Corolario 3.4.8 se seguird que I es un #-(S)-ideal, como querfamos
demostrar. O

o Caracterizaciones via el functor Ext:

. Teorema 3.4.13 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano d-dimensional (R, m).
Supongamos que ezxiste Ng. En tal situacion, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Eriste un sistema multiplicativo S de R con mnS # @ tal que I es un t-(S)-ideal.
(1) Existe un sistema multiplicativo S de R con mN S # @ tal que I es un 1-(S)-ideal.

(i) Paratodon eriste un natural m > n tal que el morfismo natural Ext§(R/I", Ng) —
Ext&(R/I™, Ng) es el morfismo cero.

(iv) Para todon eziste un natural m > n tal que el morfismo natural Ext&(R/T", Ng) —
Ext&(R/I™, NR) es el morfismo cero.

(v) Paratodon existe un natural m > n tal que el morfismo natural Ext&(R/T%, Ng) —
Ext&(R/T™, Ng) es €l morfismo cero.

Demostracién: Demostremos la equivalencia entre las condiciones (i) y (ii). Por
hipétesis existe un R-médulo finito generado de dimensién inyectiva finita. Luego R es
Cohen-Macaulay y, en particular, localmente unmixed. Asi tendremos que para un ideal
arbitrario I de R, y para un sistema multiplicativo cualquiera S de R, el ideal I es un
1-(S)-ideal si y sdlo si es un #-(S)-ideal (pédgina 63 apartado (a)). Luego, en particular,
las condiciones (i) y (ii) son equivalentes.

Demostremos que (i) implica (iii). Supongamos (i). Entonces, para todo natural n
existira un natural m > n tal que S (I ™) C It Aphcando el Lema 3.3.3 a los ideales
I, = I™ C I® = I tendremos que Ext%(R/I", Ng) — Ext%(R/I™, Ng) es el morfismo
cero. Luego (i) implica (iii).

Veamos que (ii) implica (v). Por hipétesis, para todo natural n existird un natural
m > n tal que S(I™) C I%, [35, Th. 1.5]. Aphcando el Lema 3.3.3 a los ideales
I, = T% c T® = I, se sigue que Extk(R/T?, Nr) — Ext®(R/T™, Nr) es el morfismo
cero. Luego (ii) implica (v).

Obviamente tenemos que (m) implica (iv) y que (v) implica (iv) pues el morfismo
na,tural Ext&(R/T%, Ng) — Ext%(R/I™, Ng) se puede factorizar por ExtR(R/I ,Ngr) =
Ext;l;g(R/Iﬂ Ng) — Ext&(R/I™, Ng) y por Exth(R/I", Ng) — Exté(R/T™,Ng) —
Ext% (R/I™, Ng).

Para conclulr la demostracién basta con demostrar que (iv) 1mphca (ii). Sea n un
nimero natural. Por hipétesis existe un natural m > n tal que Ext 4(R/T*,Ng) —
ExtR(R/ I™, Ng) es el morfismo cero. Aplicando el Lema 3.3.3 alosideales Iy = I"™ C
=1 tendremos que I™ : (m) C J7. Luego, para todo natural n existe un natural
m tal que I™ : (m) C T7. Es decir, por definicién, {I" : (m)}ny0 es una #-I-filtracién.
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Aplicando el Teorema 3.4.4 se sigue que existird un sistema multiplicativo S de R con
mN.S # P tal que I es un #-(S)-ideal, como querfamos demostrar. O

El teorema anterior corresponde al caso local. Globalicemos este teorema.

Teorema 3.4.14 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. Supongamos que eziste Ng. En tal situacidn, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) I es un t-(S)-ideal.
(i1) I es un t-(S)-ideal.

(iti) Para todo natural n eriste un natural m > n tal que para todo i > ht(I), el
morfismo natural Exth(R/I", Ng) — Exth(R/I™, Ng) es localmente nulo en q
para todo q € V(I) de altura ht(q) =i con qNS # 0.

(iv) Para todo natural n eziste un natural m > n tal que para todo i > ht(I), el
morfismo natural Exth(R/T", Ng) — Ext} (R/I’" Ng) es localmente nulo en q
para todo q € V(I) de altura ht(q) =i con qN S # 0.

(v) Para todo natural n eziste un natural m > n tal que para todo i > hi(I), el
morfismo natural Exth(R/T?, Nr) — Exth(R/T™, Ng) es localmente nulo en q
para todo q € V(I) de altura ht(q) =i con qN S # 0.

Demostracién: La equivalencia entre las condiciones (i) y (ii) ya se ha justificado en
la demostracién del teorema anterior.

Obviamente se tiene que (iii) implica (iv) y que (v) implica (iv) pues si m > n
entonces tendremos que I™ C I™ C I™ y que I™ C I™ C I*. De donde se sigue
que el morfismo Exty(R/I™, Ng) = Ext’y(R/I™, Ng) factoriza por Ext.R(R/Iﬂ Ng) =
Exth(R/I", Ng) = Exth(R/I™, Nr), y por Exty(R/T", Nr) —» Exti(R/I™,Ng) —
Extiy(R/I™, Np).

Veamos que (iv) implica (ii). Sea q € V(I) con qN S # @. Por hipétesis, para todo
natural n existe un natural m > n tal que Extht(q)(R/T’T, Ng) — Ext?{(q) (R/I™,Ng)
es localmente nulo en q. Aplicando el Teorema 3.4.13 al anillo local At(g)-dimensional
(Rq,9Rq) v al Rg-médulo maximal Cohen-Macaulay (Ng)q de dimensién inyectiva finita
se sigue que, existird un sistema multiplicativo no trivial de Ry para el cual I es un
t-ideal. De donde, aplicando el Corolario 3.4.8 se seguird que I es un - (.S')-ldeal como
queriamos demostrar.

Para concluir la demostracién hemos de ver que (i) implica (iii) y que (ii) implica (v).

Supongamos (i) (resp. supongamos (ii)). Como que [ es un ¢-(S)-ideal (resp. un #-(S)-
ideal) entonces, por el Corolario 3.4.8 tendremos que para todo q € V(I) con qN S # 0,
existird un sistema multiplicativo no trivial del anillo local (Rq, gRq) para el cual el ideal
Iq serd un t-ideal (resp. un Z-ideal). Sea n > 0 un natural y sea q € V/(I) de altura
ht(q) = 7 > ht(I) con qN S # @. Aplicando el Teorema 3.4.13 al ideal Iy del anillo local
i-dimensional (Rq, qRq) y al Ry-médulo maximal Cohen—Macaulay (Nr)q de dimensién
inyectiva finita, se seguird que existe un natural m(n,q) > n (que depende de n y de
q), tal que el morfismo natural Exty(R/I*, Ng) — ExtR(R/I’"(“"‘) Ng) es localmente
nulo en q (resp. tal que el morfismo natural Extly(R/T*, Ng) — Exth(R/I™™9) N R) €s
localmente nulo en q). Pero si q & A(I) (resp. siq ¢ A (1)), entonces q ¢ AssR R/
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(resp. q € Assp R/I™), luego depthgp (R/I")q > O (resp. deptthq(R/T';)q > 0)
¥, por lo tanto, tendremos que Extp(R/I", Ng) es localmente cero en g (resp. que
Exty(R/I7, Ng) es localmente cero en q). Asi, si q ¢ A(I) (resp. si q ¢ A" (1)), entonces
podemos escoger m(n,q) = n. Sea m = max{m(n,q) donde q € V(I) con qN S #
8} > n, que Unicamente depende de n. Luego, para todo i > ht(I) tendremos que
Extg(R/I", Ng) — Extz(R/I™, NR) es localmente nulo en q para todo q € V(J) de
altura ht(q) = i con qNS # @ (resp. que Extx(R/I", Ng) — Exth(R/T™, Ng) es
localmente nulo en g para todo g € V(I) de altura ht(q) =i con NS # #). Con lo que
se concluye la demostracién del teorema. O

3.5 Edquivalencia lineal de topologias

Las nociones de s,3-(S)-ideal tienen su origen en la comparacién lineal de las topolo-
gias definidas por las filtraciones 4dica, (S)-simbdlica y entera. Asi, estas nociones se
pueden entender dentro del contexto general estudiado en el Capitulo 1 y, por lo tanto,
tendremos unas primeras caracterizaciones de cudndo un ideal es un s,3-(S)-ideal al
aplicar los resultados expuestos en la Seccién 1.3. Para ello basta con tener presente que
un ideal I es un s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-ideal) si y sélo si la I-filtracién {S(I")}n>0
es una s-I-filtracién (resp. una 3-I-filtracién). El objetivo de esta seccién es dar nuevas
caracterizaciones de los s,5-(S)-ideales.

e Caracterizaciones via dispersién analitica:

Teorema 3.5.1 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I es un s-(S)-ideal.
(i) SCR-uU{peU)}.

(iii) I(IRy + z)/z) < dim(R}/z) para todo q € V(I) con qN S # @ y para todo primo
asociado z € Ass Ry.

(iv) I((IR} + z)/z) < dim(R}/z) para todo q € U(I) con qN.S # @ y para todo primo
asociado z € Ass Ry.

Demostracién: La equivalencia entre (i) y (ii) la demuestra McAdam (35, Cor. 1.3].
Veamos la equivalencia entre las condiciones (ii) y (iii) (anilogamente se demuestra la
equivalencia entre las condiciones (ii) y (iv)).

Supongamos que no se verifica (ii). Luego existe ¢ € V(I) con qN S # @ y tal que
q € U(I). Por el Lema 3.1.4 éto equivale a la existencia de g € V(I) con qNS # 0
y tal que qRq € U(IRq). Aplicando el Lema 3.1.6 al anillo l?cal noetheriano (Rgq, qRy)
tendremos que, qRq € U(IRq) si y slosi qRy € U(J Rj). Aplicando ahora el Lema 3.1.5
se sigue que, qRj € U(IRy) si y s6lo si existe z € Ass Rg con qRy/z € U((IRy + 2)/2).
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Como que (Rg/z, qRg/z) es un dominio local noetheriano completo, entonces U ((I Ry +
z)/z) = U((IRy + z)/z) (Lema 3.1. 2) ¥, por lo tanto, del Lema 3.1.8 se seguird que,
qRy/z € U((IR‘ + 2)/2) si y sélo si I((IRg + z)/z) = dlm(R /2z). Asi tenemos que,
exxste qeV(I)conqNS#Bytalquege U(I) si y sdlo si exlste qeV({)congqNS#0
y existe z € Ass Ry con I((IRg + 2)/z) = dlm(R /2). Es decir, la negacién de (ii) es
equivalente a la negac1on de (1113 como queriamos demostrar o

Teorema 3.5.2 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I es un 5-(S)-ideal.
(ii) SC R—U{peTU(I)}.

(ii) 1((IRg + 2z)/z) < dim(Ry/z) para todo q € V(I) con qN S # B y para todo primo
minimal z € Min Rg.

(iv) (IR} + z)/z) < dim(R}/z) para todo q € U(I) con qN S # B y para todo primo
minimal z € Min Rg.

Demostracién: McAdam demuestra en [35, Cor. 1.6] la equivalencia entre las condi-
ciones (i) y (ii). Demostremos la equivalencia entre las condiciones (ii) y (iii) (andloga-
mente se demuestra la equivalencia entre (ii) y (iv)).

Supongamos que no se verifica (ii), es decir que existe g € V(I) con qNS # @ y tal
que q € U(I ). Por el Lema 3.1.4 tendremos que existe g € V(I) con qN S # 0 y tal que
qRq € U(IRgq). Lo cual equivale a la existencia de un primo q € V(I) tal que qNS# By
a la existencia de z € Min R con qRg/z € U((IR' +z)/z), (Lema 3.1.5 y Lema 3.1.6).
Aplicando el Lema 3.1.8 al dormmo local noethenano completo (R /z,qR;/z) tendremos
que, qR;/z € U((IRy + 2)/2) si y sélo si I((IRy + z)/2) = dim(Rj/z). Luego, existe
q€E V() con qNS # @y tal que q € U(J) si y s6lo si existe g € V(I) con qNS # @
y existe z € Min Ry con l((IR; + 2)/z) = dlm(R /z). Es decir, la negacién de (ii) es
equivalente a la negamon de (111) como queriamos demostrar O

Teorema 3.5.3 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano (R, m). En tal situacidn,
las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Eziste un sistema maultiplicativo S de R con mN .S # 0 tal que I es un s-(S)-ideal.
(i) {I" : (m)}n>0 es una s-I-filtracion.
(#it) W((IR* + z)/z) < dim(R*/2) para todo primo asociado z € Ass R*.

Y, en el caso particular en que ht(I) = dimR — 1, entonces las condiciones anteriores
también son equivalentes a:

(iv) I es un s-ideal.
Demostracién: Veamos que (i) implica (ii). Supongamos que existe un sistema multi-

plicativo S de R con mN .S # @ tal que I es un s-(S)-ideal. Luego existe un natural k tal
que S(I™**) C I™ para todo n. Aplicandoel Lema3.2.3alosideales b =I"**Cc " =1,
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tendremos que I*** : (m) C I". Luego, por definicién, {I™ : (m)}n>0-es una s-I-
filtracién, como queriamos demostrar.

Veamos que (ii) implica (iii). Sea T el sistema multiplicativo de R definido por
T = R—-U{p € A(I) con p # m}. Como que {I™ : (m)}n>0 es una s-I-filtracién, entonces
tendremos que I es un s-(T)-ideal (ver la demostracién del Teorema 3.4.3). Ademads, de
la definicién de T se sigue que m NT # @. Luego, aplicando el Teorema 3.5.1aq=m
tendremos que {((/Rg + z)/z) < dim(Rg/z) para todo primo asociado z € Ass R*.

Demostremos que (iii) implica (i). Consideremos el sistema multiplicativo S de R
definido por S = R — U{p € U(I)}. Del Teorema 3.5.1 se sigue que I es un s-(S)-ideal.
Ademis, por hipétesis, [{((JR*+2z)/z) < dim(R*/z) para todo primo asociado z € Ass R*.
Luego, aplicando el Lema 3.1.2 y el Lema 3.1.8 al dominio local noetheriano completo
R* [z, se sigue que mR*/z ¢ U((IR* + z)/z) para todo primo asociado z € Ass R*. De
donde, aplicando los lemas 3.1.5 y 3.1.6 se sigue que m & U(I) y, por lo tanto, mN.S # 0.

Luego, las condiciones (i), (ii) y (iii) son equivalentes. Demostremos la equivalencia
con (iv).

De la demostracién de la equivalencia entre las condiciones (i), (ii) y (iii) se sigue que
podemos tomar como sistema multiplicativo S el sistema R — U{p € A(J) con p # m}.
Luego, en el caso particular en que ht(I) = dim R — 1 entonces M (I) C V(I) = M(I)U
{m}, por lo tanto podemos tomar como sistema multiplicativo S el complementario de
los primos minimales de I, de donde se sigue la equivalencia con (iv). O

Teorema 3.5.4 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano (R, m). En tal situacidn,
las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Eriste un sistema multiplicativo S de R con mNS # @ tal que I es un 5-(S)-ideal.
(#) {I" : (m)}n>0 es una 3-I-filtracion.
(iit) I(IR* + z)/z) < dim(R*/2) para todo primo minimal z € Min R*.

Y, en el caso particular en que ht(I) = dimR — 1, entonces las condiciones anteriores
también son equivalentes a:

(iv) I es un S-ideal.

Demostracidn: Demostremos que (i) implica (ii). Supongamos que existe un sistema
multiplicativo S de R con mNS # 0 tal que I es un 3-(S)-ideal. Luego existe un k tal que
S(I™+*) ¢ T% para todo n. Aplicando el Lema 3.2.3 a los ideales I = I"** c I" = I
tendremos que I™* : (m) C T7. Luego, {I" : (m)}>0 es una 3-I-filtracién.

Veamos que (ii) implica (iii). Por hipétesis tenemos que {I™ : (m)}n>0 es una 5-I-
filtracién. Luego I es un 5-(T)-ideal donde T es el sistema multiplicativoT = R—U{p €
A(I) con p # m}. De la definicién de T se sigue que mN T # §. Luego, aplicando el
Teorema 3.5.2 a q = m tendremos que !((JRy + 2)/2) < dim(Rg/z) para todo primo
minimal z € Min R*.

Demostremos que (iii) implica (i). Sea S de el sistema multiplicativo S = R—U{p €
U(1)}. Del Teorema 3.5.2 se sigue que I es un 3-(S)-ideal. Por otro lado, por }}ipo'tesis,
I((IR* + z)/z) < dim(R*/z) para todo primo minimal z € Min R*. Luego, aplicando el
Lema 3.1.8 al dominio local noetheriano completo R*/z, se sigue que mR*/z € U((IR* +
z)/z) para todo primo minimal z € Min R*. De donde, aplicando los lemas 3.1.5 y 3.1.6
se sigue que m ¢ U(I) y, por lo tanto, mN S # @, como queriamos demostrar.
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Ademds, de la demostracion se sigue que podemos tomar como sistema multiplicativo
S el sistema R — U{p € A(I) con p # m}. Luego, en el caso particular en que hi(l) =
dim R — 1 entonces podemos tomar como sistema multiplicativo S el complementario de
los primos minimales de I. De donde se sigue la equivalencia con (iv). O

Como corolarios de estos teoremas se tiene que:

Corolario 3.5.5 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situacidn, I es un
s-ideal (resp. un 5-ideal) si y sélo si M(I) = U(I) (resp. M(I) = U(I)).

Demostracion: En este caso tenemos S = R — U{p € M(I)}. Notemos por I'(])
cualquiera de los conjuntos de primos U(J), U(I). Como siempre se tiene que M(I) C
['(I) entonces, S C R—U{p € T'(I)} siy sélosi M(I) = I'(I). Aplicando el Teorema 3.5.1
(resp. el Teorema 3.5.2) se concluye la demostracién. O

Corolario 3.5.6 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. Supongamos que Ass Ry = Min Ry para todo ideal primo p € V(I) con
pNS #80. En tal situacidn, I es un s-(S)-ideal si y sdlo si I es un 5-(S)-ideal.

Demostracion: Basta con aplicar la equivalencia entre las condiciones (i) y (iii) de los
teoremas 3.5.1y 3.5.2. O

Corolario 3.5.7 Sea I un ideal de un anillo noetheriano localmente quasi-unmized R y
sea S un sistema multiplicativo de R. En tal situacion, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) I es un 5-(S)-ideal.
(ii) 1(I3) < dim Rq para todo g € V(I) con qN S # 0.
(iii) 1(Iq) < dim Rq para todo q € U(I) con qN S # 0.

Demostracion: Supongamos demostrado que para un ideal a de un anillo local noethe-
riano quasi-unmixed (4, n) se tiene que, I((aA* + 2)/z) < dim(A*/z) para todo primo
minimal z € Min A siy sélo si I(a) < dim A. Entonces, aplicando esta observacién y el
Teorema 3.5.2 se concluye la demostracidn del corolario.

Hemos de demostrar, pues, que si-a es un ideal de un anillo local noetheriano quasi-
unmixed (A, n) entonces, I((aA* + z)/z) < dim(A*/z) para todo primo minimal z €
Min A" siy sélo si l(a) < dim A.

De [33, (4.2)] se sigue que I{((a4™ + 2)/z) < l(aA*) = l(a) para todo z € Min A*, y
que se tiene la igualdad para algin z € Min A*. Por otro lado se tiene que dimA*/z =
dim A* = dim A para todo z € Min A* (pues (4, n) es quasi-unmixed). Luego, I{(aA* +
z)/z) < dim(A*/z) para todo primo minimal z € Min A* siy sélo si l{a) < dim 4, como
queriamos demostrar. O

Corolario 3.5.8 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano quasi-unmized (R, m). En
tal situacién, las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) Eziste un sistema multiplicativo S de R con mN S #  tal que I es un 3-(S)-ideal.
(ii) I(I) < dimR. ‘

Demostracion: Por el Teorema 3.5.4 tenemos que, existe un sistema multiplicativo S
de R con mNS # B tal que I es un 5-(S)-ideal si y sélosi I((/R" +2)/z) < dim(R*/z) para
todo primo minimal z € Min R*. Como que (R, m) es un anillo local noetheriano quasi-
unmixed entonces tenemos que I((/R* + z)/z) < dim(R*/z) para todo primo minimal
z € Min R* si y sélo si l[(]) < dim R, como querfamos demostrar. O

Y, como casos particulares de los corolarios anteriores tendremos que, si I es un ideal
de un anillo noetheriano Ry si S es un sistema multiplicativo de R entonces :

(a) Si R es un anillo localmente unmixed (por ejemplo un anillo Cohen-Macaulay)
entonces, I es un s-(S)-ideal si y sélo si I es un 3-(S)-ideal si y sélosi {(I§) < dim Rq
para todo q € V(I) con gN S # B. (Corolarios 3.5.6 y 3.5.7).

(b) Si R es un anillo localmente analiticamente no ramificado entonces, I es un s-(S5)-
ideal si y sélo si I es un 3-(S)-ideal. (Corolario 3.5.6).

(¢) Si R es un anillo localmente analiticamente primario, entonces I es un s-(S)-ideal
si y sélo si I es un 5-(S)-ideal si y sdlo si I(I) < dim Rq para todo q € V(I) con
qN S # 0. (Corolarios 3.5.6 y 3.5.7). :

(d) Si R es un anillo tal que para todo ideal primo p de R el anillo local Rj es un
dominio (por ejemplo, si R es un anillo regular, por ejemplo, si R es un anillo
de polinomios sobre un cuerpo), entonces R es localmente analiticamente primario
¥y, por lo tanto, I es un s-(S)-ideal si y sélo si I es un 3-(S)-ideal si y sdlo si
I(I4) < dim R, para todo q € V(I) con qN S # 0.

(e) Si (R,m) es local noetheriano quasi-unmixed y si I es un ideal de altura ht(I) =
dim R — 1 entonces, I es un 3-ideal si y sélo si I es equimiltiple. (Corolario 3.5.7).

(f) Si (R, m) es local noetheriano unmixed y si I es un ideal de altura h(I) = dimR-1
entonces, I es un s-ideal si y sdlo si I es equimiltiple. (Corolarios 3.5.6 y 3.5.7).

(g) Si R es localmente quasi-unmixed y si I es un ideal equimiiltiple de R (por ejemplo
un ideal de la clase principal), entonces tendremos que l(IRq) = ht(IR4) < dim Rq
para todo q € V(I) — M(I). Luego I es un 3-ideal (Corolario 3.5.7) y, por lo tanto,
un -ideal.

(h) Si R es un anillo localmente unmixed y si I es un ideal equimiltiple de R (por
ejemplo un ideal de la clase principal), entonces tendremos que I es un s-ideal
(corolarios 3.5.6 y 3.5.7) y, por lo tanto, un t-ideal. Luego I es un ¢,¢, s, 5-ideal.

Ademés de estas consecuencias directas se tiene el siguiente corolario:

Corolario 3.5.9 Sea R un anillo noetheriano. En tal situacidn se tfene que, R es lo-
calmente quasi-unmired si y sélo si todos los ideales de la clase principal son 3-ideales.
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Demostracién: Unicamente nos falta por demostrar que si R es tal que todos sus
ideales de la clase principal son s-ideales, entonces R es localmente quasi-unmixed. Sea I
un ideal de R de la clase principal. Aplicando ¢l Teorema de la altura de Krull tendremos
que ht(I) < ht(p) < p(I) = ht(I) para todo ideal primo p € M(I). Como que I es un 3-
ideal, entonces tendremos que M(I) = U(I) (Corolario 3.5.5). Luego ht(p) = ht(I) para
todo ideal primo p € U(I), de donde se sigue que R es localmente quasi-unmixed [19,
(18.17)], como queriamos demostrar. O

Este corolario estd en la misma linea que la caracterizacién de los anillos Cohen-
Macaulay mediante las potencias simbdlicas demostrada en la Seccién 2 (Ejemplo 2.1.15):
un antllo noetheriano R es Cohen-Macaulay si y sélo si para todo ideal I de R de la
clase principal se tiene que I"® = I™) para todo n; y que la caracterizacién de los anillos
localmente unmixed dada por Verma [59, Th. 4.3]: un anillo noetheriano R es localmente
unmized si y sélo si todos los ideales de la clase principal son s-ideales. En particular,
de estos resultados se sigue que :

(a) En un anillo no localmente quasi-unmixed, existen ideales de la clase principal tales
que no son 3-ideales.

(b) En un anillo no localmente unmixed existen ideales de la clase principal tales que
no son s-ideales. Pero ademds, estos ideales son 3-ideales si el anillo es localmente
quasi-unmixed.

{c) En un anillo no Cohen-Macaulay, existen ideales de la clase principal tales que
sus potencias ordinarias y simbdlicas no coinciden. Pero ademds, estos ideales son
S-ideales si el anillo es localmente quasi-unmixed, y son s-ideales si el anillo es
localmente unmixed.

Para finalizar este apartado examinemos el siguiente corolario relativo al compor-
tamiento de los s,35-(S)-ideales por la localizacién, resultado que usaremos, repetida-
mente, en los siguientes apartados de esta seccién. (Véase, también, proposiciones 4.1.3
y 4.1.4).

Corolario 3.5.10 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I es un s-(S)-ideal (resp. un 5-(S)-ideal).

(i) Para todo primo q € V(I) con qNS # @ existe un sistema multiplicativo no trivial
S(q) del anillo local noetheriano (Rq,qRq) tal que el ideal I es un s-(S(q))-ideal
(resp. un 5-(S(q))-ideal).

Demostracién: Por el Teorema 3.5.1 (resp. por el Teorema 3.5.2) tenemos que, I es
un s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-ideal) si y sélo si I((IRy + 2)/z) < dim(Ry/z) para todo
q € V(I) con NS # B y para todo primo asociado z € Ass Ry (resp. para todo primo
minimal z € Min Rg). Luego, aplicando el Teorema 3.5.3 (resp. el Teorema 3.5.4) al
ideal Iq del anillo local noetheriano (Rq,qR4), se concluye la demostracién. O
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e Caracterizaciones via grupos 0-ésimos de cohomologia local:

Teorema 3.5.11 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano (R, m). En tal situacion,
las sigutentes condiciones son equivalentes:

(i) Eziste un sistema multiplicativo S de R con mN S # O tal que I es un s-(S)-ideal.

(it) Eziste un natural k tal que para todo n el morfismo natural H(R/I*t*) —
HY(R/I") es el morfismo cero.

Demostracién: Para demostrar la equivalencia entre las condiciones (i) y (ii) basta
con reescribir la demostracién del Teorema 3.4.9 reemplazando m por n + k y usar el
Teorema 3.5.3 en lugar del Teorema 3.4.3. O

Teorema 3.5.12 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano (R, m). En tal situacidn,
las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Existe un sistema multiplicativo S de R con mN S # @ tal que I es un 5-(S)-ideal.

(i) Existe un natural k tal que para todo n el morfismo natural HY(R/I"**) —
HZ(R/T?) es el morfismo cero.

(#ii) HS(R/T?) = 0 para todo n.

Demostracién: Veamos, en primer lugar, que (i) implica (iil). Supongamos (i). En-
tonces por el Lema 2.1.9.(b) tendremos que S(I®) C T* para todo natural n. De donde
se sigue que S(I?) = T* para todo natural n, [35, Cor. 1.6]. Aplicando el Lema 3.2.3 a
los ideales I, = I = I tendremos que HS(R/T?) = 0 para todo n. Luego (i) implica
(iii).

Obviamente se tiene que (iil) implica (ii).

Para concluir la demostracién hemos de ver que (ii) implica (i). Para ello basta con
repetir la demostracién de (iii) implica (i) del Teorema 3.4.10 reemplazando m por n+k
y usar el Teorema 3.5.4 en lugar del Teorema 3.4.4. O

Globalicemos estos teoremas.

Teorema 3.5.13 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I es un s-(S)-ideal.

(ii) Eziste un natural k tal que para todo natural n y para todo q € V(I) con qNS # 0,
el morfismo natural H§(R/I"t*) — HJ(R/I™) es localmente nulo en q.

Demostracién: Veamos, en primer lugar, que (i) implica (ii). Sea q € V(I) con
qNS # B. Como que I es un s-(S)-ideal entonces, del Corolario 3.5.10 se sigue que
existird un sistema multiplicativo no trivial de Rq para el que el ideal I es un s-ideal.
Luego, aplicando el Teorema 3.5.11 al anillo local noetheriano (Rq, qRq) tendremos que



76 Filtraciones simbdlicas y sus dlgebras asociadas

existird un natural k(q) (que depende de g), tal que para todo n el morfismo natu-
ral H}(R/I"*®) — H2(R/I") es localmente cero en g. Por otro lado, si q & A(J)
entonc&s podemos con51derar k(q) = 0, (véase la demostracién de (i) implica (ii) del
Teorema 3.4.11). Sea k = max{k(q) donde q € V(I) con qN S # B} > 0, (que existe
y es independiente de q). Luego, para todo n y para todo q € V(I) con qNS # 0,
tendremos que el morfismo natural HQ(R/I***) — HJ(R/I™) es localmente nulo en g,
como queriamos demostrar.

Reciprocamente, supongamos (ii) y demostremos (i). Sea q € V(I) con qNS # 0. Por
hipdtesis, existe un natural k tal que para todo n el morfismo natural H? (R/I"‘”‘ ) =
HJ(R/I™) es localmente nulo en q. Aplicando el Teorema 3.5.11 al anillo local (Rq,9Rq)
tendremos que existird un sistema multiplicativo no trivial de Rq para el que el ideal I
es un s-ideal. Luego I es un s-(S)-ideal (Corolario 3.5.10). O

Teorema 3.5.14 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I es un 3-(S)-ideal.

(#i) Eziste un natural k tal que para todo n y para todo q € V(I) con qn S#0, el
morfismo natural HY(R/I"**) = HJ(R/T") es localmente nulo en q.

(iti) Para todo natural n y para todo q € V(I) con qN S # B, se tiene que H°(R/I")
localmente nulo en q.

Demostracién: Veamos que (i) implica (iii). Sea q € V(I) con qN S # @#. Como
que I es un 3-(S5)-ideal entonces, del Corolario 3.5.10 se sigue que existird un sistema
multiplicativo no trivial de Rq para el que el ideal I es un S-ideal. Luego, aplicando el
Teorema 3.5.12 al anillo local noetheriano (Rq, qRq) tendremos (iii).

Obviamente (iii) implica (ii).

Veamos que (ii) implica (i). Sea q € V(I) con g NS # @. Por hipétesis existe
un natural k tal que para todo n el morfismo natural HS(R/I"**) — HQ(R/T") es
localmente nulo en q. Luego existird un sistema multlpllcatlvo no trivial de Rq para el
que el ideal Iy es un $-ideal (Teorema 3.5.12). Aplicando ahora el Corolario 3.5.10 se
concluye la demostracién. O

e Caracterizaciones via el functor Ext:

Teorema 3.5.15 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano d-dimensional (R, m).
Supongamos que existe Ng. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Exziste un sistema multiplicativo S de R con mN S # 0 tal que I es un s-(S)-ideal.
(ii) Erziste un sistema multiplicativo S de R con mN S # @ tal que I es un 5-(S)-ideal.

(i) Eriste un natural k tal que para todo n el morfismo natural Ext%(R/I?, Ng) —
Ext&(R/I™*, NR) es el morfismo cero.

(iv) Eziste un natural k tal que para todo n el morfismo natural Ext&(R/T#, Ng) —
Ext&(R/I™*, NR) es el morfismo cero.
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(v) Exth(R/T*, Ng) = 0 para todo n.

Demostracion: Demostremos la equivalencia entre las condiciones (i) y (ii). Por
hipétesis existe un R-mddulo finito generado de dimensién inyectiva finita. Luego R es
Cohen-Macaulay y, en particular, localmente unmixed. Asi tendremos que para todo
ideal I'de Ry para cualquier sistema multiplicativo S de R, el ideal I es un s-(5)-ideal
si y sélo si es un 5-(S)-ideal (pagina 73 apartado (a)). En particular, las condiciones (i)
y (ii) son equivalentes.

Veamos que (i) implica (iii). Por hipétesis tenemos que existe un natural & tal que

S Itk ) C I™ para todo n. Aplicando el Lema 3.3.3 a los ideales I = mecem=1
tendremos que el morfismo natural Ext%(R/I", NR) — Ext}(R/I"t*, Ng) es el mor-
fismo cero. Luego (i} implica (iii).

Veamos que (ii) implica (v). Supongamos (n) Entonces, por el Lema 2.1.9.(b)
tendremos que S(I*) C T* para todo natural n. Luego S(I n) = I™ para todo natural

n, [35, Cor. 1.6]. Aplicando el Lema 3.3.3 a los ideales I, = I® = I, se sigue que
Extd %(R/T", Ng) = 0 para todo n. Luego (ii) implica (v).

Para demostrar que (iii) implica (iv) basta con observar que Ext%(R/T*, Ng) —
Ext%(R/I™*, Ng) se puede factorizar por Extg(R/T", Ngr) — Ext&(R/I%,Ng) —
ExtR( R/I"*k Np).

Obviamente (v) implica (iv).

Para concluir la demostracién hemos de ver que (iv) implica (ii). Para demostrar
esta implicacién basta con repetir la demostracién de (iv) implica (ii) del Teorema 3.4.13
reemplazando m por n + k y usando el Teorema 3.5.4 en lugar del Teorema 3.4.4. O

Globalizando este teorema tendremos el siguiente resultado.

Teorema 3.5.16 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. Supongamos que existe Nr. En tal situacidn, las sigutentes condiciones
son equivalentes:

(i) I es un s-(S)-ideal.
(i) I es un 5-(S)-ideal.

(iii) Existe un natural k tal que para todo n y para todo i > ht(I), el morfismo natural
Exti(R/I", Ng) — Exti(R/I*** Ng) es localmente nulo en q para todo q € V(I)
de altura ht(q) =i con qN S # 0.

(iv) Exziste un natural k tal que para todo n y para todo i > ht(I), el morfismo natural
Extl (R/T?, Nr) — Exth(R/I™**, Ng) es localmente nulo en q para todo q € V(1)
de altura ht(q) = i con qN S # 0.

(v) Para todo n y para todo i > ht(I), se tiene que Ext%(R/-I?, NRg) es localmente nulo
en q para todo q € V(I) de altura ht(q) =i con qN S # 0.

Demeostracidn: La equivalencia entre las condiciones (i) y (ii) ya se ha justificado en
la demostracion del teorema anterior.

Obviamente (v) implica (iv), y (iii) implica (iv) es consecuencia de que el mor-
fismo Ext (R/T?, Ng) — Ext(R/I"** Ng) se puede factoriza por Ext(R/T", Ng) —
Ext} (R/I” Ng) ——)ExtR(R/I"+" Ng).
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Demostremos que (iv) implica (ii). Sea q € V{(I) con qNS # 0. Por hipétesis
existe un k tal que para todo n el morfismo Extg(q)(R/F, Ng)— Extg(q)(R/I ntk Ng)
es localmente nulo en q. Aplicando el Teorema 3.5.15 al anillo local ht(q)-dimensional
(Rq, 9Rq) y al Rg-médulo maximal Cohen-Macaulay (Ng)q de dimensién inyectiva finita
se sigue que, existird un sistema multiplicativo no trivial de Rq para el cual Iy es un
5-ideal. De donde, aplicando el Corolario 3.5.10 se seguird que I es un 3-(S)-ideal, como
queriamos demostrar.

Para concluir la demostracién hemos de ver que (i) implica (iii) y que (ii) implica (v).

Veamos que (ii) implica (v). Como que I es un 3-(S)-ideal entonces, por el Coro-
lario 3.5.10 tendremos que para todo q € V(I) con qN S # @, existird un sistema
multiplicativo no trivial del anillo local (Rq, qR4) para el cual el ideal Iy serd un 3-ideal.
Luego, aplicando (ii) implica (v) del teorema anterior al anillo local ht(g)-dimensional
(Rq,qRq) y al Rg-médulo maximal Cohen-Macaulay (Ngr)q de dimensién inyectiva finita

se sigue que, para todo n se tiene que Ext’g(q)(R/'I?, NR) es localmente nulo en g, como
queriamos demostrar.

Veamos que (i) implica (iii). Supongamos (i). Sea q € V(I) de altura ht(q) =i >
ht(I) con qNS # 0. Como que I es un s-(S)-ideal tendremos que existird un sistema
multiplicativo no trivial del anillo local (Rq,qRq) para el cual el ideal Iq serd un s-ideal
(Corolario 3.5.10). Luego, aplicando el Teorema 3.5.15 al anillo local i-dimensional Rq y
al Rq-médulo maximal Cohen-Macaulay (Ng)q de dimensién inyectiva finita, tendremos
que existird un natural £(q) (que depende de g), tal que para todo n el morfismo natural
ExtL(R/I", Ng) — Extia(R/I***(%), Np) es localmente cero en q. De la demostracién de
(1) implica (iil) del Teorema 3.4.14 se sigue que, si g € A(I) entonces podemos considerar
" k(q) = 0. Sea k = max{k(q) donde g € V(I) con qN S # B} > 0, (que existe y es
independiente de q). Luego, para todo i > ht(I), el morfismo natural Extp(R/I", Ng) =
Exty (R/I"t*, Ng) es localmente nulo en q para todo q € V() de altura ht(q) = i con
qNS#06.0

3.6 Igualdad entre potencias simbélicas y ordinarias

Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multiplicativo de R.
De los resultados expuestos en la Seccién 1.4 obtendremos una primera caracterizacién
al problema de determinar cuindo tenemos la igualdad entre las potencias ordinarias
y (S)-simbdlicas de I (es decir, de cudndo {I"}n30 = {S(I")}n>0), en términos de la
equivalencia de topologias definidas por filtraciones del anillo graduado asociado Gr(I, R).
El objetivo de esta seccién es examinar la igualdad entre las potencias ordinarias y
simbélicas asociadas a un ideal de coaltura uno y, para un ideal arbitrario, dar criterios
andlogos a los establecidos para los ¢,1,5,3-(S)-ideales en las secciones anteriores. La
relacién entre propiedades del anillo graduado asociado y la igualdad de las potencias
ordinarias y simbdlicas, se estableceran en la Seccién 5.2.

Veamos, en primer lugar, criterios para la igualdad entre las potencias ordinarias
y simbdlicas de un ideal andlogos a los establecidos para los ¢,t, s,3-(S)-ideales en las
secciones anteriores.
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1. Veamos, en primer lugar, el enunciado paralelo a los teoremas 3.4.1, 3.4.2, 3.5.1
y 3.5.2. Para ello basta con observar que, en general, si J es un ideal de un anillo
noetheriano R y si S es un sistema multiplicativo de R entonces se-tiene que,
S(J)=Jsiysélosi SC R—U{p€ Ass R/J} si y s6lo si depthg(R/J) > 0 para
todo q € V(J) con qN S # @. De donde se sigue que:

Si I es un ideal de un anillo noetheriano R y si S es un sistema multiplicativo de
R entonces, I"* = S(I") para todo natural n si y sélo si S C R—U{p € A(I)} si
y solo si depthg(R/I™) > 0 para todo n y para todo q € V(I) tal que qNS # 0.
En particular, I® = I®®) para todo natural n si y sélo si M(I) = A(I) si y sdlo
si I™ carece de componentes sumergidas para todo n si y sélo si R/I® verifica la
condicién de Serre (Sy).

2. Para obtener el resultado paralelo a los teoremas 3.4.3, 3.4.4,3.5.3 y 3.5.4 basta con
tener presente que I" : (m) = T(I") para todo natural n > 0donde T = R—U{p €
A(I) con p # m} (ver la demostracién del Teorema 3.4.3). Luego tendremos que:

Sea I un ideal de un anillo local noetheriano (R, m). En tal situacidn, eriste un
sistema multiplicativo S de R con mN S # 0 tal que I"* = S(I") para todo natural
n si y sdlo si {I" : (M)}n>0 = {I"}n>0 si y sdlo si infp>o{depth, (R/I")} > 0. Y,
en el caso particular en que ht(I) = dim R — 1, entonces las condiciones anteriores
también son equivalentes a: I™ = I(®) para todo natural n.

3. Para obtener resultados andlogos a las caracterizaciones locales via grupos 0-ésimos
de cohomologia local (teoremas 3.4.9, 3.4.10, 3.5.11 y 3.5.12), basta con aplicar el
resultado anterior y tener presente que, en general, si J es un ideal de un anillo
noetheriano R entonces se tiene que depth ;(M) = inf{i € Z tales que H% (M) # 0}
para todo R-mddulo finito generado M. De donde se sigue que:

Sea I un ideal de un anillo local noetheriano (R, m). En tal situacién, eziste un
sistema multiplicativo S de R con mN S # B tal que I™ = S(I"™) para tod'o natural
n si y sélo si HY(R/I™) = 0 para todo natural n.

resultado que admite un enunciado global paralelo a los resultados dados por los
teoremas 3.4.11, 3.4.12,3.5.13 y 3.5.14:

Sea I un ideal de un anillo noctheriano R y sea S un sistema multiplicativo de R.
En tal situacion, I® = S(I™) para todo natural n si y sdlo si HgRq (Rq/I3) =0
para todo n y para todo q € V(I) con qNS # 0.

4. Y, por tltimo, para obtener resultados anilogos a las caracterizaciones locales via
el functor Ext (teoremas 3.4.13 y 3.5.15), basta con aplicar la férmula dada en el
Lema 3.3.2.(b) de donde se seguird que:

Sea I un ideal de un anillo local noetheriano d-dimensional (R, m). Supongamos que
eriste Ng. En tal situacidn, eriste un sistema multzpl:catwo SdeRconmnNS#0

tal que I* = S(I™) para todo natural n si y sélo si Extg(R/I*, Ng) = 0 para todo
natural n.

resultado que admite un enunciado global paralelo a los resultados dados por los
teoremas 3.4.14 y 3.5.16:

Sea I un ideal de un antllo noetheriano R y sea S un sistema multiplicativo de R.
Supongamos que existe Ng. En tal situacidn, I" = S(I™) para todo natural n st y
sélo si para todo natural n y para todo i > ht(I) se tiene que Exty(R/I™, Ng) es
localmente nulo en q para todo q € V(I) de alturs ht(q) =i con qN .S # (0
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Comentario 3.6.1 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano (R, m). Por el Teo-
rema 3.5.12 tenemos que los S-ideales se reflejan por la anulacién de H%(R/T?) para todo
n, mientras que por el punto 3 de la pigina 79 se tiene que, la anulacién de HS(R/I™)
para todo n refleja la igualdad entre potencias ordinarias y simbdlicas (pero no refleja ser
un s-ideal). Andlogamente, si (R, m) es un anillo local noetheriano d-dimensional para
el que existe Np entonces, por el Teorema 3.5.15 tenemos que los s-ideales se reflejan
por la anulacién de Ext}(R/T", Ng) para todo natural n, mientras que por el punto 4
de la pagina 79 se tiene que, la anulacién de Ext%(R/I™, Ng) para todo natural n refleja
la igualdad entre potencias ordinarias y simbdlicas (pero no refleja ser un s-ideal). Este
comportamiento distinto entre las nociones de s-ideal y de $-ideal tiene su origen en el
hecho de que para un ideal I de un anillo noetheriano R se tiene que, S(I™) = I" para
todo n & S(I"™) C I" para todo n = I es un s-(S)-ideal, mientras que, S(I") = I* para
todo n = S(I™) C I™ para todo n <> I es un 3-(S)-ideal, (Lema 2.1.9).

Comentario 3.6.2 Para un ideal I de coaltura uno de un anillo local noetheriano (R, m)
tenemos que, I" = I™ si y sélo si R/I™ verifica la condicién de Serre (S;) si y sélo si
R/I"™ es Cohen-Macaulay {como R-médulo y como anillo). Luego, para los ideales de
coaltura uno la propiedad Cohen-Macaulay de sus cocientes caracteriza la igualdad entre
las potencias ordinarias y simbélicas del ideal. Este resultado no es cierto en general
pues, por ejemplo, si I es un ideal de un anillo Gorenstein Ry si n > 1 es un natural,
entonces tendremos que I" = I si y sélo si R/I™ verifica la condicién de Serre (S1)
si y sélo si para todo ¢ > ht(I) + 1 y para todo q € V(I) de altura ht(q) = i se tiene
 que Extik(R/I", R) es localmente nulo en q. Mientras que si R es Gorenstein local
entonces, R/ I es Cohen-Macaulay si y sélo si R/I" verifica la condicién de Serre (S;)
para todo j > 0 si y sélo si Exti(R/I", R) = 0 para todo i con ht(I) +1 <i < dimRy

Ext’*’(’)(R/J", R) #0.

La relacién entre la anulacidn de grupos 0-ésimos de cohomologia local y la igualdad
de potencias ordinarias y simbdlicas, se puede entender de una manera mas general. Con-
cretamente se tiene el siguiente resultado (Proposicién 3.6.3) que interpreta los cocientes
S(I™)/I™ como grupos 0-ésimos de cohomologialocal y, reciprocamente, interpreta ciertos
grupos 0-ésimos de cohomologialocal como cocientes de potencias simbdlicasy ordinarias.

Proposicién 3.6.3 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situacidn se tiene
que:

(i) Sea J un ideal de R. En tal situacion, eriste un sistema multiplicativo S de R tal
que HY(R/I™) = S(I*)/I" para todo natural n.

(ii) Sea S un sistema multiplicativo de R. En tal situacion, existe un ideal J de R tal
que HY(R/I™) = S(I™)/I" para todo natural n.

Demostracidn: De la definicién de la cohomologia local se sigue que si a y b son dos
ideales de un anillo noetheriano A, entonces HY(A/a) = (a: (b))/a, (ver pig. 54).

Demostremos (a). Como H}(R/I") = (I™ : {(J))/I" para todo natural n entonces,
para demostrar (a), inicamente hemos de ver que existe un sistema multiplicativo S de
R tal que I™ : (J) = S(I™) para todo n, lo cual se demuestra en el Lema 2.1.5.(b).
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Para demostrar (b) es suficiente con probar que existe un ideal J de R tal que S(I") =

™ : {J) para todo n pues, entonces, tendremos que S(I*) = I" : (J) = HY(R/I*) para

todo n. Veamos, pues, que existe un ideal J de R tal que S(I*) = I" : (J) para todo n.

Dentro del conjunto finito de ideales primos | J;, Ass R/I', sean {q,,...,4q,} aquellos

cuya interseccién con S es no vacia. Sea J el ideal de R definido por J =g, N...Nq,.

Asi tenemos que si p € Ass R/I" entonces, pNS # @ si y sélo si J C p. De donde se
sigue que S(I*) = I" : (J) (Lema 2.1.5.(a)). O

Ademas, como corolario de los preliminares de esta seccién se tiene el siguiente re-
sultado (Proposicién 3.6.4), que nos vuelve a relacionar la igualdad entre las potencias
ordinarias y simbdlicas con propiedades del anillo graduado asociado (relacién que se
estudiara con més detalle en la Seccién 5.2).

Proposicidén 3.6.4 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. Sea ng > 0 un niémero natural. En tal situacidn, las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

(i) I" = S(I"*) para todo n < ng+ 1.
(i) depthy(®ngnoI”/I"t) > 0 para todo primo q € V(I) con qN S # 0.

En particular tendremos que, I" = S(I™) para todo n si y sélo si q ¢ Z(Gr(I, R)) para
todo primo q€ V(I) con qNS # 0.

Demostracién: Demostremos la equivalencia entre las condiciones (i) y (ii). Para
todo natural n consideremos la sucesién exacta corta de R-médulos 0 — I /I*+ —
R/I™ — R/I™ — 0. Aplicando el functor de cohomologialocal tendremos una sucesién
exacta larga de R-médulos 0 — HJ(I"/I"*) — HJ(R/I™*'y — HQ(R/I™) — .
Luego para un ideal primo g tendremos que, depthg (R/ I™} > 0 para todo n<np+ 1 si
y sélo si HJ(R/I*) = 0 para todo n < ng + 1, si y sélo si HO(I"/I"'H) = 0 para todo
n < no, siy s6lo si Ongn, H(I"/I™*!) = 0, si y sblo si Hy (®n<n°I”/1‘”+1) =0. Es
decir, si y sélo si depth, (®n<,,°I n /I™+1) > 0. De donde se sigue la equivalencia entre las
condiciones (i) y (ii) pues, I" S(I") para todo n < no+1siy sdlosi depthg (R/I™) > 0
para todo n < ng+ 1 y para todo primo q € V(I) con qN S # 0.

En particular, de la demostracion de la equxvalenc1a. entre las condiciones (i) y (ii)
tenemos que, I" = S(I™) para todo natural n si y slo si Hy(®axol™/I**!) = 0 para
todo primo q € V(I) con qN S # @. Es decir, I® = S(I™) para todo natural n si y sélo
si H3(Gr(I, R)) = 0 para todo primo q € V(I) con qN S # 0. Observar que aunque
Gr(I , R) no es un R-mddulo finito generado, si que es un R-mddulo con un nimero finito
de primos asociados (pues Ass Gr(I, R) = Ass ®n>o I" /™! =, o Ass I [I"1? que
es un conjunto finito, {33, Cor. 1.4]). -

Luego, para concluir la demostracion basta con demostrar que, en general, si a es un
ideal de un anillo noetheriano A y si M es un A-médulo con Ass4 M conjunto finito,
entonces HJ(M) # 0 si y sélo si a C Z(M).

Supongamos que H3(M) # 0. Luego existe un z € M y un natural n tal que
2 € (0: a®)p. Por lo tanto se tendrd que a” C Anna(z) C p para cierto p € Assq M.
Asi tendremos que a C r(a) C r(a®) C r(p) = py, por lo tanto, a C Z4(M).

Reciprocamente. Supongamos que a C Z{M). Como que Assg M es finito entonces
tendremos que existe un primo p € Assq4 M tal que a C p. De donde se sigue que
0# A/p C (0:a)u ¥, por lo tanto, tendremos que HJ(M) # 0. O
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e Potencias simbdlicas de ideales de coaltura uno:

El objetivo de este apartado es estudiar el comportamiento asintético de las potencias
simbélicas de los ideales de coaltura uno.

En [33, Cor. 1.4, Cor. 1.5], se demuestra que si I es un ideal de un anillo noetheriano
R, entonces existe un natural m tal que Assg R/I"* = Assp R/I™ paratodon >m,y
existe un natural m tal que Assg I*/I"t! = Assg I"™/I™*! para todo n > m. Por lo
tanto, tiene sentido definir los signientes mimeros naturales asociados a un ideal 7 de un
anillo noetheriano R:

(a) ar = min{m > 1 tales que Assg R/I" = Assp R/I™ para todo n > m}.

(b) wr = min{m > 0 tales que Assg I"/I"*! = Assgp I™/I™*! para todo n > m}.

Lema 3.6.5 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R tal que I™® = I("°) para algiin
natural ny > min{ey,wr+1}. En tal situacion, I = I™) para todo n > min{ar,wr+1}.

Demostracién: Supongamos, en primer lugar, que oy = min{ay,wr+1}. Sea ng > a;
un natural tal que I™ = I(®), Luego Assgp R/I™ = M(I), de donde se sigue que
Assp R/I" = Assg R/I™ = M(I) para todo n > a1 y, por lo tanto, I" = I™) para
" todo n > ay, como queriamos demostrar.

Supongamos, ahora, que wy + 1 = min{ay,wy + 1}. Sea np > wy + 1 un natural tal
que I™ = J("°), Para concluir la demostracién hemos de ver que I" = I(®) para todo
n > wr + 1. Notemos B*(I) = Assg I#?/I*!*!, Dado n > wy consideremos la sucesién
exacta corta de R-médulos 0 — I? /"t — R/I**t1 4 R/I™ — 0. Luego se tendra que
B*(I) C Assg R/I™*1. Por lo tanto Assg R/I**! C B*(I)UAssg R/I™ C Assg R/I"
para todo n > wr + 1. Por hipétesis se tiene que Assg R/I™® = M(I). Por lo tanto
Assp R/I™ = M(I) para todo n > wy + 1. De donde se sigue que I™ = I{") para todo
n > wr + 1, como queriamos demostrar. [

Proposicién 3.6.6-Sea I un ideal de un anillo local noetheriano Cohen-Macaulay d-
dimensional (R, m) de altura ht(I) = d—1. Supongamos que I es genéricamente intersec-
cidn completa (es decir, Iy es un ideal interseccion completa para todo primo p € M(I)).
En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I es interseccién completa.
(1) I es equimiiltiple.
(i) I" = I para todo natural n > 0.
(iv) I™ = I(™) para algiin natural n > min{oy,wr + 1}.
(v) I es un s-ideal. |

(vi) I es un S-ideal.
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Demostracion: Veamos, en primer lugar, que las condiciones (i) y (ii) son equivalentes
(que es una pequefia variacién del Teorema de Cowsik-Nori [12, Prop. 3]). Obviamente
se tiene que (i) implica (ii). Reciprocamente, supongamos (ii). Como que I es un
ideal equimiiltiple entonces tendremos que existe una reduccién minimal J de I que es
interseccién completa. Sea p un primo minimal de I. Localizando en p tendremos que
Jp C Ip es una reduccidén de Ip. Por hipétesis I es genéricamente interseccién completa,
luego Iy, es un ideal de la clase principal y, por lo tanto, él es su 1nica reduccién minimal.
Luego Jp = Ip para todo primo minimal p de I. Como que J es ideal de la clase principal
de un anillo Cohen-Macaulay, en particular tendremos que Ass R/J = M(J) y, como
que J es una reduccién de I en particular tendremos que M(J) = M(I). Asi se tiene
que Iy = Jp para todo p € Ass R/J. De donde sigue que J = Iy, por lo tanto, I es ideal
de la clase principal. Luego las condiciones (i) y (ii) son equivalentes.

La equivalencia entre las condiciones (ii), (v) y (vi) se justificé en la pigina 73 (aparta-
dos (¢) v (£)).

Luego, tenemos que las condiciones (i), (ii), (v) y (vi) son equivalentes. Demostremos
la equivalencia con las condiciones (iii) y (iv).

En la Seccién 2.1 (Ejemplo 2.1.14) se justifica que para un ideal interseccién completa
a de un anillo Cohen-Macaulay A se tiene igualdad a" = a{®) para todo natural n. Luego
(1) implica (iii). Obviamente (iii) implica (iv). Para concluir la demostracién de la
proposicién, veamos que (iv) implica (v). Supongamos (iv). Luego, por el Lema 3.6.5
tendremos que I" = I®) para todo n > min{ay,wr + 1}. Notemos k = min{ay,wr+1}.
Entonces tendremos que I("+k) = "tk ™ para todo natural n y, por lo tanto, I es
un s-ideal, como queriamos demostrar. O

Corolario 3.6.7 Sea (R, m) un dominio local normal 2-dimensional. En tal situacidn,
las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) R es factorial.
(ii) Para todo ideal primo p se tiene que p" = p(™ para algin n > min{ap, wp + 1}.
(iii) Para todo ideal primo p se tiene que p" = p(™) para todo ndtuml n.
(iv) Todos los ideales primos de R son s-ideales. |
(v) Todos los ideales primos de R son 3-ideales.
Demostracién: Como que (R, m) un dominio local normal 2-dimensional, en particular
R es Cohen-Macaulay. Sabemos que R es factorial si y sélo si p es interseccién completa

para todo ideal primo p de R de altura ht(p) = 1. Luego, aplicando la proposicién
anterior se concluye la demostracién. O

Analicemos el caso no interseccién completa.

Sea I un ideal de un anillo local noetheriano Cohen-Macaulay d-dimensional (R, m)
de altura ht(I) = d — 1. Supongamos que I es genéricamente interseccién completa, y
que I no es interseccién completa. En tal situacién, de la Proposicién 3.6.6 se sigue que
Im£1 (™ sin > min{as,wr + 1}. El problema que se plantea es estudiar qué podemos
decir de las n-ésimas potencias simbdlicas de I para n < min{os,ws + 1}.
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Veamos, en primer lugar, que min{ay,wr + 1} = o;.

Proposicién 3.6.8 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano Cohen-Macaulay d-
dimensional (R, m) de altura ht(I) = d — 1. Supongamos que I es genéricamente inter-
seccidén completa, y que I no es interseccidn completa. En tal situacidn se tiene que:

{a) ar <wr+1.

(b) O bien ay =wyr +1 o bien ay < wy.

Demostracion: Por hipétesis ht(I) = d — 1, luego para un natural n tendremos que
M(I) C AssgR/I™ C V(I) = M(I) U {m} y, por lo tanto, I" = I™ si y sdlo si
AsspR/I™ = M(I).

Demostremos (a). Como que I no es interseccién completa entonces tenemos que
I" £ I si n > ay. Luego Assg R/I® = M(I) U {m} si n > e y, por lo tanto,
ar = min{m > 1 tales que Assp R/I" = Assg R/I™ para todo n > m} = min{m > 1
tales que Assg R/I™ = M(I)U{m} paratodo n > m} = min{m > 1 tales que I™ # I(®)
para todo n > m}. Pero I # I® para todo n > wy + 1. Luego ar < wy + 1.

Demostremos el apartado (b). Como que a;y < wr + 1 entonces, para demostrar (b),
basta con demostrar que oy # wy. Tenemos que m € Assg R/I*! C Assg I/~ /I°r Uy
Assp R/I®1—!y, por lo tanto, m € Assg I*!~1/I*1. Asi, si oy = wy entonces se tendra
que Assgp I"/I"*! = M(I) para todo n > wy de donde, aplicando [33, Prop. 2.2), se
sigue que m es un ideal primo asoctado al anillo, luego dim R = 0, lo cual es absurdo.
. Luego a7 # wr y, por lo tanto, o bien oy =wy+ 10 bien ay < wy. O

Asi, el problema que tenemos es estudiar las n-ésimas potencias simbdlicas (con
n < aj) de un ideal I genéricamente interseccién completa, de altura ht(]) = d -1
y no interseccién completa de un anillo local noetheriano d-dimensional Cohen-Macaulay
(R, m). Este tipo de problema fue estudiado por Huneke en [28] en el caso 3 y 4 dimen-
sional. En este trabajo Huneke demuestra que [28, Cor. 2.5, Cor. 2.6}:

(a) Si (R, m) es un anillo local regular 3-dimensional y si p es un ideal primo no inter-
seccién completa de altura ht(p) = 2, entonces p™ # p(® sin > 2.

(b) Si (R, m) es un anillo local regular 4-dimensional y si p un ideal primo no inter-
seccién completa de altura ht(p) = 3 tal que R/p es Gorenstein, entonces p? = p(?)
ypr#pMsin >3

Veamos cudndo podemos garantizar el mismo comportamiento para un ideal I genérica-
mente interseccidén completa, altura ht(I) = d—1 y no interseccién completa de un anillo
local noetheriano d-dimensional Cohen-Macaulay (R, m).

Proposicién 3.6.9 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano Cohen-Macaulay d-
dimensional (R, m) de altura hi(I) = d — 1. Supongamos que I es genéricamente inter-
seccion completa, y que I no es interseccién completa. En tal situacidén, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) Eziste un natural ng tal que I = I™) sin < ng y tal que I* # I™) sin > n,.
(i) ar = min{n > 1 tales que Ass R/I" = M(I) U {m}}.
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Y en tal situacién se tiene que ng = ay.

Demostracidn: Por hipétesis ht(I) = d — 1, luego para un natural n tendremos
que I® = I si y sélo si AsspR/I* = M(I). En particular, min{n > 1 tales que
Ass R/I™ = M(I) U{m}} = min{n > 1 tales que I" # I(")},

Por-otro lado, como que I no es interseccién completa entonces, de la demostracién
del apartado (a) de la Proposicién 3.6.8 se sigue que ; = min{m > 1 tales que I* # I(®)
para todo n > m}. Luego ay = 1+ max{m > 0 tales que I = I™} > 1 4 max{m > 0
tales que I = I(*) para todo n < m} = min{m > 1 tales que I'"™ # I(™)}.

Luego, existe un natural ng tal que I* = I'™ si n < ng y tal que I" # I(™ sin > ng
si y sélo si min{m > 1 tales que I™ # I(®) para todo n > m} = min{m > 1 tales que
I™ # I0™}, siy sélo si oy = min{n > 1 tales que Ass R/I" = M(I) U{m}}. Y, en tal
situacién, np = ay. O :

3.7 Potencias simbdélicas y anulacién de la cohomologia local

Los resultados de anulacién de la cohomologia local son resultados de gran importancia
en el Algebra Conmutativa y en la Geometria Algebraica. Es conocido que, para todo
ideal I de un anillo noetheriano R y para todo R-médulo finito generado M se tiene
que, depth;(M) = inf{i € Z tales que Hj(M) # 0} = sup{i € Z tales que H}(M) = 0
para todo j < i}. Por otro lado, dado un ideal I de un anillo noetheriano R y dado
un R-médulo M, se define edr(M) la dimensién cohomoldgica del ideal I respecto del
R-médulo M como cdi(M) = sup{i € Z tales que Hi(M) # 0} = inf{i € Z tales que
Hi(M) = 0 para todo j > i}. Es conocido que, cd;(M) < min{dim M, ara(l)} (donde
ara(l) = min{s > 0 para los que existen ay,...,a; € Rcon r(I) =r((a1,...,a;))} es el
rango aritmético del ideal I, es decir, ara(l) es el menor nimero de elementos necesarios
para definir I radicalmente). :

El problema de la anulacién de la cohomologia local H}(M), y el problema de la
acotacién de la dimensién cohomolégica edy(M), se pueden reducir al caso en que M sea
un R-médulo de un anillo local noetheriano d-dimensional (R, m) y donde I es un ideal
de altura ht(I) < d pues:

(a) Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea M un R-médulo. Sea R — A
un morfismo de anillos plano. En tal situacién, para todo i € Z se tiene un
isomorfismo de A-médulos H} 4, (M ®r A) = Hi(M)®g A. En particular, cd; (M) =
sup{calmp (Mp) donde p es un ideal primo de R} y, si R — A es un morfismo de
anillos fielmente plano, entonces cd(M) = cdra(M ®r A).

(b) Sea I un ideal de un anillo noetheriano Ry sea M un R-médulo. En tal situacién,
Hj(M) = H;(,) (M) para todo i € Z. En particular, cdr(M) = cdr(z)(M).

(c) Sea (R,m) un anillo local noetheriano, entonces cdp(M) = dim M.

Ademads se tiene que:
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Lema 3.7.1 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situacion, Hy(M) = 0
para todo R-médulo M y para todo i > cdr(R) + 1 y, ademds, se tiene un isomorfismo
natural H" () (M) = H}’d’ (%) (R) ®& M. En particular, cdj(R) = sup{cdr(M) donde
M es un R-mddulo} = sup{i € Z tales que eziste un R-médulo M con H}(M) # 0}.

Demostracién: Tenemos que c¢di{R) < dimR = d, y que cdf(M) < dimM <
dim R/Anng(M) < dim R para todo R-médulo M. Luego H}(-) = 0 para todo ¢ > d+1.
En particular tendremos que H ;"“ (-) = 0. Luego, de la sucesién exacta larga de deriva-
dos se seguira que el functor covariante aditivo H#(-) : R-Mod — Ab es un functor exacto
por la derecha. Por otro lado se tiene que, en general, H7(-) conmuta con las sumas direc-
tas. Luego tenemos que el functor H¥(-) : R-Mod — Ab es un functor covariante aditivo
exacto por la derecha y que conmuta con las sumas directas. Aplicando el Teorema de
Watts, tendremos una equivalencia natural de functores Hf(-) 2 H¥(R) ®r -. Luego,
para todo R-médulo M se tendrs un isomorfismo natural H#(M) = H#(R) ®r M. Asi,
el lema queda demostrado en el caso en que ¢dy(R) = dimR.

Si cd;(R) < dimR — 1 entonces, como que H{(M) = H$(R) ®r M para todo R-
médulo M, en particular tendremos que H() = 0, de donde se sigue que Hf(.) : R-
Mod — Ab es un functor covariante aditivo exacto por la derecha y que conmuta con
las sumas directas. Luego, aplicando el Teorema de Watts, tendremos una equivalencia
natural de functores H 1’1(-) =H I—I(R) ®p -. Luego, para todo R-mdédulo M se tendrd
un isomorfismo natural Hf~}(M) = H{"'(R) ®r M. Asf, el lema queda demostrado en
el caso en que cdr(R) =dimR — 1.

Repitiendo el proceso se concluye la demostracién. O

De lo dicho hasta ahora se sigue que el primer problema que se plantea es el de
caracterizar la anulacién del médulo H§(R) donde I es un ideal de altura ht(I) < d de
un anillo local noetheriano d-dimensional (R, m). La respuesta a este problema nos la da
el Teorema de Lichtenbaum-Hartshorne.

Teorema 3.7.2 (Teorema de Lichtenbaum-Hartshorne, [10], [18], [43], [65]). Sea I un

ideal de un anillo local noetheriano d-dimensional (R, m). En tal situacidn, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) Hi(R) =0,
(ii) dim R* /(IR* + z) > 0 para todo primo minimal z € Min R* con dimR*/z = d.

Veamos edmo podemos reinterpretar este teorema (véase Comentario 3.7.9 para una
demostracién alternativa), en términos de la comparacidén entre las topologias ddica,
simbélica y entera asociadas al ideal 1.

Proposicién 3.7.3 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano d-dimensional (R, m).
Consideremos las sigutentes condiciones:
(i) Eriste un sistema multiplicativo S de R con mN S # 0 tal que I es un 1-(S)-ideal.
(it) H{(R) =0.
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En tal situacidn se tiene que siempre (i) implica (i), y que el reciproco es cierto si (R, m)
es quasi-unmized.

Demostracion: Es consecuencia directa del Teorema 3.4.4 y del Teorema de Lichten-
baum-Hartshorne. Obsérvese que en el caso quasi-unmixed tenemos que, por definicién,
dim R"/z = dim R para todo primo minimal z € Min R*. O

Ejemplo 3.7.4 Veamos que la equivalencia entre las condiciones (i) y (ii) de la Propo-
sicién 3.7.3 no es cierta si (R, m) no es quasi-unmixed. Sea (R, m) un anillo local noethe-
riano completo dos dimensional con dos primos minimales 23 y 25 tales que dimR/z = 1
y que dim R/z; = 2 (en particular, R es un anillo local completo no quasi-unmixed). Sea
p un primo no minimal de R de altura ht(p) = 1. Veamos que HZ(R) = 0 y que no
existe ningin sistema multiplicativo S de R con mN S # @ tal que p es un #-(S)-ideal.
Para todo primo minimal z de R* (= R) de dimensién dimR*/z = dim R* tenemos
que dim R*/(pR* + z) > 0. Luego, del Teorema de Lichtenbaum-Hartshorne se sigue
que H g(R) = 0. Por otro lado, p no contiene todos los primos minimales de R, luego
p no es un I-ideal (pagina 64, apartado (f)) y, por lo tanto, no existe ningin sistema
multiplicativo § de R con mN S # 0 tal que p es un #-(S)-ideal (Teorema 3.4.4).

Comentario 3.7.5 Como caso particular de la Proposicién 3.7.3 se tiene que, si I es un
t-ideal de altura ht(I) < d de un anillo local noetheriano d-dimensional (R, m), entonces
cdr(R) < d. En particular, si R es tal que todos sus ideales son I-ideales (véase, por

ejemplo, los apartados (c) y (d) de la pigina 63), entonces cdy(R) < dim R para todo
ideal I de R de altura ht(]) < d.

Ademads, como casos particulares de la Proposicién 3.7.3 se tienen los siguientes coro-
larios que generalizan los criterios de anulacién de H¥(R) establecidos por Call en [9,
Cor. 4] para I ideal primo de altura d — 1 de un anillo local completo Gorenstein d-
dimensional (R, m); por Call y Sharp en [10] para [ ideal arbitrario de altura d—1 de un
anillo local Gorenstein d-dimensional (R, m); y por Schenzel [51, Cor. 4.3] para anillos
locales completos quasi-Gorenstein:

Corolario 3.7.6 Sea I un ideal de altura ht(I) = d — 1 de un anillo local noetheriano
quasi-unmized d-dimensional (R,m). En tal situacidn, las siguientes condiciones son
equivalentes: ‘

(i) B}(R) = 0.

(i) I es un {-ideal.

(iit) Para todo primo minimal de R* eziste un primo minimal de IR que lo contiene.

Y si ademds (R, m) es unmized, entonces las condiciones anteriores también son equiva-
lentes a:

(iv) I es un t-ideal.



88 Filtraciones simbdlicas y sus dlgebras asociadas

Demostracién: La equivalencia entre las condiciones (i), (ii) y (iii) es consecuencia de
la Proposicién 3.7.3 y de la pégina 64 apartado (f). La equivalencia con (iv) en el caso
unmixed se sigue de la pigina 63 apartado (a). O

Corolario 3.7.7 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano quasi-unmized d-dimen-
sional (R, m) de altura ht(I) < d. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equiv-
alentes:

(i) H{(R) = 0.

(#i) La topologia definida por la filtracion {I" : (m)}n>0 es mds fina que la topologia
definida por las clausuras enteras de las potencias de I.

Y si ademds (R, m) es unmized, entonces las condiciones anteriores también son equiv-
alentes a:

(iii) La topologia definida por la filtracidn {I" : (m)}n>0 es equivalente a la topologia
I-ddica de R.

Demostracién: La equivalencia entre las condiciones (i) y (ii) se sigue del Teo-
rema 3.4.4 y de la Proposicién 3.7.3. La equivalencia con (iii) en el caso unmixed se
sigue de la pégina 63 apartado (a) y del Teorema 3.4.3. O

Proposicién 3.7.8 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano d-dimensional (R, m).
- Supongamos que eziste Ngp. En tal situacion, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Eziste un sistema multiplicativo S de R con mNS # @ tal que I es un t-(S)-ideal.
(i) Eriste un sistema multiplicativo S de R con mNS # @ tal que I es un 1-(S)-ideal.
(iii) H#(Ng) = 0.

Demostracién: Por el Teorema 3.4.13 tenemos que las condiciones (i) y (ii) son equi-
valentes, y que estas condiciones son equivalentes a que para todo n existe un natural
‘m > n tal que el morfismo natural Ext%(R/I", Nr) = Extg(R/I™, Ng) es el morfismo
cero. Por otro lado, para todo natural n los R-médulos Ext&(R/I™, Npg) son R-médulos
finito generados. De donde se sigue que, para todo n existe un natural m > n tal que
el morfismo natural Ext4(R/I", Ng) — Ext%(R/I™, Ng) es el morfismo cero si y sélo
si lim., , Ext4(R/I",Nr) = 0. Es decir, si y sélo si Hf(Ngr) = 0, como queriamos
demostrar. O .

Comentario 3.7.9 La diferencia esencial entre las demostraciones de las proposicio-
nes 3.7.3 y 3.7.8 es que, para demostrar la primera usamos el Teorema de Lichtenbaum-
Hartshorne, mientras que para demostrar la segunda tnicamente usamos las caracte-
rizaciones establecidas en la Seccién 3.4. De hecho es interesante observar que de la
Proposicién 3.7.8 se obtiene, como corolario, el Teorema de Lichtenbaum-Hartshorne.
Para ello basta con observar que para demostrar este teorema uno se reduce, en primer
lugar, al caso en que (R, m) sea un anillo Gorenstein local. Luego, en este caso, aplicando .
la Proposicién 3.7.8 tendremos que H§(R) = 0 si y sélo si existe un sistema multiplicativo
S de R con mN S # @ tal que I es un #-(S)-ideal. De donde, aplicando el Teorema 3.4.4
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tendremos que H§(R) = 0 si y sdlo si dim R*/(IR* + z) > 0 para todo primo minimal
2 € Min R*.

Globalicemos las proposiciones anteriores.

Proposicién 3.7.10 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema
multiplicativo de R. Consideremos las siguientes condiciones:

(i) I es un 1-(S)-ideal.
(ii) H;‘m)(R) ®R Rq =0 para todo g € V(I) con qNS £ 0.

En tal situacidn se tiene que siempre (i) implica (ii), y que el reciproco es cierto si R es
localmente quasi-unmizred. '

Demostracién: De la caracterizacién de los -(S)-ideales (Teorema 3.4.2) tenemos
que I es un ?-(S)-ideal si y sélo si dim Ry/(IRy + z) > 0 para todo q € V(I) con
qN S # @ y para todo z € Min Ry. La demostracién se concluye al aplicar el Teorema
de Lichtenbaum-Hartshorne al anillo local noetheriano h#(q)-dimensional (Rg, gRq). D

Proposicidn 3.7.11 Sea I un ideal de un anillo noethériano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. Supongamos que eriste Ng. En tal situacion, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) I es un t-(S)-ideal.
(i) I es un t-(S)-ideal.

(iii) H¥*@(Ng) ®r Rq = 0 para todo g € V(I) con qN 5 # 0.

Demostracidn: Por el Teorema 3.4.14 tenemos que las condiciones (i) y (ii) son equi-
valentes, y que estas condiciones son equivalentes a que para todo natural n existe un
natural m > n tal que para todo i > ht(I), el morfismo natural Extz(R/I*,Ng) —
Exth(R/I™, Ng) es localmente nulo en g para todo q € V(I) de altura ht(g) = i con
qN S # @. Més aiin, de la demostracién del Teorema 3.4.14 tenemos que la condicién
anterior es equivalente a que para todo q € V(I) con qN S # @ se tiene que para todo
natural n existe un natural m > n tal que el morfismo natural Ext'}{(q)(R/I", Ng) —
Ext’}:(q)(R/ I™ Npg) es localmente nulo en q. Es decir, si y s6losi H ?tm(N R)®rRq=0
paratodo g€ V(I) con qNS# 0. O '

Comentario 3.7.12 Es interesante observar que en la Proposicién 3.7.10 (resp. en la
Proposicién 3.7.11), basta comprobar la anulacién de (H;‘t(q)(R))q (resp. la anulacién

de (H ?t(q) (Nr))q) para un nimero finito de ideales primos q € V(I) con gNS # @ para,
asi, poder afirmar que se verifica para todos ellos. Para ello basta con tener presente
la demostracién de estas proposiciones y recordar que, en la caracterizacidén de los -
(S)-ideales que usamos (Teorema 3.4.2) nos podemos restringir a considerar los ideales
primos q € E(J) tales que qN S # 0.
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Como corolario se sigue que:

Corolario 3.7.13 Sea I un ideal de un anillo noetheriano localmente quasi-unmized R
tal que todos los primos minimales de I tienen la misma altura (por ejemplo, cualquier
ideal primo de un anillo local noetheriano quasi-unmized). En tal situacion, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) I es un t-ideal.

(i) Supp HY(R) C {q € V(I) con ht(q) > i+ 1} para todo i con ht(I) < i < dimR.

Demostracidn: Obviamente se tiene que Supp Hi(R) C V(I). Ademds, sip € V(I)
con ht(p) < i, entonces cdrr,(Rp) < dimRp = hi(p) < i, de donde se sigue que
(Hi(R))p = 0y, por lo tanto, p ¢ Supp Hi(R). Luego, para un ideal I de un anillo
noetheriano R se tiene que Supp H}(R) C {q9 € V(I) con ht(q) > i}.

Sea S un sistema multiplicativo de R. Por la Proposicién 3.7.10 tenemos que I es
un #-(S)-ideal si y sélo si (H}’t(q)(R))q = 0 para todo q € V(I) con qNS # 0. Luego,
I es un 1-(S)-ideal si y sélo si Supp Hi(R) C {q € V(I) con ht(q) = i y tales que
qNS =0} U {q € V(I) con ht(q) > i+ 1} para todo i con ht(I) < i < dimR.

En nuestro caso, I es un ideal de R tal que todos sus primos minimales tiene la misma
altura, y S = R —U{p € M(I)}. Luego M(I) = {q € V(J) tales que ht(q) = ht(I)}
y, ademds, si q € V(I) entonces qNS = @ si y sélo si g € M(I). De donde se sigue la
equivalencia entre las condiciones (i) y (ii). O

Comentario 3.7.14 Como casos particulares del Corolario 3.7.13 obtenemos los siguien-
tes resultados:

(a) Sea I un ideal de altura ht(]) = d —2 de un anillo local noetheriano quasi-unmixed
d-dimensional (R, m) tal que todos los primos minimales de I tienen la misma
altura. En tal situacién, I es un #-ideal si y sélo si H{(R) = 0y H{ }(R) =0 es
un R-médulo con soporte en el maximal. Y si ademds (R, m) es unmixed, entonces
las condiciones anteriores también son equivalentes a: I es un t-ideal, (pgina 63
apartado (a)).

(b) Sea R un anillo noetheriano tal que todos sus ideales son 7-ideales (véase, por
ejemplo, los apartados (c) y (d) de la pagina 63). En tal situacién, para todo ideal
equidimensional I de R tendremos que Supp H}(R) C {q € V(I) con ht(q) > i+1}
para todo ¢ con ht(I) < i < dimR.

Para concluir esta seccién, veamos cémo la Proposicién 3.7.3 nos puede ser de utilidad
para determinar cudndo tenemos anulacién del grupo de cohomologia local Hf(R).

Hartshorne {18] demuestra que si I es un ideal de un anillo noetheriano R radicalmente
generado por r elementos, entonces cdr(R) < r. Luego cdr(R) < ara(l) = min{s > 0
para los que existen ai,...,as; € R con r(I) = r((ay,...,as))}. De aqui se sigue que
para un anillo local noetheriano (R, m) se tiene que c¢dy(R) < I(I) para todo ideal I de
R. En efecto. Supongamos, en primer lugar, que el cuerpo residuo es infinito. Sea J
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una reduccién minimal de I. Entonces se tiene que I y J son ideales de ignal radical
y que I(I) = p(J), de donde se sigue que ara(l) = ara(J) < p(J) = I(I). Luego
cdr(R) < ara(l) < I(I). Para demostrar el caso general, consideremos el anillo de
Nagata R(T') = R[T]m7) que es un anillo local noetheriano con cuerpo residuo infinito,
y consideremos I(T') el ideal de R(T') definido por la extensién de I via el morfismo local
fielmente plano R — R(T’). Por el teorema del cambio de base fielmente plano (pigina 85
apartado (a)) tendremos que cdr(R) = edy(7y(R(T)), y por [19, (10.11.c)] se tendrd que
{(I) = I(I(T)). De donde se sigue que cd;(R) = cdy)(R(T)) < ara(I(T)) < I{I(T)) =
I(I), como queriamos demostrar.

Veamos cémo la Proposicién 3.7.3 nos permite relacionar I(J) con la anulacién del
grupo de cohomologia local H§(R), donde I es un ideal de un anillo local noetheriano
quasi-unmixed d-dimensional (R, m), (Corolario 3.7.15).

Dado un ideal I de un anillo noetheriano R y dado un sistema multiplicativo S de
R sabemos que [ es un #-(S)-ideal si y sélo si S C R— U{p € E(I)}, (Teorema 3.4.2).
Asi, para S = R — U{p € A(I)}, donde A(I) es cualquier conjunto de ideales primos de
R tal que E(I) C A(]), tendremos que I siempre es un -(S)-ideal. De esta manera,
dado un ideal I de un anillo local noetheriano d-dimensional (R, m) entonces, (por la
Proposicién 3.7.3), podremos afirmar que H¢(R) = 0 si alguno de los sistemas multi-
plicativos anteriores es tal que m NS # @, es decir, si para alguno de los conjuntos de
ideales primos A(J) se tiene que m & A(J). Con esta idea como referencia se pueden
obtener resultados de anulacién del d-ésimo grupo de cohomologia local del siguiente
estilo:

Corolario 3.7.15 Sea (R,m) un anillo local noetheriano quasi-unmized d-dimensional,
y sea I un ideal de R tal que I(I) < d. En tal situacién, H{(R) = 0.

Demostracién: En este caso consideramos como A(I) el conjunto finito de ideales
primos A(I) = U(I) que es tal que E(I) C U(I) (Lema 3.1.3). Por hipStesis tenemos que
{(I) < ht(m) = dimR. Luego, aplicando el Teorema de Burch-McAdam (Lema 3.1.8)
tendremos que m ¢ U(I). Con lo que se concluye la demostracién. O

Ejemplo 3.7.16 Sea (R, m) un anillo local regular d-dimensional y sea p un ideal primo
no interseccién completa de altura ht(p) = d — 1. Como que (R, m) es un anillo regular,
entonces p es un I-ideal (pagina 63 apartado (d)) y, por lo tanto, HZ(R) = 0 (Pro-
posicién 3.7.3). Pero como que p no es interseccién completa, entonces tendremos que
I(p) = dim R (Proposicién 3.6.6). Luego, el reciproco del corolario anterior no es cierto
en general.
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