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92 Filtraciones simbdlicas y sus dlgebras asociadas

4 Comportamiento de los t,t,s,s-(S)-ideales por o-
peraciones y por la acciéon de morfismos

En este capitulo se estudiara el comportamiento de los t,7, s,5-(5)-ideales por la accién
de morfismos y por operaciones entre ideales.

4.1 Comportamiento por la accién de morfismos

El objetivo de esta seccién es estudiar el comportamiento de los ¢, 1, s, 5-ideales por la
"accién de morfismos de anillos generalizando, asi, los resultados establecidos por Verma
en [58]. Los resultados que se obtendran se deduciran de las caracterizaciones establecidas
en el capitulo anterior y de las propiedades de los conjuntos de divisores primos E(J),
E(I), U(I) y U(I), (que notaremos por I'(J) segiin el caso).

En general, los t,7, s, S-ideales no tienen un buen comportamiento ni por la extensién
ni por la contraccién por un morfismo de anilles. Por ejemplo:

Ejemplo 4.1.1 Veamos que la contraccién de un t-ideal (resp. de un %, s, 3-ideal) por un
morfismo de anillos no es, en general, un ¢-ideal (resp. un %, s,3-ideal); y que la extensién
de un t-ideal (resp. de un {,s,3-ideal) por un morfismo de anillos puede ser un t-ideal
(resp. un %, s, 3-ideal) aunque el ideal no lo sea. Sea I = p un ideal primo de un anillo
noetheriano R. En tal situacién tendremos que Ry es un anillo local de maximal pRp.
Luego I, es un ideal maximal y, por lo tanto (Ejemplo 2.1.10), I, siempre sera un t-ideal
(resp. un £, s, 3-ideal) aunque el ideal I no lo sea.

Ejemplo 4.1.2 Veamos que la extensién de un t-ideal (resp. de un Z,s,3-ideal) por
un morfismo de anillos no es, en general, un t-ideal (resp. un %, s,3-ideal); y que la
contraccién de un t-ideal (resp. de un ?,s,3-ideal) por un morfismo de anillos puede ser
un t-ideal (resp. un %, s,3-ideal) aunque el ideal no lo sea. Para ello consideremos I = p
un ideal primo de altura ht(I) = dim R~1 de un anillo local noetheriano completo (R, m)
tal que I sea un t-ideal (resp. un i,s,3-ideal). Sea J un ideal de R tal que J C I pero
tal que exista un primo minimal q de J tal que q ¢ I. En tal situacidn, el ideal I/J es
un ideal primo de altura ht(f/J) = dim R/J — 1 del anillo local noetheriano completo
(R/J,m/J) tal que no contiene todos los primos minimales del anillo. Luego I/J no
es un #-ideal (pagina 64 apartado (f)) y, por lo tanto, J/J no es un t-ideal (resp. un
1, s, 5-ideal).

Examinemos el comportamiento de los t,1, s, 5-ideales por localizacién, por paso al
cociente, por extensién fielmente plana, y por extensién finita.
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e Comportamiento por la localizacién:

Del Ejemplo 4.1.1 se sigue que la contraccién de un ¢-ideal (resp. de un {, s, 5-ideal) por
una localizacién no es, en general, un ¢-ideal (resp. un ?, s, 3-ideal); y que la extensién de
un t-ideal (resp. de un %, s,3-ideal) por una localizacién puede ser un t-ideal (resp. un
1, s,5-ideal) aunque el ideal no lo sea.

Proposicién 4.1.3 Sea R un anillo noetheriano y sea T' un sistema multiplicativo de
R. Sea I un ideal de R y sea J un ideal de T-*R. En tal situacion se tiene que:

(a) Si I es un t-ideal (resp. un 1,s,3-ideal), entonces T1I es un t-ideal (resp. un
1,5,3-ideal).

(b) Si JN R es un t-ideal (resp. un i,s,3-ideal), entonces J es un t-ideal (resp. un
1,s,5-ideal).

Demostracién: Demostremos (a). Por hipétesis I es un t-ideal (resp. un %, s, -ideal).
Luego, aplicando los corolarios 3.4.5 y 3.5.5, se seguird que M(J) = I'(J). Por lo tanto
tendremos que M(T~1I) = {T-'p donde p € M(I) con pNT = #} = {T~'p donde
p € I'(I) con pNT = @} = T(T~11), (Lema 3.1.4). Asise tendrd que M(T~1I) = I(T1J)
y, por lo tanto, aplicando de nuevo los corolarios 3.4.5 y 3.5.5, se sigue que T~ es un
t-ideal (resp. un i, s,3-ideal).

Demostremos (b). Supongamos que J N R es un t-ideal (resp. un %, 5,5-ideal). En-
tonces, por el apartado (a) tendremos que T-}(J N R) es un t-ideal (resp. un %, s, 5-ideal).
Pero J = T-1(J N R), luego J es un t-ideal (resp. un %, s,3-ideal). O

Proposicién 4.1.4 Sea I un ideal de un anillo noetherianc R. En tal situacién, las
siguientes condiciones son equivalentes: :

(i) I es un t-ideal (resp. un i, s,5-ideal).
(#i) Iy es un t-ideal (resp. unt,s,3-ideal) para todo primo p € V(I).

(iii) In es un t-ideal (resp. uni,s,5-ideal) para todo mazimal m € V(I).

Demostracién: Del apartado (a) de la proposicién anterior se sigue que (i) implica
(ii). Obviamente (ii) implica (iii). Veamos que (iii) implica (i). Hemos de ver que
M(I) = T(I) (corolarios 3.4.5 y 3.5.5). Sea p € I'(/) y sea m maximal con p C m.
Asi tendremos que py, € I'(Iy), (Lema 3.1.4). Por hipétesis Iy es un t-ideal (resp. un
t,s,5-ideal). Luego M (Im) = I'(Jm), (corolarios 3.4.5 y 3.5.5). De donde se sigue que
Pm € M(Im) y, por lo tanto, p € M(I). O

Ejemplo 4.1.5 Sea R un anillo noetheriano y sea S un sistema multiplicativode R. Sea
A el anillo noetheriano definido por A = R[{X,};es]/({sXs — 1}ses), que es isomorfo
a la simetrizacién de R por S. Luego, si I es un ideal de R tal que I es un t-ideal
(resp. un ,s,3-ideal), entonces, por la Proposicién 4.1.3, tendremos que también lo serd
el ideal TA. Por ejemplo, esta es la situacién que se tiene al considerar los anillos del
tipo Rl[z1,...,Zn, Zn+1]/(P(21, ..., Zn)Zat1 — 1), (por ejemplo, el anillo de la hipérbola
K[z,y)/(zy— 1), y €l anillo del circulo complejo Clz,y)/(z? + ¥* — 1)).
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e Comportamiento por el paso al cociente:

Del Ejemplo 4.1.2 se sigue que la extensién de un t-ideal (resp. un %,s,3-ideal) por un
paso al cociente no es, en general, un t-ideal (resp. un %, s, 3-ideal); y que la contraccién
de un t-ideal (resp. de un £, s, S-ideal) por un paso al cociente puede ser un t-ideal (resp.
un %, 5,35-ideal) aunque el ideal no lo sea.

Ademas, del siguiente ejemplo (Ejemplo 4.1.6) se sigue que la contraccién de un ¢-
ideal (resp. un 7, s,5-ideal) por un paso al cociente no es, en general, un t-ideal (resp.
un 7, s, 5-ideal); y que la extensién de un t-ideal (resp. de un %, s, 3-ideal) por un paso al
cociente puede ser un t-ideal (resp. un 7, s, 5-ideal) aunque el ideal no lo sea.

Ejemplo 4.1.6 Sea R un anillo noetheriano y sea I = p un ideal primo de R. En tal
situacidn, la extensién de I via el morfismo R — R/I siempre es un un ¢-ideal (resp. un
1, s,5-ideal) pues es el ideal cero de un dominio noetheriano (Ejemplo 2.1.11). Lo cual,
obviamente, no implica que I sea un t-ideal (resp. un %, s, 3-ideal).

Examinemos un caso particular de paso al cociente.

Proposicién 4.1.7 Sea I un ideal de un anillo noectheriano R. En tal situacidn se tiene
que:

(a) Siz € Ass Ry siI es unt-ideal (resp. un s-ideal), entonces (I +2z)/z es un t-ideal
(resp. un s-ideal).

(b) Si z € Min R y si I es un t-ideal (resp. un S-ideal), entonces (I + z)/z es un
t-ideal (resp. un S-ideal).

Demostracion: Seap/z € I'((I+z)/z). Del Lema 3.1.5 se sigue que p € ['(I). Por otro
lado, aplicando los corolarios 3.4.5 y 3.5.5 se sigue que I'(J) = M(I). Luego p € M(]) y,
por lo tanto, p/z € M((I + z)/z). Asi tendremos que M((I + z)/2) = T'((I + z)/z) con
lo que, aplicando los corolarios 3.4.5 y 3.5.5, se concluye la demostracién. O

Veamos que los reciprocos de los apartados (a) y (b) de la proposicién anterior no
son ciertos en general.

Ejemplo 4.1.8 Veamos que en general el reciproco de (a) no es cierto. Sea R un anillo
tal que no verifica la condicién de Serre (Si), y sea I = 0. Luego del Ejemplo 2.1.11
se sigue que J no es un t-ideal (resp. un s-ideal), mientras que para todo z € Ass R
tenemos que (/ + z)/z es el ideal cero de un dominio y, por lo tanto, (I + z)/z es un
t-ideal (resp. un s-ideal). Luego el reciproco de (a) no es cierto.

Ejemplo 4.1.9 Veamos que, en general, tampoco es cierto el reciproco de (b). Para ello
consideremos (R, m) un anillo local noetheriano completo dos dimensional con dos primos
minimales z; y 27 tales que dim R/z; = dim R/z; = 2 y tal que exista un ideal primo p de
R de altura ht(p) = 1 tal que z; C p y tal que 2; ¢ p (por ejemplo R = k[[z, y, 2]]/(zy)
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donde & es un cuerpq_). Consideremos I el ideal I = p y sea z = 25. Asi tendremos
que (I + z)/z es un t-ideal (resp. un 3-ideal) de R/z pues es un ideal m/z-primario
(Ejemplo 2.1.10). Mientras que por el apartado (f) de la pagina 64 se sigue que I no es

un #-ideal (y, por lo tanto, tampoco es un 3-ideal) pues I no contiene todos los primos
minimales de R.

¢ Comportamiento por extension fielmente plana:

Proposicién 4.1.10 Sea R — A una extensidn fielmente plana de anillos noetherianos
y sea I un ideal de R. En tal situacidn si IA es un t-ideal (resp. unt,s,3-ideal), entonces
I es un t-ideal (resp. un i, s, 3-ideal).

Demostracién: Hemos de ver que M (I) = T'(I) (corolarios 3.4.5y 3.5.5). Seap € I'(J)
y sea p* un primo minimal de pA. Luego p* € I'(IA4) (Lema 3.1.6). Por hipétesis TA
es un t-ideal (resp. un , s,5-ideal). Luego, aplicando los corolarios 3.4.5 y 3.5.5 se sigue
que T'(IA) = M(IA) y, por lo tanto, tendremos que p* € M(IA). Veamos que p € M (I).
Para ello veamos, en primer lugar, que p = p* N R. Tenemos p C p* N R, y como la
extensién verifica el going-down, se deduce la existencia de un ideal primo p} C p* con
pi NR = p. Asi tenemos que pA = (p} NR)A C p} C p* € M(pA). Por lo tanto p* = pi,
de donde p = p* N R. Para demostrar que p es un primo minimal de I, consideremos
g un ideal primo con I C g C p. Por ser p = p* N R y como la extensién verifica el
going-down, se tiene la existencia de un ideal primo q* C p* con g = q* N R. Luego,
IAC g* Cp* € M(IA) y, por lo tanto p* = g*, de donde se deduce que p =gq. O

Veamos que el reciproco de la Proposicién 4.1.10 no es cierto en general (Ejem-
plo 4.1.11), pero que es cierto para R — A el morfismo de completacmn e I C Runideal
de coaltura uno (Proposicién 4.1.12).

Ejemplo 4.1.11 Sea (R, m) un anillo local noetheriano verificando la condicién de Serre
(S1) tal que su completado (R*, m*) no verifica la condicién de Serre (S1). Sea I el ideal
cero de R. En tal situacién del EJemplo 2.1.11 se sxgue que I es un t-ideal (resp. un
s-ideal), y que I* no lo es.

Proposicién 4.1.12 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano (R, ml de altura
ht(I) = dimR — 1. En tal situacidn se tiene que, I es un t-ideal (resp. un i,s,5-ideal)
si y s6lo si I* es un t-ideal (resp. unt,s,5-ideal).

Demostracién: El reciproco es consecuencia de aplicar la Proposicién 4.1.10 al mor-
fismo fielmente plano R — R*. Veamos el directo. Como que I es un ideal de al-
tura ht(I) = dimR — 1, entonces su completado I* también serd un ideal de altura
ht(I') = dim R* — 1. Luego, aplicando el Teorema 3.4.3 (resp. el Teorema 3.4.4) ten-
dremos que, I* es un ?-ideal (resp. un I-ideal) si y sélo si dim R*/(I*R* + z) > 0 para
todo primo asociado z € Ass R* (resp. para todo primo minimal z € Min R*), si y
sélo si dim R*/(IR* + z) > 0 para todo primo asociado z € Ass R* (resp. para todo
primo minimal z € Min R*),si y slo si I es un ¢-ideal (resp. un Z-ideal). Mientras que,
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aplicando el Teorema 3.5.3 (resp. el Teorema 3.5.4) tendremos que, I* es un s-ideal (resp.
un S-ideal) si y sélo si I{(I* R*+2)/z) < dim(R*/z) para todo primo asociado z € Ass R*
(resp. para todo primo minimal z € Min R*), si y sélo si I((IR* + 2)/z) < dim(R*/z2)
para todo primo asociado z € Ass R* (resp. para todo primo minimal z € Min R*), si
y sélo si I es un s-ideal (resp. un s-ideal). O

Veamos que el reciproco de la Proposicién 4.1.10 también es cierto para la extensién
al anillo de polinomios (Proposicién 4.1.13) y para la extensién al anillo de Nagata
(Proposicién 4.1.14).

Proposicién 4.1.13 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea  una indetermi-
nada sobre R. En tal situacidn se tiene que, I es un t-ideal (resp. un 1,s,3-ideal) si y
sélo si I[z] es un t-ideal (resp. un 1, s,3-ideal).

Demostracién: El reciproco es consecuencia de la Proposicién 4.1.10. Para de-
mostrar el directo es suficiente observar que para todo natural n se tiene que (Ifz])(®) =
I™)[z]. Luego aplicando la definicién de t-ideal (resp. de £, s,3ideal), se concluye la
demostracién. O

Proposicién 4.1.14 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano (R,m) y sea z una
indeterminada sobre R. Sea I(z) la extensidn del ideal I via el morfismo de Nagata
R — R(x) = R[z]ms]- En tal situacidn se tiene que, I es un t-ideal (resp. un{,s,s-
ideal) si y sdlo si I(z) es un t-ideal (resp. un i, s,3-ideal).

Demostracién: Como que R — R(z) es un morfismo fielmente plano entonces, apli-
cando la Proposicién 4.1.10 tendremos que, si I(z) es un t-ideal (resp. un %, s,3-ideal)
entonces I es un t-ideal (resp. un %, s,5-ideal). Reciprocamente. Supongamos que I es
un t-ideal (resp. un %, s, 5-ideal). Entonces, por la Proposicién 4.1.13 tendremos que I[z]
es un t-ideal (resp. un %,s,3-ideal). Como que I(z) es un localizado de I[x] entonces,
aplicando la Proposicién 4.1.3, se concluye la demostracién. O

e Comportamiento por extensién finita:

Proposicién 4.1.15 Sea R C A una exztensidn finita de anillos noetherianos y sea I un
tdeal de R. En tal situacidn se tiene que:

(a) Supongamos que 1N A € Ass R para todo 7 € Ass A. En tal situacién, si I es un
t-ideal (resp. un s-ideal) entonces IA es un t-ideal (resp. un s-ideal).

(b) Supongamos que nNA € Min R para todo n € Min A. En tal situacidn, si I es
un -ideal (resp. un S-ideal) entonces IA es un t-ideal (resp. un S-ideal).

Demostracién: Si vemos que M(IA) = I'(IA) entonces, aplicando los corolarios 3.4.5
y 3.5.5 deduciremos (a) y (b). Sea p* € I'(IA) y sea q* un ideal primo tal que IA C
q* C p*. Asi tendremos que I C ¢ NR C p* N R € T(J) (Lema 3.1.7). Por otro lado,
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nuestras hipétesis implican que I'(I) = M (I) (corolarios 3.4.5y 3.5.5). Luego tendremos
que 4* N R = p* N R, de donde se sigue que p* = g* (por ser la extensién entera). 0

Ejemplo 4.1.16 Veamos que, en general, para una extensién finita B C A el ideal T4
puede ser un t-ideal (resp. un %,s,3-ideal) aunque el ideal I no lo sea. Sea R un anillo
noetheriano y sea A el cierre entero de R en su anillo total de fracciones. Asi tenemos
R C A es una extensién entera (aunque en general no es finito generada). Sea I el ideal
cero de R. Como que A es integramente cerrado entonces tendremos que, en particular,
verifica la condicién de Serre (S1). Luego del Ejemplo 2.1.11 se sigue que I A es un ¢-ideal
y un s-ideal, mientras que I es un ¢-ideal si y sélo si I es un s-ideal si y sdlo si R verifica
la condicién de Serre (S1).

4.2 Operaciones entre t,t-(S)-ideales

En esta seccién estudiaremos el comportamiento de los t,%-(S)-ideales respecto de las
operaciones entre ideales. Demostraremos que la condicién t,#-ideal es invariante por
el radical (Proposicién 4.2.2); demostraremos que la interseccidén y el producto de t,1-
(S)-ideales es un t,-(S)-ideal (Proposicién 4.2.4); y analizaremos el comportamiento de .
los t,%-ideales por la inclusién (Proposicién 4.2.8). Como corolario de estos resultados
relacionaremos la condicién t,#-ideal sobre los ideales primos de un anillo noetheriano
con la condicién ¢, -ideal sobre los ideales del anillo (Corolario 4.2.5 y Corolario 4.2.11).
Los resultados establecidos en esta seccién generalizan los expuestos por Verma en [59].

A lo largo de esta seccién usaremos las siguientes notaciones. Dado un ideal I de
un anillo noetheriano R, notaremos por I'(I) al conjunto de ideales primos E(I) o E([)
segin estudiemos los {-(S)-ideales o los I-(S)-ideales. Y dado un sistema multiplicativo
S de un anillo R, definimos el conjunto Xs de ideales primos de R como Xg = {p ideales
primos de R tales que pN S = 0}.

Lema 4.2.1 Sean I y J dos ideales de un anillo noetheriano R. En tal situacidn se
tiene que:

(a) Si I C J, entonces T(I)NV(J) C T'(J).
(¢) T(I) =T (r(J)).
(c) T(IJ)=T(INJ)CTr(I)uT(J).
(d) TNTJ) cTI)NV(I)CcT{I +J).
Demostracidn: Veamos (a). Sea p € T'(I) N V(J). Asi, J C p y, ademds, existe un
z € Ass Ry (resp. z € Min Ry) tal que pRj es primo minimal de IR; + z. Luego

tendremos que ht(pRy) = ht(IRy + z) < ht(JR;, + 2) < ht(pRp) v, por lo tanto, pR;, es
primo minimal de JRjg + z. Luego, p € T'(J).
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Demostremos (b). Por el apartado anterior se tiene que I'(I) C I'(r(I)) pues V(I) =
V(r(I)). Veamos la inclusién contraria. Sea p € I'(r(I)). Luego p € V(r(I)) = V(I)
¥, ademds, existe un z € Ass Ry (resp. z € Min Ry) tal que pRy es primo minimal de
r(I)Ry+z. Luego, ht(pRy) > ht(IR;+z) = ht(r(IRp) +2) > ht(r(I) Ry +2) = ht(pR;),
(recuérdese que, en general, el radical de la extensidén de un ideal contiene a la extensién
del radical del ideal). Asi pRy es primo minimal de IRy + z y, por lo tanto, p € I'(J).

El apartado (c) es consecuencia de los dos primeros pues IJ C I N J, ambos ideales
tienen el mismo radical, y V(IJ) = V(INJ) = V(I) UV (J).

Para demostrar (d) basta observar que V(I + J) = V(I) N V(J), y aplicar (a). O

¢ Invariancia por el radical:

Proposicién 4.2.2 Sean I y J dos ideales de igual radical de un anillo noetheriano R
y sea S un sistema multiplicativo de R. En tal situacidn se tiene que, I es un t-(S)-
ideal (resp. un 1-(S)-ideal). si y sélo si J es un t-(S)-ideal (resp. un 1-(S)-ideal). En
particular, I es un t-ideal (resp. un t-ideal) si y sélo si J es un t-ideal (resp. un t-ideal).

Demostracién: Por hipétesis, r(I) = r(J). Luego I'(I) = I'(J) (Lema 4.2.1.(b)). De
donde, aplicando el Teorema 3.4.1 (resp. el Teorema 3.4.2) se sigue que, I es un t-(S)-
ideal (resp. un #-(S)-ideal) si y sélo si J es un t-(S)-ideal (resp. ‘un #-(S)-ideal). En
particular, aplicando la equivalencia al sistema multiplicativo S = R — U{p € M(I)} =
R—-U{p € M(J)} tendremos que, I es un t-ideal (resp. un I-ideal) si y sélo si J es un
t-ideal (resp. un #-ideal). O

Veamos cdmo podemos aplicar el resultado anterior. Sea I un ideal de un anillo noe-
theriano R. Supongamos que I = r(J) con J un ideal equimiltiple de R. Supongamos
que R es localmente quasi-unmixed. En tal situacion tendremos que J es un s-ideal (ver
pégina 73 apartado (g)). Luego J es un t-ideal y, por lo tanto, aplicando la proposicién
anterior tendremos que I es un -ideal. Més adn, si R es localmente unmixed entonces
tendremos que I es un t-ideal (pigina 63 apartado (a)). En particular tendremos el
siguiente corolario:

Corolario 4.2.3 Los ideales radicalmente interseccién completa de los anillos noethe-
rianos localmente quasi-unmizred son t-ideales, y los ideales radicalmente interseccion
completa de los anillos noetherianos localmente unmized son t-ideales.

¢ Interseccién y producto:

Proposicién 4.2.4 Sean I y J dos ideales de un anillo noetheriano R. En tal situacién
se tiene que:

(a) Sea S un sistema multiplicativo de R. Supongamos que I y J son t-(S)-ideales
(resp. 1-(S)-ideales). Entonces INJ e IJ son t-(S)-ideales (resp. 1-(S)-ideales).
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(b) Supongamos que M(I)UM(J) C M(INJ). En tal situacidn, si I y J son t-ideales
(resp. t-ideales), entonces INJ e IJ son t-ideales (resp. t-ideales).

Demostracion: Demostremos (a). Por hipétesis S C R—U{p e ()} ySC R—U{p €
T'(J)}, (teoremas 3.4.1y 3.4.2). Luego S C R—U{p € I(J)UT'(J)} C R—U{p € T(J/NJ)}
(Lema 4.2.1.(c)). De donde se sigue que I N J es un ¢-(S)-ideal (resp. un #-(S)-ideal)
y, como que r(IJ) = r(I N J), aplicando la Proposicién 4.2.2 se tendrd que IJ es un
t-(S)-ideal (resp. un -(S)-ideal).

Demostremos (b). Notemos S; = R—U{p € M(I)}, S; = R-U{p € M(J)} vy
S = R—U{p € M(INJ)}. Por hipétesis tenemos que S C S1 N S,. Luego I y J son
t-(S)-ideales (resp. t-(S)-ideales) y, aplicando el apartado (a), tendremos que también lo
serén los ideales N J e IJ, como queriamos demostrar. O

Corolario 4.2.5 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situacidn, si los
primos minimales de I son t-ideales (resp. t-ideales), entonces I es un t-ideal (resp. un
t-ideal). En particular, para un anillo noetheriano R se tiene que:

(a) Todos los ideales de R son t-ideales (resp. t-ideales) si y sélo si lo son todos los
ideales primos de R.

(b) Todos los ideales de R de altura dim R — 1 son t-ideales (resp. t-ideales) si y sdlo
si lo son todos los ideales primos de R de altura dim R - 1.

Demostracién: Sean p,,...,p, los primos minimales de un ideal I de un anillo
noetheriano R. Supongamos que py,...,p, son i-ideales (resp. f-ideales). Luego, de
la Proposicién 4.2.4.(b) se sigue que #(I) = p; N...Np, es un t-ideal (resp. un Z-ideal)
¥, por lo tanto, también lo serd I (Proposicién 4.2.2).

Demostremos (a). El directo es obvio. Veamos el reciproco. Supongamos que todos
los ideales primos de R son t-ideales (resp. -ideales). Sea I un ideal de R. En particular
tendremos que los primos minimales de I son t-ideales (resp. i-ideales) y, por lo tanto,
también lo es I.

Demostremos (b). El directo es obvio. Veamos el reciproco. Supongamos que todos
los ideales primos de R de altura dim R—1 son t-ideales (resp. f-ideales). Sea I un ideal de
R de altura dim R—1. Luego M(I) C {p ideal primo de R de altura ht(p) > dim R —1}.
Luego, o bien ht(p) = dim R—1, o bien p es un ideal maximal de R. Si ht(p) = dimR—1
entonces, por hipétesis, p es un t-ideal (resp. f-ideal). Y si p es un ideal maximalde R
entonces, del Ejemplo 2.1.10 se sigue que p es un t-ideal (resp. f-ideal). En particular
tendremos que los primos minimales de I son ¢-ideales (resp. #-ideales) y, por lo tanto,
también lo serd I. O

Para concluir este apartado veamos que, si I y J son dos ideales de un anillo noe-
theriano R, entonces su interseccién y producto pueden ser t-ideales (resp. i-ideales),
aunque los ideales I y J no lo sean. Mas aiin, veamos que el reciproco del Corolario 4.2.5
no es cierto en general, es decir, que un ideal puede ser un ¢,#-ideal aunque no lo sean
sus primos minimales.

Ejemplo 4.2.6 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. Supongamos que I es un
t-ideal (resp. un ?-ideal). En tal situacién, para todo ideal J de R tal que I C J
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tendremos que J N J es un t-ideal (resp. un #-ideal) y, por lo tanto, también lo serd I.J
(pues r(INJ) = r(IJ)). Asi, la interseccién y el producto de dos ideales I y J puede ser
un t-ideal (resp. un #-ideal), aunque éstos no lo sean.

Ejemplo 4.2.7 Sea I el ideal cero de un anillo local noetheriano completo (R, m) de
dimensién dim R = 1. Supongamos que R verifica la condicién de Serre (S;) y que tiene,
como minimo, dos primos minimales. Como que R verifica la condicién de Serre (Si), en
particular tendremos que I es un t-ideal y un #-ideal (Ejemplo 2.1.11). Pero los primos
minimales de I (que son los primos minimales de R), no son ni t-ideales ni Z-ideales
(pigina 64 apartados (e) y (f)). Luego, un ideal puede ser un t,%-ideal aunque no lo sean
sus primos minimales.

¢ Comportamiento por inclusién:

Proposicién 4.2.8 Sean I C J dos ideales de un anillo noetheriano R. En tal situacién
se tiene que:

(a) Sea S un sistema multiplicativo de R tal que V(I) C V(J) UXs. En tal situacidn,
si J es un t-(S)-ideal (resp. un 1-(S)-ideal), entonces también lo es I.

(b) Supongamos que existe un conjunto T de ideales primos de R tal que M(J)UX C
M(I) y tal que V(I) C V(J)UZ. En tal situacidn, si J es un t-ideal (resp. un
1-ideal), entonces también lo es I.

(c) Sea S un sistema multiplicativo de R. En tal situacidn, si J es un t-(S)-ideal (resp.
un t-(S)-ideal), entonces existe un sistema multiplicativo S’ de R con S’ C S y tal
que I es un t-(S')-ideal (resp. un 1-(S')-ideal).

(d) Supongamos que (R, m) es un anillo local. En tal situacidn, si existe un sistema
maultiplicativo S de R con mN S # O tal que J es un t-(S)-ideal (resp. un 1-(S)-
ideal), entonces eziste un sistema multiplicativo S’ de R con mN S’ # { tal que I
es un t-(S')-ideal (resp. un t-(S')-ideal).

Demostracién: Demostremos (a). Sea p € I'(J). Por lo tanto p € V{I) C V(J)U X
de donde se sigue que o bien p € V(J) o bien pNS = B. Pero si p € V(J) entonces,
por el Lema 4.2.1.(a), tendremos que p € I'(J) y, por lo tanto, pNS = §. Luego
S C R—U{p € T(I)}, con lo que se concluye la demostracién al aplicar el Teorema 3.4.1
(resp. el Teorema 3.4.2).

Demostremos (b). Consideremos los sistemas multiplicativos S; = R—U{p € M(J)},
S; = R—U{p € X}y S = R-U{p € M(I)}. Por hipétesis tenemos que V(I) C V(J)UXs.
Como que S C S1N Sy, entonces tendremos que J es un ¢-(S)-ideal (resp. un -(S)-ideal)
de donde, aplicando (a), se sigue que I es un t-ideal (resp. un #-ideal).

Demostremos (c). Sea T el conjunto de ideales primos de R definido por T = {p €
V(I) tales que J ¢ p}. Consideremos el sistema multiplicativoT = R—U{p € T}, y sea
S’ cualquier sistema multiplicativo de R tal que S’ C SNT. Luego J es un ¢t-(S')-ideal .
(resp. un -(S')-ideal) y, ademas, se tiene que V(I) C V(J)U X7y C V(J)U Xs:. De
donde, aplicando el apartado (a) se sigue que I es un t-(S')-ideal (resp. un #-(S’)-ideal).
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Para finalizar, demostremos (d). Supongamos que existe un sistema multiplicativo S
de Rcon mNS # B tal que J es un #-(S)-ideal (resp. un -(S)-ideal). Entonces, aplicando
el Teorema 3.4.3 (resp. el Teorema 3.4.4), tendremos que ht(IR* + z) < dim R* para
todo primo asociado z € Ass R* (resp. para todo primo minimal z € Min R*). Luego
para todo primo asociado z € Ass R* (resp. para todo primo minimal z € Min R*),
tendremos que ht(JR* + z) < ht(IR* + z) < dim R*. De donde, aplicando otra vez el
Teorema 3.4.3 (resp. el Teorema 3.4.4) se sigue que existird un sistema multiplicativo S’
de Rcon mN S’ # @ tal que I es un t-(S')-ideal (resp. un #-(S’)-ideal), con lo que se
concluye la demostracién de la proposicién. O

Comentario 4.2.9 Sean I; e I, dos ideales de un anillo noetheriano R. Consideremos
las inclusiones I1Io C 1 NI, C I) C I + I. Veamos que I1 I, [y N I; e I) + I pueden
ser t,%-ideales sin serlo ni I; ni I». Por ejemplo, sea (R, m) un anillo local noetheriano
completo de dimensién dim R = 1 tal que R verifica la condicién de Serre (S1) y tal que
tiene dos primos minimales I; e I;. Como que R verifica la condicién de Serre (S), en
particular tendremos que I} N I> = (0) es un t-ideal y un Z-ideal (Ejemplo 2.1.11) y,
por lo tanto, también lo serd I;J; (Proposicién 4.2.4.(b)). Ademads, I; + I es un ideal
m-primario. Luego Iy + I> es un t-ideal y un f-ideal (Ejemplo 2.1.10). Pero I; e I; no
son ni ¢-ideales ni #-ideales (pigina 64 apartados (e) y (f)).

Corolario 4.2.10 Sea (R, m) un anillo local noectheriano d-dimensional y sea I un ideal
de R de altura d — 1. Supongamos que eriste un ideal J de R de altura d — 1 tal que
I C J ytal que J es un t-ideal (resp. un t-ideal). En tal situacidn, I es un t-ideal (resp.
un t-ideal). ‘

Demostracidn: Sea J un ideal de R de altura d —1 tal que I C J y tal que J es un t-
ideal (resp. un Z-ideal). Por hipétesis tenemos que V(J) = M(J)U{m} C M(I)U{m} =
V(I). Sea T = M(I). Luego M{(J)UZ C M(I) y.V(I) C V(J)UZ. De donde, aplicando
la Proposicién 4.2.8.(b) se sigue que I es un t-ideal (resp. un #-ideal), como queriamos
demostrar. O

Corolario 4.2.11 Sea (R, m) un anillo noetheriano d-dimensional. Sea i < d—2 un
natural. En tal situacidn, todo ideal I de R de altura i < ht(I) < d— 2 es un t-ideal
(resp. un t-ideal) si y sélo si todo ideal primo p de R de altura i < ht(p) < d—2 es un
t-ideal (resp. un t-ideal).

Demostracién: Supongamos que todo ideal primo p de R de altura ¢ < ht(p) < d -2
es un t-ideal (resp. un #-ideal). Sea I un ideal de R de altura i < ht(I) < d — 2. Sean
P11 P Pig1s - - - Py los primos minimales de I. Supongamos que ht(7) g_ht(pj) <d-2
para 1 < j < l. Por hipétesis tenemos que p,,...,p; son t-ideales (resp. I-ideales). Por
otro lado, como que (R, m) es un anillo local entonces V' (p;) = {p;,m} paral+1<i< 7,
de donde se sigue que V(I) C V(p)U...UV(p) U {pi41,--.,p-}- Luego, para concluir
la demostracion es suficiente con demostrar que si py, .. ., p, son los primos minimales de
un ideal I de un anillo noetheriano R tal que V(I) C V(p)U...UV{p)U{prp1,---,Pr}
para cierto natural 1 <1 < r,y tal que p,,...,p, son t-ideales (resp. i-ideales), entonces
I es un t-ideal (resp. un t-ideal).

Sea T = {p;41,---,P.}. Sea J = p; N...Np,. Por hipdtesis p;, ..., son t-ideales
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(resp. Z-ideales). Luego, de la Proposicién 4.2.4 se sigue que J = p; N...Np; es un
t-ideal (resp. un #-ideal). Por hipétesis V(r(I)) = V{(I) C V(p;)U...UV(p;) UZ. Luego
V(r(I)) C V(J) UX. Ademas tenemos que M(J)UX C M(I) = M(r(I)). De donde,
aplicando la Proposicién 4.2.8.(b) a la inclusién r(I) C J, se sigue que r(I) es un t-ideal
(resp. un #-ideal) y, por lo tanto, también lo serd J (Proposicién 4.2.2). O

4.3 Operaciones entre s,5-(S)-ideales

A diferencia de la seccidén anterior, el hecho de no tener un resultado analogo al Lema 4.2.1
para los conjuntos de ideales primos U(I) y U(I), serd uno de los motivos que nos difi-
cultard el estudio del comportamiento de los s, 3-(.S)-ideales respecto de las operaciones
usuales entre ideales. De hecho, el estudio que en esta seccién vamos a realizar se centrara,
exclusivamente, en el comportamiento por el radical y, alin en este caso, no obtendremos
un resultado general positivo. Veremos que las condiciones de s, 3-ideal no se conservan,
en general, por el paso al radical (Ejemplo 4.3.1); que se conservan por las potencias de
un ideal (Proposicién 4.3.2); que son invariantes por reducciones, reducciones minimales
y por la clausura entera (Proposicién 4.3.4); y que, bajo ciertas condiciones, se conservan
por las potencias simbélicas de un ideal (Proposicién 4.3.3).

Ejemplo 4.3.1 Sea R = K]Jz,y,2] el anillo de polinomios en tres variables sobre un
cuerpo K. Sea p el ideal primo de R definido por el niicleo del morfismo ¢ : K|z,y, z] =
K[t] donde ¢(z) = t3, p(y) = t* y donde ¢(z) = t°. En tal situacién [31, p.137], tenemos
que p = (zz —y?, 23 — yz, yz? — 2?) es un ideal primo radicalmente interseccién completa
y minimalmente generado por tres elementos. Sea I un ideal de R interseccién completa
que define p radicalmente. Veamos que I es un s,3-ideal pero que p = r(I) no es un
s,3-ideal. Como que I es un ideal de la clase principal de un anillo Cohen-Macaulay, en-
tonces tendremos la igualdad entre sus potencias ordinarias y simbdlicasy, en particular,
tendremos que I es un s, 3-ideal (Ejemplo 2.1.14). Veamos que p = r(I) no es un s, 3-
ideal. Sea m € V(I) = V(p) el ideal maximal de R definido por m = (z,y, z). Tenemos
que pRy, es un ideal de coaltura uno no interseccién completa (pues se ve que pRy, es un
ideal de altura dos minimalmente generado por tres elementos) del dominio local Cohen-
Macaulay Rm. Pero pRm es un ideal genéricamente interseccién completa (pues pRp es
el ideal maximal del anillo local regular Ry). Luego, de la Proposicién 3.6.6 se sigue que
pRm no es un s,3-ideal y, por lo tanto, #(I) = p no es un s,3-ideal (Proposicién 4.1.4).

Proposicidén 4.3.2 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I es un s-(S)-ideal (resp. un3-(S)-ideal).
(ii) Para todo natural m > 1 se tiene que I™ es un s-(S)-ideal (resp. un 5-(S)-ideal).
(iit) Eziste un natural m > 1 tal que I'™ es un s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-ideal).

Demostracién: Demostremos que (i) implica (ii). Supongamos que I es un s-(S)-
ideal (resp. un 5-(S)-ideal). Luego, por definicidn, existird un natural k tal que para
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todo n > 0 se tendrd que S(I"t¥) C I™ (resp. S(I***) c T7). Asi, fijado un natural
m > 1 se tendra que, para todo n > 0, S((I™)"+F) = S(IM(+k)) = S(prnt(m=-1)k+k)
Jrntm=1k c pmn — (J™)8 (resp. S((I™)*+*) c (I™)*). Y, por lo tanto, I™ es un
s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-ideal). Luego (i) implica (ii).

Obviamente (ii) implica (iii).

Para concluir la demostracién hemos de ver que (iii) implica (i). Supongamos que I™
es un s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-ideal). Luego existe un natural k tal que S((I™)"+¥) C
(I™)" para todo n (resp. S((I™)t*) (I™)"). Sea k' = m(k + 2). Veamos que
S(I*tk'y ¢ I™ para todo n (resp. S(I"**') C T7). Dado un natural n, sean ¢ y r
naturales talesquen+m=cm+rcon 0 <r <m-—1. Asise tendrd que n+ k' = (n+
m)+m+mk > cm+m+mk = (c+1)m+mk. De donde se signe que S(I"+*') ¢ J(c+1)m
(resp. S(I***') C Ic+1)m). Y, como que (e+1)m > em+r > n, entonces se tendra que
Ite+)m c ™ (resp. I(ce+1)m = T®), con lo que se concluye la demostracién. O

Proposicién 4.3.3 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. Constderemos las siguientes condiciones:

(i) I es un s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-ideal).

(i1) Para todo natural m > 1 se tiene que S({I™) es un s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-
ideal).

En tal situacidn, siempre se tiene que (i) implica (ii) y, se tiene la equivalencia en el
caso en que erista un natural mg > 1 tal que S C R—U{p € Ass R/I™°}, en cuyo caso,
las condiciones anteriores también son equivalentes a:

(iii) S(I™°) es un s-(S)-ideal (resp. un 35-(S)-ideal).

Demostracion: En primer lugar obsérvese que, para cualquier par de mimeros natu-
rales n y m se tiene que S(S(Im )ﬂ) — (Im‘ec)ntec = (Im iece)nic —- (Imie)nlc = Inmiec -
S(I™™), (donde e y ¢ denotan la extensién y la contraccion via el morfimo de localiza-
cién R — S~!R). Asi, para cualquier par de niimeros naturales n y m se tendrd que
S(SI™)) = S(s(u™)™) = S(I™").

Veamos que (i) implica (ii). Supongamos que I es un s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-
ideal). Sea m > 1 un natural. Queremos demostrar que S(I™) es un s-(S)-ideal (resp.
un 3-(S)-ideal). De la Proposicién 4.3.2 se sigue que podemos suponer que m = 1 (pues
si I es un s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-ideal), entonces también lo es I™). Luego hemos de
ver que si I es un s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-ideal), entonces también Io es S(I). Como
que I es un s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-ideal) entonces, por definicién, existird un natural
k > 0 tal que para todo n > 0 se tiene que S(I"*t*) C I (resp. S(I"t*) C T*). Asi,
para todo natural n > 0 tendremos que, S(S(I)*t*) = S(I"**) C I* C S(I)™ (vesp.
S(S(I)**+*) c S(I)*). Y, por lo tanto, S(I) es un s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-ideal),
como queriamos demostrar. Luego (i) implica (ii).

Demostremos la equivalencia entre las condiciones (i), (ii) y (iii) en el caso en que
exista un natural my > 1 tal que S C R —U{p € Ass R/I™}. Para ello es suficiente
con demostrar que (iii) implica (i). Por hipétesis mo > 1 es tal que S C R—U{p €
Ass R/I™}. Luego I™® = S(I™°) es un s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-ideal). De donde,
aplicando la Proposicién 4.3.2 se sigue que tambiénloes I. O
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Proposicién 4.3.4 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. En tal situacion, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I es un s-(S)-ideal (resp. un 35-(S)-ideal).

(i) Toda reduccion J de I es un s-(S)-ideal (resp. un 5-(S)-ideal).
(#1i) Eziste una reduccién J de I tal que J es un s-(S)-ideal (resp; un 5-(S)-ideal).
(iv) T es un s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-ideal).

Demostracion: Veamos que (i) implica (ii). Sea J C I una reduccién de I. Luego,
por definicidn, existe un natural £ tal que JI¢ = If¥! y, por lo tanto, J*I¢ = I¢+" para
todo n > 0. Supongamos que I es un s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-ideal). Luego existe
un natural ¥’ tal que para todo n > 0 se tiene que S(I"**') C I (resp. S(I***') C
17). Consideremos k = £ + k’. Entonces, para todo n > 0 tendremos que S(J"+F) =
S(JrHEHE"y  S(IMHHRY € I = JrIE C J* (resp. S(J7HF) € T7). Por lo tanto, J
es un s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-ideal).

Obviamente se tiene que (ii) implica (iii).

Veamos que (iii) implica (i). Sea J C I una reduccién de I tal que J es un s-(S)-ideal
(resp. un 5-(S)-ideal). Luego existe un natural ¢ tal que JI¢ = If+! y, por lo tanto,
JPIE = I¢+" para todo n > 0 y, ademds, existe un natural k' tal que para todon > 0
se tiene que S(J™*') € J7 (resp. S(J™FF') c TR). Consideremos k = £ + k’. Entonces,
para todo = > 0 tendremos que S(I"+*) = S(I*+E+K') = S(Jn+K'[€) ¢ S(Jn+) ¢
J® C I™ (resp. S(I***) C T®). Por lo tanto, I es un s-(S)-ideal (resp. un 3-(S)-ideal),
como queriamos demostrar.

Luego tenemos la equivalencia entre las condiciones (i), (ii) y (iii).

Para concluir la demostracién, veamos la equivalencia con (iv). Para ello basta con
observar que si b C a son dos ideales de un anillo noetheriano A, entonces b es una
reduccién de a si y sélo si b = @. En particular tendremos que I C T es una reduccién
de 1. Luego de la equivalencia entre las condiciones (i), (ii) y (iii) aplicadas al ideal T y
a la reduccién I, se concluye la demostracién. £

Corolario 4.3.5 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situacién se tiene
que:

(a) I es un s-ideal (resp. un 5-ideal) si y sélo si para todo natural m > 1 se tiene que
I™ es un s-ideal (resp. un S-ideal) si y sélo si existe un natural m > 1 tal que I™
es un s-ideal (resp. un S-ideal).

(b) Si I es un s-ideal (resp. un S-ideal), entonces para todo natural m > 1 se tiene
que I'™) es un s-ideal (resp. un 3-ideal). Ademds, el reciproco es cierto si eriste
un natural mg > 1 tal que I™° carece de componentes sumergidas, en cuyo caso
también se tiene la equivalencia con I(™) es un s-ideal (resp. un S-ideal).

(c) I es un s-ideal (resp. un $-ideal) si y solo si toda reduccion J de I es un s-ideal
(resp. un 3-ideal) si y sélo si_eriste una reduccion J de I tal que J es un s-ideal
(resp. un S-ideal) si y sélo si I es un s-ideal (resp. un $-ideal).

Demostracién: Todos los ideales que aparecen en el enunciado tienen el mismo radi-
cal. Luego, aunque en un principio trabajamos con las potencias simbélicas de un ideal
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respecto del sistema multiplicativo definido por el complementario de sus primos mini-
males, en realidad trabajamos con un inico sistema multiplicativo S de R (el sistema

S = R—U{p € M(I)}). Aplicando las proposiciones 4.3.2, 4.3.3 y 4.3.4 se concluye la
demostracién. O

Comentario 4.3.6 Las proposiciones anteriores nos dan tres situaciones en las que la
equivalencia lineal es invariante por radical. En efecto. Sea I un ideal de un anillo
noetheriano R. En tal situacion se tiene que I e I” son ideales de igual radical; que si [ es
un s, 3-(S)-ideal entonces para todo natural n se tiene que I y S(I™) tiene el mismo radical
(pues si I es un s,3-(S)-ideal, entonces S C R—U{p € M(I)} = R—U{p € Ass R/r(I)}
¥, por lo tanto, 7(S(I™)) = r(I™|*¢) = r(I™})|*¢ = r(I)|*¢ = r(I)); y que si J es una
" reduccién de I, entonces I y J tienen igual radical.

Comentario 4.3.7 Sabemos que los ¢,7-(S)-ideales estan caracterizados por ciertas de-
sigualdades entre alturas y dimensiones (teoremas 3.4.1 y 3.4.2), mientras que los s,3-
(S)-ideales estdn caracterizados por ciertas desigualdades entre dispersiones analiticas y
dimensiones (teoremas 3.5.1 y 3.5.2). Asi, es natural esperar que ser ¢,#-(S)-ideal sea
invariante por radical pues, obviamente, la altura de un ideal lo es. Mientras que es
natural esperar que ser s,3-(S)-ideal sea invariante por radical si y sélo si lo es la dis-
persién analitica. Es aqui donde reside el problema pues, st a es un ideal de un anillo
local noetheriano (4, n) entonces:

(a) En general, l(a) # Il(r(a)), (por ejemplo, con las notaciones del Ejemplo 4.3.1,
tenemos que {(/Rpn) = 2 pues IR, es un ideal interseccién completa y, por lo
tanto, equimiltiple; mientras que I(r(IRn)) = {(pRm) = 3).

(b) Para todo natural n se tiene que I(a) = I(a"), [53, Prop. 2.5).

() En general, I(a) # I(a™), (véase el Ejemplo 5.1.13 de donde ademss se sigue que,
en general, las condiciones (i) y (ii) de la Proposicién 4.3.3 no son equivalentes).

(d) Si b es una reduccién de g, entonces I(a) = I(b), (pues la dispersién analitica de un
ideal es el minimo nimero de generadores de una reduccién minimal del ideal). En
particular, I(a) = I(@), (pues a es una reduccién de @).
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5 Algebras asociadas a filtraciones simbélicas

En este capitulo se estudiardn la generacidn finita, noetherianidad y dependencia entera
del dlgebra de Rees simbdlica, asi cémo la relacién existente entre las potencias simbdlicas
de un ideal y propiedades del anillo graduado asociado al ideal.

5.1 Propiedades de finitud del dlgebra de Rees simbélica

Dado un ideal I de un anillo noetheriano R y dado un sistema multiplicativo S de
R, definimos el dlgebra de Rees (S)-simbélica asociada al ideal I, que notaremos por
R((S),I), como el élgebra de Rees asociada a la filtracién (S)-simbdlica {S(I")}n>o0-
Es decir, R((S),I) = ®n>0S(I"). Asi tenemos una extensién de R-dlgebras graduadas
R(I) C R((S),]).

El objetivo de esta seccidn es estudiar las propiedades de generacién finita, noetheria-
nidad y dependencia entera del dlgebra de Rees (S)-simbdlica R((S),I). Los resultados
que se expondrédn (proposiciones 5.1.1,5.1.2 y 5.1.3) se obtendran al combinar el estudio
realizado de las lgebras de Rees asociadas a una filtracién (Seccién 1.3), junto con las
caracterizaciones de los s,3-(S)-ideales (Seccién 3.5). Los resultados que obtendremos
generalizan las caracterizaciones que en esta direccién se establecen en los trabajos de
Cowsik [11], Goto-Herrmann-Nishida-Villamayor [16], Huneke (24, 25], McAdam [34],
Morales [38], Ooishi [42], Rees {47] y Schenzel [52, 53, 54].

e Generacién finita, noetherianidad y dependencia entera:

Proposicién 5.1.1 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) R((S),I) es un R(I)-mdédulo finito generado.
(#) I es un s-(S)-ideal.
(iii) Erziste un natural k > 0 tal que para todo n > 0 se tiene que S(I"‘”f) = I"S(I*).

(iv) I((IRg + 2)/2) < dim(Ry/z) para todo q € V(I) con NS # @ y para todo primo
asociado z € Ass Ry.

(v) U(IRg + z)/z) < dim(R3/z) para todo q € U(I) con qN S # @ y para todo primo
asociado z € Ass Rg.

En el caso particular en que el anillo R sea localmente unmized, entonces las condiciones
anteriores también son equivalentes a:

(vi) I(Iq) < dim Ry para todo q € V(I) con qNS # 0.
(vii) 1(Iq) < dim Rq para todo q € U(I) con qNS # B.
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En particular, si se verifica una de las condiciones anteriores entonces se tendrd que
dim R((S), I) = dim R(I).

Demostracion: Sea J = {S(I")}n»o la I-filtracién definida por las potencias (S)-
simbdlicas de I. De la Proposicién 1.3.5 aplicada a la I-filtracién J se sigue que las
condiciones (i) y (iil) son equivalentes y, ademds, que estas condiciones son también
equivalentes a que J es una s-I-filtracién. Pero, por definicién, J es una s-I-filtracién
siy sélo si I es un s-(S)-ideal. Luego se tiene la equivalencia entre las condiciones (i),
(i) y (ii).

La equivalencia entre las condiciones (ii), (iv) y (v) se sigue de la caracterizacién de
los s-(S)-ideales dada en el Teorema 3.5.1.

En el caso localmente unmixed tendremos que I es un s-(S)-ideal si y slosi I es un

5-(S)-ideal (pégina 73 apartado (a)) de donde, aplicando el Corolario 3.5.7, se obtiene la
equivalencia con las condiciones (vi) y (vii).

La igualdad de dimensiones se sigue de la Proposicién 1.3.5. O

Proposicién 5.1.2 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) R((S),I) es un anillo noetheriano.

(it) R((S),I) es una R-dlgebra finito generada.
(iii) Eziste un natural k > 1 tal que para todo n > 0 se tiene que S(I**) = S(I*)".
(iv) Eziste un natural k > 1 tal que S(I*) es un s-(S)-idedl.

(v) Eziste un natural k > 1 tal que I((S(I*)Ry + 2)/z) < dim(R}/z) para todo q €
V(S(I*)) con NS # 0 y para todo primo asociado z € Ass Ry.

(vi) Eriste un natural k > 1 tal que I((S(I*)R; + z)/2) < dim(R;/z) para todo q €
U(S(I*)) con NS # B y para todo primo asociado z € Ass Ry.

En el caso particular en que el anillo R sea localmente unmized, entonces las condiciones
anteriores también son equivalentes a:

(vii) Eriste un natural k > 1 tal que I(S(I*)Rq) < dim Rq para todo q € V(S(I¥)) con
an S #40.

(viii) Eziste un natural k > 1 tal que I(S(J*¥)Rq) < dlqu para todo q € U(S(I¥)) con
qnS #£ 0.

En particular, si se verifica una de las condiciones anteriores entonces se tendrd que
dim R((S), I) = dim R(S(1)).

Demostracién: Sea J la I-filtracién de R definida por las potencias (S)-simbélicas
asociadas al ideal I, es decir J = {S(I")}n>0. Asi tendremos que para todo natural k la
filtracién Jx = {Jkn}n30 = {S(I"")},,>0 = {S(S(I*)™)}n>o0 es la filtracién (S)-simbélica
asociada al ideal S(I*) (ver la primera parte de la demostracién de la Proposicién 4.3.3).
Luego, aplicando la Proposicién 1.3.6, se sigue que las condiciones (i), (ii) y (iii) son
equivalentes y, ademids, que estas condiciones son también equivalentes a que Ji es una
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s-S(I*)-filtracién. Pero Ji es una s-S(I*)-filtracién si y sélo si S(I*) es un s-(S)-ideal.
Luego las condiciones (i), (ii), (iii) y (iv) son equivalentes.

La equivalencia entre las condiciones (iv), (v) y (vi) es consecuencia de la caracteri-
zacién de los s-(S)-ideales dada en el Teorema 3.5.1 y, como en la demostracién de la
proposicién anterior, la equivalencia en el caso localmente unmixed se sigue al aplicar el
Corolario 3.5.7.

La igualdad de dimensiones se sigue de la Proposicién 1.3.6. O

Proposicién 5.1.3 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) R((S),I) es entera sobre R(I).
(i) S(I") c T* para todo n > 0.
(iti) I es un 3-(S)-ideal.

(iv) l((.IR; +z)/z) < dim(Rg/z) para todo q € V(I) con qN S # @ y para todo primo
minimal z € Min Rg.

(v) I((IRy + z)/z) < dim(Rj/z) para todo g € U(I) con qN S # @ y para todo primo
minimal z € Min Rg.

En el caso particular en que el anillo R sea localmente quasi-unmized, entonces las condi-
ciones anteriores también son equivalentes a:

(vi) 1(Iq) < dim Ryq para todo q € V(I) con qNS # 0.
(vii) I(I3) < dim Rq para todo q € U(I) con qN S # 0.

En particular, si se verifica una de las condiciones anteriores entonces se tendrd que
dim R((S),I) = dim R(J).

Demostracién: De la Proposicién 1.3.7 se sigue que las condiciones (i) y (ii) son
equivalentes. Aplicando el Lema 2.1.9.(b) tendremos la equivalencia con (iii) y, de la
caracterizacién de los 5-(S)-ideales dada en el Teorema 3.5.2, se seguirs la equivalencia
con las condiciones (iv) y (v). La equivalencia en el caso localmente quasi-unmixed se
sigue del Corolario 3.5.7. La igualdad de dimensiones se sigue de la Proposicién 1.3.7. O

e Comentarios, corolarios y ejemplos:

Comentario 5.1.4 Sean I y J dos ideales de un anillo noetheriano R. En tal situacién,
se define el dlgebra de Rees Ry(I) como Ry(I) = @n5o(I" : (J)). Es decir, Rj(I) es el
dlgebra de Rees asociada a la filtracién {I" : (J)}a>0. Esta filtracién es una filtracién
(S)-simbdlica para cierto sistema multiplicativo S de R (Lema 2.1.5). Luego, podemos
entender el ilgebra de Rees R;(I) como una élgebra de Rees (S)-simbdlica R((S),I)
¥, por lo tanto, podemos caracterizar su generacién finita, noetherianiad y depenencia
entera. Para ello, inicamente hemos de reescribir las proposiciones anteriores relativas a
las dlgebras de Rees simbdlicas, y tener presente que, ahora: S es el sistema multiplicativo
del Lema 2.1.5; que la n-(S)-ésima potencia simbdlicade I es S(I*) = I" : (J); y que la
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condicién ”qNS # 0” la podemos reemplazar por ”q € V(J)". Las caracterizaciones que
asi obtenemos generalizan los resultados expuestos por McAdam en [34] y por Schenzel
en [52, 53, 54], y nos da un nuevo punto de vista de los resultados que, en esta direccién
se establecen en Goto-Herrmann-Nishida-Villamayor [16].

-Ademds de las caracterizaciones dadas en las proposiciones anteriores, la generacién
finita, noetherianidad y dependencia entera del dlgebra de Rees (S)-simbélica también
admite caracterizaciones mediante la anulacién de morfismos naturales entre grupos 0-
ésimos de cohomologfia local y mediante la anulacién de ciertos morfismos naturales
asociados al functor Ext. Para ello basta con tener presente las caracterizaciones ho-
molégicas de los s,3-(S)-ideales expuestas en la Seccién 3.5. Ademds, combinando las
proposiciones anteriores y los resultados expuestos en la Seccién 3.7 tendremos resultados
del siguiente estilo:

Corolario 5.1.5 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S C R—U{p €
M(I)} un sistema multiplicativo de R. Supongamos que el dlgebra de Rees (S)-simbdlica
R((S),I) es o bien un anillo noetheriano o bien entera sobre R(I). En tal situacidn se
tendrd que cdrrq(Rq) < dim Rq para todo q € V(I) con qN S # 0.

Demostracién: Veamos, en primer lugar, que en las hipdtesis en que estamos tenemos
que I es un t-(S)-ideal.

Supongamos, en primer lugar, que R({S), I) es un anillo noetheriano. Luego existird
un natural k£ > 1 tal que S(Z*) es un s-(S)-ideal (Proposicién 5.1.2). En particular
tendremos que S(I*) es un I-(S)-ideal. Por hipétesis se tiene que S C R—U{pe M(I)}.
Luego I y S(I*) son ideales de igual radical (vedse Comentario 4.3.6) y, por lo tanto, el
ideal I también es un ?-(S)-ideal (Proposicién 4.2.2).

Supongamos, ahora, que R((S),I) es entera sobre R(I). Entonces tendremos que J
es un 3-(S)-ideal (Proposicién 5.1.3) y, por lo tanto, I es un-?-(S)-ideal.

Luego, en las hipétesis en que estamos tenemos que I es un -(S)-ideal de donde,
aplicando la Proposicién 3.7.10 tendremos que H ?t(q) (R) ®r Rq = 0 para todo g € V(I)
con qN S # @, como queriamos demostrar. O

Ejemplo 5.1.6 Como caso particular del corolario anterior tenemos que si I es un ideal
de un anillo local noetheriano d-dimensional (R, m) tal que, para algiin sistema multi-
plicativo S de R con mN S # @ el dlgebra de Rees (S)-simbdlica R((S),I) es o bien
un anillo noetheriano o bien entera sobre R(I), entonces cdr(R) < dim R. El reciproco
no es cierto. Por ejemplo, consideremos un ideal primo p no interseccién completa de
altura ht(p) = d — 1 de un anillo local regular d-dimensional (R, m). En tal situacién
(ver Ejemplo 3.7.16) se tiene que p es un -ideal, que HZ(R) = 0, y que I(p) = dimR.
Como que Hg(R) = 0 entonces, por definicién, cdy(R) < dim R. Por otro lado, como
que I(p) = dim R entonces tendremos que p no es un s-ideal ni es un 3-ideal (pagina 73
apartados () y (f)) y, por lo tanto, su dlgebra de Rees simbélica asociada no es ni anillo
noetheriano ni entera sobre R(p).

Un resultado del mismo estilo que ¢l corolario anterior es el siguiente corolario (Coro-
lario 5.1.7), que es una generalizacién de un resultado de Cowsik [11]. Recuérdese
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que, para un ideal J de un anillo noetheriano R se define su rango aritmético como
ara(J) = min{s > 0 para los que existen aj,...,a; € R con r(J) = r((a1,...,as))}.
Es obvio que ara(J) < pu(J), y que si J' es un ideal con r(J) = r(J’), entonces
ara(J) = ara(J').

Corolario 5.1.7 Sea I un ideal de un anillo noctheriano localmente unmired R y sea
S C R-U{p € M(I)} un sistema multiplicativo de R. Supongamos que el dlgebra de
Rees (S)-simbdlica R((S),I) es o bien un anillo noetheriano o bien entera sobre R(I).
En tal situacion se tendrd que ara(ly) < dim Rq para todo q € V(I) con qNS # 8 tal
que el cuerpo residuo k(q) es infinito.

Demostracion: Supongamos, en primer lugar, que el dlgebra de Rees (S)-simbdlica
R((S),I) es entera sobre R(I). En tal situacién, de la Proposicién 5.1.3 se sigue que
{(I4) < dimRq para todo q € V() con qNS #P. Seaq € V(I) con qNS # 8 tal
‘que el cuerpo residuo k(q) es infinito. Sea J; una reduccién minimal de I;. Luego
ara(ly) = ara(Jq) < p(Jq) = I(I3) < dim Rq, como querfamos demostrar.

Para concluir la demostracién hemos de ver que si el dlgebra de Rees (S)-simbdlica
R((S), 1) es un anillo noetheriano, entonces ara(lq) < dim Ry para todo q € V(I) con
qN S # @ tal que el cuerpo residuo k(q) es infinito. Por hipétesis, y aplicando la Propo-
sicién 5.1.2, se sigue que existe un natural k > 1 tal que {(S(I*)Rq) < dim Rq para todo
q€ V(I) con qNS # B. Supongamos que el cuerpo residuo k(q) es infinito. Sea Jq una
reduccién minimal de S(I*)R,. Luego ara(S(I*¥)Rq) = ara(Jg) < p(Jg) = 1(S(I*)Rq) <
dim Rq. Por otro lado, por hipétesis se tiene que S C R—U{p € M(I)}. Luego Iy y
S(I*)Ry4 son ideales de igual radical (vedse Comentario 4.3.6). De donde se sigue que
ara(lq) = ara(S(I*¥)Ry) y, por lo tanto, ara(lq) < dim Ry, con lo que se concluye la
demostracién del corolario. O

. Ejemplo 5.1.8 Como caso particular del corolario anterior tenemos que si I es un ideal
de un anillo local noetheriano d-dimensional unmixed (R, m) con cuerpo residuo infinito
tal que, para algin sistema multiplicativo .S de R con mN S # @ el 4lgebra de Rees (S)-
simbdlica R({S),I) es o bien un anillo noetheriano o bien entera sobre R(I), entonces
ara(l) < dim R (en particular, si ht(I) = dim R — 1 entonces I es radicalmente inter-
seccién completa). El reciproco no es cierto. Por ejemplo, sea R = K|z,y, 2] el anillo
de polinomios en tres variables sobre un cuerpo K. Sea p el ideal primo de R definido
por el niicleo del morfismo ¢ : K[z,y,z] — K[t] donde p(z) = 3, p(y) = t* y donde
¢(2) = t5. En tal situacién [31, p.137], tenemos que p = (zz — y?,z3 — yz,yz? — 2?)
es un ideal primo radicalmente interseccién completa, minimalmente generado por tres
elementos y que no es ni s-ideal ni 3-ideal (ver Ejemplo 4.3.1). Por lo tanto, su dlgebra
de Rees simbdlica asociada no es ni anillo noetheriano ni entera sobre R(p).

Analicemos otras consecuencias.

Corolario 5.1.9 Sea I un ideal de un anillo R y sea S un sistema multiplicativo de R.
En tal situacidn, las condiciones:

(a.i) R((S),I) es un R(I)-mddulo finito generado.
(a.ii) R((S),I) es entera sobre R(I).
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son equivalentes si y sélo si lo son las condiciones:
(b.1) I es un s-(S)-ideal.
(b.33) I es un 5-(S)-ideal.

Demostracion: Por la Proposicién 5.1.1 tenemos que R((S), I) es un R(I)-médulo
finito generado si y sélo si I es un s-(S)-ideal. Mientras que por la Proposicién 5.1.3
tenemos que R((S),I) es entera sobre R(I) si y sdlo si I es un 5-(S)-ideal. Luego, las
condiciones (a.i) y (a.ii) son equivalentes si y sélo si lo son las condiciones (b.i) y (b.ii),
como queriamos demostrar. O

Corolario 5.1.10 Sea R un anillo noetheriano tal que para todo ideal primo p de R el
anillo local noetheriano completo Ry verifica la condicidn de Serre (S;). Sea I un ideal
de R y sea S un sistema multiplicativo de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(:) R((S),I) es un R(I)-médulo finito generado.
(i) R{(S),I) es entera sobre R(I).

Demostracién: Por hipétesis, para todo ideal primo p de R el anillo local noetheriano
completo Ry verifica la condicién de Serre (S1). Luego Ass Ry = Min Ry para todo
ideal primo p de R. Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema
multiplicativo de R. Luego tendremos que Ass Ry = Min Ry para todo ideal primo
p€ V() con pnS # By, por lo tanto, del Corolario 3.5.6 se sigue que I es un s-
(S)-ideal si y sélo si I es un 3-(S)-ideal. Aplicando el corolario anterior se concluye la
demostracion. O

Ejemplo 5.1.11 Ejemplos de anillos verificando la hipétesis del corolario anterior son
los anillos localmente unmixed (por ejemplo los anillos Cohen-Macaulay), los anillos lo-
calmente analiticamente no ramificados, y los anillos localmente analiticamente primarios
(por ejemplo los anillos regulares).

Corolario 5.1.12 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. En tal situacion, las siguientes condictones son equivalentes:

(1) R((S),I) es un anillo noetheriano.

(i1) Eziste un natural k > 1 tal que R((S),S(I*)) es un R(S(I*))-mddulo finito gene-
rado.

Demostracidn: De la Proposicién 5.1.2 se sigue que la condicién (i) es equivalente a
que existe un natural k¥ > 1 tal que S(I*) es un s-(S)-ideal. Aplicando la Proposicién 5.1.1
se concluye la demostracién. O

Ejemplo 5.1.13 Dado un ideal I de un anillo noetheriano Ry un sistema multiplicativo
S de R tenemos que, si R({S), I) es un R(I)-médulo finito generado entonces R((S), I) es
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un anillo noetheriano. Veamos que el reciproco no es cierto. Para ello consideremos p un
ideal primo de un anillo local regular 3-dimensional (R, m). Supongamos que ht(p) = 2
¥ que p no es interseccién completa. En particular p no es un s-ideal (Proposicién 3.6.6)
¥y, por lo tanto, el dlgebra de Rees simbélica no es un R(p)-mddulo finito generado. Sin
embargo, el dlgebra de Rees simbdlica es un anillo noetheriano si p = p(ny, na,n3) es un
ideal primo monomial no interseccién completa con ny, nz, n3 adecuados (Huneke [25]).
De este ejemplo, y por las proposiciones 5.1.1 y 5.1.2, se sigue que existe un natural
k > 1 tal que p*) es un s-ideal pero que p no es un s-ideal. Luego, la equivalencia ”p es
un s-ideal si y sélo si existe un natural k tal que p{*) es un s-(S)-ideal” no es cierta en
general (a diferencia de lo que ocurria con las potencias ordinarias de un ideal (Seccién
4.3)). Ademiss, como que tanto p como p{*) son ideales de altura dim R — 1 entonces
tendremos que p no es equimultiple mientras que p(*) si lo es (pégina 73 apartado (f)).
En particular, I(p) # I(p®)).

Corolario 5.1.14 Sea I un :deal de un anillo local noetheriano unmized d-dimensional
(R, m) de altura ht(I) = d — 1. En tal situacién se tiene que:

(a) ®n>0l™ es un R(I)-mddulo finito generado si y sélo si I es equimdltiple.

(b) ®n>ol () es anillo noetheriano si y sélo si existe un natural k > 1 tal que I*) es
equimzfltiple.

Demostracién: Por la Proposicién 5.1.1 tenemos que @n>0l () es un R(I)-médulo
finito generado si y sélo si I es un s-ideal. Por la Proposicién 5.1.2 tenemos que ©no0l (n)
es anillo noetheriano si y sélo si existe un natural k > 1 tal que I*) es un s-ideal. Luego
la demostracién del corolario se concluye al observar ¢ que un ideal de altura dim R—1 de
un anillo local noetheriano unmixed es un s-ideal si y sélo si es equimiltiple (pagina 73
apartado (f)). O

Comentario 5.1.15 El corolario anterior generaliza el resultado establecido por Rees
en [47] pues, si I es un ideal genéricamente interseccién completa de altura. dimR—1 de
un anillo local noetheriano Cohen-Macaulay (R,m) entonces, de la Proposicién 3.6.6 y
del Corolario 5.1.14 se sigue que:

(a) ®np0l™ es un R(I)-médulo finito generado si y sélo si I es de la clase principal.

(b) ®n>0l™) es anillo noetheriano si y sélo si existe un natural k 2 1 tal qué 1) es
de la clase principal.

5.2 Potencias simbélicas y el anillo graduado asociado

En la primera parte de esta seccién estudiaremos cémo se reflejan, sobre el anillo graduado
asociado a un ideal, propiedades de sus potencias simbdlicas. Como casos particulares
de los resultados que se establecerdn se obtendran los que, en esta direccién, se demues-
tran en los trabajos de Huneke [24], Ratliff [45], Robbiano-Valla [48], Schenzel [54] y
Verma [58].
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En la segunda parte de esta seccién se analizardn diversas situaciones bajo las cuales
se puede afirmar que la equivalencia lineal entre las topologias 4dica y simbélica asociadas
a un ideal I implique la igualdad entre las potencias ordinarias y simbélicas de I.

La tercera y iltima parte de esta seccién se dedicard a establecer aplicaciones y
corolarios de los resultados obtenidos.

¢ Potencias simbdlicas y propiedades del anillo graduado asociado:

Proposicién 5.2.1 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. En tal situacién, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Gr(I, R) es un dominio.

(i) Gr(S~1I,571R) es un dominio e I" = S(I™) para todo natural n.

Demostracién: Consideremos el morfismo natural ¢ : Gr(I, R) = S~}(Gr(I,R)) =
Gr(S~!I,S "IR) Obviamente ¢ es un morfismo graduado de grado cero y, por lo tanto,
su nucleo serd un ideal homogéneo de Gr(I R). Tenemos que ker ¢ = @p>0ker ¢, donde
@n : I /1?1 5 §-1]7 [S=1]"+1 e5 |a n-ésima componente del morfismo graduado A
por lo tanto, ker o, = (I*NS(I"*1))/I*+1. Asf se tendra que, si ng es un nimero natural
fijo entonces, ker ¢, = 0 para todo n < ng si y sdlosi I" = S(I™) para todon < ng + 1.
En efecto. El reciproco es obvio pues, si I* = S(I*) para todo n < np + 1 entonces,
para n < ng tendremos que kerp, = (I* N S(I™t))/I"tL = (I" n ML)/ = Q.
Demostremos el directo. Supongamos que kere, = 0 para todo n < ng. Veamos,
por induccién sobre n, que I® = S(I™) para n < ng+ 1. Paran = 1 es evidente
(pues 0 = kerpg = S(I)/I). Supongamos demostrado que I*=! = S(I*~1). Entonces
tendremos que 0 = ker p,—1 = (I*~1 N S(I"))/I" = (SUI*"Y) NSUI?))/I* = S(I™)/ ™.
Luego I™ = S(I"), como queriamos demostrar.

En particular tendremos que, I* = S(I™) para todo natural n si y sélo si el morfismo
natural ¢ : Gr(I, R) = S~1(Gr(I, R)) es inyectivo.

Veamos la equivalencia entre las condiciones (i) y (ii).

Supongamos (i). Como que Gr(I, R) es un dominio, entonces Gr(S~'I,S"1R) =
S-1(Gr(I, R)) es un dominio y ¢ es inyectivo. Luego (i) implica (ii).

Reciprocamente. Supongamos (ii). Como que I” = S(I™) para todo natural n,
entonces tendremos que ¢ : Gr(I, R) = S~1(Gr(I, R)) es inyectivo, de donde se sigue
que Gr(I, R) es un dominio por serlo Gr(S~1I, 5~ R) & S~1(Gr(I,R)). O

Comentario 5.2.2 Observar que de la demostracién de la proposicién anterior se sigue
que, si ] es un ideal de un anillo noetheriano R y si S es un sistema multiplicativo de
R entonces, I® = S(I™) para todo natural n si y sélo si Gr(I, R) es un R-médulo libre
de S-torsién (pues, en general, la S-torsién de un R-médulo M es el conjunto {m € M
tales que existe un s € S con sm = 0}, es decir, es el nicleo del morfismo M — S~1M).

Luego, en el caso particular en el que consideremos como sistema multiplicativo S =
R—U{p € Ass R/I} entonces tendremos que, I"* = S(I"*) para todo natural n si y sélo si
Gr(I, R) es un R/I-médulo libre de R/I-torsién. De donde se sigue que si I estd generado
por una R-sucesién, entonces I” = S(I™) para todo natural n (pues, por el Teorema de
Macaulay-Rees, el anillo graduado asociado Gr(I, R) es un anillo de polinomios sobre
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R/I y, por lo tanto, Gr(I, R) es un R/I-médulo libre de R/I-torsién). En particular,
un ideal unmixed generado por una R-sucesién es tal que sus potencias ordinarias y
simbélicas coinciden (es decir, I = I(®) para todo natural n).

Proposicién 5.2.3 Sea I un ideal de un anillo noetheriano localmente gquasi-unmized
R y sea S un sistema multiplicativo de R. En tal situacidn, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) Gr(I, R)™®¢ es un dominio.
(i) Gr(S—*I,S-1R)™®¢ es un dominio e I es un 3-(S)-ideal.

Demostracién: Veamos, en primer lugar, que (i) implica (ii). Supongamos que
Gr(I,R) ¢ es un dominio. Entonces Gr(S—'I,S~!R)™*¢ = $~1(Gr(I,R)™*?) es un
dominio. Veamos que {(I5) < dimRq para todo g € V(I) con gqN S # 0. Como
que Gr(I, R)™¢ es un dominio, entonces tendremos que r(I) = p es un ideal primo.
Sea q € V(I) un ideal primo tal que {(fy) = dimR;. Veamos que § = q. Por
hipétesis y por [19, Th. (9.7)] tendremos que dimGr(Jq, Rq) = dimRq = I(fy) =
dim Gr(Iq, Rq)/qRq Gr(Ig, Rq) v, por lo tanto, ht(qRq Gr(Ig, Rq)) = 0 (pues, en gene-
ral, si J es un ideal de un anillo A entonces se tiene que ht(J) +dimA/J < dim A). Por
hipGtesis se tiene que Gr(Ig, Rq)™*? 2 (Gr(I, R)"®?)q es un dominio, de donde se sigue que
Gr(Iy, Rq) tiene un unico ideal primo minimal que es nilpotente. Luego qRq Gr(Iy, Rq) es
nilpotente y, por lo tanto, (si miramos en grado cero), se sigue que existe un nimero na-
tural n tal que ((qRq)" +IRq)/IRq = 0. Por lo tanto, (qRq)" C IRq. Tomando radicales
se tendrd que qRq C pRq C qRy. Luego pRq = qRy, de donde se concluye que p = q.
Asf tenemos que {q € V() tales que qNS # B} C {qe V(I) conq# p} = {q € V(I)
tales que I(I3) < dim Rq}. De donde, aplicando el Corolario 3.5.7, se sigue que I es un
5-(S)-ideal.

Reciprocamente. Veamos que (ii) implica (i). Sean [z] e [¢] dos elementos homogéneos
no nulos de Gr(/, R) tales que [z][y] es nilpotente. Entonces [z][y]/1 es nilpotente en
S-Y(Gr(I,R)) = Gr(S~11,S71R). Luego, por hipétesis, podemos suponer que [z]/1 es
nilpotente en $~1(Gr(Z, R)). Por lo tanto, existird un nimero natural r y un elemento
s € S tal que s[z]” = 0 en Gr(/, R). Para concluir la demostracién basta con demostrar
que [z] es nilpotente. Sea ! el orden de {z], (i.e. = € I' pero z ¢ I'*'). Como que
s[z]” = 0 para cierto s € S, entonces se tendra que s[z]” = 0 en I"!/I"+! y por lo tanto,
sz” € I""*1, Luego z" € S(I"'*!). Como que I es un 5-(S)-ideal entonces S(I"'+1) C
T, (Lema 2.1.9.(b)). Asi, existird (z")™ + a1(z")™ ' + ... + am-l(zr; +am =0
con a; € I+ Pero para i € {1,...,m} se tiene que a;(z")™* € I{ri+1)i f(m=i)ir =
[t ¢ pmrdl . Por lo tanto [z]™ = [—ai(2")™ ! — ... — am-1(z7) —am] = [0] €
Imr fpmr+l | Es decir, [z] es nilpotente. O '

Comentario 5.2.4 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. Consideremos las siguientes condiciones:

(i) Gr(I, R)™®¢ es un dominio.
(ii) Gr(S—1I,S~1R)"® es un dominio e I es un 3-(S)-ideal.

(iii) Gr(S—I,S-!R)"¢ es un dominioy I(Iy) < dim R4 para todo primo q € V(I) con
qnNS #40.
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En tal situacién, de la demostracién de la proposicién anterior se sigue que siempre (ii)

implica (i), que siempre (i) implica (iii), y que la equivalencia se tiene si R es localmente
quasi-unmixed.

Proposicién 5.2.5 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situacidn, si el
anillo graduado asociado Gr(I, R) es reducido, entonces I es normal (es decir, I" =17
para todo natural n). ‘

Demostracion: Sean > 0y seaz € I". Supongamosque z & I". Seal = max{m tales
quez € ™} < n. Comoquez € T7, entonces existird 2™ +a,12™ " +. . am_1z+a, = 0
con a; € I™. Tenemos que (n —[)i > 1 para todo i € {1,...,m} y, por lo tanto,
a,-:c"“" € IniI(m—-:')l = Iml+(n—l)i C Jmi+l Luego aizm—i € Iml y es cero en Iml/ImH-I'
Consideremos la clase de z en Gr(7, R) que es un elemento homogéneo no nulo de grado
I. Como que [z]™ = [—a;2™"! — ... — gm_1Z — ap] = [0] € '™ /I™+1 | entonces se
tendrd que [z] es nilpotente en Gr(I, R), lo cual es absurdo. O

Ejemplo 5.2.6 Veamos que el reciproco de la proposicién anterior no es cierto en gene-
ral, es decir, que un ideal I de un anillo noetheriano R puede ser normal sin que su anillo
graduado asociado Gr(/, R) sea reducido. Sea I un ideal de un anillo noetheriano integro
¢ integramente cerrado R. En tal situacién, I es normal si y sélo si el anillo de Rees es
{ntegramente cerrado en el anillo de poliniomios {pues Gn30I" es la clausura entera de
R(I) en R|t]). Por lo tanto, I es normal si y s6lo si R(I) es normal. Sea a un elemento
no unidad de un anillo local regular (R, m), y sea I el ideal generado por a. Entonces el
anillo de Rees R(I) es un anillo regular (pues es isomorfo al anillo de polinomios sobre
R) y, en particular, es normal. Luego I es un ideal normal. Pero si tomamos a tal que
el ideal I no sea ideal radical, entonces tendremos que Gr(I, R) no es reducido.

Comentario 5.2.7 Por el criterio de normalidad de Serre [32, Th. 23.8] tenemos que,
un anillo es normal si y sélo si verifica las condiciones de Serre (R;) y (S2). Mientras
que, un anillo es reducido si y sélo si verifica las condiciones de Serre (Ro) y (S1). Luego
del ejemplo anterior se sigue que, que el anillo de Rees R(I) verifique las condiciones
de Serre (R;) y (S2) no implica que el anillo graduado asociado Gr(Z, R) verifique las
condiciones de Serre (Ro) y (S1). Ahora bien ([6, Th. 1.5) y [41, Th. 2.2]), si R(J)
verifica la condicién de Serre (S2) entonces Gr(I, R) verifica la condicién (S;). De donde
se sigue que, que el anillo de Rees R(I) verifique la condicién de Serre (R:) no implica,
en general, que el anillo graduado asociado Gr(I, R) verifique la condicién (Rp).

Como corolario de las proposiciones 5.2.1, 5.2.3 y 5.2.5 se tiene que:

Corolario 5.2.8 Sea I un ideal de un anillo noetheriano localmente quasi-unmized R y
sea S un sistema multiplicativo de R. Supongamos que Gr(S™1I,S~1R) es un dominio.
En tal situacidn se tiene que:

(a) Gr(I, R) es un dominio si y sélo si I" = S(I™) para todo natural n.

(b) Gr(I, R)™®? es un dominio si y sélo si I = S(I™) para todo natural n.
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En particular, si p es un ideal primo de un anillo noetheriano localmente quasi-unmized
R tal que el anillo local Ry es regular, entonces:

(a’) Gr(p, R) es un dominio si y sélo si p” = ﬁ(") para todo natural n.

(b’) Gr(p, R)™% es un dominio si y sdlo si p™ = p(™) para todo natural n.

Demostracién: De la Proposicién 5.2.1 se sigue (a). Demostremos (b). Como que
Gr(S~'I,5'R) es un dominio, en particular es reducido y, por lo tanto, S~1I es un
ideal normal (Proposicién 5.2.5). Aplicando el Lema 2.1.9 (apartados (a) y (b)) y la
Proposicién 5.2.3, se concluye la demostracién.

En el caso particular en que, p sea un ideal primo de un-anillo noetheriano localmente
quasi-unmixed R tal que el anillo local Ry es regular, entonces tendremos que el anillo
graduado asociado Gr(pRp, Rp) es un dominio. Luego, aplicando (a) y (b) al sistema
multiplicativo S = R — p se sigue (3’) y (b’). O ; ,

Relacionemos las propiedades del anillo graduado ‘asociado y del dlgebra de Rees
(S)-simbdlica.

Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multiplicativo de R.
En tal situacidn, si Gr(I, R) es un dominio entonces tendremos que I” = S(I") para
todo natural n (Proposicién 5.2.1), luego R((S),I) = R(I). Mientras que si Gr(I, R) es
reducido, entonces I es normal (Proposicién 5.2.5) y, por lo tanto, o bien R((S), I) = R(I)
o bien R((S),I) no es entera sobre R(I), (Proposicién 5.1.3 y Lema 2.1.9.(b)). Ademss:

Corolario 5.2.9 Sea I un ideal de un anillo noetheriano localmente quasi-unmized R y
sea S un sistema multiplicativo de R. Consideremos las siguientes condiciones:

(i) Gr(I, R)™*? es un dominio.
(i) R((S),1) es entera sobre R(I).
En tal situacion se tiene que siempre (i) implica (ii), y que el reciproco es cierto si

Gr(S~!I,5 tR)™4 es un dominio.

Demostracién: Supongamos que Gr(Z, R)™*“ es un dominio. Entonces, aplicando la
Proposicién 5.2.3 tendremos que I es un 5-(S)-ideal. Luego de la Proposicién 5.1.3 se
sigue (ii). Reciprocamente. Si R((S), ) es entera sobre R(I), entonces tendremos que J
es un 5-(S)-ideal, (Proposicién 5.1.3) y, como que Gr(S~1,5-R)™*? es un dominio, se
concluye que también lo es Gr(I, R)™®¢, (Proposicién 5.2.3). O

En particular tendremos que:

Corolario 5.2.10 Sea I un ideal de un anillo noetheriano localmente unmized R tal que
Gr(I, R)™®¢ es un dominio. En tal situacidn se tiene que:

(a) cdirg(Rq) < dim Rq para todo q € V(I) no minimal de I.

(b) ara(ly) < dimRq para todo q € V(I) no minimal de I tal que el cuerpo residuo
k(q) es infinito. En particular, si ht(I) = dim R — 1 entonces I es radicalmente
interseccion completa.
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Demostracion: Sea S el sistema multiplicativo de R definido por el complementario
de los primos minimales de I. Como que Gr(Z, R)™*¢ es un dominio entonces tendremos

que R((S),I) es entera sobre R(I). Aplicando los corolarios 5.1.5 y 5.1.7 se concluye la
demostracién. O

¢ Cudndo la equivalencia lineal implica la igualdad:

Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multiplicativo de R. En tal
situacién tenemos que, si I* = S(I™) para todo natural n entonces I es un s-(S)-ideal
.~ es decir, existe un natural k > 0 tal que S(I**¥) C I" para todo n. Luego, la igualdad
entre potencias ordinarias y simbdlicas se puede entender como la equivalencia lineal con

k = 0. M3s ain, tenemos que la equivalencia lineal es una buena aproximacién a la
igualdad pues:

Proposicién 5.2.11 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situacion se
tiene que:

(a) I es un s-ideal si y sélo si existe un natural k > 1 tal que (I¥)("+1) C (I*)* para
todo natural n.

(b) SiI es un s-ideal entonces eriste un natural k > 1 tal que (IF))? = (I*))(®) para
todo natural n.

Demostracion: Demostremos (a). Veamos el directo. Supongamos que I es un s-ideal.
Luego existe un natural k¥ (podemos suponer k > 1), tal que I+5)  I" para todo n.
Luego (I¥)(n+1) = [(kn+k) = [kn = (k)" para todo n, como queriamos demostrar.
* Reciprocamente. Supongamos que existe un natural k > 1 tal que (I*)(*+1) c (I*¥)»
para todo natural n. Luego, por definicién, I* es un s-ideal y, por lo tanto, también lo
es I (Proposicién 4.3.2). :

Demostremos (b). Supongamos que I es un s-ideal. Luego de la Proposicién 4.3.3 se
sigue que I1) es un s-ideal y, por lo tanto, existe un natural k > 1 tal que (J¢))(®) =
I(n) = (I*))™ para todo natural n, (Proposicién 5.1.2). O

Asi, pues, es natural preguntarse cudndo la equivalencia lineal entre las filtraciones
adica y simbdlica implica la igualdad.

Sea J un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multiplicativo de
R. En tal situacién tenemos que, si I* = S(I") para todo natural n entonces I es
un s-(S)-ideal y, por lo tanto, I es un 5-(S)-ideal. Ademds, si I es un 3-(S5)-ideal,
entonces {(I3) < dim Rq para todo q € V(I) con qN S # B, (véase la demostracién del
Corolario 3.5.7). El objetivo de este apartado es estudiar bajo qué condiciones podemos
afirmar que las implicaciones anteriores son equivalencias.

En la Seccién 2.1 hemos visto ejemplos de ideales para los que se verifica la equivalen-
cia”I* = S(I™) para todo natural n si y sélo si I es un s-(S)-ideal” sin ninguna condicién
sobre el anillo (por ejemplo el ideal cero y los ideales irrelevantes de las dlgebras gradu-
adas noetherianas). En la Seccién 3.5 hemos visto que la equivalencia I es un s-(S)-ideal
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si y sblo si I es un 5-(S)-ideal” se tiene para anillos localmente unmixed (por ejemplo
los anillos Cohen-Macaulay), para anillos localmente analiticamente no ramificados, y
para anillos localmente analiticamente primarios (por ejemplo los anillos regulares). Y
también, en la Seccién 3.5 (Corolario 3.5.7), hemos visto que la equivalencia "I es un
3-(S)-ideal si y sélo si I(I3) < dim Rq para todo q € V(I) con qN S # @ se verifica para
anillos localmente quasi-unmixed. ,

Veamos otras situaciones en las que se tienen estas equivalencias. La primera de ellas
(Corolario 5.2.12) se obtiene como corolario de los resultados expuestos en el apartado an-
terior. La segunda (Corolario 5.2.14) se obtendrd como consecuencia del Teorema 5.2.13.

Corolario 5.2.12 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. Supongamos que el anillo graduado asociado Gr(I, R) es reducido. En
tal sttuacion, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I = S(I™) para todo natural n.
(#) I es un s-(S)-ideal.
(i1i) I es un 5-(S)-ideal.

Demostracién: Unicamente hemos de demostrar que (iii) implica (i). Supongamos que
I es un 3-(S)-ideal. Como que Gr(I, R) es reducido entonces, por la Proposicién 5.2.5
tendremos que I es normal. Luego, aplicando el Lema 2.1.9.(c) tendremos que I* =
S(I*) = I para todo natural n. En particular tendremos que I™ = S(I"™) para todo
natural n, como queriamos demostrar. O

Teorema 5.2.13 Sea I un ideal de un anillo noetheriano localmente quasi-unmired R
y sea S un sistema multiplicativo de R. Supongamos que el anillo graduado asociado
Gr(I, R) verifica la condicién de Serre (S1). En tal situacidn, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) I* = S(I™) para todo natural n.
(ii) 1(Iq) < dim Ry para todo g€ V(I) con qNS #P.

Demostracion: Veamos, en primer lugar, que (i) implica (ii). Supongamos (i). Luego
I es un s-(S)-ideal, en particular I es un 3-(S)-ideal y, por lo tanto, I(I) < dim Rq para
todo g € V(I) con qNS # 0.

Reciprocamente, demostremos que (ii) implica (i). Supongamos (ii). Sea q € V(I)
con NS # 0. Tenemos que depthgr, Gr(1,Ry)(GT(Iq, Rg)) = inf{depth(Gr(Iy, Rq))sp
donde P € V(qRq Gr(lg, Rq))}. Como que el anillo graduado asociado Gr(I, R) verifica la
condicién de Serre (S1) entonces, localizando, tendremos que Gr(Iq, Rq) también verifica
la condicién de Serre {S1). Luego depth(Gr(lq, Rq))qz > min{ht(B),1} y, por lo tanto,
tendremos que deptthq Gr(Iq,Rq)(Gr(Iq! Rg)) > min{ht(qRq Gr(Iy, Rq)), 1}.

Supongamos demostrado que ht(qRq Gr(lq, Rq)) > 0 para todo q € V(I) con gNS #
#. Luego tendremos que deptthq Gr(Ig, Rq)(Gr(Iq,Rq)) > 1 para todo q € V(I) con
qnNsS # 0.

Consideremos, ahora, los médulos de cohomologia local. Es conocido que si a es un
ideal de un anillo noetheriano A entonces para todo A-médulo finito generado N se tiene
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que depthy(N) = inf{i € Z tales que Hi(N) # 0}, [19, (35.7)]. Y ademds, en general, si
B — A es un morfismo de anillo noetherianos, entonces para todo ideal b de B y para
todo A-médulo N se tiene un isomorfismo natural Hi(N) = H{ ,(N) para todoi € Z, 19,
(85.20)]. Asi, en nuestro caso tendremos que HJ(Gr(I, R)) ®r Rq = HgRq (Gr(I4, Rq)) =
H gR q Gr(lg, Rq)(Gr(Iq, Rgq)) = 0. Aplicando el functor de cohomologia local a la sucesién
exacta corta de R-médulos 0 — I"/I**! — R/I**! 5 R/I® — 0 obtendremos la
sucesién exacta larga de R-médulos 0 — Hg(I"/I**1) — HJ(R/I"*') - HY(R/I™) —
..., de donde deducimos la sucesién exacta larga de Rq-médulos 0 — HQ(I"/I"*1) @p
Rq — HJ(R/I"*') ®r Rq — HJ(R/I") g Rq — .. .. Por induccién sobre n tendremos
que HJ(R/I") ®r Rq = 0 para todo n si y sélo si HY(I"/I**') ®p Ry = 0 para todo n,
si y s6lo si HJ(Gr(I, R)) ®r Rq = 0. Luego HgRq(Rq/Ig) = HJ(R/I") ®r Rq = 0 para
todo n, de donde deduciremos que /™ = S(I") para todo natural n (véase pigina 79
apartado 3).

Para concluir la demostracién de (ii) implica (i) hemos de ver que para todo q € V(I)
con NS # 0 se tiene que ht(qRq Gr(ly, Rq)) > 0.

Por hipétesis tenemos que [(Ig) < dim Rq para todo q € V(I) con qNS # §. Luego el
problema es demostrar que si a es un ideal de un anillo local noetheriano quasi-unmixed
(A, n) entonces, l(a) = dim A si y sélo si ht(nGr(a, 4)) = 0.

Demostremos el directo. Como que !(a) = dim Gr(a, A)/nGr(a, A), entonces I(a) +
ht(nGr(a, A)) < dim A. Luego, si I(a) = dim A entonces ht(nGr(a, A)) = 0.

Reciprocamente. Supongamos que ht(nGr(a, A)) = 0. Demostremos que l(a) =
dimA. Sea N =n/a® a/a’?®a®/a® @ ... que es el dnico ideal maximal homogéneo de
Gr(a, A). Consideremos el anillo local noetheriano B = (Gr(a, A))x. Sea b el ideal de B
definido por b = (nGr(a, A))x. Como que N es el dnico ideal maximal homogéneo de
Gr(a, A) entonces se tendrd que dim B = ht(N) = dim Gr(a, A) = dim A. Ademis, como
que nGr(a, A) es un ideal homogéneo de Gr(a, A), entonces ht(b) = ht(nGr(a, A)). Como
que A es quasi-unmixed, entonces Gr(a, A) es también quasi-unmixed y, por lo tanto, B
es un anillo local quasi-unmixed [19, (18.14),(18.24)]. En particular B es equidimen-
sional y, por lo tanto, tendremos que dimB/b + ht(b) = dim B, [19, (18.6),(18.17)].
Luego, si ht(nGr(a,A)) = 0 entonces ht(b) = 0, de donde se sigue que dim4 =
dimB = dimB/b = dim(Gr(a, A)/nGr(a, A))x < dimGr(a, A)/nGr(a,A) = I(a) <
dim A. Luego I(a) = dim A, con lo que se concluye la demostracién del teorema. O

Corolario 5.2.14 Sea I un ideal de un anillo noetheriano localmente quasi-unmized R
y sea S un sistema multiplicativo de R. Supongamos que el anillo graduado asociado
Gr(I, R) verifica la condicicn de Serre (S1). En tal situacidn, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) I" = S(I") para todo natural n.
(ii) I es un s-(S)-ideal.
(iii) I es un 5-(S)-ideal.

Demostracidn: Obviamente siempre se tiene que (i) implica (i), y que (ii) implica
(iii). Veamos que (iii) implica (i). Supongamos (iii). Como que R es localmente quasi-
unmixed entonces tendremos que, I es un 5-(S)-ideal si y sdlo si I(lg) < dim Rq para
todo q € V(I) con qN S # @ (Corolario 3.5.7). Luego, aplicando el Teorema 5.2.13
deduciremos (i). O
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Ejemplo 5.2.15 Comparemos las hipdtesis de los corolarios 5.2.12 y 5.2.14. Sea a un
ideal de un anillo local noetheriano completo (4,n). Sea R = Af/ay sea I = 0 el ideal
cero de R. En tal situacién tenemos que Gr(7, R) = R. Luego Gr(I, R) es reducido si
y sblo si a es un ideal radical; Gr([, R) verifica la condicién de Serre (Sy) si y sélosi a
carece de componentes sumergidas; y R es localmente quasi-unmixed si y sélo si todos los
primos minimales de a tienen la misma dimensién. Por lo tanto, ni las hipétesis del Coro-
lario 5.2.12 implican las hipétesis del Corolario 5.2.14, ni las hipétesis del Corolario 5.2.14
implican las hipétesis del Corolario 5.2.12.

¢ Aplicaciones y corolarios:
Para finalizar, veamos c6mo podemos aplicar los resultados anteriores.

Aplicacién 5.2.16 Sabemos que si I es un ideal de un anillo noetheriano R y si S
es un sistema multiplicativo de R entonces, una condicién necesaria para la igualdad
I" = S(I™) para todo n es que [(Ig) < dim Rq para todo q € V() tal que qN S # @,
(véase la demostracién de (i) implica (ii) del Teorema 5.2.13). Eisenbud-Huneke [13,
Prop. 3.3] demuestran que si a es un ideal de un anillo local noetheriano Cohen-Macaulay
(A,n) tal que el dlgebra de Rees R(a) es Cohen-Macaulay, entonces la desigualdad de
Burch [8], I(a) < dim A — inf,>o{depth, A/a"}, es una igualdad. Por lo tanto, si I es
un ideal de un anillo noetheriano Cohen-Macaulay R tal que el dlgebra de Rees R(I)
es Cohen-Macaulay entonces, I® = S(I") para todo n si y sélo si I(I;) < dim Ry para
todo g € V(I) tal que qN S # B, (pigina 79 apartado 1). Esta equivalencia se puede
obtener directamente como corolario del Teorema 5.2.13 pues, si el dlgebra de Rees R(J)
es Cohen-Macaulay, entonces el anillo graduado Gr(J, R) también lo es, por lo tanto
satisface las condiciones de Serre (S} para todo k y, en particular, es (Si).

Aplicacién 5.2.17 En [41, Th. 2.5] Noh-Vasconcelos demuestran que si I es un ideal
equimiltiple de un anillo Cohen-Macaulay tal que el &lgebra de Rees R(I) verifica la
condicién de Serre (S:), entonces I™ = I(®) para todo n. Veamos cémo podemos gene-
ralizar este resultado. Sea R un anillo Cohen-Macaulay y sea I un ideal de R tal que el
3lgebra de Rees R(I) verifica la condicién de Serre (S3). Luego tendremos que el anillo
graduado asociado Gr(I, R) verifica la condicién de Serre (S1) ([6, Th. 1.5) y [41, Th.
2.2]). De donde, aplicando el Teorema 5.2.13 se sigue que I* =T (n) para todo n si y
sélo si I(Iq) < dim Rq para todo q € V(I) no minimal de I. En particular, si J es un
ideal equimiltiple de un anillo Cohen-Macaulay tal que el algebra de Rees R(I) verifica
la condicién de Serre (S;), entonces tendremos que I(I3) = ht(lq) < dim Rq para todo
g € V(I) no minimalde I y, por lo tanto, I* = It®) para todo natural n.

Aplicacién 5.2.18 Sea R un anillo Cohen-Macaulay y sea I un ideal de altura g gene-
rado por g + 1 elementos. Supongamos que I es genéricamente interseccién completa (es
decir, que Ip es interseccién completa para todo primo minimal p de I). Veamos que, en
tal situacién, I" = I™ para todo n si y sélo si Iq esta generado por una Rg-sucesién
regular para todo q € V(I) con ht(q/I) = 1. (Este resultado también se demuestra en
Brodmann (5], en Huneke [27, Th. 3.1] y en Simis-Vasconcelos [57, Cor. 3.6]).
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Demostracion: Por hipétesis R es un anillo Cohen-Macaulay e I es un ideal genéri-
camente interseccién completa de altura g generado por g + 1 elementos. Luego, de [6,
Prop. 2.6] se sigue que el dlgebra de Rees R(I) verifica la condicién de Serre (S2) v, por lo
tanto, el anillo graduado asociado Gr(I, R) verifica la condicién de Serre (S). Aplicando
el Teorema 5.2.13 tendremos que, I™ = I(®) para todo n si y sélo si l(Iq) < dim R4 para
todo g € V(I) no minimal de I. Pero para un ideal primo q € V(I) no minimal con
ht(q/I) > 1 tendremos que I(I3) < I(I) < p(I) < ht(I) +1 < ht(q) = dimRq. Luego,
I* = I®) para todo n si y sélo si I(I;) < dim Ryq para todo q € V(J) no minimal de I, si
y sblo si l(Iq) < dim Rq para todo q € V(I) con ht(q/I) = 1. Es decir, si y sélo si I es
equimiltiple para todo q € V(I) con ht(g/I) = 1. Es decir, si y sdlo si I estd generado
por una Rg-sucesién regular para todo q € V(I) con ht(q/I) = 1, (Proposicién 3.6.6). O

Aplicacién 5.2.19 Sea R un anillo Cohen-Macaulay y sea I un ideal unmixed de altura
ht(I) 2 1 y de desviacién analitica uno (es decir, tal que I(I) = ht(I) + 1). Supongamos
que I es genéricamente interseccién completa y que Rq es anillo local regular para todo
q € M(I). En tal situacién, Huckaba y Huneke demuestran [22, Th. 2.5] que I = I
para todo n si y sélo si /(Ig) < dim Rq para todo q € V(I) con ht(q/I) = 1. Veamos una
demostracién alternativa de este resultado sin usar la hipétesis de que el anillo local Rq
sea un anillo local regular si q € M (7).

Demostracion: Es evidente que I(I) < dim Rq para todo q € V(I) con ht(q/I) = 1si
y sélo sil(lg) < dim R4 para todo q € V(I) no minimal de I (pues si ht(q/J) > 1 entonces
tendremos que I(Ig) < I(I) = ht(I) + 1 < ht(q) = dim Rq). Luego, si demostramos que
el anillo graduado asociado Gr(7, R) verifica la condicién de Serre (S;) entonces, por
el Teorema 5.2.13, deduciremos la equivalencia. Supongamos que I(l;) < dim R4 para
todo q € V(I) con ht(q/I) = 1. Entonces tendremos que Iy es interseccién completa
para todo q € V(I) con ht(q/I) = 1, (Proposicién 3.6.6). Luego aplicando {22, Th. 2.2]
deduciremos que para toda reduccién minimal J de I el indice de reduccién de I respecto
de J es menor o igual que 1 y, por lo tanto, tendremos que el indice de reducciéon de T
serd menor o igual que 1. Aplicando [65, Th. 4.4] deduciremos que el dlgebra de Rees
R(I) verifica la condicién de Serre (S2) y, por lo tanto, Gr(J, R) satisface la condicién de
Serre (S1), como queriamos demostrar. O :

Corolario 5.2.20 Sea R un anillo noetheriano localmente quasi-unmized R. En tal
situacidn, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) R es Cohen-Macaulay.

(i) Para todo ideal I de R de la clase principal, el anillo graduado asociado Gr(I, R)
verifica la condicién de Serre (Si).

Demostracién: Veamos, en primer lugar, que (i) implica (ii). Supongamos que R es
un anillo Cohen-Macaulay y sea I un ideal de R de la clase principal. Luego I es un ideal
sin componentes sumergidas y, ademds, el anillo graduado asociado Gr(I, R) es isomorfo
a un anillo de polinomios sobre R/I, que es Cohen-Macaulay. En particular, Gr(I, R)
verifica la condicién de Serre (S)).

Reciprocamente. Supongamos (ii) y demostremos (i). Sea I un ideal de la clase
principal de R. Como que R es localmente quasi-unmixed entonces tendremos que I es
un 5-ideal (Corolario 3.5.9). Por hipétesis el anillo graduado asociado Gr(I, R) verifica
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la condicién de Serre (S;). Luego, aplicando el Corolario 5.2.14 tendremos la igualdad
I = I(® para todo natural n. Luego, para todo ideal I de R de la clase principal se tiene
que I® = I™ para todo natural n. De donde se sigue que R es anillo Cohen-Macaulay
(Ejemplo 2.1.15), como queriamos demostrar. 0

Corolario 5.2.21 Sea R un anillo noetheriano localmente quasi-unmized y sea p un
ideal primo de R tal que el anillo local Ry es regular. En tal situacién, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) Gr(p, R) es un dominio.

(ii) Gr(p, R) tiene un tnico primo asociado.

Demostracién: Es obvio que (i) implica (ii). Demostremos el reciproco. Suponga-
mos que Gr(p, R) tiene un tnico primo asociado. Luego Gr(p, R)"*? es un dominio y
que Gr(p, R) verifica la condicién de Serre (S;). Como que Gr(p, R)™“ es un dominio,
entonces tendremos que p es un 3-ideal (Proposicién 5.2.3) y, por lo tanto, del Coro-
lario 5.2.14 se seguird que p” = p(®) para todo natural n (pues Gr(p, R) verifica la
condicién de Serre (Sy)). Por hipdtesis el anillo local Ry es un anillo local regular y, por
lo tanto, Gr(pRp, Rp) es un dominio. De donde aplicando la Proposicién 5.2.1 se sigue
que Gr(p, R) es un dominio, como queriamos demostrar. O

Ejemplo 5.2.22 Veamos que la equivalencia entre las condiciones (i) y (ii) del corolario
anterior no es cierta en general. Sea k[z] el anillo de polinomios en una variable sobre
un cuerpo k. Consideremos el anillo noetheriano R definido por R = k[z]/(z?). En
tal situacién tenemos que R tiene un unico primo asociado, y que R no es un dominio.
Luego, la equivalencia ” R es un dominio si y sélo si R tiene un tnico primo asociado”
no es cierta en general. Mds atin, si pensamos R como un anillo graduado noetheriano
- R =®n,30Rn generado por R; como Rp-dlgebra (con Ry un dominio), y si consideramos
p el ideal primo de R definido por p = @,>1R,, entonces tendremos que Gr(p, R) & R.
De donde se sigue que la equivalencia entre las condiciones (i) y (ii) del Corolario 5.2.21
no es cierta en general.
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