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4 Comportamiento de los t,t, s, s-(S)-ideales por o-
peraciones y por la acción de morfismos

En este capítulo se estudiará el comportamiento de los í,í, s, s-(S)-ideales por la acción
de morfismos y por operaciones entre ideales.

4.1 Comportamiento por la acción de morfismos

El objetivo de esta sección es estudiar el comportamiento de los t, t, s, s-ideales por la
acción de morfismos de anillos generalizando, así, los resultados establecidos por Yerma
en [58]. Los resultados que se obtendrán se deducirán de las caracterizaciones establecidas
en el capítulo anterior y de las propiedades de los conjuntos de divisores primos E(I),

), {/(/) y F(7), (que notaremos por T(I) según el caso).

En general, los t, t, s, s-ideales no tienen un buen comportamiento ni por la extensión
ni por la contracción por un morfismo de anillos. Por ejemplo:

Ejemplo 4.1.1 Veamos que la contracción de un í-ideal (resp. de un t, s, s-ideal) por un
morfismo de anillos no es, en general, un í-ideal (resp. un t, s, s-ideal); y que la extensión
de un í-ideal (resp. de un í, s, s-ideal) por un morfismo de anillos puede ser un í-ideal
(resp. un í, s, s-ideal) aunque el ideal no lo sea. Sea / = p un ideal primo de un anillo
noetheriano R. En tal situación tendremos que R$ es un anillo local de maximal p.ñp.
Luego Jp es un ideal maximal y, por lo tanto (Ejemplo 2.1.10), /p siempre será un í-ideal
(resp. un t, s, s-ideal) aunque el ideal / no lo sea.

Ejemplo 4.1.2 Veamos que la extensión de un í-ideal (resp. de un t, s, s-ideal) por
un morfismo de anillos no es, en general, un ¿-ideal (resp. un í, s, s-ideal); y que la
contracción de un í-ideal (resp. de un ï, s, s-ideal) por un morfismo de anillos puede ser
un í-ideal (resp. un í, s, s-ideal) aunque el ideal no lo sea. Para ello consideremos 7 = p
un ideal primo de altura ht (/) = dim R— 1 de un anillo local noetheriano completo (R, m)
tal que / sea un í-ideal (resp. un í,s, s-ideal). Sea J un ideal de R tal que J C I pero
tal que exista un primo minimal q de J tal que q <£. I. En tal situación, el ideal If J es
un ideal primo de altura ht(I/J) = dimR/J — I del anillo local noetheriano completo
(R/ J, tn/ J) tal que no contiene todos los primos minimales del anillo. Luego // J no
es un í-ideal (pàgina 64 apartado (f)) y, por lo tanto, I/J no es un í-ideal (resp. un
i, s, s-ideal).

Examinemos el comportamiento de los í, í, s, s-ideales por localización, por paso al
cociente, por extensión fielmente plana, y por extensión finita.
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• Comportamiento por la localización:

Del Ejemplo 4.1.1 se sigue que la contracción de un í-ideal (resp. de un í, s, s-ideal) por
una localización no es, en general, un í-ideal (resp. un t, s, s-ideal); y que la extensión de
un í-ideal (resp. de un í, s, s-ideal) por una localización puede ser un í-ideal (resp. un
í, s, sVideal) aunque el ideal no lo sea.

Proposición 4.1.3 Sea R im anillo noetheriano y sea T un sistema multiplicativo de
R. Sea I un ideal de R y sea J un ideal de T~1R. En tal situación se tiene que:

(a) Si / es un i-ideal (resp. un t, s, s-ideal), entonces T"1/ es un t-ideal (resp. un
t, s,~s-ideal).

(b) Si «7 n R es un í-ideal (resp. un t, s, s-ideal), entonces J es un t-ideal (resp. un
t, s, s-ideal).

Demostración: Demostremos (a). Por hipótesis / es un í-ideal (resp. un í, s, s-ideal).
Luego, aplicando los corolarios 3.4.5 y 3.5.5, se seguirá que M (I) = F(7). Por lo tanto
tendremos que Mp1"1/) = {T^f donde p 6 M(I] con p n T = 0} = {T~lip donde
p € r(/) con prtT = 0} = I^T-1/), (Lema 3.1.4). Así se tendra que M (T1-1/) = T(T'1I)
y, por lo tanto, aplicando de nuevo los corolarios 3.4.5 y 3.5.5, se sigue que T"1/ es un
í-ideal (resp. un í, s, s-ideal).

Demostremos (b). Supongamos que J n A es un í-ideal (resp. un í, s, s-ideal). En-
tonces, por el apartado (a) tendremos que T-1(JnR) es un í-ideal (resp. un í, s, s-ideal).
Pero J = T~1(Jr n R), luego J es un í-ideal (resp. un í,s, s-ideal). O

Proposición 4.1.4 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situación, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I es un t-ideal (resp. un t, s, 's-ideal).

(U) Ip es un t-ideal (resp. un t,s,ls-ideal) para todo primo p Ç. V (I).

(Hi) Im es un t-ideal (resp. un i, SjJ-ideal) para todo maximal m € V(I).

Demostración: Del apartado (a) de la proposición anterior se sigue que (i) implica
(ii). Obviamente (ü) implica (iii). Veamos que (iii) implica (i). Hemos de ver que
M(/) = r(J) (corolarios 3.4.5 y 3.5.5). Sea p € T(I) y sea m maximal con p C m.
Así tendremos que pm € r(/TO), (Lema 3.1.4). Por hipòtesis Im es un í-ideal (resp. un
í, s,s-ideal). Luego M(/m) = r(/m), (corolarios 3.4.5 y 3.5.5). De donde se sigue que
pm € M (Im) y, por lo tanto, p € M (I). O

Ejemplo 4.1.5 Sea R un anillo noetheriano y sea S un sistema multiplicativo de R. Sea
A el anillo noetheriano definido por A = R[{X3},çs]/({sX3 — l}>çs), que es isomorfo
a la simetrización de R por S. Luego, si J es un ideal de R tal que / es un í-ideal
(resp. un í, s, s-ideal), entonces, por la Proposición 4.1.3, tendremos que también lo será
el ideal I A. Por ejemplo, esta es la situación que se tiene al considerar los anillos del
tipo A[*i, . . . ,xn ,xn + í]/(p(xi , . . . ,xn)xn+i - 1), (por ejemplo, el anillo de la hipérbola
K[x, y]/(xy- 1), y el anillo del círculo complejo C[x, y]/(x2 + y2 - 1)).
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• Comportamiento por el paso al cociente:

Del Ejemplo 4.1.2 se sigue que la extensión de un í-ideal (resp. un í,s, s-ideal) por un
paso al cociente no es, en general, un í-ideal (resp. un í, s, s-ideal); y que la contracción
de un í-ideal (resp. de un í, s, s-ideal) por un paso al cociente puede ser un í-ideal (resp.
un í, s, s-ideal) aunque el ideal no lo sea.

Además, del siguiente ejemplo (Ejemplo 4.1.6) se sigue que la contracción de un í-
ideal (resp. un í, s, «-ideal) por un paso al cociente no es, en general, un í-ideal (resp.
un í, s,?-ideal); y que la extensión de un í-ideal (resp. de un í, s, s-ideal) por un paso al
cociente puede ser un í-ideal (resp. un í, s, s-ideal) aunque el ideal no lo sea.

Ejemplo 4.1.6 Sea R un anillo noetheriano y sea / = p un ideal primo de R. En tal
situación, la extensión de / vía el morfismo R -f R/1 siempre es un un í-ideal (resp. un
í, s, s-ideal) pues es el ideai cero de un dominio noetheriano (Ejemplo 2.1.11). Lo cual,
obviamente, no implica que / sea un í-ideal (resp. un í, s, s-ideal).

Examinemos un caso particular de paso al cociente.

Proposición 4.1.7 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situación se tiene
que:

(a) Si z £ Ass R y si I es un t-ideal (resp. un s-ideal), entonces (I+z)/z es un t-ideal
(resp. un s-ideal).

(b) Si z 6 Min R y si I es un t-ideal (resp. un J-ideal), entonces (I + z)/z es tin
t-ideal (resp. un H-ideal).

Demostración: Seap/z er((/+z)/z). Del Lema 3.1.5 se sigue que p € T(/). Por otro
lado, aplicando los corolarios 3.4.5 y 3.5.5 se sigue que T(I) = M (I). Luego p e M (I) y,
por lo tanto, p/z € M((I + z)/z). Así tendremos que M((I + z)/z) — T((I + z)/z) con
lo que, aplicando los corolarios 3.4.5 y 3.5.5, se concluye la demostración. D

Veamos que los recíprocos de los apartados (a) y (b) de la proposición anterior no
son ciertos en general.

Ejemplo 4.1.8 Veamos que en general el recíproco de (a) no es cierto. Sea R un anillo
tal que no verifica la condición de Serré (Si), y sea 7 = 0. Luego del Ejemplo 2.1.11
se sigue que / no es un í-ideal (resp. un s-ideal), mientras que para todo z € Ass R
tenemos que (/ + z)/z es el ideal cero de un dominio y, por lo tanto, (J + z ) / z es un
í-ideal (resp. un s-ideal). Luego el recíproco de (a) no es cierto.

Ejemplo 4.1.9 Veamos que, en general, tampoco es cierto el recíproco de (b). Para ello
consideremos (R, m) un anillo local noetheriano completo dos dimensional con dos primos
minimales z\ y z-¿ tales que dim R/ZI = dim Ä/Z2 = 2 y tal que exista un ideal primo p de
R de altura Aí(p) = 1 tal que z\ C p y tal que z2 <£ p (por ejemplo R = k[[x, y, z]]/(xy)
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donde fe es un cuerpo). Consideremos / el ideal / = p y sea z — z<¿. Así tendremos
que (/ + z)/z es un /-ideal (resp. un s-ideal) de R/z pues es un ideal m/z-primario
(Ejemplo 2.1.10). Mientras que por el apartado (f) de la página 64 se sigue que / no es
un í-ideal (y, por lo tanto, tampoco es un s-ideal) pues / no contiene todos los primos
minimales de R.

• Comportamiento por extensión fielmente plana:

Proposición 4.1.10 Sea R —> A una extensión fielmente plana de anillos noetherianos
y sea I un ideal de R. En tal situación si IA es un t-ideal (resp. un t, s, J-ideal), entonces
I es un t-ideal (resp. un t, s, s-ideal).

Demostración: Hemos de ver que M (I) = T(I) (corolarios 3.4.5 y 3.5.5). Sea p 6 F(/)
y sea p* un primo minimal de pA Luego p* 6 F(IA) (Lema 3.1.6). Por hipótesis IA
es un í-ideal (resp. un t,s, s-ideal). Luego, aplicando los corolarios 3.4.5 y 3.5.5 se sigue
que r(L4) = M(IA) y, por lo tanto, tendremos que p* G M(IÄ). Veamos que p e M(I}.
Para ello veamos, en primer lugar, que p = p* n R. Tenemos p C p* n R, y como la
extensión verifica el going-down, se deduce la existencia de un ideal primo pj C p* con
Pî H R = p. Así tenemos que pA = (pî n R) A C PÎ C p* € M (pA). Por lo tanto p* = PÌ,
de donde p = p* n R. Para demostrar que p es un primo minimal de /, consideremos
q un ideal primo con / C q C p. Por ser p = p* n R y como la extensión verifica el
going-down, se tiene la existència de un ideal primo q* C p* con q = q* n R. Luego,
IA C q* C p* € M (IA) y, por lo tanto p* = q*, de donde se deduce que p = q. D

Veamos que el recíproco de la Proposición 4.1.10 no es cierto en general (Ejem-
plo 4.1.11), pero que es cierto para R —>• A el morfismo de completación e / C R un ideal
de coaltura uno (Proposición 4.1.12).

Ejemplo 4.1.11 Sea (R, m) un anillo local noetheriano verificando la condición de Serre
(5i) tal que su completado (R*, m*) no verifica la condición de Serre (Si). Sea / el ideal
cero de R. En tal situación del Ejemplo 2.1.11 se sigue que / es un í-ideal (resp. un
s-ideal), y que /* no lo es.

Proposición 4.1.12 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano (R, m) de altura
ht(I) = dim A — 1. En tal situación se tiene que, I es un t-ideal (resp. un t, s, s-ideal)
si y sólo si I* es un t-ideal (resp. un t, s,"s-ideal).

Demostración: El recíproco es consecuencia de aplicar la Proposición 4.1.10 al mor-
fismo fielmente plano R —¥ R*. Veamos el directo. Como que 7 es un ideal de al-
tura ht (I) = dimR — 1, entonces su completado /* también será un ideal de altura
ht(r) = dimR* - 1. Luego, aplicando el Teorema 3.4.3 (resp. el Teorema 3.4.4) ten-
dremos que, /* es un í-ideal (resp. un í-ideal) si y sólo si dimR* ¡(I* R* + z) > O para
todo primo asociado z 6 Ass R* (resp. para todo primo minimal z e Min R*), si y
sólo si dimR*/(IR* + z) > O para todo primo asociado z 6 Ass R* (resp. para todo
primo minimal z € Min R*), si y sólo si / es un í-ideal (resp. un í-ideal). Mientras que,
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aplicando el Teorema 3.5.3 (resp. el Teorema 3.5.4) tendremos que, /* es un s-ideal (resp.
un s-ideal) si y sólo si /((/* R*+z)/z) < aim(R*/z) para todo primo asociado z € Ass R*
(resp. para todo primo minimal z € Min R*), si y sólo si l((IR* + z)/z) < dim(.fi*/z)
para todo primo asociado z € Ass R* (resp. para todo primo minimal z € Min R*), si
y sólo si / es un s-ideal (resp. un J-ideal). D

Veamos que el recíproco de la Proposición 4.1.10 también es cierto para la extensión
al anillo de polinomios (Proposición 4.1.13) y para la extensión al anillo de Nagata
(Proposición 4.1.14).

Proposición 4.1.13 Sea / un ideal de un anillo noetheriano R y sea x una indetermi-
nada sobre R. En tal situación se tiene que, I es un t-ideal (resp. un t,s,~s-ideal) si y
sólo si I[x] es un t-ideal (resp. un f, s, "s-ideal).

Demostración: El recíproco es consecuencia de la Proposición 4.1.10. Para de-
mostrar el directo es suficiente observar que para todo natural n se tiene que (/[z])^n^ =
j(n}[a:]. Luego aplicando la definición de í-ideal (resp. de í, SjsMdeal), se concluye la
demostración. O

Proposición 4.1.14 Sea I un ideal de un anillo local noetheriano (R, tn) y sea x una
indeterminada sobre R. Sea I(x) la extensión del ideal I vía el morfismo de Nagata
R —>• R(x) = fi[x]m[ar]- En tal situación se tiene que, I es un t-ideal (resp. un t,s,"s-
ideal) si y sólo si I(x) es un t-ideal (resp. un t, s,J-ideal).

Demostración: Como que R —» R(x) es un morfismo fielmente plano entonces, apli-
cando la Proposición 4.1.10 tendremos que, si I(x) es un í-ideal (resp. un t, s,s"-ideal)
entonces / es un í-ideal (resp. un t,s, s-ideal). Recíprocamente. Supongamos que / es
un í-ideal (resp. un t, s, s-ideal). Entonces, por la Proposición 4.1.13 tendremos que I[x]
es un í-ideal (resp. un ï, s, s-ideal). Como que I(x) es un localizado de I[x] entonces,
aplicando la Proposición 4.1.3, se concluye la demostración. O

• Comportamiento por extensión finita:

Proposición 4.1.15 Sea R C A una extensión finita de anillos noetherianos y sea I un
ideal de R. En tal situación se tiene que:

(a) Supongamos que rj D A € Ass R para todo T¡ € -Ass A. En tal situación, si I es un
t-ideal (resp. un s-ideal) entonces IA es un t-ideal (resp. un s-ideal).

(b) Supongamos que T] n A G Min R para todo r) £ Min A. En tal situación, si I es
un t-ideal (resp. un s-ideal) entonces IA es un t-ideal (resp. un H-ideal).

Demostración: Si vemos que M(IA) = T(IA) entonces, aplicando los corolarios 3.4.5
y 3.5.5 deduciremos (a) y (b). Sea p* € r(L4) y sea q* un ideal primo tal que IA C
q* C p*. Así tendremos que I C q* D .R C p* n Ä € T(J) (Lema 3.1.7). Por otro lado,
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nuestras hipótesis implican que T(J) = M(I) (corolarios 3.4.5 y 3.5.5). Luego tendremos
que q* n R = p* D R, de donde se sigue que p* = q* (por ser la extensión entera). d

Ejemplo 4.1.16 Veamos que, en general, para una extensión finita R C A el ideal IA
puede ser un í-ideal (resp. un í, s, s-ideal) aunque el ideal / no lo sea. Sea R un anillo
noetheriano y sea A el cierre entero de R en su anillo total de fracciones. Así tenemos
R C A es una extensión entera (aunque en general no es finito generada). Sea / el ideal
cero de R. Como que A es íntegramente cerrado entonces tendremos que, en particular,
verifica la condición de Serré (Si). Luego del Ejemplo 2.1.11 se sigue que IA es un í-ideal
y un s-ideal, mientras que / es un í-ideal si y sólo si / es un s-ideal si y sólo si R verifica
la condición de Serré (Si).

4.2 Operaciones entre t, t-(S)-ideales

En esta sección estudiaremos el comportamiento de los í,í-(S)-ideales respecto de las
operaciones entre ideales. Demostraremos que la condición í, í-ideal es invariante por
el radical (Proposición 4.2.2); demostraremos que la intersección y el producto de í,í-
(S)-ideales es un í,í-(S)-ideal (Proposición 4.2.4); y analizaremos el comportamiento de
los í,í-ideales por la inclusión (Proposición 4.2.8). Como corolario de estos resultados
relacionaremos la condición í, í-ideal sobre los ideales primos de un anillo noetheriano
con la condición í,í-ideal sobre los ideales del anillo (Corolario 4.2.5 y Corolario 4.2.11).
Los resultados establecidos en esta sección generalizan los expuestos por Verma en [59].

A lo largo de esta sección usaremos las siguientes notaciones. Dado un ideal I de
un anillo noetheriano R, notaremos por F(J) al conjunto de ideales primos E(I) o E(I)
según estudiemos los í-(S)-ideales o los í-(5)-ideales. Y dado un sistema multiplicativo
S de un anillo R, definimos el conjunto X§ de ideales primos de R como X$ = {p ideales
primos de R tales que p n 5 = 0}.

Lema 4.2.1 Sean I y J dos ideales de un anillo noetheriano R. En tal situación se
tiene que:

(a) Si ICJ, entonces T(I) n V(J) C T(J).

(c) T(U) = T(i n j) c r(j) u r(j).
(d) T(t) n r(j) c r(/) n v (J) c T(I + J).

Demostración: Veamos (a). Sea p e T (I) D V (J). Así, J C p y, además, existe un
z G Ass RQ (resp. z € Min RJ,) tal que p.R£ es primo minimal de IR$ + z. Luego
tendremos que ftí(pHp) = ht(IR$ + z) < ht(JR^ + z) < ht(pRp) y, por lo tanto, pfíj es
primo minimal de JR^ + z. Luego, p 6 T(J).
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Demostremos (b). Por el apartado anterior se tiene que T(I) C T(r(I)) pues V(I) =
V(r(I)). Veamos la inclusión contraria. Sea p € T(r(I)). Luego p € V(r(/)) = V(I)
y, además, existe un z € -Ass R^ (resp. z 6 Min ÄJ) tal que f Èl es primo minimal de
r(I)R*f + z. Luego, tófoBJ) > ht(IR^-rz) = ht(r(IR$) + z) > ht(r(I)R*p + z) = ht(?Rj,),
(recuérdese que, en general, el radical de la extensión de un ideal contiene a la extensión
del radical del ideal). Así pnjj es primo minimal de IR^ + z y, por lo tanto, p e T(/).

El apartado (c) es consecuencia de los dos primeros pues U C / f~l «7, ambos ideales
tienen el mismo radical, y V(IJ) = V(I n J) = V(I) U V(J).

Para demostrar (d) basta observar que V(I+ J) = V(I) fl V(J), y aplicar (a), n

• Invariancia por el radical:

Proposición 4.2.2 Sean I y J dos ideales de igual radical de un anillo noetheriano R
y sea S un sistema multiplicativo de R. En tal situación se tiene que, I es un t-(S)-
ideal (resp. un t-(S)-ideal), si y sólo si J es un t-(S)-ideal (resp. un i-(S)-ideal). En
particular, I es un t-ideal (resp. un t-ideal) si y sólo si J es un t-ideal (resp. un t-ideal).

Demostración: Por hipótesis, r(I) = r(J). Luego T(J) = T(J) (Lema 4.2.1.(b)). De
donde, aplicando el Teorema 3.4.1 (resp. el Teorema 3.4.2) se sigue que, J es un t-(S)-
ideal (resp. un í-(5)-ideal) si y sólo si J es un í-(S)-ideal (resp. un ï-(S)-ideal). En
particular, aplicando la equivalencia al sistema multiplicativo 5 = R — U{p € M(I)} =
R — U{p (E M (J)} tendremos que, / es un í-ideal (resp. un í-ideal) si y sólo si J es un
í-ideal (resp. un í-ideal). D

Veamos cómo podemos aplicar el resultado anterior. Sea / un ideal de un anillo noe-
theriano R. Supongamos que / = r(J) con J un ideal equimultiple de R. Supongamos
que R es localmente quasi-unmixed. En tal situación tendremos que J es un s-ideal (ver
pagina 73 apartado (g)). Luego J es un í-ideal y, por lo tanto, aplicando la proposición
anterior tendremos que / es un it-ideal. Más aún, si R es localmente unmixed entonces
tendremos que / es un í-ideal (página 63 apartado (a)). En particular tendremos el
siguiente corolario:

Corolario 4.2.3 Los ideales radicalmente intersección completa de los anillos noethe-
rianos localmente quasi-unmixed son t-ideales, y los ideales radicalmente intersección
completa de los anillos noetherianos localmente unmixed son t-ideales.

• Intersección y producto:

Proposición 4.2.4 Sean I y J dos ideales de un anillo noetheriano R. En tal situación
se tiene que:

(a) Sea S un sistema multiplicativo de R. Supongamos que I y J son t-(S)-ideales
(resp. t-(S)-ideales). Entonces InJ e U son t-(S)-ideales (resp. t-(S)-ideales).
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(b) Supongamos que M(/)U M(J) C M (In J). En tal situación, si I y J son t-ideales
(resp. t-ideales), entonces I D J e IJ son t-ideales (resp. t-ideales).

Demostración: Demostremos (a). Por hipótesis 5 C R—U{p € T(I)} y 5 C R—U{p €
r(J)}, (teoremas 3.4.1 y 3.4.2). Luego 5 C #-U{p e T(/)ur(7)} C tf-U{p € F(/n J)}
(Lema 4.2.1.(c)). De donde se sigue que /n J es un í-(S)-ideal (resp. un í-(S)-ideal)
y, como que r(IJ) = r(I n J), aplicando la Proposición 4.2.2 se tendrá que /J es un
í-(S)-ideal (resp. un í-(S)-ideal).

Demostremos (b). Notemos Si = R - U{p € M(I)}, 52 = R- U{p € M(J)> y
S ~ R — U{p € M(I n J)}. Por hipótesis tenemos que S C S'ï n S-¿. Luego / y J son
í-(S)-ideales (resp. í-(S)-ideales) y, aplicando el apartado (a), tendremos que también lo
serán los ideales J n J e U, como queríamos demostrar. D

Corolario 4.2.5 Sea J un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situación, si los
primos minimales de I son t-ideales (resp. t-ideales), entonces I es un t-ideal (resp. un
t-ideal). En particular, para un anillo noetheriano R se tiene que:

(a) Todos los ideales de R son t-ideales (resp. t-ideales) si y sólo si lo son todos los
ideales primos de R.

(b) Todos los ideales de R de altura dim R — 1 son t-ideales (resp. t-ideales) si y sólo
si lo son todos los ideales primos de R de altura dim R— í.

Demostración: Sean f1,...,ìpr los primos minimales de un ideal / de un anillo
noetheriano R. Supongamos que f^...,^ son í-ideales (resp. i-ideales). Luego, de
la Proposición 4.2.4.(b) se sigue que r(I) = p! n ... n pr es un í-ideal (resp. un í-ideal)
y, por lo tanto, también lo será / (Proposición 4.2.2).

Demostremos (a). El directo es obvio. Veamos el recíproco. Supongamos que todos
los ideales primos de R son í-ideales (resp. i-ideales). Sea / un ideal de R. En particular
tendremos que los primos minimales de I son í-ideales (resp. í-ideales) y, por lo tanto,
también lo es /.

Demostremos (b). El directo es obvio. Veamos el recíproco. Supongamos que todos
los ideales primos de R de altura dim R— l son í-ideales (resp. í-ideales). Sea / un ideal de
R de altura diñan — 1. Luego M (I) C {p ideal primo de R de altura /ií(p) > dimÄ-1}.
Luego, o bien ht (p) = dim R -1, o bien p es un ideal maximal de R. Si Ai (p) = dim R — l
entonces, por hipótesis, p es un í-ideal (resp. í-ideal). Y si p es un ideal maximal de R
entonces, del Ejemplo 2.1.10 se sigue que p es un í-ideal (resp. í-ideal). En particular
tendremos que los primos minimales de / son í-ideales (resp. í-ideales) y, por lo tanto,
también lo será 7. O

Para concluir este apartado veamos que, si / y J son dos ideales de un anillo noe-
theriano R, entonces su intersección y producto pueden ser í-ideales (resp. í-ideales),
aunque los ideales / y J no lo sean. Más aún, veamos que el recíproco del Corolario 4.2.5
no es cierto en general, es decir, que un ideal puede ser un í, í-ideal aunque no lo sean
sus primos minimales.

Ejemplo 4.2.6 Sea / un ideal de un anillo noetheriano R. Supongamos que J es un
í-ideal (resp. un í-ideal). En tal situación, para todo ideal J de R tal que I C J
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tendremos que J O J es un í-ideal (resp. un í-ideal) y, por lo tanto, también lo será U
(pues r(/n J) = r(/«/)). Así, la intersección y el producto de dos ideales I y J puede ser
un í-ideal (resp. un í-ideal), aunque éstos no lo sean.

Ejemplo 4.2.7 Sea / el ideal cero de un anillo local noetheriano completo (A,m) de
dimensión dim J? = 1. Supongamos que J? verifica la condición de Serré (Si ) y que tiene,
como mínimo, dos primos minimales. Como que R verifica la condición de Serré (Si), en
particular tendremos que 7 es un í-ideal y un í-ideal (Ejemplo 2.1.11). Pero los primos
minimales de / (que son los primos minimales de R), no son ni í-ideales ni í-ideales
(página 64 apartados (e) y (f)). Luego, un ideal puede ser un í, í-ideal aunque no lo sean
sus primos minimales.

• Comportamiento por inclusión:

Proposición 4.2.8 Sean I C J dos ideales de un anillo noetheriano R. En tal situación
se tiene que:

(a) Sea S un sistema multiplicativo de R tal que V(I) C V(J) (jXs- En tal situación,
si J es un t-(S)-ideal (resp. un t-(S)-ideal), entonces también lo es I.

(b) Supongamos que existe un conjunto E de ideales primos de R tal que M(J) U E C
M(I) y tal que V(I) C V(J) U E. En tal situación, si J es un t-ideal (resp. un
t-ideal), entonces también lo es J.

(c) Sea S un sistema multiplicativo de R. En tal situación, si J es un t-(S)-ideal (resp.
un t-(S)-ideal), entonces existe un sistema multiplicativo S' de R con S' C S y tal
que I es un t-(S')-ideal (resp. un t-(S')-ideai).

(d) Supongamos que (R, m) es un anillo local. En tal situación, si existe un sistema
multiplicativo S de R con m n S ^ 0 tal que J es un t-(S}-ideal (resp. un t-(S)-
ideal), entonces existe un sistema multiplicativo S' de R con m O S' ^ 0 tal que I
es un t-(S')-ideal (resp. un t-(S')-ideal).

Demostración: Demostremos (a). Sea p € F(7). Por lo tanto p € V(I) C V(J) UXs
de donde se sigue que o bien p e V(J) o bien p n S = 0. Pero si p € V(J) entonces,
por el Lema 4.2.1.(a), tendremos que p € F(J) y, por lo tanto, p n 5 = 0. Luego
5 C R— U{p £ r(/)}, con lo que se concluye la demostración al aplicar el Teorema 3.4.1
(resp. el Teorema 3.4.2).

Demostremos (b). Consideremos los sistemas multiplicativos Si = R—U{p € M(J)},
S2 = A-U{p € E} y S = #-U{p € M(/)}. Por hipótesis tenemos que V (I) C V( J)UXS.
Como que 5 C Si n £3, entonces tendremos que J es un í-(S)-ideal (resp. un í-(S)-ideal)
de donde, aplicando (a), se sigue que / es un i-ideal (resp. un i-ideal).

Demostremos (c). Sea T el conjunto de ideales primos de R definido por T = {p €
V(7) tales que J <£ p}. Consideremos el sistema multiplicativo T = R — U{p £ T), y sea
S' cualquier sistema multiplicativo de R tal que S' C S Cl T. Luego J es un í-(5')-ideal
(resp. un í-(S')-ideal) y, además, se tiene que V(I) C V(J)oXT C V(J)(JXS>. De
donde, aplicando el apartado (a) se sigue que 7 es un í-(S")-ideal (resp. un í-(S')-ideal).
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Para finalizar, demostremos (d). Supongamos que existe un sistema multiplicativo S
de R con m(~\S ^ 0 tal que J es un í-(S)-ideal (resp. un í-(S)-ideal). Entonces, aplicando
el Teorema 3.4.3 (resp. el Teorema 3.4.4), tendremos que ht(IR* + z) < dim A* para
todo primo asociado z 6 Ass R" (resp. para todo primo minimal z € Min R*). Luego
para todo primo asociado z € Ass R* (resp. para todo primo minimal z € Min R"),
tendremos que ht(JR* + z) < ht(IR* + z) < dimÄ*. De donde, aplicando otra vez el
Teorema 3.4.3 (resp. el Teorema 3.4.4) se sigue que existirá un sistema multiplicativo S'
de R con m n S' ^ 0 tal que / es un í-(S')-ideal (resp. un ï-(S")-ideal), con lo que se
concluye la demostración de la proposición. D

Comentario 4.2.9 Sean /i e /2 dos ideales de un anillo noetheriano R. Consideremos
las inclusiones /i/2 C h n /2 C /i C I\ + h- Veamos que /i/2, h fl 72 e /i + h pueden
ser í, i-ideales sin serio ni Jj ni Iy. Por ejemplo, sea (R, m) un anillo local noetheriano
completo de dimensión dim .R = 1 tal que R verifica la condición de Serre (Si) y tal que
tiene dos primos minimales /i e I¿. Como que R verifica la condición de Serre (Si), en
particular tendremos que /i n /2 = r(0) es un í-ideal y un í-ideal (Ejemplo 2.1.11) y,
por lo tanto, también lo será /i/2 (Proposición 4.2.4.(b)). Además, Ii +1-¡ es un ideal
m-primario. Luego I\ +1¡ es un í-ideal y un í-ideal (Ejemplo 2.1.10). Pero /i e /z no
son ni í-ideales ni í-ideales (página 64 apartados (e) y (f)).

Corolario 4.2.10 Sea (R, m) un anillo local noetheriano d-dimensional y sea I un ideal
de R de altura d — 1. Supongamos que existe un ideal J de R de altura d — I tal que
I C J y tal que J es un t-ideal (resp. un t-ideal). En tal situación, I es un t-ideal (resp.
un t-ideal).

Demostración: Sea J un ideal de R de altura d — 1 tal que / C J y tal que J es un í-
ideal (resp. un i-ideal). Por hipótesis tenemos que V(J) = M (J) U {m} C M(/)U{m} =
V(I). Sea £ = M (I). Luego M(J)UE C M (I) y.V(I) C F(J)US. De donde, aplicando
la Proposición 4.2.8.(b) se sigue que J es un í-ideal (resp. un í-ideal), como queríamos
demostrar. D

Corolario 4.2.11 Sea (R, tn) un anillo noetheriano d-dimensional. Sea i < d — 2 un
natural. En tal situación, todo ideal I de R de altura i < ht(I) < d-2 es un t-ideal
(resp. un t-ideal) si y sólo si todo ideal primo p de R de altura i < Aí(p) < d — 2 es un
t-ideal (resp. un t-ideal).

Demostración: Supongamos que todo ideal primo p de H de altura i < /ií(p) < d — 2
es un í-ideal (resp. un i-ideal). Sea / un ideal de R de altura i < ht(I) < d — 2. Sean
p!,..., p/, p/+1,..., pr los primos minimales de /. Supongamos que ht (I) < ht (pj) < d—2
para 1 < j < 1. Por hipótesis tenemos que p1}.. .¡pj son í-ideales (resp. í-ideales). Por
otro lado, como que (R, m) es un anillo local entonces F(p{) = {p,-, m} para l +1 < i < r,
de donde se sigue que V(I) C V(pi) U ... U F(pz) U {pí+1,... ,pr}- Luego, para concluir
la demostración es suficiente con demostrar que si p l t... ,pr son los primos minimales de
un ideal / de un anillo noetheriano R tal que V(I) C ^(pi) U. . . U V(p,) U {pi+1,..., pr}
para cierto natural 1 < I < r, y tal que p l f . . . ,p¡ son í-ideales (resp. í-ideales), entonces
/ es un í-ideal (resp. un í-ideal).

Sea S = {p<+1,..., pr}. Sea J = px n ... n p¿. Por hipótesis p l t . . . , p{ son í-ideales
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(resp. í-ideales). Luego, de la Proposición 4.2.4 se sigue que J = pj n ... n pj es un
¿-ideal (resp. un i-ideal). Por hipótesis V(r(I)) = V(I) C Vfa) U . . . U Vfa) U E. Luego
V(r(I)) C V(J] U E. Además tenemos que M(J) U E C M(7) = M(r(7)). De donde,
aplicando la Proposición 4.2.8.(b) a la inclusión r(I) C J, se sigue que r(7) es un í-ideal
(resp. un î-ideal) y, por lo tanto, también lo será / (Proposición 4.2.2). Q

4.3 Operaciones entre s, s-(S)-ideales

A diferencia de la sección anterior, el hecho de no tener un resultado análogo al Lema 4.2.1
para los conjuntos de ideales primos {/(/) y U(I), será uno de los motivos que nos difi-
cultará el estudio del comportamiento de los s,?-(5)-ideales respecto de las operaciones
usuales entre ideales. De hecho, el estudio que en esta sección vamos a realizar se centrará,
exclusivamente, en el comportamiento por el radical y, aún en este caso, no obtendremos
un resultado general positivo. Veremos que las condiciones de s, s-ideal no se conservan,
en general, por el paso al radical (Ejemplo 4.3.1); que se conservan por las potencias de
un ideal (Proposición 4.3.2); que son invariantes por reducciones, reducciones minimales
y por la clausura entera (Proposición 4.3.4); y que, bajo ciertas condiciones, se conservan
por las potencias simbólicas de un ideal (Proposición 4.3.3).

Ejemplo 4.3.1 Sea R = K[x, y, z] el anillo de polinomios en tres variables sobre un
cuerpo K. Sea p el ideal primo de R definido por el núcleo del morfismo <p : K[x, y, z] —>•
K[t] donde <p(x) = í3, <f>(y) = f4 y donde ip(z) = t5. En tal situación [31, p.137], tenemos
que p = (xz — y2, x3 — yz, yx2 — z2) es un ideal primo radicalmente intersección completa
y minimalmente generado por tres elementos. Sea / un ideal de R intersección completa
que define p radicalmente. Veamos que / es un s,s~-ideal pero que p = r(I) no es un
s, s-ideal. Como que / es un ideal de la clase principal de un anillo Cohen-Macaulay, en-
tonces tendremos la igualdad entre sus potencias ordinarias y simbólicas y, en particular,
tendremos que / es un s, s-ideal (Ejemplo 2.1.14). Veamos que p = r(I) no es un s,s-
ideal. Sea m € V(7) = V(p) el ideal maximal de R definido por m = (x, y, z). Tenemos
que pÄni es un ideal de coaltura uno no intersección completa (pues se ve que pRm es un
ideal de altura dos minimalmente generado por tres elementos) del dominio locai Cohen-
Macaulay Rm. Pero pTlm es un ideai genèricamente intersección completa (pues pTîp es
el ideal maximal del anillo local regular Tip). Luego, de la Proposición 3.6.6 se sigue que

no es un s, s-ideal y, por lo tanto, r(I) = p no es un s, s-ideal (Proposición 4.1.4).

Proposición 4.3.2 5ea 7 un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. En tal situación, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I es un s-(S)-ideal (resp. un s-(S)-ideal).

(U) Para todo natural m > 1 se tiene que Im es un s-(S)-ideal (resp. un s-(S)-ideal).

(iii) Existe un natural m > 1 tal que Im es un s-(S)-ideal (resp. un s-(S)-ideal).

Demostración: Demostremos que (i) implica (ii). Supongamos que 7 es un s-(S)-
ideal (resp. un s-(S)-ideal). Luego, por definición, existirá un natural k tal que para
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todo n > O se tendrá que £(/"+*) C /" (resp. S(In+k) C In). Así, fijado un natural
m > 1 se tendrá que, para todo n > O, S((Jm)n+k) = ¿'(J™*"**)) = 5(/mn+(m-i)fc+*) c
jmn+Cm-l)* c jmn (/m)n (regp S((jnw)n+fc) c (jm)n). y, por lo tanto, Im es Un

s-(S)-ideaI (resp. un s-(S)-ideal). Luego (i) implica (ii).
Obviamente (ii) implica (iii).
Para concluir la demostración hemos de ver que (iii) implica (i). Supongamos que Jm

es un s-(S)-ideal (resp. un s-(S)-ideal). Luego existe un natural fe tal que 5((Jm)n+*) C
(/T para todo n (resp. S((Im)n+k) C (Im)n). Sea k' = m(k + 2). Veamos que
S(/n+fc') C /" para todo n (resp. S(In+k ) C 7s). Dado un natural n, sean c y r
naturales tales que n + m = cm + r con O < r < m — 1. Así se tendrá que n + Jfe' = (n +
m)-£m+mk > cm+m+mk = (c+l)m+mAr. De donde se sigue que £(/"+*') C /(c+1)m

(resp. 5(/n+/5/) C K6*1)"»). Y, como que (c+ l)m > cm + r > n, entonces se tendra que
j(c+i)m c jn (resp /(c+i)m c JH"^ con jo que se concluye la demostración. D

Proposición 4.3.3 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. Consideremos las siguientes condiciones:

(i) I es un s-(S)-ideal (resp. un s-(S)-ideal).

(ii) Para todo natural m > I se tiene que S(Im) es un s-(S)-ideal (resp. un ~s-(S)-
ideal).

En tal situación, siempre se tiene que (i) implica (ii) y, se tiene la equivalencia en el
caso en que exista un naturai mo > 1 tal que S C R — U{p € Ass R/Imo}, en cuyo caso,
las condiciones anteriores también son equivalentes a:

(iii) S(Im°) es un s-(S)-ideal (resp. uns-(S)-ideal).

Demostración: En primer lugar obsérvese que, para cualquier par de números natu-
rales n y m se tiene que S(S(Im)n) = (/»|««)»|« = (/mjece^njc _ (jm|ey»|e _ jnmjec _

S(Inm), (donde e y c denotan la extensión y la contracción vía el morfimo de localiza-
ción R — > 5-1fí). Así, para cualquier par de números naturales n y m se tendrá que
3(3(1™)"} = S(S(In)m) = S(Imn).

Veamos que (i) implica (ii). Supongamos que / es un s-(S)-ideal (resp. un s-(5)-
ideal). Sea m > 1 un natural. Queremos demostrar que 5(/m) es un s-(5)-ideal (resp.
un s-(S)-ideal). De la Proposición 4.3.2 se sigue que podemos suponer que m = 1 (pues
si / es un s-(S)-ideal (resp. un s-(S)-ideal), entonces también lo es Im). Luego hemos de
ver que si / es un s-(5)-ideal (resp. un s-(S)-ideal), entonces también lo es S(I). Como
que / es un s-(S)-ideal (resp. un s-(S)-ideal) entonces, por definición, existirá un natural
k > O tal que para todo n > O se tiene que S(/n+fc) C /" (resp. S(Jn+fe) C 7"). Así,
para todo natural n > O tendremos que, S(S(I)n+k) = S(In+k) C In C S(I)n (resp.
S(S(I)n+k) C S(I)n). Y, por lo tanto, 3(1) es un s-(5)-ideal (resp. un s-(S)-ideal),
como queríamos demostrar. Luego (i) implica (ii).

Demostremos la equivalencia entre las condiciones (i), (ii) y (iii) en el caso en que
exista un natural m0 > 1 tal que 5 C R - U {f> € Ass R/Im°}. Para ello es suficiente
con demostrar que (iii) implica (i) . Por hipótesis mo > 1 es tal que 3 C R — U{p €
Ass R/Im°}. Luego Im° = S (F*0) es un s-(S)-ideal (resp. un s-(S)-ideal). De donde,
aplicando la Proposición 4.3.2 se sigue que también lo es /. D
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Proposición 4.3.4 5ea / un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un si'síema muí-
tiplicativo de R. En tal situación, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I es un s-(S)-ideal (resp. un s-(S)-ideal).

(ii) Toda reducción J de I es un s-(S)-ideal (resp. un J-(S)-ideal).

(iii) Existe una reducción J de I tal que J es un s-(S)-ideal (resp. un Tí-(S)-ideal).

(iv) I es un s-(S)-ideal (resp. un "s-(S)-ideal).

Demostración: Veamos que (i) implica (ii). Sea J C /una reducción de J. Luego,
por definición, existe un natural f tal que J7f = J^+1 y, por lo tanto, Jn/c = /^+n para
todo n > 0. Supongamos que / es un s-(S)-ideal (resp. un s-(S)-ideal). Luego existe
un natural k' tal que para todo n > O se tiene que S(In+k>) C In (resp. S(In+k') C
/"). Consideremos k — £ + k'. Entonces, para todo n > O tendremos que 5(Jn+fc) =
S(Jn+t+k>) C S(/n+í+*') C -P+í = J"/« C Jn (resp. S(Jn+k) C IF). Por lo tanto, J
es un s-(S)-ideal (resp. un ¿f-(S)-ideal).

Obviamente se tiene que (ii) implica (iii).
Veamos que (iii) implica (i). Sea J C I una reducción de / tal que J es un s-(S)-ideal

(resp. un ?-(S)-ideal). Luego existe un natural £ tal que JI* = /í+1 y, por lo tanto,
Jnlt = /£+" para todo n > O y, además, existe un natural k' tal que para todo n > O
se tiene que S(Jn+k') C Jn (resp. S(Jn+k>) C J"). Consideremos k = £ + k'. Entonces,
para todo n > O tendremos_que S(In+k) = 5(/n+f+fe') = S(Jn+k>I*) C S(Jn+k') C
Jn C /" (resp. S(In+k) C /"). Por lo tanto, / es un s-(S)-ideal (resp. un s-(S)-ideal),
como queríamos demostrar.

Luego tenemos la equivalencia entre las condiciones (i), (ii) y (iii).
Para concluir la demostración, veamos la equivalencia con (iv). Para elio basta con

observar que si b C o son dos ideales de un anillo noetheriano A, entonces í» es una
reducción de o si y sólo si b = o. En particular tendremos que / C / es una reducción
de /. Luego de la equivalencia entre las condiciones (i), (ii) y (iii) aplicadas al ideal / y
a la reducción /, se concluye la demostración. D

Corolario 4.3.5 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situación se tiene
que:

(a) I es un s-ideal (resp. un s-ideal) si y sólo si para todo natural m > 1 se tiene que
Im es un s-ideal (resp. un ü-ideal) si y sólo si existe un natural m > 1 tal que Im

es un s-ideal (resp. un "s-ideal).

(b) Si I es un s-ideal (resp. un s-ideal), entonces para todo natural m > 1 se tiene
que j(m) es un s-ideal (resp. un "s-ideal). Además, el recíproco es cierto si existe
un natural mo > 1 tal que Im° carece de componentes sumergidas, en cuyo caso
también se tiene la equivalencia con /(m°) es un s-ideal (resp. un s-ideal).

(c) I es un s-ideal (resp. un "s-ideal) si y sólo si toda reducción J de I es un s-ideal
(resp. un "s-ideal) si y sólo si existe una reducción J de I tal que J es un s-ideal
(resp. un s-ideal) si y sólo si I es un s-ideal (resp. un s-ideal).

Demostración: Todos los ideales que aparecen en el enunciado tienen el mismo radi-
cal. Luego, aunque en un principio trabajamos con las potencias simbólicas de un ideal
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respecto del sistema multiplicativo definido por el complementario de sus primos mini-
males, en realidad trabajamos con un único sistema multiplicativo S de R (el sistema
S = R — U{p € M(/)}). Aplicando las proposiciones 4.3.2, 4.3.3 y 4.3.4 se concluye la
demostración. O

Comentario 4.3.6 Las proposiciones anteriores nos dan tres situaciones en las que la
equivalencia lineal es invariante por radical. En efecto. Sea / un ideal de un anillo
noetheriano R. En tal situación se tiene que / e J" son ideales de igual radical; que si / es
un s, s-(S)-ideal entonces para todo natural n se tiene que I y S(In ) tiene el mismo radical
(pues si / es un s,s-(S)-ideal, entonces S C Ä-U{p € M(I)} = Ä-U{p 6 Ass R/r(I)}
y, por lo tanto, r(S(/m)) = r(Im\ec) = r(Im)|ec = r(/)|eo = r(/)); y que si J es una
reducción de J, entonces I y J tienen igual radical.

Comentario 4.3.7 Sabemos que los í,í-(S')-ideales están caracterizados por ciertas de-
sigualdades entre alturas y dimensiones (teoremas 3.4.1 y 3.4.2), mientras que los s,s-
(S)-ideales están caracterizados por ciertas desigualdades entre dispersiones analíticas y
dimensiones (teoremas 3.5.1 y 3.5.2). Así, es natural esperar que ser í,f-(S)-ideal sea
invariante por radical pues, obviamente, la altura de un ideal lo es. Mientras que es
natural esperar que ser s,s-(5)-ideal sea invariante por radical si y sólo si lo es la dis-
persión analítica. Es aquí donde reside el problema pues, si a es un ideal de un anillo
local noetheriano (A, n) entonces:

(a) En general, í(o) ^ í(r(°))> (por ejemplo, con las notaciones del Ejemplo 4.3.1,
tenemos que 1(1 Rm) — 2 pues Jñm es un ideal intersección completa y, por lo
tanto, equimultiple; mientras que /(r(/H,n)) = /(pHjn) = 3).

(b) Para todo natural n se tiene que l(o) — l(an), [53, Prop. 2.5].

(c) En general, í(a) ^ l(a^), (véase el Ejemplo 5.1.13 de donde además se sigue que,
en general, las condiciones (i) y (ii) de la Proposición 4.3.3 no son equivalentes).

(d) Si 6 es una reducción de o, entonces ¿(a) = l(b), (pues la dispersión analítica de un
ideal es el mínimo número de generadores de una reducción minimal del ideal). En
particular, /(a) = /(a), (pues o es una reducción de 5).
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5 Algebras asociadas a filtraciones simbólicas

En este capítulo se estudiarán la generación finita, noetherianidad y dependencia entera
del álgebra de Rees simbólica, así cómo la relación existente entre las potencias simbólicas
de un ideal y propiedades del anillo graduado asociado al ideal.

5.1 Propiedades de finitud del álgebra de Rees simbólica

Dado un ideal / de un anillo noetheriano R y dado un sistema multiplicativo S de
R, definimos el álgebra de Rees (S) -simbólica asociada al ideal I, que notaremos por
R((S),I), como el álgebra de Rees asociada a la filtración (S)-simbólica {S(/n)}n>o-
Es decir, R((S),I) = ©n^oS^/"). Así tenemos una extensión de Jí-álgebras graduadas

El objetivo de esta sección es estudiar las propiedades de generación finita, noetheria-
nidad y dependencia entera del álgebra de Rees (S)-simbólica .ñ((S),/). Los resultados
que se expondrán (proposiciones 5.1.1, 5.1.2 y 5.1.3) se obtendrán al combinar el estudio
realizado de las álgebras de Rees asociadas a una filtración (Sección 1.3), junto con las
caracterizaciones de los s,s-(5)-ideales (Sección 3.5). Los resultados que obtendremos
generalizan las caracterizaciones que en esta dirección se establecen en los trabajos de
Cowsik [11], Goto-Herrmann-Nishida-Villamayor [16], Huneke [24, 25], McAdam [34],
Morales [38], Ooishi [42], Rees [47] y Schenzel [52, 53, 54].

• Generación finita, noetherianidad y dependencia entera:

Proposición 5.1.1 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. En tal situación, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) R((S),I) es un R(I)-módulo finito generado,

(ii) I es un s-(S)-ideal.

(iii) Existe un natural k > O tal que para todo n>0 se tiene que S(In+k) = InS(Ik).

(iv) /((/.Rq + z)/z) < dim(R*/z) para todo q G V(I) con q n S ¿ 0 y para todo primo
asociado z € Ass Äq.

(v) l((IRq + z ) / z ) < dim(Aq/z) para todo q € U(I) con q n S £ 0 y para todo primo
asociado z € Ass R^.

En el caso particular en que el anillo R sea localmente unmixed, entonces las condiciones
anteriores también son equivalentes a:

(vi) /(/q) < dim-Hq para todo q € V(I) con qf»S ̂  0.

(vii) /(/q) < dimÄq para todo q € U (I) con q n 5 ^ 0.
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En particular, si se verifica una de las condiciones anteriores entonces se tendrá que
dimR((S),I) = dimR(I).

Demostración: Sea J = {S(/n)}n>0 la /-filtración definida por las potencias (S)-
simbólicas de /. De la Proposición 1.3.5 aplicada a la /-filtración J se sigue que las
condiciones (i) y (iii) son equivalentes y, además, que estas condiciones son también
equivalentes a que J es una «-/-filtración. Pero, por definición, J es una «-/-filtración
si y sólo si / es un s-(S)-ideal. Luego se tiene la equivalencia entre las condiciones (i),
(ü) y (iii).

La equivalencia entre las condiciones (ii), (iv) y (v) se sigue de la caracterización de
los s-(S)-ideales dada en el Teorema 3.5.1.

En el caso localmente unmixed tendremos que / es un s-(S)-ideal si y sólo si / es un
s-(S)-ideaI (página 73 apartado (a)) de donde, aplicando el Corolario 3.5.7, se obtiene la
equivalencia con las condiciones (vi) y (vii).

La igualdad de dimensiones se sigue de la Proposición 1.3.5. ü

Proposición 5.1.2 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. En tal situación, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) R((S),I) es un anillo noetheriano.

(ii) R((S),I) es una R-álgebra finito generada.

(iii) Existe un natural k>l tal que para todo n>0 se tiene que S(Ikn) = S(Ik)n.

(iv) Existe un natural k > 1 tal que S(Ik) es un s-(S)-ideal.

(v) Existe un natural k > 1 tal que l((S(Ik)R^ + z)/z) < dim(R^/z] para todo q €
V(S(Ik)) con q n 5 9¿ 0 y para todo primo asociado z € Ass /?J¡.

(vi) Existe un natural k > I tal que /((S(/fc).R¡¡ + z)/z) < dim(R*/z) para todo q €
U ( S ( I k ) ) con q n 5 ^ 0 y para todo primo asociado z 6 Ass HJ.

En el caso particular en que el anillo R sea localmente unmixed, entonces las condiciones
anteriores también son equivalentes a:

(vii) Existe un natural k > 1 tal que l(S(Ik)R<¡) < dimAq para todo q € V(S(Ik)) con
qn5^0 .

(viii) Existe un natural k > 1 tal que l(S(Ik)R¡) < dim A, para todo q € I7(S(/fc)) con
qDS:¿0.

En particular, si se verifica una de las condiciones anteriores entonces se tendrá que
dimR((S),I) = dimR(S(I)).

Demostración: Sea J la /-filtración de R definida por las potencias (S)-simbólicas
asociadas al ideal /, es decir J = {S(In)}n>o. Así tendremos que para todo natural k la
filtración Jk = {Jfcn}n>o = {5(/"fc)}n>o =~{S(S(Ik}n)}n>o es la filtración (S)-simbólica
asociada al ideal S(Ik] (ver la primera parte de la demostración de la Proposición 4.3.3).
Luego, aplicando la Proposición 1.3.6, se sigue que las condiciones (i), (ii) y (iii) son
equivalentes y, además, que estas condiciones son también equivalentes a que Jk es una
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s-S(/fc)-filtración. Pero Jk es una s-S(Ife)-filtración si y sólo si S(Ik) es un s-(S)-ideal.
Luego las condiciones (i), (ii), (iii) y (iv) son equivalentes.

La equivalencia entre las condiciones (iv) , (v) y (vi) es consecuencia de la caracteri-
zación de los s-(£)-ideales dada en el Teorema 3.5.1 y, como en la demostración de la
proposición anterior, la equivalencia en el caso localmente unmixed se sigue al aplicar el
Corolario 3.5.7.

La igualdad de dimensiones se sigue de la Proposición 1.3.6. D

Proposición 5.1.3 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. En tal situación, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) R((S), /) es entera sobre R(I).

(ii) S(In) C /"" para todo n > 0.

(iii) I es un s-(S)-ideal.

(iv) l((IRq + z)/z) < dim(J?5/z) para todo q € V(I) con q n S 56 0 y para todo primo
minimal z 6 Min RI .

(v) /((/-Rq 4- z)/z) < dim(Rq/z) para todo q € U(I] con q n S •£ 0 y para todo primo
minimal z € Min RÌ.

En el caso particular en que el anillo R sea localmente quasi-unmixed, entonces las condi-
ciones anteriores también son equivalentes a:

(vi) /(/q) < dim/íq para todo q e V(I] con q n 5 ^ 0.

(vii) /(/q) < dimÄq para todo q 6 ÏJ(I) con q n S ^ 0.

En particular, si se verifica una de las condiciones anteriores entonces se tendra que

Demostración: De la Proposición 1.3.7 se sigue que las condiciones (i) y (ii) son
equivalentes. Aplicando el Lema 2.1.9. (b) tendremos la equivalencia con (iii) y, de la
caracterización de los «'-(¿'J-ideales dada en el Teorema 3.5.2, se seguirá la equivalencia
con las condiciones (iv) y (v). La equivalencia en el caso localmente quasi-unmixed se
sigue del Corolario 3.5.7. La igualdad de dimensiones se sigue de la Proposición 1.3.7. d

• Comentarios, corolarios y ejemplos:

Comentario 5.1.4 Sean I y J dos ideales de un anillo noetheriano R. En tal situación,
se define el álgebra de Rees Rj(I) como Rj(I) = @n>o(In '• («/))• Es decir, Rj(I) es el
álgebra de Rees asociada a la filtración {/n : {«/)}n>o- Esta filtración es una filtración
(S)-simbólica para cierto sistema multiplicativo S de R (Lema 2.1.5). Luego, podemos
entender el álgebra de Rees Rj(I) como una álgebra de Rees (5)-simbólica R((S),I)
y, por lo tanto, podemos caracterizar su generación finita, noetherianiad y depenencia
entera. Para ello, únicamente hemos de reescribir las proposiciones anteriores relativas a
las álgebras de Rees simbólicas, y tener presente que, ahora: 5 es el sistema multiplicativo
del Lema 2.1.5; que la n-(5)-ésima potencia simbólica de / es 5(/n) = /" : (J); y que la
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condición "qflS £ 0" la podemos reemplazar por "q € V(J)". Las caracterizaciones que
así obtenemos generalizan los resultados expuestos por McAdam en [34] y por Schenzel
en [52, 53, 54], y nos da un nuevo punto de vista de los resultados que, en esta dirección
se establecen en Goto-Herrmann-Nishida-Villamayor [16].

Además de las caracterizaciones dadas en las proposiciones anteriores, la generación
finita, noetherianidad y dependencia entera del álgebra de Rees (S)-simbólica también
admite caracterizaciones mediante la anulación de morfismos naturales entre grupos 0-
ésimos de cohomología local y mediante la anulación de ciertos morfismos naturales
asociados al functor Ext. Para ello basta con tener presente las caracterizaciones ho-
mológicas de los s,?-(S)-ideales expuestas en la Sección 3.5. Además, combinando las
proposiciones anteriores y los resultados expuestos en la Sección 3.7 tendremos resultados
del siguiente estilo:

Corolario 5.1.5 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S C R — U{p €
M(/)} un sistema multiplicativo de R. Supongamos que el álgebra de Rees (S)-simbólica
R((S),I) es o bien un anillo noetheriano o bien entera sobre R(I}- En tal situación se
tendrá que cd/ßq(Äq) < áimRq para todo q e V(J) con q n S ^ 0.

Demostración: Veamos, en primer lugar, que en las hipótesis en que estamos tenemos
que / es un í-(S)-ideal.

Supongamos, en primer lugar, que R((S), I) es un anillo noetheriano. Luego existirá
un natural k > 1 tal que S(Ih) es un s-(5)-ideal (Proposición 5.1.2). En particular
tendremos que S(Ik) es un í-(5)-ideal. Por hipótesis se tiene que 5 C R — U{p € M(I)}.
Luego / y S(Ik) son ideales de igual radical (véase Comentario 4.3.6) y, por lo tanto, el
ideal / también es un f-(S)-ideal (Proposición 4.2.2).

Supongamos, ahora, que R((S), I) es entera sobre R(I). Entonces tendremos que /
es un s-(S)-ideal (Proposición 5.1.3) y, por lo tanto, / es un í-(5)-ideal.

Luego, en las hipótesis en que estamos tenemos que / es un t-(S)-ideal de donde,
aplicando la Proposición 3.7.10 tendremos que Hj'(R) ®H Hq = O para todo q € V(I)
con q fi S ̂  0, como queríamos demostrar. O

Ejemplo 5.1.6 Como caso particular del corolario anterior tenemos que si J es un ideal
de un anillo local noetheriano ¿-dimensional (R, m) tal que, para algún sistema multi-
plicativo 5 de H con m n S ¿ 0 el álgebra de Rees (S)-simbólica R((S), I) es o bien
un anillo noetheriano o bien entera sobre R(I), entonces cdi(R) < dimfí. El recíproco
no es cierto. Por ejemplo, consideremos un ideal primo ç no intersección completa de
altura Aí(p) = d — 1 de un anillo local regular d-dimensional (R,m). En tal situación
(ver Ejemplo 3.7.16) se tiene que p es un i-ideal, que H$(R) = O, y que /(p) = dimJí.
Como que H¿(R) = O entonces, por definición, cdp(R) < dim A. Por otro lado, como
que I (fi) = dim/î entonces tendremos que p no es un s-ideal ni es un J-ideal (página 73
apartados (e) y (f)) y, por lo tanto, su álgebra de Rees simbólica asociada no es ni anillo
noetheriano ni entera sobre R(f).

Un resultado del mismo estilo que el corolario anterior es el siguiente corolario (Coro-
lario 5.1.7), que es una generalización de un resultado de Cowsik [11]. Recuérdese
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que, paxa un ideal J de un anillo noetheriano R se define su rango aritmético como
ara(«7) = min{s > O para los que existen a!,..., a, e R con r(J) = r((ai,...,a,))}.
Es obvio que ara(J) < /*(«/), y que si J' es un ideal con r(J) = r(J'), entonces
ara(J) = ara(J').

Corolario 5.1.7 Sea I un ideal de un anillo noetheriano localmente unmixed R y sea
S C R — U{p € M (/)} un sistema multiplicativo de R. Supongamos que el álgebra de
Rees (S)-simbólica R((S),I) es o bien un anillo noetheriano o bien entera sobre R(I).
En tal situación se tendra que ara(/q) < dim/ïq para todo q Ç. V(I) con q n S ^ 0 tal
que el cuerpo residuo fc(q) es infinito.

Demostración: Supongamos, en primer lugar, que el álgebra de Rees (S)-simbólica
R((S),I) es entera sobre R(I). En tal situación, de la Proposición 5.1.3 se sigue que
/(/q) < dimñq para todo q 6 V(I] con q n S ¿ 0. Sea q e V (I) con q Cl S ¿ 0 tal
que el cuerpo residuo ¿(q) es infinito. Sea Jq una reducción minimal de Jq. Luego
ctra(/q) = arct(Jq) < A«(Jq) = f (/q) < dimÄq, como queríamos demostrar.

Para conduir la demostración hemos de ver que si el álgebra de Rees (5)-simbólica
R((S),I) es un anillo noetheriano, entonces ara(/q) < dimJíq para todo q € V(I) con
q n S T¿ 0 tal que el cuerpo residuo fc(q) es infinito. Por hipótesis, y aplicando la Propo-
sición 5.1.2, se sigue que existe un natural ft > 1 tal que /(S(/*)Aq) < dimAq para todo
q € V(I) con q n S ^ 0. Supongamos que el cuerpo residuo k(q) es infinito. Sea Jq una
reducción minimal de S(Ik)Rst. Luego ara(5(/*)E,) = aro(J,) < ¿z(Jq) = l(S(Ik)Rq) <
dim/Zq. Por otro lado, por hipótesis se tiene que S C R — U{p € M(I)}. Luego Jq y
S(Ik)Rq son ideales de igual radical (véase Comentario 4.3.6). De donde se sigue que
ara(/q) = ara(S(Ik)Rq) y, por lo tanto, ara(Jq) < dimñq, con lo que se concluye la
demostración del corolario. O

Ejemplo 5.1.8 Como caso particular del corolario anterior tenemos que si I es un ideal
de un anillo local noetheriano d-dimensional unmixed (R, m) con cuerpo residuo infinito
tal que, para algún sistema multiplicativo 5 de R con m D S ,¿ 0 el álgebra de Rees (5)-
simbólica R((S),I) es o bien un anillo noetheriano o bien entera sobre R(I), entonces
ara(I) < dim/í (en particular, si ht(I) = dim.R— 1 entonces / es radicalmente inter-
sección completa). El recíproco no es cierto. Por ejemplo, sea R = K [x, y, z] el anillo
de polinomios en tres variables sobre un cuerpo K. Sea p el ideal primo de R definido
por el núcleo del morfismo (p : K[x, y, z] —ï K[t] donde <p(z) = t3, <f>(y) = í4 y donde
tf>(z) = í5. En tal situación [31, p.137], tenemos que p = (xz — y2,!3 — yz,yx2 — z2)
es un ideal primo radicalmente intersección completa, minimalmente generado por tres
elementos y que no es ni s-ideal ni s-ideal (ver Ejemplo 4.3.1). Por lo tanto, su álgebra
de Rees simbólica asociada no es ni anillo noetheriano ni entera sobre

Analicemos otras consecuencias.

Corolario 5.1.9 Sea I un ideal de un anillo R y sea S un sistema multiplicativo de R.
En tal situación, las condiciones:

(a.i) R((S),I) es un R(I)-módulo finito generado,

(a.ii) R((S),I) es entera sobre R(I).
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son equivalentes si y sólo si lo son las condiciones:

(b.i) I es un s-(S)-ideal,

(b.ii) I es un J-ffl-ideal.

Demostración: Por la Proposición 5.1.1 tenemos que R((S),I) es un R(I)-módulo
finito generado si y sólo si / es un. s-(5)-ideal. Mientras que por la Proposición 5.1.3
tenemos que R((S),I) es entera sobre R(I) si y sólo si / es un ?-(5)-ideal. Luego, las
condiciones (a.i) y (a.ii) son equivalentes si y sólo si lo son las condiciones (b.i) y (b.ii),
como queríamos demostrar. E

Corolario 5.1.10 Sea R un anillo noetheriano tal que para todo ideal primo f de R el
anillo local noetheriano completo Rp verifica la condición de Serré (Si). Sea I un ideal
de R y sea S un sistema multiplicativo de R. En tal situación, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) R((S),I) es un R(I)-módulo finito generado.

(U) R((S),I) es entera sobre R(I).

Demostración: Por hipótesis, para todo ideal primo f de R el anillo local noetheriano
completo Rf verifica la condición de Serré (Si). Luego Ass Rí = Min fiî para todo
ideal primo p de R. Sea J un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema
multiplicativo de R. Luego tendremos que Ass R^ = Min fij para todo ideal primo
f € V(I) con p n S ^ 0 y, por lo tanto, del Corolario 3.5.6 se sigue que I es un s-
(S)-ideal si y sólo si / es un s-(5)-ideal. Aplicando el corolario anterior se concluye la
demostración, ü

Ejemplo 5.1.11 Ejemplos de anillos verificando la hipótesis del corolario anterior son
los anillos localmente unmixed (por ejemplo los anillos Cohen-Macaulay), los anillos lo-
calmente analíticamente no ramificados, y los anillos localmente analíticamente primarios
(por ejemplo los anillos regulares).

Corolario 5.1.12 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multi-
plicativo de R. En tal situación, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) R((S),I) es un anillo noetheriano.

(U) Existe un natural k > 1 tal que R((S),S(Ik)) es un R(S(Ik))-módulo finito gene-
rado.

Demostración: De la Proposición 5.1.2 se sigue que la condición (i) es equivalente a
que existe un natural k > 1 tal que S(Ik) es un s-(S)-ideal. Aplicando la Proposición 5.1.1
se concluye la demostración. D

Ejemplo 5.1.13 Dado un ideal 7 de un anillo noetheriano R y un sistema multiplicativo
5 de R tenemos que, si R((S), I) es un fi(/)-módulo finito generado entonces R((S), I) es
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un anillo noetheriano. Veamos que el recíproco no es cierto. Para ello consideremos p un
ideal primo de un anillo local regular 3-dimensional (R, m). Supongamos que ftf(p) = 2
y que p no es intersección completa. En particular p no es un s-ideal (Proposición 3.6.6)
y, por lo tanto, el álgebra de Rees simbólica no es un jR(p)-módulo finito generado. Sin
embargo, el álgebra de Rees simbólica es un anillo noetheriano si p = p(ni, n^, ns) es un
ideal primo monomial no intersección completa con ni ,n^,nz adecuados (Huneke [25]).
De este ejemplo, y por las proposiciones 5.1.1 y 5.1.2, se sigue que existe un natural
k > 1 tal que p(fc) es un s-ideal pero que p no es un s-ideal. Luego, la equivalencia "p es
un s-ideal si y sólo si existe un natural k tal que p^ es un s-(S)-ideal" no es cierta en
general (a diferencia de lo que ocurría con las potencias ordinarias de un ideal (Sección
4.3)). Además, como que tanto p como p(fc) son ideales de altura dimJIÍ— 1 entonces
tendremos que p no es equimultiple mientras que p W si lo es (página 73 apartado (f)).
En particular, í(p)

Corolario 5.1.14 Sea I un ideal de un anulo local noetheriano unmixed d-dimensional
(R,m) de altura ht(I) = d— 1. En tal situación se tiene que:

"^ es un R(I)-módulo finito generado si y sólo si I es equimultiple.

(b) ®n>ol^ es anillo noetheriano si y sólo si existe un natural k >1 tal que 1 es
equimultiple.

Demostración: Por la Proposición 5.1.1 tenemos que ®n>o-^ es un E(J)-módulo
finito generado si y sólo si I es un s-ideal. Por la Proposición 5.1.2 tenemos que 0n>o-^n^
es anillo noetheriano si y sólo si existe un natural k > 1 tal que /(fe) es un s-ideal. Luego
la demostración del corolario se concluye al observar que un ideal de altura dim A— 1 de
un anillo local noetheriano unmixed es un s-ideal si y sólo si es equimultiple (página 73
apartado (f)). D

Comentario 5.1.15 El corolario anterior generaliza el resultado establecido por Rees
en [47] pues, si 7 es un ideal genéricamente intersección completa de altura dim A— 1 de
un anillo local noetheriano Cohen-Macaulay (ñ,m) entonces, de la Proposición 3.6.6 y
del Corolario 5.1.14 se sigue que:

(a) ®n>ol^ es un Jí(/)-módulo finito generado si y sólo si / es de la clase principal.

(b) ®n>o-^n) es anillo noetheriano si y sólo si existe un natural k > 1 tal que 1^ es
de la clase principal.

5.2 Potencias simbólicas y el anillo graduado asociado

En la primera parte de esta sección estudiaremos cómo se reflejan, sobre el anillo graduado
asociado a un ideal, propiedades de sus potencias simbólicas. Como casos particulares
de los resultados que se establecerán se obtendrán los que, en esta dirección, se demues-
tran en los trabajos de Huneke [24], Ratliff [45], Robbiano-Valla [48], Schenzel [54] y
Verma [58].
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En la segunda parte de esta sección se analizarán diversas situaciones bajo las cuales
se puede afirmar que la equivalencia lineal entre las topologías ádica y simbólica asociadas
a un ideal T implique la igualdad entre las potencias ordinarias y simbólicas de T.

La tercera y última parte de esta sección se dedicará a establecer aplicaciones y
corolarios de los resultados obtenidos.

• Potencias simbólicas y propiedades del anillo graduado asociado:

Proposición 5.2.1 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R. En tal situación, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Gr(/, R) es un dominio,

(ii) Gi(S~lI,S~lR) es un dominio e T" = S(In) para todo natural n.

Demostración: Consideremos el morfismo natural f : Gr(J, R) -4 5~1(Gr(J, R)) =
Gr(5~1/, S~1R). Obviamente <p es un morfismo graduado de grado cero y, por lo tanto,
su núcleo será un ideal homogéneo de Gr(J, R). Tenemos que ker <f> — ®n>o ker <pn donde
tf>n : /"//«+1 _> 5~1/"/5~1/n+1 es la n-ésima componente del morfismo graduado ¡p y,
por lo tanto, kery>„ = (7BnS(7n+1))/7n+1. Así se tendrá que, si no es un número natural
fijo entonces, kery„ = O para todo n < no si y sólo si /" = S(In) para todo n < no + 1.
En efecto. El recíproco es obvio pues, si In — S(In) para todo n < no + 1 entonces,
para n < n0 tendremos que kerp« = (/" n 5(P+1))//B+1 = (J" n/n+1)/Jn+1 = 0.
Demostremos el directo. Supongamos que ker^n = O para todo n < UQ. Veamos,
por inducción sobre n, que I" = S(In) para n < no + 1. Para n = 1 es evidente
(pues O = ker^?o = S(I}/I). Supongamos demostrado que In~l = S(/"""1). Entonces
tendremos que O = kery?„_i = (J""1 nS(7n))/7n = (S(7"-J) nS(7n))/7n = S(7n)/7n.
Luego 7" = £(/"), como queríamos demostrar.

En particular tendremos que, 7" = S(In) para todo natural n si y sólo si el morfismo
natural <f> : Gr(I, R) -» S~1(Gi(I, R)) es inyectivo.

Veamos la equivalencia entre las condiciones (i) y (ii).
Supongamos (i). Como que Gr(7, R) es un dominio, entonces Gi(S~lI,S~1R) =

S-1(Gr(T, R)) es un dominio y ip es inyectivo. Luego (i) implica (ii).
Recíprocamente. Supongamos (ii). Como que 7" = 5(7") para todo natural n,

entonces tendremos que p : Gr(T,72) -> 5~1(Gr(7,7i)) es inyectivo, de donde se sigue
que Gr(7, Ti) es un dominio por serlo Gr^T, S^R) = S-l(Gi(I, R)). O

Comentario 5.2.2 Observar que de la demostración de la proposición anterior se sigue
que, si 7 es un ideal de un anillo noetheriano Tí y si 5 es un sistema multiplicativo de
Tí entonces, T" = 5(Tn) para todo natural n si y sólo si Gr(T, Tí) es un Tí-módulo libre
de 5-torsión (pues, en general, la ¿"-torsión de un Tí-módulo M es el conjunto {m € M
tales que existe un s e 5 con sm = 0}, es decir, es el núcleo del morfismo M ->• S~1M).
Luego, en el caso particular en el que consideremos como sistema multiplicativo S =
Tí-U{p £ Ass R/I} entonces tendremos que, T" = S(7n) para todo natural n si y sólo si
Gr(T, Tí) es un Tí/T-módulo libre de Tí/T-torsión. De donde se sigue que si T está generado
por una Tí-sucesión, entonces 7n = S(In) para todo natural n (pues, por el Teorema de
Macaulay-Rees, el anillo graduado asociado Gr(7, Tí) es un anillo de polinomios sobre
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R/1 y, por lo tanto, Gr(/, R) es un TÏ/7-módulo libre de R//-torsión). En particular,
un ideal unmixed generado por una jR-sucesión es tal que sus potencias ordinarias y
simbólicas coinciden (es decir, I" = /(") para todo natural n).

Proposición 5.2.3 Sea I un ideal de un anillo noetheriano localmente quasi-unmixed
R y sea S un sistema multiplicativo de R. En tal situación, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) Gr(7, R)red es un dominio,

(ii) Gi(S~1I,S~1R)red es un dominio e I es un s-(S)-ideal.

Demostración: Veamos, en primer lugar, que (i) implica (ii). Supongamos que
Gi(I,R)red es un dominio. Entonces Gr(5~11, S'1 R)red *¿ S-l(Gi(I,R)red) es un
dominio. Veamos que í(7q) < dimTíq para todo q 6 V(I) con q n S ^ 0. Como
que Gr(7, K)red es un dominio, entonces tendremos que r(7) = p es un idéal primo.
Sea q £ V (I) un ideal primo tal que /(7q) = dirnTiq. Veamos que ö = q. Por
hipótesis y por [19, Th. (9.7)] tendremos que dimGr(7q,7îq) = dimTZq = /(7q) =
dimGr(7q,7ïq)/q7îqGr(7q,7iq) y, por lo tanto, Aí(q7ïqGr(7q,7ïq)) = O (pues, en gene-
ral, si J es un ideal de un anillo A entonces se tiene que ht(J) + dim A/J < dim A). Por
hipótesis se tiene que Gr(/q, ñq)red = (Gr(/, R)red)q es un dominio, de donde se sigue que
Gr(7q, Tíq) tiene un único ideal primo minimal que es nilpotente. Luego qfíq Gr(Jq, fíq) es
nilpotente y, por lo tanto, (si miramos en grado cero), se sigue que existe un número na-
tural n tal que ((qfíq)n+/Aq)//ñq = 0. Por lo tanto, (qAq)n C /flq. Tomando radicales
se tendrá que qTïq C p72q C q7ïq. Luego pTîq = qTiq, de donde se concluye que p = q.
Así tenemos que {q e ^(7) tales que q n S ^ 0} C {q € V(I) con q ¿ p} = {q 6 V(7)
tales que /(/q) < dimTïq}. De donde, aplicando el Corolario 3.5.7, se sigue que 7 es un
s-(S)-ideal.

Recíprocamente. Veamos que (ii) implica (i). Sean [x] e [y] dos elementos homogéneos
no nulos de Gr(7,7Ï) tales que [x][y] es nilpotente. Entonces [x][y]/l es nilpotente en
5-1(Gr(7,7Ï)) = GilS^ItS^R). Luego, por hipótesis, podemos suponer que [x]/l es
nilpotente en 5-1(Gr(7,7Ï)). Por lo tanto, existirá un número natural r y un elemento
s € S tal que s[x]r = 0 en Gr(7, R). Para concluir la demostración basta con demostrar
que [z] es nilpotente. Sea / el orden de [x], (i.e. x Ç. I1 pero x g 7'+1). Como que
s[x]r = 0 para cierto s € S, entonces se tendrá que s[x]r = 0 en 7r'/7rl+1 y, por lo tanto,
sxr € rl+1. Luego xr € 5(7r/+1). Como que 7 es un s-(5)-ideal entonces 5(7r'+1) C
~F+ï, (Lema 2.1.9.(b)). Así, existirá (xr)m + a^x')™-1 + ... + am.l(x

r) + am = 0
con a¡ € 7(r/+1)''. Pero para i € {l,.. .,m} se tiene que a,-(xr)m~'' € 7(r'+1)i7(m->')'r =
jlmr+i c jfmr+1 por b tanto fx]rm _ [-ai(a.rjm-l _ . . . _ am_i(rr) - am] = [0] €

jlmr jjlmr+l Eg ¿ec{T¡ [3;] gg nilpotente. D

Comentario 5.2.4 Sea 7 un ideal de un anillo noetheriano 7ï y sea S un sistema mul-
tiplicativo de Ti. Consideremos las siguientes condiciones:

(i) Gr(7, R)red es un dominio.

(ii) Gi(S-1I,S~1R)red es un dominio e 7 es un s-(5)-ideal.

(iii) Gr(S~lI, 5-17ï)reíí es un dominio y /(7q) < dimTíq para todo primo q € V(I) con
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En tal situación, de la demostración de la proposición anterior se sigue que siempre (ii)
implica (i), que siempre (i) implica (iii), y que la equivalencia se tiene si R es localmente
quasi-unmixed.

Proposición 5.2.5 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situación, si el
anillo graduado asociado Gr(/,R) es reducido, entonces I es normal (es decir, In —T™
para todo natural n).

Demostración: Sea n > O y sea x € In. Supongamos que z £ In. Sea I = max{m tales
que x 6 Im} < n. Como que x € /", entonces existirá xm+aixm~1+.. .+am-ix+am = O
con o,- € Int. Tenemos que (n - l)i > 1 para todo ¿ € {!,... ,ra} y, por lo tanto,
aixm-'' € 7m'7(m-'")' = /">'+(»-')* c 7m/+1. Luego aix"1-' € 7m/ y es cero en /"»'//">«+!.
Consideremos la clase de x en Gr(J, R) que es un elemento homogéneo no nulo de grado
/. Como que [x}m = [-aix

m-1 - ... - om_ix - am] - [0] € 7ím/7m/+1, entonces se
tendrá que [x] es nilpotente en Gr(J, R), lo cual es absurdo, ü

Ejemplo 5.2.6 Veamos que el recíproco de la proposición anterior no es cierto en gene-
ral, es decir, que un ideal 7 de un anillo noetheriano R puede ser normal sin que su anillo
graduado asociado Gr(7, A) sea reducido. Sea I un ideal de un anillo noetheriano íntegro
e íntegramente cerrado R. En tal situación, 7 es normal si y_sólo si el anillo de Rees es
íntegramente cerrado en el anillo de poliniomios (pues ®n>o^n es la clausura entera de
R(I) en R[t]). Por lo tanto, / es normal si y sólo si R(I) es normal. Sea a un elemento
no unidad de un anillo local regular (R, m), y sea 7 el ideal generado por a. Entonces el
anillo de Rees R(I) es un anillo regular (pues es isomorfo al anillo de polinomios sobre
R) y, en particular, es normal. Luego / es un ideal normal. Pero si tomamos a tal que
el ideal I no sea ideal radical, entonces tendremos que Gr(/, R) no es reducido.

Comentario 5.2.7 Por el criterio de normalidad de Serré [32, Th. 23.8] tenemos que,
un anillo es normal si y sólo si verifica las condiciones de Serré (TZi) y (Sz). Mientras
que, un anillo es reducido si y sólo si verifica las condiciones de Serre (Ho) y (Si). Luego
del ejemplo anterior se sigue que, que el anillo de Rees R(I) verifique las condiciones
de Serré (R\) y (52) no implica que el anillo graduado asociado Gr(/, R) verifique las
condiciones de Serré (jR0) y (Si). Ahora bien ([6, Th. 1.5] y [41, Th. 2.2]), si R(I)
verifica la condición de Serré (52) entonces Gr(/, R) verifica la condición (5i). De donde
se sigue que, que el anillo de Rees R(I) verifique la condición de Serré (AI) no implica,
en general, que el anillo graduado asociado Gr(J, R) verifique la condición (Ro).

Como corolario de las proposiciones 5.2.1, 5.2.3 y 5.2.5 se tiene que:

Corolario 5.2.8 Sea I un ideal de un anillo noetheriano localmente quasi-unmixed R y
sea S un sistema multiplicativo de R. Supongamos que Gr(5~l7, S'1 R) es un dominio.
En tal situación se tiene que:

(a) Gr(/, R) es un dominio si y sólo si In = 5(/n) para todo natural n.

(b) Gr(7, R)red es un dominio si y sólo si 7" = 5(7") para todo natural n.
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En particular, si p es un ideal primo de un anillo noetheriano localmente quasi-unmixed
R tal que el anillo local Rp es regular, entonces:

(a') Gr(p,.R) es un dominio si y sólo si pn = p(n) para todo natural n.

(b'J Gr(p, R)red es un dominio si y sólo si f" = p(") para todo natural n.

Demostración: De la Proposición 5.2.1 se sigue (a). Demostremos (b). Como que
Gi(S~1I, S~1R) es un dominio, en particular es reducido y, por lo tanto, S~ll es un
ideal normal (Proposición 5.2.5). Aplicando el Lema 2.1.9 (apartados (a) y (b)) y la
Proposición 5.2.3, se concluye la demostración.

En el caso particular en que, p sea un ideal primo de un anillo noetheriano localmente
quasi-unmixed R tal que el anillo local Rp es regular, entonces tendremos que el anillo
graduado asociado Gr(pñp, Rp) es un dominio. Luego, aplicando (a) y (b) al sistema
multiplicativo S = R — p se sigue (a') y (b'). O

Relacionemos las propiedades del anillo graduado asociado y del álgebra de Rees
(S)-simbólica.

Sea / un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multiplicativo de R.
En tal situación, si Gr(7, R) es un dominio entonces tendremos que In = S(In) para
todo natural n (Proposición 5.2.1), luego R((S),I) = R(I). Mientras que si Gr(J, R) es
reducido, entonces / es normal (Proposición 5.2.5) y, por lo tanto, o bien R((S}, I) = R(I)
o bien R((S), 1} no es entera sobre /?(/), (Proposición 5.1.3 y Lema 2.1.9.(b)). Además:

Corolario 5.2.9 Sea I un ideal de un anillo noetheriano ¡ocalmente quasi-unmixed R y
sea S un sistema multiplicativo de R. Consideremos las siguientes condiciones:

(i) Gr(7, R)red es un dominio.

(ii) R((S),I) es entera sobre R(I).

En tal situación se tiene que siempre (i) implica (ii), y que el recíproco es cierto si
Gt(S~íI,S-íR)red es un dominio.

Demostración: Supongamos que Gr(/, R)red es un dominio. Entonces, aplicando la
Proposición 5.2.3 tendremos que / es un s-(S)-ideal. Luego de la Proposición 5.1.3 se
sigue (ii). Recíprocamente. Si /¿((S),/) es entera sobre R(I), entonces tendremos que /
es un s-(S)-ideal, (Proposición 5.1.3) y, como que Gr(5~1/,5~1jfí)red es un dominio, se
concluye que también lo es Gr(7, R)red, (Proposición 5.2.3). E

En particular tendremos que:

Corolario 5.2.10 Sea I un ideal de un anillo noetheriano localmente unmixed R tal que
Gr(7, R)red es un dominio. En tal situación se tiene que:

(a) cdiRg(Rq) < dimTìq para todo q € V (I) no minimal de I.

(b) ara(Iq) < dimRq para todo q € V (I) no minimal de I tal que el cuerpo residuo
fc(q) es infinito. En particular, si ht(I) = dim A — 1 entonces I es radicalmente
intersección completa.
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Demostración: Sea S el sistema multiplicativo de R definido por el complementario
de los primos minimales de /. Como que Gr(7, R)red es un dominio entonces tendremos
que R((S), I) es entera sobre R(I). Aplicando los corolarios 5.1.5 y 5.1.7 se concluye la
demostración. O

• Cuándo la equivalencia lineal implica la igualdad:

Sea / un ideal de un anillo noetheriano R y sea 5 un sistema multiplicativo de R. En tal
situación tenemos que, si /" = S(In) para todo natural n entonces / es un s-(S)-ideal
es decir, existe un natural k > O tal que S(In+k) C /" para todo n. Luego, la igualdad
entre potencias ordinarias y simbólicas se puede entender como la equivalencia lineal con
k = 0. Más aún, tenemos que la equivalencia lineal es una buena aproximación a la
igualdad pues:

Proposición 5.2.11 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R. En tal situación se
tiene que:

(a) I es un s-ideal si y sólo si existe un natural k > 1 tal que (/fe)(n+1) c (Ik}n para
todo natural n.

(b) Si I es un s-ideal entonces existe un natural k > 1 tal que (I^)n = (/(*))(") para
todo natural n.

Demostración: Demostremos (a). Veamos el directo. Supongamos que 7 es un s-ideal.
Luego existe un natural k (podemos suponer k > 1), tal que /(n+fc) C In para todo n.
Luego (i*)(n+1) = /(*»+*) c Ikn = (Ik)n para todo n, como queríamos demostrar.
Recíprocamente. Supongamos que existe un natural k > 1 tal que (/fc)(n+1) c (/*)"
para todo natural n. Luego, por definición, Ik es un s-ideal y, por lo tanto, también lo
es / (Proposición 4.3.2).

Demostremos (b). Supongamos que / es un s-ideal. Luego de la Proposición 4.3.3 se
sigue que /M es un s-ideal y, por lo tanto, existe un natural k > 1 tal que (/(*))(") =
/(fcn) = (/(*))" para todo natural n, (Proposición 5.1.2). O

Así, pues, es natural preguntarse cuándo la equivalencia lineal entre las filtraciones
ádica y simbólica implica la igualdad.

Sea J un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema multiplicativo de
R. En tal situación tenemos que, si /" = S(In) para todo natural n entonces J es
un s-(S)-ideal y, por lo tanto, J es un s-(S)-ideal. Además, si / es un s-(5)-ideal,
entonces í(/q) < dim/Zq para todo q 6 V(I) con q n 5 ^ 0, (véase la demostración del
Corolario 3.5.7). El objetivo de este apartado es estudiar bajo qué condiciones podemos
afirmar que las implicaciones anteriores son equivalencias.

En la Sección 2.1 hemos visto ejemplos de ideales para los que se verifica la equivalen-
cia "/" = S(In) para todo natural n si y sólo si / es un s-(S)-ideal" sin ninguna condición
sobre el anillo (por ejemplo el ideal cero y los ideales irrelevantes de las álgebras gradu-
adas noetherianas). En la Sección 3.5 hemos visto que la equivalencia "/ es un s-(S)-ideal

^/ ¿P'' •
(•'/ n
Q o'

Ó 5 í ;
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si y sólo si / es un s-(S)-ideal" se tiene para anillos localmente unmixed (por ejemplo
los anillos Cohen-Macaulay), para anillos localmente analíticamente no ramificados, y
para anillos localmente analíticamente primarios (por ejemplo los anillos regulares). Y
también, en la Sección 3.5 (Corolario 3.5.7), hemos visto que la equivalencia "7 es un
?-(S)-ideal si y sólo si /(7q) < dimTiq para todo q 6 V(7) con qflS ̂  0" se verifica para
anillos localmente quasi-unmixed.

Veamos otras situaciones en las que se tienen estas equivalencias. La primera de ellas
(Corolario 5.2.12) se obtiene como corolario de los resultados expuestos en el apartado an-
terior. La segunda (Corolario 5.2.14) se obtendrá como consecuencia del Teorema 5.2.13.

Corolario 5.2.12 Sea / un ideal de un anillo noetheriano R y sea S un sistema mul-
tiplicativo de R, Supongamos que el anillo graduado asociado Gr(/, R) es reducido. En
tal situación, ¡as siguientes condiciones son equivalentes:

(i) In = S(In) para todo natural n.

(U) I es un s-(S)-ideal.

(iii) I es un H-(S)-ideal.

Demostración: Únicamente hemos de demostrar que (iii) implica (i). Supongamos que
7 es un s-(S)-ideal. Como que Gr(7, Ti) es reducido entonces, por la Proposición 5.2.5
tendremos que 7 es normal. Luego, aplicando el Lema 2.1.9.(c) tendremos que 7n =
5(7") = 7n para todo natural n. En particular tendremos que 7" = 5(7") para todo
natural n, como queríamos demostrar. D

Teorema 5.2.13 Sea I un ideal de un anillo noetheriano localmente quasi-unmixed R
y sea S un sistema multiplicativo de R. Supongamos que el anillo graduado asociado
Gr(I,R) verifica la condición de Serré (Si). En tal situación, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) In - 5(7") para todo natural n.

(U) í(7q) < dimTíq para todo q € V(I) con qnS ¿ 0.

Demostración: Veamos, en primer lugar, que (i) implica (ii). Supongamos (i). Luego
7 es un s-(S)-ideal, en particular 7 es un s-(S)-ideal y, por lo tanto, í(7q) < dimTiq para
todo q 6 V(I) con q n 5 ^ 0.

Recíprocamente, demostremos que (ii) implica (i). Supongamos (ii). Sea q £ V(7)
con qnS ,¿ 0. Tenemos que depthqnqGr(/q>ß?)(Gr(7q,7iq)) = inf {depth(Gr(7q , ñq))«p
donde ty e V(q7?qGr(7q,7iq))}. Como que el anillo graduado asociado Gr(7, R) verifica la
condición de Serré (Si) entonces, localizando, tendremos que Gr(7q, Tiq) también verifica
la condición de Serré (Si). Luego depth(Gr(7q,Äq))ip > mm{ht(iß), 1} y, por lo tanto,
tendremos que depthqñq Gr(/q,fiq)(Gr(7„ 7?q)) > min{/it(q7îq Gr(7q, 7iq)), 1}.

Supongamos demostrado que ht(qRq Gr(7q, Tíq)) > O para todo q € F(7) con qfiS ̂
0. Luego tendremos que depthq» Gr(/ R q)(Gr(7q,7iq)) > 1 para todo q 6 V(I) con

Consideremos, ahora, los módulos de cohomología local. Es conocido que si a es un
ideal de un anillo noetheriano A entonces para todo .A-módulo finito generado N se tiene
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que depth0(AO = M{i € Z tales que ff*(JV) ^ 0), [19, (35.7)]. Y además, en general, si
B -4 A es un morfismo de anillo noetherianos, entonces para todo ideal b de B y para
todo A-módulo-AT se tiene un isomorfisme natural H^N) = H^N) para todo i € Z, [19,
(35.20)]. Así, en nuestro caso tendremos que H°(Gi(I,R))®RRff *¿ ^ñq(Gr(/q,Aq)) S

•^qBfl Gr(/q,.Rq)(G'r(-f(i! -ftq)) = ̂  Aplicando el functor de cohomología local a la sucesión
exacta corta de JZ-módulos O -» /n//n+1 -> 7?/7n+1 ->• A//" -» O obtendremos la
sucesión exacta larga de fí-módulos O -» H$(In/In+l) -» H$(R/In+1) -> H°(R/In) -ï
..., de donde deducimos la sucesión exacta larga de 7?q-módulos O -» H^(Tn/In+1) ®R
Rq -* H°(R/In+1) <8>ñ Tí, -» Tí °(fl/7") ®ñ fíq ->.... Por inducción sobre n tendremos
que 7f°(ñ/7n) ®RR<¡ = Q para todo n si y sólo si H°(r/P+1) ®RR(( = Q para todo n,
si y sólo si 7í°(Gr(7, A)) ®fí Äq = 0. Luego 7/°fiq(7V/q ) « H°(R/In) ®R ñ, = O para
todo n, de donde deduciremos que 7" = 5(7") para todo natural n (véase página 79
apartado 3).

Para concluir la demostración de (ii) implica (i) hemos de ver que para todo q £ V(I)
con q n S ,£ 0 se tiene que Aí(qñq Gr(/q, #,)) > 0.

Por hipótesis tenemos que l(/q) < dimHq para todo q € F(I) con qí~) 5 ^ 0. Luego el
problema es demostrar que si a es un ideal de un anillo local noetheriano quasi-unmixed
(A,n) entonces, /(o) = dim.á si y sólo si hí(nGr(o, A)) = 0.

Demostremos el directo. Como que /(a) = dimGr(a, A)/nGi(a, A), entonces /(o) +
ht(nGr(a, A)) < dimA Luego, si l(a) = dimA entonces Aí(nGr(a,A)) = 0.

Recíprocamente. Supongamos que Aí(nGr(a, A)) — 0. Demostremos que /(a) =
dimA. Sea W = n/a © a/a2 ® a2/a3 0 ... que es el único ideal maximal homogéneo de
Gr(o, A). Consideremos el anillo local noetheriano B = (Gr(a, A))jv. Sea b el ideal de B
definido por b = (nGr(a, A))tf. Como que N es el único ideal maximal homogéneo de
Gr(a, A) entonces se tendra que dim S = hi(Af) = dimGr(a, A) = dimA. Además, como
que nGr(a, A) es un ideal homogéneo de Gr(a, A), entonces ht(b) = fti(nGr(o, A)). Como
que A es quasi-unmixed, entonces Gr(o, A) es también quasi-unmixed y, por lo tanto, B
es un anillo local quasi-unmixed [19, (18.14),(18.24)]. En particular B es equidimen-
sional y, por lo tanto, tendremos que dimß/b + ftí(b) = dim5, [19, (18.6),(18.17)].
Luego, si ht(nGi(a, A)) = O entonces ht(b) = O, de donde se sigue que dimA =
dimB = dim£/& = dim(Gr(o,A)/nGr(o,A)V < dimGr(a,A)/nGr(o,A) = /(a) <
dimA. Luego l(a) = dimA, con lo que se concluye la demostración del teorema. O

Corolario 5.2.14 Sea / un ideal de un anillo noetheriano localmente quasi-unmixed R
y sea S un sistema multiplicativo de R. Supongamos que el anillo graduado asociado
Gr(J, R) verifica la condición de Serré (Si). En tal situación, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) I" = S(In) para todo natural n.

(ii) I es un s-(S}-ideal.

(iii) I es un ~s-(S)-ideal.

Demostración: Obviamente siempre se tiene que (i) implica (ii), y que (ii) implica
(iii). Veamos que (iii) implica (i). Supongamos (iii). Como que R es localmente quasi-
unmixed entonces tendremos que, 7 es un s-(5)-ideal si y sólo si í(7q) < dimTiq para
todo q € V(I) con q n 5 T¿ 0 (Corolario 3.5.7). Luego, aplicando el Teorema 5.2.13
deduciremos (i), ü
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Ejemplo 5.2.15 Comparemos las hipótesis de los corolarios 5.2.12 y 5.2.14. Sea a un
ideal de un anillo local noetheriano completo (A, n). Sea R = A/a y sea J = O el ideal
cero de R. En tal situación tenemos que Gr(7, R) = R. Luego Gr(7, R) es reducido si
y sólo si a es un ideal radical; Gr(J, R) verifica la condición de Serré (Si) si y sólo si o
carece de componentes sumergidas; y R es localmente quasi-unmixed si y sólo si todos los
primos minimales de a tienen la misma dimensión. Por lo tanto, ni las hipótesis del Coro-
lario 5.2.12 implican las hipótesis del Corolario 5.2.14, ni las hipótesis del Corolario 5.2.14
implican las hipótesis del Corolario 5.2.12.

• Aplicaciones y corolarios:

Para finalizar, veamos cómo podemos aplicar los resultados anteriores.

Aplicación 5.2.16 Sabemos que si / es un ideal de un anillo noetheriano R y si S
es un sistema multiplicativo de R entonces, una condición necesaria para la igualdad
7" = 5(7") para todo n es que f(7q) < dimTïq para todo q 6 V(I) tal que q í~ï S ,£ 0,
(véase la demostración de (i) implica (ii) del Teorema 5.2.13). Eisenbud-Huneke [13,
Prop. 3.3] demuestran que si a es un ideal de un anillo local noetheriano Cohen-Macaulay
(A, n) tal que el álgebra de Rees 7î(a) es Cohen-Macaulay, entonces la desigualdad de
Burch [8], l(a) < dimA — mfn^oidepthn-A/a"}, es una igualdad. Por lo tanto, si 7 es
un ideal de un anillo noetheriano Cohen-Macaulay TÏ tal que el álgebra de Rees 7Î(7)
es Cohen-Macaulay entonces, 7" = 5(7") para todo n si y sólo si í(7q) < dimTïq para
todo q e V(I) tal que q n S ^ 0, (página 79 apartado 1). Esta equivalencia se puede
obtener directamente como corolario del Teorema 5.2.13 pues, si el álgebra de Rees 7î(7)
es Cohen-Macaulay, entonces el anillo graduado Gr(7, R) también lo es, por lo tanto
satisface las condiciones de Serré (S/t) para todo k y, en particular, es (Si).

Aplicación 5.2.17 En [41, Th. 2.5] Noh-Vasconcelos demuestran que si 7 es un ideal
equimultiple de un anillo Cohen-Macaulay tal que el álgebra de Rees 7ï(7) verifica la
condición de Serré (82), entonces 7n = 7(") para todo n. Veamos cómo podemos gene-
ralizar este resultado. Sea Tí un anillo Cohen-Macaulay y sea 7 un ideal de R tal que el
álgebra de Rees 7Î(7) verifica la condición de Serré (S^). Luego tendremos que el anillo
graduado asociado Gr(7,7Ï) verifica la condición de Serré (Si) ([6, Th. 1.5] y [41, Th.
2.2]). De donde, aplicando el Teorema 5.2.13 se sigue que 7n = /(") para todo n si y
sólo si /(7q) < dimTïq para todo q E V(7) no minimal de 7. En particular, si 7 es un
ideal equimultiple de un anillo Cohen-Macaulay tal que el álgebra de Rees Tï(7) verifica
la condición de Serré (82), entonces tendremos que /(7q) = hf(7q) < dimTïq para todo
q G V(7) no minimal de 7 y, por lo tanto, 7" = 7^n) para todo natural n.

Aplicación 5.2.18 Sea TÍ un anillo Cohen-Macaulay y sea 7 un ideal de altura g gene-
rado por <7 +1 elementos. Supongamos que 7 es genéricamente intersección completa (es
decir, que 7p es intersección completa para todo primo minimal p de 7). Veamos que, en
tal situación, 7" = 7^"^ para todo n si y sólo si 7q está generado por una Tìq-sucesión
regular para todo q € V(7) con W(q/7) = 1. (Este resultado también se demuestra en
Brodmann [5], en Huneke [27, Th. 3.1] y en Simis-Vasconcelos [57, Cor. 3.6]).
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Demostración: Por hipótesis R es un anillo Cohen-Macaulay e / es un ideal genéri-
camente intersección completa de altura g generado por g + 1 elementos. Luego, de [6,
Prop. 2.6] se sigue que el álgebra de Rees R(I) verifica la condición de Serré (82) y, por lo
tanto, el anillo graduado asociado Gr(7, R) verifica la condición de Serré (Si). Aplicando
el Teorema 5.2.13 tendremos que, 7" = /(") para todo n si y sólo si í(7q) < dim n,, para
todo q € V(I) no minimal de 7. Pero para un ideai primo q € V(I) no minimal con
ht(q/I) > I tendremos que /(7q) < /(/) < p(I) < ht(I) + 1 < ht(q) = dim7íq. Luego,
jn _ j(n) para todo n si y sólo sj f^j < ¿im/^ para todo q 6 V(I) no minimal de /, si
y sólo si /(Tq) < dimJÌ,, para todo q 6 V(I) con ht(q/I) = 1. Es decir, si y sólo si Tq es
equimultiple para todo q € V (I) con ht(q/I) = 1. Es decir, si y sólo si 7q está generado
por una Tíq-sucesión regular para todo q € V(I) con ht(q/I) = I , (Proposición 3.6.6). ö

Aplicación 5.2.19 Sea R un anillo Cohen-Macaulay y sea / un ideal unmixed de altura
ht(I) > 1 y de desviación analítica uno (es decir, tal que 1(1) = ht(I) +1). Supongamos
que 7 es genéricamente intersección completa y que 7íq es anillo local regular para todo
q € M(I). En tal situación, Huckaba y Huneke demuestran [22, Th. 2.5] que 7" = 1^
para todo n si y sólo si /(Tq) < dimTíq para todo q € V(I) con ht(q/I) = 1. Veamos una
demostración alternativa de este resultado sin usar la hipótesis de que el anillo local Rq
sea un anillo local regular si q € M(7).

Demostración: Es evidente que l(7q) < dimñq para todo q 6 V(I) con ht(q/I) = 1 si
y sólo si í(7q) < dimTíq para todo q 6 ^(7) no minimal de 7 (pues si ht(q/I) > 1 entonces
tendremos que í(Tq) < 1(1) = ht(I) + 1 < tó(q) = dim7iq). Luego, si demostramos que
el anillo graduado asociado Gr(7, Tí) verifica la condición de Serré (Si) entonces, por
el Teorema 5.2.13, deduciremos la equivalencia. Supongamos que /(7q) < dimTiq para
todo q € V(7) con A<(q/7) = 1. Entonces tendremos que 7q es intersección completa
para todo q e V(7) con ht(q/I) = 1, (Proposición 3.6.6). Luego aplicando [22, Th. 2.2]
deduciremos que para toda reducción minimal J de 7 el índice de reducción de 7 respecto
de J es menor o igual que 1 y, por lo tanto, tendremos que el índice de reducción de 7
será menor o igual que 1. Aplicando [65, Th. 4.4] deduciremos que el álgebra de Rees
7i(7) verifica la condición de Serré (82) y, por lo tanto, Gr(7, R) satisface la condición de
Serré (Si), como queríamos demostrar. O

Corolario 5.2.20 Sea R un anillo noetheriano localmente quasi-unmixed R. En tal
situación, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) R es Cohen-Macaulay.

(U) Para todo ideal I de R de la clase principal, el anillo graduado asociado Gr(7, Ti)
verifica la condición de Serré (Si).

Demostración: Veamos, en primer lugar, que (i) implica (ii). Supongamos que Tí es
un anillo Cohen-Macaulay y sea 7 un ideal de Tí de la clase principal. Luego 7 es un ideal
sin componentes sumergidas y, además, el anillo graduado asociado Gr(T, Tí) es isomorfo
a un anillo de polinomios sobre R/I, que es Cohen-Macaulay. En particular, Gr(T, Tí)
verifica la condición de Serré (Si).

Recíprocamente. Supongamos (ii) y demostremos (i). Sea T un ideal de la clase
principal de Tí. Como que Tí es localmente quasi-unmixed entonces tendremos que 7 es
un s-ideal (Corolario 3.5.9). Por hipótesis el anillo graduado asociado Gr(7,7í) verifica
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la condición de Serré (S'ï). Luego, aplicando el Corolario 5.2.14 tendremos la igualdad
jn _ j(n) para £oci0 naturai n. Luego, para todo ideal I de R de la clase principal se tiene
que /ra = !&) para todo natural n. De donde se sigue que R es anillo Cohen-Macaulay
(Ejemplo 2.1.15), como queríamos demostrar. D

Corolario 5.2.21 Sea R un anillo noetheriano localmente quasi-unmixed y sea p un
ideal primo de R tal que el anillo local R$ es regular. En tal situación, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) Gr(a, R) es un dominio,

(ti) Gr(p, R) tiene un único primo asociado.

Demostración: Es obvio que (i) implica (ii). Demostremos el recíproco. Suponga-
mos que Gr(p, R) tiene un único primo asociado. Luego Gr(p, R)red es un dominio y
que Gr(p,.R) verifica la condición de Serré (Si). Como que Gr(p,.R)re<í es un dominio,
entonces tendremos que p es un s-ideal (Proposición 5.2.3) y, por lo tanto, del Coro-
lario 5.2.14 se seguirá que pn = p(n) para todo natural n (pues Gr(p,A) verifica la
condición de Serré (Si)). Por hipótesis el anillo local Rp es un anillo local regular y, por
lo tanto, Gr(pAp, Rp) es un dominio. De donde aplicando la Proposición 5.2.1 se sigue
que Gr(p, R) es un dominio, como queríamos demostrar. D

Ejemplo 5.2.22 Veamos que la equivalencia entre las condiciones (i) y (ii) del corolario
anterior no es cierta en general. Sea k[x] el anillo de polinomios en una variable sobre
un cuerpo k. Consideremos el anillo noetheriano R definido por R = A[a:]/(x2). En
tal situación tenemos que R tiene un único primo asociado, y que R no es un dominio.
Luego, la equivalencia "A es un dominio si y sólo si R tiene un único primo asociado"
no es cierta en general. Mas aún, si pensamos R como un anillo graduado noetheriano
R = ©n>o-Rn generado por AI como .Ho-álgebra (con RQ un dominio), y si consideramos
p el ideal primo de R definido por p = ®n>iRn, entonces tendremos que Gr(p,fí) S R.
De donde se sigue que la equivalencia entre las condiciones (i) y (ii) del Corolario 5.2.21
no es cierta en general.
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