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Introducciéon

Entenderemos por anillos dlowup cierto tipo de anillos graduados asociados a filtra-
ciones de un anillo conmutativo A. Los anillos blowup aparecen a menudo en Algebra
Conmutativa y Geometria Algebraica. Expondremos a continuacién algunas de las apli-
caciones de estos anillos en diversos problemas y que han motivado el estudio de sus

propiedades.

Destacan entre ellos los anillos blowup asociados a un ideal  ya que el anillo B4(I) =
€D, 5, I"t™ supone una realizacién algebraica de la nocién clésica de explosién de una
variedad a lo largo de una subvariedad. Concretamente, si X = Spec(A) es un esquema

afin e Y = V/(I) es un subesquema cerrado de X, entonces
Proj(Ra(I)) — Spec(A)

es la explosion de X con centro Y. El morfismo estructural 7 es un isomorfismo fuera de
7~} (V(I)) = Proj(Ga([)), donde Ga(I) = €D, ["/I™*'. Nos referiremos a los anillos
R4(I) (el anillo de Rees) y G4(!) (el anillo graduado asociado) como anillos blowup.
Estas transformaciones juegan un papel importante en el estudio de variedades alge-
braicas y particularmente en el estudio de singularidades. Para centros generales (ideales
arbitrarios) poco se conoce del morfismo explosién Proj(R4(/)) — Spec(A), excepto
que es propio y birracional [Ha]. El estudio de estos morfismos supone describir como
dependen de las propiedades de X = Spec(A), Y = V(I) y de la inmersién ¥ C X.
Entre las aplicaciones de este tipo de transformaciones destacan los resultados de Za-
riski e Hironaka para la desingularizacién de variedades de caracteristica cero. En el
caso de superficies Zariski considera centros regulares Y tales que X es equimiltiple
a lo largo de Y; estos centros permisibles se corresponden algebraicamente con idea-

les I equimultiples tales que A/I es regular. Hironaka, para el caso general, refina la
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condicién de equimultiplicidad por la de X normalmente plano a lo largo de Y. Asi,
algebraicamente, la condicién de equimiltiple es sustituida en el caso de Hironaka por
la de ideales normalmente planos, es decir, tales que I™/I™*! son planos sobre A/I pé,ra
todo n > 0 (o, equivalentemente, G4(/) es un médulo libre sobre A/I). Una motivacién
geométrica para el estudio de la propiedad Cohen-Macaulay de los anillos blowup es
relacionar entre si estas distintas nociones de centros permisibles. En [HIO] se ofrece un
estudio detallado de todas ellas que permite deducir las siguientes relaciones entre las
mismas: sea A un anillo local. Si I es normalmente plano entonces I es equimiiltiple.
Por otra parte, si A/I es regular y G4(I) es Cohen-Macaulay entonces equimdltiple

implica normalmente plano.

.

En el estudio de singularidades aparecen también anillos blowup asociados a filtra-
ciones no adicas. Tomari y Watanabe en [TW] presentan una teoria de blowup de
filtraciones generales de un anillo local (A, m) que permite conocer propiedades e inva-
riantes de (A, m) en el contexto de singularidades. Esencialmente, su método consiste
en “aproximar” el anillo A por un anillo graduado G4(Z) = @, In/In+1 asociado a
una filtracién de A (en general no adica) y ver como buenas pr;piedades aritméticas
del anillo G4(Z) se traducen en buenas propiedades geométricas de A. Entre las apli-

caciones de la teoria que desarrollan destaca el estudio de las singularidades normales

2-dimensionales.

Otra de las aplicaciones de los anillos blowup es la construccién de contraejemplos
al Problema 14 de Hilbert. En el Segundo Congreso Internacional de Matematicas
celebrado en 1900 en Paris, Hilbert propuso, entre otros, el siguiente problema: sea S el
anillo de polinomios en n variables con coeficientes en un cuerpo K y sea F' un subcuerpo
del cuerpo de fracciones de S conteniendo K. Entonces, jes el anillo S N F finito
generado sobre K'?. En 1954 Zariski [Za] planteé el siguiente problema que generaliza el
de Hilbert: sea F un cuerpo finito generado sobre un cuerpo K. Sea S una K-ilgebra
finito generada integra y normal con cuerpo de fracciones F’ conteniendo F'. Entonces,
.es el anillo SN F finito generado sobre K?. Los anillos blowup de filtraciones simbdlicas
aparecen en este contexto y permiten encontrar contraejemplos.

Sean A un dominio noetheriano e I un ideal de A. Denotaremos por I™) a la

interseccién de las componentes primarias minimales de I™ (n-ésima potencia simbdlica
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de I). Entonces (I(M),5o define una filtracién de ideales de A y denotaremos por
R,(I) = ®n>0I™t" a su anillo de Rees (anillo de Rees simbdlico). Si A es un anillo
verificando la condicién de Serre S,, entonces el anillo Ry(I) es el anillo de funciones
regulares de un abierto de Spec(R4(I)) definido por el complementario de V(f, g) para
ciertos f,g € A. Rees [Rel] ofrece el siguiente argumento para encontrar el primer
contraejemplo al problema de Zariski: sean A un dominio noetheriano e I un ideal
de A y consideremos T una indeterminada sobre R4(I) y T; tal que fTy + gT» = 1;
entonces, R4(I)[T1,T2] N L = R,(I) (donde L es el cuerpo de fracciones de R4([)).
Ademas, Rees construye un ideal primo P en el anillo de coordenadas homogéneas de
una curva proyectiva de género > 1 tal que R,(P) no es noetheriano. Posteriormente,
diversos autores como Nagata [Na2], Roberts [Ro] y Goto, Nishida y Watanabe [GNW]

construyen ideales / con R,(I) no noetheriano.

Sea I un ideal de A. Un elemento ¢ € A es integro sobre [ si satisface una ecuacion
del tipo

24 a2" 4 4a,=0, con a; €'

El conjunto de elementos integros sobre I es un ideal que denotaremos por /. Entonces,
(F)nzo define una filtracién de ideales de A y el anillo de Rees de esta filtracién, que
denotaremos por Ba(I) = @, [™t", es la clausura entera de R4(I) en Aft]. A menudo
nos referiremos al anillo EA(I_) como anillo de Rees normalizado de /. Se dice que [
es integramente cerrado si [ = Ty que I es normal si I* = I» para todo n > 0. Es
bien conocido el siguiente resultado de Zariski (ver [ZS]): si A es un anillo local regular
2-dimensional (mds en general, si A es una singularidad racional 2-dimensional [Lil]),
entonces todo ideal integramente cerrado es normal. Este resultado no es cierto en
dimensiones superiores y demostrar este hecho supone una motivacién para el estudio

de los anillos blowup asociados a la filtracién de las clausuras enteras de las potencias

de un ideal.

Sean A un anillo noetheriano e [ un ideal de A. Ratliff y Rush definen en [RR] la

siguiente clausura de I:

I=Jur: .

k>1

Geométricamente, si I contiene una sucesiéon A-regular de longitud 2y Z = Proj(R4(I))
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tenemos que ['(Z, 0z(n)) = I* (ver [HHK]). Si (A, m) es un anillo local e I es un ideal
m-primario, entonces I es el ideal mas grande que contiene I con su mismo polinomio
de Hilbert. La sucesién de ideales (ﬁ‘)ngo define una filtracién de A. El estudio de
los anillos blowup de estas filtraciones permite obtener informacién sobre la funcién de
Hilbert de los anillos blowup asociados a I (ver, por ejemplo, los trabajos de Huneke

[Hun2], Itoh [It3] , Sally [Sa3], Blancafort [Bl] y Hoa [Ho]).

Ademads, buenas propiedades aritméticas de los anillos blowup asociados a un ideal
nos aseguran un buen comportamiento de sus funciones de Hilbert y viceversa. En
particular, buenas propiedades del anillo blowup Fn(I) = @,5, I"/mI™ nos ofrecen
resultados acerca del minimo numero de generadores de las pote;cias de un ideal. No-

temos que geométricamente, Fn(I) es la fibra del morfismo explosién en el maximal m.

Lo anterior supone una pequefia ilustracién de las multiples ocasiones en que apare-

cen los anillos blowup y de porque es interesante el estudio de sus propiedades aritméticas.

En esta memoria estudiaremos principalmente la profundidad, y en particular la
propiedad Cohen-Macaulay de los anillos y médulos blowup noetherianos asociados a
filtraciones generales de un anillo local (A, m) de dimensién d. Diversos autores se han
dedicado al estudio de tal propiedad en el caso de filtraciones adicas v en los ltimos
afios el nimero de trabajos en esta direccién ha sido muy alto. Podemos destacar
esencialmente dos tipos de resultados. Por una parte, los que relacionan la propiedad
Cohen-Macaulay de A, Ga(I) y Ra(I) y, por otra, resultados positivos acerca de la
propiedad Cohen-Macaulay de los mismos. Un tercer tipo de resultados seria el estudio
de la propiedad Cohen-Macaulay de Fi,(I), pero los resultados conocidos en este sentido

son escasos.

Es bien conocido que imponer que los anillos blowup sean lo mas sencillos posible, por
ejemplo anillos de polinomios, implica fuertes condiciones sobre el ideal. Los siguientes

resultados sirven de muestra:

(1) I estd generado por una sucesién regular de longitud n si y solo si G 4([) es isomorfo

al anillo de polinomios A/I[X1,...,X.].
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(ii) I estd generado por una familia de elementos analiticamente independiente en

I de longitud n si y solo si el anillo F(I) es isomorfo al anillo de polinomios

A/m[Xy, ..., Xa].

Sin embargo los ideales I con anillos G4(I) y R4(I) Cohen-Macaulay son muy di-

versos. Son bien conocidos, entre otros, los resultados siguientes:

Supongamos que [ estd generado por una A-sucesién regular y que A es Cohen-
Macaulay. Entonces Barshay demuestra en [Ba] que el anillo R4(I) es Cohen-Macaulay.
Ademads, se pregunta si se obtiene el mismo resultado para potencias de tales ideales.
El propio Barshay demuestra en el mismo articulo que la respuesta es afirmativa si /
esta generado por una sucesion regular de longitud 2. Valla en [Va] cierra el problema
demostrando que si A es Cohen-Macaulay e I estd generado por una sucesién A-regular
(de longitud arbitraria) entonces los anillos R4(I™) son Cohen-Macaulay para todo n >
1.

Supongamos que [ estd generado por una d-sucesidn ai,...,a; (la nocién de d-
sucesién generaliza la de sucesién regular y fue introducida por Huneke en [Hunl]).
Si A es Cohen-Macaulay entonces Herzog, Simis y Vasconcelos (ver [HSV1] y [HSV2])
desarrollan una teoria de complejos de aproximacién que les permite caracterizar la
propiedad Cohen-Macaulay de G 4(I) en funcién de cotas sobre las profundidades de los

médulos de homologia del complejo de Koszul de A a coeficientes en a4, ..., ax.

Supongamos que [ es un ideal casi interseccién completa. Si ademas A es Cohen-
Macaulay e I es genericamente interseccién completa, Brodmann en [Br] calcula las
profundidades de R4(I) y Ga(I) en funcién de la profundidad de A/[ y en particular

caracteriza cuando estos anillos son Cohen-Macaulay.

Uno de los métodos que permite estudiar ideales con anillos blowup Cohen-Macaulay
involucra la nocién de reduccién de un ideal introducida por Northcott y Rees [NR] (y
utilizada por ellos para el estudio de las funciones de Hilbert). Un ideal J C I es una
reduccién de I si existe un entero r tal que I"*! = JI", equivalentemente si R4(J) —
R4(I) es un morfismo finito de anillos graduados (o equivalentemente si J=1). La
relacién entre un ideal y una reduccién del mismo permiten obtener informacién de los

anillos blowup asociados a I a través de la de los anillos blowup asociados a J. Se define
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el numero de reduccién de I respecto una reduccién J como el minimo entero r tal que
I"t! = JI. Se demuestra que si A/m es infinito existen reducciones minimales, es decir,
que no contienen ninguna otra reduccidn propia de [ y se define el mimero de reduccién
de I (que denotaremos por r(I)) como el minimo de los nimeros de reduccién de T
respecto sus reducciones minimales.

Este método permite estudiar la propiedad Cohen-Macaulay de G4(/) para idea-
les con desviacién analitica y nimero de reduccién pequefios. Supongamos que A
es Cohen-Macaulay. Sally demuestra en [Sal] que si r(m) < 2, entonces G4(m) es
Cohen-Macaulay. Para ideales I equimdltiples, Ikeda y Trung demuestran en [T1] que si
r(I) = 1, entonces el anillo G4(I) es Cohen-Macaulay si y solamente lo es el anillo A/1.
En [HH1] y [HH2], Huckaba y Huneke ofrecen condiciones suficientes para que el arlillo
G a(I) sea Cohen-Macaulay para ideales I con desviacién analitica 1 o 2 y nimero de re-
duccién menor o igual que 1. Posteriormente, se han obtenido diversas generalizaciones
de estos resultados, siempre bajo la condicidén I genericamente interseccién completa,
como son los obtenidos en [GN1], [GN2], [Ab], [AH], [JU], [Ul2], [Ul3]. En [GNN], Goto,
Nakamura y Nishida unifican estos resultados dando una unica lista de condiciones su-
ficientes que aseguran que G4(I) es Cohen-Macaulay. Una herramienta importante en
la demostracién de este tipo de resultados es la aplicacién de un resultado de Valabrega
y Valla [VV, Corollary 2.7], al cual nos referiremos como criterio de Valabrega-Valla,

que caracteriza cuando una sucesién de formas iniciales de elementos de A es regular en

Ga(l).

En cuanto a aquellos resultados que giran entorno a las relaciones entre la propiedad

Cohen-Macaulay de los anillos A, G4(I) y Ra(I) recordamos los siguientes resultados:

es bien conocido que si G4(I) es Cohen-Macaulay entonces A es Cohen-Macaulay y
que sin embargo, el reciproco no es cierto.

Goto y Shimoda en [GS] demuestran que si A es Cohen-Macaulay e I es un ideal m-
primario, entonces R 4(I) es Cohen-Macaulay si y solamente si G4(/) es Cohen-Macaulay
yr(I)<d-1.

Supongamos que I es un ideal equimultiple. Entonces, Grothe, Herrmann y Orbanz

en [GHO)] ofrecen un resultado que relaciona la propiedad Cohen-Macaulay de G4(I) y
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Ga(I+ (z1,...,2,)) via la propiedad A normalmente Cohen-Macaulay a lo largo de I,
donde zy,...,z, es un sistema de parametros médulo I. Esto, les permite generalizar
el resultado de [GS] a ideales equimiltiples. Concretamente, demuestran que si I es un
ideal equimiiltiple en un anillo A Cohen-Macaulay entonces, R4(/) es Cohen-Macaulay
si y solamente si G4(I) es Cohen-Macaulay y r(I) < ht (1) — 1.

Por otra parte, lkeda y Trung en [TI] extienden un resultado previo de Ikeda [Ik] a
ideales arbitrarios que permite caracterizar la propiedad Cohen-Macaulay de R4(I) en
funcién de los médulos de cohomologia local de G4(I) y A. Este resultado particulariza
en el caso A Cohen-Macaulay al siguiente: R4([) es Cohen-Macaulay si y solamente
si G4(I) es Cohen-Macaulay y a(G4([)) < 0, donde a(G4(I)) es un invariante coho-
molégico de Ga(I).

Por tanto, si G4(/) es un anillo Cohen-Macaulay el célculo de a(G4([)) determina
la propiedad Cohen-Macaulay de R4(I). Bajo esta condicién, Herrmann, Ribbe y Zar-
zuela notan en [HRZ] que si I es un ideal m-primario entonces a(G4{I)) = r(I) — ht (1)
y posteriormente, Trung en [Trl] generaliza este resultado para ideales equimniiltiples.
Ribbe [Ri] demuestra que si ] es casi interseccién completa entonces a(G4(I)) = —ht (I).
Goto y Huckaba en [GH] calculan este invariante para ideales / genéricamente intersec-
cién completa con desviacién analitica uno y (/) > 0, demostrando que a(G4([l)) =
r(I) — ht (I) — 1. En [HRZ] se calcula también a(G4(I)) para ideales I fuertemente
Cohen-Macaulay obteniendo en este caso que a(G4([)) = —ht (I). Para ideales con des-
viacién analitica arbitraria existen resultados que determinan el a-invariante de G4(I)
si I verifica ciertas condiciones (ver, por ejemplo, [Ta], [SUV]).

Los resultados de Aberbach, Huneke y Trung [AHT], Johnston y Katz en [JK] y
Ulrich en [Ul1] en los cuales se determina el invariante a(G4(I)) en funcién de nimeros

de reduccién y desviacién analitica permiten recuperar los resultados anteriores.

Existen también resultados que relacionan las profundidades de los anillos A, G4(I)
y Ra(I). En este sentido Huckaba y Marley demuestran en [HM1] las desigualdades
depthG4(I) < depthA, depthG4(I) < depthR4([) y que depthRa(I) = depthG4(I)+1
si depthG4(I) < depthA o bien cierto invariante cohomoldgico @ deptho .( n(Ga(l)) es
negativo. Posteriormente, Marley en [Ma] obtiene resultados andlogos para los grados

de un ideal homogéneo conteniendo R4(I)+(1) respectivamente en los anillos A, G4([)
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Yy RA([)

Los resultados que obtenemos en esta memoria pueden clasificarse en tres tipoé:
— Relaciones entre los grados de los distintos anillos y médulos blowup.

— Estudio de la profundidad de los anillos blowup asociados a un ideal [

con desviacién analitica pequena.
— Estudio de la propiedad Cohen-Macaulay del cono de la fibra.

Fijaremos a continuacion las notaciones necesarias para ofrecer un resumen de los
resultados obtenidos.

Sea (A, m) un anillo local noetheriano. Dada una filtracién de ideales 7 = (I,)n>0 de
A (es decir, una sucesion decreciente de ideales A =1y 2 I; D ... D I, ... verificando

I.1, C I4m para todo n,m > 0) consideraremos los anillos graduados blowup asociados

alZl:

RA(T) = @,,50 Int™ C A[t], el anillo de Rees de A respecto Z,
Ga(Z) = B,,5 In/Int1, €l anillo graduado de A respecto Z o anillo de formas de Z,
Fu(T) = @,50 In/ml,, el cono de la fibra de A respecto I.

Diremos que Z es una filtracién noetheriana si su anillo de Rees R4(Z) es noetheriano.
Sea E un A-médulo y E = (E,)a>0 (donde E =: Ep) una filtracién de mdédulos

Z-compatible (es decir, tal que I,E,, C En4, para todo n,m > 0). Podemos entonces
considerar los siguientes modulos respectivamente sobre los anillos Ra(Z), Ga(Z) y
Fa(Z)

R(E) = @@o Ent7,

G(E) = @ngo En/Ep,

Fo(E) = @nzo En[mE,,

a los cuales nos referiremos en general como médulos blowup asociados a E respecto Z.

En este trabajo los anillos y médulos blowup se supondran siempre noetherianos.

En el Capitulo 1 introduciremos los conceptos y notaciones necesarios para el des-

arrollo de la memoria. Para el estudio de la propiedad Cohen-Macaulay de los anillos
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blowup asociados a un ideal I hemos destacado tres resultados: el criterio de Valabrega-
Valla [VV, Corollary 2.7] que caracteriza cuando una sucesién de formas iniciales de
elementos de A es regular en G4([), el resultado de Ikeda y Trung [TI, Theorem 1.1]
que caracteriza la propiedad Cohen-Macaulay de R4(/) en funcién de los médulos de
cohomologia local de A y G4(I), y el célculo del a-invariante de G4(I) cuando éste
es Cohen-Macaulay, resultado este dltimo probado independientemente por Aberbach,
Huneke y Trung [AHT], Johnston y Katz [JK] y Ulrich [Ull]. En el caso general de fil-
traciones de ideales noetherianas se pueden obtener resultados andlogos a los anteriores.
En este sentido, en la dltima seccién del Capitulo 1, presentamos un resultado de Viet
[Vi] que generaliza a filtraciones de ideales el correspondiente resultado ddico de [TI]
y ofrecemos la version correspondiente del criterio de Valabrega-Valla y del calculo del
a-invariante. Para la demostracion de estas versiones generales podemos seguir esencial-
mente la misma linea que en las originales pero algunos de los argumentos utilizados en
el caso ddico requieren un refinamiento en el caso general. (Notemos por ejemplo que a
diferencia del caso adico el algebra de Rees de una filtracién de ideales no esta necesaria-
mente generada por elementos de grado uno.) Ofreceremos con detalle la demostracién
de la version general del criterio de Valabrega-Valla ya que ésta sera aplicada a lo largo

del trabajo.

Una de las principales técnicas utilizadas para determinar el grado de un ideal ho-
mogéneo respecto un médulo graduado es el estudio de la anulacién de sus médulos de

cohomologia local. En el Capitulo 2 veremos como los morfismos de conexién entre los

moédulos blowup
0— RE)y — RE)— E—0
0 — R(E)+(1) — R(E) — G(E) — 0

y la graduacién de sus médulos de cohomologia local nos permiten relacionar los grados

de E, G4(E) y Ra(E). El principal resultado que obtenemos es el siguiente:
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Teorema Sea J un ideal homogéneo de R4(I) conteniendo R4(T)4(1). Entonces
(1) depth;G(E) < depth;R(E).

(ii) depth;G(E) < depth;n4E, y
st depth;G(E) < depth;~4 F entonces depth;R(E) = depth;G(E) + 1.

Ademds, para J = M el ideal mazimal homogéneo de R4(Z) tenemos que

(iii) si adepthG(E)(G(E)) < 0 entonces depthR(E) > depthG(E) + 1.

Estos resultados generalizan los obtenidos por Huckaba y Marley y Marley respec-
tivamente en [HM1] y [Ma] para filtraciones adicas. Estas férmulas nos permitirdn por
ejemplo obtener informacién sobre la profundidad del mddulo candnico del anillo de
formas de una filtracién noetheriana. Podemos también emplear las férmulas que nos
ofrece el teorema principal para relacionar la condicién de Serre de los médulos E, R(E)
y G(E). Para filtraciones de médulos £ Cohen-Macaulay podremos determinar la pro-
piedad Cohen-Macaulay de R(E) en funcién de la propiedad Cohen-Macaulay de G(E)
y del invariante a(G(E)), generalizando asi el resultado de Ikeda y Trung en [TI] para

filtraciones adicas.

En el Capitulo 3 consideraremos ideales I de anillos A Cohen-Macaulay. Nuestro
principal objetivo es determinar la profundidad del anillo G4(/) en funcién de la pro-

fundidad de los anillos A/I™ en la linea de los resultados ya conocidos (/TI]. [Br], [HH1],
[HH2], [Zar], [GNi]).

Los principales resultados que obtenemos aqui son los siguientes.

Teorema Si I es un ideal equimiltiple con r(I) <1 entonces
depthG4(I) = depthA/I + ht ().

En particular, recuperamos el resultado de [TI] donde se obtiene que G 4(I) es Cohen-

Macaulay si y solamente si A/I es Cohen-Macaulay.
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Teorema Si I es un ideal equimiiltiple integramente cerrado con r(I) < 2 entonces

min{depthA/I,depthA/I?} +ht (I) -1 <
depthG4(I) <
min{depthA/I,depthA/I?} + ht (I).

Ademds,
(i) si depthA/I? < depthA/I entonces depthG(I) = depthA/I* + ht(I), y
(ii) si depthA/I < depthA/I? entonces depthG4(I) = depthA/I + ht (1) — 1.

Para el caso de desviacién analitica uno obtenemos.

Teorema Si I es un ideal puro genericamente interseccion completa con ad(l) =1 y

r(I) < 2 entonces

min{depthA/I,depthA/I*} + ht (I) <
depthG’A(I) S
min{depthA/I, depthA/I?} + ht (I) + 1.

Ademds,
(i) si depthA/I? < depthA/I entonces depthGa(I) = depthA/I*+ht(I)+1, y

(4i) sidepthA/I < depthA/I?* entonces depthG 4(I) = depthA/I +ht (I) si ht (I) > 0
y depthG4(I) = depthA/I si ht (I) =0 y depthA/I < d - 1.

En particular, recuperamos el resultado de Goto y Nakamura en [GN1] en el cual se
demuestra bajo la hipétesis A/ Cohen-Macaulay que G4(I) es Cohen-Macaulay si y
solamente si depthA/I? > dimA/] — 1.

Mediante estos resultados podemos también obtener férmulas para la profundidad

del anillo de Rees de [ y de los anillos graduados asociados a potencias de I.

Los dos dltimos capitulos estdn dedicados al estudio de la profundidad del comno
de la fibra. Si I es un ideal generado por una familia de elementos analiticamente
independiente, entonces F(I) es isomorfo al anillo de polinomios a coeficientes en A/m

y u(I) variables y por tanto es Cohen-Macaulay. Shah demuestra en [Sh] que si J es una
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reduccién minimal de I generada por una sucesién regular verificando las condiciones
B=JI*I*nJ=JIlymI? =Jml, entonces Fy,(I) es Cohen-Macaulay. El principal
resultado que obtenemos en el Capitulo 4 es una extensién del resultado de Shah para
filtraciones E de médulos Z-compatibles. (Si a es un elemento de I; denotaremos por

a* y a° respectivamente a sus imdgenes en I /I y I;/ml).

Teorema Sean ay,...,a; elementos de I; tal que
(i) ay,...,ar es una sucesion reqular en E.
() (a1,...,ax)E N Epy1 = (ay,...,a5)En para todon > 0. .
Entonces:
a,...,a} es una Fn(E)-sucesion regular & mE, 1, N(ay,...,ax) = (a1,...,ax)mE,

para todo n > 0.

Para demostrar este resultado utilizaremos ciertos complejos de Koszul modificados
que permiten obtener una versién del criterio de Valabrega-Valla para los médulos G(E).
Estos complejos han sido construidos de diversas maneras por diferentes autores, como
Kirby y Mehran [KM], Marley [Ma], Guerrieri [Gue] v Huckaba y Marley [HM2] y
utilizados por los mismos para el estudio de la funcion de Hilbert y la profundidad de

los anillos G4(Z). Aqui adaptaremos la construccién de [KM] a nuestra situacién.

En el Capitulo 5 estudiamos el cono de la fibra en el caso de filtraciones buenas
de ideales. Esta clase de filtraciones noetherianas verifican I, = I;I, para n sufi-
cientemente grande e incluyen, entre otras, las filtraciones adicas, las filtraciones de las
clausuras enteras de las potencias de un ideal y las filtraciones de clausuras Ratliff-Rush
de las potencias de un ideal. Una de las ventajas que ofrecen este tipo de filtraciones es
que permiten definir (como en el caso ddico) una filtracién "reduccién” de las mismas.

El teorema principal del capitulo anterior junto con el criterio de Valabrega-Valla

nos permiten formular lo siguiente:
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Teorema Sean T una filtracion buena de ideales y J = (as,...,a,) una reduccién mini-
mal de 1 con ay, ..., as sistema minimal de generadores de J. Supongamos que a?,.. ., a"

es una G4(I)-sucesion regular. Entonces son equivalentes
(i) Fu(Z) es Cohen-Macaulay
(i) ml41 N J = Jml, para todo n < ry(I).

Aplicaremos especialmente este resultado al cono de la fibra de un ideal (es decir
para T filtracién adica) y al cono de la fibra normalizado de un ideal (es decir para T
filtracién de las clausuras enteras de la potencias de un ideal).

Podremos entonces determinar la propiedad Cohen-Macaulay de Fi,(I) para ciertos
tipos de ideales. Por ejemplo, si I es un ideal equimiiltiple con r(I) < 1 o bien I es
genéricamente interseccion completa con ad(/) =1y r(I) < 1 entonces el anillo Fy,(I)
es Cohen-Macaulay.

Daremos también un criterio para determinar cuando el cono de la fibra (respectiva-
mente el cono de la fibra normalizado) de un ideal m-primario con segundo coeficiente de
Hilbert (respectivamente el segundo coeficiente de Hilbert normalizado) igual a uno es
Cohen-Macaulay. Esto nos permitira caracterizar las singularidades racionales o elipticas

2-dimensionales cuyo cono de la fibra normalizado es Cohen-Macaulay.

Finalmente, probaremos el siguiente comportamiento de la funcién de Hilbert del

cono de la fibra cuando éste es Cohen-Macaulay.

Teorema Sean J una reduccion minimal de I, r = rj(Z) y s = s(Z). Si Fu(l) es

Cohen-Macaulay entonces

u(l) =0 o(w(L) —length(JLioa/J Ly N mL)) ("2
= 12, (u(L:) — length(J [y /J Loy Nm)) (PHe2inT).

Este resultado generaliza otro de Shah [Sh] a filtraciones buenas. Obtendremos en-
tonces expresiones “agradables ” para el minimo nimero de generadores de las potencias
de un ideal I (respectivamente de las clausuras enteras de las potencias de un ideal I)

si el anillo Fiy(I) (respectivamente Fn(I)) es Cohen-Macaulay.
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Parte de los resultados que aparecen en esta memoria se encuentran en las siguientes
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- T. Cortadellas, Depth Formulas for the Rees Algebras of Filtrations, Comm. Alge-
bra, 24(2) (1996), 705-716.
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aparecera en J. Algebra.
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Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo introducimos conceptos y notaciones utilizados a lo largo del presen-
te trabajo. Los resultados que aparecen sin demostracién o referencia explicita pueden
encontrarse, entre otros, en los libros [BH] y [HIO]. Todos los anillos se suponen con-

mutativos y unitarios.

Un anillo graduado S es un anillo con una descomposicién S = @, ., Sn como

Z-médulo tal que
SnSm C Snsm, Yn,m € Z.

Un S-médulo graduado M es un S-médulo con una descomposicion M = @, ., M,

como Z-modulo tal que
San Q Mn-{—m: \/n,m &€ Z.

M, se denomina la n-ésima componente homogénea de M. Los elementos de M, se
llaman elementos homogéneos de grado n. Un ideal de S se dice que es homogéneo si

es un S-moddulo graduado.

El siguiente resultado permite caracterizar los anillos graduados noetherianos. Sea

S un anillo graduado. Entonces son equivalentes:
(i) S es un anillo noetheriano.
(i1) Todo ideal homogéneo de S es finito generado.
(iii) Sp es un anillo noetheriano y S es de tipo finito sobre Sy.

1
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(iv) Sp es un anillo noetheriano y €D,5 Sn, P,5p S-» son de tipo finito sobre Sp.

1.1 Cohomologia local graduada

Sea S un anillo graduado noetheriano y consideremos la categoria de S-mddulos
graduados que denotaremos M*(S). Sean M = @,c5 Mn, N = @,z Nn S-mbdulos
graduados. Un morfimo f : M — N en M"(S) es una aplicacién S-lineal tal que
f(M,) C N, para todo n € Z. Si M(n) es el S-mddulo graduado cuya graduacién
viene definida por M(n)m = Mp4m, denotamos por Homg(M, N), el grupo abeliano
de morfismos en M"*(S) de M en N(n). Sea Homgs(M,N) = €D, Homs(M, N).,.
Homgy(M,N) es un S-médulo graduado, que coincide con Homg(M,N) si M es un
S-médulo graduado finito generado.

Puede verse ficilmente que un S-médulo graduado [ es inyectivo (respectivamente
proyectivo) en M”(S) si el functor Homg(-,I) : M*(S) — M"*(S) es exacto (respec-
tivamente si el functor Homg(/, -) : M*(S) — M*(S) es exacto). Notemos que un
S-médulo graduado I inyectivo en M*(S) puede no ser inyectivo como S-médulo (ver
por ejemplo [HIO, (33.7) Example]). M”(S) es una categoria abeliana con suficientes
inyectivos. Todo S-médulo graduado libre es proyectivo en M*(S) y todo S-médulo
graduado es cociente de un S-médulo graduado libre, por tanto M*(S) tiene suficientes
proyectivos. Denotaremos los functores derivados por la derecha de Homg(M, -) por
Ext%(M, -) (respectivamente a los functores derivados de Homg( -, N) por Exts( -, N)).

Sean M, N S-mddulos graduados. Entonces, como en el caso no graduado, podemos
calcular Ext%(M, N) mediante una resolucién projectiva de M. Como S es noetheriano,
si M es un S-mddulo graduado finito generado, tenemos una resolucién de M por S-
médulos graduados finito generados. Asi, Exts(M, N) = Exts(M, N) para todo i > 0.

Sean M un S-médulo graduado y J un ideal homogéneo de S. Definimos €l i-ésimo

médulo de cohomologia local graduada de M respecto J como
H(M) = limExt(S/J", M).

Como S/J" es un S-médulo finito generado para todo n > 0, de lo anterior se deduce
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que Ext%(S/J™, M) = Ext(S/J", M). Por lo tanto

HY5(M) = imExt(S/J", M) =: Hy(M),

Es decir, H3(M) y H5(M) coinciden como S-médulos. A partir de ahora para todo
S-médulo graduado M e ideal homogéneo J, denotaremos H(M) por H%(M), sin
olvidarnos por ello de su graduacidn.

Consideremos ahora el S-submddulo graduado de M

Ty(M)={z € M|J*z=0paraalginne N*} = | J(0:n J7).

n>0

Obtenemos entonces un functor aditivo, covariante, exacto por la izquierda
Ts(.): M"(S) — M*S).

Comprobando que los functores H%(-) verifican las propiedades caracteristicas de los

functores derivados R'I'j(-), es decir:

(i) Si I es un modulo inyectivo en M”(S), entonces H%(I) = 0 para todo i > 0.

(i) Para toda sucesién exacta corta 0 — M’ — M — M" — 0 en M"*(S)

tenemos una sucesién exacta larga

0 — HY(M') — HY(M) — H(M") — H}(M') — ---
cee—y H}(M’) — H}(M) — H}(M”) —_— H}“(M’) —_

se obtiene que los functores de cohomologia local H’( ) son equivalentes a los functores
derivados R'Ty(-).

Sea S = €P,,5, S» un anillo graduado noetheriano con (o, mo) un anillo local. De-
notaremos S, :=_ D50 Sn 2l ideal irrelevante de Sy M :=me@® 5; 8- S,--- al
ideal mazimal homogéneo de S.

Consideremos el siguiente resultado general: sea A — B un morfismo de anillos

plano. Sea I un ideal de A y T un A-médulo. Entonces tenemos isomorfismos

Hi(T)®4 B« Hig(T ® B).
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Sean M un S-médulo graduado y J un ideal homogéneo de S. Sea So la completacién

mp-adica de Sp y M:=M ® 5, §o- Por el resultado anterior obtenemos isomorfismos

Hiy(M) ®s Sp 2 Hig, (M ®s Sm),
Hy(M) ®s S = Hi(M).

Ademas,
Hy(M) =04 His (M ®s Sm) =0
Hy(M) =0 & HY(M) = 0.

va que Sy y S son S-médulos fielmente planos en la categoria M*(S).
Si M es un S-médulo graduado finitamente generado y J es un ideal homogéneo de

S, se definen los invariantes
a;(J, M) = sup{n|[H3(M)]. # 0}.

En particular,
a;(M) := ai(M, M) = sup{n|[H},(:M)]. # 0},
a;(M) i= ai(Sy, M) = sup{n|[Hy, (M)], # 0}.

Por la propiedad artiniana de los médulos H, (M) tenemos que a;(M) < oco. Por
otra parte es conocido que de un teorema de Serre se deduce que [H}, (M)], = 0 para
n > 0 (para su demostracién ver, por ejemplo, [Ko] o [Bl]), por tanto tenemos también
a;(M) < 00. adims(S) se denomina a menudo el a-invariante de Sy se denota a(S). Se

define también la regularidad de Castelnuovo-Mumford

reg S = max{: + g;(5); i > 0}.

Decimos que M es finitamente graduado si M, = 0 para n > 0. Goto y Huckaba
[GH, Lema 2.2] demuestran que si M es un S-médulo graduado finitamente generado y

finitamente graduado entonces tenemos isomorfismos de So-mddulos
[Hu (M)} 2 Hy,y (M)

para cualesquiera ¢,n € Z.
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1.2 Anillos graduados sobre anillos locales

Sea A un anillo noetheriano y T un A-mddulo finitamente generado. Recordemos
que una sucesion zy,...,Z, de elementos de A es una sucesién T-regular si y solamente
s1 satisface las siguientes condiciones: T # (zy,...,z,)T y z; no es un divisor de cero en
T/(zy,...,2zi-1)T parat =1,...,n. Si I es un ideal de A se define entonces depth,T’,
el grado de I en 7', como la longitud méaxima de una sucesién T-regular de elementos

en I. El grado de I en A se denota a menudo por grade(]).

Supongamos que (A, m) es un anillo local. Entonces se define la profundidad de T
como el grado de m en T', que denotaremos por depth ,7". Decimos que 7' es un A-médulo
Cohen-Macaulay (C.M.) si dim7 = depth,T. Si A es un A-mdédulo Cohen-Macaulay
entonces se dice que A es un anillo Cohen-Macaulay. (Escribiremos depth T en lugar de
depth 4T si ello no induce a confusién.)

El siguiente resultado es conocido como depth-lemma: dada una sucesiéon exacta de

A-mddulos finito generados
0 —T' —T—T"—0
entonces
(i) depthT” > depthT = depthT"”, o bien
(ii) depthT > depthT’ = depthT” + 1, o bien

(iii) depthT” > depthT = depthT”.

Sean A un anillo noetheriano y 7' un A-médulo finito generado. Decimos que T es
un A-médulo Cohen-Macaulay si Ty, es Cohen-Macaulay como Ap-mdédulo para todo m

ideal maximal de A. Se demuestra entonces que son equivalentes:
(i) T es un A-médulo Cohen-Macaulay.
(i1) Ty, es un Ap-médulo Cohen-Macaulay para todo p ideal primo de A.
Decimos que T satisface la condicidn de Serre Sy si

depthT, > min{k,dimTp}
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para todo p € SpecA.

Sean S un anillo graduado noetheriano sobre un anillo local (Sp,mg) y M un S-
mddulo graduado finito generado. Se define entonces depthgM := depth, M. Si J es
un ideal homogéneo de S se tiene

depth; M = inf{s|H\(M) # 0},
dim M = sup{i|H%,(M) # 0}
y por tanto
depthgM < dim M,
depth; M = depth;M,
depth; M = depthJSM (M Qs Sm), ¥
depthgM = depthg, (M ®s Sum).
Nota 1.2.1 En particular, si M es un S-moédulo finito generado y finitamente graduado,

de los isomorfismos [Hi,(M)], = HE (M) se deduce inmediatamente que
depthgM = rnei%l{deptth}.

Si P es un ideal primo de S se define P* como el ideal de S generado por todos los
elementos homogéneos de P; es decir, P* es el ideal homogéneo mas grande contenido
en P. P* es un ideal primo de S. Sea M un S-mdédulo finito generado. Entonces, todo

ideal primo P de S verifica las siguientes propiedades:

P* # P = dim Mp = dim Mp. + 1,
P € Supp (M) y P* # P = depthMp = depthMp. + 1,
Mp es Cohen-Macaulay < Mp. es Cohen-Macaulay.

Se deduce entonces que son equivalentes:

(1) M es un S-médulo Cohen-Macaulay.

(ii) Mp es un Sp-médulo Cohen-Macaulay para todo P ideal primo homogéneo.

(iii) Ma es un Sp-médulo Cohen-Macaulay.

Luego, M es un S-médulo Cohen-Macaulay si y solo si depthgM = dim M. O equi-

valentemente, M es un S-médulo Cohen-Macaulay si y solamente si H%,(M) = 0 para

todo z < dim M.
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1.3 Filtraciones

Sea A una anillo de dimensién d.

Una filtracién de ideales de A es una sucesién decreciente de ideales de A,
I=AD2L2..2I,2...

verificando 1,1, C I, para cualesquiera n,m € N.
Dada una filtracién Z = (I,)n>o de A, podemos asociarle los siguientes anillos gra-

duados:

RA(Z) = 6,5 Int™ C Alt], el anillo de Rees de A respecto Z,
RY(T) = @,z Int" C Alt,t71], el anillo de Rees extendido de A respecto Z,
Ga(Z) = D,.50 In/In+1, €l anillo graduado de A respecto Z o anillo de formas de Z,

donde I,, = A para todo n < 0.

Tenemos entonces las siguientes sucesiones exactas:

0 — t7'RY(Z) — R4(ZT) — G4(Z) — 0
0 — Ra(Z)y —m Ra(Z)— A—0
0 — RA(I)+(1) — RA(I) — GA(I) — 0

1.3.1 Filtraciones noetherianas

Una filtracién 7 de ideales de A se denomina filtracién noetheriana si el anillo R4(Z)
es noetheriano.
El siguiente resultado nos permite caracterizar las filtraciones noetherianas. Sea

T = (In)n>0 una filtracién de ideales de A. Entonces son equivalentes:
(i) Z = (In)n>o es una filtracién noetheriana.
(ii) A es un anillo noetheriano y R4(Z) es una A-algebra finito generada.

(iii) A es un anillo noetheriano y existen enteros positivos n,,...,n, € N tales que

L=, Inon Iy, ¥n.

1=1

(iv) A es un anillo noetheriano y existe un entero positivo k € N tal que L,; = (I;)",
vn.
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Notemos que si T es noetheriana, entonces los anillos A y G4(Z) son noetherianos.

Ejemplo 1.3.1 Sea [ un ideal de A; a la filtracién (I")n50 de A la denominaremos
filtracién I-addica de A. Si A es un anillo noetheriano entonces toda filtracién I-ddica

es noetheriana. En este caso denotamos a los anillos graduados asociados por Ra(l) y

Ga(l).

Ejemplo 1.3.2 Sea 5 = P,,5» un anillo graduado noetheriano e Z' la filtracién
de ideales de S definida por Z; = €, 5, Sm. Si S = So[as,...,a,] con a; € S, ¥y
my < ... < m, entonces Rg(Z') = @Do—l',’,t” = Solait’; 1<i<r, 0<j<m,]ypor
tanto Z' es una filtracién noetheriana. —En particular si Z es una filtracién noetheriana

de A, (D,.5n B(T)m),50 €s una filtracién noetheriana de R4(Z).

Ejemplo 1.3.3 Sean p € SpecA un ideal primo y p(™ = p"A, N A la n-potencia
simbélica de p. Z = (p™),>o define una filtracién de ideales de A en general no noet-
heriana. Si A es un anillo noetheriano sabemos que Rs(p) := R4(Z) es noetheriano si
y solo si existe un entero k£ > 1 tal que p(™*) = (p*)». En [GNi] podemos encontrar

ejemplos de filtraciones simbdlicas noetherianas y no noetherianas.

Ejemplo 1.3.4 Sean (A, m) un anillo local reducido e [ un ideal de A. Denotaremos

por I a la clausura entera de I:
T = {z € A| existen a; € I' verificando z" 4+ a;z" ' + - + a. = 0}.

En [Re2, Theorem 5.32] se demuestra que A es un anillo analiticamente no ramificado
si y solo si para todo ideal I de A existe un entero p = p(I) tal que 1™ C I""P para
todo n > 0. Asi pues, si A es un anillo local analiticamente no ramificado la filtracién

(I™)n>0 es noetheriana para todo ideal I de A. En este caso denotamos Ra(I) := R4(T)

y Ga(I) := G4(T).

Ejemplo 1.3.5 Sea I unideal de A. Ratliff y Rush en [RR] definen la siguiente clausura

de I:
I=JuHt: 1.

k>1
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Si I contiene un elemento no divisor de cero, entonces I» = I™ para n suficientemente
grande y por tanto la filtracién 7 = (ﬁ)nzo es noetheriana.
En particular, si (4, m) es un anillo local Cohen-Macaulay e I es un ideal m-primario,

entonces la filtracién de las clausuras Ratliff-Rush de las potencias de I es noetheriana.

Supongamos que (A, m) es un anillo local. Sea Z = (I,).>0 una filtracién noetheriana

de A. Entonces

(:) T = /T, para todo n > 1.
(i7) dimG4(T) =d.

(i5) dimRA(T) = {

(iv) dimR;(T)=d+1.

d+1siI; € p para algin p € Assh(A),

d en caso contrario.

donde Assh(A) = {p € Spec(A4) | dim A/p = dim A}.

Diremos que una filtracién Z = (I,)n>0 es separada si ﬂ[n = 0, y fuertamente
n>0

separada si ﬂ (K + I,) = K para cualquier ideal A" de A.
n>0

Nota 1.3.6 Por el teorema de interseccion de Krull. toda filtracién I-ddica sobre un
anillo local noetheriano es fuertemente separada. Es facil por tanto deducir que las
filtraciones noetherianas sobre anillos locales son fuertamente separadas ya quesi k € N

es tal que I,x = (Ix)™ para todo n > 0 entonces para todo ideal K de A tenemos

I+ E)C (U + K) = [({(I)"+ K) = K.

n>0 n>0 n>0

1.3.2 Filtraciones de modulos

Sea E un A-médulo. Una filtracion E = (E,),>0 de E es una cadena decreciente de
A-submédulos de E tal que Ey = E.
Sea T = (I,)n>0 una filtracién de ideales de A. Decimos que E es una filtracién

Z-compatible si I,E,, C Fnym VYn,m > 0. Sea E, = F para todo n < 0. Entonces
R(E) =, 5, Ent™ es un R4(Z) — mddulo graduado,

R*(E) = @,,cz Ent" es un R(Z) — médulo graduado,
G(E) = D50 En/En+1 es un G4(T) — médulo graduado,
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y tenemos las sucesiones exactas

0 — t'R*(E) — R(E) — G(E) —0
0 — R(E)} — R(E) — FE —0
0 — R(E)+(1) — R(E) — G(E) — 0
Diremos que E es una filtracién noetheriana si R(E)} es un R4(Z)-mé6dulo noethe-

riano. Tenemos entonces el siguiente resultado de Bishop, Petro, Ratliff y Rush que

permite caracterizar las filtraciones noetherianas.

Proposicién 1.3.7 ([BPRR, Theorem 3.8]) Sean A un anillo noetheriano, E un A-
mddulo finito generado, I = (In)n>0 una filtracion de ideales de A y E = (Ey)n>0 una

filtracion de E I-compatible. Entonces son equivalentes:

(i) R(E) es un R4(I)-mddulo finito generado.

(ii) Eziste un entero positivo m tal que E, = an_;E,- paran > 0.

=1

(iii) Eziste un entero positivo k tal que E,i; = It E, para todon > k.

(tv) G(E) es un G4(I)-modulo noetheriano y existe un entero positivo g tal que E,, C

rad(l;)"E; paran > 0.

(v) G(E) es un G4(I)-mddulo noetheriano y para todo n existe un entero positivo p(n)

tal que E,ny C rad(l,)"E;.

En particular si Z es una filtracién noetheriana entonces R(E) es un R4(Z)-médulo

noetheriano si y solamente si se verifica alguna de las condiciones equivalentes de la

Proposicién 1.3.7.

Nota 1.3.8 En [BPRR] se dice que E es una filtracién noetheriana si G(E) es un G4 (Z)-

médulo noetheriano y que es Z -buena si satisface la condicién (ii) de la Proposicién

1.3.7.

Nota 1.8.9 Sean (A, m) un anillo local noetheriano, £ un A-médulo finito generado,
T = (I.)n»o una filtracién de ideales de A y E = (Ep)n»o una filtracién de E I-

compatible. Supongamos que R(E) es un R(Z)-mddulo finito generado, entonces la
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filtracién E es fuertemente separada: en efecto, de la Proposicién 1.3.7 tenemos que
existe un entero k tal que E,x = I}~ E}, para todo n > 1. Entonces para todo submédulo
E' de E tenemos

(V(Ea+E)C (VB +E)= (I} 'Ee+E)C (YU 'E+ E) = E

n>0 n>0 n>0 n>0

por el Teorema de interseccién de Krull.

Nota 1.3.10 Si I es un ideal de A diremos que E = (En)n»0 es una filtracién I-
compatible si IE, C E,,; para todo n > 0. Entonces, una filtracién es I-compatible si
y s6lo si es {I" },>0-compatible. Notemos también que si E es una filtracién Z = (I,)n>0-

compatible, entonces es Ij-compatible.

Concluiremos esta seccién con el siguiente resultado que determina las dimensiones

de G(E), R(E) y R*(E) en funcién de la dimensién de E.

Proposicién 1.3.11 Sean (A, m) un anillo local, E un A-médulo, T una filtracién noet-
heriana de ideales de A y E una filtracion de E I-compatible. Supongamos que R(E)
es un R4(Z)-mddulo finito generado. Sea Assh(E) = {p € Min(4Ann(E)) | dimA/p =
dim E}. Entonces:

(1) dimG(E)=dimFE.
(i) dim R(E) = { d%mE +1sily P paT'a algin p € Assh(FE),
dim E en caso contrario.

(1iz) dimR*(E) =dimFE + 1.
Demostracién: Como G(E) = R*(E)/t'R*(E) y t™! es un elemento regular en R*(E)
contenido en el dnico ideal maximal homogéneo de R4(Z) es suficiente probar (i7) y (i17).

Por otra parte, AnnR(E) = @,50(/n N AnnE)t" y AnnR*(E) = @, 5(In N

AnnE)t": sia € I, N AnnE e y = bt™ es un elemento homogéneo de R(E), enton-
ces (at™)(bt™) = 0. Reciprocamente, sea ¢ = at™ € AnnR(E); entonces, si y es cualquier
elemento de E tenemos 0 = z(yt°) = (at™)(yt°) = ayt™ y por tanto ¢ € AnnE. De
forma andloga se demuestra el resultado para R*(E).

Entonces dim R(E) = dim R4(Z)/AnnR(E) = dimP,5, [»/l» N AnnE. Por lo

tanto, la dimensién de R(E) coincide con la dimensién del anillo de Rees asociado a una
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filtracién noetheriana de ideales del anillo A/AnnE para el cual su dimensién es conocida

y coincide con la del enunciado. Andlogamente obtenemos el resultado correspondiente
para R*(E). O

1.4 E] médulo canonico

Sea S un anillo graduado noetheriano sobre un anillo local (Sg, mg) de dimensién d.

Se dice que una extensién M C N de S-médulos graduados es esencial en M"(S) si %
para todo submédulo graduado 0 # L C N se tiene LN M # 0. Si ademds, M # N,
se dice que M C N es una extensién esencial propia en M"*(S). Como en el caso no
graduado, se tiene que un S-mddulo graduado es inyectivo si y solamente si no admite
extensiones esenciales propias en M"(S) y que todo S-médulo graduado M tiene una
tnica (salvo isomorfismos) envolvente inyectiva en M"(S) que denotaremos por Es(M).
En general, la envolvente inyectiva de M en M"(S) no es la envolvente inyectiva de M
como S-médulo.

Si S; es completo se define el médulo canénico de S como K := Homg(H%,(S), E),
donde E := Es(S/M) es la envolvente inyectiva de S/M en M"(S). Si Sy no es
completo se dice que Ks es un médulo canénico de S si Ks ®sg, S = Ix”s®$0§;, donde
So es la completacién mg-ddica de Sp.

Si S tiene médulo candnico K, éste es un S-médulo graduado finito generado y

unico salvo isomorsfismos. Ademas
a(S) = —min{n | [Ks]. # 0}.
Una de las principales herramientas en el estudio de los mddulos candnicos es el

siguiente resultado conocido como teorema de dualidad local:

Supongamos que So es completo. Entonces S es Cohen-Macaulay si y solamente

si para todo S-mddulo graduado finito generado M tenemos isomorfismos naturales en
MA(S)
Homg(H;,(M), E) = Exts (M, Ks)

para todo .
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El anterior resultado permite demostrar, por ejemplo, que si S es Cohen-Macaulay,
entonces K5 es un S-médulo graduado Cohen-Macaulay con depthKs = dim S y que
Ks tiene dimensién inyectiva finita en M"(S).

Sean (A, m) un anillo local e Z una filtracién noetheriana de ideales de A. Si A es
Cohen-Macaulay y A tiene médulo canénico, entonces los anillos R4(Z) y G4(Z) también
tienen médulo canénico. Supongamos que ht (/;) > 0. En el siguiente resultado, Trung,
Viet y Zarzuela [TVZ] muestran la relacién existente entre los médulos candnicos de

R4(Z) y Ga(Z) en términos de una filtracion del médulo canénico de A.

Teorema 1.4.1 [TVZ, Theorem 1.2] Supongamos que R4(Z) es Cohen-Macaulay. En-

tonces existe una filtracion K = (K, )n>o0 de K4 tal que

Kry1) 2 Dnyy Kn = R(K)4
Kga@ 2 Pnyy Kn-1/Kn = GK)(-1).

La filtracién K es Z-compatible y noetheriana. Notemos que en general Kp,(z)
depende de K, con n > 1 y en cambio K¢, (1) depende de toda la filtracién K. Si
Ko = K, entonces Kg, (1) y K¢, (1) pueden considerarse respectivamente como el médulo

de Rees y el médulo graduado asociados a una filtracién de K.

1.5 Reducciones

1.5.1 Reduccién de un ideal

Sean A un anillo noetheriano e I un ideal de A.

Diremos que un ideal J C I es una reduccién de I si existe un entero n € N tal que
I™ = JI™; es decir, si R4(I) es un R4(J)-mddulo finito generado. Se define entonces
el ndmero de reduccién de [ respecto J como ry(I) = min{n | I"*! = JI"}. Si T denota
la clausura entera del ideal I, se demuestra que J es reduccién de [ si y solamente si
J = 1T. Decimos que J C I es una reduccién minimal de I si para todo J' C J reduccién

de I entonces J' = J.

Supongamos que (A, m) es un anillo local. En este caso se demuestra que todo ideal [

de A tiene una reduccién minimal. De hecho puede verse que si J’ C I es una reduccién
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de [ existe J C I reduccién minimal de I con J C J'. Se define entonces el niimero de
reduccién de I como 7(I) = min{rs(I) | Jes reduccién minimal de I}. Sean I un ideal
de Ay J una reduccién minimal de I. Sea L un ideal de A de manera que J C L C I.

Entonces todo sistema minimal de generadores de J puede completarse a un sistema

minimal de generadores de L.
Decimos que z,...,Zn es una familia analiticamente independiente en [ si pa-

ra todo polinomio homogéneo f(Xi,...,X,) € A[Xi,...,X,] de grado m tal que
f(z1,...,2,) € mI™ entonces todos los coeficients de f estan en m. Sea Fyn(I) =*
B,so ["/mI" = Rs(I)/mR4(I) = Ga(I)/mG4(I) el cono de la fibra de I. Defi-

nimos la dispersién analitica de I como s(I) = dim Fn(I). Si a € I denotaremos
a® € I/mI < Fy(I).

Supongamos que A tiene cuerpo residual infinito. Sean [ un ideal de A, J C [

una reduccién de [ y zi,...,Z, un sistema minimal de generadores de J. Entonces son

equivalentes:
(i) J es reduccién minimal de I.
(ii) 29,...,2° es un sistema de pardmetros de Fi([).
(ii) z1,...,z, es una familia analiticamente independiente en /.
(iv) n = s(I).
Si p(I) denota el minimo nimero de generadores de I tenemos
ht (1) < (1) < (1),

En [HH1] se define la desviacién analitica de I como la diferencia ad(f) = s(I) —
ht (I). Decimos que un ideal es equimdltiple si s(1) = ht (I); es decir, si tiene desviacién

analitica 0. (Ver [HIO] para mas informacién sobre estos ideales.)

1.5.2 Reduccién de una filtracién

Sea A un anillo noetheriano. Okon y Ratliff [OR] extienden la nocién de reduccién

y reduccién minimal de un ideal al caso de filtraciones. Sean J = (Jn)n30 € Z = (In)n>o0
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filtraciones de ideales de A. Se dice que J es una reduccién de 7 si: J, C I, para todo
n > 0, y existe un entero positivo m tal que [, = I,-1J1+- - -+ I,_mJm para todo n >> 0.
Una reduccién de Z se llama minimal si no contiene propiamente ninguna reduccién de
Z. En [OR] se demuestra que no existen reducciones minimales para ninguna filtracién.

No obstante, si nos restringimos a un cierto tipo de "buenas” filtraciones tendremos
la existencia de "buenas” reducciones minimales. Sea [ un ideal de A. Una filtracién
T = (In)n>o de ideales de A se denomina I-filtracién buena si I, C I,y para todo
n>0e l,4, = I, para todo n > 0. 7 se denomina filtracién buena si es una I-
filtracién buena para algun ideal I de A. Se deduce facilmente que Z es una filtracién
buena si y solo si es una [}-filtracién buena. Es inmediato que toda filtracién buena es
noetheriana. Es muy util también la siguiente caracterizacion de las filtraciones buenas:
7 es una [-filtracion buena si y solo si I], C I,,;; para todo n > 0 y existe un entero r
tal que I, C I"™" (ver [Bo, Corollary II1.3.1.4]).

Ejemplos 1.5.1 (i) Si I es un ideal de A, la filtracién I-adica es buena.

(i) Sean (A, m) un anillo local reducido e I un ideal de A. Sea Z = (I*),50 la
filtracién definida por las clausuras enteras de las potencias de /. Entonces A es un
anillo analiticamente no ramificado si y solo si la filtracién 7 = (F)n20 es buena para
todo [ ideal de A.

(iii) Sea I un ideal de A conteniendo un elemento regular. Sea 7 = (ﬁ‘)nzo la
filtracién definida por las clausuras de Ratliff-Rush de las potencias de I. Entonces,
= (f")ngo es una /-filtracién buena.

(iv) Blancafort [Bl] y Hoa [Ho] extienden la nocién de clausura de Ratliff-Rush de
ideales a filtraciones buenas: si Z = (/)n>0 es una filtracién buena de ideales de A la
clausura de Ratliff-Rush de Z es la filtracién Z = (j;z)nzo, donde EI denota la clausura

de Ratliff-Rush de I, respecto Z y esta definida por

ELI = U(In+k cAy) = U(In+k : If)

k>1 k>1

Si I contiene un elemento regular, entonces Z es una filtracién buena de ideales de A

que coincide en el caso adico con la definicién habitual.
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Supongamos que (A4, m) es un anillo local con cuerpo residual infinito.

Sean J, Z filtraciones de ideales de A. Supongamos que Z es una filtracién buena.
Decimos que J es una reduccién buena de Z si es una filtracién buena y es reduccién
de Z. Supongamos que J es una reduccién buena de Z. Decimos que es una reduccién
minimal de Z (buena) si no esta propiamente contenida en ninguna otra reduccién buena
de Z. Contrariamente al caso general, tenemos ahora el siguiente resultado que prueba

que toda filtracion buena admite una reduccién minimal.

Proposicién 1.5.2 [HZ, Proposition 2.6] J es una reduccion minimal de una filtracién

buena I si y solamente si J = (J™)n>0, donde J es una reduccién minimal de I;. En

particular, ezisten reducciones minimales de I.

Sea Fiu(T) := @, 5 In/mIy, €l cono de la fibra de Z. Anilogamente al caso 4dico
se define la dispersién analitica de Z como $(Z) =dim Fn(Z). El siguiente resultado
permite ver que la nocion de reduccion minimal de filtraciones buenas coincide con

la nocién bésica de reduccién minimal de ideales. Si a € I;, denotaremos por a° €

Il/mll — Fm(I)

Proposicién 1.5.3 [HZ, Lema 2.8] Sean I una [-filtracién buena y ay,...,a, € I;.

Entonces, son equivalentes:

(i) ai,...,as es un sistema minimal de generadores de una reduccion minimal de I;.

(ii) a%,...,a° es un sistema de pardmetros de Fu(T).

En particular s(I) = s(I1) = s(1).

Si 7 es una filtracién buena y J es una reduccion de Z, se define el nimero de
reduccién de Z respecto J como ry(Z) = min{n | Im41 = JI,, para todo m > n}, y el
nimero de reduccién de Z como r(Z) = min{r;(Z) | J reduccién minimalde T}. Si Z

es [-4dica entonces r(Z) = r(I).

Nota 1.5.4 SiZ = (I,)n>0 es una filtracién buena de A con r(Z) < 1, entonces 7 es una
filtracién 4dica; de hecho Z = {I}}n30 con r(Z) = r(l;). Sea J una reduccién minimal
deZconr(Z) =ry(Z). Sir(Z) =1, Inys = JI, VYn >1yentonces [y = J*I; C I*H,
luego tenemos la igualdad. Sir(Z) =0, Ly =JI, Vn2>0y I ={J"}.>0.
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Notemos también que en general r(Z) y r(I;) no tienen relacién alguna como veremos

por ejemplo en el Capitulo 5, Ejemplo 5.2.13.

1.6 Algunos resultados conocidos sobre la profundi-

dad de los anillos blowup

Sea (A, m) un anillo local e Z = (I,)n>0 una filtracién noetheriana de A. Para todo
elemento z € A no nulo podemos considerar el entero v(z) tal que € Iy \ Ly(z)41-

Notemos que para z,y € A tenemos:

(i) v(z) es finito ya que la filtracién es fuertemente separada como observamos en la
Nota 1.3.6.

(ii) v(zy) 2 v(z) + v(y)-
(il) v(z + y) > min{v(z),v(y)}, ¥ si v(z) # v(y) tenemos la igualdad.

~ Denotaremos entonces por z* a la clase de z en Iy [Tyey+1 = G4(Z), y diremos
que z* es la forma inicial de z en G4(T).
Sea K un ideal de Ay K™ el ideal de G4(Z) generado por las formas iniciales de

todos los elementos de K. Si K = (ay,...,a,), en general los ideales K* y (aj,...,a;

no coinciden. De hecho para todo n > 0 tenemos
(a1, ver@)s = (T O @1y, 00) + Tasa) o, ¥ (1.1)
(af,... a5 )n =2 iy (Inep@i + Iny1)/Ins1, para todo n > 0. (1.2)

donde p; = v(a;) parai=1,...,7.

El siguiente lema caracteriza cuando ambos ideales coinciden.

Lema 1.6.1 Sean (A,m) un anillo local, T = (I,),>0 una filtracidn noetheriana de
ideales de A y K un ideal de A. Si K = (ay,...,a,), entonces

K" =(a},..,a)) & LNK =Y I ,a,Yn>1,

=1

donde p; := v(a;).
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Demostracién: Supongamos I, N K =3.._, I,_p.a;, Vn > 1. Entonces por las expre-

siones (1.1) y (1.2) es inmediato que K* = (aj,...,a).
Reciprocamente, supongamos K™ = (a},...,a}). Entonces tenemos inclusiones K N
I, € Y In—p;ai+ Inyy para todo n. Por tanto, KNI, =Y., In—pa;+ KNI,y para

todo n, luego K NI, = thI (Xim1 fnmpiti + K N Lnye) C ntzl (2=t In-piti + Inge) =
> iy In-p;a; por ser Z fuertemente separada. O

i=1
El siguiente resultado es una generalizacién al caso de filtraciones noetherianas del
conocido criterio de Valabrega-Valla [VV]. Este criterio nos dice cuando una familia de
formas iniciales del anillo G4(Z) es una sucesién regular. La demostracién que daremos
sigue esencialmente la misma linea que la original de [VV] y utiliza reiteradamente la

propiedad de que toda filtracién noetheriana es fuertemente separada.

Proposicién 1.6.2 Sean (A, m) un anillo local e T = (I,)n>0 una filtracion noetheriana

de ideales de A. Si z1,...,z. son elementos de A, entonces son equivalentes:
. * * e
(i) z3,...,2% es una sucesion G 4(ZI)-regular.
(ii) z1,...,z, es una sucesion A-reqular e I, N (zy,...,2,) = Y ., In_p,z; para todo
n>1,

donde p; := v(z;).

Demostracién: (1) = (i1) Supongamos que zJ,...,z; es una G(I)-sucesién regular y
sea J = (z1,...,2,). Para ver la igualdad I, N J =} 7_, In_p,zi, Vn > 1 procederemos
por induccién sobre r.

Supongamos que r = 1. Sea z € A tal que z* es regular en G(Z). Entonces tenemos
la igualdad de ideales (z)* = (z*). En efecto, si a € A es un elemento no nulo, entonces
a*z* # 0 y por tanto (az)* = a*z* € (¢*). Aplicando el Lema 1.6.1 tenemos el resultado
en este caso. Supongamos r > 1y sea @ € (z1,...,2,) N I,. Entonces a = = + yz,
con z € (z1,...,%,-1) € y € A. Podemos suponer que a € (21,...,%,-1). Sea entonces
t := max{m | a € (z1,...,2Zr-1) + - Im} (¢ es finito ya que Z es fuertemente separada).
Asi pues yz, € (I, + (21,...,%r-1)) N Li4p,. Supongamos que ¢ 4+ p, < n; entonces
Yz, € Lppoi1 +(21,- -+, Tr=1) N I14p, y por tanto (yz.)* € (z1,...,2,-1)*. Por otra parte

y*z: = (yz,)* por ser z, regular en G(I),y (z1,...,%,-1) = (27,...,2;_;) por hipétesis
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de induccién y el Lema 1.6.1. Entonces y* € (27,...,2;_,) . Asiy € (z1,...,2,—1) N
I; + L4, y consecuentemente a € (zy,...,%,~1) + . I¢41 contradiciendo la eleccién de
y. Por lo tanto ¢ + p, > n. Entonces a = z + yz, € ((z1,...,2r-1) + 21 Jp—p,) N I, C
(LN (21, ey Zre1)) + 2o Dnep, = Soisy Inepi i 4 2, Ip, por hipétesis de induccién.

Veamos ahora que la sucesién zi,...,. es regular. Sea a € (z1,...,%;-1) @ ;
con v(a) = n; entonces (az;)* = a*z} € (z1,...,%;-1)" = (z},...,2_;). Luego a* €
(23,...,27_;) y por tanto a € ((z1,...,2Zi-1) + Lny1) N ((z1,...,2i-1) : z;). Entonces
a=z+yconz € (z1,...,%-1) €Y € Iny1. Por tanto y € ((z1,...,zi=1) : i) N Iny1.
Repitiendo el argumento sucesivamente y utilizando una vez mas que Z es fuertemente
separada obtenemos a € (V,5o((Z1,- -+, Zic1) + Lnyt) = (21, -, Tiz1)-

(11) = (i) Veamos prirr:ero las igualdades I, N (z1,...,2;) = YS._, In_p.i, para
j=1,...,r. Procediendo por recurrencia es suficiente demostrar el caso j = r — 1. Sea
a € LN (z1,-..,2r-1) € LN (21,...,2,) = >y [nop,z;. Por tanto a = 5.°_, biz;
con b; € Iy_p, 1 = 1,...,r. Asi, bz, € (21,...,2,-1) N [o—p, y por tanto b, €
(z1,...,2Zr—1) NI, por ser zi,...,z, una A-sucesion regular. Obtenemos asi la inclu-
sién I, N (z1,...,2r—1) C Z:;ll Li—pzi+ (21, -y 2r—1) N Inp, )z,. Sip, =0 obtenemos
el resultado aplicando el lema de Nakayama. Si p, > 0, podemos aplicar induccién sobre
n para obtener el resultado.

Veamos ahora que z7,...,2; es una G(Z)-sucesién regular. Sea a € A tal que
a*z} € (z3,...,2;_,) con v(a) = n, entonces az; € (z1,...,%i—1) + Insp 1. Escribiendo
az; =z +bcon z € (z1,...,2i~1) ¥ b € Ih4p;4+1 Obtenemos que b = Z;zl bjz; con b; €
Intpiti-p,- Asi,a=b; € (z1,...,2i1) 12y = (21,...,%im1) ya € (1., .. TN +1,44

y por lo tanto ¢” € (z3,...,2;_). O

Sea z € A. Denotaremos por Z/z a la filtracién de ideales de A 11} definida por

(In + (2)/(z))n30. El resultado anterior permite demostrar facilmente lo siguiente:

Corolario 1.6.3 Sean (A, m) un anillo local, T = (I)n30 una filtracion noetheriana

de A yz1,...,z, elementos de A. Supongamos que z3,...,z> es una sucesion Ga(I)-
Yy, b 1 ’

r

regular. Entonces:

Gajizren)(T/ (2151 -5 20)) 2 Ga(T) (27, - -, 27)G (D)

Determinar cuando el anillo de Rees de una filtracién es Cohen-Macaulay es un pro-
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blema dificil en general. Un resultado satisfactorio en este sentido es la caracterizacién
de la propiedad Cohen-Macaulay del anillo de Rees en términos de la cohomologia local
del anillo graduado asociado. La versién que presentamos aqui es de Viet [Vi] y gene-

raliza al caso de filtraciones noetherianas un resultado previo de Ikeda y Trung [TI] en

el caso adico.

Proposicién 1.6.4 [Vi, Theorem 1.1] Sean (A,m) un anillo local de dimensidn d e
Z = (In)npo una filtracidn noetheriana de A con dimR(Z) = d + 1. Entonces

[Hi(Ga(T)]. =0sin#~-1,i=0,...,d - 1.

R4(Z)es Cohen-Macavlay <
[Hi (Ga(Z))], =0 sin > 0.

En este caso, Hy (Ga(Z)) = HL(A) parai=0,...,d—1.
En particular, si A es un anillo Cohen-Macaulay se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 1.6.5 [Vi, Corollary 2.1] Sean (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay de
dimensidn d e T = (I;)n>0 una filtracion noetheriana de A con dimR(I) = d + 1.
Entonces Ra(Z) es Cohen-Macaulay si y solo si G 4(T) es Cohen-Macaulay y a(G4(T)) <
0.

Es por tanto interesante para el estudio de la propiedad Cohen-Macaulay del anillo
de Rees poseer informacién sobre el a-invariante del anillo graduado asociado. En el

caso de filtraciones I-adicas se tienen resultados que relacionan el a-invariante con el

nimero de reduccion de 1.
En [HZ] se demuestran para filtraciones buenas las siguientes acotaciones para el

nimero de reduccién (ver [Trl] para el caso de filtraciones adicas)
a(CA(T)1, Ga(2)) +s(Z) < r(T) < reg(GA(T)).

Si T es una filtracién buena y p es un ideal primo de A, la sucesién de ideales
definida por (Z, ® Ap),5, de Ap es una filtracién buena de A, que denotaremos Zp.
Entonces G4,(Zp) = G’,;(I) ® Ap ¥y Ra,(Zp) = Ra(Z) ® Ap. Si I es un ideal de A
denotaremos V(I) = {p € Spec(A) | p 2 I}. Las anteriores acotaciones de r(Z) nos

* permiten demostrar el siguiente resultado utilizando las mismas técnicas que Ulrich en

[U11]. (Ver también [AHT] y [JK].)
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Teorema 1.6.6 Sean (A,m) un anillo local ¢ T = (I,)n3o una filtracion buena de A
con dispersion analitica s y nimero de reduccion r. Sea A(L) = {p € V() | s(Z,) =
ht (p)}, y supongamos que G(I) es Cohen-Macaulay. Sea J una reduccion minimal de
Z. Entonces

a(Ga(Z)) =max{r(Z,)~-s(D) | p € AL}
= max { max{r(Z;) — s(Z,) | p € A(L1),s(Z,) < s}, r— 3}
= max{r(Zy) - s(Zp) | p € V([)}.

Ademads,
r <ri(T) < reg(GA(D)) < a(CA(D)) + 5.

Nota 1.6.7 Notemos que si a(G4(Z)) = r—s entonces r;(Z) no depende de la reduccién

minimal J de I;.

Definicién 1.6.8 Decimos que una filtracion buena I = (I,).>0 es equimultiple si I,

es un ideal equimultiple, es decir si ht (I1) = s(I).

- Utilizando la Proposicién 1.6.4 y el Teorema 1.6.6 podemos recuperar algunos resul-

tados conocidos cuando I; es un ideal con desviacion analitica pequefia.

Corolario 1.6.9 [HZ] Sea T una filtracion buena equimuiltiple. Supongamos que G4(ZT)
es Cohen-Macaulay. Entonces a(Ga(Z)) = r(Z)—s(Z) yr(Z) no depende de la reduccion

minimal J de I.

Corolario 1.6.10 [HZ, Corollary 3.11] Sea T una filtracion buena equimailtiple. Supon-
gamos que A es Cohen-Macaulay y que ht (I;) > 0. Entonces Ra(Z) es Cohen-Macaulay
st y solo si G4(I) es Cohen-Macaulay y r(Z) < ht (I;).

Diremos que [ es un ideal genéricamente interseccién completa si u(Il,) = ht(I)
para todo p € Min(A/I). Si I es un ideal genéricamente interseccién completa con
desviacién analitica uno, el Teorema 1.6.6 nos permite determinar el a-invariante del
anillo graduado asociado a la filtracién /-ddica de A. Recuperamos asi los resultados
obtenidos por Ribbe en [Ri] para ideales con nimero de reduccién cero y de Goto-

Huckaba en [GH] para ideales con nimero de reduccién positivo.
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Corolario 1.6.11 Sea I un de A ideal genericamente interseccion completa con ad(I) =

1. Supongamos que G4(I) es Cohen-Macaulay. Entonces
a(Ga(I)) = max{-ht (I),r(I) — ht (I) — 1}.

En particular, a(G4(I)) = =ht (I) sir(I) =0 ya(Ga(I)) =r(I)=ht([)-1sir(l) > 1.

En este iltimo caso, rj(I) = r(I) para cualquier reduccion minimal J de I.

Corolario 1.6.12 Sea I un ideal de A genericamente interseccion completa con ad(l) ="
1 yht(I) > 0. Supongamos que A es Cohen-Macaulay. Entonces R4(I) es Cohen-
Macaulay si y solo si G4(I) es Cohen-Macaulay y r(I) < ht (I).



Capitulo 2

Relacion entre las profundidades del
anillo de formas y del algebra de

Rees

2.1 Introduccién

Sean (A, m) un anillo local noetheriano de dimensién d, Z una filtracién noetheriana
de ideales de A, £ un A-médulo y E una filtracién de E Z-compatible. Consideremos
los anillos Ra(Z), Ga(Z) y sus respectivos médulos R(E) y G(E). Sea J un ideal
homogéneo de R4(Z). El objetivo de este capitulo es relacionar los grados depth ;4 F,
depth;(R(E)) y depth;(G(E)).

Nuestro principal resultado, el Teorema 2.3.1, asi como su demostracién, estan ins-
pirados en los trabajos de [T}, [HM1] y [Ma]. El teorema se obtiene relacionando los
médulos de cohomologia local de E, R(E) y G(E). Uno de los puntos claves para su
demostracién es la aplicacién de la Proposicién 2.2.5 que determina los valores de i para
los cuales los médulos H3(R(E)) y H5(G(E)) son finitamente graduados.

La Seccién 2.2 estd dedicada a la finita graduacién de los médulos de cohomologia
local con el propésito de demostrar la Proposicién 2.2.5.

En la Seccién 2.3 ofrecemos la demostracion del Teorema 2.3.1. La aplicacién de este

resultado en las Secciones 2.4 y 2.5 nos permite determinar la profundidad del médulo

23
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canénico de G4(Z) en funcién de la profundidad del médulo canénico de A (Proposicién
2.4.4) y relacionar la condicién de Serre de los médulos R(E) y G(E) (Proposicién 2.5.1).

En este capitulo recuperamos los resultados de [Co].

2.2 Finita graduacién de los mdédulos de cohomo-
logia local

Sea § = ), 5o S» un anillo noetheriano, graduado positivamente. Recordemos que
un S-modulo gr;duado N = D,z N» se dice que es finitamente graduado si N, = 0
para todo n excepto un numero finito. Sea J un ideal homogéneo de S.

En general, es dificil determinar para que enteros i € Z los médulos de H%(N) son

finitamente graduados. La siguiente nota puede encontrarse demostrada en [Ma, Seccién
2].
Nota 2.2.1 (i) N S-finitamente graduado => S; C vV AnnsN. Ademads, si N es S-finito

generado vale el reciproco.
(i) N S-finitamente graduado = H%(N) finitamente graduado Vi. Ademas, si Sy es

un anillo local y N es S-finito generado vale el reciproco.

Definimos entonces los siguientes invariantes:

97(N) = sup{k € Z tal que H(N)esfinitamentegraduado Vi < k},
tj(N) = sup{k € Z talque S; C v/AnnsH4(N) Vi < k}.
Notemos que depth; N < gs(N).
Faltings en [Fa, Satz 1] prueba el resultado siguiente:

supongamos que S un anillo noetheriano imagen homomorfa de un anillo regular.

Sean J, K ideales de S y N un S-mdédulo finito generado. Entonces

sup{k € Z tal que K C 1/AnngH{(N) Vi< k} =

min {depth N,, + ht (¢/p)}.
p,q € SpecS

Kgp
J+pCyq
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En [Ma] Marley prueba que si S, Ky N son graduados en la férmula anterior es
suficiente considerar los ideales primos homogéneos de S y que g;(N) = ¢;(N) (igualdad
probada por Ikeda y Trung en [TI] cuando So es local y J es el ideal maximal homogéneo
de S). Agrupamos estos resultados en el siguiente lema (ver [Ma, Section 2] para su

demostracién). Denotamos HSpec S el conjunto de ideales primos homogéneos de S.

Lema 2.2.2 Sea S un anillo noetheriano positivamente graduado, imagen homomorfa
de un anillo regular y J un ideal homogéneo de S. Sea N un S-mddulo finito generado.

Entonces:

g (N)=1t;(N) = min {depth N, + ht (¢/p)}.
p,q € HSpecS

S+ Lp
J+pCyq

Nota 2.2.3 S5i S es catenarioy p; C p; C ¢ son ideales primos de S entonces depth S, +
ht (¢/p1) > depth S, 4+ ht (¢/p2). Observemos pués que para el cdlculo de g;(N) es sufi-
ciente considerar los ideales primos maximales del conjunto de ideales que no contienen

S,.

A partir de ahora en toda esta seccién (A, m) es un anillo local noetheriano, F un
A-médulo, T = ([)n>0 una filtracién de ideales A, E = (E,),>0 una filtracién de £ Z-
compatible y J un ideal homogéneo de R4(T). Denotaremos R := R4(Z), G := G 4(T),
el:= Ry(Z)+(1) = Pp5p Int1t™

Como G4(Z) = R4(Z)/1, el Lema 2.2.2 nos permite relacionar g;(R(E)) y g;(G(E)).

Ademas, el siguiente lema nos sera muy util para tal fin.

Lema 2.2.4 Sea P € SpecR(Z) tal que Ra(Z)y € P. Sea I = R4(Z)+(1). Suponga-
mos que I C P y sea @ = P/1 € SpecG4(Z). Entonces

depthR(E)p = depthG(E)Q + 1.

Demostracién: Sea z € I un elemento homogéneo de R tal que zt ¢ P (tal ele-
mento existe ya que Ry € P e It = R,). Veamos que zR(E)p = R(E)4(1)p. No-

temos que es suficiente demostrar la inclusién R(E);(1)p C zR(E)p. Sea y € E, 1,
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“entonces ¥~ = xy%:l con yt"*! € R(E) y la inclusién es ahora inmediata. Por lo
tanto G(E)q = (R(E)/R(E)+(1))g = R(E)p/R(E)+(1)p = R(E)p/zR(E)p. Aho-
ra es suficiente demostrar que ¢ ¢ Z(R(E)p). Supongamos lo contrario: entonces
z € ¢ =(0:p f) para algin primo asociado gde R, ¢ C P. Asi, (zt)f =0y zt€qC P

contradiciendo la eleccién de z. O

Proposicién 2.2.5 Supongamos que (A,m) es imagen homomorfa de un anillo local
reqular. Sea I una filtracion noetheriana de A. Supongamos que R(E) es un Ra(Z)-
mddulo finito generado. Sea I = R4(Z);(1). Si J 21 es un ideal homogéneo de R4(T)

entonces:

9;(R(E)) = g;(G(E)) + 1.

Demostraciéon: Observemos que R y G son imagen homomorfa de un anillo regular
por serlo A. Por lo tanto podremos aplicar el Lema 2.2.2.

Veamos primero la desigualdad g;(R(E)) < gs(G(E)) + 1: para ello podemos supo-
ner g;(G(E)) < co. Entonces g;(G(E)) = depth G(E), + ht (¢/p) para ciertos p,q €
HSpec R donde p 2 Ry y ¢ O J + p. Por el Lema 2.2.4 tenemos entonces

97(R(E)) < depth R(E), + ht (¢/p) = depth G(E), + 1 + h(q/p) = g;(G(E)) + 1.

Para la desigualdad ¢;{G(E)) < gs(R(E)) — 1 podemos de nuevo suponer que
g7(R(E)) es finito. Entonces g;(R(E)) = depth R(E), + ht (¢/p) para ciertos p,q €
HSpecR con p 2 Ry, q 2 J + p. Vamos a ver que existe p’ € HSpecR tal que
Lp)CpP Cqy R LY.

Esto es inmediato si By € ¢. Si Ry C ¢ localizando en qo = ¢ N A podemos
suponer que o = m y que g es el ideal maximal homogéneo de R. En tal caso, si
R, C p' para todo ideal primo homogéneo p’ D (I,p) tendriamos que Ry C +/(I,p).

Asi, (R4)™ C (I, p) para cierto entero no. Por ser R noetheriano existe un entero & tal

que
I, = > I I
a1 +2ag+-+kag=n
para todo n > 1. Consideremos la funcién ai(n) (introducida por Viet en [Vi]) definida

cOmo

ak(n) = min ay+ -+ a.
a1 +2a04--+kar=n
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En el posterior Lema 2.2.6 veremos que existe un entero K € Z tal que ax(n) > ng para
todo n > K. Por lo tanto I --- I7*"™ C (Lit,- - -, Ltk)ort=+ex C (Lt -+, [itF)*") C
(R C (Ry)™ e I,t" C (Ry)™ C (I,p)Vn > K. Asi, I, = Iy + pn para todo
n > K, donde p, es la n-ésima componente del ideal primo homogéneo p.

Por otro lado, como Ry ¢ p existe 1 < j < k tal que I;¥7 € p. Pero pny t*(Lit}) =
Prs1t"T1(1;4971) C p, que implica pny; C p, para todo n ya que p es primo. Entonces
In=pn+ g1 = pn + Inta = (o1 (Pn + Intm) = pn Vo > K luego (R.,.)K C p. Como
p es primo esto implica que R, (;_'_p contradiciendo la hipdtesis sobre p.

Sea ahora @ = p’/I. Como R es catenario, podemos aplicar la Nota 2.2.3 obteniendo
9s(R(E)) = depth R(E), + ht (q/p) = depth R(E), + ht(¢/p’) = depth G(E)g + 1 +
ht (¢/p’) > 9s(G(E)) + 1 por el Lema 2.2.4. O

Acabaremos esta seccidén con la prueba del lema técnico anunciado como Lema 2.2.6.
Su utilizacién en la demostracién de la Proposicién 2.2.5 supone un ejemplo de como
las demostraciones de resultados sobre filtraciones adicas pueden adaptarse (no trivial-

mente) al caso general.
Lema 2.2.6 Sea k un entero positive. Definimos para todon > 0

ag(n) = min ay+ -+ ap. a; €N
a1+2az2+-+ka=n

Sing > 0, existe K tal que ag(n) > ng para todon > k.

Demostracién: Notemos que ax(n) > 1 ¥n, k. Vamos a ver que

r si n=rk
ag(n) = { ,

r+1 si n=rk+s con0<s<k.

Entonces, tomando K > k(ng — 1) + 1 obtenemos el resultado.

Por definicién a;(n) = n para todon, ysin =1,...,k entonces ax(n) = 1 para todo
k. Supongamos n >k > 1. Sin =rky ai,...,ax es una familia de enteros positivos tal
que a; + 2a; + - - - + kay = rk debemos probar que a; + az + - - - + ax > r. Supongamos
primero que a; # 0. Entonces ay +2a3 + -+ + (k — 1)ar—y = k(r — a) < kr = n con
0 < r — a; < r. Por induccién sobre r obtenemos a; + az + -+ + ax_1 > r — ar y por
tantoay +ax+---+ar 2.
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Siar =0, sea k' = max{s | a; # 0} < k. Entonces a; + 2a; + - -- + k'ap = n y por
induccién sobre k obtenemos
n

k/

| >[2]=r,

art+az+---tar=a1+a+ - +ap > ap(n) > |

Pon

donde [ ] denota la parte entera.

Supongamos ahora que n = rk+scon 0 < s < k y sea ay,...,a; una familia de
enteros positivos tal que a; +2a3+- - -+kar = rk+s. Debemos probar que a; +as+---+
ar > r+1. Siar # 0entonces a; +2a+ -+ (k—1l)ar-1 = k(r—ax) +s < kr+s=n
con 0 < r — a; < r y por induccién sobre r obtenemos a; +az+ -+ ar-1 > r—ap+1,
luego a; +as+---+ax > r+1.

Si ax = 0, sea k' como antes. Entonces, a; + 2a2 + -+ + k'ap = n y por induccién
sobre k tenemos

r! sin=1rk
aptar+-cta=a+-Fapopn)=9 r+1 sin=1rk+s
con 0 <s' <k

Es facil probar que en ambos casos ap(n) > r+1. O

2.3 Formulas para los grados

Sean (A, m) un anillo local noetheriano de dimensién d, Z una filtracién de ideales
de Ay E un A-méddulo. El siguiente resultado relaciona los grados de un ideal de R(Z)

en E y los médulos blowup asociados a una filtracién de £ Z-compatible. Consideremos

R=Ra(I),G=Ga(T) eI = R.(1).

Teorema 2.3.1 Sean (A,m) un anillo local, T una filiracion noetheriana de A y J
un tdeal homogéneo de Ra(T) conteniendo Ra(Z)+(1). Sea E un A-mddulo y E una
filtracion de E Z- compatible. Supongamos que R(E) es R4(Z) finito generado. Entonces

(i) depth; G(E) < depth; R(E).

(i) depth; G(E) < depth;ns E, y
si depth; G(E) < depthjny E entonces depth; R(E) = depth; G(E) + 1.
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Demostracién: Tomando la completacién m-4dica de A podemos suponer que A es
imagen homomorfa de un anillo local regular (ver las Secciones 1.1 y 1.2).

Consideremos las sucesiones exactas de R-modulos graduados

0 — R(E); — R(E) = E — 0 (2.1)
0 — R(E),(1) = R(E) — G(E) = 0 (2.2)

y sean g = depth; G(E), r = depth;R(E), s = depth;~4 E.
De las sucesiones exactas (2.1) y (2.2) obtenemos las sucesiones exactas largas de

cohomologia local

-+ = Hj(R(E).) = Hj(R(E)) = Hy(E) = H7(R(E)4) = -+ (2.3)
w = Hj(R(E).(1)) = H;(R(E)) — H;(G(E)) —» H'(R(E)+(1)) = -~ (2.4)

y tomando la componente de grado n tenemos las sucesiones exactas

v = Hy(R(E)4)n = Hy(R(E))w = Hy(E)n = Hy" (R(E)4)n — -+ (2.3)

-+ = Hy(R(E)4)n41 = H3(R(E))n = Hy(G(E))n = HF ' (R(E)4)ns1 = -+ (2.6)

Es facil ver que H(E) = Hj~4(E). En particular, H%(E), = 0 para todo n # 0.
Obtenemos asi de (2.5) isomorfismos HY(R(E)4), = Hy(R(E)), para todoiyn # 0y
de (2.6) isomorfismos H(R(E)1)n+1 = H5(R(E)), para todo i < ¢g y todo n. Luego
Hi(R(E)), = H5(R(E))n+1 pata n # —1 e 1 < g. Por otra parte, por la Proposicién
2.2.5, g;(R(E)) = g;(G(E))+ 1 > g+ 1, y por lo tanto H,(R(E)) = 0 para todo i < g.
Asi depth; G(E) < depth; R(E) y (i) esté probado.

Para (ii) supongamos lo contrario. Entonces s < g. De la sucesién exacta lar-
ga (2.5) tenemos 0 — H$3(E) — H5"Y(R(E)y+)o ya que r > g > s en virtud de
(i). Luego H5*'(R(E)+)o # 0. De (2.6) obtenemos las inyecciones H5*!(R(E). ), —
H$Y(R(E))n-1 para todo n ya que H3(G(E)) = 0, en particular para n = 0 obte-
nemos H5''(R(E))-; # 0. Teniendo en cuenta que para todo n # 0 tenemos iso-
morfismos H3*'(R(E)+), = H5T'(R(E)),, obtenemos inyecciones H5*(R(E)), —
H5" (R(E))n-1 para todo n # 0, y como H3*'(R(E))-; # 0 entonces H5t'(R(E))
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no es finitamente graduado, lo cual implica g;(R(E)) < s+1< g+ 1< gs(G(E)) + 1.
Esto es una contradiccién con la Proposicién 2.2.5.

Ademis, si ¢ < s de (2.5) obtenemos Hi(R(E).), = H4(R(E)), para todo i < g
y de (2.6) las inyecciones HY(R(E)4)n+1 = H4(R(E)), para todo n y i < g. Por lo
tanto Hy(R(E))ny; — HY(R(E)), para i < g. Asi, H}(R(E)) = 0si i < g ya que
97(R(E)) = gs(G(E))+1 > g+ 1 obteniendo r > g+ 1. Por otra parte, de (2.3) y (2.4)
obtenemos respectivamente Hi.,(E) = H{'(R(E):) y HY(G(E)) = H'(R(E)4+ (1))
para todo ¢ < r — 2, por lo que Hi,(E) v H3(G(E)) si i < r — 2. En particular, si
r > g + 2 tendriamos HY(G(E)) « HY5.,(E) # 0y por tanto g = s, contradiciendo

nuestra hipdtesis. O

Para J = M, el ideal maximal homogéneo de R4(Z), obtenemos el siguiente corola-

Tio.

Corolario 2.3.2 Sean (A, m) un anillo local, T una filtracion noetheriana de A, E un
A-mddulo y E una filtracién de E T compatible. Supongamos que R(E) es un R4s(I)-

mddulo finito generado. Entonces:
(1) depth G(E) < depth R(E).

(it) depth G(E) < depth F, y
st depth G(E) < depth E entonces depth R(E) = depth G(E) + 1.

(ti1) Si adepthG(E)(G(E>) < 0, entonces depth R(E) > depth G(E) + 1.

Demostracién: (i) y (i7) se obtienen directamente del Teorema 2.3.1 teniendo en cuen-
ta que Hj,(G(E)) v Hi(G(E)) donde M = M/I es el ideal maximal homogéneo de
G(Z). Vamos a probar (iii). Sea g = depth G(E). Como depth R(E) > g es suficiente
ver que H5,(R(E)) = 0. De la sucesion exacta larga (2.5) para J = M obtenemos
HS(R(E)4)n v H(R(E)), para todo n # 0, y por tanto de (2.6) obtenemos in-
yecciones H,(R(E))n41 — H3((R(E)). para todo n # —1. Por otra parte, como
IMm(R(E)) = gm(G(E)) +1 > g+ 1 por la Proposicién 2.2.5, H3,(R(E)) es finita-
mente graduado y en particular H3,(R(E)), = 0 para n < 0. Asi H{(R(E)), = 0
para n < —1. Ademds para n > 0 tenemos por hipétesis que H3,(G(E)), = 0 y por
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tanto isomorfismos H3((R(E))u41 = Hi(R(E)),. Como H%,(R(E)), = 0 para n > 0
tenemos H3,(R(E)), = 0 para todo n > 0. D

En particular, para E = 7 tenemos:

Teorema 2.3.3 Sea T una filtracion noetheriana de A y J un ideal homogéneo de Ra(Z)
conteniendo R4(Z)4+(1). Entonces

(i) depth; G4(Z) < depth; Ra(Z).
(i) depth; G4(Z) < depthjry A, y
st depth; G4(Z) < depthjn4 A entonces depth; R4(Z) = depth; G4(Z) + 1.
Corolario 2.3.4 Sean T una filiracion noetheriana de A. Entonces
(1) depth G4(Z) < depth R4(Z).

(i1) depth G4(Z) < depthA, y
si depth G4(Z) < depth A entonces depth R4(Z) = depth G4(Z) + 1.

(i11) Si a’depthGA(I)(GA(I)) < 0, entonces depth R4(T) > depth G4(Z) + 1.

Nota 2.3.5 Del Corolario 2.3.2 (ii) obtenemos que si E es Cohen-Macaulay y G(E)
no es Cohen-Macaulay entonces depth R(E) = depth G(E) + 1. Si ademas dim R(E) =
dimE + 1 entonces R(E) no es Cohen-Macaulay. Notemos también que si G(E) es
Cohen-Macaulay y a(G(E)) < 0 entonces dim R(E) = dim F + 1.

Como aplicacién de Corolario 2.3.4 obtenemos los siguientes resultados.

Corolario 2.3.6 Sea A un anillo local regular de dimension d y I una filtracion noet-
heriana de A con ht I} > 0. Entonces depth R4(Z) = depth G4(Z) + 1.

Demostracién: Notemos que dim R(Z) = d+ 1 ya que ht I; > 0. Si G(Z) no es C.M.
la afirmacién es cierta por el Corolario 2.3.4 (ii). Ademas, G(Z) es C.M. si y solo si
R(Z) es C.M. por el resultado probado por Lipman [Li3, Theorem 5] (ver también Goto

[Go]). Por tanto la afirmacién también es cierta en este caso. O
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Ejemplo 2.3.7 Sea A un anillo local regular y p # 0 un ideal primo de A. Consideremos

Rs(p) := Do pM1t"
Ge(p) := Do b /p+)

y supongamos R,(p) es noetheriano. Entonces depth R,(p) = depth G4(p) + 1. Este
caso particular fue estudiado por Goto, Nishida y Shimoda [GNS, Theorem 2.1] cuando

dimA =3y dimA/p=1.

Corolario 2.3.8 Sea S = D, 5, S un anillo graduado noetheriano con Sy anillo local.
Consideremos la filtracion I,, := €D,,5, Sm- Si adepths(S ) < 0 entonces depth R(T') >
depthS + 1. En particular, si S es Cohen-Macaulay y a(S) < O entonces R(I') es
Cohen-Macaulay.

Demostracién: Sea m el ideal maximalde So y M =m& Sy, M' = M & RT).,
M respectivamente los ideales maximales homogéneos de S, Rs(Z") y Rs,,(Z},). En-
tonces depth S = depth Sa, depth Rs(Z') = depth Rs(Z')mr = depth (Rs, (Zhy))mr =
depth Rs,,(Zh), ¥ Gsp (i) = Gs(Z') @s Sm = G(Z') 2 S como anillos graduados.

Aplicando el Corolario 2.3.4 (iii) a la filtracién noetheriana T}, de Sa obtene-
mos que depth Rs,,(Z},) > depthGs,,(Zi) + 1 ya que adeptthM(z;w)(GSM (Zi) =
adepths(s) < 0, y por tanto depth Rg(Z') > depth S+ 1. O

Si S es el dlgebra de Rees de una filtracion noetheriana recuperamos un resultado

de Goto y Nishida [GNi, Part II, Corollary 6.4]:

Ejemplo 2.3.9 Sea A un anillo local y Z una filtracién noetheriana de A con ht I; > 0.
Consideremos el algebra de Rees R(Z) y la filtracién I, = P,.5, R(T)m = Doy In-
Si R(Z) es Cohen-Macaulay, entonces agepth g7y (R(Z)) = a(R(Z)) = —1 < 0 (ver [GNi,
Part II, Lemma 3.3]) y por tanto R(Z’) es también Cohen-Macaulay.

El siguiente resultado es una generalizacién al caso de filtraciones de médulos de un

resultado de Viet [Vi] (ver la Proposicién 1.6.4 de los preliminares) para filtraciones de

ideales de A.
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Proposicién 2.3.10 Sean (A, m) un anillo local, T = (I,)n>0 una filtracidn noetheriana
de A, E un A-mddulo y E = (En)n>0 una filtracion de E T-compatible. Supongamos
que R(E) es un Ra(Z)-mddulo finito generado y que dim R(E) = dim E + 1. Entonces:

[Hi(GE))] =0sin#-1,i=0,...,dimE — 1.

R(E)es Cohen-Macaulay < ,
[HEmE(G(E))], =0 sin > 0.

En este caso, H\((G(E)) = H:(E) parai =0,...,dimE — 1.

Demostracién: (=) Considerando las sucesiones exactas largas de cohomologia local
(2.5) y (2.6) podemos proceder como en [Vi] para obtener el resultado.

(<) Veamos que Hj,(R(E)) = 0 para todo i < dim E. De (2.5) y (2.6) obtenemos
isomorfismos H},(R(E))n+1 = Hi (R(E)), paratodon # —1ytodoi =0,...,dim E—
1, isomorfismos HSME(R(E)),y1 = HIME(R(E)), para n > 0 y también inyecciones
HEmE(R(E))py1 — HI™E(R(E)), para todo n # —1. Por lo tanto es suficiente ver
que Hi,(R(E)) es finitamente graduado para todo ¢ < dim E. Por la Proposicién 2.2.5
IM(R(E)) = gm(G(E))+1 > dim E + 1. Asi, H},(R(E)) es finitamente graduado para
todo: < dimFE. O

En el caso que E sea Cohen-Macaulay obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.3.11 Sean (A,m) un anillo local, T = (I,)n30 una filtracién noetheriana
de A, F un A-médulo Cohen-Macaulay y E = (E,)n>0 una filtracion de E I-compatible.
Supongamos que R(E) es un R4(Z)-mddulo finito generado y que dim R(E) = dim E+1.

Entonces:
R(E) es Cohen-Macaulay < G(E) es Cohen-Macaulay y a(G(E)) < 0.

Nota 2.3.12 Notemos que la implicacién (<) se obtiene también por el Corolario 2.3.2

(ii).

2.4 El médulo candnico

Sea (A, m) un anillo local noetheriano de dimensién d, Z una filtracién de ideales de

Ay E un A-médulo.
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Sea E = (E,)n>0 una filtraciéon del A-médulo E. Sea [ € Z un entero arbitrario.
Denotaremos por 'E a la filtracién del A-médulo E; definida por ‘E, = E,,;, donde
Eny1 = Esin+1<0. 5iZ es una filtracién de ideales y E es Z-compatible, entonces 'E
es T-compatible. Notemos que °E = E. Denotaremos también por a(E) al invariante de
E definido como a(E) = max{n | Ex = E; = --- = E, }. El siguiente resultado relaciona

las profundidades de los médulos blowup asociados a 'E con las de los médulos blowup

asociados a E.
A

Corolario 2.4.1 Sean (A, m) un anillo local, T = (I,)n30 una filtracion noetheriana de
A, E un A-mddulo y E = (E,)n>0 una filtracion de E I-compatible. Supongamos que
R(E) es un Ra(Z)-mddulo finito generado. Sea r € Z un entero no negativo. Entonces:

(i) depthR(~"E) > depthG(E).
(11) depthG(E) < depthE = depthR(~"E) = depthG(E) + 1.

(iii) T < —agepthaqm (G(E)) = depthR("E) > depthG(E) + 1.

En particular, si E es Cohen-Macaulay:
(iv) G(E) no Cohen-Macaulay = depthR(™"E) = depthG(E) + 1.

(v) Supongamos que dim R(E) = dim E + 1. Entonces,
R(~"E) es Cohen-Macaulay < G(E) es Cohen-Macaulay y r < ~a(G(E)).

Demostracién: Notemos que G(""E) = G(E)(—r). En particular tenemos las igual-
dades depthG(~"E) = depthG(E) y a;(G(""E)) = a;(G(E)) + r. Por lo tanto (i), (ii)
y (iii) se obtienen inmediatamente del Corolario 2.3.2. (iv) es un caso paticular de (ii).

Para probar (v) podemos aplicar la Proposicién 2.3.10. O

Si en el corolario anterior tomamos E = I = (I"),»o recuperamos los siguientes
resultados de Morey, Noh, Vasconcelos en [MNV] y de Herzog, Simis y Vasconcelos en
[HSV3]. Siguiendo las notaciones de [MNV] y [HSV3], si r es un entero denotaremos
por (L) ;=A@ At®--- It @ I?t"*? ¢ --- = R(""I).
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Corolario 2.4.2 [MNV, Proposition 1] Sean A un anillo local Cohen-Macaulay ¢ I un
ideal de altura positiva. Si G4(I) no es Cohen-Macaulay ygrade(Ga(I)y) > 0, entonces:

depthG4(I)+1, sir=1,

depth(1,t)" >
depthG4(I) sir > 1.

Demostracién: Por el Corolario 2.4.1 (ii) tenemos que depth(1,¢)” = depthG4(I) + 1
para todor > 0. O

Corolario 2.4.3 [HSV3, Theorem 2.6] Sean A un anillo local Cohen-Macaulay e I un
ideal con grade(I) > 2. Supongamos que R4(I) es Cohen-Macaulay. Entonces (1,t)" es
Cohen-Macaulay si y solamente sirT < —a(Ga(I)) — 1.

Demostracién: Por el Corolario 2.3.11 tenemos que G4(I) es Cohen-Macaulay. Apli-

cando ahora el Corolario 2.4.1 (v) obtenemos el resultado. O

Supongamos que A tiene médulo candénico K4. Sea 7 una filtracién noetheriana de
ideales de A con dim R(Z) = d + 1. Sean Kg,(1) y Kg,(z) respectivamente los médulos
canénicos de Ra(Z) y G4(Z). Trung, Viet y Zarzuela [TVZ] demuestran que si R(Z)
es' Cohen-Macaulay entonces existe una filtracion K = (K,)n.»0 de K4 Z-compatible
y noetheriana tal que Kr, 1) 2 B,s; Kn y Ka (1) 2 B,5; Kn-1/K,. En este caso
podemos utilizar los resultados anter;ores para determinar l_a profundidad del médulo

canénico de G4(Z) en funcién de la del médulo candnico de A.

Proposicién 2.4.4 Sean (A, m) un anillo local e Z = (I,)n>0 una filtracidn noetheriana
de ideales de A con dim R4(T) = d + 1. Supongamos que R4(Z) es Cohen-Macaulay y
que a(G4(Z)) < —2. Entonces:

depthKg,(7) = depthK .

Demostracién: Sea K = (Kn)n»o la filtracién de K4 tal que Kg, (1) @nzl K, =
ROK)(-1) y Ke,z) = D,>1 Kn-1/Kn = G(K)(-1). Como a¢(G4(Z)) = —min{n |
[Ke,@)ln # 0} < -2 por hip—étesis, tenemos que a(K) > 1. Es decir, K4 = Ky = K.
Por lo tanto depthKg, () = depthG(*K). Luego, en este caso, tenemos que Kp A(D)
Y Kg, (1) pueden tomarse respectivamente como el anillo de Rees y el anillo graduado

asociado a una filtracién del A-médulo K4.
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Como R(Z) es C.M., también lo es su médulo canénico. Luego, R(*K) es C.M. Por
otra parte, por el Corolario 2.3.2 tenemos depthK¢, 7y = depthG(*K) < depthKj,.
Supongamos que depthG(*K) < depthK,4; entonces el Corolario 2.3.2 asegura que
depthR('K) = depthG(*K) + 1 < depthK4 + 1 < d + 1 contradiciendo las hipdtesis. O

2.5 La propiedad de Serre

Vamos ahora a estudiar la condicién de Serre los médulos blowup utilizando las
técnicas y resultados del Teorema 2.3.1. El siguiente resultado estd probado para el
caso de filtraciones de ideales adicas por Aberbach, Huneke y Trung [AHT, Theorem

6.8] mediante métodos distintos.

Proposicién 2.5.1 Sean (A, m) un anillo local, T = (I,)n>0 una filtracidn noetheriana
de A, E un A-mddulo y E = (E,)n>0 una filtracion de E Z-compatible con dim R(E) =
dimE + 1. Supongamos que R(E) es un R(I)-mddulo finito generado. Si E satisface

Sk+1 entonces:

G(E) satisface S

R(E) satisface Spy1 <= )
R(E,) es Cohen-MacaulayVp D I con dimE, < k.

Demostracién: (=) Supongamos que R(E) satisface Sy41 y sea @ un ideal primo de G.
Probaremos que depthG(E)gp > min{dim G(E)g,k}. Notemos que es suficiente consi-
derar ideales primos homogéneos. Sea P € SpecR tal que @ = P/Iyseap = PN A. Lo-
calizando en p podemos suponer que p = m ya que depthG(E)q = depthgz,),G(Ep)o.
Si P 2 Ry por el Lema 2.2.4 depthG(E)qg = depthR(E)p — 1 > min{dim R(E)p, k +
1} — 1 = min{dim R(E)p — 1, k} = min{dim G(E)q, k}, ya que R(E) satisface Sry; y
G(E)g v R(E)p/zR(E)p para cierto elemento z regular en R(E)p (ver la demostracién
del Lema 2.2.4).

Supongamos P O K.. Entonces P = M, el ideal maximal homogéneo de R.
Por el Teorema 2.3.3 (ii), depthG(E) < depthE y si depthG(E) < depthE entonces
depthG(E) = depthR(E) — 1; por tanto depthG(E)q = depthyG(E) = depthp R(E) —
1 = depthR(E)p — 1 > min{dim R(E)p,k + 1} — 1 = min{dim G(E)q, k} ya que R(E)
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satisface Sgy1 y dim R(E) = dimG(E) + 1. Supongamos depthG(E) = depthE, en-
tonces depthG(E)g = depthE, > min{dim Ey,k + 1} = min{dimG(E)g,k + 1} >
min{dim G(E)q, k}, ya que E satisface Sy4;.

Sea ahora p un ideal primo de A tal que p D I; y dim E}, < k. Queremos ver que R(Z,)
es C.M. Considerando P = (p, R, ) en SpecR es suficiente probar que R(E)p es C.M. ya
que éste es la localizacién de R(Z,) en el inico ideal maximal homogéneo de R(Z,). Como
R(E) satisface Sy41 obtenemos depthR(E)p > min{dim R(E)p,k + 1}, y por tanto es
suficiente ver que dim R(E)p < k+1. Pero dmR(E)p < dimE,+1 <htp+1 < k+1.

(<) Sea P un ideal primo de SpecR. Veamos que ahora que tenemos la des-
igualdad depthR(E)p > min{dim R(E)p,k + 1}. Como antes es suficiente conside-
rar ideal primos homogéneos. Sea p = PN A. Sip 2 I entonces R(Z,) = Apft] y
R(Ey) = Eplt] ya que Ay = (I})p € (In)p ¥ Ap(Er)p C (Ent1)p. Entonces R(E,) satis-
face Sk+1 y R(E)p también satisface Sy por ser una localizacién de R(Z,). De hecho,
depthR(E)p > depthR(E,) = depthEp[t] > min{dim E,[t], k+1} = min{dim E, +1,k+
1} > min{dim R(E)p,k + 1}.

Supongamos p D I;. Localizando en p podemos suponer p = m. Si P 2 I podemos
considerar un elemento z = at® ¢ P,a € I,,;. Entonces t = ﬂ?—l € R, yR, =
Alt]l;. Luego, R(E), = Elt]; y R(E)p satisface Sy41 porque es una localizacién de
R(E),. Supongamos P D 1. Sea Q@ = P/I € SpecG. Si P 2 R, podemos concluir
como en la primera parte de la prueba de (=). Si P DO Ry entonces P = M y
por el Teorema 2.3.3(ii) depthG(E) < depthE. Si depthG(E) < depthFE entonces
depthR(E)p = depthG(E)g + 1 > min{dim G(E)q,k} + 1 = min{dim R(E)p,k + 1}.
Supongamos ahora que depthG(E)g = depthE,. Si dimE, < k entonces R(E,) es
C.M. por hipétesis y también lo sera R(E), de hecho depthR(E)p = depthR(E,) =
dimE, + 1 > min{dim R(E)p,k + 1}. Si dimE, > k + 1 por el Teorema 2.3.3(i)
depthR(E)p > depthG(E)g = depthE, > min{dim E;, k+1} = min{dim R(E)p,k+1}
ya que E satisface Spy; y dimR(E)p =dimE,+1>k+1. O

Nota 2.5.2 Notemos que para probar que la propiedad Siy; de R(E) implica la pro-
piedad S para G(E) es suficiente que E sea S;.

En particular para filtraciones de ideales tenemos:
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Proposicién 2.5.3 Sea T = (I,)a>0 una filtracién noetheriana de A tal que ht (I;) > 0

y supongamos que A satisface Spi1. Entonces:

Ga(Z) satisface Sy

R4(Z) satisface Si41 <=
Ra,(I,) es Cohen-Macaulay¥Vp D I; con htp < k.

Como consecuencia de la Proposicién 2.5.3 obtenemos el siguiente resultado probado

en el caso adico por Noh y Vasconcelos.
%

Proposicién 2.5.4 [NV, Theorem 2.2] Supongamos que A satisface Syyy y sea T =
(In)n>0 una filtracion noetheriana de A. SihtI; > k+1, entonces R4(T) satisface Sy
si y solo si G4(Z) satisface Si.

Sea I un ideal de A. Diremos que el médulo canénico Kg(7) de R4(Z) tiene la forma
esperada si Kp(z) = At®---@AU @It @- - paraalgin r > 0. Los resultados anteriores

nos permiten obtener el siguiente resultado de Herrmann, Hyry y Korb [HHK].

Corolario 2.5.5 [HHK, Lema 5.1] Sean (A,m) un anillo local ¢ I un ideal de A de
altura positiva tal que el médulo candnico Kp, (1) tiene la forma esperada. Sea k un

entero tal que A y R4(I)satisfacen Sy. Entonces Kg, (1) también satisface Sk.

Demostracién: Kpq) = At®--- QA @It @ - parar = —(a(G(1))+1). Es decir,
considerando T = (I"),30, Ka(r) = R("""VI)(1). Por lo tanto, aplicando el Teorema
2.5.1 es suficiente ver que G(~""1T) satisface Sk_; y que R("~VI,) es C.M. para todo
p2lconhtp<k-—-1.

Por otra parte, como A y R(I) satisfacen Sk, por la Proposicién 2.5.3 tenemos
que G(I) satisface Sk—; y R(I;) es C.M. para todo p D I con htp < k& — 1. Como
G(I)(—(r = 1)) = G(~"~YI) es suficiente ver que R(~""1Z,) es C.M. para todo p D /
con htp < k—1. Seap 2 I con htp < k — 1. Entonces A, es C.M. ya que A
satisface S;. Ahora, aplicando el Corolario 2.3.11, es suficiente ver que G(~"~1Z,)
es C.M. y a(G(~"~YZ,)) < 0. Es inmediato que depthG(~(""VZ,) = depthG(I,) y que
a(G(~rYIL,)) = a(G(Ip)) +r—~1 = a(G(Iy)) —a(G(I)) 2. Por otra parte G(I,) es C.M.
de nuevo por el Corolario 2.3.11. Luego habremos concluido si a(G(1,)) — a(G(I)) < 0.
Ahora bien, Kg(1,) = (Kr(1))p (ver [GNi, (2.10)]) y por tanto a(G(l,)) < a(G(I)). O



Capitulo 3

Foérmulas para la profundidad de los

anillos graduados asociados a un

ideal

3.1 Introduccion

Sean (A, m) un anillo local noetheriano Cohen-Macaulay de dimensién d e I un ideal
de A. El objetivo de este capitulo es calcular la profundidad de los anillos graduados
asociados a I en funcién de las profundidades de los anillos A/I". La dificultad aumenta
cuanto mayor es el nimero de reduccién del ideal. Aqui obtenemos resultados para el
caso en que el numero de reduccién es menor o igual que 2 y la desviacién analitica

es menor o igual que 1. Expondremos a continuacion los resultados conocidos en este

sentido.

Supongamos que [ es un ideal equimiltiple, es decir ad(/) = 0. Si r(I) = 0,
equivalentemente si / esta generado por una sucesion regular, el anillo G 4(I) es isomorfo
al anillo de polinomios en u(I) variables con coeficientes en A/I y por tanto es Cohen-
Macaulay. Ademas, tenemos por Barshay [Ba] que el anillo de Rees R4(I) es siempre

Cohen-Macaulay.

Si r(I) = 1 Ikeda y Trung en [TI] obtienen el siguiente resultado.

39
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Proposiciéon Sea I un ideal equimiltiple con r(I) = 1 y supongamos ht (I) > 2. En-

tonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) A/I es un anillo Cohen-Macaulay.

(it) G4(I) es un anillo Cohen-Macaulay.

(t1t) Ra(I) es un anillo Cohen-Macaulay.

Sir(l) =2 eI =m, Sally prueba en [Sal] que G(m) es Cohen-Macaulay. En [TI]'se

obtiene la siguiente generalizacién.

Proposicién Sea I un ideal equimiltiple con r(I) = 2. Supongamos que ht (I) > 3 y

Ga(I) es un A/I-mddulo plano. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) A/I es un anillo Cohen-Macaulay.

(1) Ga(I) es un anillo Cohen-Macaulay.

(171) Ra(I) es un anillo Cohen-Macaulay.

Supongamos ahora ad(/) = 1. Si r(/) < 1 Huckaba y Huneke obtienen en [HH1] y
[HH2] lo siguiente:

Proposicién Sea I un ideal de altura positiva con ad(l) = 1 y genericamente intersec-

cion completa. Si r(I) < 1 las siguientes condiciones son equivalentes
(i) depthA/I > dim A/I - 1.
(it) Ga(I) es un anillo Cohen-Macaulay.

(iii) Ra(I) es un anillo Cohen-Macaulay.

Zarzuela en [Zar] obtiene en este caso las siguientes férmulas para las profundidades
de G4(I) y Ra(I), que extienden los resultados ya conocidos de Brodmann [Br] para

ideales casi interseccién completa (ad(l) = 1 y r(I)=0).
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Proposicién Sea I un ideal de A. Supongamos ht (I) > 1, ad(I) = 1 y genericamente

interseccion completa. Sir(I) <1 entonces:
(i) depthG4(]) = min{dim A, depthA/I + ht (I) + 1}.
(i) depthR4(/) = min{dim A + 1, depthA/I + ht (1) + 2}.
Para r(I) < 2 Goto y Nakamura en [GN1] obtienen el siguiente resultado.

Proposicién Sea I un ideal con ad(I) = 1 y genericamente interseccion completa. Su-
pongamos que A/l es un anillo Cohen-Macaulay. Sir(I) < 2 las siguientes condiciones

son equivalentes.
(1) depthA/I* > dimA/I —1.
(i) Ga(I) es un anillo Cohen-Macaulay.
Entonces Rs(I) es Cohen-Macaulay st dim A > 3 ydim A/I = 1.

Notemos que G4([) puede ser Cohen-Macaulay sin serlo A/I (ver los ejemplos de
Huckaba y Huneke en [HH1, Section 4]).

- Los resultados que obtendremos aqui proporcionan férmulas para la profundidad de
G4(I) en los casos siguientes. En el caso equimultiple y nimero de reduccién menor o

igual que 1 veremos:

Teorema 3.1.1 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal equimailtiple

de A. Supongamos r(I) < 1. Entonces:
depthG4(I) = depthA/I + ht (I).
En particular, este resultado nos permitird recuperar el de [TI].

Para r(I) < 2 obtenemos el resultado siguiente.

Teorema 3.1.2 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal equimultiple
integramente cerrado de A. Supongamos que r(I) < 2. Entonces:
min{depthA/I,depthA/I*} + ht (I) -1 <
depthG (1) <
min{depthA/I,depthA/I?} + ht (I).

Ademds,
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(i) si depthA/I? < depthA/I entonces depthG4(I) = depthA/I% + ht (), y
(i) st depthA/I < depthA/I? entonces depthGa(I) = depthA/I +ht(I) 1
Si I es un ideal con ad(I) =1y r(I) < 2 obtenemos:

Teorema 3.1.3 Sea (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal puro de A con

ad(I) = 1 y genericamente interseccion completa. Supongamos r(I) < 2. Entonces:
p

min{depthA/I,depthA/I*} + ht (I) <
depthGa(I) <
min{depthA/I, depthA/I?} + ht (I) + 1.

Ademds,
(i) si depthA/I* < depthA/I entonces depthG4(]) = depthA/I*+ht ([)+1, y

(ii) si depthA/I < depthA/I? entonces depthG4(I) = depthA/I+ht(I) si ht (1) > 0
y depthG4 (/) = depthA/I st ht (I) =0 ydepthA/] < d— 1.

Recordemos que un ideal es puro si no tiene primos immersos. Notemos también

que el Teorema 3.1.3 cubre el resultado de [GN1].

En las Secciones 3.2, 3.3 y 3.4 probamos respectivamente los Teoremas 3.1.1, 3.1.2
y 3.1.3. Aplicaremos estos resultados, en la Seccién 3.5, para el estudio de la profun-
didad de los correspondientes anillos de Rees y, en la Seccidn 3.6, para el estudio de la
profundidad de los anillos graduados asociados a las potencias de un ideal con nimero

de reduccién menor o igual que dos y desviacién analitica menor o igual que uno.

Para las demostraciones de los Teoremas 3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3 nos reduciremos al caso
de ideales de altura cero. Concluiremos esta seccion con los siguientes lemas que nos

seran utiles a lo largo del resto del capitulo para reducirnos a este caso.

Lema 3.1.4 [Hu, Proposition 2.2] Sea (A,m) un anillo local e I un ideal de A. Su-
pongamos que a € I satisface (a) N I™*! = alI™ para todon > 0. Sea A, = A/(a) ¢
Ii = I/(a). Sia forma parte de un sistema minimal de generadores de una reduccion

minimal de I, entonces s(I;) = s(I) — 1.
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Lema 3.1.5 Sean (A, m) un anillo local ¢ I un ideal de A. Sea ay,...,ar una suce-
sion de elementos de I\ I* y a},...,a} la sucesion de sus formas iniciales en G4(I).
Supongamos que aj,...,a; es una sucesion regular en G4(I). Consideremos el anillo
A= Af(ay, ... ax) y el ideal I := I/(ay,...,ax).

(1) Si depthA/I? < depthA/I, entonces depthA;/I} = depthA/I>.

(2) Si depthA/I < depthA/I?, entonces depthA;/I? = depthA/I — 1.

(8) Si depthA/I = depthA/I?, entonces depthAy/I? > depthA/I — 1.

Demostracién: Recordemos que por el criterio de Valabrega-Valla tenemos que la
sucesién ai,...,a; es regular en A y que (a1,...,a;) N I? = (ay,...,a;)] para todo
1=1,...,k

Consideremos el morfismo A/I* — A;/I} cuyo niicleo (a1)/(a:1) N I? = (a1)/(a;)]
es, teniendo en cuenta la observacién anterior, isomorfo a A/I. Aplicando el depth-

lemma a la sucesién exacta

0— A/l — A/ — A /I? — 0

obtenemos
depthA/I > depthA/I? = depthA,/I?, o bien
depthA/I? > depthA/I = depthA;/I? + 1, o bien
depthA;/I? > depthA/I = depthA/I>.
Reiterando el anterior argumento tenemos para todo ¢ = 1,...,k — 1 sucesiones exactas

00— Az‘/[i — Az/[zz — Az’+1/!¢'2+1 — 0
de las que se obtiene, aplicando de nuevo el depth-lemma,

depthA/I > depthA;/I? = depthA;y1 /1%, o bien
depthA;/I? > depthA/I = depthA;1, /1%, + 1, o bien
depthA;4; /1%, > depthA/I = depthA;/I7,

teniendo en cuenta que A;/I; = A/l

Distingamos ahora los casos (1), (2) y (3).
(1) Si depthA/I? < depthA/I es entonces immediato a partir de las desigualdades

anteriores que depthA;/I? = depthA/I? para todo i =1,...,k.
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(2) SidepthA/I < depthA/I?, entonces depthA;/I? = depthA/I—1. En particular,
depthA;/I? < depthA/I y por (1) tenemos depthA;/I? = depthA;/I? = depthA/I —1
para todoz = 1,...,k.

(3) Supongamos ahora que depthA/I = depthA/I?. En este caso puede ocurrir

depthA/I = depthA/I? = depthA,;/I%, 0 bien
depthA/I? = depthA/I = depthA;/I? + 1,0 bien
depthA;/I? > depthA/I = depthA/I>.

Si depthA,/I? = depthA/I—1, por (1) tenemos que depthA;/I? = --- = depthA./I} =
depthA/I — 1. Si depthA;/I? > depthA/I, deducimos de (2) que depthA,/I2 = --- =
depthA;/I? = depthA/I — 1. Si depthA,;/I? = depthA/I, podemos proceder por in-
duccién sobre 7 para concluir que depthA;/I? > depthA/I — 1 para todo 1 = 2,... k.
En cualquier caso se verfica que depthA;/I? > depthA/I — 1 paratodo:=1,...k. O

A partir de ahora en todo este capitulo mantendremos las siguientes hipdtesis y
notaciones. (A, m) es un anillo local noetheriano Cohen-Macaulay de dimensién d e [
es un ideal de A. Denotaremos G := G4(I), R:= R4(I) y M :==m @ R,. Siaesun

elemento de A denotaremos por a* a su forma inicial en G. A lo largo del capitulo nos

referiremos también a los casos (1), (2) y (3) del Lema 3.1.5.

3.2 Ideales I equimdultiples con (/) <1

El propédsito de esta seccién es demostrar el siguiente resultado.
Teorema 3.1.1 Sean (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal equimailtiple
de A. Supongamos r(I) < 1. Entonces:
depthG4(I) = depthA/I + ht (I).

Demostracién: Reduciremos la demostracién al caso ht (I) = 0.
Supongamos que ht (I) = 0. Entonces I? = 0 y por tanto G4(I) = A/I & I. Luego,
por la Nota 1.2.1 depthG4 (/) = min{depthA/I,depth/} = depth,A/I. (Para la dltima

igualdad aplicamos el depth-lemma a la sucesién exacta

0—I—A— A/l —0.)
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Supongamos que & :=ht (/) > 0. Sea J = (ay,...,a,) C I una reduccién minimal de
Ital que I? = JI. Como ay, ..., as es una A-sucesién regular y se satisfacen trivialmente
las igualdades I"*' N J = JI™ para todo n > 0, aplicando el criterio de Valabrega-
Valla tenemos que la sucesién a},...,a} es Ga(I)-regular. Entonces por el Corolario
1.6.3 tenemos que Ga(I)/(a},...,a}) v Ga,(Is), donde A, = Af(ai,...,as) e I =
I/(a1,...,as). Luego, depthG4(I) = depthGa, (1) +h. Ademds, el ya citado criterio de
Valabrega-Valla nos permite aplicar reiteradamente el Lema 3.1.4 a la sucesién ay, . . . , ay
para demostrar que el ideal I es equimdltiple. Asi, I es un ideal equimultiple con
ht (1) =0y r(Ix) < 1. Aplicando el resultado para ideales de altura cero obtenemos
depthGy,(In) = depthA,/I, = depthA/I y por lo tanto depthG4(I) = depthA/I +
ht(1). O

3.3 Ideales I equimaultiples con r(I) < 2

Esta seccién estd dedicada a la demostracién del Teorema 3.1.2. Sea [ un ideal
equimiltiple de A tal que 7(I) < 2. Sea h := ht(I). Sea J una reduccién minimal de
Icon PP =JI? y ai,...,as un sistema minimal de generadores de J. Los siguientes
lemas nos permitiran reducir la demostracion al caso ht (/) = 0. Si K es un ideal de A

denotaremos K a su clausura entera.

Lema 3.3.1 [It1, Theorem 1] Si K es un ideal generado por una sucesidn regular,

entonces K™ N K1 = K"K para todo n > 1.

Lema 3.8.2 Supongamos que I es integramente cerrado. Entonces aj,...,a} es una

sucesion regular en G.

Demostracién: Como I® = JI?, por el criterio de Valabrega-Valla es suficiente com-
probar la igualdad I*> N J = IJ. Aplicando el lema anterior al ideal J para n = 1
tenemos J2NJ = JJ. Luego, I°NJ C EnJ=7lPNnJ=JJ=T1J=1Jyaque I es

integramente cerrado. O

En este caso tenemos el resultado siguiente.
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Teorema 3.1.2 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal equimiltiple

integramente cerrado de A. Supongamos que r(I) < 2. Entonces:

min{depthA/I,depthA/I?} + ht () — 1 <
depthG4(7) <
min{depthA/I,depthA/I*} + ht (I).

Ademds,

(i) siht(I) = 0 entonces depthG4(I) = min{depthA/I, depthA/I?},

(ii) si depthA/I? < depthA/I entonces depthG4(I) = depthA/I? + ht (I),
(i) si depthA/I < depthA/I? entonces depthG4(I) = depthA/I + ht (I) — 1.

Demostracién: Supongamos que A = 0. Entonces I° = 0 y por tanto el anillo de
formas G = A/I @ I/I* @ I*. Luego depthG = min{depthA/I,depthl/I? depthI?}.

Aplicando €l depth-lemma a las sucesiones exactas

0 —1-—A—A/l—0

0 —I1?—A— A/I? —0
0 — I/I? — A]I? — A/ — 0

0—I?—I1-—1I/"—0

se deduce facilmente (i).

Sea h > 0y J = (ay,...,a;) una reduccién minimal de [ con [® = JI?. Consi-
deremos el anillo A, = A/J y el ideal I, = I/J. Como [ es un ideal integramente
cerrado con (/) < 2, podemos aplicar el Lema 3.3.2 para deducir que af. ... ay es una

sucesién regular en G4(I). Asi, tenemos que G4(I)/(a3,....a}) = G4, 11;) v por tanto
depthG4(I) = depthGy, (Ix)+ h. Por otra parte, A, es un anillo Cohen-Macaulay y por
el Lema 3.1.4 el ideal I, es equimiltiple con ht (1) = 0. Aplicando el resultado obtenido

para ideales equimultiples de altura cero tenemos ahora
depthG4(/) = min{depthA/I,depthA,/I?} + h.

Finalmente por el Lema 3.1.5, que relaciona las profundidades de A/I, A/I? y An/I},

podemos distinguir los siguientes casos:
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(1) si depthA/I? < depthA/I, entonces depthA,/I? = depthA/I? y por tanto
depthG4(I) = min{depthA/I,depthA/I?} + h = depthA/I? + h. Obtenemos asi (ii).

(2) Si depthA/I < depthA/I?, entonces depthA,/I? = depthA/I — 1. Por tanto
depthG4(I) = min{depthA/I,depthA/I — 1} + h = depthA/I + h — 1 y (iii) queda asi
demostrado.

(3) Si depthA/I = depthA/I?, entonces depthAy/I2 > depthA/I — 1 y por tanto
depthA/I + h — 1 < depthG4([) < depthA/I + A.

En culaquier caso se verifican las desigualdades del enunciado. O

Nota 3.3.3 Notemos que la misma demostracién es vélida para ideales I que contienen
una reduccién minimal tal que las formas iniciales de un sistema de generadores de la
misma forman una sucesién regular en G4(/). El resultado de Itoh, Lemma 3.3.1, nos
permite encontrar una tal sucesion en el caso en que I es integramente cerrado.

Observemnos también que si 7(I) < 1 entonces se deduce facilmente, teniendo en
cuenta que en este caso I? = (ay,...,a)] para cierta sucesién regular contenida en
I y utilizando la sucesién exacta 0 — I/I* — A/I* — A/I, que depthA/] =
depthA/I%.

3.4 Ideales I conad(/)=1y r(l)<2

Sea I un ideal con ad(]) = 1. La demostracién del resultado principal de esta seccién,
el Teorema 3.1.3, se reduce al caso de ideales de altura cero. En este caso, existe un
elemento a de I tal que a ¢ Z(I) y I"t! = (a)I” para cierto r. En primer lugar, vamos

a estudiar estudiar el anillo graduado asociado a un ideal de este tipo.

Supongamos que existe a € I, a ¢ Z4(I) tal que I"t! = al", para cierto entero

r > 1. Consideremos entonces los siguientes G-médulos:

Ur :_:@n)an:Ir/[r+1®_‘_@ln/[n+l”.’
V. :=U/atU. = I"[al", y
C.=All&---I"I.

Lema 3.4.1 at es un elemento regular en U,.
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Demostracién: Siz € I", n > ry az € I"*? = a]™*! entonces existe y € I"*! tal que

ar =ayy por tanto a(z —y) =0. Luegoz —y € (0:a)NI=0. O

Aplicando el depth-lemma a la sucesién exacta

0 —I"—A— A/" —0

tenemos
depth ,/” = min{d, depthA/I" + 1}.

Por tanto
depth, I"/al” = min{d — 1,depthA/I"},

yaquea ¢ Zu(I"),y

deptho U, = min{d, depthA/I" + 1}

por el Lema 3.4.1.
Por otra parte, como C, es finitamente graduado, tenemos que

depthgC, = min{depth,I"/I"*', 0 < n <r —1}.

Ademas, la sucesion exacta
0—U —G—C,—0 (SE;)
nos permite relacionar las profundidades de G, U, y C,.
Los siguientes lemas nos proporcionan cotas para los a-invariantes de U, y G que

nos seran ttiles para comparar las profundidades de los anillos G y A/I™ para valores

pequeiios de r.

Lema 3.4.2 a;(U;) < r—1 Vi. Ademds, si Hi(U.) # 0 entonces Hi, (U,)n =
Hj\/((Ur)r—-l Vn S r—1.

Demostracién: De la sucesién exacta
t
0 —U(~-1)=>U,—V,—0
obtenemos la sucesién exacta larga de cohomologia local

o By (Voo = Hia(Udnes = Hig(Un)n = HiF (V) = -+
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Como Hj,(V;)n =0 para n # r, obtenemos isomorfismos H (U, )n_y = Hi,(U,), para
todo n # r y en particular a;(U;) < 7 — 1. Observemos también que si Hi,(U,) # 0
entonces a;(U;) =r —1y Hiy,(U,)n = Hiy(U,),y paran <r —1. O

Lema 3.4.3 a;(G) <r —1 Vi. Ademds, si depthG = g < d entonces a,(G) < r — 1.

Demostracion: De la sucesién exacta (SE,) obtenemos la sucesién exacta larga de

cohomologia local
o= Hyy(U)n = Hiy(G) = Hi(Co)p = -+

para todo n. Aplicando el Lema 3.4.2 y teniendo en cuenta que Hi,(C,), = H',([C,],)
para todo n tenemos la primera afirmacion.
Supongamos depthG = g < d. Entonces por el Corolario 2.3.4 depthR = ¢ + 1.

Consideremos las sucesiones exactas

0 2R, (1) >R—-G—0 (3.1)
0—-Ri—->R—>A-0 (3.2)

Dé la sucesién exacta larga de cohomologia local asociada a (3.1) obtenemos isomorfis-
mos HI ' (Ry)ns1 2 H5F'(R), para todo n > 7 ya que a;(G) < r — 1. Andlogamente,
de (3.2) tenemos isomorfismos H',(Ry), = Hi(R), para todo n # 0.

Si a,(G) = r — 1, (3.1) nos proporciona inyecciones H,(G),-1 — H' (R4 ), y por
tanto H{' (R, ), # 0. Entonces para todo n > r tendriamos isomorfismos H5 ' (R, ), 2
HSPY(R), = HS Y (Ry)ng1- Asi, HSY(Ry)n # 0 para todo n > r contradiciendo el
hecho de que a,41(Ry) < 00. O

Para el caso r = 1 obtenemos el siguiente resultado.
Proposicién 3.4.4 Sia ¢ Z4(I) e I? = al, entonces
depthG4(I) = min{d, depthA/J + 1}.

Demostracién: Consideremos ahora la sucesién exacta correspondiente a (SE,) para
r = 1;

0 —U; —G—Cy —0. (SE,)
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Ahora Uy = G4+ y Cy = A/I. Ademds depthU; = min{d,depthA/I + 1}. Aplicando el
depth-lemma a (SE;) obtenemos

depthG > depthA/I si depthA/I < d, y

depthG = d si depthA/I = d.
Sea t := depthA/I < d. Si depthG = t entonces de la sucesién exacta larga de coho-
mologia local asociada a (SE;) tenemos inyecciones H:(G) — Hi,(A/I) por lo que
Hj4(G)o # 0, contradiciendo el Lema 3.4.3. Por tanto, depthG' > ¢ + 1. De la suce-
sién exacta larga de cohomologia asociada a (SF;) y tomando la componente de grado
—1 obtenemos inyecciones Hif'(Ui)-1 — H4'(G)-1. Luego Hi}'(G)-1 # 0 ya que

depthU; =t +1, y por el Lema 3.4.2 Hi¥'(U;)-; # 0. Por lo tanto depthG =t +1. O

Para el caso r = 2 obtenemos el siguiente resultado.
Proposicién 3.4.5 Sia ¢ Za(I) e I® = al?, entonces

min{depthA/I,depthA/I*} < depthG(I) < min{depthA/I,depthA/I*} + 1.

Ademds,
depthA/I? < depthA/I = depthG(I) = depthA/I* +1, y
depthA/I < depthA/I? < d = depthG(I) = depthA/I.
Demostracién: La sucesion exacta correspondiente a (SE,) es ahora
0——)[]2——)G—-‘)Cz“—>0 (SEz)

con

depthgUs = min{d,depthA/IZ+1} vy
depthsCs = min{depthA/I,depth,I/I%}.

Consideremos tambieén la sucesion exacta
0— I/I* — A/ — A/l — 0. (3.3)

Distinguiremos ahora los casos (1), (2) y (3) del Lema 3.1.5.
Aplicando el depth-lemma a (3.3), la profundidad de I/I? es respectivamente en cada

caso
= depthA/I? en el caso (1),

depthI/I*{ = depthA/I + 1 en el caso (2),
> depthA/I en el caso (3).
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De la sucesién exacta (S E;) obtenemos para G que

depthA/I? en el caso (1),
depthG > min{depthA/I, depthA/I*} = { depthA/I en el caso (2),
depthA/I en el caso (3),

y en el caso (2) tenemos igualdad si depthA/I? < d.

Estudiemos ahora separadamente los tres casos.
Caso (1):

supongamos depthA/I? = k < depthA/I = ¢. Sabemos que depthG > k. Si
depthG = k < d entonces de la sucesién exacta larga de cohomologia local asociada a la
sucesién exacta (SE;) obtenemos inyecciones H¥,(G), < HX,(C:), para todo n. Asi
pués Hi,(G), = 0 paran # 0,1 y H((G)o — HE(A/I) = 0. Por tanto H:(G); # 0
contradiciendo el Lema 3.4.3 que nos dice que ax(G) < 1. Luego depthG > k + 1.
Veamos HEI(G) # 0. De la sucesién exacta larga de cohomologia local asociada a

(SE,) tenemos

0 — HY((Co)n — HEFYU,) — HEYG),

de donde obtenemos que H5'(Usy) # 0 ya que Hf(C3) # 0. Por el Lema 3.4.2 resulta
en particular que H5(Uy)o # 0. Ademds H((Co)o = Hi(A/I) = 0. Asi, para n = 0
tenemos inyecciones H5 (U)o — HEF(G)o por lo que Hif'(G)o # 0. Por lo tanto en

este caso se obtiene que
depthG = depthA/I? + 1 = min{depthA/I,depthA/I*} + 1.

Caso (2):

supongamos depthA/] =t < depthA/I* = k. Si k < d entonces depthG = ¢t. Si
k=dyt<d—1, de lasucesién exacta (SE;) y teniendo en cuenta que depthgU; = d
obtenemos en cohomologia un isomorfismo Hi,(G) v Hj(C:z). Como depthsCh = t
tenemos depthG = t. Por tltimo, si k = d y t = d — 1 entonces depthG > d — 1.
Caso (3):

supongamos depthA/I = depthA/I* = t. Sabemos que depthG > t. En particular

s1t = d entonces G es Cohen-Macaulay.
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Supongamos ¢t < d. De la sucesién exacta (SF;) obtenemos sucesiones exactas de

cohomologia

0 — Hiy(G)o — HL(A/I) — HF (U)o,

0 — Hiy(G)1 — HLE(I)I?) — HiF' (U
y también que H%/(G), = 0 para n # 0,1. Luego, por el Lema 3.4.3 depthG =tsiy
solo si H%,(G)o # 0.

Veamos que depthG < t+1. Podemos suponer ¢t < d—2. Supongamos que Hi,(G) =

0. Entonces es suficiente ver que Hi'(G) = 0. Para todo n < 0 tenemos inyecciones
Hi3HUs)n = HYYY(G)n y por tanto Hii'(G)n # 0 para n < 1 ya que depthglUs = k+1
y Hi}'(Us)n # 0 para todo n < 1 por el Lema 3.4.2. En este caso se tiene que

min{depthA/I,depthA/I?} < depthG < min{depthA/I,depthA/I?} + 1.

En cualquiera de los tres casos tenemos que se verifican las desigualdades enunciadas.

0

Sea I un ideal genericamente interseccién completa con ad(/) = 1 y J una reduccion
minimal de I. Los siguientes lemas nos permitiran reducir la demostracién del Teorema
3.1.3 al caso ht (I) = 0si I es un ideal puro. El primero de ellos nos permite escoger un

sistema de generadores de J con buenas propiedades. Sea h := ht ().

Lema 3.4.6 Sea I un ideal genericamente interseccion completa con ad(l) = 1 y

J una reduccion minimal de I. Entonces existe un sistema minimal de generadores
a,...,an,a de J verificando:
(i) ai,...,an es una sucesion A-reqular.
(ii) I, = (a1,...,an)p para todo p € Min(A/I).
(iii) ((a1,...,an)™:a*)NI™ = (ay,...,a1)™ para todo n,m > 1.
(i) Sih>1el*=JI (a1,...,a1) N I" = (a1,...,an)[""" para todon > 1,1 =

1,...,n—1.

Demostracién: Para la demostracién ver [Zar, Lemma 2.2] y [HH1, Remark 2.1 (iii)]-

O
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A partir de ahora J denotard una reduccién minimalde I con I3 = JI?y ay, ..., ap, a
serda un sistema minimal de generadores de J satisfaciendo las propiedades del Lema
3.4.6.

Lema 3.4.7 S: I°N(a1,...,as) = (ai,...,an)] entonces tenemos las igualdades I+ N

(a1,...,an) = (a1,...,an)I" para todo n > 0.

Demostracién: Sin > 2 entonces I"*'N(ay,...,ax) = (a1,...,an,a)["N(ay,...,a3) =
(a1, ap)I™ 4+ al” N (a1,...,as). Veamos al™ N (ay,...,as) C (a,-..,a,)I". Tene-
mos al” N (ay,...,as) = alay,...,an,a)" ?I*N(ay,...,a1) C (ay,...,ax) 1" + a1 12N
(a1,...,ax). Siaa™! € (a,...,ax) con a € I? entonces a € ((a1,...,ax): a® YNNI C

(a1,...,ax) por el Lema 3.4.6. Por tanto a € I*N (ay,...,an) = (ay,...,ap)] y

aa™ ! € (ay,...,ax)I". O

Lema 3.4.8 Supongamos que I es un ideal puro. Entonces aj,...,a} es una sucesién

reqular en G(I).

Demostracién: Por el criterio de Valabrega-Valla es suficiente verificar las igualdades
I”+lﬂ(a1,. .oyap) = (a1,...,en)I" paran > 0, ya que a1, ... ,ap es una sucesién regular.
Por el Lema 3.4.7 es suficiente comprobar la igualdad I N (ay,...,a4) = (ay,...,ap)l.
Veamos que IZ N (ay,..-,an)p € Ip(ar,.--,ax)y para todo p € Ass(A/I(ay,...,an)).
Tenemos Ass(A/I(a1,...,ax)) C Ass(A/I) U Ass(A/(ay,...,an)). Sip € Ass(A/I) =
Min(A/I) entonces I, = (a1,...,an)p. Sea p € Ass(A/(ai,...,as)); entonces ht (p) = A.
Sip O I tenemos I, = (ay,...,an)p, €n caso contrario p 2 I y entonces I, = A,. En

cualquiera de ambos casos obtenemos la inclusion. O
Demostraremos ahora el resultado principal de esta seccién.

Teorema 3.1.3 Sea (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal puro de A con

ad(I) = 1 y genericamente interseccion completa. Supongamos r(I) < 2. Entonces:

min{depthA/I,depthA/I*} + ht (I) <
depthGA(I) S
min{depthA/I,depthA/I*} + ht (I) + 1.

Ademds,
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(i) si depthA/I? < depthA/I entonces depthG4(I) = depthA/I? +ht (I) + 1, y

(#i) si depthA/I < depthA/I? entonces depthG4(I) = depthA/I+ht (I) si ht (1) > 0
y depthG4(I) = depthA/I st ht (I) = 0 y depthA/I < d —1.

Demostracién: Sea h := ht(I). Si A = 0 entonces por el Lema 3.4.6 I® = al? para
cierto a ¢ Z4(I) y obtenemos el resultado por la Proposicién 3.4.5.

Supongamos que I es un ideal puro con h > 0. Sea J una reduccién minimal de I con
I*=JI?ya,,...,an,a un sistema minimal de generadores como en el Lema 3.4.6. Sean
A = A/(ay,...,an) e I, = I/(ay,...,a;). Por el Lema 3.4.8 la sucesién af,...,a} es
regular en G y por tanto G/(a3,...,a}) 2 Ga,(13)). Luego, depthG = depthGy, (I1)+h.
Por otra parte, aplicando una vez mas el criterio de Valabrega-Valla y el Lema 3.1.4
tenemos que Ay es un anillo C.M. e I, es un ideal genericamente interseccién completa

con ad(/) = 1, altura cero y r(I;) < 2. Luego,
min{depthA/I,depthA,/I?} < depthGy, (Iz) < min{depthA/I,depthA,/I?} + 1.

Distinguiremos ahora los casos (1), (2) y (3).
Caso (1):

supongamos depthA/I? < depthA/I. En este caso, por el Lema 3.1.5 resulta
depthA/I? = depthA;/I? < depthA/I. Aplicando la Proposicién 3.4.5 tenemos depthG
= depthG(1;) + h = depthA,/I} + 1 + h = depthA/I* + h + 1.
Caso (2):

supongamos depthA/I < depthA/I?. Aplicando el Lema 3.1.5 y la Proposicién
3.4.5 obtenemos que depthA,/I? = depthA/I — 1 v depthG = depthG(I,) + h =
depthAn/I? +1+ h = depthA/I — 1+ 1+ h = depthA/] + h.
Caso (3):

supongamos depthA/I = depthA/I*?. Entonces por la Proposicién 3.4.5

min{depthA/I,depthAs/I}?} < depthGy, (1) < min{depthA/I,depthA./I?} + 1,

y por el Lema 3.1.5 tenemos que depthA;/I? > depthA/] — 1. Si depthA,/I} =
depthA/I — 1 entonces depthG 4, (1) = depthA/I de nuevo por la Proposicién 3.4.5 ¥
depthG = depthA/I + h. Por el contrario, si depthA,/I? > depthA/I entonces

depthA/I < depthGy, (Ix) < depthA/I +1
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y por tanto
depthA/I + h < depthG < depthA/I + A + 1.

Observemos que en cualquier caso tenemos las desigualdades del enunciado.

Nota 3.4.9 Notemos que utilizando las mismas técnicas que en la demostracién del
Teorema 3.1.3 podemos demostrar las férmulas de [Zar] para ideales con r(I) < 1.
En este caso, el Lema 3.4.6 (iv) nos asegura la existencia de una sucesién regular de
G4(I) de longitud ht (I). Podemos entonces reducirnos a ideales de altura cero y, para
éstos utilizar la Proposicién 3.4.4. Observemos por ultimo que si r(I) < 1 tenemos
I? = (a1,...,an,a)l para ciertos elemntos ay,...,as,a verificando las condiciones del
Lema 3.4.6 y entonces se deduce facilmente: depthA/I? = depthA/I < dim A/ o bien
depthA/I? = depthA/I — 1 =dimA/I - 1.

3.5 Anillos de Rees

Los resultados obtenidos para la profundidad del anillo de formas en las Secciones
3.2, 3.3 y 3.4 junto con los resultados del Capitulo 2 que relacionan la profundidad de
éstos con la del anillo de Rees nos permiten ahora obtener férmulas para la profundidad
del anillo de Rees asociado a un ideal I con ad({) <1y r(I) < 2.

Para ideales equimtltiples tenemos los siguientes resultados. Si el nimero de re-

duccién del ideal es menor o igual que uno obtenemos las siguientes férmulas para la

profundidad del anillo de Rees.

Proposicién 3.5.1 Sean (A, m) un anillo Cohen-Macaulay e I un ideal equimiltiple de
A. Supongamos r(1) <1 yht(I) > 2. Entonces:

depthRa(I) = depthGa(I) + 1 = depthA/T + ht (I) + 1.

Demostracién: Si G no es C.M. entonces depthR = depthG + 1 por el Corolario 2.3.4
(ii). Supongamos que G es C.M.. Entonces, por el Corolario 1.6.9 a(G) = r(I)—ht (I) <
1—~h < 0y aplicando el Corolario 1.6.5 tenemos que R es C.M.. Luego, en ambos casos
depthR = depthG + 1 = depthA/I + ht (I) + 1 por el Teorema 3.1.1. O

En particular recuperamos asi el resultado de [TI]
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Corolario 3.5.2 [TI, Proposition 7.4] Sean (A, m) un anillo Cohen-Macaulay e I un
ideal equimiltiple de A. Supongamos r(I) <1 yht(I) > 2. Entonces son equivalentes:

(i) Ra(I) es Cohen-Macaulay.
(i) G4(I) es Cohen-Macaulay.
(iii) A/I es Cohen-Macaulay.

Demostracién: Immediato a partir del Teorema 3.1.1 y la Proposicién 3.5.1. O

Si el ideal es de altura uno podemos ver que el resultado anterior no es cierto.

Proposicién 3.5.3 Sean (A, m) un anillo Cohen-Macaulay e I un ideal equimiltiple de

A. Supongamos r(I) =1 y ht(I) = 1. Entonces Ra(I) no es Cohen-Macaulay.

Demostracién: Si G no es C.M. como depthR = depthG + 1 tenemos que R tampoco
es C.M.. Supongamos que G es C.M.. Entonces a(G) = r(I) —ht (I) = 0 y por tanto R
noes C.M.. O

Finalmente, para ideales de altura cero tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 8.5.4 Sean (A, m) un anillo Cohen-Macaulay e I un ideal equimailtiple de

A. Supongamos r(I) =1 y ht (I) = 0. Entonces son equivalentes:
(i) Ra(I) es Cohen-Macaulay.
(i7) depthG4(I) > d—1.

(11i) depthA/I > d —1.

Demostracién: La equivalencia entre (¢1) y (:27) es inmediata del Teorema 3.1.1. Como

en este caso R = A @ I tenemos que depthR = depth,J. Aplicando el depth-lemma a

la sucesién exacta
0—I—A— A/l —0

obtenemos que depth ,I = depthA/I = d 6 depth,I = depthA/I + 1. Por lo tanto, R
es Cohen-Macaulay si y solamente si depthA/I >d—1. O

Para ideales con mimero de reduccién dos obtenemos:
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Proposicién 3.5.5 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal equimail-

tiple integramente cerrado de A. Supongamos ht (I) > 3 y r(I) < 2. Entonces:

min{depthA/I,depthA/I*} +ht (I) <
depthR4(]) <
min{depthA/I,depthA/I*} + ht (I) + 1.

Ademds,
(i) si depthA/I? < depthA/I entonces depthRa(I) = depthA/I?> + ht (I)+ 1, y

(i1) si depthA/I < depthA/I* entonces depthR4(I) = depthA/I + ht (I).

Demostracién: Aplicando el Corolario 2.3.4 (ii), el Corolario 1.6.5 y el Corolario 1.6.9
tenemos que depthR = depthG + 1. El resultado se obtiene entonces directamente del

Teorema 3.1.2. O

Para ideales con desviacién analitica uno obtenemos los siguientes resultados a partir

del Teorema 3.1.3.

Corolario 3.5.6 Sea (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal puro generi-
camente interseccion completa de A conad(l) =1 yr(I) < 2. Si G4(I) es Cohen-

Macaulay, entonces:
depthA/I > depthA/I* > dim A/I — 1.
Inversamente,
(i) si depthA/I = depthA/I? = dim A/I, entonces G4(I) es Cohen-Macaulay.

(i) Si depthA/I = dim A/ y depthA/I* = dim A/I — 1, entonces G4(I) es Cohen-
Macaulay.

Demostracién: El resultado es inmediato a partir de Teorema 3.1.3. O
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Proposiciéon 3.5.7 Sea (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal puro de A

genericamente interseccion completa conad(I) =1, yr(I) < 2. Supongamos ht (1) > 2.

Entonces:
min{depthA/I,depthA/I?} + ht (I) + 1 <
depthR4(I) <
min{depthA/I,depthA/I*} + ht (1) + 2.
Ademds,

(i) si depthA/I? < depthA/I entonces depthRy(I) = depthA/I? +ht () +1, y

(ii) si depthA/I < depthA/I? entonces depthR4(I) = depthA/I+ht (I) si ht (1) > 0
y depthR4(I) = depthA/I si ht (I) = 0 y depthA/I <d — 1.

Demostracién: Como en la Proposicién 3.5.1, se trata de ver que bajo las hipétesis
del enunciado tenemos depthR = depthG + 1, teniendo ahora en cuenta que si G es
C.M. entonces a(G) = max{—A(I),r(I) — ht (I) — 1} por el Corolario 1.3.2. O

3.6 Anillos graduados asociados a las potencias de
un ideal

Sea I un ideal y n un entero positivo. Ribbe en [Ri] demuestra que si I es un
ideal casi interseccién completa entonces, las profundidades de los anillos graduados
asociados al ideal I™ no dependen de n. Posteriormente, Zarzuela en [Zar] extiende
este resultado a ideales genéricamente interseccién completa con ad(l) =1y r(I) < 1.
Aqui obtenemos resultados analogos para la clase de ideales que hemos tratado en este
capitulo. Para ello, utilizaremos el siguiente resultado de [Ri]. Ofreceremos con detalle
las demostraciones de los resultados que se obtienen para ideales equimiltiples. En
cambio, para ideales con desviacién analitica uno no explicitaremos las demostraciones

ya que éstas se obtienen ficilmente siguiendo la misma linea de demostracién del caso

equimultiple.
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Lema 3.6.1 Sean n € N y g := depthG4(]).

(i) Si H3,(Ga(I)); #0, Vj < 0, entonces depthG4(I™) = depthG4(I).

(i) Siht (1) > 1y H5 (Ra(I)); # 0, ¥§ < 0, entonces depthR4(I™) = depthR4(I).
Demostracién: (ii) es immediato ya que R(I™) = R(I)™ para todo n. Para (i) ver

[Ri, Lemma 5.3.1]. O

Para ideales equimultiples con nimero de reduccién menor o igual que uno tenemos:

Lema 3.6.2 Sea I un ideal equimiltiple con r(I) < 1. Sea g := depthG(I).
(i) Siht () > 1, entonces H3,(Ga(I)); #0 V5 < —=ht(I).
(ii) Siht(I) > 2, entonces H{ (R(I)); #0 Vj < —ht(I)+1.

Demostracién: Demostraremos (i) por induccién sobre ht (I). Sea h := ht([). Su-
pongamos h = 1. Entonces por el Teorema 3.1.1 g = depthA/I + 1. Por otra parte,

I? = al para cierto a ¢ Z4(A), y por tanto podemos utilizar las notaciones y resultados

de la Seccién 3.4.

Considerando la sucesién exacta larga de cohomologia local asociada a (SE;) obte-

nemos para todo 7
— Hiy(AfD); = Hiy(Uh); = Hif(G); = -

En particular, para j < —1 tenemos monomorfismos H3,(U1); — H3,(G);. Ademas,
tenemos que depthl/; = g y entonces por el Lema 3.4.2 H;,(Uy); # 0 para todo 5 < 0.

Por lo tanto Hj,(G); # 0 para todo j < —1 = —h.
Supongamos h > 1. Sea J = (ay,...,as) una reduccién minimal de / con I = JI.

Sea A= A/(ay) e [ = I/(ay). El ideal [ es equimultiple con r([) <1y ht([) = h — 1.

Ademis, como a} es un elemento regular en GG tenemos la sucesién exacta
ay -
0— G(-1) > G— G(I) —0
que nos proporciona en cohomologia inyecciones

0 — H3;H(GD)); = Hy(G)jmr.
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Por hipétesis de induccién Hi; '(G(I)); # 0 para todo j < —ht(I) = 1 — &. Luego,
H34(G), # 0 para todo n < —h y (i) queda demostrado.
Veamos ahora (ii). Como ht(J) > 2 entonces depthR = g + 1 por la Proposicién

3.5.1. Las sucesiones exactas
0—R, — R— A—0,

0 — R, (1) —>R—G—0

nos proporcionan en cohomologia isomorfismos H51'(R,); » Hi'(R); para todo j # 0
y monomorfismos H%,(G); — Hit'(Ry);+1- Por (i) tenemos que H(G); # 0 para
j < —h y por tanto HiI'(Ry); # 0 para j < —h + 1. Podemos asi concluir que
H{IY(R); # 0 para todo j < —A+1. O

Proposicién 3.6.3 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay, I un ideal equimiil-

tiple con 7(I) <1 yn € N un entero positivo.
(1) Siht(I) > 1, entonces depthG4(I™) = depthG 4(I).
(i) Si ht (1) > 2, entonces depthR4(I™) = depthR4(1).

Demostracion: El resultado es immediato aplicando los Lemas 3.6.1 y 3.6.2. O

Para ideales equimultiples con nimero de reduccién menor o igual que 2 tenemos los

siguentes resultados.

Lema 3.6.4 Sea I un ideal equimiltiple, integramente cerrado con r(I) < 2. Suponga-
mos que depthA/I? < depthA/I y sea g := depthG([).

(i) St ht(I) > 1, entonces H,(G4(I)); #0 V3 < —ht(I).

(i1) Siht(I) >3, entonces HF (R(I)); #0 Vj < ~ht(I)+1.
Demostracién: Demostraremos (i) reduciéndonos al caso de altura uno. Sea h :=
ht (I). Sea I un ideal equimultiple con r(I) < 2, h = 1 y tal que depthA/I? < depthA/I.
Entonces I® = (a)I? para cierto a ¢ Z4(A) y por la Proposicién 3.4.5 tenemos que

g = depthA/I?+1. Utilizaremos a lo largo de la demostracién las notaciones y resultados
y

pertinentes de las secciones anteriores.
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Considerando la sucesién exacta larga de cohomologia local asociada a (SE;) obte-

nemos para todo )
= Hip N (Ca)j — Hiy(Un); = Hiy(G); — -+

En particular, para todo j < —1 tenemos monomorfismos H%,(U7); — H%,(G);.
Ademsds, tenemos que depthl/; = g y entonces por el Lema 3.4.2 H5,(U:2); # 0 pa-
ra todo j < 1. Por lo tanto H},(G) # 0 para todo j < —1.

Sea ahora [ un ideal equimiltiple integramente cerrado con A > 1, r(I) < 2 y tal
que depthA/I? < depthA/I. Sea J = (ai,...,as) una reduccién minimal de / con
I* = JI?. Entonces por el Lema 3.3.2 la sucesién af,...,a} es regular en G. Consi-
deremos ahora los ideales I; de A; introducidos anteriormente para ¢ = 1,...,h — 1.
En la demostracién del Teorema 3.1.2 vimos que si depthA/I? < depthA/I, entonces
depthA/I? = depthA,/I? = --- = Ap_;/I?_,. Luego, Ir-; es un ideal equimdiltiple
con r(Ih—1) < 2, ht(In—1) = 1 y depthAp_1/I?_, < depthAup_1/Is—;. Por tanto
H " (G(Ih-1); # 0 para todo 5 < —1.

Considerando para todo : =1,...,hA — 1 (donde I, := I) las sucesiones exactas
0 — GIiy)(~1) <5 G(Liey) — G(L;) — 0
obtenemos en cohomologia inyecciones
0 — H3'(G(L); — Hi M (G(Lim1))jmr-

Procediendo por recurrencia descendente sobre i obtenemos que H%,(G); # 0 para todo
J £ —h y (i) queda demostrado.
Para ver (ii) podemos utilizar los mismos argumentos que en el Lema 3.6.2 teniendo

ahora en cuenta que depthR = depthG + 1 si ht (I) > 3 por la Proposicién 3.5.5. O

Proposicién 3.6.5 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal equimiil-
tiple, integramente cerrado con r(I) < 2. Supongamos que depthA/I® < depthA/I.

Entonces, para todo n € N entero positivo:
(i) St ht(I) > 1, entonces depthG4(I™) = depthG4(I).

(t1) Siht(I) > 3, entonces depthR4(I") = depthRA(I).
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Demostracién: El resultado es immediato aplicando los Lemas 3.6.1 y 3.6.4. O

Para ideales con desviacién analitica uno obtenemos resultados andlogos a los ante-

riores.

Lema 3.6.6 Sea I un ideal puro, genéricamente interseccion completa con ad(I) =1 y

r(I) < 2. Supongamos que depthA/I* < depthA/I y sea g := depthG(I).
() H3(Ga(I)); #0 Vj < —ht(I)— 1.
(i) Siht(I) > 2, entonces H{I' (R(I)); #0 V5 < —ht([).

Proposicién 3.6.7 Sean (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal puro,
genéricamente interseccion completa con ad(I) = 1 y r(I) < 2. Supongamos que

depthA/I? < depthA/I. Entonces, para todo n € N entero positivo:
(i) depthG4(I") = depthG4(I).

(it) Siht(I) > 2, entonces depthR4(I™) = depthR4([).

Los ejemplos de ideales equimiiltiples con nimero de reduccién 1 son diversos. En
este sentido, los trabajos de Corso, Polini y Vasconcelos [CPV], Corso y Polini [CP1],
[CP2] y, Polini y Ulrich [PU] muestran como obtener ideales de este tipo via linkage.

El siguiente es un ejemplo de ideal equimultiple con nimero de reduccién 2, al cual

aplicaremos los resultados obtenidos para el cdlculo de la profundidad de sus anillos

graduados asociados.

Ejemplo 3.6.8 Sea A = K[[X,Y,Th,...,To]]/(X®Y) = K[[z,y,t1,--.,t,]], donde K
es un cuerpo y n > 3. A es un anillo Cohen-Macaulay n + 1-dimensional. Sea I =
(zy,t1,...,tn). I es un ideal equimdltiple, integramente cerrado (notemos que A/[ es
un anillo reducido), con ht (I) = n y r(I) = 2. Ademds es facil ver que depthA/I =1
y depthA/I? = 0. Luego, aplicando el Teorema 3.1.2, la Proposiciones 3.5.5 y 3.6.5
tenemos que para todo m entero positivo depthG4(I™) = n y depthR4(I™) =n + 1.

En los trabajos de Vasconcelos [Vas], Aberbach y Huneke [AHun] y Aberbach,
Huckaba y Huneke [AHH] se ofrecen ejemplos de ideales con desviacién analitica 1,

genéricamente interseccién completa y con nimero de reduccién 2.



Capitulo 4

Sucesiones regulares en el cono de la
fibra

4.1 Introduccion

Sean (A, m) un anillo local e Z una filtracion de ideales de A. Si a es un elemento
de I, denotaremos por a*, a’, y o’ a sus imagenes en I,/I, — G4(Z), I,/ml; —
Fu(Z),y I,/ I? — G4(11), respectivamente. (Recordemos que con anterioridad habiamos
denotado por a* a la forma inicial de a en G4(I). Sin embargo, como serd el caso en
este capitulo, bajo ciertas condiciones ambas definiciones coinciden. Por comodidad,
cometeremos aqui este abuso de notacién.)

Sea ay,...,ar una sucesién de elementos de [;. En este capitulo se ofrece un criterio
que determina si la sucesién al,...,a es Fn(ZT)-regular. El resultado principal es el
Teorema 4.3.5 en el que se demuestra lo siguiente: supongamos que a},...,a} es una

sucesion G4(Z)-regular. Entonces son equivalentes
(1) @,...,aY es una sucesién Fy(Z)-regular,
(i1) (a1,...,ax)Nml, = (@1,...,a5)ml,_; para todon > 1,
(iii) (d},...,a}) es una sucesién G(Z™)-regular,
donde Z™ es una filtracién de submédulos de A I;-compatible.

63



64 Sucesiones regulares en el cono de la fibra

En la seccién 4.2 obtenemos un criterio andlogo al de de Valabrega-Valla para filtra-
ciones E de médulos via ciertos complejos de Koszul modificados asociados a E. En la
seccién 4.3 veremos como la relacién existente entre los complejos de Koszul modificados

asociados a Z, I™ y el complejo de Koszul de Fin(Z) nos permite demostrar el Teorema

4.3.5.

4.2 Complejos de Koszul modificados

Sean A un anillo noetheriano (no necesariamente local), / un ideal de A y F un
A-modulo. Sea E = (E,),>¢ una filtracién de submédulos de E. Supongamos que E es
una [-filtracién; es decir, IE, C E,4; Vn. Siguiendo las notaciones de Kirby y Mehran
[KM], dada una familia ay,...,a; de elementos de [ el A-médulo E = D, En tiene
estructura de médulo graduado sobre el anillo de polinomios A[Ty,. .., Tk I;1ediante la
multiplicacién

f(T1,...,Tx)mi = f(ay,...,ax) mi, m; € E;.
Luego podemos considerar K(Th,...,Tx; E) el complejo de Koszul graduado de los ele-
mentos T3,...,T; con coeficientes en E. (Ver [HIO)], [P]].) Su componente de grado n

tiene la forma

k

Ka(Ty,...,TE): 0= Epcgp = (Encpp1)f = -+ = (Bn-2)®) = (o)) = E, =0

y es un subcomplejo del complejo de Koszul K(ay,...,a;; E) de a,.. ... a;. a coeficientes

en E. Tenemos asi una sucesién exacta de complejos:
0= Kn(Ty,...,Ti;E) = K(a1,...,a, E) = Clay,....an:Eini — 0 (4.1)
donde C(ay,...,ax; E;n) = K(ay,..., a5 E)/Ko(Th,..., Ti; E).

Definicién 4.2.1 El complejo C(ay,. .. ax; E;n) es el n-€simo complejo de Koszul mo-

dificado de ay,...,ar con coeficientes en E.
C(ai,...,ar; E;n) es un complejo de la forma

0= E/En_t = (E/En_gs1)2) = -+ 5 (E/Ea_y)®) = (E/E,_)() = E/E, — 0.
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Kirby y Mehran [KM], asi como también Marley [Ma], Guerrieri [Gue], Huckaba y
Marley [HM2], utilizan estos complejos para el estudio de la funcién de Hilbert y la

profundidad de los anillos graduados G4(I) asociados a un ideal I.

Si C. es un complejo, denotaremos por C[—1]. al complejo definido por C; = C;_;
y la misma diferencial que C.. Entonces, de las sucesiones exactas naturales (ver por
ejemplo {No, Proposition 2])

0— [{(Tl, . .,Tk_l;E) — K'(Tl, . .,Tk;E) — [X'(Tl, R ,Tk_l;E)[—-l] — 0,

0 — K(ai,...,a5-1; E) = K(ay,...,a; E) = K(ay,...,0p-1; E)[-1] = 0

y tomando la componente de grado n obtenemos la sucesién exacta de complejos de

Koszul modificados
0— C(ay,...,ak-1;E;n) = C(ay,...,a5E;n) = Clas. ..., ap-1; E;n — 1)[-1] = 0,

asi como la correspondiente sucesién exacta larga de homologia

-+ — H;(C(ay,...,ak-1; E;n)) — Hi(Clay....,a5;E;n)) —

H;-1(Clay,...,ak-1; B;n—1)) Eek H;,1(Cla;..... ai-1; E;n)) — -+ (4.2)
Podemos calcular los siguientes mddulos de homologia de C(ay,...,ax; E;n).

Lema 4.2.2 (i) Hy(C(a1,...,ar; E;n)) = E/(E. + (a1,...,ax)E).
(i) Hy(C(ay,.-.,ax;E;n)) = (Encis1 g (a1, ... a))/ Eney.
(1ii) Siay,...,ar es una sucesion regular en E entonces
Hi(C(aiy,... a0k E;n)) = ((a1,-...ar) ENEL)/(a1,-.-,a1)Eney .

Demostracién: (i) De la sucesién exacta (4.1) obtenemos en homologia la sucesién

exacta larga

oo = Ho(Kp(Th, ..., Tk, B)) = Ho(K(ay,...,ax; E)) = Ho(C(ay,...,ax; E;n)) — 0.

Por tanto

Hy(C(a1,...,ar; E;n)) = E/(al,...,ak)E/En/(al,...,ak)En_l
=FE/FE, + (a1,...,ax)E.
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(ii) Procederemos por induccién sobre k. Para k = 1, el complejo C(a;; E;n) es
0— E/E,., 2% E/E, — 0,
y Hi(C(ay;E;n)=E, :ay/E,_;. Si k > 1 la sucesién exacta (4.2) nos proporciona

0 — Hi(C(ay,...,ax; E5n)) — He_1(C(ay,-..,ak-1; E;n — 1))
=% Hy-1(Clay,...,ak-1;E;n)) — - -+,

luego

Hy(C(a1,-..,a; E;n)) =
K@T’(En_k.H ‘E (al, BN ak_l)/En._k 1& En..k.,.g ‘E (al, N ,ak_l)/E'n_k_,l) ==

En_ks1:e (01,...,0:)/En_k.

(iii) De (4.1) obtenemos en homologia teniendo en cuenta que ai,...,axr €s una

sucesion regular en F la sucesién exacta
0 — Hy(C(ay,---,ai; E;n)) = Ho(K(Th,...,Ti; E)) = Ho(K(ay,. .., a; E)).

Por tanto
Hi(Clay,...,ax; E;n)) =

Ker(E,/(a1,...,ap)Ency = Ef(a1,...,ax)E) =
E.N(a,...,ax)E/(a1,...,ax)Ey. DO

Consideremos ahora una filtraciéon Z = (I, )n>0 de ideales deA. Supongamos que E
es una filtracién Z-compatible. (En particular /;-compatible.)

En el siguiente resultado veremos algunas de las propiedades que satisfacen los com-
plejos de Koszul modificados C(ay,...,ax; E;n): la relacién existente entre éstos y el
grado del ideal (a3}, ..., a}) en G(E), un aspecto de rigidez satisfecho por dichos comple-

jos, y por ltimo recuperaremos un criterio del tipo Valabrega-Valla para el caso general

de filtracién de médulos E.
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Proposicion 4.2.3 Supongamos que I es una filtracion noetheriana de A y que G(E)
es finitamente generado como G4(I)-mddulo. Sea ay,...,ar una familia de elementos

en I;. Entonces
(1) depthgs  o)G(E) = min{j | Hi—;(C(as,...,ax; E;n)) # 0 para cierto n}.

(ii) St H;(C(a,...,ax;E;n)) = 0 para todo n, entonces H;(C(ay,...,ar; E;n)) =0
para todo v > 7 y n.

(iii) Supongamos que A es un anillo local. Entonces af,...,a} es una sucesion regular
en G(E) st y solamente si ay,...,ar es una sucesion sucesion reqular en E y
(a1,...,ax)ENE, = (a1,...,ax)E,—1 para todon > 1.

Demostracién: (i) Consideremos K(aj,...,a}; G(E)) el complejo de Koszul de la

sucesién a3, ..., a; a coeficientes en G(E). Entonces
depth(ys . o+)G(E) = min{j | Hi—;j(K (a1, ..., a;; G(E)) # 0}
Si K(aj,...,a;; G(E)) = @B,5o Knlal,. .., a;; G(E)), tenemos la sucesién exacta natural
0 — Ku(al,...,a;;G(E)) = Clay,...,a; E;n) = Clay,...,a5; Esn— 1) - 0 (4.3)
Queremos ver:
H;(K(al,...,a5;GE))=0Vi>j & H(C(ay,...,ar;E;n)) =0 VYi>jy Vn.

St H;(K(a3,...,a;;G(E)) = 0 para todo ¢ > 7 y todo n entonces considerando la

sucesién exacta larga de homologia asociada a (4.3) obtenemos para todo n isomorfismos
H;(C(ay,...,a5; E;n)) = Hi(C(ay,...,ar; E;n —1)).

Por otra parte, H;(C(ay,...,ar; E;n)) = 0 para todo n < 0. Por tanto los isomorfismos
anteriores nos permiten deducir que H;(C(ay,...,ax; E;n)) = 0 para todo n e 1 > j.
Reciprocamente, de la sucesién exacta (4.3) tenemos la sucesién exacta larga de

cohomologia

- Hi1(Clay,. .. ai E;n — 1) = Hi(Kq(al,...,a;; GE)) = H{(C(as,...,ax; E;n)) - -
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Por tanto, si H;(C(ay,...,ar;E;n) = 0 para todo n e ¢ > j tenemos entonces que
Hi(K(a3,...,a;; G(E)) = 0 para todo i > j.
(ii) Procederemos por induccién sobre k. Para k£ = 1 el resultado es immediato. Si

k > 1, de (4.2) obtenemos la sucesién exacta larga

o — Hip1(Clay, .. . a5-1; Bn)) — Higyy(Clay, ... a5 E;n)) —
Hi(C(as,...,ak-1;E;n — 1)) — H;(C(ay,...,ak-1; E;n)) —

oo — Hjp1(Clay, .. . 0513 E;n)) — Hjp(Clag, - .., ax; Ejn)) —
H;(C(ai,...,ak-1;E;n —=1)) — H;(C(ay,-..,ar-1; E;n)) — 0.

De ésta se obtiene que H;(C(ay,...,ak-1;E;n)) = 0 para todo n ya que trivialmente
H;(C(a1,-...,ar-1;E;n)) = 0 para todo n < 0. Luego, por hipétesis de induccién
H;(C(ay,...,ar—1;E;n)) = 0 para todo n e ¢ > j y entonces obtenemos de la sucesién
exacta que H;(C(a1,...,a5;E;n)) =0 para todon ez > j.

(iii) Por los apartados (i) y (ii) tenemos que aj, ..., a} es regular en G(E) si y sola-
mente si H,(C(a},...,a5;E;n)) =0 Vn. Entonces por el Lema 4.2.2 (iii) obtenemos

el resultado. O

4.3 El cono de la fibra

Sean A un anillo, Z = (I,)n>o una filtracién noetheriana de ideales de A y H un

ideal de A conteniendo I;.

Definicién 4.3.1 Fl anillo graduado Fu(Z) = @nzo I./HI es el cono de la fibra de
Z respecto H.

Si (A,m) es un anillo local, al anillo Fi,(Z) lo lamaremos el cono de la fibra de 7.

Si E = (E,)n>0 es una filtracién Z-compatible podemos considerar el Fg(Z)-médulo
graduado definido por Fy(E) = @, 5, En/HE,. Por otra parte la siguiente filtracién
de E: i

E¥ = (EF),50, donde Ef = HE,_;sin>1, Ef = E

es una I,-filtracién, y en consecuencia G(Ef) es un G(I;)-médulo graduado.
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Puede verse entonces, de las propias definiciones, que tenemos la siguiente relacién
entre los complejos de Koszul a coeficientes en el cono de la fibra y los complejos de

Koszul modificados a coeficientes en E y Ef.

Proposicién 4.3.2 Sean ay,...,ar elementos en I,. Fziste una sucesidn ezacta de

complejos
0— Kn(dd,...,a% Fu(E)) = Clay,-..,ai; EF;n +1) = Clay,. .., a1 E;n) — 0

donde K,(a3,...,a%; Fu(E)) es la n-ésima componente del complejo de Koszul graduado

de af,...,a con coeficientes en Fy(E).
La sucesién exacta anterior nos permite entonces formular el siguiente resultado.

Proposicién 4.3.3 Supongamos que I es noetheriana y G(E) finitamente generado co-

H;(K(aS,...,a}; Fy(E))), ~ H;(C(ay,...,a; EF;n 4+ 1))
para todo j > k —r y todo n.

Demostracién: De la sucesién exacta de la Proposicion 4.3.2 obtenemos la sucesién

exacta larga de homologia

oo — Hiy(Clay, - - - ax; Esn)) — Hi(K(ad,...,a% FR(E))), —
H:(C(ay,...,ai; E¥;n+1)) — H:(Cl(ay,...,a;Ein)) — - .

Si depth,s ,:)G(E) > 7 entonces H;(C(ai,...,ax;E;n)) = 0 para todo j > k—ry
todo n por la Proposicién 4.2.3 (i), y por tanto

Hj(K(a?,...,ag;FH(E)))n ~ Hj(C(al,...,ak;EH;n +1))

para todo j > k—r y todo n. O

En particular, suponiendo depth,: . G(E) mixima obtenemos:

Proposiciéon 4.3.4 Supongamos que se verifican las hipdtesis de la Proposicion 4.3.3.
Si depthgs  -)G(E) = k entonces depth(, _.0)Fy(E) = depth(all’.__,a;c)G(EH).
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Demostracién: Por la Proposicién 4.3.3 tenemos isomorfismos
H;(K(a},...,a%; Fa(E)))n =~ H;(C(ay, . ..,a5; E;n + 1))

para todo 7 > 0 y todo n. El resultado es entonces immediato a partir de la Proposicién

423 (i). O
Finalmente, interpretando la proposicién anterior en términos de condiciones del tipo

Valabrega-Valla, obtenemos el criterio objetivo central de este capitulo:

Teorema 4.3.5 Sea (A,m) un anillo local, T una filtracién noetheriana de ideales de
A, y E una filtracion de submddulos de un A-médulo E. Supongamos que E es Z-
compatible y G(E) es finitamente generado como G4(Z)-mddulo, y sea ay,...,ar una

familia de elementos en I;. Supongamos que
(i) ai,...,ax es una sucesion regular en E.
(ii) (a1,...,ax)EN E, = (a1,...,0k)En_1 para todon > 1.
Entonces:
depthipo .0\ Fu(E) =k & (a1,...,ax)ENHE, = (ai,...,ax) HE,; para todo n > 1.

Demostracién: Aplicando las Proposiciones 4.3.4 y 4.2.3 (iii). O



Capitulo 5

Propiedad Cohen-Macaulay del

cono de la fibra

5.1 Introduccidon

Sea (A,m) un anillo local noetheriano e Z una filtracién buena de ideales de A.
Consideremos Fin(Z) = Ra(Z)/mR4(Z) = @nzo I./mI, el cono de la fibra de Z. El
principal objetivo de este capitulo es el estudio de la propiedad Cohen-Macaulay de
Fa(Z).

Si Z es la filtracién I-adica e I esta generado por una familia de elementos analitica-
mente independiente, entonces Fy,(I) es isomorfo al anillo de polinomios a coeficientes
en A/m y u(l) variables, y por tanto es Cohen-Macaulay. Por otra parte, Huneke y
Sally en [HS] demuestran que si A es Cohen-Macaulay e I es un ideal m-primario con
numero de reduccién uno, entonces Fin(I) es Cohen-Macaulay. Shah [Sh] trata este tema

de forma mds general obteniendo los siguientes resultados.

Proposicién [Sh, Theorem 1] Sea I un ideal de A y J una reduccion minimal de I

generada por una sucesion regular tal que I? = JI. Entonces Fu(I) es Cohen-Macaulay.

Proposicién [Sh, Theorem 2] Sea I un ideal de A y J una reduccion minimal de [
generada por una sucesion regular tal que I® = JI?. Supongamos que I°NJ = JI y
m/2 = Jml. Entonces Fn(I) es Cohen-Macaulay.

71
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El método utilizado por Shah es el siguiente: como J estd generado por una familia
de elementos anliticamente independiente tenemos que Fy(J) es un anillo de polino-
mios sobre el cuerpo residual A/m. Por otra parte, Fi(I) es una extensién finita de
Fu(J). Por tanto, Frr(I) es Cohen-Macaulay si y sélo si es un Fp(J)-médulo libre. Las
condiciones de Shah garantizan la existencia de una base de Fiy(I) como Fy(J)-médulo.

Uno de los objetivos de este capitulo es extender los resultados anteriores a nimero

de reduccién arbitrario. En este sentido probamos lo siguiente:

Teorema Sea (A, m) un anillo local noetheriano e I un ideal de A. Sea J una reduccion
minimal de I. Supongamos que J esta generado por una sucesion regular y J N I[* =
JI™"! para todo 1 < n < rj(I). Entonces Fu(I) es Cohen-Macaulay si y solamente si
JNml® = Jml” para todo 1 < n <ry(I).

Este resultado recubre los de Shah pero nuestra aproximacién al problema es com-
pletamente distinta. Un sistema minimal de generadores de J proporciona un sistema
de pardmetros de Fn(I) formado por elementos homogéneos de grado 1. Entonces, el
criterio obtenido en el capitulo anterior, ver el Teorema 4.3.5, determina cuando esta
familia de elementos es una sucesion regular en Fi, (7).

En la Seccion 5.2 veremos como nuestro método permite extender el resultado an-
terior a filtraciones de ideales buenas, ver el Teorema 5.2.2. Aplicaremos este resultado
en el estudio del cono de la fibra de filtraciones buenas equimiltiples. En particular,
podremos determinar, en el Teorema 5.2.8 (resp. en el Teorema 5.2.11), cuando el cono
de la fibra (resp. el cono de la fibra normalizado) de un ideal m-primario con segun-
do coeficiente de Hilbert (resp. con segundo coeficiente de Hilbert normalizado) igual
a uno es Cohen-Macaulay. Esto nos permitird, en el Teorema 5.2.12, caracterizar las
singularidades 2-dimensionales racionales o elipticas cuvo cono de la fibra normalizado
es Cohen-Macaulay.

En la Seccién 5.3 probaremos que si A es Cohen-Macaulay e [ es un ideal genérica-
mente interseccién completa con desviacién analitica uno y nimero de reduccién uno,
su cono de la fibra es siempre Cohen-Macaulay. En la Seccién 5.4 obtenemos el mismo

resultado para los ideales 1-GNN introducidos por Goto, Nakamura y Nishida [GNN].

En [Sh, Theorem 6], Shah demuestra que si Fy(I) es Cohen-Macaulay entonces su

funcién de Hilbert tiene un comportamiento especial. En la Seccién 5.5 generalizamos
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este resultado para filtraciones buenas de ideales 7 con Fiz(Z) Cohen-Macaulay. En
particular, obtenemos expresiones sencillas para el minimo nimero de generadores de

las clausuras enteras de las potencias de un ideal.

5.2 Filtraciones buenas equimaultiples

Sean (A, m) un anillo local con cuerpo residual infinito e Z = (/,)n>0 una filtracién
buena de A. (i.e. Iny; = 11, Vn > 0). Sia € I; denotaremos respectivamente a*, a°
a sus imagenes en I1/l, — G4(Z), Iy /ml; — Fu(T).

Recordemos que se define la dispersion analitica de Z como la dimensién del anillo
Fu(Z). En general, para una filtracion arbitraria Z de ideales de A las dimensiones de
los anillos Fi(Z) y Ga(Z)/mGA(Z) no coinciden. En [HZ, Lemma 2.8] Hoa y Zarzuela

demuestran que si 7 es una filtracién buena entonces ambas dimensiones son iguales.

Ademas, como observamos a continuacidn, si la profundidad de Fin(Z) es positiva tene-

mos igualdad entre los anillos Fin(Z) y G(I)/mG(T) .

Lema 5.2.1 Sea T una filtracion buena de ideales de A. Si depth Fr(Z) > 0 entonces
Iy1 Cml, para todon >0 y Fn(Z) = G(I)/mG(I). En particular, si I = m entonces

I= (mn)nzo.
Demostracion: Consideremos la sucesion exacta

0 = EP(mln + Lnp1)/ml, = Fu(I) » G(T)/mG(T) = 0.
n>0
Como Z es buena tenemos que I,1; € ml, para n > 0, por tanto dim(&p, . ,(ml, +
Ips1)/ml,) = 0. Si depthFn(Z) > 0 esto implica que @ o o(mly + Ins1)/ml, = 0, y
por tanto I,y C ml, para todo n > 0. En particular, si I = m tenemos [11, C I,4; C
ml, = I, I, para todo n > 0, esto es, I,4; = I;1I, para todo n > 0 y, en consecuencia
I =(m")npo. O

El siguiente resultado al cual nos referiamos en la introduccién nos ofrece un criterio

para probar la propiedad Cohen-Macaulay del cono de la fibra.
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Teorema 5.2.2 Sean I una filtracidn buena de ideales de A y J una reduccion minimal

de I. Supongamos
(i) J esta generada por una sucesion regular, y
(i) JN I, = JI,—, para todo 1 < n < r;(Z).

Entonces Fn(Z) es Cohen-Macaulay si y solamente st J Nwml, = Jml,_; para todo
1 <n<ri(2).

Demostracién: Sea J = (ay,...,a) con s = s(Z). Entonces, por la Proposicién
1.5.3 tenemos que a?,...,a es un sistema de pardmetros de F(Z). Por otra parte,
las igualdades J N I, = JI,_; se satisfacen para todo 1 < n < r;(Z) por hipétesis, y
también para n > r;(Z) ya que en este caso I, = JI,_;. Luego, por el Teorema 4.3.5
Fn(Z) es Cohen-Macaulay si y solo si JNAmI, = Jml,_; para todon > 1. El resultado es
entonces inmediato teniendo en cuenta que trivialmente se tiene que J Nm/l, = Jml,-;

paran > ry(Z). O

El Teorema 5.2.2 nos permite obtener los siguientes resultados.

Corolario 5.2.3 Sean (A,m) un anillo Cohen-Macaulay e I un ideal equimiltiple. Su-
pongamos r(I) < 1. Entonces Fn(I) es un anillo Cohen-Macaulay.

Demostracién: Como A es Cohen-Macaulay e [ es equimiltiple, cualquier reduccién
minimal de [ esta generada por una sucesion regular. Sea J una reduccién minimal de /
con ry(I) = r(I). Entonces, la condicién (ii) del Teorema 5.2.2 se satisface trivialmente.
Por otra parte, todo sistema minimal de generadores de J es una familia analiticamente

independiente en I y por tanto J N ml = Jm. Luego, Fn(I) es Cohen-Macaulay por el
Teorema 5.2.2. O

En el siguiente ejemplo ofrecemos un ideal tal que Fi,(I) es Cohen-Macaulay y en

cambio G4(I) no es Cohen-Macaulay.

Ejemplo 5.2.4 Sea A = K[[X,Y,Z,T||/(T* ZT,XZ -~ YT) = K|[[z,y, z,t]] donde K
es un cuerpo con |K| = oo. A es un anillo local Cohen-Macaulay 2-dimensional ¥

T + z, y forman un sistema de parametros de A (ver [HIO, Remark (22.21)]). Sea



Filtraciones buenas equimiiltiples 75

I=((z+2)>yt(z+2))y J=((z+2)?). Entonces J es una reduccién minimal de I
con rj(I) =1 e I es un ideal equimiltiple con ht (I) = 1 y 7(I) = 1. Por el Corolario
5.2.3 Fin(I) es Cohen-Macaulay. Por el contrario, A/I no es Cohen-Macaulay y por el

Teorema 3.1.1 podemos concluir que G4(I) tampoco es Cohen-Macaulay.

Corolario 5.2.5 Sean (A, m) un anillo Cohen-Macaulay e I un ideal equimailtiple inte-
gramente cerrado. Supongamos r(I) < 2. Entonces Fu(I) es un anillo Cohen-Macaulay

si y solamente si J NmI? = Jml.

Demostracién: Sea J una reduccién minimal de I con r;(I) = r(I) < 2. Entonces, la
condicién (1) del Teorema 5.2.2 es inmediata por ser A C.M. e I equimiltiple. Ademés,
la condicién (ii) del Teorema 5.2.2 se reduce a comprobar la igualdad J N I? = JI. Esta
igualdad se satisface por el Lema 3.3.1 por ser I integramente cerrado. Luego, por el
Teorema 5.2.2 tenemos que Fiy(I) es Cohen-Macaulay si y solamente JNmI? = Jm/ ya

que las igualdades J NmI™ = JmI™"! se satisfacen trivialmente para n # 2. O

En el caso que I; es un ideal m-primario obtenemos el siguiente resultado. (Tales

filtraciones se denominan usualmente de Hilbert, ver [HM2].)

Proposicién 5.2.6 Sea T = (I,)n>0 una filtracion buena con I; m-primario. Suponga-
mos que G4(Z) es Cohen-Macaulay y sea J una reduccién minimal de T. Las siguientes

condiciones son equivalentes

(i) Fu(Z) es Cohen-Macaulay.
(i) JNnml, =Jml,_; foralll <n <r;I).

Demostracién: Sea J = (ay,...,aq). Entonces aj,...,a} es un sistema de pardmetros
de G(Z). Como G(I) es C.M. tenemos que a¥,....a* es una G117 -sucesion regular

1 s Yd b
condicién equivalente a las condiciones (i) y (ii) del Teorema 5.2.2 por la Proposicién

1.6.2. Aplicando ahora el Teorema 5.2.2 tenemos el resultado. O

Supongamos que [ es m-primario. Sean Hj(n) = length(A/I") v P;(X) la funcién y
el polinomio de Hilbert de I respectivamente. Es bien conocido (ver [BH, Chapter 4])
que Hy(n) = Pr(n) para n 3> 0 y que Pr(n) puede escribirse de la forma

Pitm) = S (e ("4
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Supongamos ademds que A es Cohen-Macaulay. Northcott [No] demuestra en este caso
que e;(I) > eo(I) — length(A/I) > 0y que e;{I) = 0 si y solo si I esta generado
por un sistema de pardmetros de A. También ha sido probado por Huneke [Hun2,
Theorem 2.1] y Ooishi [O02, Theorem 3.3], independientemente, que e;(I) = eo(I) —
length(A/I) si y solo si rj(I) < 1 para cualquier reduccién minimal J de I. Mis
recientemente, Sally [Sa2] prueba que si d > 2 y ey(I) # 0, entonces e;([) = ey(I) —
length(A/I) + 1 si y solo si para alguna (toda) reduccién minimal J de I, rj(I) = 2
y length(I?/JI) = 1, y que si se satisfacen tales condiciones entonces e;(I) = 1, ver
también [HM2]. Ademas, Sally también nota que la igualdad eq(1) — length(A/I)+1 =
e1(]) no implica ez(I) # 0. Finalmente, Itoh [[t3] demuestra que esta dltima implicacién

es cierta si I es integramente cerrado; en este caso, resumimos estos resultados en el

siguiente lema.

Lema 5.2.7 [It3, Corollary 14] Sean (A,m) un anillo Cohen-Macaulay, I un ideal

integramente cerrado y J una reduccion minimal de I. Las siguientes condiciones son

equtvalentes:
(i) ei(I) — eo(I) + length(A/I) = 1.
(i) I® = JI? ylength(I?/JI)=1.
(ii) ex(I) = 1.
En tal caso Ga(I) es Cohen-Macaulay.

Para esta clase de ideales equimiiltiples con nimero de reduccién 2 podemos formular

el siguiente resultado.

Teorema 5.2.8 Sea (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay y I un ideal m-primario.

Supongamos que I es integramente cerrado y ex(I) = 1. Las siguientes condiciones son

equivalentes:
(1) Fu(I) es Cohen-Macaulay.
(i) u(JI) < u(I?) para cualquier reduccién minimal J de I.

(i) w(JI) = p(I?) — 1 para cualquier reduccion minimal J de I.
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Demostracién: Sea J una reduccién minimal de /. Por el Lema 5.2.7 r;(I) = 2,
length(I?/JI) = 1 y G(I) es Cohen-Macaulay. Por tanto aplicando el Corolario 5.2.5,
Fu(I) es Cohen-Macaulay si y sélo si J NmI? = Jml. Ademds, mI?> C JI ya que
1 = length(1%/JI) = length(/?/mI?) + length(mI?/JI N mI?). Luego, Fn(I) es Cohen-
Macaulay si y solamente si mI? = Jml.

Consideremos la sucesion exacta
0—JI—I*—1*J] —0.

Tensorializando por A/m obtenemos la sucesién exacta
JIjmJI 25 I*/mI? — 12/ J] + mI? — 0.

(1) = (741) Supongamos que mIZ = Jml. Entonces o es inyectivo y teniendo en cuenta
que [*/JI + mI? = I?/J] = A/m tenemos que rk 4/m(/2/mI?) = 1k 4/m(JI/mJI) + 1.

(111) = (1) Reciprocamente, de la sucesién exacta
0 — Ker — JI/mJI 3 I2/mI* 5 12/J1 = 0

tenemos que rk 4/m(JI/mJI) = rk a/m(Kerg) + rk 4/m(Imé). Por otra parte, por hipé-
tesis rk g/m(JI/mMJII) =tk gpm(1?/mI?) = 1 = 1k g/m(Kert)) +1 — 1 =1k 4/m(Im¢). Asi,
Ker¢ = 0 y por tanto mI? = Jml.

(448) = (44) es trivial. Veamos (i1) = (7). Si rk ajm(JI/mJI) < 1k ojm([%/mI?) =
Kk 4/m(Im@) + 1 = rk g/m(JI/mJI) — 1k 4/m(Kero) + 1. Esta desigualdad implica que
Ker¢ = 0 o equivalentemente que Fi,(I) es C.M. O

Sea ahora (A, m) un anillo local analiticamente no ramificado e [ un ideal de A.
Consideremos la filtracién (F)nzo definida por las clausuras enteras de las potencias de
I. Supongamos ademds que [ es m-primario y sean H(n) = length,(A/T") la funcién
de Hilbert normalizada de I, y P7(X) su polinomio de Hilbert. Entonces H;(n) = Pj(n)

para n suficientemente grande y P(n) puede escribirse como

Pi(n) = i(—lr‘au) (” teTiT 1).

=0
(ver por ejemplo [Ool, Theorem 1.3(2)]). Supongamos ademas que A es Cohen-Macaulay
de dimensién d > 2 e I es un ideal de pardmetros. Resumimos en el siguiente lema al-

gunos de los resultados obtenidos por Itoh en [It2].
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Lema 5.2.9 [It2] Sea (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay analiticamente no rami-

ficado de dimension d > 2. Sea I un ideal de pardmetros. Entonces
(i) &(I) ~length(I/I) =0 & 77(I) < 1.
(i) & (I) —length(I/I) > length(I2/IT), y tenemos igualdad si y sdlo si 7;(I) < 2.
(4i) &(I) > & (I) — length(I/I), y tenemos igualdad si y solo si 71(I) < 2.
El siguiente lema puede obtenerse facilmente a partir del anterior.

Lema 5.2.10 Sea (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay analiticamente no ramificado
de dimension d > 2. Sean I un ideal m-primario y J una reduccion minimal de I.

Entonces:
(i) Sig(I)=0,7s(I) <1 (e es normal).
(ii) Siga(I) =1, 7s(I) = 2 y length(T2/JT) = 1.

Ademds, si I es integramente cerrado y €;(I) < 1 entonces ry(I) < Fy(I), e2(I) <

e (I), y se satisfacen las igualdades si y solo si I es normal.

Demostracién: Notemos que I® = J» para todo n y J es un ideal de parametros por
ser J reduccidn de I.

Si &(I) = 0 por el Lema 5.2.9 tenemos las igualdades 0 = &;(I) — length(1/J) =
length(72/JT) = 0y 75(I) < 2. Como ademéds I2 = JI podemos concluir que 7;(I) < 1
En particular, si ] es integramente cerrado, tenemos I? C I? = JI y por tanto ry(f) <1
Entonces, I+ C T+l = JI" = J*] paratodon > 1y por lo tanto I es normal.

Si €(I) = 1 por el Lema 5.2.9 obtenemos ahora las desigualdades 1 = &(/) >
& (I)—length(7/J) > length(12/JI) > 0. Silength(T2/JT) = 0 una de las desigualdades
serd estricta y la otra serad una igualdad, contradiciendo el Lema 5.2.9. Ahora, si I es
integramente cerrado tenemos que I? = JI o bien I? = J2. Si I? = JI entonces

ry(I) <1 < 7s(I) e I no es normal. Si I? = T2 entonces I es normal. O

Sea T = (I™),>¢ y denotemos por Fin(I) = D50 I"/mI™ el cono de la fibra nor-
malizado de I (en el caso particular en que / = m denotaremos F(I) por F(A))

Obtenemos de forma analoga al Teorema 5.2.8 el siguiente resultado.
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Teorema 5.2.11 Sea (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay con dimension d > 2
analiticamente no ramificado e I un ideal m-primario. Si €(I) = 1 las siguientes

condiciones son equivalentes:
(i) Fu(I) es Cohen-Macaulay.
() w(JI) < u(I?) para cualquier reduccion J de I.
(iii) w(JT) = u(I?) — 1 para cualquier reduccion minimal J de I.
Ademds, si [ = m, F(A) es Cohen-Macaulay si y solamente si m es normal.

Demostracién: En primer lugar notemos que G(Z) es Cohen-Macaulay por el Lema
3.3.1 y la Proposicién 1.6.2 (ver también [It1, Proposition 3]). Podemos entonces pro-
ceder como en la prueba del Teorema 5.2.8. Finalmente supongamos I = m. Si F(A)
es Cohen-Macaulay entonces m es normal por el Lema 5.2.1. Reciprocamente, si m es
normal entonces F(A) = G(Z) = G(m) que es Cohen-Macaulay como ya hemos notado.
O

Recordemos que si (A, m) es un anillo local analiticamente no ramificado de dimen-
sién d e I es m-primario, se define el género normal de I como g(I) = ey(I), y el
" género aritmético de A como py(A) =sup {g([)|] is m—primario}, ver [Ool]. Supon-
gamos ademds que A es 2-dimensional y Cohen-Macaulay. Puede verse entonces que
para todo ideal I m-primario, el género normal g(I) es igual a length( H*(X, Ox)) donde
X = Proj(R(I)), [Ool, Theorem 3.1]. Si ademas A es analiticamente normal entonces
Lipman demuestra en [Li2] que existe una desingularizacién Y — Spec(A), y que el en-
tero length(H'(Y, Oy)) no depende de Y y es igual a H(A) = sup {length(H'(Z,0z)) |
Z — Spec(A) es una aplicacion birracional con Z normal }. Ademds, si A es normal
tal desingularizacién puede obtenerse por explosién de un ideal m-primario. Luego, si
A es analiticamente normal tenemos que p,(A) = H(A). El anillo A se dice que es una

singularidad racional si H(A) = 0, y eliptica si H(A) = 1.

Teorema 5.2.12 Sea (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay 2-dimensional y anali-
ticamente normal. Si A es una singularidad racional, entonces F(A) es Cohen-Macaulay.

Si A es una singularidad eliptica, las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) F(A) es Cohen-Macaulay.
(it) m es normal.
(itt) m es normal y r(m) =1, o r(m) = 2.

Demostracién: Si A es una singularidad racional, entonces &;(m) = 0 y por el Lema
5.2.10 r(m) =7(m) < 1 y m es normal.

Supongamos que A es una singularidad eliptica, entonces g(m) < 1. Si F(A) es
Cohen-Macaulay entonces m es normal por el Lemma 5.2.1. Supongamos ahora que m
es normal. Entonces 7(m) = 7(m) y por el Lemma 5.2.10 tenemos que r(m) < 2 ya que
&(m) < 1.

Para (i¢) = (i) es suficiente ver que si r(m) = 2 entonces F(A) es Cohen-Macaulay.
Pero, por el Lema 5.2.10 tenemos que m es normal con &(m) = 1, y aplicando ahora el

Teorema 5.2.11 F(A) es Cohen-Macaulay. O

Ejemplo 5.2.13 (Utilizamos la notacién de [Di, Chapter 4]).

(i) Sea A = Cl[z,y,2]]/(z* + y* + 2%) (el anillo local de una singularidad de una
superficie eliptica compleja de tipo E'y) Es facil ver que en este caso r(m) =1y m no
es normal, por tanto F(A) no es Cohen-Macaulay. (Notemos que r(m) # 7(m).)

(ii) Sea A = C[[z,y,z2]]/(z® + ¥® + 2°) (tipo E]s). Entonces r(m) = 2 y F(A) es
Cohen-Macaulay por el Teorema 5.2.12.

(iii) Sea A = Cl[z,y,2])/(z® + y* + 2?) (tipo ]’5’8). Ahora r(m) = 1, y puede verse

que m es normal. Por lo tanto, F(A) es Cohen-Macaulay.
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5.3 Ideales con desviacién analitica uno

Sean (A, m) un anillo Cohen-Macaulay e / un ideal de A genéricamente interseccién

completa con ad(]) = 1.

Nota 5.3.1 Recordemos (ver el Lema 3.4.6 ) que si J es una reduccién minimal de
I entonces existe un sistema minimal de generadores ay,...,axs; de J verificando las

siguientes condiciones:
(i) a@1,...,an es una sucesién regular en A.
(it) I, = (ay,...,an)p para todo p € Min(A/I).
(iii) ((a1y-..,an)™ s ap ) NI™ = (a1,...,a,)™ para todo n,m enteros positivos.

(iv) Sih >1elI?*=JI (ay,...,ap) N I" = (a1,...,a3)[""" para todo n > 1,

1=1,...,n— L
Veamos que si r(]) < 1 entonces el cono de la fibra de I es Cohen-Macaulay.

Teorema 5.3.2 Sean (A,m) un anillo local Cohen-Macavlay e I un ideal de A. Su-
pongamos que I es genericamente interseccion completa con ad(I) = 1 y r(I) < 1.
Entonces, Fn(I) es Cohen-Macaulay.

Demostracién: Reduciremos la demostracién al caso ht (I) = 0. Sea h := ht(I).
Supongamos h = 0 y sea J = (a;) una reduccién minimal de I con I? = JI y a;
verificando las condiciones de la Nota 5.3.1. Como dim F,(I) = 1 es suficiente ver que
ad € I/mI < Fn(I) no es divisor de cero. Esto equivale a demostrar que (m[™+! :
a;)NI" = mI™ paran > 0, lo cual es claro si n = 0 ya que a; forma parte de un sistema
minimal de generadores de I. Supongamos n > 0y sea z € (m/™*! : a;) N [™. Entonces
ray € mI™! = m(a;)[" ya que r(I) < 1. Por tanto existe y € m/™ tal que a1(z —y) = 0.
Luego z —y € (0 : a;) NI = 0 por la Nota 5.3.1 (iii) y (mI™*! : a;) N I™ = m[™ como
queriamos ver.

Supongamos ahora que h > 1y sea J = (ay,...,ax41) una reduccién minimal de I
como en la Nota 5.3.1. Veamos que a,...,a} es una sucesién regular en Fiy(I). Por el

Teorema 4.3.5 es suficiente ver que se satisfacen las condiciones (i): (a1,...,as)NI**! =
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(a1,...,an)I", y (ii): (@1,...,a) NWI™! = (ay,...,ax)mI", para todo n > 0. (i) es

consecuencia directa de la Nota 5.3.1 (iv). Probemos (ii). Sin = 0 entonces (a1, ..., az)N
ml = (ay,...,an)m porque ai, ..., a; forma parte de un sistema minimal de pardmetros
de /. Supongamos n > 0. Como (/) < 1 entonces (ay,...,ap) NMI**! = (ag,...,a;)N

mJI"* = (a1,...,ax) N (m(ay,...,ap) " + mapyl?) = mlag,...,an)I" + ((a1,...,a5) N

map41I”). Asi, es suficiente ver que (ay,...,ar) N map I* C m(ay,...,an)I". Sea

zapt1 € (ai,...,an) con ¢ € mi™. Entonces z € (I N (a1,...,an) : apy1) y por la
Nota 5.3.1 (iii) tenemos que z € (ai,...,as). Por tanto z € mI™ N (a,...,as) =
(ay,...,ap)mI™"! por hipétesis de induccién. Luego, zaps1 € m(ay,...,ap)I™ como

queriamos ver.

Sea ahora B = A/(ai,...,ax), ® = m/(a1,...,as), I = I/(a1,...,as) y J =
J/(ai,...,as). Entonces B es un anillo Cohen-Macaulay e I es un ideal de B genérica-
mente interseccién completa con ad(I) = 1 (por el Lema 3.1.4), ht (I) = 0 y r+(7) < 1.
Ademss, Fn(I)/(d5,...,a}) ~ Fx(I) ya que (a1,...,as) N I" = (ay,...,ax) """ para

todo n > 1. Luego, depthFi(I) = depthFx(/) + h. Como ya hemos visto que Fg([) es

Cohen-Macaulay tenemos que Fiz(/) también lo es. O

Nota 5.3.3 Notemos que podemos encontrar ideales de desviacién analitica uno con

r(I) =1 tales que el anillo graduado G4(/) no es Cohen-Macaulay, ver [Zar, Example].

Nota 5.3.4 Sea K = [Xi,...,X,,Y,Z], donde K es un cuerpo. Sea I el ideal de
definicién de una variedad monomial proyectiva de codimensién 2. Una tal variedad

admite una parametrizacién del tipo
o 01 — 32 _ —
Ty =uj', T2 =ut, .., Ty = Uty =uf -

con 1 < ¢ < ny a;b;,c enteros no negativos tales que a; # 0, (bi,c;) # (0,0),
(b1,...,0,) #(0,...,0) ¥ (c15...,¢n) #(0,...,0).

Morales y Simis demuestran en [MS, Proposition (3.1.2)] que si I es el ideal de
definicién de una curva monomial sobre una cuddrica, entonces  es un ideal con ad(/) =
1y r(I) < 1. Luego, podemos aplicar el Teorema 5.3.2 para concluir que el cono de
la fibra de tales ideales es Cohen-Macaulay. En [MS] se demuestra también este hecho

pero utilizando métodos distintos.
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Posteriormente, Gimenez [Gi] (ver también [GMS]) demuestra en el caso general que
la dispersién analitica de I es igual a 2 si I es interseccién completa y que es igual a 3
en el resto de los casos. Ademas, prueba que si el ideal de presentacién de R4(I) estd
generado por formas de grado a lo sumo 2 (es decir, si €l tipo de relacién de I es menor
o igual que 2), entonces Fin(I) es Cohen-Macaulay y r(I) = 1.

Recientemente, Barile y Morales [BM] han probado que el niimero de reduccién de
I es igual a uno. Luego, aplicando los resultados obtenidos en este capitulo se tiene que

Fn(I) es Cohen-Macaulay (independientemente del tipo de relacién de I).

54 1-GNN ideales

Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay d-dimensional e I un ideal de A. Sean
h = ht(I), s = s(I) y J una reduccién minimal de I. Goto, Nakamura y Nishida
demuestran en [GNN] que existe un sistema minimal de generadores a;,...,a, de J
verificando las condiciones (%) y (* %) siguientes:

(%) (a1,...,a;)Ap es reduccién de I, para todo p € V(I) coni=ht(p) <s

donde V() denota el conjunto de ideales primos que contienen .
Sea J; = (a1,...,a;) para 0 <7 < s y denotemos por
ri = max{ry, (I,); p € V(I) y ht(p) = i}
para h <z < s.
(% %) a; ¢ psip € AssgA/Ji-1 \ V(I) para todo 1 <7 < s.

Ademas, para tal sistema de generadores la sucesion ay,...,a; es regular.

Sean J una reduccién minimal de / y r € Z un entero no negativo, y consideremos
las siguientes condiciones:

(a) depthA/I" >d—~s+r—nparatodol <n<r,

(b) 7 < max{0,i—s+r} paratodo h <i<s,

(c) A/(J;:I)es Cohen-Macaulay paratodo A <i<s—r—1,y

(d) rs(I) L.

Para simplificar los enunciados, ofrecemos la siguiente definicién.
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Definicién 5.4.1 Diremos que I es un r-GNN ideal si existe una reduccion minimal J
de I con un sistema minimal de generadores que satisfacen las condiciones (x), (**) y

(a), (b), (¢), (d) anteriores.
Para este tipo de ideales en [GNN] se demuetra lo siguiente:

Proposicién 5.4.2 [GNN, Theorem 1.1] Sea [ un r-GNN ideal de A. Entonces G4([)
es Cohen-Macaulay.

La propiedad Cohen-Macaulay de G4(/), aunque no es necesaria para la propie-
dad Cohen-Macaulay de Fi(I), nos permite aplicar el Teorema 4.3.5 a sucesiones de
elementos de Fi,(/) y determinar si éstas son regulares.

El siguiente resultado nos proporciona ejemplos de 1-GNN ideales.

Proposicién 5.4.3 Supongamos que A es Gorenstein y sea p un ideal primo de al-
tura positiva y desviacion analitica 2. Supongamos que A/p es Cohen-Macaulay y se

satisfacen una de las siguientes condiciones:
(i) pq es interseccion completa para todo ideal primo q D p con ht (g/p) < 2.

(i) pq es interseccion completa para todo ideal primo q O p con ht (q/p) <1 yr(I) <
1.

Entonces, p es un 1-GNN ideal.

Demostracién: La condicién (a) se cumple trivialmente. Si se verifica (i) entonces
rs(p) < 1 para toda reduccién minimal J de I por [HH1, Corollary 3.3]. En el caso
de verificarse (ii) existe una tal reduccién por hipétesis. Sea J una reduccién minimal
de I con rj(I) < 1, es decir, verificando (d). Sea ay,...,as un sistema minimal de
generadores de J cumpliendo (*) y (**). La condicién (b) se verifica ya que la tnica

reduccién de un ideal interseccién completa es el propio ideal. Por dltimo, (a) se verifica

por [PS, Lemma 1.3]. O
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Ejemplo 5.4.4 Sean R = k[X,;,X5; | j = 1,2,3,4] el anillo de polinomios en ocho va-
riables sobre un cuerpo infinito &, y P el ideal primo generado por los menores maximales

de la matriz

Xo1 Xop Xoz X
Sea M = (Xi;,X2; | 1 =1,2,3,4), A= Ry, y p = PA. Entonces p es un ideal primo

Cohen-Macaulay de altura 3, con ad(p) = 2 y tal que p, es interseccién completa para

(Xu X1, Xis XM)

todo ideal primo g 2 p con ht (q/p) < 1. Ademas, existe una reduccién minimal J de p
tal que r;(p) = 1, ver [GN2, Example 4.7]. Entonces p es un 1-GNN ideal.

Supongamos que / es un 1-GNN ideal. Nuestro principal objetivo es demostrar que
Fn(I) es un anillo Cohen-Macaulay viendo que ay,...,as es una Fu(I)-sucesién regular.
Para ello necesitaremos las siguientes propiedades de interseccién satisfechas por esta

clase de ideales:

Lema 5.4.5 Sea I un 1-GNN ideal.
(i) Si 0 <i<s entonces, J; NI = J.I™ para todo n > 0.
(1) 5i0<1i<s—1 entonces, (J;: aip1) NI"! = J;I™ para todon > 0.

Demostracién: Las demostraciones pueden encontrarse en [GNN], Lemma 3.1 y Co-
rollary 3.3. O

Lema 5.4.6 Sea h <1 < s. Entonces, J; NmI™*! = JmI™ para todo n > 0.

Demostraciéon: Procederemos por induccién descendente sobre i. Supongamos pri-
mero que 7 = s. Para n = 0 la igualdad J; N m/ = Jym se satisface ya que J, = J y
ai,...,as es parte de un sistema minimal de generadores de I. Por otra parte, como
ry(I) £ 1, I™*! = JI" para todo n > 1y por tanto J; N mI™*! = JmI™.

Sea ahora ¢ = s — 1. Para n = 0 la igualdad J,_; N mI = J,_;m se verifica como
antes. Sea n > 0. Entonces J,_; Nm[™! = J,_; nmI*"J = mI[*J,_; + a;mI" N J,_;.
Luego es suficiente ver que a;mI*NJso; C mI™J,_;. Siza, € J,—; con ¢ € mI™ entonces
2 € (Js—1:a,)NI = J,_y porel Lema 5.45y z € J,_iNmI™ = J,_;mI™! por induccién

sobre n. Asi, za, € Jo_ymI™.
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Sea h < i < s—1y supongamos que JyNmI™*! = JymI™® paratodon > 0ei < k < s.
Sin = 0 entonces J;Nm/[ = J;m. Sean > 0. Entonces J;NnmI™""! = J;nmI™*J = Jm[*+
(@ig1y.-.,as)mI" N J;. Sea z;iy1ai41 + -+ + T505 € J; con Tiyy,...,zs € mI™. Entonces
ts € (Je—1 1 as) N1 = Jo_y por el Lema 545 y 2, € Jo_; NmI™ = J,_imI™ . Luego,
Toas € JomymI™y (@ig1,. .. 0)MI*NJT; C JoymI*NJ; C JmI™+(aip1,. .., a_1)mI™N
J;. Repitiendo este argumento sucesivamente obtenemos que (a;41,...,a,)mi* N J; C
JmI™ + (ai1)mI™ N J;. Pero si z € mI™ es tal que a;y1z € J; entonces z € (Ji
ai+1) NI = J; por el Lema 5.4.5. Asi, z € J; N mI™ = J;mI™"! por induccién sobre n y

iz € Jml™, O

Probaremos ahora el principal resultado de esta seccién.

Teorema 5.4.7 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay local e I un 1-GNN ideal.
Entonces Fy(I) es Cohen-Macaulay.

Demostracién: Veamos primero que podemos suponer ht () = 0.

Sea J = (a1, ..., a;) una reduccién minimal de I verificando (), (x*) y (a), (b), (¢),
(d). Como ya hemos observado, entonces ay, . . ., a; es una sucesién regular y J,NI"*! =
JinI™ para todo n > 0 por el Lema 5.4.5. Luego, por el Teorema 4.3.5 la sucesién
a?,...,aY es regular en Fy([) si y solamente si J, N m[™**! = JymI" para todo n > 0,
y esto sigue directamente del Lema 5.4.6. Luego, af,...,a? es una sucesién regular en
Fu(I). Consideremos ahora el anillo Cohen-Macaulay A/(ay,...,as). Entonces, el ideal
I/(a1,...,as) es 1-GNN y J/(a,...,an) = (Gp+1,---,8s) €s una reduccién minimal de
I/(ay,...,ay4) verificando las condiciones (*), (**) y (a), (b), (c), (d) (ver [GNN, Lemma
3.4]). Por otro lado, como J, N I* = J,I""! para todo n > 1, puede verse ficilmente
que Fn(I)/(a},...,a}) 2 Fun(I/(a1,...,a4)). Luego, podemos suponer ht (1) = 0.

Supongamos ht () = 0. Queremos ver que af,...,a? es una F,(I)-sucesién regular.

Esto equivale a demostrar las igualdades
(mI" 4+ LI aip) NI =ml"+ ;1" ' para 0<i<s—1yn>0.

Sean = 0y veamos que (mI+J; : a;41) = m+J;. Sea z un elemento de A tal que za;4; €
ml + J;. Entonces existen z € ml e yy,...,y; € A tales que za;4 = z + 10y + ... wiai,
portanto zemINJyy =mJip 1 EmCm+ J,.
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Sea ahora n > 0. Entonces (mI™! + J;I" : q;41)NI" = (mI*J + J;I™ : @) N I™. Si
z€I"yzay € mIMJ+JI" = JI"+(ait1, - - ., a)mI"™ entonces existen oy, ...,q; € I™
Y Bit1,---, 01 € mI™ tales que zai41 = qar + ... + oa; + Gir1@iv1 + - - . + Bias. Luego,
Bs € (Js=1 : as) NmI™ C (Jsoy 1 as) N I* = J_1I™! por el Lema 5.4.5y B, €
mi"NJe—y = J,_ymI™ ! por el Lema 5.4.6. Entonces, existen y,...,ys—1 € mI™"! tales
que za;+1 = (@1 +y18s)a1+. . (o +yias)ai+(Big1+yit16s) i1+ - -+ (Bs—1+FYs-105)as—1
con a; +yja; € I", para j = 1,...,0y Bx +yra, € m[" para k =1+ 1,...,5 — 1.
Repitiendo este argumento obtenemos que za;+1 = aia; + -+ + a;a; + Bit1@i41 con
a; € Iy Biy1 € mI™. Entonces z — Biq € (Ji @ @ip1) N I™ = J; 1™ ! por el Lema 5.4.5,
y por tanto z € m[™ + J;I*"!. O

Observemos que para la demostracién del teorema 5.4.7 es suficiente que I verifique
las propiedades de interseccién del Lema 5.4.5. Estas son satisfechas por una clase de

ideales mas amplia que los ideales 1-GNN. Por ejemplo:

Proposicién 5.4.8 Sea I un ideal y J una reduccién minimal de I con I* = JI.
Supongamos que I es equimiltiple o genéricamente interseccion completa con ad(l) = 1.

Entonces, existe un sistema minimal de generadores ay,...,as de J tal que:
(1) J; NIt = J;I" para todo 0 <1 < s y todo n > 0.
(i) (Ji:aip1) NIPTE = JiI™ para todo 0 <7< s—1ytodon > 0.

Demostracién: Supongamos primero que I es equimultiple. Entonces s = h y
a,...,as es una A-sucesién regular. Trivialmente, J N I**! = JI" para todo n > 0
va que I? = JI. Asi, por el criterio de Valabrega-Valla, qj..... a: esx una sucesién
regular en G(I) y por tanto también lo es aj,...,a} para todo 0 < : < [. Utilizan-

1=}

do de nuevo el criterio de Valabrega-Valla tenemos que J; N/ = .J,I" para todo
n > 0. Para la condicién (i) notemos que (J; : a;4;) = J; para todo ! < s y por tanto
(J; : Giy1) N It = J;n It = JI" por (7).

Supongamos ahora que [ es genericamente interseccién completa con ad(/) = 1. Sea
J una reduccién minimal de I con I? = JI. Entonces J, N I™*! = J,I" trivialmente.
Ahora s = A + 1. Consideremos un sistema minimal de generadores ay,...,a, de J
verificando las condiciones de la Nota 5.3.1. Por tanto, podemos suponer que ai,...,as

es una sucesién regular, J, N I"*! = J,I" para todon > 0y (Jr : app1) NI = Jp.
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Utilizando una vez mas el criterio de Valabrega-Valla tenemos que J; N I™*! = J;I" para
todon > 0e0 << h. Para ver (i7), notemos que si 1 = s — 1 = h tenemos para n > (
que (Jp @ ape1)NI™ C (Jy ¢ apg1)NI = Ji. Luego, (Jp : ape ) NI C Jp0 I = J I
por (z) y tenemos la igualdad. Finalmente, si 7 < h es suficiente tener en cuenta que
(Ji 1 aigy) = Ji. O

Es decir, de la demostracion del Teorema 5.4.7 podemos recuperar el Corolario 5.2.3
y €l Teorema 5.3.2 en los que obteniamos la propiedad Cohen-Macaulay respectivamente
para ideales equimultiples e ideales genéricamente interseccién completa con ad(/) = 1,
en ambos casos bajo la hipétesis 7(/) < 1.

Notemos también que, en general, los ideales que verifican las popiedades de intersec-
cién de la Proposicién 5.4.8 no son 1-GNN ideales ya que para ideales equimiltiples la
condicién (a) implica que A/ es Cohen-Macaulay, y para ideales con desviacidn analitica
uno implica depthA/] > dim A/J — 1. (Observemos también que las condiciones (b),(c)

y (d) son satisfechas trivialmente por esta clase de ideales.)

5.5 La funcién de Hilbert del cono de la fibra

En esta seccién queremos describir el comportamiento de la funcién de Hilbert del
cono de la fibra. Sean (A, m) un anillo local e Z = (I,,)n>0 una filtracién buena de ideales
de A, entonces la funcién de Hilbert de Fi(I), f(n) = length(l,,/mI,), nos da el minimo
ndmero de generadores de I,,. Sea J una reduccién minimal de Z. Existe entonces un

morfismo finito de anillos graduados definido por

FuJ) = Fu(2)
aeJ/mJ" = (@ =d € I,/ml,

(notemos que ® es inyectivo en grado uno ya que J N ml; = mJ). Ademds, como
J estd generado por una familia de elementos analiticamente independentes tenemos
que Fi(J) es isomorfo al anillo de polinomios a coeficientes en A/m y u(J) = s(I)
variables. Asi, tenemos que Fy(Z) es un anillo Cohen-Macaulay si y sélo si Fy(I) es
un Fi(J)-médulo libre. En particular, la multiplicidad e(Fy(I)) es igual a su rango, ¥
como J Fn(Z) = @51 (JIn-1 + ml,)/mI, estd generado por un sistema de pardmetros
de Fn(Z) obtenemos que e(Fn(I)) = length(Fn(Z)/J Fu(Z)).
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Resumimos las consideraciones anteriores en el siguiente lema.

Lema 5.5.1 Sean (A, m) un anillo local e T una filtracion buena de ideales de A. Sea

J una reduccién minimal de Z. Entonces:

(i) Fu(Z) es Cohen-Macaulay si y sdlo si Fn(I) es un Fn(J)-mddulo libre.
(¢i) Si F(Z) es Cohen-Macaulay entonces
rk 7, (1) (Fn(Z)) = e(Fn(Z)) = length(Fn(Z)/J Fu(T)).

Nota 5.5.2 Observemos que si Fiy(Z) es Cohen-Macaulay entonces el morfismo & es

inyectivo y por tanto J* Nml, =mJ" for all n > 0.

En el siguiente resultado describimos el comportamiento de la funcién de Hilbert del
cono de la fibra cuando éste es Cohen-Macaulay. Este resultado generaliza el de Shah

[Sh, Theorem 6] a filtraciones buenas.

Teorema 5.5.3 Sean (A, m) un anillo local e T = (I,.)n>0 una filtracién buena de ideales
de A. Sea J una reduccion minimal de Z, r = rj(Z) y s = s(I). Si Fu(Z) es Cohen-

Macdulay entonces

p(l) = o(u(f) = length(J iy /T Loy N mI)) ("1
= LiZo(u(L:) = length(J i/ T Loy N mE)) (“FI7Y).

Demostraciéon: Consideremos la familia de elementos en Fiy(Z) dada por el conjunto
{1 {a?,. ..,a?ri}}. i donde 1 € A/my {E?I,...,EZ,{} es una base del A/m-espacio

vectorial I;/ml; 4+ JI,_,, para todo 2 = 1,...,r. Entonces {1 {a“, .. .,a?ﬁ}}i_1 ) es
un sistema de generadores de Fin(Z) como Fin(J)-mdédulo y por tanto es una base ya que
su cardinal es igual a length(Fu(Z)/JFn(Z)) = rk g () (Fu(T)). Denotaremos por b a
al,paratodoi=1,...,ry j=1,...,r. Entonces, Fu(Z) = @, (Q}] -y (J)) y
tomando la componente de grado n tenemos I, /ml, = @_,(8,...,b. ) Fn(J)n—; para
todo n > 0. Como length(Fn(J)n:) = ("*°7;™") tenemos que ;u([ ) = length(I,/mI,)
)

Por otra parte, r; = length(l;/ml; + JI;_,) = length((L;/mL)/(m[; + JI,_1/mI;)) =
length(I;/mI;) — length(m/; + J iy /ml;) = p(L;) —length(J I,y /J[;-; NmI;). La suma

puede extenderse a oo ya que I; = JI;_; para: >r. O
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Nota 5.5.4 Del anterior resultado se deduce que si Fy,(I) es Cohen-Macaulay entonces

ry(Z) y length(JI;=1/J ;-1 N ml;) no dependen de J para todo : > 0

Nota 5.5.5 D’Cruz, Raghavan y Verma pueban en [CRV] que para filtraciones ddicas el
reciproco del Teorema 5.5.3 es cierto. La misma idea puede aplicarse para el caso de fil-
traciones buenas: suponiendo que la funcién de Hilbert tiene la forma del Teorema, 5.5.3
puede verse que la multiplicidad de Fin(Z) coincide con la longitud de Fyu(Z)/J Fu(ZT)
para concluir que Fin(Z) es Cohen-Macaulay (ver por ejemplo {BH]).

En el caso de filtraciones buenas m-primarias con anillo graduado Cohen-Macaulay
podemos expresar la funcién de Hilbert del cono de la fibra del modo siguiente. Podemos
ademas responder afirmativamente a la conjetura que planteada por Shah [Sh] (en el

caso de filtraciones [-adicas): p(I™) — p(JI™"!) > 0 para todo n.

Corolario 5.5.6 Sea (A,m) un anillo local e T = (I,)n>0 una filtracion buena tal que
I, es m-primario. Sea J una reduccion minimal de T yr = r;(Z). Si Gao(T) y Fu(T)

son Cohen-Macaulay entonces:

u(I,) = Z(M(Ii) = /z(JJ-_l))(n +j:; - 1) para todo n > 0.

Ademds, p(l;) — p(JIi=1) > 0 para todo : =0,...,r.

Demostracién: Por la Proposicién 5.2.6 JI,_;Nml; C JNml;, = Jml,_;, C JI,_;NmI;
para todo 0 < ¢ < r. Luego, JI;_;Nml; = JmI;,_; paratodo 0 </ < r. Aplicando ahora
el Teorema 5.5.3 y teniendo en cuenta que u(l;) —u(J;-1) = lengthi/, 'ml, - JI,_;) > 0
para todo 7 = 0,...,r tenemos el resultado. O

Para ideales con nimero de reduccién igual a uno obtenemos expresiones muy sen-

cillas.

Corolario 5.5.7 Sean (A,m) un anillo local ¢ I un ideal de A con r(I) = 1. Sea
s = s(I) y supongamos que Fyn(I) es Cohen-Macaulay. Entonces

p(I™) = (n .:— 1) + (u(D) - s)(n“f) para todon > 0.

1 8 -
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Demostracién: Basta aplicar el Teorema 5.5.3 teniendo en cuenta que si J es una

reduccidén minimal de I entonces J N ml =mJ. O

Obtenemos asi del Corolario 5.5.7 los siguientes resultados.

Corolario 5.5.8 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal equimiltiple
de A conr(I) = 1. Entonces

— h—2
p(I™) = (n-;z_—h-l 1) +(u(])—h)(nz_1 )pam todo n > 0.

Demostracién: Fi,(I) es Cohen-Macaulay por el Corolario 5.2.3. O

Corolario 5.5.9 Sean (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal de A. Su-
pongamos [ genericamente interseccion completa intersection, ad(l) = 1, y r(I) = 1.

Sea h = ht(I). Entonces

u(I™) = ("Zh> +(u(1)-h—1)(”+:_1> para todo n > 0.

Demostracién: Fi,(I) es Cohen-Macaulay por el Teorema 5.3.2. O

Para ideales m-primarios con segundo coeficiente de Hilbert uno obtenemos la si-

guiente férmula si d = 2.

Corolario 5.5.10 Sea (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay 2-dimensional e I un
ideal m-primario integramente cerrado. Supongamos que ex(I) = 1 y que F(I) es

Cohen-Macaulay. Entonces

p(I™) = nu(I) para todo n > 0.

Demostracién: Sea J una reduccién minimal de 7. Por el Lema 5.2.7 ri(l) =2y
G(I) es Cohen-Macaulay. Ademas, por el Teorema 5.2.8 u(JI) = p(I*)— 1. Luego, por
el Corolario 5.5.6 obtenemos p(I") = (") + (u(I) = 2)(3) + ("7") = nu(I) para todo
n>0.0

De forma similar, si el segundo coeficiente normalizado de Hilbert es uno obtenemos:
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Corolario 5.5.11 Sea (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay 2-dimensional, analiti-
camente no ramificado e I un ideal m-primario. Supongamos &(I) =1 y que Fy(I) es

Cohen-Macaulay. Entonces
p(I™) = nu(I) para todo n > 0.

También podemos recuperar el siguiente resultado de Qoishi [Oo03] sobre el minimo
numero de generadores de las potencias del ideal maximal de una singularidad de su-
perficie eliptica. Recordemos que si (A, m) es un anillo local, se define la dimensidn de

inmersion de A como emb(A) = u(m).

Corolario 5.5.12 [003, Corollary 3.6] Sea (A,m) un anillo local y supongamos que
A es una singularidad de superficie eliptica. Entonces, o bien u(m*) = e(A)n +1 =
(emb(A) — 1)n para todo n > 0, o bien u(m*) = e(A)n = emb(A)n para todo n > 0.

Demostracién: Como A es elipticag(m) < 1y por el Lema 5.2.9, r(m) < 2. Sir(m) =
1 entonces G(m) es Cohen-Macaulay por el Corolario 5.2.3. Luego, por el Corolario
5.5.7 uy(m™) = (emb(A) — 1)n + 1 = e(A)n + 1 para todo n > 0. Si r(m) = 2 entonces
m es normal por el Lema 5.2.10, y F(A) = G(m) es Cohen-Macaulay por el Teorema
5.2.11. Aplicando ahora el Corolario 5.5.11 tenemos pu(m”*) = e(A)n = emb(A)n para

todon > 0. O
Finalmente, tenemos el siguiente resultado para ideales I-GNN.

Corolario 5.5.13 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un 1-GNN ideal de

A no generado por una familia de elementos analiticamente independientes. Entonces,
. nds{I)— n+s(I)—
(i) u(I™) = ( 1’(})]_)11) + (u(1) = s(D)( :(1()-)1 2} para todo n > 0.
(i) Para toda reduccion minimal J de I, r;(I) = 1.

Demostracién: (i) es immediato a partir del Teorema 5.4.7 y el Corolario 5.5.7. (ii)

se deduce de la Nota 5.5.4. O



Summary

Let (A, m) be a noetherian local ring. For a filtration of ideals 7 = (I,),50 of A (that
is, a decreasing sequence of ideals A= Iy 2 Iy D ... 2 I, ... verifying I,,[,, C I,y for

all n,m > 0) we consider the following blowup graded rings associated to Z:

RA(Z) = D, Is1" C A[t], the Rees ring of A with respect to Z,
Ga(Z) = @nzo I./In+1, the associated graded ring of A with respect to Z,
Fo(Z) = @nzo I,/ml,, the fiber cone of A with respect to Z.

We will say that Z is a noetherian filtration if the Rees ring R4(Z) is noetherian.

Let E be an A-module and E = (Ep)n»0 (with E = Ey) a filtration of submodules
Z-compatible (that is, such that I,Ey, C Enyp for all n,m > 0). Then we can consider
the following graded modules respectively over the rings R4(Z), Ga(Z) and Fy(Z)

R(E) = @nzo E,t",
G(E) = @nzo En/En+1a
Fu(E) = @nzo E,/mE,,

which we refer as blowup modules associated to E with respect to Z. From now on all

rings and modules will be assumed noetherian.
In this thesis we obtain results in three different aspects:

- Relations between the depths of the blowup rings and modules associated
to a filtration.

- The computation of the depths of the blowup rings associated to an ideal
I with small analytic deviation.

- The study of the Cohen-Macaulay property of the fiber cone.

93
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In Chapter 1 we introduce the definitions and notations that we will need for the

development of the thesis.

The first goal in Chapter 2 is to study the relationship between the depths of E,
R(E) and G(E) with respect to any homogeneous ideal of R(Z) containig R(Z),(1). In

this sense we obtain the following result.

Teorema 2.3.1 Let J be an homogeneous ideal of R4(T) containing Ra(Z)4+(1).
Then

(i} depth;G(E) < depth;R(E).

(i) depth;G(E) < depth;,,E, and
if depth;G(E) < depth;~4 F entonces depth; R(E) = depth;G(E) + 1.

Moreover, for J = M the homogeneous mazimal ideal of Ra(T) we have

(iii) if adepthG(E)(G(E)) < 0 then depthR(E) > depthG(E) + 1.

This result and its proof are inspired by the papers [TI], [HM1] and [Ma] and ge-
neralizes the corresponding result by Marley for adic filtrations. Although most of the

arguments of [Ma] can be adapted in the general case, there are some critical points

which have to be treated specifically.
Sections 2.2 and 2.3 are devoted to the proof of Theorem 2.3.1, which relies on the

relationship between the local cohomology modules of E, R(E) and G(E) provided by

the connection morphisms

0— R(E); — R(E) — E — 0
0 — R(E)+(1) — R(E) — G(E) — 0

A key step in its proof is to determine the integers i for which H(R(E)) and Hi(G(E))

are finitely graded.
As an application of Theorem 2.3.1, in Sections 2.4 and 2.5 we obtain results on the

Serre’s condition for blowup modules, and the depths of the canonical modules of some

blowup rings.
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The main aim in Chapter 3 is to determine the depths of the graded rings associated
to an ideal I of a Cohen-Macaulay ring A in terms of the depths of the rings A/I".
Some results are known in this sense, as the ones in [Ba], [TI], [Br], [GNi] and [Zar] for
equimultiple and analytic deviation one ideals with small reduction number. Here we

obtain the following results for equimultiple ideals.

Theorem 3.1.1 Let (A, m) a Cohen-Macaulay local ring and I an equimultiple ideal
of A. Assume r(I) < 1. Then:

depthG4(]) = depthA/I + ht (I).

Theorem 3.1.2 Let (A, m) be a Cohen-Macaulay local ring and I an equimultiple
ideal integrally closed of A. Assume r(I) < 2. Then:

min{depthA/I,depthA/I*} + ht([) -1 <
depthG4(]) <
min{depthA/I,depthA/I?} + ht (I).

Moreover,
(i) if depthA/I% < depthA/I then depthG4(I) = depthA/I? + ht(I), and
(ii) if depthA/I < depthA/I? then depthG4(I) = depthA/I + ht(I) — 1.
For analytic deviation one ideals we obtain the following:

Theorem 3.1.3 Let (A, m) be a Cohen-Macaulay local ring and I an unmized ideal
of A with ad(I) =1 and generically complete intersection. Assume r(I) < 2. Then:

min{depthA/I,depthA/I?} + ht (I) <
depthGa() <
min{depthA/I,depthA/I?} + ht (I) + 1.

Moreover,
(i) if depthA/I* < depthA/I then depthG4(I) = depthA/I? + ht(I) + 1, and

(i) if depthA/I < depthA/I? then depthG4(I) = depthA/I +ht (I) ifht (I) > 0 and
depthG4(I) = depthA/I if ht (I) = 0 and depthA/] < d — 1.
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In Sections 3.2, 3.3 and 3.4 we prove respectively Theorems 3.1.1, 3.1.2 and 3.1.3.
In Section 3.5 we apply the results obtained in Chapter 2 to obtain formulas for the
depths of the corresponding Rees rings. Finally, in Section 3.6 we show that under

particular conditions the depths of the Rees ring and the form ring associated to I™

don’t depend of n.

In Chapter 4 we show a criterion which characterizes when a sequence of elements

of I; provides a regular sequence in Fn(Z). More precisely, we obtain the following:

Theorem 4.3.5 Let (A,m) be a local ring, T a noetherian filtration of ideals of A
and ay, ..., a; a sequence of elements in I;. Assume ai,...,a} is a reqular sequence in

Ga(Z). Then the following conditions are equivalent.
(1) a3,...,ad is a regular sequence in Fr(T).

(i) (a1,...,ax) Nml, = (a1,...,ax)ml,—; for alln > 1.

This criterion can be seen as a some kind of “mixed” Valabrega-Valla condition. In
order to prove it, we introduce a filtration Z™ of submodules of A whose associated
graded ring can be thought as an intermediate of the associated graded ring and the
fiber cone associated to Z, while to controle depths we use certain modified graded
Koszul complexes. In Section 4.3 we show that the connection between the modified

graded Koszul complexes of Z, Z™ and the Koszul complex of Fiy(Z) allows us to prove

Theorem 4.3.5.

The first purpose in Chapter 5 is to use the results obtained in Chapter 4 to prove
the following:

Theorem 5.2.2 Let T be a noetherian filtration of ideals of A and J a minimal

reduction of T. Assume
(i) J is generated by a regular sequence, and
(ii) JN I, = JI—y for all1 <n <ry(Z).

Then Fu(Z) is Cohen-Macaulay if and only if JNml, = Jml,_; for all 1 < n < ry(I).
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This result recovers a result by Shah [Sh) for adic filtrations with reduction number
at most 2.

Section 5.2 is devoted to study fiber cones of equimultiple good filtrations. In par-
ticular, we give a criterion for an integrally closed m-primary ideal whose second Hilbert
coefficient (resp. normalized Hilbert coeflicient) is equal to one having Cohen-Macaulay
fiber cone (resp. normalized fiber cone). This allow us to characterize for which 2-
dimensional rational or elliptic singularities the fiber cone is always Cohen-Macaulay.
In Section 5.3 we prove that if A is Cohen-Macaulay and I is an analytic deviation one
ideal with reduction number one the fiber cone of I is Cohen-Macaulay. In Section 5.4
we obtain the same result for certain kind of ideals introduced in [GNN]. Finally, in
Section 5.5 we apply all the above results to determine in each case the minimal number

of generators of the powers or the integral closure powers of the ideal.

Some of the results obtained in this thesis are contained in the following publications:

- T. Cortadellas, Depth Formulas for the Rees Algebras of Filtrations, Comm. Alge-
bra, 24(2) (1996), 705-716.

- T. Cortadellas, S. Zarzuela, On the Depth of the Fiber Cone of Filtrations, to
appear in J. Algebra.
- T. Cortadellas, S. Zarzuela, On the Cohen-Macaulay property of the fiber cone of

ideals with reduction number at most one, to appear in the Proceedings of the Interna-

tional Conference of Hanoi about Algebra, Geometry and Computer Algebra.
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