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CAPITULO IV

LOS ESPACIOS DE MODULI °M® . (=1,c,,c5 -2rc+2r(r+1) y
PJ
2y (0,c.,c? -(2r-1)c.+2r%).
P.J 2—"2 2

En lenguaje informal un problema de moduli consiste
en encontrar, dada una cierta clase de objetos, una varie
dad que los parametrice adecuadamente. Para haces libres
de torsidn y estables el problema ha sido resuelto por
Maruyama (Véase |M 1| y |M2]|), quien prueba que si X es
una variedad proyectiva no singular y L el conjunto de
clases de isomorfia de haces libres de torsibn, estables,
de rango r sobre X, con polinomio de Hilbert-Samuel fijo
H, entonces Y tiene un esquema de moduli grueso M que es
separado y localmente de tipo finito sobre k. Esto signi

fica que:
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(i) Los puntos cerrados de M estén en correspondencia
biyectiva con los elementos de T ;

(ii) Para todo esquema T y para todo haz coherente ¢
sobre XxT, plano sobre T y con fibras en & , exis

te un morfismo 'E T —> M tal que para todo punto

cerrado t € T, Y(t) es el punto de M correspondien

te a la clase de isomorffa del haz 9 ;
(iii) E1l morfismo f puede ser asignado funtorialmente;
(iv) M es universal con respecto a las propiedades (ii)
y (iii); y
(v) Mles separado y localmente de tipo finito sobre k.
Si adem&8s r=2, entonces M es de tipo finito sobre k.
En nuestro caso tomamos X-'=IP3 y consideramos haces re
flexivos estables E de rango 2 sobre]P3. Puesto que, espe
cificar el polinomio de Hilbert-Samuel de E es equivalente
a dar las clases de Chern de E, del Teorema de Maruyama,
se concluye que el conjunto de las clases de isomorfia de
haces reflexivos estables de rango 2 sobre]P3 con clases

; . . .S
de Chern Cy1C,sC5 tiene un esquema de moduli M :p3(c1,c2,

c3) que es separado y de tipo finito sobre k. Sin embargo

en muy pocos casos se conoce una descripcibn explicita de

2p? 3(€qs€5,C3). En [H5| ,R.Hartsborne estudia 2MS,3 (-1,
P P
2 . 2.8 2 2.8
c,:C,); en |C2| ,Chang estudia “M (0,c.,,c5 —c +2),“MS
2’72 :p3 2772 2 ;p3
c.,c.%-c,) 2ys 2 '
21Cy TCy) Y M 3 (0,cy,0, =3c,+8); y en JCB[ yChang
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estudia los espacios de moduli 2Ms 3 (cl,cz,c3) con 1 «<
P —

_<. CZ §3.

En este capitulo describimos los espacios de moduli

de haces reflexivos estables de rango 2 sobreIP3 con cla

ses de Chern (—l,cz,cg -2rc2+2r(r+1)), c2> 4, 0 «xr <«
-1+ 4c. -7

< 2 (Resp. (0,0,,c2 -(2r-1)c 42r°),c,> 6, 1 <

2

< r <_\’cz—2).

Nbétese que estos valores de las clases de Chern corres

ponden a los extremos inferiores de los intervalos de inexis
tencia de c3(c&p. I;Teorema 3.2). En el capitulo V estudia
mos los espacios de moduli de haces reflexivos estables de
rango 2 sobreIP3 cuyas clases de Chern corresponden a los
extremos superiores de los intervalos de inexistencia de

c

3+ Asi pues, quedan clasificados los haces reflexivos es

tables de rango 2 sobreIP3 que podemos llamar c3-extremales.

1. Propiedades de haces reflexivos estables de rango 2 so-

breIP3 con clases de Chern (-1,02453—2rc2+2r(r+1)) y (O,CZL

2 2
C, =(2r-l)c,+2r ).

. -1+ 402—7
En lo que sigue pondremos b(—l,c2)= Yy

En esta seccién se estudian las principales propieda
des de los haces reflexivos estables de rango 2 sobreIP3

con clases de Chern (—1,cz,c§ -2rc,+2r(r+1}), c 4,

2 2 2
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; 2 2
© <r sb(-1,c,) (Rep. (0,c,,c, - (2r-1)c,+2r )r ©, 2 6,

1A

1

r b(O,cz) tales como la determinacién de su espectro

A
1A

(Corolarios 1.4 y 1.6), la existencia de planos inestables
de orden C,-r (Corolarios 1.4 y 1.6), la determinacidbn de

resoluciones localmente libres de los mismos (Teoremas 1.7
y 1.8) y consecuencias de la existencia de tales resolucio

nes.

En el Teorema 2.5 del capitulo I qued6 garantizada la

existencia de haces reflexivos estables de rango 2 sobre

JP3 con clases de Chern (—l,cz,cg ~2rc2+2r(r+1)), c, > 4,

(o) r -(2r—l)c2+2r2,c > 6,

| N
A

b(-l,cz) (Resp. (O,cz,cg

1 r

1A
1A

b(0,c,)). Empezaremos esta seccibn con una construc

cibdn alternativa de tales haces:

1.1 Construccibén. Para todo par de enteros CorX tales que

c, 2 4 yo<r < b(-l,cz), consideramos el par (Y,e) donde
si r=o0, Y es una curva plana de grado Chr ¥ sir>1, ¥=
=YlkJ Y2 es la unién de una curva plana Yl de grado C,-I

; en r puntos,

y donde o# e€H°y (3). Sea E(1) el haz reflexivo de rango
Y

2 sobreIP3 determinado por el par (Y,e):

y una curva plana Y2 de grado r que corta a Y

o0 —>0 —5 E(1) — Iy(l) -_ 0,
Por construccibdn E es un haz reflexivo estable de

rango 2 sobreIP3 con clases de Chern (—l,cz,c2

> —2rc2+2r-

{xr+l)).
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Denotemos por‘f)el conjunto de clases de isomorfia de
haces reflexivos estables de rango 2 sobreIP3 construidos
en 1.1, Uno de los objetivos de este capitulo es demostrar

2 -2rCc.+2r (r+

2.8
M 2 2

que % es un abierto denso de 3 (—l,cz,c
iy

+1)) (Véase el Teorema 2.5).

1.2 Construccifn. Para todo par de enteros CorX tales que

c, > 6yl<rc< b(O,cz), consideramos el par (Y,e) donde
Y=Y,V Y, es la unidén de una curva plana Y, de grado c,=
-r+l con una curva plana de grado r que corta a Y2 en r
puntos, y donde o# e H°wy(2). Sea E(1) el haz reflexivo
de rango 2 sobre}P3 determinado por el par (Y,e):
o —>0-—>E1) — 1,02 —>o.

Por construccibn E es un haz reflexivo estable de ran
go 2 sobre]?3 con clases de Chern (0,c2,c§-(2r-1)02+2r2).

Denotemos por¢f7el conjunto de clases de isomorfia
de haces reflexivos estables de rango 2 sobre]P3 construi
dos en 1.2. Uno de los objetivos de este capitulo es de
mostrar quecf es un abierto denso de ZMﬁP3 (0,c2,c§ -{(2r~-

~1)cé+2r2) (Véase el Teorema 2.7).

1.3 Proposicibn. Para todo par de enteros CyrX tales que

c, 2 4, o <r < b(»l,cz}, sea E un haz reflexivo estable
de rango 2 sobreIP3 con clases de Chern (-l,cz,cg -2rc2+
+2d), o <d < r(r+l). Entonces E posee un plano inestable

de orden c,-r.

2
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Demostracibn. Obsérvese que para todo CyrT Y d en las gipé
c
2
tesis del enunciado se verifica que c3=c§ -2rc2+2d > : +

+c,. Luego estamos en condiciones de aplicar |[H6; Proposi

2
tion 5.2 |y concluir gue E posee un planoc inestable de or

. 1 2
den c,-q, para cierto gq,0 <q < 5 (02-3),y que ¢, —2qc2 <

< 03=cg —2rc2+2d < cg ~2qc2+2q(q+l). De donde deducimos

gue necesariamente g=r.

1.4 Corolario. Para todo par de enteros CyrX tales que

c, > 4, o <r < b(-l,cz), sea E un haz reflexivo estable
de rango 2 sobreJP3 con clases de Chern (—1,c2,c§ -2rcz+
+2r(r+l1)). Se verifica:

(a) E posee un plano inestable de orden C,-T.

(b) El eSpeCtrO de E es {"1,"2,"2,"3,"3,...,"’r"l,

—r»l,—r-2,«r—3,...,~c2+r }.

Demostracién. (a) Es una consecuencia inmediata de la pro

posicibn 1.3.

(b) Sea ky 2 eee 2 kc el espectro de E. Las relacio
2

nes c3=-242% ki-c2 Yy kl < —c2+r junto con las propiedades
de conexifn del espectro |[H5; §7 |y |H6; Proposition 5.1]

implican que {kl’-ta,kc }= {-1,‘2’-2,-3'.'3,#-.’-r-lp"r—l,
2

—r—2,-r-3,...,~c2+r }.

1.5 Proposicibn. (*) Para todo par de enteros CyrX tales

que ¢, > 6 y 1 <r < b(O,cz) sea E un haz reflexivo esta
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2
ble de rango 2 sobreIP3 con clases de Chern (0,c2,c2 -(2xr-

-1)c2+26), o <d 5.r2. Entonces E posee un plano inestable

de orden cz—r.

1.6 Corolario (*) Para todo par de enteros c2,r tales que

c, > 6yl <r 5_b(0,c2), sea E un haz reflexivo estable

de rango 2 sobreIP3 con clases de Chern (0,c2,c§ - (2r~1})-
cz+2r2). Se verifica:
(a) E posee un plano inestable de orden C,-I.

(b) El eSpeCtrO de E es ‘{—l'—l,-Zp"z'-.o"'r'-r"r-l'

—r—2,...,—(c2-r)} .

1.7 Teorema. Para todo par de enteros c,_,r tales que Cy>

2

s 4, 0 < ¥ < b(-l,cz), sea E un haz reflexivo estable de

rango 2 sobre]P3 con clases de Chern (-l,cz,cg —2rc2+2r~
«(r+1)). Entonces E admite una resolucifn localmente libre
del tipo:

o —> U(-cz-—l) --->(9(-l)2 ® O(—cz) —> E —> 0 si r=o, y

o — O(-r-2) & © (r-l—cz) — (@ (-r-1) & (v (-1) B O (-2)

th(r—cz) —> E —>3 0 sir > 1

Demostracién. Dado que el caso r=o fue probado por Okonek

{al;Theorem 2.7| , podemos suponer gue r > 1. Gracias al
corolario 1.4 sabemos que E posee un plano inestable H
de orden C,-r. Consideremos la sucesibn de reduccién de

terminada por E y H (Preliminares; Teorema 11):
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i
- L N ~
o » B > B ,»IZH(r-cz) — O

donde Z es un subesquema de dimensifn o de H. Sea s=long‘92,

entonces E' es un haz reflexivo de rango 2 sobre]P3 cuyas
clases de Chern c; vienen dadas por czc -2, ci =r+l y cé =

=r2+r+25. Las clases de Chern c; del haz normalizado E' (1)

vienen dadas por c;=o, c§=r Yy c5=r2+r+2s. Puesto que H°E'=o,

vemos que E' (1) es semiestable. Por lo tanto, r2+r+2s= cg <
2 2 s .
< cg + cg =r“+r |H5; Proposition 8.2| y concluimos que

s=0 y que la sucesibn de reduccibn es:

(1) o — E' » E — O, (x-c,) —> 0
La sucesibn exacta (1) junto con la sucesibn exacta
(o} —-——-{@(r-cz“l) —3 0 (r-cz) —2L>@H(r-c2) —> 0
y la sucesibn exacta
6 —0 (~1-2) —> @ (~1)8 O (=2)80 (-r-1) 25 E' —> o

|61; Theorem 2.3| , nos da el diagrama conmutativo

0 ' 0 0
| | J
0 ——m—3 (7 (=x-2) > (9(-r~2)9(7(-1-c2+r) ——— G‘(r-cz—l) —3> 0
A2
o —> 0(-1)00 (-2 ((-r-1) — O(-1)e (-2 O(-r-1)e (ﬁ(-—cz+r) -—-?C?(;c2+r) — O
q L ) hl /g/ - - l gv
6 > E! 4 > E < = Oy (=c,#r) —0

| l )

0 0 0

N6tese que por ser Extl(ﬁ7(r~c2),E‘)=o, la aplicacibn

g': (7 (r-cz) --—-—7(7H(r-c2) se eleva a una aplicacibn g: (o (r-

-02)~——9 E. Por lo tanto, si para todo (a,b)€ (({ (-1)eb(-2)®
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@b(—r—lneéur-cz) definimos h(a,b):=iqg(a)+g(b) obtenemos
la resolucién localmente libre de E establecida en el enun

ciado.

1.8 Teorema. (*) Para todo par de enteros CyrX tales que

c., > 6, 1 <r < b(O,cz), sea E un haz reflexivo estable de

rango 2 sobreIP3 con clases de Chern (0,c2,c§ ~(2r-1)c2+
+2r2). Entonces E posee una resolucibn localmente libre
del tipo:

0 —> 0 (-r-1)80(r-c,~1) —> O(-1) % 6 (-r)DAr-c,) —>

e I e T

1.9 Corolario. Para todo par de enteros CorX tales que

c, > 4 yo<r < b(-l,cz), sea E un haz reflexivo estable

de rango 2 sobreIP3 con clases de Chern (-l,cz,cg -2r02+
+2r(r+l)). Se verifica:

(i) HlE(t)=o para todo t € Z.

(ii) E(t) estd generado por secciones globales péra

todo t » ¢c,~r+1,

2
(iii) min {t/H°E(t)# o} =1 y h°E(l)=

1 sixr>290

2 si r=0

Demostracibn. Es una consecuencia inmediata de la resolu

cidn localmente libre de E dada en el Teorema 1.7.

1.10 Corolario (*) Para todo par de enteros CyrT tales

que c, > 6yl<r fbb(o,cz), sea E un haz reflexivo esta
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ble de rango 2 sobreIP3 con clasesrde Chern (0,c2,c§ -(2r-
-1)cz+2r2). Se verifica:
(i) HlE(t)=o para todo t€ Z .
(ii) E(t) est& generado por secciones globales para
todo t > c,-r+l. ‘ .
{2 sir>1

(iii) min {t/H°E(t)# o} =1 y h°E(1l)=
3 sir=1 .

1.11 Proposicifn. Para todo par de enteros CorT tales que

c, 2 4 yo <r < b(-l,cz), sea E un haz reflexivo de rango

2 sobre]P3 con clases de Chern (-1,c2,c§ ~2rc2+2r(r+l)) y
sea o# 9 € H°E(l). Sea ¥Y=(0) o
(a) Si r=o0, entonces Y es una curva plana de grado c, -
(b) Si r=1, entonces Y es una de las siguientes cur-
vas:
bl- La unién de una curva plana C de grado 02—1
con una recta L que la corta en un punto.
b2- Una curva plana C de grado 02~1 con una es-
tructura doble a lo largo de una subrecta L,

relacionadas por una sucesibn exacta del tipo:

o > Iy :,Ic ;(DL(-I)-—-—-»Q.
(c) Si r > 1, entonces Y es una de las siguientes
curvas:
cl- La unibn de dos curvas planas de grados Cy=

-r y r que se cortan en r puntos.

c2- Una curva plana C de grado C,~r con una es-
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tructura doble a lo largo de una subcurva Y' de
grado r, relacionadas por una sucesifn exacta del

tipo:

o —>1I > I y O ,(-1) —> o.
Y Y

C

¢3~- La unién de dos curvas planas, C de grado C,7r e
Y' de grado r, con una multiplicidad doble a lo
largo de una recta comfin, relacionadas por una su
cesibn exacta del tipo:

O (-
o —> Iy_——+ Ic-—+ Y‘( 1) —> o.

Demostracién. Sabemos |H5;Theorem 4.1| que dng=czE(1)=c2

Cy +2-3c2 cg ~2rc2+2r(r+l)+2-3c2
y py(¥)= = . Distingui
2 2
mos 3 casos: c,~1
(a) r=o. Entonces dng=c2 y pa(Y)= , por lo
2
tanto Y es una curva plana de grado c,-
c2—2
(b) r=1. Entonces dng=c2 Y pgal¥)= . Aplican
2

do |S;Corollory 7.4| se obtiene el resultado enunciado.
(¢) r > 1. Aplicando |S;Corollary 7.10|, sustituyen
do en dicho :corolario a y d por c,"r y ¢, respectivamente,

se obtiene el resultado enunciado.

1.12 Proposicibn. Para todo par de enteros CyrX tales que

c, 2 6yl <r f.b(O,cz), sea E un haz reflexivo estable

de rango 2 sobreIP3 con clases de Chern (0,c2,c§ -(2r-1)

cp+2r’) y ofGE HUE(1). Sea Y=(o) .
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(a) Si r=1, entonces Y es una de las siguientes curvas:
al- La unibn de una curva plana C de grado ¢, con
una recta que la corta en un punto.
a2- Una curva plana C de grado c, con una estruc
tura doble a lo largo de una subrecta L, re
lacionadas por una sucesifn exacta del tipo:
o —> IY—--> IC——-><’7L(—1) —> 0 .
(b) Si r > 1, entonces Y es una de las siguientes cur
vas:
bl- La unibn de dos curvas planas de grados c,-r+t
+1 y r que se cortan en r puntos.
b2- Una curva plana C de grado c,~r+l con una es
tructura doble a lo largo de una subcurva Y'

de grado r, relacionadas por una sucesibn

exacta del tipo:

c >@Y! (-l) — 0.

b3~ La unibn de dos curvas planas, C de grado

o} > I > 1
Y

cz—r+1 e Y' de grado r, con una multiplici-
dad doble a lo largo de una recta comfn, re
lacionadas por una sucesibn exacta del tipo:

o———)I-—-——)Ic—é@w(-l) —_— 0.
Y :

Demostracifén. Sabemos |H5;Theorem 4.1| que deg Y= c,E(1)=

c3+2—2(cz+1) cg —(2r+1)c2+2r2
c,tl vy p_(¥)= = . Distin-
a 2 2
guimos dos casos:
o1
(a) r=1. Entonces deg Y=cz+l y pa(Y)= . Apli
2
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cando | S;Corollary 7.4| obtenemos el resultado
establecido.

(b) r > 1. Aplicando |S;Corollary 7.10} , sustituyen
do en dicho corolario a y d por c2~r+1 Yy c2+1 res

pectivamente, se obtiene el enunciado establecido.

Observacidn. En lo que sigue supondremos 1 <r (Rep 2 <r)

ya que el caso o=r (Resp 1l=r) corresponden al espacio de

: . 2.8 2 2,8 2
moduli “M ]P3.(-l,c2,c:2) (Resp. M 73 (0,¢,,c; -c,+2)) estu

diado por Hartshorne en |[H5;Theorem 9.2| (Resp. Chang en

| C2;Theorem 5]).

1.13 Teorema. Para todo par de enteros CorX tales que
c, > 4yl <r gb(—l,cz), la familia de haces reflexi
vos estables de rango 2 sobre]P3 con clases de Chern (-1,
cz,cg ~2rc2+2r(r+1)) construido en 1.1 es irreducible, no
singular y racional con

dimg)=

c§'+c2+6 sl r=]1

c% +(3-2r)c2+2r2+5 sir s> 1.

Demostracibn. Puesto que para todo haz E de‘?‘h°E(1)=1,

se tiene que las clases de isomorfia de haces E deq: es-
tén en correspondencia biyectiva con los pares (Y,e), don

de Y=Y, v Y, es la unién de una curva plana Y, de grado

C,=r con una curva plana Y2 de grado r que corta a Y, en

1
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r puntos, y o# eEH°my(3). Por lo tanto, es suficiente pro
bar que tales pares estln parametrizados por una variedad
irreducible, no singular y racional de dimensibn cg +c2+6

sir=1 vy cg +(3-2r)c2+2r2+5 si r > 1. Para ello, sea V

la variedad quasi-proyectiva, irreducible, no singular y
racional que parametriza las curvas Y= Yl LIYZ de grado
C, que son unién de una curva plana Yl de grado C,~r y una

curva plana Y2 de grado r que corta a Yl en r puntos.

Consideremos la correspondencia 3= {(y.x) € Vx IP3/xé

EY} C'VxIP3, donde denotamos por y el punto de V que corres
ponde a la curva Y. Sean q: (3 —>» Vy p: g —>]P3 las
restricciones a }-de las proyecciones naturales. Pongamos

m,}(3):= P*w 3(3). Aplicando el Teorema de semicontinui
P
dad |H; Cap III,Corollary 12.9| obtenemos que g, wij) es

c? +(3-2r)c,
localmente libre de rango +r“+r. En efecto,
2

para todo ye V h°(q T (y), w.(3) lq—l(y)) = h° (Y, o (3))=

2 +(3-2r)c, 9
= +r“+r. Por lo tanto, el conjunto de pares

2
(Y,e) estéd parametrizado por un abierto de P (q, y,(3))

&

gue es una variedad irreducible, no singular y racional.

Calculemos la dimensibn de‘?h.
Si r=1, el plano H que contiene a Y1 depende de 3 pa

c,+1

rémetros, Y, de ( 2 )-1 parémetros, Y, de 3 pardmetros
2

c? +c

2

y e de + 1 paré@metros, obteniéndose que dim §f=

2
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2
5 +cz+6.

Si r > 1, el plano H' que contiene a Y2 depende de 3

= C

r+2
par&metros, Y2 de( )-1 parémetros, el plano H Que contie

2 cz—r+2
ne a Y, depende de 3 parémetros, Y, de -1 par&metros
2 2
c +(3-—2r)c2 2

y e de +r“+r~1 parfmetros, obteniéndose que
. 2

dim‘? = cg +(3—2r)c2+2r2+5.

2.14 Teorema. Para todo par de enteros CorT tales que
c, > 6y2 <r <:b(o,c2), la familiacﬁ de haces reflexivos

estables de rango 2 sobreIP3 con clases de Chern (o,cz,c§~

—(2r-1)c2+2r2} construido en 1.2 es irreducible de dimen-

sién c% ~2(r-2)02+2r2-—2r+7.

Observacibn. El resultado gue obtenemos en este teorema

es mds débil que el establecido en el teorema anterior de
bido a que h°E(l1)=2 para todo haz E deof y Por lo gque en
este caso no es biyectiva la correspondencia que existe
entre clases de isomorfia de haces E deéz y pares (Y,e),

donde Y= Yl‘U Y, es una curva de grado C,yt+l, unién de una

curva plana Yl de grado cz—r+l con una curva plana Yz de

grado r que corta a Y, en r puntos y oF ee5H°wy(2).

Demostracibn. Cualquier haz E detﬁ est8 determinado por
la eleccibn de una curva plana Y2 de grado r, una curva

plana Yl de grado 02-r+1 gue corte a Y2 en r puntos, y

- 151 -



o e€ H%°w (2). Por ser todas estas elecciones irreducibles
se tiene que if es irreducible.
Calculemos la dimensi6én deéf .

El plano H' que contiene a Y, depende de 3 parémetros,

r+2 .

Y2 de ( )—1 par&metros, el plano H que contiene a Yl de
2 5 -r+3
3 parametros, Y1 de - 1 parémetros, y e de
2
(cz-r)2 +3c2+r2 -
paré@metros; ademis, hay que restar dim
2

IP H°E(1)=1, con lo cual obtenemos que dim Af=cg -2(r+2)c2+

+2r2-2r+7.

('1'°2LS?

2. Los espacios de moduli 2Ms 5

-2rc2+2r(r+1)) v

p?
’M° 5 (0,c,,62 -(2r-1)c,+2r?).

P

En lo que sigue, para todo par de enteros c,:r tales

que c, 24y 1 <<r <£b(-1,c,), pondremos M:=2Ms.3-(-1,c P
2 2 v 2

cg -2rcz+2r(r+1)),y para todo par de enteros CyrX tales

2..s 2
que ¢, >6y 2 <xr 2 b(o,cz), pondremos N:="M P3 (0,c2,c2—

-(2r-1)c2+2r2).

En esta seccibn se dan los prinqipales resultados de
este capitulo. Entre ellos destacamos el c8lculo de la di
mensién del espacio tangente de Zariski a M (resp.N) en
cada punto de M (Resp. N) (VEase los Teoremas 2.1 y 2.2)
y la demostracibn de que M (resp.N) es no singular, irre

ducible y racional. Para la obtencibn de estos resultados
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se utiliza como técnica principal la sucesibn de reduccibn

(Preliminares; Teorema 11).

Sea E un haz reflexivo estable de rango 2 sobreIPB,
entonces Extl(E,E) es isomorfo al espacio tangente de Za-
riski de M en el punto correspondiente a E, y si Extz(E,E)=
=0, entonces M es no singular en el punto correspondiente
a E y su dimensidn es igual a la dimensibn de Extl(E,E)
| H2;Theorem 4.1| .

Ademfs, puesto que si E es normalizado, entonces:

8c2—3 si c,=o0
dim Extl(E,E)-dim Extz(E,E)=
8c,-5 si cl=—l
| H2; Proposition 4.2],
se tiene que la dimensi6n de cada componente irreducible

del espacio de moduli es mayor o igual que 8c2-3 (resp.

8c2-5).

2.1 Teorema. Para todo par de enteros CorX tales que

c, 2 4y1l«<r S_b(—l,cz), sea E un haz reflexivo estable

de rango 2 sobreIP3 con clases de Chern (-1,c2,c§ -2£c2+

+2r(r+l1)). Entonces:

2
c, +c2+6 si r=1
dim Extl(E,E)=
2 2 .
c, +(3—2r)cz+2r +5 sir»>1,
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Demostracibén. Sea H un plano inestable de orden cy-r de E

(Corolario 1.4) y consideremos la sucesifén de reduccibn de

terminada por E y H (Teorema 1.7):

1 ~ N -
(l) o} ve E ra E ;@H(r 02) """9’ 0

donde E' (1) es un haz reflexivo semiestable de rango 2 so
bre}P3 con clases de Chern (O,r,r2+r) gque admite una reso
lucidbn localmente libre |0l;Theorem 2.3| del tipo:
(2) o —0(-r-1) —0e (-1)eA-r) —> E' (1) ~—> 0 .
Al aplicar el funtor Hom{(.,E) a la sucesibn exacta (1)
obtenemos:
© —>» Hom(E,E) -— Hom(E',E) — Bxt' ({0, (r-c,) ,E) —>
—> Ext’(E,E) —> Ext(E',E) —> Ext’ (@ (r-c,),E).
Y alasplicar el funtor Hom (*,E) a la sucesibn exacta
(2) tensorializada con ()-1) obtenemos que dim Extl(E',E)—
-dim Hom(E',E)= h°E(r+2)-h°E(r+1)-h°E(1)-h°E(2)=h°E'(r+2)~
4 si r=1
-h®E' (r+1)-h°E' (1)-h°E' (2)= 2 _
(r+2)"=4 sir > 2.
Calculemos ahora dim Extl (C7H(r~cz),E) y dim Ext?
(C7H(r—c2),E). Para ello consideremos la sucesibfn exacta:

o —> @ (r—cz—l) — (ﬁ’(r-cz) -—>(9H(r-—c2) —> 0,

y apliquémosle el funtor Hom (-,E), obtenemos las sucesio

nes exactas:

(3) o — Hom(© (r-c,),E) -—> Hom(@(r-—cz-l).E) _—

pxt! (G, (r-c,) ,E) —> Ext™(((r-c,),E) , y
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(4) Ext!( O (r-c,m1),E) —» Ext?

( OH(I’-C2) +E) —>
Ext? ( O (xr=-c,) ,E).

De la sucesibn exacta (4) deducimos que Ext2(£7H(r-
-c,),E)=0, ya que Extl((7(r-c2-1),E)=~H1E(c2+l-r)=o (Coro

lario 1.9) y dim Extz(é?(r-cz),E)= th(c
i

2
O , (k;j+l+c,-r))=0 (Corolario 1.4 ¥ |H5; Theorem 7.1]). _
- /

Por otro lado, el Gltimo término de la sucesidn exac

ta (3) se anula ( Extl((9(c2-r),E)=H1E(C2—r)=o), de donde
se concluye que dim Extl(C?H(r-cz),E)z xE(cz-r+l)- XE(cz-
-r)= cg +(3-2r)c2+4+r2-4r. Esta Gltima igualdad se obtiene

aplicando Riemann-Roch (En efecto: XE(p)=- xE(p—1)=(p+l)2—
-.Cz)

Adem&s, E es simple |H5; Proposition 3.4| y por lo
tanto dim Hom (E,E)=1.

Finalmente tenemos que dim Extl(E,E)=dim Extl(CDH(r-
-c,),E)+dim Ext!(E',E)-din Hom(E}E)-dim Hom (E,E)=

cg +°2+6 si r=1

c2 +(3-2r)c2+2r2+5 sir > 1.

Observacidbn 2.1.1 En el corolario 1.4, hemos probado que

todo haz reflexivo estable de rango 2 sobreIP3 con clases

de Chern (-l,cz,c2

2-2rc2+2r(r+l)), c, 24,1 =zr ¢ b(-l,cz),

posee un plano inestable de orden C,-r. Este plano es de

hecho Ginico. En efecto:
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f:IP3 un plano inestable cualgquiera distinto de H.

La sucesibn exacta (2) del Teorema anterior nos da

Sea H

HZE'(cz-r~3}zH3E‘{c2-r~4)=o. Por lo tanto, de la sucesibn

exacta de cohomologia:

H2E'(c -r=3) —> HZE' (c,,~r=3) ~——> HBE'(c -xr=4)
2 Hl 2 2

deducimos gque HE" (c,-r-3)=o. Por otro lado, si restrin

Hy

gimos a H, la sucesibn exacta (1) del Teorema anterior y

1

tomamos cohomologia obtenemos gque HZEH (c2~r~3)=o, de don
1

de se concluye que Hl no es un plano inestable de orden

c,~r para E.

2

2.2 Teorema (*) Para todo par de enteros CyrT tales que

€, > 6y 2 <x :_b(o,cz), sea E un haz reflexivo estable

de rango 2 sobreIP3 con clases de Chern (0,c2,c§~(2r~1}c2+
2 . 1 2 2

+2r”). Entonces dim Ext (E,E)=c2 —2(r—2)cz+2r -2r+7.

Observacién 2.2.1 Todo haz reflexivo estable de rango 2

sobreIP3 con clases de Chern (0,cz,c§ ~(2r~1)c2+2r2) posee

un finico plano inestable de orden c,mr.

2.3 Proposicibn. Para todo par de enteros CyrX tales que

_ 2,8
>4y 1l <r <Dbf l,cz), el esquema Mred" ( M:P3 (-l,czf

2 , . , .
<, -2r02+2(r+1)r))red es irreducible de dimensidn cg +c2+

€

2

+6 51 r=1, y c3 +(3-2r)c,+2r’+5 si r > 1.
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Demostracibn. Gracias al Teorema 1.7 tenemos gque cualguier

haz E de M admite una resolucibn localmente libre del tipo:
0 — O (-r-2)00(x-1-c,) —>0(-x-1)e0(-1)e O(-2)e@b(r~c,) —>
-3 E —3 O.

Luego el conjunto de clases de isomorfia de haces reflexi

vos estables de rango dos sobre IP3 con clases de Chern (-1,
cz,cg ~2rcz+2r(r+l)} es un abierto de N, siendo N el con-

junto de clases de isomorfia de haces coherentes E de ran
go 2 sobre IP3 gue son el conicleo de un monomorfismo (O(-r-

-2R @(r-l-cz)ﬁ—v(?("r-*l)@@(-—l)@ O(-2)® @(r-cz) .

Por lo tanto, la demostracibn estari terminada si
vemos que N es irreducible y que:

2 .
<, +c:2+6 si r=]1

dim N=

2

c2 +{3~2r}02+2r2+5 sir > 1.

Para la irreducibilidad de N véase por ejemplo |@-Sp
1;Theorem 5.1| . Calculemos ahora la dimensibn de N. Para
ello, sea &1=Aut( ¢ (~xr-2) e@{r~l~02} Y, &2==Aut( G (~r=-1)®
O{-1)® O(-2)e (p{r-—cz)-) y S=Hom( {-r-—2}@@>(r—-1-<:2) y (O (=r=1)8
(-1 C?('-ZW@(r-cz)) y consideremos la accibn:

(Alx A 2) X 8§ —>8

-1
se tiene que dim N=dim SwdimAl-dimA2+dim I;,siendo I =
{(fl’lfz} € alxézfzrzf‘flml =f} para cualquier £f¢S. Por
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otro lado, tenemos que:

c2—2r+2
dim A 1= 2+ .

2

r+3 fr+2 c2—2r+2 cz-r+2 cz—r+1 sirs 1
8+ +[ + + +
3 3 3 3 3

dnnAZ‘
Cy 2+1
14+2 < 3 + 3 si r=1
cz-2r+1
y dim I _=1+ , esta Gltima igualdad es indepen
3

diente de f y puede verse tomando por f la aplicacién cu

ya matriz es:

[ X, h “
xitt X{ h
A= X, xg"l h
0 X,

donde xﬁ,xl,xz,xs son coordenados homogéneos &eIP3 y h es
una forma irreducible de grado c2~2r,-y resolviendo la ecua

cifn A= CAB siendo Bz(bij) y C= (Cij) las matrices corres

pondientes a TIl y Yb respectivamente. En definitiva tene

mos que:

c., +C.+6 si r=1

[\ ]

dim N =

c§ +{3~2r)c2+2r2+5 sirs 1,
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2.4 Proposicibn (*) Para todo par de enteros Cyrr tales

2
qug 02 26y 2 <r < b(O,cz), el esquema Nredw( MiP3 {0,
2 2 . . . . 2_
cyeC, »(2r~1}c2+2r ))red es irreducible y de dimensibn c2

~2cr~2>c2+2r2—2r+7.

2.5 Teorema. Para todo par de enteros €y tales gue C,>

-

>4y 1l <r < b(*l,cz), el espacio de moduli M=2Ms 3(*1,
- - r
cz,czzwzrc2+2r(r+l)) es irreducible, no singular y ra-

cional de dimensibn c§ +c2+6 si r=1y c§ +§3~2r}02+2r2+

+5 sir > 1.

Demostracibn Puesto que para todo haz reflexivo estable

de rango 2 sobre3P3 con clases de Chern (~1,c2,c§ -2rc2+
+2r(r+l)), ¢, > 4, 1 < r < b(~1,c2) se verifica que dim

7 M=dim Extl(E,E)=

|E]
02 e 46 si r=1
2 2
&im’Mre& = ) )
02 +(3~2r)cz+2r +5 sir > 1

(Teoremas 2.1 y 2;3),
tenemos que M. og™Mr Mes irreducible y no singular.
" Por otro lado, la dimensién de la familia q:construida

en 2.1 verifica que dim qftdim xredaéim M de donde se de

duce que 9fes un abierto denso de M y por lo tanto M es

racional.
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2.6 Teorema. Para todo par de enteros CyrX tales que cy>

> 4y 1 gi\ <b(-1,c,), sea E un haz reflexivo estable

de rango 2 sobre P, n > 3, con cl=-1 y c5= cg -2rc2+2r(r+

+1). Se verifica:
(i) dhE < 1.
(ii) E admite una resolucidn localmente libre del tipo:

o) ——-—%O(-—r—2)e@(r—l—c2) —-)(9(—r-l)eO(—l)eD(—Z)@&r—cz) —>

iy  — O,
(l—(r+1)t)(l-t)(1-2t)(1+(r—c2)t)
(iii) Ct(E)= , lo
(1—(r+2)t)(l+(r-1-c2)t

cual implica que CyreeesCy también quedan determinadas

en funcidn de Cy ¥ .

Ademis M=2MS 11(“lr°2'cg -2rc2+2r(r+1),...) es irre
E’ £

ducible y
n-4+XK sir > 1
dim M=

n-5+K si r=1

r+n+l c2—2r+n cz-r+n c2-2r+n-2
siendo K= + + + -
n n n n
c2-2r+n~l +n=-1 2-r+nw2
-2 - -
n n n

Demostraciébn. (i) Usando la sucesibn exacta

0 —>» E(t~-1) —>E(t) —> Eipn‘l (t) —>o

2

e induccibén sobre n obtenemos que hlE(t)&h E(t)=...=

hn-zE(t)=o para todo entero t,lo cual implica que dh E < 1
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|©@-spl; Lemma 1.3] .

(ii) Utilizando de nuevo induccibn sobre n obtenemos
que "1 »?, E(c,~r-n))=1y hn—l(IPn,E(cz—r~n-l))=n, lue

go existe una forma lineal feH°(IPn,0Pn (1)) tal que 1la

aplicacibn Hn—l(E(cz-»r-n—l)) —--:-f; Hn_l(E(cz-—r-n)) inducida
por £ es nula. Sea H =}Pn"1CIPn el hiperplano de ecuacifn
f=o, Hn"l EH(cz-r~n)# o, por lo tanto H es un hiperplano

inestable de orden Cy-r de E. Consideremos la sucesidn de
reduccidn determinada por E y H

(1) O —>E' 3 E —> IZH(r—cz) — O

donde Z es un subesquema de dimensibfn o de H y E' un haz
reflexivo de rango 2 sobre .

Un argumento an&logo al utilizado en la demostracidn
del Teorema 1.7 prueba que Z=g . Por lo tanto, la sucesidn
exacta (1) junto con las sucesiones exactas:

o -->(9(r-c2-1) --—-—>@(r-—c2) —>0 n_l(r-—cz)'-—-—-) O, Y
P

o — @ (-r-1) —> 6 (-100e K-xr) —> E' (1) —> 0 |F1;
Theorem 2.3| nos da la resolucibén de E establecida en (ii).
(iii) Es una consecuencia inmediata de (ii).
El resto de la demostracibén es andlogo al de la p‘rg_

posicibn 2.3 y por lo tanto la omitimos.

2.7 Teorema. Para todo par de enteros CooI tales que Cy>

2

>6y2 <r < b(O,cz), el espacio de moduli N=“M° 3 (0,

*
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cz,c§ -(2r—1)c2+2r2) es irreducible, racional y no singu

lar de dimensibn cg «2(r—2)cz+2r2—2r+7.

Demostracibn. Puesto que para todo haz reflexivo estable

de rango 2 sobreIP3 con clases de Chern (U,cz,c§ -{2r-1)

w,+2r?), c, > 6, 2 <r <b(0,c

2 2 2t

c2 »2(r~2)+2r2-

R | 3¢ —
= dim Ext"(E,E}= dim Nred—- 2

dim TZE]
-2r+7, (Teorema 2.2 y Proposicién 2.4) tenemos que
Nreé:N Yy gue N es irreducible, no singular y de dimen-

.81idn c22~2(r~2)c2+2;2~2r+7.

La racionalidad, a diferencia del caso c,=-1, né se
deduce del hecho de que la familiaéﬁ construida en 1.2
sea un abierto denso de N ya que a priori no conocemos gue
ii sea racional. Laiéemcstracién de gque N es racional es

consecuencia de las proposiciones 2.8 y 2.9.

2.8 Proposicibén. Para todo par de enteros CyeX tales que

¢, > 6 y 2 <r <b(0,c,),dar un haz reflexivo E estable

de rango 2 sobreIP3 con clases de Chern {0,cz,c§ -{2r-1)
-c2+2r2) equivale a dar los siguientes datos:
{(a) Un plano H <:1P3.
3

{b) Un haz reflexivo estable E' de rango 2 sobrelp
con clases de Chern (*l,r,rz).

(¢) Una seccibn general s de E'H{cz~r+1) determinada
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salvo un miltiple escalar.

Demostracibén. Dado E, sea H su Gnico plano inestable de or

den Cy=x (Observacidn 2.2.1). Consideremos la sucesifn de

reduccidn determinada por E y B (Preliminares; Teorema 11):

(1) o > B > E :@H(r-cg)wo

donde E' es un haz reflexivo estable de rango 2 scbreIP3
con clases de Chern {-1,r,r2}‘ Dualizando la sucesién
exacta (1) obtenemos. la sucesidn exacta:

O =3 E = E' (1) —>1 +1l-r) —> 0

wi (€2
donde W es un subesquema de dimensibn o de H y de longitud

2

c, +r2“{2r~i)c2. El epimorfismo E' (1) —} I ~r+l) fac

wi (G2

toriza a través de E'H(l)

E’ (1) —>1I

l

E',(1)

{c ,~r+1l} =y O

WH "2

Sea N=ker (E', (1) —» I {c,=r+1)), N es un haz reflexi
vo de rango 1 sobre H, luego inversible, y al(N)&cl(E'(l))w
-, ( Iwgicz+l-r}}ﬁr~c2, de donde se deduce gque N =595(r~c2§.
Por filtimo, basta observar‘que las sucesiones

o M@Hﬂmﬁ E'H(czmri»}.} —— Im(2c2—2r+1} — £y

estdn en correspondencia biyectiva con los elementos de
(-] L] -
H°E H(c2 r+l) / k¥,

Reciprocamente, dados H,E' y o s € H“E‘H{cz-r+l} /k*
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N

es inmediato comprobar gque el nficleo de la composicidn

. ] o——— - em——
E' (1) B H(l) IWH(CZ r+l1) o

es un haz reflexivo estable de rango 2 sebreIP3 con clases

de Chern (O,cz,cg m(2r~1)02+2r2)«

2.9 Proposicibn. Para todo par de enteros CorX tales que

, 2632 <r ¢bl0,cy), Nred--:(zmﬁys (0,c,,62 =(2r-1)c +

%2r2})rea es irreducible, no singular y racional de dimen

(o

5ibn ci wZ(r—Z)c2+2r2~2r+7.

Demostracifn. Gracias a la proposicifn 2.8 tenemos que to

deo haz reflexivo estable E de rango 2 sabre]P3 con clases

de Chern (Q,czfcg ~{2r~i}c2$2r2} viene determinado por los

datos (a), (b) y {(¢) de la proposicibn 2.8, de donde se

deduce que N, . es un subconjunto abierto de la Grassma

=
nniana de subhaces de rango uno de q,p 2?(02—r+1) donde

pmpoxidz XxM! ww»IP3xM' y g=q, X Id:XxM' ~w+1P3

& .
do P, X -71P3 Y 9,° X -¢IP3 las aplicaciones asociadas

*
xM', sien

3%

con la correspondencia de incidencia mntreIP3 ym»- , M

el espacioc de moduli de haces reflexivos estables de ran
3 , 2 ~ .
go 2 sobreI” con clases de Chern (-1,r,r°) y é?ai haz uni
versal sobreIp> xM' [M2;Theorem 6.11.1] . Por lo tanto,

req €S irreducible, no singular y racional. Ademfs se
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. . A 3* . v e ot _ *_
tlege que dim Nred”dlm]P +dim M'+dim H°E H(c2 r+1)/k

= 3+ (r243r+1) + (cg —(2r-3)c2+r2~3r+2+c2‘2r+1) = c§ -2 (r-

-2)c, + 2r-2r+7.

2.10 Teorema. Para todo par de enteros CorT tales que Cy>

>6y 2 <1 < b(O,cz), sea E un haz reflexivo estable de

rango 2 sobre P con cy=0 y c3=c§ ~(2r~1)c2+2r2. Se veri-

fica:
(i) dh E £ 1.
(ii) E admite una resolucién localmente libre del tipo:

o %@(—r»l)‘@@(r-l'-»cz) ~——-—>é(-1)2@(7(—r)@@(r-c2) —

3 E ——> O. >

(1~-t) (1~rt)(1+(r~c2)t)

(iii) Ct(E)= + lo gue impli
(1~(r+1)t)(l+(r-1—c2)t)

ca gue cé,...,cn estén también determinados en

funcibn de C,yr

2yS
P

cible y de dimensibn

Adem&s N= n(0,c2,c§ -(2r~1)c2+2r2,...) es irredu

r+n c2-r+n 2~2r+n c2~2r+n~1 C. =21+

2
2n-5+2 +2 + + - -
n n n n n
+n-1 c2~r-1+n cz-2r+n
-2 +2 + .
n n n

Demostracidén. Es anfloga a la del Teorema 2.6 y por lo

tanto la omitimos.
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3. Rectas de salto de un haz reflexivo estable de rango 2

sobreIP3 con clases de Chern (ul,chgi ~2rc2+2r(r+1)) (Resp.

2 2
(0,c5s€, =(2r-1)cy+2r )},

El objetivo de esta seccibn es caracterizar las rec

tas de salto de un haz reflexivo estable de rango 2 sobre
IP3 con clases de Chern (-1,c2,c§ -2rc2+2r(r+1)), cy 2 4,
2 <r <b(-1,c,) (Resp. (0,c,,C2 =(2r-1)c. +2r2), c, > 6

= = A esp. r 2, 2 2 ’ 2 _A Y

2

A

r < b(O,Cz)).

Sea E un haz reflexivo normalizado de rango 2 sobre
]P3. Para toda recta LCIP3 denotaremos por ap el entero po

sitivo tal que E, sea isomorfo a Ci(a1)$éi(-aL+cl).

L
En |G-M| Grauert-Mlilich prueban que si E es un haz reflexi

vo semiestable entonces a; =0 para toda recta general L de

IP3. A las rectas L deIP3 tales que a; > o se les llama rec
tas de saltoy al entero»aL orden de salto de L. Denotemos

por S(E)el conjunto de rectas de salto de E, S(E) es un

-

subconjunto cerrado de G(1,n) |0-S-S;Cap I, Lemma 3.2.2

3.1 Proposicifn. Para todo par de enteros CyrT tales que

c, >4y 2 <x 5'b(-1,c2), sea E un haz reflexivo estable

de rango 2 sobreIP3 con clases de Chern (0,c2,c§ —2rc2+

3

+2r(r+1)), sea o # s € H°E(l) y sea Y= (s)OCIP . Dada

L € G(1,3) se verifica:
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L € S (E) si y s6lo si se verifica una de las siguien
tes condiciones:

(a) L €Y,

{b) L interseca a Y en un nfimero finito de puntos y

d= long@Y{\L > 2.

Demostracidn. Consideremos la sucesidn exacta determinada

-

por la seccidn s:
(1) 0 —0-25Er(1) — Iy(l) —> 0.
Supongamos que L N Y=g . Al tensorializar la sucesibn

exacta (1) por ﬁh obtenemos la sucesidn exacta:

(2) 0 —6, —>E (1) — O, (1) —> 0.

Como Extl(OL,C?L(-—l)}co, la sucesidn exacta (2} escinde
vy obtenemos gque EL=C7£®Qi(-1), lo cual implica que L no es

una recta de salto de E.
Supongamos gque L interseca a Y en un nlimero de puntos

y sea 2 =langC’JY N 17 vamos a ver que L es una recta de

salto de E si y sblo si 2 > 2. En efecto: Al tensoriali

zar por @L la sucesibn exacta (1) obtenemos:

E (1) =0 (1~ 2 ) — o.
Sea N=ker (E[ (1) -—» @L(lw 2 )), es inmediato comprobar que
N= CDL{ 2 ) vy que E. *:@Li-é )@C‘?L( 2 =-1). Por lo tanto,

L € S(E) si y s6lo si 2 > 2, en cuyo caso el orden de

salto de L es 3 -1.

Por Gltimo,supongamos gque L € Y. Elijamos un punto
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X € L y un plano TrCIP3 tal que x€T . Consideremos el haz
g. de las rectas de r gque pasan por X. Una recta general
L' deTa no estd contenida en Y y corta a Y en un nfimero
finito de puntos Z. De hecho en virtud de la proposicibn

1.11 m puede elegirse de manera que longébz > 2. Luego L'

es una recta de salto. Como el conjunto de rectas de salto

es un cerrado, deducimos que L € § (E).

3.2 Proposicibn. (*) Para todo par de enteros CorT tales

que ¢, > 6y2 <r < b(O,cz), sea E un haz reflexivo esta
ble de rango 2 sobreIP3 con clases de Chern (o,cz,cg -{2r~
—1)c2+2r2), sea of S€ H°E(1l) y sea Y=(S)0. Entonces una

recta L deIP> es recta de salto de E si y sblo si se veri
fica una de las siguientes condiciones:

(i) L e Y.

(ii) L interseca a Y en un nGmero finito de puntos y

2 =Long@ > 2.

YL Z

En el resto de esta seccibn denotaremos por X la co
rrespondencia de incidencia entreIP3 y G(1,3) y por p:
X--9IP3, g: X —> G(1,3) la restriccibn a X de las pro
yecciones.

Sea E un haz reflexivo estable de rango 2 sobre]P3

2
con clases de Chern (-1,c,,c; -2rc,+2r(r+l)), c, 24y
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2
1 ¢t ¢b(-1,0,) (Resp.(0,C,,c5 - (2r-1)c,+2r”), c, > 6 ¥
2 ¢<r <b(0,c,)). Sabemos que una recta L P> es recta

de salto de E si y s6lo si Hl(L,E ) # o (Reép.Hl(LpElL(~

| L
~1)) # o), de donde deducimos que S(E) es el soporte del

* *
haz qu*p E {resp.qu*p E(~1)),.

Para haces localmente libres E estables de rango 2
sobre]P3 con cléo W.Barth demuestra en |Bl; 5 6| que S (E)

O bien es vacio o bien es de codimensibn pura 1,y que S(E)

es el soporte de un divisor de grado cz(E) de G(1,3). vVa
mos a ver que gracias a la resolucibn localmente libre que
conocemos de E(o,cz,cg —(2r-l)c2+2r2), el método desarro

llado por Barth generaliza a tales haces y sefialaremos de

donde proviene la obstruccidn a generalizar dicha ténica

a haces(E(-l,cz,cg -2rc2+2r(r+1));

3.3 Teorema. Para todo par de enteros CyeT tales que Cy2

> 6y2<r 5.b(0,c2), sea E un haz reflexivo estable

de rango 2 sobreIP3 con clases de Chern (0,c2,c§ -{2r~-1)

-c2+2r2). Se verifica:
(1) S(E) # & .
(ii) Existe un divisor DE en G(1,3) de grado c, y con

soporte S(E).
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Demostracibn. (i) Si S{E)=¢g, entonces para toda recta L

de IP3 E "'OLB@L de donde deducimos que E=08 U, lo cual

contradice la estabilidad de E.

(1i) Consideremos una resolucibn localmente libre de

E(-1) (Véases el Teorema 1.8)
0 —30 (-r-2)80(r-c,=2) —> O(-2) % O (-r-1)06(r-c,~1)
- E{=1) —> O

y proyectemos sobre G(1,3) la sucesidn:

0o —»p [6(--2)00(z-c,=2)] — p’ [@(-2) %0 O(-r-1)6 G(-r-

-cz-l)] ———a'p* E(-1l) —> o0

obtenemos la sucesifn exacta:
* *
°c —> qu*p [O(-x-2)® @(r—c2—2)] 2N qu*p [0(-2)?@(9(-::—1)@
1 *
0@(r-cz-1)] —> R%*q,p E(~1) — o.

NS6tese que por ser las fibras de p y g de dimensibn

uno se tiene:

R%q,p" [6(-r-2)8 b(r-c,-2)] =o,

y por ser q*p*E(—l) libre de torsi6n y nulo fuera de Sg
se tiene que

q*p*E(-1)=o.

La aplicacibn g es un monomorfismo entre haces local

mente libres del mismo rango, definimos:

Dp:=divisor de ceros de Ng,siendo s=rg qu*p*[O(-r-Z)e(Q(r_cz_z)]

Dp es un divisor en G(1,3)con soporte S(E) y deg(DE)=

-cl(qu*p* [6(-r-2)86(r-c,~2)] )+c1(R1q*p*[(9(-z)£@(-r-l)m
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edr-c,-1)] ) =3 [ (z+2) 2= (x42) + (x-c,-2) 4+ (x-C,=2) ~4+ (r+

+1)2-(r+l)+(r-c2-1)2+(r-c2—1)] =c2, donde hemos utilizado

que :

1

clR q*p* O(t)z - _t.ﬁ.-t_].".).. '

2
observacibn. En el caso cl=-1, la obstruccifbn proviene de

gue g,p* E # o.

4., Aplicaciones

En esta seccibn utilizamos los principales resultados
de este capitulo y la correspondencia entre haces reflexi
vos de rango 2 scbre]P3 y curvas de}P3 para construir cier
tas familias de curvas proyectivamente normales, de las
que ademds se da una resolucibn localmente libre de su haz
de ideales.

Sea Cc> una curva y IC su haz de ideales. Recorde

mos que C es proyectivamente normal si y s6lo si Hl(]PB,

Ic( v ))=o0 para todo entero V ; y que C se llama de rango

méximo si para todo entero Vé Z el morfismo H°(IP3,&(\)))

—_— H°(C,C?C(\) )) es de rango m&ximo, i.e,inyectivo o

exhaustivo. Las curvas que son interseccibn completa son
proyectivamente normales y est& claro que toda curva pro
yectivamente normal es de rango méximo.

En |S;Corollary 7.8| Sauer demuestra que si X Q}PB

es una curva con d:=deg(X) > 2 y pa(X)> (dgz)entonces
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pa(X)=(d~i), lo que implica que X es una curva plana, y
2

en particular proyectivamente normal. Tambi&n prueba gque

2
género aritmético P, Nuestro primer resultado ser8 probar

para todo entero P, i( )existe una curva de grado d y

que toda curva reducida de grado d y género aritmético

d-2
( 2 )es proyectivamente normal, y que existen curvas X

d-2

reducidas de grado d y género aritmético (
2

>-1 que no

son proyectivamente normales.

4.1 Proposicibn. Sea Y una curva reducida de grado d > 4

d-
2
(a) Y es proyectivamente normal.

y género aritmético pa=( 2). Se verifica:

{b) El haz de ideales IY de Y admite una resolucibdn
localmente libre del tipo:

0 —5 ((-1)80(-3)8 6(-c,) —> 0 (-1)2 0(-2) B O(1-c,) —>

I‘IY ? O .

Demostracién. (a). Elijamos una seccifn o# e € H°my(3) y

sea E(1) el haz reflexive de rango 2 sobreIP3 determinado
por el par (Y,e):

o —& — E(1) —> I,(1) —>o.
Por construccién E es un haz reflexivo estable de rango

2 sobre]P3 con clases de Chern (-1,d,d2—2d+4). Gracias al
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lF..(t)=c> para todo t € Z , lo cual

corolario 1.9 sabemos gue H
implica que Hlly(t)=o para todo t€ Z , o equivalentemente
que Y es proyectivamente normal.

(b) Para hallar una resolucibn del haz I, consideremos

b 4
las sucesiones exactas:

o —0 — E(1) —> IY(l) —> 0
o —» 0(-2)8 O(1-c,) —> ((-2)8® 6(1-c,)8H—>L—> o

y la resolucibn localmente libre de E(1):

o —> 0(-2)8 O(1-c,) —>0® 6 (-1) %0 G (=c,+2) —> E(1) — o

(Teorema 1.7) con los que obtenemos el diagrama:

0
| §
0 — 0(-2)8(A1-c,) -—»(p(-zm(a(l-—cz)a@ v
| .,

N . v 9

o —> @(—2)9(9(1-02L ——>(9@(a(—l)%>?9(-c2+2) -—> E(1) — o

~
o

\
4
-

-

Y

A\

I
Y

k ;
N&6tese que por ser Ext;(@; o(-2)8 é(l-cz))=o,1a aplica

cibn g': 0 — E(1) se eleva a una aplicacibn g:6 —>»0( ®

et?(-l)ze @(-c2+2), de donde se deduce la resolucibén local

mente libre de IY establecida en el enunciado.

Observacibn. Existen curvas Y de grado d y género aritmé-

d-2
tico pa(Y) =(‘ ) -1 qgue no son proyectivamente normales.
2
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Ejemplos: =Yiu L la unibn disjunta de una curva plana de

grado d.l y una recta L.

El siguiente resultado es una generalizacibn de 1la

Proposicién 4.1.

‘4.2 Proposicifn. Para todo par de enteros d,r tales que

d>4yo<r < -1t 2v4d'7 , sea Y una curva reducida de

grado d y género aritmético pa(Y)= (d—r-—l) +(r-1>+ r-1
: 2 2
Se verifica:
(a) Y es proyectivamente normal.

(b) (» admite una resolucibn localmente libre del ti
Y
po:

o — 0(-1)® @(~r~-2)@6(r~c2—1} —y H(=r-1)PO(=2)0O(-1)S

O (r-c,=-2) — 0 >@Y >0,

Demostracifn. La demostracibn es anfloga a la de la pro

posicifn 4.1. Se toma una seccibn 0# eEfH°wY(3). sea E(1)

el haz reflexivo de rango 2 sobreIP3 determinado por el
par (Y, e)
o —0U—> E(1) —> L, (1) -——> o.

Por construccifn E es un haz reflexivo estable de rango

2 ssbreEPB con clases de Chern (»l,d,dz~2rd+2r(r+1}). Se

lE(t)=o

finaliza la demostracibn teniendo en cuenta que H
para todo t € Z y que conocemos una resolucifn localmen

te libre de E {Corolario 1.9).

- 174 -



Ejemplos Sea Y una curva reducida, d=deg Y y pa=pa(Y). Si

@, p,) € {(5,3),(6,6),(7,10),(8,15),(8,11)} 3 ¥ es proyec

tivamente normal.

4.2 Proposicibn. Para toda terna de enteros cz,r,t tales

-1+ \/4c2—7
que ¢, > 4, 1 <r < Yy ts> ¢
z = s 2 z
familia irreducible de curvas lisas y conexas Y, de grado

2
c2 =2rce

2+1, existe una

2

c2+t2—t y género g= + r(r+l)+1+ % (t2+c2~t)(2t-

2
-5) que verifica:

{(a) Y es proyectivamente normal.

(b) Y no est& contenida en ninguna superficie de gra
do < t-1.

(c) Ssu haz de ideales admite una resolucifn localmen
te libre del tipo:

o — 0(~t-r—l)$CK~t+r-c2)@0(*2t+1) —y O (=t=r)OO(-t+r~

-cz+1)$(7(~t)€90(-—t-1) —_— IY —> o. Adem&s:

- -

2c§ - Bc

2 2 S et ar e
2c2 +2c2+6+ ——— si r=1 y t~02
2
c, =3¢, 3,...2
c§ *7+t(t+2-c2) + 2 5 2, 2t +g“ b= si r=1 vy t » c,
dim F= c? 3¢ 3 2
~ >0 -
cg +{3-2r—t}c2+3r2+r+t2+2t+ 2 = =4+ 2t ‘2“ *t i3 sirs Vo= iy
2 2, .2 3 73c;  2e3aalie
C, +(3=2r-t)c +3r7+r+tT+2t+ - + 4 siTro> 1yt c tler
kz 2 ) 6 - 2

Demostracidn. Sea E un haz reflexivo estable de rango 2

sobreIP3 con claszs de Chern (~1,c2,022- 2r02+2r(r+1)).
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Recordemos que E(t) est8 generado por secciones globales

para todo t c2+1-r y que HlE(t)=o para todo t € Z (Co

rolario 1.9). Bajo estas condiciones el conjunto de ceros

de una seccibn general sde E(t), t > c,+1-r, es no singu

lar |c3; &4 Proposition H| . Por otro lado de la sucesibén
exacta
o —»0—> E(t) — I (2t~1) — o
Y

deducimos que Hllyé HlE(-t+1)=o, i.e. Y es conexa. Por lo

tanto, hemos construido una curva Y no singular, irreduci
ble, de grado czE(t)=c2+t2-t y género aritmético pa(Y)=

c3(E) + 2-(5-2t) (deg Y) cg —2rc2_ 1
= 3 = > + r{r+1)+1+ 5 (2t-5)-

-(t2+c2~t).

Puesto que Hlly(m)= HlE(m~t+1)=o para todom€ Z , Y

es proyectivamente normal, lo cual prueba (a).

Por ser E estable, Y no est& contenida en ninguna
superficie de grado menor o igual que t-1.

Para determinar una resolucib6n localmente libre de
IY consideremos las sucesiones exactas:

0 —0—> E(t) — I,(2t-1) -—o
0 —>0 (~r-2)8((r-1-c,) —> O(-r-2)8(r=1-c,) g — 0 —> o
y la resolucibn de E (Corolario 1.9)

o — (O(~-xr-2)® 6(r—l—cz) —_— @(-r—l)ob(r—cz)@b(—l)o ©(-2)

“"“"BE—"%O.
Y construyamos con ellas el siguiente diagrama conmutati

vo:i
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©

°o — O(t-r-2)00(t+r-1-c,) —> é{t-r—Z)@é(t-}z-l-cz)&(g
J -y g

« ’
O ey @(t—r-z)m@(t-#-r-l-cz) — &(t-r-l)ﬁ@(t+r—czﬂl©(t-—l)e‘(;(t-2) sy E(L) wmemiy O

l

I {2t~1} I {2t-~1)
¥

l

©

-

o
J

— 0 o
l

Lo

O Eepd

N6tese que por ser'Extl(Oy é(t-r-2¥DCXt+r~1~c2}}=o,

la aplicacibn g':0 —> E(t) se eleva a una aplicacién g:
O —> O(t-r-1P D(t+r-c,)® 6(t-1)8 6(t-2), de donde se dedu

ce la resolucibn localmente libre de IY del enunciado.

Cualquier curva Y de F estd determinada por la elec

s
P

una seccidén o S € H°E(t). Como estas elecciones son todas

cibn de un haz E de M=2M 3 (-1,c2, cg -2rc2+2r(r+1}} Yy

irreducibles se tiene gque F es irreducible. Para calcular

su dimensibén basta tener en cuenta las siguientes igualda

des:
c2 +0,+6 si r=1
2 2
dim M= (Teorema 2.5)
cg +(3-21) c24~2r2+5 siro>1
2. 2 c; -3c, 26343¢24¢
dim HPE(t)= t7+r7+2t-2c, t+re +r+ 3 + "= ,

dim Ext’ (I (2t-1), @)= dim H° (5-2t)= dim HYY (2t-5)=
Y Y

= dim HZI (2t-5) = 1 si t > c2+1-r
Y 2 si t= c2+1-r
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y dim F= dim M+dim H°E(t)-dim Extl(zy(zt—l),O).

4.4 Proposicibn (*) Para toda terna de enteros CorT Y t

tales que c, > 6, 2 <r < \ /c2-2 y t o> c2~r+1, existe

una familia irreducible F de curvas lisas y conexas Y de

2
grado c2+t2 y género g= =2 ——13£—i192+r +1+(t—2)(c +t )

que verifican:
(a) Y es proyectivamente normal.
(b) Y no estd contenida en ninguna superficie de gra
do < t.
(c) Su haz de ideales I, admite una resolucibn local
mente libre del tipo:

o) ———;@(-2t)®@(—t-r-l)@()(-t+r—c2-—l) — (O(~1-t) Zwé(r-t)@

t+r=-c.+2 ter+2
2 2 t3+3t2+2t 2
[od - - - e s t—— i =
5 —2(r 2)c2+2r 2r+5 + 3 + 2 + > ¢S1 t=c +1-r,

im F =

3 2 2 );Si t > c +l-r.

2 3,.4,2 t+r-c.,+2\ [ter+2
c, “2(r-2)c2+2r2-2r+6 4 LTH3t7+2¢ + ( 2 )+(

4.5 Proposicidn. Para toda terna de enteros cz,r,t tales

que ¢, >4, 1 <r < b(-1,c,) v t > c,+1-r, sea Y una cur
va no singular de grado d=c2+t2—t y género g= =) ;Zrcz_ +

+r(r+1)+1+ 2(t%4c,~t) (2t-5). Si Y no ests contenida en
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ninguna superficie de grado < t-1 vy H°wy(5-2t)# o, enton

ces Y es proyectivamente normal e IY admite una resolucibn

localmente libre del tipo:

o —> é(,-t-r—l)@b(-—t+r-c2}ﬁ? O(-2t+1) —> @(-t-r)@é?(-t+z:-c2+

+1)8 @(-t)® O(-t=~1) > Iy > O.

Demostracibn. Sea o# e é.H°wy{5-2t). Consideremos el haz

reflexivo de rango 2 sobreIP3 determinado por el par (Y,e):

o —3 00— E(t) ———\-,'Iy(2t~1) —_ 0.

Por construcciétn E es un haz reflexivo estable de rango

3

2 sobreIP” con clases de Chern (-1,cz,c§ —2rc2+2r(r+l)).

Por lo tanto, HlE(m)uo para todom € Z (Corolario 1.9),
de donde se deduce que Hllyim)=o para todo m é.m 0 equi
valentemente gue Y es proyectivamente normal. Finalmente,
el argumento hecho en la proposicién 4.3 prueba que Iy

tiene una resolucidn localmente libre del tipo enunciado.

4.6 Proposicidn (*) Para toda terna de enteros CoiT,t ta

les que Cy > 6, 2 <r <b(0,c;y) ¥yt > c,+1-r, sea Y una

2“

€2

(2r-1)c
2

2

curva no singular de grado d=c2+t2y género g= +

+ r2+1+(t-2)(c2+t2). Si Y no estd contenido en ninguna

superficie de grado < t y H°y (5-2t)# o, entonces Y es
Y

proyectivamente normal e IY admite una resolucibn local

mente libre del tipo:
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0 — b(-2£)8H(-t-1-1)@ G(~t+r-c,=1) -—>0 (-1-t) % O(r-1)®

@(r-cz—t) ey [ e O,
Y

4.7 Corolario. Toda curva irreducible, no singular Cc193

de grado 25 y género 73 no contenida en ninguna superficie
de grado 4 es proyectivamente normal y su haz de ideales
admite una resolucibn localmente libre del tipo:

o ——-‘r@(-?)@&(~9)2 —-—-»@(-8)@&(-5)2@@(-5) — Ic —_— 0

Demostracibn. Basta probar que H°wc(-5)# o y aplicar la
proposicién 4.5 al caso c2=5, r=1 y t=5.

Puesto que g=73, C estd contenida a lo sumo en una

superficie de grado 5 (Si h°€%(2) > 2, las correspondien

tes quinticas deben ser irreducibles, por lo tanto C es

taria contenida en la interseccibn de dos quinticas irre
ducibles y por ser deg C=25 se tendria que C es intersec
cibén completa de estas dos quinticas, lo cual es una con
tradiccibén ya que entonces g(C)=76). Por lo tanto, la su
cesibn exacta:

o —> I (5) —>0(5) — 0 (5) —> o0
nos da h°0,(5) 2 h°((5)-h°I,(5) > 55, que junto con el

Teorema de Riemann-Roch para curvas permite concluir que

h°w, (5)=h’ O (5)=h, (5)~1+73-5x25 > 2# o.

~ 180 ~



CAPITULO V.



CAPITULO V

2.8

LOS ESPACIOS DE MODULI M]P3(-l,c2,c22-2(r-1)c2) y

2,5 2
MIP3(O'CZ'C2 ~(2r-1)cz).

En este capitulo describimos los espacios de moduli

de haces reflexivos estables de rango 2 sobre:IP3 con cla-

se de Chern’(-1,c2,c22~2(r-1)cz), C, 24,2218 1+§ @c2-7

2
. 2 '
(Respectivamente (0,c,,c,"~(2r-1)c,), €, 26, 2 ¢<r 5\/c2—2).
1. Haces reflexivos semiestables de rango 2 sobreiP3 con

2
clases de Chern (0,c,,cC, +czl;

Recordemos gue si E es un haz reflexivo semiestable de

rango 2 sobreIP3 con c¢,.=0, entonces ¢

1 2

3.3] y cy < ¢, +c, |H5; Theorem 8.2]. Ademis c

> 0 |H5; Corollary

2=0 si y sblo
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si ExO0 80, en cuyo caso c3=0 |H5; Lemma 9.7|. Recordemos

también que si E es un haz reflexivo semiestable de rango

2 sobreZIP3 con c1=0 y c2>0, entonces dim End(E)=2 (Cap.II;

Proposicidén 1.1).

El objetivo de esta seccibn es estudiar los haces reflexi

vos semiestables de rango 2 sobreZIP3

. . _. 2
maxima (1.e.c3—c2 +c2).

con cl=0, c, 2 ly C;

l.1. Proposicibn. Para todo entero c, 2 1, existe una varie
Ss
dad irreducible, no singular y racional V=V 3 (0,c2,c2 +c2)
Bi
cuyos puntos cerrados estén en correspondencia biyectiva

con las clases de isomorfia de haces reflexivos semiestables
de rango 2 sobre:lP3 con clases de Chern (0,c2,c22+cz).
Ademés:

6 si c2 = -1

dim V =

2 .
c2 +4c2+2 si c, > 1

Demostracifn. Sea E un haz reflexivo semiestable de rango

2 sobre:P3 con clases de Chern (O,c2,c22+c2), sea 0 # 1eH° E

y sea Y=(T)O. Se tiene la sucesibn exacta:

5 0— 0O — E—I,—>0

donde YC]P3 es una curva de grado C, ¥ género aritmé&tico

c2 -1
c3E + 2—4c2
a 2 2

Por lo tanto, Y es una curva plana de grado Cye Reciproca
mente, toda curva plana Y de grado C, ¥ toda seccibn

0# ¥eHO wY(4) determinan un haz reflexivo semiestable de
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rango 2 sobre:@3 con clases de Chern (0,02,c22+c2).
Por otro lado, h°E=1, luego de clases de isomorfia de
3

haces reflexivos semiestables de rango 2 sobre P~ con cla-
ses de Chern (0,cz,c22+c2) est@n en correspondencia biyec

tiva con los pares (Y,}) donde Y es una curva plana de gra
do ¢, y O# SeHowyjé}. Por lo tanto, para demostrar la pro-
posicidn basta ver que tales pares estén parametrizados

por una variedad irreducible no singular y racional de di
2

mensidn c, +4c,+2 si ¢, 2 2y 6 si C,=1.
*
Para ello, sea E ~—42P3 el 3-fibrado tautolSgico y
c
3%

sea H= P (S 2( E*)) —~a3 P el fibrado proyectivo que para

metriza las curvas planas de grado C, 2 2 (sic,=1, H =

2
= Gr(1,3)). Consideremos la correspondenciaig ={(y,x)sHXP3/x eY},

donde denotamos por y el punto de H que corresponde a la cur-

3

va Y. Sean g: (‘é —> Hy p: (j — P~ las restricciones a

ﬁ} de las proyecciones naturales. Sea (4):= p* w 3(4).

w
Y P
Por el Teorema de semicontinuidad dx mﬂ}{é) es un haz local

c22+5+c

mente libre de rango 2 . En efectq,hQ(quy);w =0

(4) o=
o o 2 c. 2+5+c K ’Q’Wi
= h (Y,my(4))=h (Y,@Q(c2+l)) = "2 2 . Por lo tanto, los
2
pares (Y,}) estdn parametrizados por un abierto de P(q,uw.(4)

4

que es una variedad irreducible no singular y racional de di-

, - 2 . .
mensidn <, +4c2+2 si c, > 2y 6 sic

2=1.

1.2. Definici6bn. Para todo entero c, > 1, sea E un haz refle
3

xivo semiestable de rango 2 sobre P° con clases de Chern

(0(c2,022+c2) y sea 0 #1 ¢ #° E. a1 subesquena de2P3,Y:=(T}0

le llamaremos la curva asociada a Y. Obsé&rvese que la defini-
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cibn es correcta ya que h°E=1.

1.3 Proposicibn. Para todo entero c, > 1, sea E un haz re

flexivo semiestable de rango 2 sobreIP3 con clases de Chern

2

5 + C,). Entonces E admite una resolucibén localmen

(0,c2,c

te libre del tipo:

O ——> (O(~ 02~1) m—‘a»@{-cz)@ O(-1)e(9—> E —> o .

Demostracidn. Sea Y la curva plana de grado c, asociado a

E. Las sucesiones exactas:

0 ~> ) E —p IY — O

0 — O(~c,~1) — O(-c,)8 0 (-1) -——> I, —> 0

determinan el siguiente diagrama conmutativo:
0 0
' d

e,
J

0 —(—08 Gi-1)8 O(-c,)) —> @{»1)%0{-«:2) — 0

ll l !

0 & —» E » IY-———--—-—->G
{ }
0 0

:de donde se deduce la resolucibn E del enunciado.
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1.4. Corolario. Para todo entero c, > 1, sea E un haz re

flexivo semiestable de rango 2 sobre P> con clases de Chern
2 -
(0,c,0c,7+c,) . Entonces:
(i) H! E(m) = 0 para todo entero m.

(ii) E(m) est8 generado por secciones globales

para todo m > c2+1.

Demostracitn. Es consecuencia inmediata de la resolucidn

localmente libre de E establecida en la proposicién 1.3.

1.5. Proposicibn. Para todo entero c

2 > 1, sea E un haz re

flexivo semiestable de rango 2 sobre:lP3 con clases de

Chern (0,cz,c22+c2), sea Y su curva asociada y sea L una

3

recta de P°. Entonces L es una recta de salto si y sblo

si LNY# @.

Demostracibn. Por definicidén de una curva asociada a E,

existe una seccibn 0 # s € H° E tal que Y = (s)O . Consi-

deremos la sucesibn exacta determinada por s:

(1) 0 5y O S, E > I, s 0

Si L nY=@g, tensorializado la sucesibn exacta (1) por

CL obtenemos la sucesidn exacta

(2) 0—)(7L—-}EL-——)@L_.>O,

por ser Extl

(0L,éi)=0, la sucesibn exacta (2) escinde y
obtenemos BL =CPL ®€9L, lo cual implica que L no es recta

de salto de E.
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Reciprocamente, supongamos que LNY # @ vamos a dis-

tinguir dos casos:

ler. caso. L interesa a Y en un niGmero finito de puntos.
Sea 3=h°(QﬂqL), tensorializando por CE la sucesidn exacta
(1) obtenemos:

E, —30,(-3) —> 0,
Sea K= Ker(En—uﬁtDL(-a)), es inmediato comprobar que
K=0L(B) y que ELzéi(B)thL(-a), por lo tanto L es una recta

de salto de E de orden 3.

3 tal

20 caso. LCY. Elijamos un punto x€& L y un plano Mc P
que LC M. Consideremos la familia unidimensionalcy’de rectas
de Mqgue pasan por x. Una recta general L' de @J no esté&
contenida en Y y corta a Y en un nGmero finito de puntos
(xe L' Y), luego L' es una recta de salto de E. Como el
conjunto de rectas de salto de un haz reflexivo semiestable
es un cerrado, deducimos que L es una recta de salto de E.

1.6. Proposicibn. Para todo entero c, 1, sea E un haz re

2
flexivo semiestable de rango 2 sobreiP3 con clases de Chern

(0,cz,c22+c2), sea Y su curva asociada_ y sea H un plano de
Eﬁ. Entonces H es un plano inestable para E de orden c, si
y sb6lo si H>Y (y por lo tanto a las singularidades de E),

en cuyo caso EHzéa(—cz)Q IZH(cz) donde Z =sing(E).

Demostracibn. Por definicibn de curva asociada a E, existe

una seccibn o #sseHo E tal que Y=(s)o, Consideremos la su
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cesidn exacta determinada por s:

(1) 0—> 055§ » I, —> 0,
de 1a que se deduce que Y es una curva plana de grado c,-
Si Yc H, entonces al restringir a H la sucesibn exac

ta (1) obtenemos la sucesibn exacta:

(2) 0 — I,.(c,) —> E, ——9@H(-—c2) —> 0

donde Z es un subesquema de H de dimensidn cero y longitud
2

c,“+c,. Ademéas

1 1
Ext (EH,0 H) — Ext™( IZH(CZ) O H)

y c3=c22+c2= nh® Ektl(EH,C>H) de donde se deduce que Z=sing(E),

Y Extl((DH(-cz), I,u(cy)) = gl I,,(c,)=0, por lo tanto la

sucesibn (2) escinde.

Reciprocamente, si H;ﬁ Y, sea W= HNY, entonces al res
tringir a H la sucesibn (1) obtenemos

0-——90}1——+ E, — I, —> 0

H

2

por lo tanto, H EH(c2—3) =0, y H no es inestable para E.

2. Los espacios de moduli 2MS 3(-1,cz,c

2~2(r-1)c2) Yy
P

2

2 2
M 3 (O,c2,c2 -(2r 1)c2).

S
P

+1+\/4c2—7

En lo que sigue pondremos b(—l,c2)= Yy

2
b(O,c2)=\/c2-2 .

Los objetivos de esta seccibn son demostrar la irre-

ducibilidad y calcular la dimensidn de M:=2Ms 3(-1,C2,c22-2(r—1)c,
]P ‘

conc, >4y 2<r < bl-1,c,) (Respectivamente
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N:szS 3(0,c

2—(2r*1}c Y conc, >6y 2<r < b(0,c,)).
P 2 2 - - - 2

273

En el Teorema 2.5 del capitulo I quedb garantizada la

existencia de haces reflexivos estables de rango 2 sobre

P3 con clases de Chern (-l,cz,c22—2(r*1y c2) con ¢, >4y
, ‘ 2

2 <r < b(wl,cz) (Resp (G,cz,c2 -(Zr-l}cz) con ¢, 2 6y

2 <r < b(O,cz)). Recordemos brevemente como iba dicha

construccidn:

2,1. Construccidn. Para todo par de enterosvcz,r tales

que c, 24y2<rcg b(O,cz), consideremos el par (Y,e)
donde Y=YiL}Y2 es la unidn disjunta de una curva plana

Yl de grado ¢, ¥ una curva Y2 de gfado r2~r interseccidn

completa de una superficie de grado r y una superficie de

grado r~1, y donde 0 # ec u° mY(S—rZ). Sea E(r) el haz re

3

flexivo de rangobz sobre P~ determinado por el par (Y,e)

0 —> O > E(r) —> Iy(Zr-l) —_— 0,

Por construccidn E es un haz reflexivo estable de ran

go 2 sobre:n:"3 con clases de Chern»clEz-l, czE =C, Y

i

c4E = 2p_ (¥)-24(5-2r) deg ¥ = c,? - 2(r-1)c,.

Denotemos por @7 el conjunto de clases de isomorfia
de haces reflexivos estables de rango 2 sobre:PB ¢onstru3
dos en 2.1. Como consecugncia de la proposicibn 2.3 y del
Teorema 2.8 obtendremos que ?7 es un abierto denso de Mred‘

2.2. Construcciftn. Para todo par de enteros cz,t tales gue
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c, >6y2<rc¢g b(O,cz), consideremos el par (Y¥Y,e) donde

Y=Y1L!Y2 es la unién disjunta de una curva plana Y.  de gra

1
do C, con una curva Y, de grado r2 interseccibén completa
de dos superficies de grados r, y donde 0 # ec HomY(4-2r).
Sea E(r) el haz reflexivo de rango 2 sobre:P3 determinado
por el par (Y,e)

0 —& — E(r) —> I,(2r) —> 0,

Por construccidén E es un haz reflexivo estable de ran
go 2 sobre:lP3 con clases de Chern clEzo, czE=c2 Yy
c3E=c22—(2r-1)c2.

Denotemos poré£ el conjunto de clases de isomofia de

haces reflexivos estables de rango 2 sobre:P3

construidos
en 2.2. Como consecuencia de la proposicidén 2.4 y del Teo-
rema 2.10 obtenemos queof es un abierto densoc de Nred'

2.3. Proposicibn. Para todo par de enteros c,,r tales que

2l
c, >4y 2<rc< b(~1,cz), la familia qA de haces refle-

3

xivos estables de rango 2 sobre P~ con clases de Chern

(-l,cz,c22—2(r-l)c2) contruido en 2.1 es irreducible y de
dimensién c22—2(r—2)c2+c2+4+3r2-5r.

Demostracibn. Cualguier haz E de ¥ ests determinado por la

eleccidn de una curva plana Y. de grado c,, una curva Y2 de

1
grado r%.r interseccibn completa de una superficie de grado

Y

r y una superficie de grado r-1, y 0 # ec 1% Ny (5-2r),
1 2
por ser todas estas elecciones irreducibles se tiene que
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E: es irreducible. Calculemos su dimensifén. El1 plano H que

c,+2
contiene a ¥y depende de 3 parémetros, Y, de( 2 )~1 paré

2 2
3 2 c, +7c
metros, Y2 de 2z +9r6+13r+6 - 6 parémetros y e de “3_5__3 -

- 2rcz+6-7r+2r2 parémetros. Debemos restar dim IP (H°E(r) ) =

3,.,..2
= h°I,(2r-1) = h°I, (2r-2) = 2543 45 oon 1o cual obtene

Y2 6
mos gque dim?:cg -2(r-—2)c2+c2+4+3r2-51‘.

*
2.4 Proposicién( ) Para todo par de enteros CorT tales que

c, > 6 y2<rc« b(o,cz), la familia ide haces reflexivos

3 2

estables de rango 2 sobreIP” con clases de Chern (0,c2,c2 -

-(2r—1}c2) construida en 2.2 es irreducible y de dimensibn

2 ; 2
c, —2(r-2)c2+3r 2r+4.
2.5 Lema. Para todo par de enteros CyrX tales que c, > 4 v

2 <r«< b(-l,cz), sea E un haz reflexivo estable delrango
2 sobre]P3 con clases de Chern (—l,cz,c§ -2(r-1)c2). Se ve
rifica:

(a) E posee un plano inestable de orden c,=(r-1).

(b) El espectro de E es {~(c2~r+1),...,—l,O,l,...,r-Z},

Demostracibn. (a) Es una consecuencia inmediata de la Pro

posicibén 1.3 del Capitulo IV.
(b) Sea kl < eeeg kczel espectro de E y sea H un pla
no inestable para E de orden 02-r+1. Se verifica que
2 e 1.0 -
H EH(C2 r-2)# 0, de donde se deduce que Q h (]Pl(ki+c2-r—l))-

i
th(cz—r-Z)# 0, luego kl < —(c2-r+l). Esta desigualdad junto
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con la f6rmula c3= -2 ki-c y las propiedades de conexibn

2
del espectro |H5; § 7| v |H6; Proposition 5.1] nos da que

{ki,...,kC }= {(c2—r+1),...,-1,0,1,...,r—2}, lo cual prue
2
ba (b).

*
2.6 Lema( )Para todo par de enteros CorX tales que c, > 6

2
y 2<r«< b(O,cz), sea E un haz reflexivo estable de rango

2 sobre IP3

con clases de Chern (O,cz,czz-(Zr-l)cz). Se ve~
rifica.

(a) E posee un plano inestable de orden Cy-r.

(b) E1 espectro de E es {-(cz-r),...,—1,0,1,...,r-1}.

Para todo par de enteros CyrT tales que ¢, > 4 y

2
2 <r«x< b(—l,cz), sea E un haz reflexivo estable de rango
2 sobreZIP3 con clases de Chern (-l,cz,c22-2(r-1)c2) Yy sea
H un plano inestable para E de orden c2~(r-1) (Lema 2.5).

Consideremos la sucesidn de reduccidn determinada por E y H

(Preliminares; Teorema 1l1):

0 > E' 3 E 3 IZH(r-l-cz) —> 0
donde Z es un subesguema de dimensibn 0 de H szho(OZ), en-
tonces E' es un haz reflexivo de rango 2 sobre P> cuyas cla
2
t— (. | JERONES
1 2, 02 r, 03 r-r°+2s.
Las clases de Chern ci" del haz normalizado E'(1l) vienen da

ses de Chern c; vienen dadas por c

dos por c,"=0, c2"=r-1 y c3"=r-r2+25. Puesto que H°E' = 0, se

1

tiene que E'(1l) es semiestable. Por lo tanto, 0 < c," =

3
n2

= r—r2+25 <, +c2"= rz—r |H1; Proposition 8.2] y

s < c3‘ = r-r?+2s (Preliminares; Teorema 11), lo cual
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implica gque s=r2-r Yy gue la sucesibn de reduccidbn es:

06 —>E' —> E — IZH(r-l-cz) —> 0

donde Z es un subesquema de dimensidn 0 de H y de longitud
r2-r y E'(+1) es un haz reflexivo semiestable de rango 2
sobre:P3 con clases de Chern (O,r-l,rz-r), por lo tanto

E'(1) admite una resolucidn localmente libre del tipo:

0 — O(-x) —>0 8 O(-1) 80(-r+1)—>E'(1) —> 0.

Observacién 1. En las condiciones anteriores se tiene que

la inclusién GEC——a Extl (E'v.@) es un isomorfismo, ya que

h° (Extl(E'V,U))= c3' = rz-r =g = h° Q?z).

Observacibn 2. Para todo haz reflexivo estable de rango dos

sobreZP3 con clases de Chern (-l,cz,c22—2(r—1)c2) con
c, 24y 2¢<xrg b(—l,cz) se tiene que h®E(1)=1. Al subes-
quema Y de:IP3 definido por Y:=(0),, siendo 0 #oe H°E (1), le
llamaremos la curva asociada a E. Es inmediato comprobar
que deg Y=c2 y que Pa(Y)=, EZE%EE_'- rc2+1.

2.7 Proposicibn. Para todo par de enteros Coux tales que

>4y 2<r< b(—l,cz), sea E un haz reflexivo estable
3

)

de rango 2 sobre IP” con clases de Chern (-1,c2,c22~2(r-1)c2).

Entonces E .determina:

a) Un plano H de:P3;

b) Un haz reflexivo semiestable E'(1) de rango 2 sobre

3

P~ con clases de Chern (O,r-l,rz—l)_cuyos puntos

singulares est&n contenidos en H, y
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(c) Un morfismo ye Hbm(E'H(Z),Ch(cz—r+2)) / k*

Reciprocamente, los siguientes datos:

(a) Un plano H deZP3,

(b) Un haz reflexivo semiestable E'(l) de rango 2 so-
breiP3 con clases de Chern (O,r—l,rz-r) cuyos

puntos singulares estdn contenidos en H, y

(c) Un morfis?o "general" ye Hom(E'H(Z),CQH(cz-r+2))/k*

(Véase la demostracidn para saber el sentido dado
a la palabra "general” en este caso).

determinan un haz reflexivo estable de rango 2 sobre:IP3 con

2
clases de Cherp (—1,c2,cz. 2(x l)cz).

Demostracién. En virtud del lema 2.5 sabemos que E posee
un plano inestable de orden c2~r~1 que nos determina la

sucesidn de reduccidn:

(1) 0 — E' 5> E > I,,(r=c,=1) —> 0
donde Z es un subesquema de dimensibn 0 de H y de longitud
rz-r, y E'(1) es un haz reflexivo semiestable de rango 2
sobreIP3 con clases de Chern (0,r-1,r2~r) y cuyas singula-
ridades est&n contenidas en H.

Dualizando la sucesibn exacta (1) obtenemos la suce-

sibn exacta:

0 — E(1) — E'(2) —» I g{c,~r+2)—> 0

2

donde W es un subesguema de dimensidn 0 de H y de longitud
2_ _ : ; ' - -

c, 2(r l)cz. El epimorfismo E'(2) —» IWH(c2 r+2) facto

riza a través de E'H(2)
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. ¥ -
dando lugar a un morfismo ye Hom(E H(2),(9H(C2 r+2)>k*-

Reciprocamente, supongamos que tenemos H, E'(1l) y ¥
en las condiciones establecidas en el enunciado. Se tiene
que E',(2) = I, (r) e¢9H(2-r) donde Z=sing (E') (Proposi-
cibén 1.6). Por lo tanto, dar ye Hm1(E'H(2),C7H(cz-r+2)) es
equivalente a dar dos formas f1 Yy f2 sobre H de grados
c2-2r+2 Yy ¢, respectivamente. Supongamos que f2 Yy fl
no tienen factores comunes, en cuyo caso diremos que ¥

(

es general. Entonces Im Y= I -r+2) donde W es un subes

WH ' 2
guema de H de dimensibén 0 y longitud c22—2(r~1)c2.
Sea E(1) el nucleo de la composicidn:

-r+2)

|

es inmediato comprobar que E es un haz reflexivo estable
3

E'(2) —» E', (2) —» I...(c

H WH "2

de rango 2 sobre IP° con clases de Chern (—l,cz,c22-2(r-1)c2).

2.8 Teorema. Para todo par de enteros CorT tales que Cy 2 4

y 2 <r < b(-1,c,), el espacio de moduli M = 2MS (~1,c,,c Z-ZQ?J)C}
S Y 2 Eﬁ 272 2

es irreducible y de dimensidn 022—2(r-2)c2+c2+4+3r2—5r.

Demostracidn. En virtud de la proposicién 2.7 todo haz re-

flexivo estable E de rango 2 sobre2P3 con clases de Chern

(-1,c2,022—2(r—1)c2) estd determinado por la elecciéﬁ de
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2

E' (1) € V=2V 3(o,r-1,r2-r), H € G(2,3) y Ve Hom(E',(2),

r
Ch(cz—r+2)vk* Todas estas elecciones son irreducibles,

por lo tanto, M es irreducible. Calculemos su dimensibn.

2 9r-1

Si r > 3, entonces E'(1l) depende de (r~1)2+4(r-1)+2=r
pardmetros (Proposicién 1.1), H no contribuye al computo
de par&metros ya que si r > 3 entonces H est& determinado
por los r2~r puntos singulares de E', y ¢ depende de
c22-2(r—2)c2+c2+2r2-7r+6 par&metros. Debemos restar

dim P(End(E'})=1 (Cap.II, Proposicibn 1.1) ya que los auto
morfismos de E' actdan sobre los morfismos Yy dando lugar
al mismo niicleo. Si r=2, entonces E'(l) depende de 6 pard

metros, B depende de un parametro y ¥ de c 2+cz, debemos

2
restar dim P End(E'}=1.

En definitiva, hemos obtenido que M es irreducible

y de dimensién c,’-2(r-2)c *c, +4+3r-5r.

2 2

2.8.1 Observacidn. Hemos probado que M es irreducible y
hemos calculado su dimensibn, sin embargo no hemos podido
calcular hl(End(E)), por lo tanto, no sabemos si M es re-

ducido o no singular.

Para todo par de enteros CyrX tales que c, 2 0 vy 25r5b(0,c2),

sea E un haz reflexivo estable de rango 2 sobre:P3

con cla-
ses de Chern (0,c2,c22—(2r—1)c2) y sea H un plano inestable
para E de orden C,-r (Lema 2.6). Consideremos la sucesibn

de reduccibn determinada por E y H (Preliminares; Teorema 11):

5 ¥ LY 2 -
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Un razonamiento an&logo al del caso c1=~1 prueba que 2 es
un subesquema de dimensidn 0 de H y de longitud rz, Yy que
E' es un haz reflexivo estable de rango 2 sobre P> con cla
ses de Chern (—1,r,r2) gque admite una reduccibn localmen-
te libre del tipo:

0 — O(=r-1) —> @ (-1) 8O (-1)% —> E'

A
(o]

Observacidn (i) En las condiciones anteriores se tiene

4
gque la inclusidn 5%‘;w~a Extl(E V,U) es un isomorfismo ya

que h°® (Extl(E'V,@)}w c3'=r2=h°(3£).

Observacifn (ii). Para todo haz reflexivo estable E de ran

go 2 sobre'.IP3 con clases de Chern (0,c2,022—(2r—1)c2) con

c, >6y 2<rg b{O,cz) se tiene gue n°e(1)=2.

2

E
2.9 Proposicidnf )Para todo par de enteros CyrT tales que

26y 2c<r<bl0,c,y), sea E un haz reflexivo estable
3

€2

de rango 2 sobre P~ con clases de Chern (0,c2,c22~(2r-1)c2).

Entonces E determina:

(a) Un plano H.

(b) Un haz reflexivo estable E' de rango 2 $0bre2P3
con clases de Chern (~1,r,r2) cuyos puntos sin-
gulares estdn contenidos en H,y

(c) Un morfismo ye HOm(E’H(l),Ch(cz*r 1))/k*

Reciprocamente, los siguientes datos:

{a) Un plano H de:P3.
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(b) Un haz reflexivo estable E' de rango 2 sobre:]P3
con clases de Chern (—l,r,rz) cuyos puntos singu
lares est&n contenidos en H.
(c) Un morfismo "general" vye Hom(E'H(l),0H(c2-r+l)).
determinan un haz reflexivo estable de rango 2 sobreIIP3
con clases de Chern (0,c2,c22-(2r-1)02).

(*)

2.10 Teorema

Para todo par de enteros CyrT tales que

s 26y 21 b(0,c,), el espacio de moduli

N=2M2 3(0,c2,c22-(2r-1)c2) es irreducible y de dimensibn
r
c,?-2(r-2)c,+3r?-2r+4.

2.10.1 Observacibn. Hemos probado que es irreducible y he

mos calculado su dimensidn, sin embargo no hemos podido
calcular hl(End(E)) = dim T N, por lo tanto, no sabemos

|E]
si N es reducido o no singular.

3. Un ejemplo de espacio de moduli con dos componentes

gue se cortan.

En esta seccibn se dan ejemplos de haces reflexivos
estables de rango 2 sobrei]P3 con clases de Chern (0,9,40)

gue pertenecen a dos componentes distintos del espacio de

modulo ZMS
Ir

un ejemplo andlogo dado por Sernesi de una curva lisa que

3 (0,0,40). Este ejemplo es una traduccibn de

pertenece a dos componentes distintas del esquema de Hilbert.

Este resultado se enmarca dentro de un contexto mis amplio
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5
el de estudiar espacios de moduli 2M 3(cl,cz,c3) y su mo

tivacidébn estd en el reciente interészin conocer ejemplos
de tales espacios de moduli presentando alguna patologia.
Por ejemplo Kleppe en |k| da ejemplos de espacios de modu
li no reducidos: M (0,13,74), M(-1,14,84); en |EL| Ellia
da un ejemplo de espacio de Moduli con un punto singular:
M(0,9,40), el mismo espacio de moduli ilustra un ejemp16
de espacio de moduli con espectro no constante. Vamos a

ver que a través de los puntos singulares da M(0,9,40) ha

llados por Ellia pasa otra componente.

Denotemos por H(d,g) el esquema de Hilbert de curvas

3

de - de grado d y género aritmético g, y por ng un demen

to cualguiera de H(d,qg).

18

3.1 Proposicién |SER| Existe una curva lisa X que per
39 -

tenece a dos componentes Yi Yy (F; de H(18,39). Ademis, q&

y q; son genéricamente lisas y de dimensidn 72.
Recordemos brevemente como iba la demostracidn.

Sea Q una culdrica lisa y C=3C66:Q una curva lisa de
tipo (2,4). Tomemos dos secciones suficientemente generales

18
rfe HO 1.(4) y roe 1O 1.(6), FPAFe = c U Xy se tiene

39
gue:

, ') _ 1 - .0 _
(1) h"0,(4) =35, h @XM) =h" I, (4) =1.

{(ii) Si denotamos por q; la familia de tales X's, enton
ces dim ?; = 71(<4x18=72) ,luego FO estd contenida

en una familia mayor.
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Sea ?ﬂ (resp.qﬁz) la familia de curvas .degrado 18 y
género aritmético 39 formada genéricamente por curvas pro

yectivamente normales cuya matriz asociada es del tipo:

1111 3]

11113 1111
11113 (resp. 1111 )
1111 3] 3333

Se verifica:

(1) dim 9:1 = dim ‘Fz = 72,

(2) qﬁ Yy qu definen dos componentes distintos de
H(18,39), ¥

3) FcE nF,.

Sea §é = {XE‘F’/ X es reducido} , i=0,1,2 .
i

3.2 Construccidn. Sea Ei (3) el haz reflexivo de rango 2
s

sobreiIP3 determinado por el par (X; ., ?i )} donde
s
—~ s
o) . .
% ey YO F v, eH wg, (-2) 5 1=0,1,2:
8 s
0 —0 — 5 (3) —> I, (6) —> 0.
: s i
]
Por construccién Ei es un haz reflexivo estable de

s
rango 2 sobre2P3 con clases de Chern (0,9,40). Llamemos

4

flexivos estables de rango 2 sobre2P3 con clases de Chern

y» 1=0,1,2 al conjunto de clases de isomoffa de haces re

(0,9,40) asi construidos.

Es facil comprobar que:

@ dc d nd,
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(b) dim "{1 = dimdfz = 69.

(c) Para todo El € da Yy E2 £ J; generales, se tiene:
s [

- aim Ext!(E, ,E, ) = din Ext'(E; ,E; ) = 69,
-r%E, (1) =n’E,_ (=1, y
-n?E, 1) =0°E, (1) =0
1 2 :
s 8

De donde se deduce el siguiente teorema:

2

3.3 Teorema Existen dos componentesu1 y242 de Ms 3(0,9,40)

P
genéricamente lisas de dimensibn 69, tales que 1c (il,

dc U,y iculnl(z-

A la vista de estos resultados, cabe preguntarse:
l1.- ¢Existen ejemplos de espacios de moduli M(cl,cz,c3)

con 3 o mds componentes que se corten en un punto?

2.~ ¢Existen ejemplos de espacios de moduli M(CI’CZ'CB)
con un punto singular que pertenezca a una UGnica

componente de M(c,sCy,C5)72
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CAPITULO VI

2 4

vt (-1,c ,c2+r +2cC r2-r2—2t(c +r2-t—r-l))
ZP3 25=2 2 2

2. 4 2, 3.2
2+r +2c2r +202r+2r +r-+o

LAS VARIEDADES

2. r
Y “v 3(G,CZLE

r

~2t (c.+r2-t-1)).

2

2

En |H2; Theorem 2.5| Hartshorne demuestra que para toda
terna de enteros Cyr C5s €3 que verifiqpe la relacibn de
Schwarzenberger C,Com=Cy (mod. 2) |H5; Corollary 2.4| y para

todo N>»0, existe una familia {!Et]} de clases de isomor-

teT
ffa de haces reflexivos de rango 2 sobre Bf3 con clases de
Chern Cyr Cor C5 parametrizada por una variedad de dimensidn
> N, Sin embargo, si adem&s fijamos el orden de inestabili-
dad del haz, i. e. , el mayor entero r tal que HOEngrm(—r@£ 0,
entonces el conjunto de clases de isomorfia de tales haces
forma una familia parametrizada por una variedad de dimensién
finita. En efecto, supongamos cl=0 6 -1, si E descompone,
entonces Ez@(-r)@@(r+c1) + ¥ si E no descompone, por defini=-

cidn de orden de inestabilidad, existe una seccibn no nula
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seHOEv(—ria:k cuyo esquema de ceros es una curva Y de !3, Y

reciprocamente E est8 determinado por la curva Y y una sec-
cibn no nula e de HOQ)Y(2r+4+c1). N6tese que el grado 4 y el
género aritm&tico 128 de Y est&n determinados por c,, Cor C3»
y r; por lo tanto estas curvas Y forman una familia parame-
trizada por una parte del esquema de Hilbert Hg . Si ademis
tenemos en cuenta que la eleccibn de e depende zambién de un
nGmero finito de para@metros, se tiene que el conjunto de ‘ha-
ces reflexivos de rango 2 sobre:P3, inestables de orden r, y

con clases de Chern Cyr Cor C, est8 parametrizado por una va-

riedad de dimensidn finita. A esta variedad la denotaremos
2.r

por “V (cyrc5,c5).
P3 177273
En este capitulo demostramos la irreducibilidad y calcu-
lamos la dimensidn de V:=2Vr3 0—1,c2,c§+r4+2c2r2—r2—2t(c2+

P
rz-r—t-l)) con r>1, c2+r2-r>4 y

~(2r+1)+ -7+4(c2+2r2+2r),
’
2

ogts Y

w:=2vr {0,c ,cz+r4+2c r2+2c r+2r3+c +r2-2t(c +r2—t—l)) con
IP3 2772 2 2 2 2

r> 0, c2+r4> 4 vy 051:5-%r+1)+\/c2+2r2+4r . Asi mismo daremos
resoluciones localmente libres de cualquier haz E de V (Resp.
W) (Teoremas 1.3, 1.5, 1.7, 1.9). La importancia de la exis-
tencia de tales resoluciones gueda reflejada en las proposi=-
ciones 34,3.3y35 en donde damos ejemplos de pares (d,g) tales

gue cualquier curva lisa, conexa de K;B de grado 4 y g&nero g
es proyectivamente normal‘y en algunos casos incluso demos-

traremos que es interseccibn completa.
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1. Propiedades de los haces reflexivos de rango 2 sobre ]P3,

inestables de orden r, con clases de Chern (-1,02Lg§+r4+2c2r2-

2 2 2. .4 2 3 2
r -2t(c2+r —?-t-l)) y (0,c2L§2+r +2c2r +2¢2r+2r +c2+r Zt(czf_

rz_thl) ) e

En lo que sigue pondremos:

-i2r+1)+\/£?+4(c2+2r2+2r)

PX)= 3Y
2 2 ?

b(&,cz,r)= w(r+l}+\/c2+2r2+4r .

En esta seccibn se estudian las principales propiedades

b("'lyc

de los haces reflexivos de rango 2 sobre3P3,inestables de

orden r, con clases de Chern (~1,cz,c§+r4+2c2r2—r2-2t{c2+r2—

r-t-1)) conr=1, sz¢r2-r:>4 Yy 0:5b(~1,cz,r} (Resp. (G,cz,

c§+r4+202r2*2r3+02+2c2r+r2—2t(cz+r2~t*1)) con r=>0, c2+r2>-4

y 0< t<b(0,c,,r)) tales como la existentia de planos ines-

tables de orden cz+r2~t (Resp. c2+r2

+r-t) (véase las propo-

siciones 1,1 y 1.2), la determinacisn de resoluciones local=~

mente libres de los mismos (Teoremas 1.3, 1.5, 1.7, v 1.9)

y consecuencias de la existencia de taleé resoluciones,
Empezaremos estudiando el caso cl=~? y t=0 (Resp. clﬁﬁ,

t=0). Para ello utilizamos la correspondencia que existe en=-

tre estos haces y las curvas planas de grado cz*rz-r (Resp.

cz*rz). El caso general se reducird al caso t=0 mediante la

sucesibn de reducci®n.

1.1 Proposicibn. Para toda terna de enteros Cor I t tales 3ue
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r=1, c2+r2-—r>4 y Oﬁtéb(—l,cz,r), sea E un haz reflexivo
de rango 2 sobre 193,inestable de orden r, con clases de Chern
(“1102:C§+r4+2c2r2-r2—2t(c2+r2—r~t-l)). Entonces E posee un

plano inestable de orden cz+r2~t.

Demostracidn. Obsé&rvese gue para toda terna de enteros Cys r,

y t en las condiciones del enunciado se verifica :

2 4 2 2 2
02+r +2c2r - —2t{c2+r —pmtbel}) >

2 2

(cz+r ~r)(cz+r +r)

+(r+1)(c2+r2~r) )
2

Luego estamos en condiciones de aplicar el lemma 3.1 del ca-

pitulo II y concluir que E posee un plano inestable de orden

02+r2-q para cierto g, Gszqzs(c2+r2-r~3}/2,y gque c§+r4+2c2r -
r2-2q€cz+r2+r)s?c3=c§+r4+2¢2r2-r2~2t(cz*r2~r~t—l)£&c§+r4+

2c2r2-r2~2q(cz+r2—rmq-l). De donde se obtiene gque necesaria-

mente t=q.

l.2 Proposicibn. Para toda terna de enteros Cyr T, t tales que

2

r=0, Cy*r >4 vy 0=t=b(0,c_,r), sea E un haz reflexivo de

2
rango 2 sobre 3?3,inestab1e de orden r, con clases de Chern

2, 4 2 2
(0,c2,c2+r *2c2r2+2c2r+2r3+c2*r —2t(c2*r -t=1)). Entonces E

posee un plano inestable de orden c2+r2+r~t.

Demostracidn. La demostracidn a la demostracibn de la Propo~-

sicidn 1.2 y por lo tanto la omitimos.

1.3 Teorema., Para toda par de enteros Cor T tales que r>1,

c2+r2—r)>4, sea E un haz reflexivo de rango 2 sobre Es, ines-

table de orden r, con clases de Chern (~1,c2,(c2*r2-r)(c2+
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r2+r)). Entonces E posee una resolucibfn localmente libre del
tipo:
0— @(—cz-rz-l ) —>O(~r=1)PO (r=-1¥P Co(-cz-rz) —sE—>0.

Demostracifn. Gracias a |S; Proposition 5.4| sabemos que la

curva Y asociada a E es una curva plana de grado c2+r2-r, i.e.,
E puede ser construido a través de una extensibn:

e: 00— E(-r+1)—> I, (-2r+1)—>0 0#e€H™ (3+2r)
donde Y es una curva plana de grado c2+r2-r.

Consideremos el diagrama:

i 0
0(—02—1‘2-—1 )m @(iczarz-l)
0 —5Bxr=1) —0(r-1IDA-T-1)@AC, 1) —5H-r=1) B¢ ,=r2) —s0
I — - 1y
0 Xr-1) - ﬁ-IY(-r)————--‘a—O

4

0

- -

O&— 1 ¢

N6tese que por ser Extl(@ (-r-1)®@(—c2-r2), O(r-1))=0, la
aplicacién g: @(—r-lﬁBCX-cz—rz)-———aly(—r) se eleva a una apli-
cacidbn h: @(-r-l)ea(9(-cz—r2)———qE, con lo cual se obtiene la

resolucidn localmente libre de E establecida en el enunciado.

1.4 Corolario. Para todo par de enteros Cor T tales que r21, y

c2+r2-r> 4, sea E un haz reflexivo de rango 2 sobreim3,ines—
table de orden r, con clases de Chern (*1,02,(c2+r2—r)(c2+
r2+r)). Se verifica:
i. HlE(m)=0 para todo entero m.
ii. E(m) estd@ generado por secciones globaies para todo

mac2+r2+1.
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iii. Min{m €Z/8°E(m) #0}=1-r y h°E(1-r)=1.

Demostracibn. Es una consecuencia inmediata del Teorema 1.3.

1.5 Teorema. Para todo par de enteros Cyr T tales que r>0 y

c2+r23 1, sea E un haz reflexivo de rango 2 sobre 1?3, ines~
table de orden r, con clases de Chern (0,02, (c2+r2+2r+l)-(c2+‘
rz)). Entonces E posee una resolucibn localmente libre del

tipo:
L C?(-c2«~r2-r-1 )y @(-cz*rzwr)Cﬁ@(-*r-l »@(r)—s E -—0.

Demostracibn. Es an8loga a la del Teorema 1.3 y por lo tanto

la omitimos.

1.6 Corolario. Para todo par de enteros Cyr T tales que r2>0 y

cz+r233 1, sea E un haz reflexivo de rango 2 sobre 3’3, inesta~

2

ble de orden r, con clases de Chern (0,c2,(c2+r +2r+1)(c2+r2)).
Se verifica:
i. HlE{m)=0 para todo entero m,
ii. E(m) est& generado por secciones globales para to-
do m2 <:2+r2+r+l .

iii. Min{me€ Z/H°E(m)#0}=-r y h°E(-r)=1.

Demostracién. Es una consecuencia inmediata del Teorema 1.5.

1.7 Teorema., Para toda ternda de enteros Cyr T, t tales que r21,

02+r2~r>4 y 1 5t§b(-1,c2,r), sea E un haz reflexivo de rango 2

sobre 1P3, inestable de orden r, con clases de Chern (*l,cz,cg*

4 2

T r +2czr2—r2~2t(c2*r ~r~t-1}) ., Entonces E admite una resolucidn

localmente libre del tipo:
0—> 6(-t—r-2)®(9(t-—c2-r2-1)—-—-:,@(-twr-l)@@(-bz)@@(r-})@

(fz”(t-cz-rz) ~—3E 0.
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Demostracibn, En virtud de la Proposicibn 1.1 sabemos que E

posee un plano inestable H de orden c2+r2-t. Consideremos la
sucesibn de reduccién determinada por E y H (Preliminares;

Teorema 11):

2
LY t N -— .
0 YE'—y E ’IZH(t c,-x )—— 0

dcnde Z es un subesquema de dimensibn 0 de H. Sea s=h°C7Z, en-

tonces E' (1) es un haz reflexivo de rango 2 sobre 353, inesta-

ble de orden r, con clases de Chern (0,t-r2,2tr+t2+t+25). Por

1o tanto, 0Sc.E'(1l)=t2+2tr+t+2s S2rt+t2+t |s, Theorem 3.8|

3

y concluimos que s=0 y gue la sucesibn de reduccibn es:

2
(1) 0—E'— E ;@H(t-—cz—r )— 0

La sucesibn exacta (1) junto con la sucesidn exacta:
2 2 2
0— 6(t-—~c:2-r -1)—p O(t-c2-r )—)@H(t—c2 r‘)—s 0,
y la sucesidn exacta:

0—30(~t~-r=-2) — O(~t-r-1)8Y(-r-2@6(r~1)— E —» 0 (Teor. 1.5),

nos da el siguiente diagrama conmutativo:

¥ \
0 5 (= t=21 ) e} A =t-r-2) o(€-c2-r2-1)-——-————>a(t-c % 1)—s0

2
v v 2 L 4
o-r(g(-t-1-r)0(9(—r-2)®(D(r—l)-—-}(9(-t—‘l-r)@@(r—1)0@(-r-2)$(9(t-c2-r )-——?C‘)(t;cz—rz)-—-»o
A= 3
. A 4 . [ - N 2 .
0 3E 3 E — O (t-c_~r")—0
H 2
J v L &
0 0 0
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N6tese que por ser Extl(@(t~c2-r2),E‘)=0, la aplicacibn
g':GKt~c2~r2)~w_;c%(twcz-rg) se eleva a una aplicacibn
g:@(t-cz—rz)uaﬂ;E, con lo cual se obtiene la resolucidn lo-~

calmente libre de E establecida en el enunciado.

1.8 Corolario. Para toda terna de enteros Cyr T, t tales que

rz1, c2+r2-r>4 v 1 stib(-l,cz,r), sea E un haz reflexivo
de rango 2 sobre EQS, inestable de orden r, con clases de

2. .4 2 2 2
Chern (—1,c2,02+r +2c2r r -2t(02+r

-r-t-1}). Se verifica:
i. Hlﬂ(m)zo para todo entero m.
ii. E{m) est8 generado por secciones globales para
todo m= cz-t+r2+1 .

iii. Min{meZ/H°E(m)#0f=1-r y h°E(1-r)=1.

Demostraci®dn. Es una consecuencia inmediata del Teorema 1.7.

1.9 Teorema (*). Para toda terna de enteros Cyr Xy t tales que

r=>0, c2+r2> 4 ylet sb(&,cz,r}, sea E un haz reflexivo de

rango 2 sobreiw3, inestable de orden r, con clases de Chern

2 4 2 3 2 2
(0,02;02+r +2c2r +2¢2r+2r +Cytr 2t(92+r

admite una resolucidn localmente libre del tipo:

-t-1)) . Entonces E

0— O(t-—cz-—rz-r-l B» O(-t-r-2) -->O(t-c2-r2-r)®(7(wt-l—r)®
O(r@O(-r=2) —s E —> 0.

1.10 Corolario (*)., Para toda terna de enteros Cor r, t tales

que r=20, c2+r2> 4 y0ste b(O,cz,r), sea E un haz reflexivo

de rango 2 sobre 193 ; inestable de orden r, con clases de

2. 4 2 3 2 2
Chern (0,cz,c2+r +2Cc,.Y +2c2r+2r +02+r -2t(c2+r

2 -t-1)). se ve~-

rifica:

i. H}E(m}zo para todo entero m,
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ii. E(m) estd generado por seciones globales para

todo entero m=2c¢ +r2+r-t-1.

2
iii. Min{me Z/H°E(m)#0f=-r y h°E(-r)=1.

1,11 Proposicifn. Para toda terna de enteros Cor X, t tales

gque r=>1, c2+r2-—r>4 Yy lgts b(—l,cz,r), sea E un haz refle-

xivo de rango 2 sobreiIP3 , inestable de orden r, con clases

de Chern (-1,c2,c§+r4+2c2r2—r2-2t(cz+r2-r-t~1)) y sea Y la
curva asociada a E. Entonces Y es una de las siguientes cur-
vas:
i, La unidn de 2 curvas planas de grados c2+r2~r—t
y t, respectivamente, que se cortan en t puntos.
ii, Una curva plana C de grado c2+r2-r~t con una es-
tructura doble a lo largo de una subcurva Y' de
grado t, relacionadas por una sucesidn exacta
del tipo:
0 = I, —I,— 0, (-1) —0.

2_t-1

iii. La unidn de 2 curvas planas; C de grado Cytr
€ Y' de grado t, con una multiplicidad doble a
lo largo de una recta comin, relacionadas por
una sucesidn exacta del tipo:

0— IY-—eIC—-—r OY, (-1)— 0.

Demostracibn. La curva Y asociada a E est8 definida como el

esquema de ceros de una seccién 0#s H°E(1-r). Por lo tanto,

_ 2 _ 1,2 4 2_,.2 2 _ 2
dng—c2+r ~ry paY— §(c2+r.+2c2r 2r —2t(c2+r -1-t-r) 2r(c2+r )
—3(c2~r)). 2Aplicando |S; Corollary 7.10|, sustituyendo en dicho

corolario a y,d por c2+r2—rwt y cz+r2~r respectivamente, obte-
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nemos el resultado del enunciado.

1.12 Proposicibn. (*) Para toda terna de enteros C,y r, t tales

gue r >0, c2+r2>4 y 0< tSb(O,cz,r), sea E un haz reflexi-

vo de rango 2 sobre JP3 , inestable de orden r, con clases de
2. .4 2 3

Chern (0,cz,c2+r +2c2r +2c2r+2r +r2+c2—2t(c2+r2—t-l)), y sea
Y su curva asociada. Entonces Y es una de las siguienteé cur-
vas:
i. La unidn de 2 curvas planas de grados c2+r2-t y
t que se cortan en t puntos. |
ii, Una curva plana C de grado c2+r2-t con una es-
tructura doble a lo largo de una subcurva Y' de
grado t, relacionadas por una sucesibn exacta del
tipo:
0— I,— IC——-b 0Y' (-1} —>0.
iii, La unibn de 2 curvas planas C de grado c2+r2-t e
Y' de grado t, con una multiplicidad doble a lo
largo de una recta comfin, relacioﬁadas por una

sucesibn exacta del tipo:

0-»1Y-—41C—*+C§.(-1)——+0.

2. r 2 4 2 2 2
v 3(-1,c2L92+r +2c2r -r -2t(c2+r -r—-1-t))

r

2. Las variedades

2.r 2. 4 2 3 2 2
y vn;3(°'02L92*r +2c2r +2c2r+2r +Co+r 2t(c2+r -1-t)).

4+2c2r2-—r2

En lo que sigue pondremos V:=2Vr3 (-l,cz,c§+r
big

—2t(c2+r2-1-—t—r)) conr>1, cz+r2-r >4 y 0< ts b(-l,cz,r) y

_2.r 2, 4., 2 3 2_ 2_._
We="V" 3 (0,C,,C5+r +20,T7+2c,T42r +C,+r” -2t (cy4r lth con

P
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2
r20, c+r >4y OétSb(O,cz,r).

En esta seccibn demostraremos primero que V (Resp. W)
es irreducible y despu€s calcularemos su dimensibén. La demos-
tracibn de la irreducibilidad se har& via las resoluciones
localmente libres de haces E de V (Resp. W) dadas en la sec~-

cibn anterior.

2.1 Teorema., Para todo par de enteros cz, r tales que r>1,

2.1

2+r2~x'.>l, V="V 3( 1 cz,(c +r2+r)(c +r2~r)) es irreducible

c2+2+r - +r +r+2 2r+2
y de dimensi8n 2+ /)

Demostracibn., Gracias al Teorema 1.3 tenemos que cualquier

haz E de V admite una resolucifn localmente libre del tipo:

0-——-»(9(-c2-r2-~1)-——->O(-r-l)$©(r—l )QO(-cz-rz)-—-ﬁE —30.

Luego V es un abierto de N, siendo N el conjunto de haces
coherentes de rango 2 sobre 353 que son el conlicleo de un
moﬂomorfismc de haces Guwcz—rz-ll<L_m___;CX~r—1MBCXr~D®
eG?(-cz—rz). Por lo tanto la demostracidn quedarsi probada

si vemos que N es irreducible y de dimensibn:

02+2+r2~r c2+r2+r+2 2r+2
2+ + - .
2 2 2

Para la irreducibilidad de N v&ase por ejemplo |0-Spi;
Proposition 5.1|. Calcularemos ahora su dimensién. Para ello
sea G,=Aut ((:}{—cz-l-rz) Y, 62=Aut(O(—r-l}@&r—l)@{;‘b—cé-r‘?}} Yy
SzHom(éﬂ-cz-l-rzl,Cﬂ~l—r)@éﬂr~l)661~c2—r2)) ¥y consideremos

la accibn:
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(Glez)XS > S
-1
((fllfz) Ig) ‘“‘“‘“""—}fzgfl
se tiene que d;mN=d1mS-d1mGl-d1mG2+dlmIg, siendo Ig={(f1'f e
€.Gle2/ fzgf1 =g} para cualquier g&S. Por otro lado tene-

mos que:

dimGl=1,

(2r+3) c2+r2-—r+2 c2+r2+r+2
dimG2= +< +'< 3,
3 3 3
c2+r2-r+3 (éz+r2+r+3
dimS= + +4 ,
3 3

2r+2
dimI = +2 .,
g 3

Esta Gltima igualdad es independiente de g y puede verse to-

mando por g la aplicacibn cuya matriz es:

‘h
_ 2r
A= X h

X3

donde Xor X0 Xy x3 son coordenadas homog&neas de Ef3 y h

es una forma irreducible de grado c2+r2~r, y resolviendo la

*
ecuacién A=CAB donde B=(a) con ack vy

o -y

bl 0 g2
Cc= 9; by 9;
0 0 by
L N

*
con bl’ b2’ b36k Y 9yr 951 95 formas homogé&neas de grado 2r,

2 2 . , .
cz+r -r=-1 vy c2+r-kr-l respectivamente, las matrices correspon-
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dientes a fl y f2 respectivamente. En definitiva tenemos que

c2+r2—r+2 cz*r2+r+2 2r+2
dim 8§ = + - +2,
2 2 2

2,2 Teorema, (*)Para todo par de enteros Cor T tales gque r> 0

\% c2+r2 >1, W:=2Vr 3 2
P

(0,c2,(c2*r +2r+l)(cz+r2)) es irreducible

y de dimensibn
2

c2+r‘+2 cz*r2+2r+3 2r+3)
2+ + +
2 ( 2 ( 2
2.3 Teorema. Para toda terna de enteros Cor Ty t tales que

+rl-r >4 y 0<tebl-1,c.,x), vi=?yt 3 (”I'°2’°§+r4+

I
+2c2r2-r2~2t(c2+r2~r~l—t}) es irreducible y de dimensidn

c2+r2~t+r+2 02+r2-r»t+2 t+2 2r+E+2
( + + + +3=(2r+2) (2r+1),
2 2 2 2

st t>1; vy
2

cz+r +yr+] c2+r2~r+1 2r+3
+( +(, +5-(2r+2) (2r+1), si t=1.
2 2 2

Demostracibn. Gracias al Teorema 1.7 tenemos que cualquier

r>1, c,

haz E de V tiene una resolucidn localmente libre del tipo:
0 —> G-t-r-2)® O{t=1-c,~r’)—s0(~t-1-r)@H-1-2)®6(r-1)®
séﬂt-cz-rz}—-—éE-~§§.

Luego V es un abierto de N, siendo N el conjunto de ha-
ces coherentes de rango 2 sobre 353 gue son conficleoc de un
monomorfismo G(~t~r-2)& 6{ twl-—éz-rz W3O =t=1-r)® O(~-r-2)0
@éﬂr—l)@@itucz—rz). Por lo tanto, el Teorema quedari demos-

trado si vemos que N es irreducible y que dim N =
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c2+r2—t+r+2 c2+r2—r-t+2 £+2\ /2r+t+2
= +( ’< )+ +3=(2r+1) (2r+2)
2 2 2 2

si t>1l; vy
2

&cz'*r +r+J) <02+r2-r+1) (2r+3> |
= + + +5-(2r+2) (2r+1) si t=1.
2 2 2

Para la irreducibilidad de N vEase por ejemplo |0-Spil;
Proposition 5.1|. Calculemos ahora la dimensibén de N. Para
ello sea G1=Aut(@(-t-r-Z)@CWt-l~c2~r2)), Gz=Aut(@(—t—l-r)o
@(—r-Z)@(ﬂ(r-l)@@(t-cz—rz)) vy S=Hom(6(-t-r-2)@@(t-1—c2—r2),
O(-t-1-1r)® A -r-2)e & r-1)® O(t—cz-—rz)) y consideremos la accibn:

(G,XG,)xS — 5 S,
((£,,£,) ,9) ——> £,gf "

se tiene que dimN=dimS~dimGl-dimG2+dimIg, siendo Ig=‘ﬂfl,f2)/

fzgle=g} para cualquier ge€S. Por otro lado tenemos que:

C
aim G, =2+ ( 2

d

+r2-r-2t+2>
3

2r+4 cz+r2-r cz+r2+r+l
6+2 +2 + si t=1

3 3 3

t+2 t+2r+3 2r+4 2+r2—2t—r+2 2+r2-t-r~l
dimcza 4+ +( + +(c )+<c +
3 3 3 3 3
cz+r2-t+r+1
+ si t>1
3

t+3 t+2r+j> c2+r2-r-2t+3 c2+r2-r-t+2 2+r2-t+r+3
dimS=8+ ( )+( +< )+(\ +
3 3 3 ' 3 3
(2r+i) <c2+r2-r-2t+1
dimI =1+ +
g 3 3
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Bste filtima igualdad es independiente de g y puede verse

tomando como g la aplicacibn cuya matriz es:

I X h W
o
xt xt71n
A= 1 °
t+2r+1 t+2r ’
X, b4 h
o)
I 0 X3 |

donde Xgr Xyr Xy, X3 SOD coordenadas homogéneas de n¥3 vy h una
forma irreducible de grado c2+r2—r-2t, y resolviendo la ecua-
cidén A=CAB, siendo B y C las matrices correspondientes a fl Y
f2 respectivamente. De las anteriores igualdades se concluye

inmediatamente que N tiene la dimensibn establecida.

2.4 Teorema. Para toda terna de enteros Cye I, t tales que r>0,

c +r2>4 vy 1=t<b(0,c,,r), W:=2V’r (0,c ,cz+r4+2<: r2+2c r+2r3+
2 2 :P3 2772 2 2
2

+r +c2-2t(cz+r2—l-t)) es irreducible y de dimensidn:

t+2 c2+r2-t+2 t+2r+3 c2+r2—t*2r+3
3+ + + )-+ ~(2r+3) (2r+2) si t>1
2 2 2 2

c2+r2+1 t+4 c2+r2+2r+2
5+ + + - (2r+3) (2r+2)  si t=1.
2 2 2

Demostracitn. Es anfloga a la del Teorema 2.3 y por lo tanto

la omitimos.
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3. Aplicaciones.

En esta Gltima seccidn, aplicando resultados de este

capitulo damos ejemplos de pares (d,gkizzz tales que toda

3 de grado 4 y género g es proyecti-

vamente normal. Como consecuencia obtenemos pares (d,g)s;z?

curva lisa conexa de P

tales que el abierto de curvas lisas y conexas de grado d y
género g del esquema de Hilbert es liso e irreducible. Estos
mismos ejemplos proporcionan casos de esquemas de Hilbert con
una componente regular y ninguna superabundante, y con una

componente superabundante y ninguna regular.

Como es habitual en la literatura denotaremos por H(4,q)
el esquema de Hilbert de curvas de }fa de grado d y gé&nero
aritmético g, y por Ho(d,g) el abierto de H(d,g) formado por
las curvas lisas y conexas de grado 4 y género g. En general,
este abierto no es denso.

Recordemos que para toda curva CeH(d,g) se verifica:

4a= X (N) < dim_H(d,g) < h®(N)=4a+h* (W)
donde N denota el fibrado normal de C en ]P3 . Recordemos tam-
bien que una componente irreducible Z de H(d,g) se llama re-
gular si existe un punto z€Z que parametriza una curva lisa
y conexa con th=0, y gue una componente irreducible Z de
H(d,g) se llama superabundante si no es regular y estd con-

tenida en la clausura de Ho(d,g).

3.1 Proposicibn. Toda curva chfg lisa, conexa de grado 11 y

género 15 es proyectivamente normal. Adem8s, su haz de ideales
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IY admite una resolucifn localmente libre del tipo:

0 —O(~6) P (X =3)D(A~4)® (9(=5) —> T, —>0.

Y

Demostracifn. Observemos primero que Y no est8 contenida en

ninguna cuadrica lisa ya que no existen enteros a y b que
verifiquen 1ll=a+b y 15=(a-1)(b-1), v que Y no estd conte-
nida en ninglin cono cuadr&tico ya que no existe un entero a
a que verifique 11=2a+l y 15=a2*a.

Afirmamos que Y estd contenida en una superficie cGbi-
ca. En efecto, si Y no estuviera contenida en ninguna cfbi-
ca, entonces 15=g(Y) SSup{g(C)/CcIPB' curva lisa,conexa de
grado 11 y no contenida en ninguna superficie de grado<«<4 }é
<14 |G-P; Théoréme A|, lo cual es una contradicci8n.

Por otroc lado, HQJY(-Z)#O. En efecto: hQJY(—2)=hlc§(2)*
hOOY(+2)-—2d-l+g.>..10-22~l+15=25='0. Sea o¢eéu°wY<-2), consi-
deremos el haz E(3) determinado por el par (Y,e):

(1) 0 {7——9E(3)-———>IY(6)—-—>0

Por construccibén E es un haz reflexivo de rango 2 sobreiEB,
inestable de orden 0 (6 equivalentemente semiestabld ya que
h°E=h°IY(3)#0 v hoE(-l)=h°IY(2)=0, con clases de Chern (0,2,
6) . Luego en virtud del corolario 1.6 tenemos que hlIY(m)=
hlE(m-3)=0 para todo entero m, de donde se deduce que Y es
proyectivamente normal.

Para hallar una resolucibn localmente libre del haz de

ideales Iye consideremos la sucesibn exacta (1)} junto con la

resolucidn de E(3):
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0— 0 —503)a6(2)9O(1)—3E(3)—30 (Teorema 1.5)

y el diagrama conmutativo:

0 | 0
l |
0 —0 > 02 ?--O > 0

| [N cat ¥ Y

0— 00 —->O3)eXA2)B A1) —> E(3) —>0

l L

l L

0 0

]
N6tese que por ser Extl(0,0)=0, la aplicacidn 0% E(3)
se eleva a una aplicacibn g:0——0(3)20(2)®((1), de lo cual
se deduce la resolucidn localmente libre de I, establecida en

el enunciado.

3.2 Corolario. Ho(ll,ls) es irreducible, liso y de dimensibn

44. En particular, H(11,15) posee una Gnica componente regu=-

lar y ninguna componente superabundante.

Demostracibn. En virtud de la Proposicibdn 3.1 sabemos que

cualquier curva C€HO(11,15) es proyectivamente normal, lue-
go corresponde a un punto liso del esquema de Hilbert |ELL|.
Sabemos, adem8s, que todas las curvas CéHo(ll,IS) tienen el
mismo car&cter numérico, de donde se deduce que Ho(ll,15) es
irreducible |G-Pl; Proposition 2.10|. Por filtimo, que la di-
mensidn de Ho(ll,IS) es 44, es una consecuencia inmediata de

|ELL; Théoreme 2|.
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3

3.3 Proposicibn. Toda curva YcIP~ lisa, conexa de grado 10 y

género 16 es interseccibn completa de una superficie de grado
5 con una superficie de grado 2. En particular, su haz de idea-
les Iy admite una resolucibn localmente libre del tipo:

00— O(=T7)—0(-2) O(-5) —> IY —30,

Demostracifn. Obsérvese que Y estd contenida en una culdrica.

En efecto: si Y no estuviera contenida en ninguna cu8drica,
entonces 16zg(Y)£=Sup{g(C)/c:n?:3 es una curva lisa, conexa
de grado 10 y no contenida en ninguna superficie de grado<
<.3} €12 |G-P; Théoréme Al|, lo cual es una contradicci®n.

Por otro lado, HOUY(-Z}#O. En efecto: hQuY{~2)=hlé§(2)=
ho@Y(2)~2d~l+g=ho@Y(2}-—5 >0. Sea OfecHW,(-2) y sea E(3) el
haz reflexivo de rango 2 sobre 353 determinado por el par
(v,e):

0— O —-)E(B)-——>IY(6)~—9 0

Por construccibn E es un haz reflexivo de rango 2 sobre Eﬁ p

inestable de orden 1, con clases de Chern (0,1,10). Aplicando

el Teorema 1.5 obtenemos:

m«+l
( si 2€m<5
3
m+l me-2 _
( +( ) si 5€m<7
3 3
<m+1 (m-z -4 si 7€m
+ -
3 3 3

™

q—

o -
h IY(m) = ¢

hlIY(m) = 0 para todo enteroc m.
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m+l n-2 m+3 m-4
K. )-+( ).. -( si me<O
3 3 3 3
m+l n=-2 m-4
( )-&( )-. si 0«sm<«2
3 3 3
m=-2 m—-4
2 ( )..( ) si 2€me S
h IY(m) = 3 3

m~-4
- si 5€me?
3

m+3
— si m<O
3

m m{m=1)....{(m=n+1)
donde para todo entero m ( ) =

fi.e. Y
n

n!
tiene la cohomologia de una interseccifn completa de una su-
perficie de grado 5 con una superficie de grado 2, lo cual
implica que Y es interseccibn completa de una superficie de

grado 5 con una superficie de grado 2 |S1; Corollary 2,1].

3.4 Corolario. HO(IG,IG) es irreducible, liso y de dimensibn

44. En particular, H(10,16) posee una fGnica componente super-

abundante y ninguna componente regular.

Demostracifn., Es an&loga a la del corolario 3.2 y por lo tan=-

to la omitimos.

3

3.5 Proposicibn. Teda curva Y P~ 1lisa, conexa de grado 14 y
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género 26 es proyectivamente normal. Adem8s, su haz de ideales
admite una resolucibn localmente libre del tipo:

0—>0(-7) 2 ((=5)® B(~6)2A~3)—> I, —>0

Demostracibn. Obs&rvese que Y no est§ contenida en ninguna

cuadrica ya que no existen enteros a y b tales que 1l4=a+b y
26=(a-1) (b-1). Afirmamos que Y est& contenida en una superficie
cGbica. En efecto, si Y no estuviera contenida en ninguna su~
perficie cGbica, entonces 26=g(Y)é-Sup{g(C)/CcP3 es una curva
lisa, conexa de grado 14 y no contenida en ninguna superficie
de grado < 4 }=24 |G-P; Th&oréme Al, lo cual es una contra-
diccibn.

Por otro lado, HQJY(~3)#O. En efecto, houQ(-3)=hH9Y(3)=
h%@Y(3)~42-1+2é.>0. Sea O#eeﬂquy(—3) y sea E(4) el haz refle-
xivo de rango 2 sobre nf3 determinado por el par (Y,e):

0— 0 — E(4) — IY(7) -~ 0.

Por construccibn E es un haz reflexivo de rango 2 sobreiP3 '

inestable de orden 1, con clases de Chern (-1,2,8)., Del coro-
lario 1.4 deducimos que HlIY(m)=0 para todo entero m 8 equi~
valentemente que Y es proyectivamente normal.

Por {iltimo, un razonamiento andlogo al realizado en la
proposicibn 2.5, prueba que Iy tiene una resolucibn localmen=-

te libre del tipo enunciado.

3.6 Corolario. Ho(l4,26) es irreducible, liso y de dimensibn

58. En particular, H(14,26) posee una finica componente super-

abundante y ninguna componente regular.

Demostracibn. Es andloga a la del Corolario 3.2 y la omitimos.
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