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Les foliacions, com a disciplina individualit25ada dins la Geometria Diferencial, pot
considerar-se que neixen a partir de la teoria deis sistemes dindmics en varietats i de
la teoria de connexions en fibrats desenvolupada per Ch. Ehresmann.

Tot i que els estudis sobre "families regulara de corbes" en superficies (Poincaré,
Bendixson, Kneser, Whitney, Kaplan, ...) se'n poden considerar com a precedents, de
fet els "pares" de l'estudi modern de les foliacions son G. Reeb i Ch, Ehresmann; i el
"naixement" de la teoria s'ha de situar cap ais anys 1940 - 1960 {Vd [He-Hi]).

El camp d'investigacié en el tema de foliacions és ara prou vast. Se'n podrien distingir
([He-Hi]) dues linies mestres: un estudi de caire quantitatiu (topldgic), amb topics com
homotopia, espais classificants, classes caracteristiques, i un altre de caire qualitatiu
(geométric): existencia, classificacio, estabilitat, holonomia, ...

Dins d'aquest aspecte mes geométric, apareix l'any 1980 un important article de
D.L. Johnsoni L.B. Whitt ([J-W]), centrat en les foliacions totalment geodésiques (aquélles
en qué les fulles son subvarietats totalment geodésiques) i, mes concretament, en la clas-
sificaci6 de varietats compactes que admeten foliacions d'aquest tipus, de codimensié 1 i
amb alguna fulla compacta. En aquest treball hi trobem, entre d'altres, un resultat que
relaciona camps de Killing i foliacions, que és el seguent:

Donada una foliado totalment geodésica, de codimensié 1, a fulles compactes, en una
varietat riemanniana completa, si un camp de Killing és tangent a lafoliado en un
punt, li és tangent arreu. A mes, tot camp de Killing respecta la foliado (és dir, les
isometries del grup uniparamétric que genera envien fulles a fulles).
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Mes tard i en aquesta mateixa direccid, G. Oshikiri extén els anys 1982 - 83 el resultat
sobre conservacié de la foliacié per camps de Killing al cas de foliacions a fulles minimals,

compactes ([Os I]) i al cas de foliacions totalment geodésiques en varietats compactes
([Os 11]).

L'objectiu basic de la present memoria és precisament |'estudi deis camps de Killing que
respecten una foliacié donada, totalment geodésica i de codimensié 1, en unavarietat rie-
manniana completa. No ens interessa tant donar resultats en la linia deis suara esmentats
com conéixer |'estructura de l'dlgebra de Lie que constitueixen els camps d'aquest tipus.

L'estructura riemanniana de les fulles en foliacions totalment geodésiques de codimensio
1 té una certa uniformitat, que es tradueix de forma particularment agradable en el reco-
bridor universal de la varietat, que resulta isométric al producte

L XR,

on L és una fulla qualsevol (totes sén isomorfes) de la foliacié que indueix de forma

natural en el recobridor la que es tenia en la varietat de base {Teorema de Novikov,
Vd[BIl-Hb 11]).

La técnica essencial en el nostre treball sera la d'estudiar quina situacié es dona en el
recobridor universal de la varietat donada i veure tot seguit qué li succeix a |'estructura
que hi hem trobat quan tornem a la varietat original.

Distingirem tres casos: foliacions de tipus "bundle-like', de tipus "warped product" i de
tipus general.

Les foliacions "bundle-like" van ser definides per primer cop per Reinhart |'any 1958

(Vd [Re]) i es poden caracteritzar com aquélles en qué la distancia entre fulles és localment
constant.

D'entre les foliacions que no son del tipus anterior diferenciarem segons si al recobridor
universal hi ha camps de Killing perpendiculars alafoliacié o no. Laimporfanciad'aquesta
distinci6 vé donada pei resultat de Curras que, cas d'existir camps de Killing perpendicu-
lars, aquest recobridor és un "warped product® (Vd [Cu]). En concret, és isométric a

nm 2 2 2 2
L
M X (a, 6), amb la métrica ds — ds—h/ dt ,

on f:L —"R"" no depén de lacoordenadai.



Els dos primers Capitols sbn de caire introductori. Shi donen les definicions basiques
per alarestadel treball i s'hi estableixen resultais com els esmentats de Johnson - Whitt i
Oshikiri, i sobre I'estructura del recobridor universal per a les foliacions "bundle-like' i les
totalment geodésiques. També es fixen les referéncies que s'empraran habitual ment.

El Tercer Capitol estad dedicat a les foliacions "bundle-like'. Se'n donen caracteritza-
cions, tant quan son (a mes) totalment geodésiques com guan Nno en son; i €s prova que
I'dlgebra 8 deis camps de Killing que respecten la foliaciéo té dimensié compresa entre
1 i nin+1i)ij2 {n = dimensié de les fules) (Teorema I11.15). En el cas en qué la
foliacié també és totalment geodésica, I'dlgebra ~ esmentada descomposa en suma directa
de les seves subdlgebres de camps de Killing tangents a la foliacié i normais a la foliaci6,
respectivament (Teorema ll11.9). A mes, lavarietat és localment isométrica a un producte
riemannia foliat de manera natural (Teorema 111.13).

Al Capitol 4 hi donem resultats generdis per foliacions totalment geodésiques: es
caracteritzen i es donen condicions necessaries per garantir que un camp de Killing respecti
la foliaci6. El resultat mes important és el Teorema IV .8 en que safita superiorment la
dimensié de la subalgebra deis camps de Killing tangents a la foliaci6.

En el Capitol 5 estudiem el cas "warped product”. En primer I[loc donem caracteritzacions
de les foliacions que tefien recobridor universal d'aquest tipus i exposem conclusions sobre
I'estructura de ” en casos particulars. Els resultats centrdis son els Teoremes "M".12
i V.13 en qué s'estableix totalment l'estructura de p i les seves algebres i subdalgebres
associades, tant en el recobridor universal com en la varietat original. A continuado donem
exemples de tots els casos establerts en aquells teoremes. Finalment, tractem amb detall
el cas en qué lavarietat és una superficie. Aqui es pot Uigar I'estudi deis camps de Killing
que respecten lafoliacié amb el grup fonamental de la superficie (Teoremes Y.25i V.29).
També provem que, en aquestes condicions, només hi pot haver camps de Killing que no
respectin la foliacié quan la superficie és simplement connexa i de curvatura constant i
negativa (Teorema V.SS).

El cas general és tractat en el capitol 6. Cal introduir noves técniques per arribar a
afitar superiorment la dimensié de ~ . La fita que es dona és (1/2) {n[n — 1)) + 2 (que
coincideix amb la del cas "warped product") (Corol.lari V1.3), encara que per dimensions
baixes de la varietat aquesta fita es pot rebaixar en una unitat (TeoremesV I.I1iVI.13).
Igualment es donen diferents exemples.

El darrer Capitol esta dedicat, basicament, atres questions. En primer Uoc es tracta
de les foliacions transversalment orientables i de la seva relacié amb els temes tractats
anteriorment. Mes endavant, es Higa la classificaci6 de foliacions que estableix Ghys
(Vd [Gh]) amb els resultats deis Capitols precedents. Finalment, ens fixem en la noci6
de curvatura transversa (curvatura seccional en plans que contenen un camp normal a la

foliaci®) i particularment en el cas en qué és constant, d'acord amb una linia encetada al
final del Capitol cinqué.
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Capitol |

RESULTATS GENERALS SOBRE FOLIACIONS



En tot aquest treball, M denotara una varietat diferencial, riemanniana i completa.

1.1 DEFINICIO.

Una foliaci6 J a M és una distribucié C°° involutiva a fibrat tangent a la varietat
([He]). Es dir, una foliacié vé donada per l'assignacié C>* a cada punt p d'M d'un
subespai # C TpM , de manera que tots aquests subespais tefien la mateixa dimensio i
es compleixen les condiciona de completa integrabilitat: si Y, Z son camps de /, també el
seu paréntesi deLie [Y, Z\ pertany a J.

Les varietats integrdis de 7 s'anomenen fuUes de la foliaci6. Notarem Lp la fulla que
passa pei punt p G M. Es diu dimensi6 de lafoliacié la dimensié de les seves fuUes.

Equivalentment ([Lw], [Re]), unafoliacié de dimensi6é p queda definida per la descom-

posicié d'M en unid disjunta de subconjunts connexs {L a} (lesfulles), que verifiquen que
per tot punt p 6 M hi ha un entorn coordenat U amb coordenades C°°

(xi,...,x,): C/—"~R"™
en qué les components d' (7 fl L, venen donades per equacions

{xp+1 = congtant,..., Z,,= ctt} per cada fullaZ «.

En la interseccié de dos d'aquests entorns (que s'anomenen entorns distingits), el canvi
de coordenades vé donat per funcions {yi(a;i,...,a:, )} \<.<” tais que dyjdxj- = O,
per — _ I<j<p<i<m.

OBSERVACIO.

De manera analoga es poden definir foliacions de tipus C, (r : 0,1,.,., 00,u;).
Nosaltres treballarem només amb foliacions C°° i per tant no ho explicitarem cada cop.

EXEMPLES 1.2.

Un primer exemple de foliacions son les que s'obtenen a partir de submersions:
Siguin Mi, Ms varietats diferencidis, dmMi >_dim M= my,/ : Mi —> M2
una funcié amb rang {df) = ma . Pei Teorema de la junci6 implicita, tindrem a Mi
una foliacio de codimensié m2 en qué les fulles venen donades per {f~" {p)}peM, «
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Un fibrat diferencial n'és un cas particular.

Un altre exemple tipie és el de les foliacions que s'obtenen a partir de I'acci6é d'un grup:
Sigui M una varietat i G un grup de Lie que actua sobre M de manera local ment
Uiure (i.e. €els subgrups d'isotropia Gp = {g €G \ g{p) = p} sdn discrets, Vp€ M) .
Aleshores, les 6rbites d'aguesta accio6 son les fulles d'unafoliacié a M.

Un cas d'aquest tipus és quan M és un grup de Lie i G un subgrup que hi actua per
multiplicaci6 al'esquerra.

Altres exemples defoliacions surten del maro estriete de la GeometriaDiferencial. Aixi,
foliacions apareixen també com families de solucions de sistemes d'equacions diferenciais.

Una equaci6 diferencial ordinaria no singular, un cop reduidaal primer ordre, esdevé

un camp que mai sanula. Les orbites del fluxe que genera aquest camp donen una
foliaci6 de dimensio 1.

El nostre treball es fa sobre foliacions totalment geodésiques:

L3 DEFINICIO.

Una foliacio a M es diu que és totalment geodésica quan les seves fulles sbn totes
subvarietats totalment geodésiques d' M.

Un tipus prou important de foliacions son les que admeten una estructura transversa.
Donar una estructura transversa a una foliacié vol dir, grosso modo, imposar condicions
sobre el pseudogrup T de difeomorfismes locais d' R’ engendrat per les funcions de canvi
de coordenades en la intresecci6 d'entorns distingits.

(Aixi, les foliacions definides per |-formes tancades tefien una estructura transversa
"de Lie", amb "grup estructural” R).

Una estructura transversa que apareixera sovint és el que s'anomenen foliacions bundle-
like (o riemarmianes, per d'altres autors):

1.4 periNiciO. ffieindiart]

Es diu que una foliacié és bundle-like quan existeix una "métrica transversa' que és
invariant pei pseudogrup T que suaradefiniera; és dir, quan les submersions que defineixen
localment lafoliacidé son "riemannianes" en el sentit que el producte de camps ortogonals
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alafoliaci6 és localment constant a cadafulla. (Dit altrament, la distancia entre les fulles
és |localment constant).

La definici6 original de Reinhart ([Re]) era la seglent:

Consideremun entorndistingit U amb coordenades (xi,..., X, ,tli,...,i/m) onlesfulles
d'Js'expressen com {t/i =ctt,...,t/m =cii} .

Fem un canvi de la base de camps per tal d'expressar la métrica com a suma d'una
"métrica tangent” i una "meétrica transversa'. Posem

n

Vo, = dy,+"bMdxr I<0:<m
r=1
. 1 9i.i —9.ai ... Qm
on T dengijy | ¢ : :
Jin .- QoLne*eQrxn
i gy =<dXi, de T2 1< i,é < K
9ar =< dy,,dxr >, Il <a<m, 1_<r_<n.

Aleshores |la métrica s'expressa:

dsy = Z Giy (3:7 y) w; wy; -+ Z Gap (x, y) dy, dy;

I<i,3<n I<a,0<m

iOap =< i%a, i*0 >; (Wi,...,U;,,dyi,..dYm ) éslabasedual de {dxi,...,5s, ,i-"i,...,i*m) ) - |

| es defineix:

Jes bundlelike ~ VT € F, T{g,p) =0, Va, /?

Donarem a continuaci6 una caracteritzaci6 de les foliacions bundle-like que ens sera mes
atil:

PROPOSICIO i.5.

Unafoliacio 7 és bundle-like si i només si

VR e T(J), VF, W normais a I, {L*g){V,wW) = O

DEM.: eee\*r"-"



DEM.:

Considerem en un entorn distingit la base {dxi,..., 3x,, , " ) anterior, en qué
7 {dXi}.
Donat T=27=iy dxi G T(J),

[r,i/, ] =[r,5y,]1 + ¢&lr, bai az] =
S+

= f: (IT, bai 8z:] — By & Bz;) € T(F)

i+1

Per tant,

{Lrg){u™r,up) =T < e . > - < [r,il,1,zZIO > - < [r,il; ]/, >=
—_—'T<U0,Uﬁ >= T(gaﬁ) l

1.6 DEFINICIO.

En general, donada una foliacié J de codimensié n > 1, no té perqué existir una dis-
tribucio involutiva complementaria de manera que entre ambdues descomposin |'espai tan-
gent en una suma directa. Quan, tantmateix, si que existeix aquesta distribucié involutiva
complementaria, de la foliacié que genera se'n diu la foliaci6 transversa a J (i |'escriurem

1 L
I ). A cadapunt pG M estindra, dones, TpM = Ip ® .?;, .

Un cas particular en qué, 6bviament, hi ha foliaci6 transversa és el de les foliacions de
codimensio6 1, que és el que nosaltres estudiarem.

Hi ha una forta relacié entre les foliacions totalment geodésiques i les bundle-like:

PROPOSICIO 1.7.
Sigui / una Foliacié que té foliacio transversa integrable 7 . Aleshores:

1
7 és totalment geodésica <~ 7 és bundle-like

DEM.: eee\c=-



DEM.:

Considerem camps XY €T{T); Ve T{I)"
(LAFEY(XL,Y) = VX\Y>< [VX]Y >-< [V,Y],X>=
=< WXV,Y > + < VvwXxs= - < VAYYV > - < VyXV >=

= -2 <VxF,F >
Per tant i a partir de la cracateritzacié que hem donat a. 1.5:
7 és totalment geodésica VXF.F>=0, VX,FGT{J),VET(I)"
N [Lrg{KY) = % V X,y eT(J), F€r(J)'L

4=4> 7 és bundle-like |

COROL.LARI 1.8.

Sigui | una, ioliacié que téfoliacio transversa integrable 7 . Son equivalents:
i) 7 és totalment geodésica i bundlie-like;

ii) 7" éstotalment geodésica i bundle-like

DEM.:

J, |

Es evident, perqué (J'"\)J"

Recordarem la definido de camp de Killing:

1.9 DEFINICIO.

Un camp X E x{) esdiu que és de Killing (0o que és unaisometriainfinitessimal) quan
tots els elements del subgrup uniparamétric de transformacions que genera son isometries
locdisd'M.

Equivalentment (Vd [K-N] I, p. 237),
X és de Killing <=> L"g =0

<= AX = Lx — Vx és antisimétric
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El conjunt deis camps de Killing d'M és una algebra de Lie, que denotarem per t(M) .

Si ladimensio d'M és n, es té que dimi{M) <_ iz n (n+1),is val l'igual la varietat
és de curvatura constant (Vd [K-N] I, p. 238).

1.10 DEFINICIO.

Donada una foliacié 7 a M, es diu que un camp X respecta la foliacié quan les trans-
formacions del subgrup uniparamétric que genera X envien fulles a fulles. Aixd equival a
dir que X verifica que per tot T 6 7, X, T] G T(J).

El conjunt de camps de Killing que respecten una foliacié és una subélgebra de Lie Q
d'i(A™) « L'estudi de Q és I'objectiu basic d'aquesta memoria.
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FOLIACIONS TOTALMENT GEODI%SIQUES, DE CODIMENSIO 1:
RESULTATS GENERALS



11.1 INTRODUCCIO.

Una de les técniques de demostracié que mes emprarem consistira en "passar la questi¢”
al recobridor universal. Aix6 és degut a qué les varietats simplement connexes que admeten
foliacions totalment geodésiques de codimensié 1 tefien una estructura molt "agradable"
(Vd Teorema 11.5).

Abans que res, perb, convé observar que ens podem limitar a I'estudi de foliacions
de codimensié 1 transversalment orientables, és a dir, aquélles en qué existeix un camp
global perpendicular a la foliaci6é. (Aquest camp el normalitzarem i n'hi direm, d'ara en
endavant, N). Si la foliacié no fos transversalment orientable, n'hi ha prou amb considerar
un recobridor de dues fulles per solventar el problema.

TEOREMA 1.2,

A M, sigui 7 unafoliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1. Anomenem ﬁ el recobridor universal d' M.

Aleshores:

—~ - 2 2 2 ~2

(1) M és isométric al producte ¢, x R, amb la métrica d%’; = ds.L +f dt , on:
(2) ¢ és €l recobridor universal de qualsevol |-fulla; i

(3) f :M —A~ R+ \ {0} és una fund6 C~ .

(4) L'eievacio de i a M és lafoliacio que té per fulles~L x {pt.}

DEM.:

Diversos autors donen demostracions d'aquest Teorema degut en primera instancia, sem-
bla ser, a Novikov. (Vd [No], Teorema 4-1 de [Im], [Os II], [BI-Hb I] i Proposidé S. de
[BI-Hb 11]).

Probablement, el resultat mes complet és el de [BI-Hb 11], en qué es demostra una
versio del Teorema per a foliacions que admeten una connexié d' Ehresmann, categoria que
inclou les foliacions totalment geodésiques i les bundle-like. |



~ .
1.3 REFERENCIA QUAN dm M = 2.

Si dimM = 2, suposarem la foliacié orientable i transversalment orientable.

Consideraren! la base ortonormal (global) {T,N), onTe 7(7) i N G T(J)"".

Si lafoliaci6 és totalment geodésica, es té:

VTT:VTNSO

VAN = aT
VjvT= -aiV
on a és una certa funcio.
A mes.
[r,N] = aN

~
114 REFERENCIA EN GENERAL.

A partir de |'estructura del recobridor universal {11.2), localment es té

PEM,

2
0" i7i,xR, dd =ds* + f dr

Com que les fulles son totalment geodésiques, per transport paral.lei a
geodésiques, s'obté una base ortonormal {Xi,..., X, ,iV) a C/, en qué:

1

N = jdt {Xi,dt]=0 Vx,iV =
<V, X;;N>=0 (Vx,X;), =0 AjXi =
n
[X,N] =
VAN = Y;&i Xi <[Xi,X,-] N >=0
a;
per certes funcions = —(Xje+log/)

10
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PROPOSICIO 11.5.

Sigui M una superficiei J una foliacié de codimensié 1, totalment geodésica,
orientable i transversalment orientable. Sigui X = aT + “N. Aleshores:

i)
[O=r(a) (1)
Xei"(M) <~ i 0o=N{j3)-aa (2)
0=aB+T{@) +N{a) (3)

i)
xeg <= X e i{M) i N{a)=0 (4)
DEM.:
0 (L, 9)(T,T) = -2 < [XTT >= 2 T{a)
©) {LAOYN,N) = -2 < [X, AT], iV >= 2 {N{j3) - ao)
3) {LronT,N) = -< [x,r],;v> - < [X,iv],r>=a” + r(") + iv(a)
X e i{M) respecta la foliaci6 <i=> O =< [X,T|,N >=< [X,N],T >

(4) <= 0 =al3+ T{0) = N{a)
PROPOSICIO 11.6.

A M, sigui J una foliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1. Utilitzem la base (local) de 11.4.

an -

Donat X = __ .~ + N, aleshores
i)
2
X* és Killing respecte dsj» (1)
Xe[M) <= { N{") = 'faa, (2)
i=1
[ar + X{P) = -N{a,), Vi:l,...,n (3)
ii)
Xeg N~ Xe{M) i Na) "0, Vi:l,...,n (4)
DEM.: R
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DEM.:

Prenem la base habitual. (1) s'obté de {L"g){Xi,Xj) = O.

2 (L™g)(ATr,iv)=2 ( iV(/?)—g,a,a,)
i=1
(3) (Lx 9)(X;,N) =a;f + X;(8) + N(cw)
3iXel{M):
Xeg N O=<[X,Xi],N >=<[X,N],Xi >, Veéil,...,n
4 N0 =al3+ X, (/7?) = iV(a,), Véil,...,n

OBSERVACIO. Si utih'tzem Ja notacié x = x* + AS,
aieshores:

X* és Killing respecteds’% n
Xeg <=> 0 =-a.(A/) (2)
[[r,dtf] =r) =0, vreJ (3) ¢ (4)

Un camp de Killing que respecti la foliacié pot ser tangent a lafoliacio, perpendicular a
lafoliacié, o bé descomposaen part tangent i part ortogonal. Aix6 ens portaadefinir dues
subdlgebres, ' i A" de ~ i dues noves algebres, Ji ~. Les relacions entre aquiestes algebres
i llurs dimensions ens determinaran |'estructura de I'adlgebra § de camps de Killing que
respecten la foliacio.

11.7 DEFINICIONS.

A M, sigui J una foliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1. Definim:

G'=: {XGrIXeT(J)}.
g- =:{XG~|XeT(J)""'}.

M= {OM — . R, /2C°, | 3XG" ¢X=X*+pN}

Evidentment, ~* i A" son subalgebres de g.

12



PROPOSICIO 11.8.

~x i g™ son idedis de Q.'H és una. algebra de Lie.

DEM.:

LEMA 11.8.1. S Xi = {Xj + /3iN) e g, i: 1,2; aleshores:

[X,X] = [X[X'] +  (RAT. B2) /22(AT « PPN

DEM. DEL LEMA:

Prenem la béise local habitual. En particular, PIN = A,-9i.
Per Vobservado de la Propietat 11.6:

[X, ,XA] = {XI,XI] + [X\/3,N] + [A N,XI] + [13, N, 8,N] =
[Xi,X*] + [XI,X,dt] + [X,dt,X,] + {i3{N * 0,) - P{N « [3))N =
[XI,XI] + {I34N = 13,) - p{N « p))N t

DEM. DE I1.8:

SiYegipNe G"i X =(X* +p:iN) e g, pei Lema IL8.1:
[y.x] = [y, x*] e{gn7) =[y.x] Gg
[PN,x]={p{N-p,)-p.{N-p))Neignl’-) =" \pN,x]eg"
Altrament, per donar estructura d'adlgebrade Lie a », és suficient definir:

[P, p.]=:P{N-P2)-p2{N-P,), o VA, N2eM" |

OBSERVACIO. Si prenem la base local, aleshores: P = Xf és global; i es pot definir
[Al,Az] = AIA; - AzAll.

On a; vol dir {dX)/{dt) (Vvd IL6).

Aleshores, € lema IL8.1 diria:

[X1,X2] = [X7, X~] + [Al, X2]dt.
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PROPOSICIO 11.9.

A M, sigui i unafoliaci6 iotai meni geodésica, transversalment orientable,

de codimensio 1.

Aleshores, esté una successio exacta d' algebres:
OoO—>g¢gd g—>} —"0
En particular, dimg = dimg* + dimM

DEM.:

Considerem:

Y _— Y
;
g X
X' +PN _> /?
Evidentment,
on g'_/\g/\M AN

és una successi6 exacta d'algebres de Lie. |

Mes endavant ens sera util el fet que si un camp de Killing que respecta la foliacio
s'anula en algun punt, alheshores és tangent arreu a la foliacié, encara que aquesta no
sigui totalment geodésica. Anem-ho avem-e

pProPOsSIcIO 11.10.

Siguin (M,!) una foliaci6 transversalment orientable, de codimensio 1,

X = X* + ON un camp de Killing que respecta I.

Aleshores, si X s'anula en algdn punt, X és tangent a 7.

DEM.: e VL
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DEM:

Sigui p G M on Xp = 0. Pei Teorema de Frobenius, existeix un entorn coordenat U de

p de manera que {dx"dx'*) és una base de T i dt ho és de J* (Vd [K-N I, p.182]).
Tindrem

»
2 - N A 2.2
dsj =y gijdx*dx' + f dt
1=1

X = X* + /3v = ¢ «i ax' + /3iv

i=1

LEMA ILIO.I.

(1) a/? + x(/)=o0
(2 a,.(*/1)=0,V¢il,....n
(3) [x*,ai] =0

DEM. DEL LEMA:

N'hi ha prou amb repetir la demostracié deis apartats (2), (3) i (4) de V Observado de
la Proposidd I1.6. Encara que alli suposavem que la foliacié era totalment geodésica, en
realitat no ho necessitavem pas per provar aquests punts en concret. |

DEM. DE n.lO (CONTINUACIO):

- 1
Sigui L~ la 7-fulla per p.

4
Per (3), comque Xp = O, X* =0 al, .
Per (1):

(atﬂ)Li :(Xt'f)LL =0
U v

| per tant /?Lx = 0. Pero per (2), /?// és constant a les J-fulles, d'on Pu = 0.
v

Com que la varietat és connexa, deduim /9 = 0. |

Finalment, donarem dos coneguts resultats sobre casos particulars en qué tot camp de
Killing respecta la foliaci6:
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TEOREMA 11.11 (JOHNSON-WHITT).

A M, sigui 7 unafoliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensio 1, a fulles compactes.

Aleshores, tot camp de Killing respecta la foliacio.

DEM.:

Vd Teorema S| de[J-W]. |

TEOREMA 11.12 (OSHIKIRI).

A M, sigui 7 una foliacio totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1. Si la varietat M és compacta,

aleshores, tot camp de Killing respecta la foliacio.

DEM.:

vdfOslli]. |
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Caviuol 111

FOLIACIONS BUNDLE-LIKE DE CODIMENSIO 1
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PROPOSICIO . 1.

A M, sigui i una foliaci6 transversalment orientable de codimensio 1;

N vector normal unitari; w =:.,0.
Son equivalents:
i) Tésbundle—like

i) Vjviv =0
i) w éstancada

DEM.:
i)y =~ i)
Per la Proposicié 1.5, donat T eT{7):
O = {L"g){N,N) ~-2<[T,N],N>=
= 2 <VYNTN >= -2 <VNNT >
Per tant,
<Vjviv,r>=o0, vreT (J).
- VNN: 0
i) => iii)
Prenem unabase (Ti,...,r,,iV),enquéelsTi e T(J). Esté:
(D duj{N,N)=0
2duj{Ti,N) = -uj([Ti,N]) = -< [Ti,N],N >=
(2 =< VATIiN >=-< TiVAN >=0
(3) 2du;(r,,r,)) = -u; ([T, r,])=0
(ja que 7 és involutiva).
Per tant, du = 0.
i) =~ i)
Donat Ter{7),
-2u;{[T,N])

{L"){N.N) =

= A4du{T,N)

| per la Proposicio 1.5, 7 és bundle-like |

18
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COROL.LARI Ill.2 (KAMBER-TONDEUR).

Una varietat compacta i simplement connexa, M, no admet cap foliacié bundle-like, de
codimensié 1, transversalment orientable. .

DEM.:(cf[Ka-Tn])

Considerem la 1-forma u =: i g.

Per la Proposid6 anterior, si existis unafoliacié bundle-like, do; = O0; i com M és simple-
ment connexa,

=~ (jj = dg, on g és C°°

Per la compacitat de M, g té extrems relatius;

=> 3peMldg™ =0
= wp=0

Absurd, perqué N = 1 |

PrRoPOSIGIO |I1.3.

A M, sigui | una foliacié bundle-like transversalment orientable de codimensio 1.

Aleshores, el recobridor universal d'M és C X K, on I: és €l recobridor universal d'una
I-fullaL i lafoliacio T seleva a una foliacié bundle-like f definida per L x {pt.}. A mes,
totes les 7-fulles son difeomorfesi no tefien holonomia.

DEM.:
Si lafoliacio és bundle-like, admet una connexi6 d'Ehresmann i, per la Proposido 3.1 de
[BI-Hb 11], el recobridor universal és del tipus esmentat.

A mes, com 7 és bundle-like, la "distancia" entre fulles es manté constant i per tant
I'holonomia és trivial (vd [1]).

Finalment, del Lema 1.1 i de la Proposidd 2.4 de [BlI-Hb I1], es dedueix que totes les
fulles son difeomorfes. |
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PRoPoOsSIcIO |I1.4.

A M, sigui J una. foliacioé bundle-like transversalment orientable de codimensio 1.

Aleshores ¥ = 0 o bé ~ = {funcions constants}.
En particular, dim ){ < 1.

DEM.:

Suposem )/ N <ji. Aleshores 3X ={Y +/3N) e 9, amb /2~ O .
O = [L"gIN.N) = {L*g{N.,N) =2 < [PN,NLN >= 2N{p),

Perqué X G i{M) i 7 és bundle like.
Per tant ANif?) = O (2).
Com Jés bundle-like, Vr G T(J) :

O = {L"g{N,N) = -2 < [T,N],N >

Per tant, < [r,iV],iV >= 0O (2).

SIXGA, VIGT(7):

O =< [X,T\N > = - < [I3N,TIN >=
= r(/3) - 0 < [N,T],N >= T{13), per (2)

Per tant, 0 = T{I3), VT G T (J) (3).
Aixi, d'(1) i (3): i3 = constant. |
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Foliacions bundle-like totalment geodésiques

propPoOsicIO |II.5.

A M, sigui 7 una foliacié bundle-like, transversalment orientable, de codimensio 1,
Aleshores:

7 és totalment geodésica <i=" iV G "

DEM.:
:})

Sir 6 T{7), com 7 és bundle-like:

1) {KO{T.N) = -<[N,T],N>=-- {|-1"9){N,N) = O

Si Ti, T2 G T{7), com J és totalment geodésica:

{L"g){T,,T,) = N<T,T,>< [N,T,],T, >~< [N, TA],T, >--=
(2 =< V:ir.iV,_. >+ <Vr,N, _>-0
| 6bviament
3 [L*9)[N.N)=Q

Per tant, d'(1), (2) i (3), AT és de Killing.

=)

Com que N és Killing i normal a 7, lafoliacié és totalment geodésica
(vd Proposicio V . 1) . |
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PROPOSICIO 1I11.6.

A M, sigui 7 unafoliacié totalment geodésica,transversalment orientable,
de codimensio 1.

Son equivalents:
i) 7 és bundle-like

ii) Vjviv =0
iii) JV respectalafoliacio
iv) N eg

Vv) N ésparal.lel

DEM .:
i) i)
Com 7 és bundle-like, per la Proposicio 111.1, Vjv AT = 0O
i) =~ iii)
SITG T(J):
< [r,iV],iV >=< VINN> - < VNTN >=< VN T >=0
iii) iv)
(1) {L79){N.N]=0
S re 7(7):
2 (LAfir)(r,iV) = - < [N,TI,N >= O per ¢u)

Si Ti,Ta e T(J), com 7 és totaiment geodésica:
(©)] {L"g){Ti,T,) ~<Vr,NT, > + <VINTi >-0
Per (1), (2 i (3), N és Killing; i per iii), tenim que iV £ ",

iv) =7 v)

Com 7 és totalment geodésica, només cal veure si YN = O.
Vr e T{7),comN e g,

< VtN,T >= - < VAr,ivV >=< [T,NLN >=0

vr E T{7),
{L"g){N,N) = -2 < [r,iV],iV >= 2 < VAr,iV >=
= -2 < V;nNiv,r>=o0

Per tant, per la Proposicido 1.5, 7 és bundle-like |
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COROL.LARI 111.7.

A M, sigui 7 una foliacié bundle-like, totalment geodésica,
transversalment orientable,de codimensio 1.

Aleshores, dm M = 1.

DEM .:

Per laProposicio I11.4, estédimU < 1.
Com que, per la Proposicio I11.6, N G ~ i ésnormal a7: M ~ 0.
Aixi dones, dim ~ = 1. 1

LEMA 111.8.

A M, sigui 7 unafoliacié bundle-like, totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensio 1; [Xi,..., X ,, ,iV) ia base (local) habitual.

Aleshores:
7 és bundle-like = © ai=0, Vi:1l,eee n.

DEM.:

Per la Proposici6 111.6: 7 és bundle-like <i=~ VAN = 0. Pero

n
VNN:ZG;X;.

«w=1

Per tant:
VAN=0 -~ " ai,=0 Vi:l,...,n |

OBSERVACIO:. Quan dimenssié M = 2, & Lema |Il1.8 diria;

7 és bundle-like = a=0 [T,iV]=0
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PROPOSIGIO |11.9.
A M, sigui | una foliacié bundle-like, totalment geodésica, transversalment orientable,
decodimensio |. X = (X'+ X ") G X{M).
Aleshores:

xeg N Xg* i X»eb5"

DEM.:
:})

Sigui x= {X* +I3N) e g.
Per la Proposidé 111.4, P=— constant i per tant, per la Proposidé 111.7, 13N G g.
Comésnormal aJ. X" =/3iV G "".

A mes, X'=X—X" G/, comqueéstangenta J, X* G5"'.

<=)
Evident, perqué g* i g" son subdlgebres de g. |

PROPOSIGIO 1. 10.

A M, sigui | una foliacié bundle-like, totalment geodésica, transversalment orientable,

de codimensio 1. X = (X' + ON) G i{M).
Aleshores:

xeg ™ x(/?) =o

DEM.:

Per la Proposido 11L4, P = constant. Per tant, X(/3) = 0.
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=)

Com que X G i{M), només cal veure si respecta J, i.e., si
vre T(J), < [XT],N >=07?

< {X, TN > =< [pN,T],N>= -T[p+P < VHT,N>=
(1) = -W)- <MNN,T >=  -TiP)

Sigui  {Xi.Xn,N) la base habitual.

Pei Lema IILS, s X = (~.»=1X; + PN) & i{M):
(2) X,(/3) +iV(a,)=0, Ve,

Com| és bundle-like:
3 O = (LAMF)(iV,iV) = (LAMg)(iV,iV) = -2 < [[?V,iV],iV >= 2iV(")

Per hipotesi NX{I3) = 0. A mes, pei Lema 1118, [Xi,N\ = O V¢. Dones,

Q= [XNm o [Za,-X;,N} [P) = -Y.N{a)X{pf"

U=1 i=1

—3 (%8

== X((/?) =0, Vi:l,...,n

= r(®) =0, VTeT(J)

Per tant, per (1), tenim: X G ~ |
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PRopPoOsIcIO I11.ii.

A M, sigui 7 unafoliacié bundle-like, totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensio 1. X G i{M).

Aleshoresson equivalents:

i)  xeg
i) VjvXx = 0
iii) [X, N]=o

DEM.:

i) i)

Prenem la base habitual. Sigui X = ~1'=! A7l + BN G g.
Aleshores, per les Proposicions 11.6 i 111.4, (i) =" ( « t-) =0, V¢,

VyX =Vy (Zaixi +ﬂN) =
=  VY{N-oc)Xi+*aivr, X + {N-I3)N + PpV~AN =
=Y VX +BVNN =0,
Perqué 7 és bundle-like i totalment geodésica.
i) => iii)
[X, AT] = VxiV = O, per 111.6.
i) =2 1)
Com que X G t"(M), VT G r(J):
< [X,r],iV >- -{L*"g){T,N)- <[X,N\,T>=0

Per tant, X G © |
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COROL.LARI |I11.12.

En el casparticular en quédimM = 2, si 7 és unaioliacio orientable, bundle-like,
totalment geodésica, transversalment orientable, de codimensié 1, son equivalents:

i) Xeg

ii) [X,T] = [X,N] = O

iiil) < X,T > i < X,N > son constants
iv) X ésparal.lel

DEM.:
i =~ i)

1
QXTLT > = -LAgT,T) = O

< {XTIN> = 0

Pertant, [ X ,T] =0.

< IXNIN > 7~ - MLMg{N,N) = O
< {XN]T > = -L» g{TN)}- < [XTIN >= O

Per tant, {X,N] = O

i) iii)

Sigui X = «r + 13N. Pei Lema 111.8,
(D) O=[X,T] =-T{a)T - T{P)N T{a) = T{(3) = O
(2) = [X,N] = -N{@T - N{i3N =~ N{a) = N{0) = O

De (1) i (2): a= constant i /? = constant.
iii) =i>iv)

En aquest cas, tant 7 com J*" son total ment geodésiquesi bundie-like; per tant, per la
Proposicié 111.6, T i N son paral.lels.

Com a i P son constants, X = aT + /?V és paral.lel.
iv) i)
Si X és paral.lel, Ax » O i X e i{M).

I, altre cop per la Proposicio |11.6 aplicada a J*",
< [XTIIN >=< VXT,N> - < VIXN >=0 i per tant X G ~
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TEOREMA 1. 13.

A M, sigui 7 unaioMacio bundle-like, totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensio 1.

Aleshores, localment, M és isométrica al producte riemannia LxH, on L és una 7-fulla.
Si, ames, M és simplement connexa, la isometria és global.

DEM.:

Veurem que el recobridor universal M és isométric al producte riemannia L X R.

Per les Proposicions 11.1 i IILS, M_AEE X'R, amb métrica dsE = ds.2+f 2dt2
Af A
(1) iVer"=~a./=o0 (vdF.2).
| pei Lema Il1.8:
(2) o=a, = X}f A r()=o, VIGT(j).

2 2 2
Per tant, de (I) i (2): / = constant i d§,_~ =ds +dt . |

i +

OBSERVAGIONS.

(1) També es pot demostrar aquest teorema aplicant el th. A de/Bl-Hb 1]a7i 7",
gue son ambdues totalment geodésiques.

(2) Si les 7-fulles no admeten isometries locais, €l resultat és global sempre.
(vd Corol.lari 1.8 de /J-W]j.

(3) El resultat també és global quan dimM ~ 2 (vd 111.23).

En general, pero, el resultat no és global, com prova el

CONTRAEXEMPLE 1. 14.

Sigui

on
AUt |,Y):/|V|O))

. . . L. 1
C - (Pi,(P2 rotacions a S -
I (2;,t/ + 1),02(pj)

[{X,y}:,O} -
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Considerem a M la métrica que s'obté per pas al quocient de la métrica euclidiana a
2 g 2
R X i lafoliacié J que s'obté per pas a quocient de R x {pi.}.
La varietat M és compacta i té per recobridor universal R”".
El seu grup fonamental és TTI (M) "Aui{R%M)=Z0©Z ® Z.

La foliacié evidentment és bundle-like i totalment geodésica (el recobridor universal és
un producte riemannia). Els camps dx, dy i dz son respectats per les deck-transformations
i donen, per pas al quocient, elements de ~. En particular, 7r*[dz) = N E 8.

Les J'*"-fulles son circumferéncies. Les 7-fulles poden ser:
(1) tors, si (f>i i (f)2 son girsd'angle 27rm, amb m G Q;
2 R ?, si els angles son irracionals i independents sobre Q;

(3) cilindres X R, si els angles son racional un i irracional I'altre, o irracionals pero
dependents sobre Q.

En els casos (2) i (3), M no pot ser, globalment, un producte, perqué en aquest cas el
grup fonamental hauriade ser Z o Z © Z, respectivament. '

TEOREMA 1. 15.

A M, sigui 7 unafoliacié bundle-like, transversalment orientable, de codimensio 1.
S n = dim fulles,

aleshores, dmQ < |-n(n+1) +1

DEM.:

PRIMER CAS: si J és totalment geodésica.

De la Proposicié 111.9 es dedueix que
dmQ = dimQ* + dimQ"' = dimQ* + dimM
Arabé, per II1.7, dmM = 1.

Altrament, si L és una J-fulla, dmQ* < dimi[L) < |[n(n+1).

SEGON CAS : si 7 no és totalment geodésica.

Sigui Xi,..., X, unabasede Q, amb X, = X" + N.

Xij N O perqué sino es tindria Xj z= p-N e Q" i, enser A = constant (vd Il1.4), N e Q,
absurd si / no és totalment geodésica.

Si yi, j3i =0, Q = Q* 1 aleshores dmQ < dimi{L) < *n(n + 1).
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Si no, suposem per exemple, (3i ~ 0. Siguin:

Y, =X,
ﬂj ﬂj .
Y':X'_—_‘_’L—_Xt..\_—— U AR
=7 TR
Obviament Y,,... Y, també és una base de ¢ i, pei Lema, Y2,.. .Y ho és de G*,
Per tant,
. . 1
m— 1 =dimQ*_< dimi{L) < 3 n(n+ 1)
] : 1
=i> m:dlmQ5I+—2n(n+I)|
EXEMPLES II11.16. [dimQ méximagj

PRIMER CAS: 7 bundle-like i totalment geodésica.

Sigui M = R" X R, amb la métrica euclidiana.

Aquis5={¢(R")U{ax,"J}.

SEGON CAS: 7 bundle-like i no totalment geodésica.

Sigi M = R" X R, amb la métrica ds® = 6""+* « [dx” +---+dz3)+d$:+1.

Aqui g = {i((R") u{xi Oz, + eee+x,ax, +ax, +j}

ExeEMpPLES IIl.17. (dm g minima.)

PRIMER CAS: / bundlelike i totalment geodésica.

Sigui M = - -,

on G és el grup generat per (f) i tp,i
(f>{X,y,t) = (_I 1_y!i + 1)
(Es facil veure que G és un subgrup d'isometries de R® que actla de manera propiament
discontinua).
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Considerem a M la métrica induida per I'euclidiana de R? i la foliacié induida per
R® X {pt}.

Aqui g = {7r.(5i)} té dimensi6 1.

SEGON CAS: | bundle-like i no totalment geodésica.

Qualsevol foliaci6 totalment geodésica (no bundle-like) en superficies, amb ~ = 0 serveix
comexemple (vd V.SS).

OBSERVACIO. En unavarietat de dimensio 2, si lafoliaci6 és totalment geodésica, bundle-
like, orientable i transversalment orientable, aleshores Q té sempre dimensié 2 (vd 111.23),
és dir, té sempre la dimensi6 maxima possible d'acord amb 111.15.

31



Cas en qué dmM = 2

En e que resta del capitol 111, considererem que la varietat M té dimensié 2 i que la
foliacio | és totalment geodésica i de codimensio 1, i.e., és un fluxe geodésic. Suposarem
també J orientable i transversalment orientable; T i N donaran una base ortonormal de
x{M),TeT[J) iNeTil)\

PROPOSICIO 111. 18.

Son equivalents:

i) | és bundle-like
ii) 3 camps de Killing tangents a J

DEM.:
i) =~ ii)
Per 1IL12, T G g.

i) i)
Sigui X = aT G gn 7. Per 11.5, a = constant i
O =N{J3) =aa

=» a=Q =" Jés bundlelike, (per///.8) |
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PROPOSIGIO I11.19.

Si la varietat M és compactai T[a) = O, aleshores J és bundle-like.

Dem.:
Amb les notacions de I1.S:
dvM {VNN) =< VrV~*iV, T > + < VNVNN,N >==
=< VraT”"T > + < VAjaT*N >=
= 0 + a< Vi~r,iv >= -a®

Pei Teorema de Green, com M és compacta:
divu (WN) dus” - / atdw
M IM

0=/
J

="~a=0 =i> 7és bundle-like [per 111.8) |

PROPOSIGIO 111.20.

Si 7 és bundie-like i:
(1) M és compacta; o
(2) 3 una 7-iulla compacta; o
(3) 3 una 7~ -fulla compacta:
xei{M) n xeg

Dem.:
El cas (1) resultade la Proposid6 11.12.

En el cas (2), com totes les fulles son difeomorfes (vd IILS), la foliaci6é és a J-fulles
compactes i el resultat es dedueix de la Proposidé 11.11.

El cas (3) és anadleg al cas (2), perqué en les hipdtesis actuais, els papers de 7 i J*' son
intercanviables. |

oBserVAGIO. En el casos (1) i (2), € resultat és valid analogament en dimensions supe-
riors. Tantmateix, una foliacié bundle-like que no sigui de codimensié 1 pot no tefiir totes

les fulles difeomorfes: considerem la foliacié induida per {pt}xliaM= (r' XR/{</)}),
2
on (j) ésungiraR i unairasiacié ai'eix OZ.
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PROPOSICIO 111.21.

Si 7 és bundle-like i X,Y e i{M), aleshores [X,Y] G 8.

DEM.:

Pei Teorema 111.15, la varietat és localment isométrica al pia euclidia foliat per rectes
paral.leles a I'eix OX. Per tant, localment:

X = (Al + Bi y) dx + (Ci - Bi x) dy, Y = [A, +B; y)dx + [C, - B; x) dy.

[X,Y] = {-{A, +B8Yy) 8B +[A +BVY)B)dy+ (C» -B X)B, - (C" -B, X)B) dx =

= {C,B2-B,C2)dx+{B,A2-A,B2)dy (1)

Per tant, dbviament, [X, y] respecta la foliacio |

COROL.LARI 111.22.

Si 7 és bundle-like i X,Y e 9, aleshores \X,Y] = O.

DEM.:

Si X, Y respecten 7 vol dir, amb les notacions de la Proposicié anterior, que
B, = B2= 0. Per tant, per (1), [X,F| = O |

TEOREMA 111.23.

Si 7 és bundle-like, aleshores:

(1) M ésisométrica al pia euclidia, o a un cilindre euclidia, o a un tor euclidia, amb les
foliacions definides de manera obvia per Vestructura de producte;
(2) dimg = 2

DEM.: R U
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DEM.:

Pei Teorema I111.1S, el recobridor universal de M és el pia euclidia, foliat per rectes

paral.leles a un deis eixos.
2

Les Uniques isometries de R que no tefien cap punt fix i, per tant, poden ser deck-
transformation son les traslacions. Com que el grup de deck-transformation ha d'actuar
de forma prépiament discontinua, ha d'estar generat per cap, una o dues traslacions inde-
pendents.

A mes, g = {T, N} té dimensio 2. |
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Cavftol 1V

FOLIACIONS TOTALMENT GEODESIQUES, NO BUNDLE-LIKE,
DE CODIMENSIO 1: RESULTATS GENERALS
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En e que resta de la memoria, suposarem, llevat indicadd en sentit contrari, que la
foliaci6é 7 no és bundle-like.

PROPOSIGIO IV. 1.
A M, sigui | una foliado totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensiéo 1. X G i{M). Aleshores:
X respecta 7 [X,AT] =0O
DEM .:
=)

2 2 2 2
Considerem j'estructuralocal del Teorema Il.1, amb la métrica dg® = ds* + f dt

sigui X = X' + xdte g.
o 1= e ]+ e -

— — Ejldt-\\dt-\dAdt =

f r f
1
s—{(d,iXf)-Xdj-fdA)dt = o

=)
vre T(7):
< [X,T].N >=-{L"g{T,N)- <[X,N], T>=0

Per tant X respecta la foliacio. |

PROPOSIGIO 1V.2.

A M, sigui / unafoliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensio 1. X ={X' +pN) G g.

Aleshores X{I3) = XN{I3) = O

DEM.: R R
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D EM .: Prenemlanotaci6 delaProposicio |1.6.

n n n
i
X[P) = ) Siils o [3) + I3N{I3) =n-JA "AAN L AE Qi@ = A
«=i 1=1 &=1
XN{P) = [X,N]{(3) + NXiP) = O [periV.I] |

OBSERVACIONS.

(1) SiXeg,
X{f3) = 0 ~ < [X,N],X' >=0 ~ NiW X* Il) = O,
j'a que
(1) x{0) — Y.ai (X, «/?) + pN{p) = ~a (X, "8+ al?)
I.I:| i=l
n n
<IXNLX > = Y,cCi <[XNXi >= -Y*aNN .« a) =
t=i i=i
) = Zai (Xi B+ aiﬂ)
i=1
N N
iV<X',X >=/~JV(a.)' =2"a,(iV-a.) =
i=1 i=1
©) =-2) o (X -8 +ap)

i=1

(I'l) En laexpressio local, es té

XX* (log/) =X (Z«i (~. slog/)) =

= -x(na,a,) =-XiV(/3)=0
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PROPOSIGIO 1V.3.

A M, sigui | una foliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,

de codimensié 1; X E Q.

Aleshores: X < VjviV,VjviVv >= 0O

DEM.:

Donat p e M, prenem en un entorn de p la base ortonormal (Xi,..., X, ,iV) de 11.4-

Si*=(E; =1 «y”™y +PN)eg, per 11.6:
(1) XiV(/3) = [Xi,N|{/3) + NX{I3) = a,iV(/?) - N{ap) = -/?iV(a:)
(2

2
AX<VAN,VAN> = X (’\a, ) ="Na.(X-ai) =
t=1 1=1

n n

= caa- (Xy =a) + ¢an(iv = a) =
i=1 «=1
j=1

n n
(1)

= a,ay(Xya,)-¢a,X,iv(/?) =

i=1 «=1
j=1
n n N
=D acy(Xyea)-~ & >4 apjr | =
<.(:]]'. t=1 Vy:|
y= n
=N gy (Xy tti - Xi «0y) - Macy (Xi o tty) =
1=1 =1
#1 y=i
= Nacay (Xy & - X- s ay) - ~agy (X" s oy + Xy * a)
'1:11 i:_1
y= y><
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Altrament:
(©)] 0= (L"g)(X,X,)=<V;,.X, X, >+ < VX, X,X, >=
:X;(a,—) + Zak < VX.-stXj > +Xj(a,-) + Zak < VX’,Xk,X,' >
fc= 1 fc= 1
(4) X7(av) - X,(a,) = - X ’ A ’ N=

_ =X X f+ XX, f XX
/ f

Ara bé, tal com s'ha construit |a base, es té:

[X,.X.}p = (V;eXy)p =0

Per tant:
3)

(5) (X,(a,) + X,(a,))p '=0
4)

(6) (X,{a,)-X..(a,))/=0

I, substituint (5) i (6) a(2):
{X<VAN,VAN>)"=0
Com el punt p era arbitran.

= X< VyN,VyN>=0 |

PROPOSICIO 1V.4.

A M, sigui 7 una foliacio totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensio |; X = (X* + PN) e Q.
Aleshores, X < VjAX* iV >=0

DEM.: -y -+
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DEM.:
Com que X* eT{T),
O =< \X,X*],N >=< [PNX*],N >= -X*{P) + /? < \NX*]N >
Per tant,
(1) X*{P)=/3<[N,X*],N>
A mes, per V.1,
(2) \X* N] = [X,N] - [PN,AT] = O + N{p)N

XiV(~) = NX*P) + [x*N){p) @

(;) iV(/?) <[NX*]N > +/3N < {NX*],N > +[X*N}{p) (€]

(2)
3) = -(iV-;9)'+/?2iV< [iV,XI,iV>+(iV-/?)' = PN <[NX*]N >

Per tant:
X< VivX*,iV> = X <{NX*\N >=X* <[NX*]N > +PN < [NX*]N> (2

B _x*iv(2)+riv < [iv,x],iv > Qo 1

OBSERVACIO. Elsreciprocs de les Propietats V.3 1V.4 no son certs, com prava €

CONTRAEXEMPLE 1V. 5.

2 2 2 2
Considerem amb lamétricads — dx + e dy .
Sigui | lafoliacié per rectes paral.leles a l'eix OX.
Operant s'obté:
N = e'dy Va,dx = Q Vghdy = dy
Vaydy = -e'" dx VANN = -dx [dx, N] = -N

X= (2ydx + (e~"" - y”™) dy* és de Killing.
AN

X< VjviV,VAiV>=X(l) = 0

X <VAX*N >= X <e' (2dx + 2ydy - 2ydy - (~e"% y' ) errrx), e"rMy >= O

Perd X no respecta la foliacio:

< [X,dx],N >= 2e-" ~ 0.
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PROPOSICIO 1V .6.

A M, sigui 7 unafoliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensio 1.

Sigui Y un camp tangent ala Foliacié i de Killing a cada Fulla.

Aleshores:

Y eg<=>VNY=0

DEM.:
Prenem la referéncia local habitual.

VAy = V;:, ((harXi) =J2{{N-ai)Xi+ai\I*Xi) =
~J2{{N-ai)Xi-aiaiN)

Aleshores, per 11.6, com que Y ja és de Killing respecte de la métrica de les fulles, es té:

{Ozva;a‘- ]

1
Yeg " { | 0= N(a), vi) "~ Vi.Y-0

COROL.LARI Iv.7.

A M, sigui 7 una Foliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensio 1.

Sigui Y eg'.

Aleshores, W\ = constant => K{Y,N) = O

DEM .:

Per 1V., [Y,N]

O i, s 7 € i{M), \Y\= constant => VyY = 0.

Per tant, es té:

K{Y,N) =< R{Y,NNY >=< Vy VAiV,y >=

= y < VNNY >= -Y < AT, vy >= o0 {perlV.6) |
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OBSERVAGIONS.

(1) Esfals que Y e i K{Y,N) = O impliquin \Y\\ = constant. (Considerar a R",
foliat per plans perpendiculars a I'eix QZ i amb la métrica euclidiana, el camp de
Killing Y = ydx — xdy).

(2) També és fals queY €T (/) Killing a cadafulla, VyY = 0i K{Y, N) = O impliquin
Y e g. (Considerar al pia eucUdia foliat per rectes paral.leles a I'eix OX e camp
Y = ydx).

Com es veurad mes endavant, la dimensié de I'dgebra 5* determina précticament tota
I'estructura de §. Com que ~* és una subalgebra d't(L), on L és una J-fuUa, es té:

1
dimg:i"\_<2 -n(n+ 1) (n=dimL)

Veurem que aquesta afitacié es pot rebaixar. Localment, la métrica es pot expressar com
2 2 2 2
ds* = dg» +2f dt i un camp Y tangent a la foliaci6é és de Killing quan: (1) ho és
respecte de ds”®, (2) [F,51] =0 i (3) Y{f) = 0. / no és constant (si J no és bundle-like)
i lacondici6é (3) fard [Teorema 1V.8) que, genéricament, no hi pugui haver mes den. — 1
vectors independents respecte deis quals / tingui derivada nula i
1
dmQ* < -2n (in—1).
Abans de provar aquest Teorema |V.8, calen uns lemes previs:

LEMA [1V.8.1.

Sigui M una varietat n-dimensional, completai 7 una foliacidé de dimensié m < n.
Sigui X ei{M) n/. Si en una T-fullaL esté X|¢ =0,

Aleshores, X = 0.

DEM .:

Sigui {(f>t) el grup uniparamétric associat a X. Donat p G L, veurem que (<t)p =1d, Vi.
Prenem en un entorn de p una base

{dx\...,dx\ay\...,dy--"-)

de manera que (5x", e+, Ni") és base de J.

La modifiqguem (Vd al.4 els detalls) a una nova base
{dx\...,dx\iy\...,u""-"-),
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de manera que
v =0y + Zb,-iax", Vi
(1) i <v ., dx >=0, Vel
Com que X és tangent a / i s'anula a la fulla L que passa per p:
(2) {<I>,U{dx') = dx’
[<i>,U{dy*) = dy* + Y,Hi,dx’
{<i>*p{i*" -dy) =u -dy [u"-dy eT(J))

i per tant

®) (€ ).p("") = i-"+E/NO-AA

Pero (~(). és unaisometriai respecta lafoliacio (X G T(J)).
Per tant, per (1), {(i)t),p{u') ha de ser ortogonal a T. Aixd6 i (3) impliquen

(4 {cf>)..{u") = {u), vy
Finalment, de (1) i (4): &>t)p = 1dr*M »

I com que lavarietat és completa, s'en dedueix (“t) = Id, i.e., X = 0. |

LEMA 1V.8.2.

Sigui M una varietat completa i T una subalgebra d'i{M).
SSVpG M, dmTp <m,

Aleshores, dmT < | m (m + 1)

DEM.:

Sigui p G M en qué dmTp = m.

Escollim m camps, Xj,..., X" G T, independents (com a vectors) en un entorn obert
U de p.
Considerem a {7 ladistribucié S que generen { Xi,..., X~ }. Com que, en qualsevol punt

q, ladimensiéo de Tq és com a molt m, se'n dedueix que la dsistribucié S és involutiva i
defineix a U una foliacié Ju de dimensi6é m.

Diguemr =1 m(m+ 1). Si dmT > r, siguin Yi,..., 1 G T independents.
Els camps (Yj)ly son de Killing i tangents a Jy, perqué T, = (~u), per hipoétesi.

Sigui L unafullade ly, que té dimensié m per tant. Com (Yj)|¢ G ¢(L),
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r

(Yesd), = X"ey (yWli , -, = constant.
=1

Aleshores,

Y=Y,4:~— ZCJ'YJ'

i=1

és un camp de Killing que s'anula a lafulla L.

Pei Lema IV.8.1, YWu = 0. Com que Y és de Killing i s'anulaa un obert; Y = O, absurdu
Per tant, dimT < r |

Araja podem demostrar el

TEOREMA 1V .8.

A M, sigui | una foliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1 i de dimensid n. Aleshores:

dmG* < “"n(n-1)

DEM.:

Ho veurem al recobridor universal. Podem suposar, dones,

M = LxR; ddj = ds* + fAdtn

Sigui y G p*. Prenem la base habitual. Per V.6,

O0=< VMYN > = - < y,VjVviv >= - < y, MaiXi >=
v Fd h v
=J M <Y, X .>=n I
f o /
(1) i,e. Yeg ="y ./ =0

D'aqui i de IV.I deduim que Vy 6 5*, [Y,dt\ = O; per tant té sentit definir
W = {pe L\ dimgi**" =n = dimL},
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jaque ladimensiéo de Q* és constant a cada J""-fulla. Si W fos dens a L, tindriem
Z s f =0yZ e X{L), per(l)
i lafoliacio seria bundle-like {per 1ILI), absurd!!

Per tant, existeix un obert U C L \ W. Definim Qu

{X\u, onX £ Q*},
9u C i{U) i Vped, dm{Qu)p =dmg*” <n- 1.
Per tant, pei Lema 1V.8.2,
i 1
dimQy <_—2(n— I)n

Com que U és un obert de M, camps de Killing independents a M ho son a U.
Per tant,

dmQ* < dmQu _<\[n — I)n |

Pei que fa a la part normal deis camps de Killing que respecten la foliaci6, quan hi ha
J-fulles compactes es poden donar alguns resultats:

PROPOSICIO IV.9.

A M, sigui 7 una foliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensio 1. Si totes les 7-fulles son compactes,

=~ dim}l <1

DEM.:

Pei Teorema S.I de [J-W], tot X E Q que és tangent a lafoliacié en alguin punt, ho és
arreu.

Siguin Xi =Xj +piN, i: 1,2, camps de Q.

Si /?l N o, sigui pe M ta que Pi (p) » 0. Considerem

_ B (P)
B, (P)
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Com queZ, ésnul o tangent a 7, Z és tangent a 7 arreu. Per tant,

. B2 (P)
B1(p)

=> dmU <1 -

0; -3

PROPOSIGIO |V. 10.

A M, sigui 7 una Foliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
decodimensio 1. Si Xe Q i LQ és unafulla compacta, aleshores:

(1) o X éstangent a LQ,
(2) o totes les fulles son compactes i X és transvers arreu.

DEM.:

Sigui C{7) el conjunt de totes les fulles compactes.

C{7) és un tancat (Reeb). Si X no és tangent & LQ C C{7), pei Teorema S de [Os I],
X és transvers a J en tots els punts de C{7). Per tant, com que X respecta la foliacio,
C{7) és un obert. En consequéncia, C{7) = M. |

OBSERVAGIO. En el cas (2), a mes a mes, totes les fulles son isométriques (Vd Corol.lari
24 i Teorema 3.3 de fJ-W/}.
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Cas en qué dmM =2

En € que resta del capitol 1V, considererem que la varietat M té dimensié 2 i que la
foliacid 7 és totalment geodésica i de codimensié 1, i.e., és un fluxe geodésic. Suposarem
també 7 orientable i transversalment orientable; T i N donaran una base ortonormal de
X{M),TE€T{7) iNer{7)".

PROPOSICIO V.1 1.
Amb les nota,cions de 11.3, posem [T, N\ = aN. Aleshores:

Xeg = X{a = o

DEM.:

Es dedueix directament de 1V.S, perqué quan dimM = 2,

< VItiN,VtfN >=< aT,aT >= a\

O bé, també es pot demostrar de la manera segiient:

Sigui X = aT + /3N e g,

(1) TN{O) = r(aa) = aT{a)

©) TN{/3) = \T,NI{P) + NT{(3) = aN{/3) - N{afi) = -i3N{a)

Si comparem (1) i (2):

X{a) =aT{a)+ON{a) =0
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Com hem vist alV.5, el reciproc d'aguesta propietat no és cert en general. Tantmateix,
en alguns casos si que es verifica:

PROPOSICIO IV. 12.

4
Si, ames, hi ha alguna ¥~ -fulla compacta, aleshores:

D'Xe i{M) i X{a) = O, se'n dedueix X e Q.

DEM.:

Observem en primer Iloc que si una J™ -fulla és compacta, totes ho son, ja que J™ és
unafoUacié bundle-like de codimensié 1 (Vd 111.S).

S X = [aT + PN) e{M),

NN{a) = -N@@B + T{P)) = -N{ap] + [T.N}{(i) - TN{I3) =
= -N{al3) + aN{0) - TN{0) = -pN{a) - T[aa) =
(1) = ~i3N{a) - aT{a) = -X (a) = O

Si denotem per AL x el laplacia en una 7"~ -fulla L""", es té:
A"s{a) = NN{a*" =0 (per (1))
Com L™ és compacta, g * = constant
Fem el mateix a cada 7~-fulla i deduim que a = constant i per tant X respecta la

foliacio. |

OBSEVACIO. De manerasimilar es pot demostrar un resultat analeg quan la varietat és

compacta. Tantmateix, segons € conegut resultat d' Oshikiri, en una varietat compacta,
tot camp de Killing respecta la foliacio.
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Capitol V

FOLIACIONS TOTALMENT GEODESIQUES, NO BUNDLE-LIKE
DE CODIMENSIO 1: CAS "WARPED PRODUCT"
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Per estudiar els camps de Killing en foliacions totailment geodésiques i no bundle-like,
distingirem dos casos, segons pugui haver-hi o no camps de Killing norméis alafoliaci6. Si
n‘hi pot haver (o, el que és el mateix, segons veurem, si n'hi ha en el recobridor universal),
direm que estem en el cas " warped producf, perqué correspon a quan el recobridor universal
té, efectivament, estructura de warped product.

Abans veurem un altre resultat:

PROPOSICIO V..

A M, sigui | unafoliacié de codimensi6é 1. Si existeix X camp de Killing ortogonal a I,
aleshores:

i) X respecta J\ i

ii) 7 és totalment geodésica

DEM.:
i)
Si W eT{i)» , com ¥ * té dimensio 1, [X,W] Er{T)» .
Aleshores, VT € T(J),

O={L"g){T, W) = -<{X,T],W>
| per tant X respecta J.
ii)

X
Fixem-nos que X mai s'anula (Vd. 11.10) i per tant és un camp global que genera J .

Siguin y, Z€ T(J):

2 < VYZX > = X <¥zZ > + < [XY],z > + < [XZ]Y >=
= -(L"f)(y,Z2) =0

Per tant, les fulles de 7 son subvarietats totalment geodésiques. |

El reciproc no és pas cert. Abans de veure-ho, pero, provarem que en les hipotesis de V .1,
el recubridor universal és un warped-product. Aixd, precisament, caracteritzard I'existéncia
de camps de Killing norméis a la foliacié.
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TEOREMA V.2 (CURRAS).

A M, sigui | una foliaci6 transversalment orientable, de codimensio 1.
Si M és simplement connexa i X és un cajnp de Killing ortogonal a 7,

2 2
i) M ésisométrica al producte L X (0, 6), amb la métrica dg” = ds* + f2dt2;
ii) dtf =0 (i.e., M és un warped product);
iii) dmM < 2.

DEM.: (Vd[Cu])
i)
Per la Proposidé V., 7 és totalment geodésica, i) s'obté dones de II.S.
i)

Sigui X = Xdt de Killing. (X G 5", per—tant).
Aleshores, dt{Xf) = O, per 11.6. Posem f = Xf.

- 1
t = —dt
Com que, per 11.10, X mai s'anula, pode fé} el canvi de coordenades:

Aleshores,

2 2-2-2
ds —ds* +f dt
Podem suposar que ja hem fet lareparametritzacié anterior i per tant dt e Q.

| égyn warpepdr fugn gy e g. Pei Lema 11.8.1,
i) [dtx\ = x[dteg

Per (S) de 1.6,
o =d,{X'}) = fX’;

=== A" =0, perqué f 20 arreu.

D'on, evidentment, dmH < 2. |

El reciproc, és dir, warped product impUca que hi ha camps de Killing ortogonals a la
foliaci6, també val quan la varietat és simplement connexa:
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TEOREMA V.3.

A M, sigui 7 una foliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1. Si M és simplement connexa,

son equivalents:

i) M ésun warped product
ii) iii ha camps de Killing ortogonals a 7
iii) N{ai) = O, Vt (vd IL4)

DEM.:
i) i)
Tenim
2 2 2 2
M =L X [a, b), ds® =ds +f dt , i dtf = O.

Posem X = dt = fN. Si apliqguem 11.6 a X, amb X* = O i /? =/, obtenim que X e Q
i) i)
Sigui I3N e g". Apliquem ILG6:
O =iV (a,/? + XiiP)) = Nia*P) - a,ivV(/?) + X(iV, -P) =
= /3iV(a)

Pero /? 7~ O arreu, per 11.10. Aixi dones, iV(ai) =0, VI .

i) i)
Com que M és simplement connexa,
2 2 2 2
M=L XR, dg”™ — ds +f dt
O = aa = -a(x.- -log/) = -x.(a.log/), Ve

=~ aaog/ = 7(i)
{ /i només depén de i
Si reparametritzem:

i=J31/i di
Aleshores

2 2 2
ds =ds* +vJ2 di és un warped product. |
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OBSERVACIO. Evidentment, sempre que una foliacié totalment geodésica admeti camps
deKilling ortogonals, podem assegurar que el recobridor universal és un warped product del
tipus anterior. El reciproc, ésciar, ésfals. Mes endavant en veurem una colla d' exemples.

Abans de continuar, anem a definir una nova algebra de Lie, J, que juga un paper andleg
a M peto respecte la part tangent deis camps que pertanyen a *. Un cop haguem definit

J, donarem una consequéncia del fet de pertanyer-hi, de la que a continuado en deduirem
que efectivament J és una &l gebra.

DEFINICIO.

Sigui J=:{YeT{l) \ 3Xeg i Y = X}

PROPOSICIO V.4,

A M, sigui J una foliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1 i en qué el recobridor universal és un warped product.
Sy G J, aleshores WAY = kN, on k = constant.

DEM .:

Passant al recobridor universal, podem suposar que (M,J) és un warped product i que
aG5".
SiyGJ N 3x=(y +\d) G g.

Perll.4:

(1) V;,y = ~[y,ivl] +Vyiv = H{YN]
| per (2), (3) i (4) de Vobservacio6 de | 1.6:

[Y,N] = [y, 1Jd‘[] = —X?f— dt =
8, (Af) A . N

= dt = ot = — 0t
= AT

jaque A només depén det (Vd I1.6). Perd, com hem vist a (3) de V.2,

2

(3) A" =0=> A'=A, k = constant

Per tant, d'(1), (2) i (3):

?

A k
AAY = ~{YN] = -jdt = -jdt = -kN |
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Provarem ara que J és, com haviem dit, una algebra de Lie:
COROL.LARI V.5.

A M, sigm 7 unaio\\a.c\6 totalment geodésica, transversalment orientable,
decodimensid 1 i en qué el recobridor universal és un warped product.

Alehores, J ésuna algebra de Lie.

DEM.:

Veurem gquelcom encara mes fort:

v,z e = lY,Zleg cJ

En efecte: per //.6, [Y,Z] és de Killing a cada fulla.
Per tant, d'acord amb 1V.6, només cal veure si Vjv [[Y, Z]) = O~.

VA(Ly.ZD) = INIVZI = [ZNLY] + [NY]Z)] =

=—[VyzZ¥ + [ViY,Z\ = -[kN)Y] + \k2N,Z|=
= -ki'VI"Y + k2VijZz = -kk2N + k2kiN = 0 |

El reciproc de V.4 no és cert en general; pero si quan ens trobem al recobridor universal:
PROPOSICIO V.6.

A M, sigui 7 unafoliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensi6é 1. Suposem que M és simplement connexa i un warped product.
Sigui Y €T{7),de Killing a cada fulla i tal que [Y,dt] = 0. Aies/iores:

Yed <M "NY =™ Kk;N, k = constant

DEM.:
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)
Considerem X =Y - ktdt. Veurem que X G §:

KN==Vr,Y = [N,Y] =1[jdt,Y]=

Y. Y-
= 2f ot = fN
f f
Por tant,
(1) Yf = kf
Pero
-M-kt-f) = kf = Yf, per (1)
A mes, evidentment.
T{-kt)=0, \iTe7[7).

Per tant, d'acord amb 11.6, X E ~ i'en consequénciaY G J. M

Sabem que quan la varietat és compacta o la foliacio és a fulles compactes, tot camp de
Killing respecta la foliaci6. Veiem qué es pot dir en aquests casos sobre I'dlgebra J.

PROPOSICIO V.7.

A M, sigui J una foliacié iotaimeni geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1, en qué el recobridor universal és un warped product.

Si M és compacta o hi ha alguna 7 -fulla compacta, aleshoresdim'H < 1.

DEM .:

Si ladimensié d'~ fos 2, hi hauriados camps Xi = [Yi +/3iN) G~ , t: 1,2, amb /7
i /J independents a M.

Aquests camps s'eleven a camps X¢ = X + /?2.~ del recobridor universal M.

Com que M és un warped product, per V.2 tindrem que
= Xi f=1[kit+ hi)f, t: 1,2, amb fc,-, hi = constants.

Si ki = 7~2 =072 /?1)/?2 no serien independents. Suposem , dones, que fc® * O, per
exemple.
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Podem suposar també que /22 mai s'anula:
En efecte, el camp X = 2 Xi — X2 també és de 8§, es projecta sobre M i té per
component normal g = ("7"‘ — A28 £ N, que no sanulamai si 0i, 02 son independents.

Clarament, la independencia de OA} /ST equival alade *"1 i /22

Aixi dones, considerem que /22 = ~2/ i per tant que 0 no s'anula enlloc. La funcié
0x102 estadefinidaarreud'M i

. :31) Ay M1 kl
VpeM, VxGTT-~ip), N{i=] =NE =t
) P X P) (m , 62 )z h2 £x)

Si M (o una J” -fulla) és compacta, hi haurda un extrem relatiu, po € M de la funcié
01102 « Pe (1), aix6 implicaria que fci = O, contrariament a alié que haviem suposat.

Aixi dones, no hi poden haver dos elements independents a )/ i es té que dm” < 1. «

PROPOSIGIO V.8.

A M, sigui 7 una foliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1, en qué el recobridor universal és un warped product.

Si 7 és afulles compactes, aleshoresM — Q"' (i, en particular, dimM < 1).

DEM .:
Sigui X=~Y + ON]e{g\g') (i.e., 0MO).
Per V.4:

0=< [X)Y],N>=< [ON,Y,N >=-{YO) + O <VNY,N>=
Q) =-{Y0)+kO

Prenem una F-fulla Lo arbitraria.

Com que és compacta, la funcié "ijr,,» té un maxim, po i un minim, go.
Per tant:

0=(YB), = (YA = {O{p0)=0{q0)=0  (2)
_ fc=0 (©))

Si (2) succeis en totes les fulles, tindriem 0 = 0, cas que hem exclés.
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Per tant, A; = 0. Aleshores, VAY =0, Y edg (perlV.6) i
(BN = x-Y ¢e{gnI™M).

Aixi dones, la part normal de tot camp de g és (nula o) de Killing i per tant ~ = G™. |

COROL.LARI V.9.

A M, sigui | una foliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1, en qué el recobridor universal és un warped product.
Si J és a fulles compactesi j] Vjv iV|l = constant,

aleshores)i —=<ji.

DEM .:

Només hem de veure que no hi ha cap camp de Killing normal a 7.

Sigui X = /3N € g"'. En particular, per 11.10, j3 mai sanula

Com abans, sigui p G L (L unafulla qualsevol) un punt en qué j3*" té un maxim.

Utilitzem la base habitual en un entorn de p. Per 11.6, (3):

a; (p) /Mp) = O i pertanta;(p) = O, Véil,...,n.

Perd aleshores:
\ 1/2

/ n
(|v.ivli),= (JZMP))Z) = o
\.=i

Tindriem, dones:

0= v N]

=> VyN =0 => J és bundlelike !! {vd Il 1.6). |

COROL.LARI V.io.

A M, sigui J una foliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1, en qué €l recobridor universal és un warped product.

Si hi ha una I-fuUa compacta LQ, aleshoresdim}i < 1.

DEM.: eeco\ves
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DEM.:

D'acord amb 1V. 10, o totes les fulles son compactes (i aleshores el resultat esta demostrat
a V.8) otot X G Q és tangent a LQ. En aquest cas, no hi poden haver camps de Killing
normais a J i, per un argument similar al de V.7 (o bé a partir de V.), es té que
dm)l < 1. 1

Veurem ara quina és |'estructura de I'algebra Q i quins son els casos que es poden donar
d'acord amb les dimensions de les diferents algebres que intervenen en aquest procés.

Ho farem estudiant, en primer lloc, les relacions possibles entre J i §*, per un costat,
i Hi Q" per I'altre. Després ho aplicarem, juntament amb d'altres resultats anteriors,
per establir |'estructura deis camps de‘KiIIing que respecten la foliacié en el cas en qué la
varietat és simplement connexa i finalment ho deduirem pei cas general.

PROPOSICIO V.ll.
A M, sigui J una. foliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1, en qué € recobridor universal és un warped product.
Aleshores, es poden donar aquests dos casos:

(1) O bé dmQ* =dmJ i dimQ"=dim){;
(2) obédimQ* =dimJ—1 i dimQ"” =dimM — 1.

DEM.:

Evidentment, Q* C. J.

També és ciar que larestricci6 de I'aplicaccid j de 11.9 a Q"' ens dona un monomorfisme
d'aquesta algebra en )(.

Si Q* = J, donat X = {Y + pN) € Q, tindrem que fiN = X -Y e Q" | per tant j sera
una bijeccio.
Es té, dones, el cas (I).

Suposem ara que Q* € J:

LEMA V.ii.i.

£n les condicions de V.I, s Q* # J, hi ha una base {Yl,.,YN) de J tal que
i) Y re\Q* i VAY,=N,
i) Y, ..., Yf,eQ*
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DEM. DEL LEMA:
Sigui [Zi,..., ZjVv) una base de J.
Per V.4, *N Zi = kiN, amb A- = constant, Vt.
Si g* N J, podem pensar que Zi G J\ Aleshores, ki ~ O (per 1V.6).
Siguin

Yi = ~Ziel
Ki

Y, = (MMAZi-Zzh G, i:2,...N.

De manera trivial es comprova que {Yi,...,Yff) també és una base de J.

A mes, VAYi =N\ VAY,=0, Vj :2,...,iV; e, Y., YN G o

DEM. DE V.II (CONTINUAGIO):
A partir del Lema, dmQ* > dimj — 1.
Comque”™* C J, estedmQ* =dimJ — 1.
Estem suposant que existeix un X = {Y + PN) G 8§ tal que Y G J\ §. Per tant,
PN i 3~ 0,don
3 dtm”" < dim)/, 1 <dmuU
Per altra banda, per V.2 (considerant, si cal, el recobridor universal M d'M),

4 dmH <2

De(3)i (4): dmH =1 o0 2.
Si és 1, <i¢gm5" =: O=dimH - 1.
Si és 2, existeixen X* = {Yi +/?,iV) G Q, i; 1,2, amb Pi i., independents, no nuls.

Els pujem acamps;<_’\ {i : 1,2) del recobridor universal,r\ﬁ/l. Per V.2 tindrem a’I\\/I, un
camp de Killing normal, que sera combinado lineal d'Xi i X2. Per tant baixaraa M i
ens donara un element de " .

Tindrem dones: dim8"- = 1 = dimH — 1, també en aquest cas, d'on se segueix (2). |
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TEOREMA v.12.

A M, sigui f una foliacié totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1 i dedimensi6 n.
Si M és simplement connexa i warped product,

es tefien les seguents possibiltats:

CAS dimgn" dmM dimQ”® dimJ dimQ

1
amh Ogmi—2niq—1)

DEM .:

Per V.S, dimg™' = 1.

Per V.8, dmM < 2.

Per IV.8, m =dimg* < |[n(n- 1).
Per 11.9, dimg = dimg® + dim)i.

Finalment, I'existéncia de dos casos, A i B, resultade V.I. |
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TEOREMA V.13.

A M, sigui J una, foliacié totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensio 1, en qué €l recobridor universal és un warped product.

Es tefien les seglients possibiltats:

CAS CAS a ﬁ dmQ" dimy dimQ* dimJ dimQ
A, A 1 2 m' m +1 m + 2
A2 A 1 1 m' m' m' + |
As A 0 1 m' m + 1 m' + 1
M A 0 0 m' m' m'
B, B 1 1 m' m' m' + |
B, B 0 0 m' m' m'

anmb O<m_ <m 31—- p(n - 1)

(Les notacions A, B i m es refereixen a les de V.12, aplicades al recobridor universal m
d'M).

DEM.:

Considerem el recobridor universaIT/I dM.

Si aM es ddnael cas A, com que les diferents algebres tefien dimensions menors o iguals
a M que aM, dacord amb V.I i V.12, hi ha les quatre possibilitats enumerades.

Si a M es dbna el cas B, de manera andloga, es tefien per M les dues possibilitats
esmentades. |
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Abans de donar exemples de cadascun deis casos establerts en els dos Teoremes anteriors,
exposarem un parell de resultats que fan referencia a cém son les deck-transformations

del recobridor universal d'unafoliacio6 totalment geodésica, transversalment orientable, de
codimensi6 1.

PROPOSICIO V.14.

A M, sigui 7 una fodiaci6 ioialmeni geodésica, transversalment orientable,
de codimensio 1, en qué €l recobridor universal, M, és un warped product.

~

~ 2 2
(M = Lx{a,b); —j;= dsg +/di) dtf = 0)

Aleshores:

~

(f>eAut{M,M,Tr) ~ <i>{xt) = {(f>'{x),Kt + A)
¢t

On és una isometria d'L,

/i fw" =, V X 61,
v -y \Z)

i Ki A son constants.
ii) <f) respecta els camps de 7~ <=i> K=1

iii) SSK=1i A™ O, 4> norespectacap campde Q\[Q* U™ ")

DEM .:

i)

Lozl
Les deck-transformations han de ser isometries que respectin les foliacions f i ¥~ (ele-
vacionsaM d'Ji 7 , respectivament).

Per tant, han d'enviar J-fulles (i = constant) a J-fulles, i J'""-fulles (x = constant) a
7 -fulles. Aix6 implica que
4>{x,t) = [<t>\x),cj>'"[1)).

(f>* hade ser unaisometriade L.

Hem d'imposar que (f>"{N) = N (perqué suposem que 7 és transversalment orientable):
La corba integral dW = [Ijf) dt pei punt po = {xo0,i0) és

o, (s) = (zo, 7(—‘;—) + t0>
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Cal que arPr) = o up. Per tant

m + 4" (to) = ¢" (?’TZ_J . io)

Pero si aixo val V p G M, aleshores

def>- _ f{x)
gt (fo¢)(2)

*

Vzel

*

i mentre que (*) només depén de t, {**) només depén d'x (recordem que 5"/ = O !).

Per tant, ambdos termes han de ser iguals a una constant, diguem-ne K.

ie. 7~ = A~ r{t)=Kt + A

i)
En la referencia triada, els elements de §" son els mdltiples de dt.

Per tant, d'acordamb i), (f>" hadeser unatrasladé (i.e. K = 1), per tal derespectar-los.

iii)

Suposem K =1

Sigui X={Y-{kt + h)dt) €9\[9'ug'”). (Per tant, ki*O).
Lacorbaintegral d'X per po == [XQ,l0) és

oo (8) = (...,e—ks (to _ %) s %)

Si es vol que '77(po) = N 0 ~~p+, €n particular cal que

N L R n
Ko--&j)+[<+ = jIO+A-E)

i aixo només succeix si A = 0. |
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El segon deis resultats anunciats es refereix al cas en qué una de les deck-transformations
és unatrasladd en la direccié Oi. (En aquesta situado, la foliaci6 és transversa a una accio6
lliure de S*, encara que no és certa Fafirmacio inversa).

PROPOSIGIO V.15.

A M, sigui T unafoliacio totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensi6é 1. Si M admet com espai recobridor € warped product

M=ix dsé:d52+f2de2, def = 0

aleshores, dmQ" = dimX = 1.

(Demesames, TM(M) =Ze...j

DEM.:

Considerem el recobridor universal M d'M . Hauré de ser un warped product

o~

2
M = ¢ xR, " ds~:Lds".+pdt"
i hi tindrem unadeck-transformation (f> que seraunatraslado
<i>{x,t) = [xt-\- A), A = constant ~ O.

4
Aleshores, tota altratrasladé en ladirecci6 de les 7 -fulles ha de ser ¢", per algin n G Z
(es pot demostrar amb un argument analeg al de V.25).
Sigui ilH{x,t] = {ti)*{x),Kt + B) una altra deck-transformation.
Veurem que K = 1. Per aix0, considerem

Nl o= tho<MoM-i o(M-N =0 <)i{x,1)

cee = It + AK - 1)
e \
.= (Xt + A IJ).

Com que (f>i i 22 pertanyen al grup de deck-transformationsi son traslacions en I'eix Oi,
han de ser potenciesde (f>i per tant

(H27(1)~" opoxpo- =~ ()2fx.H

K-l=neZz
1 > = jr =1
| ]
i per laProposidd anterior, dones, tota deck-transformation ijj conserva els camps de Killing
norméis a 7, d'on dim™" = 1. També per la mateixa Proposidd, <f> no conserva cap camp

de~\ U~ ) ,idones)/=P".

Finalment, ~ dona un generador lliure del grup de deck-transformations. Hem vist que -
totadeck-transformation I 1j teniaK = 1; i.e. commutaamb (f). Pertant, el grupfonamental
d'M, que és isomorf al grup de deck-transformations, té un sumant directe isomorfa Z . |
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Donarem acontinuaci6 un llistat d'exemples de cadascun deis casos que apareixen en els
gque ali s'esmentaven es poden donar efectivament.
CAS A.

Teoremes V.12 i V.IS, amb la qual cosa quedard demostrat que les diferents possibilitats
EXEMPLE V .16:
Considerem

M=R"XxR,

on

2
J*~>R", dst = dxM+'-- + dxl + f dt?,
/[(zi,...,a,) = "n"*iny 2n) i g és unafuncié C°° arbitraria
Aleshores:
dte5" = dimg" = 1;
dxi GJ ==> dmJ=m+1
dxi -tdte g =
-tf e)i == dmuU = 2
Pei que faam = dimg*:
(1) s
G{x2,..., XN) = o = m
(2)

in(n-1

5 ( )
{g* esta generada per{axi, x."xy - Xjdxi}. ‘.;\’\’\ n})
| si, per exemple,

2
Sf(x2,...,x,) = 2X2 +--
j-a que

2
+ nX”l

m=:0
i(R") =

Y =: Z b,' -+ Z b;,-:c,- - ij,'.’l?j ax
i=1 P> i<i

i aleshores

Yeg* 7\ V/\y =0 < N
que implica bi = bij = O, V{,j(.

Y-iog/ =

01
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EXEMPLE V.IT7: CAS B.

Considerem
M =R"XR, 7<-~"R", ds" =dxj+'-- + dx* + fAdt?,
”
- . 6,
on /(X,...,X,) =neM»in(2«.)—.) i {_ — A
i=1 W0, =001 Vvj>1
Aleshores:

dteg" => dimg" = 1.
Altrament, donat Y G | (R ") arbitran.

Y = Zn: (b.- +) bz — Zb,-,-z,-) dxi,
=i J

y 3> }<i

Y €J <=> Vjv F = constant = k
<> Y e+ log/ = constant =k

hid 2

(1) < —4 26, (b, -+ Zb,‘jxj - Zbﬁx"\ sin Xi = k
»=1 \ 3> 3<i J

Si aillem els termes en cada Xi:

A (6ibi=0, Ve,
5. =0 Vi ©
1Y T M ’.7

Si ho substituim a (1):

=" k=o=— Yegg
Tenim dones:
J=g* idmH =1
Pei que fa a m = dim g*, de (2) es dedueix que:
(1) s ¢ =1, Vi m=0

(2) ss¢gy =0, Vi>1 m="n(n-1).
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EXEMPLE V.18: CAS Al

(1) Considerem

,, R"XR ~ R X {pt.}
vyl = ——Q J — s
{6} {¢}
on <M (Zi,... X, 1) = (Xi,...,X, _i,x, +1,t),

2 2 2 2 2
amb la métrica induida per la de R""": ds = dx + \-dx™ +f dt
i J(Xi,..., ') = e"".
Com que *. respecta els camps dt i (5xi — tdt) , s'obtenen a M dos camps de
N i per tant
dmg' = 1, dmuU = 2.

Pei que faa ~*, té dimensioé
/_x(n - I),(n - 2)/\

e

m=1+ :I’,T]-{I’I-ZS

i estd generada per les projeccions a M deis camps de R™*""

{dXi,XjdXk - a;fcaxy}{i<y<fc<,_i}
{1<i<n}
(2) Considerem
R" xR R™ x {pt.
M=—"" 7 o R™ x {pt.}
{v} {4}
on V(a:i,...,x,,i) = (Xi ,x2 + 27r, x3,... .xnst)
2 2 2 2 2
amb la métrica induida per lade R""* : ds =dx» -\——hdx, +f dt ,
i/(xX:,...,X,) =€ ene'"'""-".

=2
¥ és una deck-tmnsformation amb K = 1 (notacions segons V.l4), per tant
demA" = 1.
tj} també respecta el camp [dx* — tdt), d'on dmM = 2.

Finalment, semblantment a V.17, tindrem que a R""" |'GUnic camp de J és dxn,
que no és de 8*. Aixi, m =0 i légicament m' = dimg* = O.
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EXEMPLE V.19: CAS Aa.

Considerem

R" X R R" X {pt.
{¢} {¢}
on O(Xi,...,z,,i) = {xi,...,x,,i +1),
. . . 2 2 2 2 2
amb la métrica induida per lade R"'* : ds =dx» -{——hdx, +f dt ,
i/(xi,...,x, )= e?> A= ANy, on g és unafuncié C°° arbitraria.
Amb les notacions de la Proposicié V.14, (> és una deck-transformation amb K = 1|
ANO. Per tant

dimg" =1, dmH = 1, J=5" -

En particular,
(1) si i/{x2,...,x,) =0

m' = |n(n.-1)
2 2
(2) si 5(x2,...,x,) =2X2 H + nx, =i> m'=0
EX‘EMPLE V.20: CAS A3
Considerem
R" X R R" X {pt.}
on <ji)(xi,...,x,,t) = (xi +1,X2,...,x,,e-4),

2 2 2 2
= dx \—F-dx® +f dt
on g és unafuncié C" arbitraria.

2
amb la métrica induida per la de R""*"/:

i (Xi,...,x,) = et + ff(*"ee-A"),

En aquest cas, (f) és una deck-transformation que respecta el camp N i que té, amb les
notacions de V.14, K = e~". Per tant, =0.

Tantmateix, <i> conserva el camp dxi — tdt. Aixi, dmH = 1.

A mes, M respecta tots els camps de

. En particular,
(1) si i?(x2,...,x,) =0

=> m'=in(n-1)

2 2
(2) si gf(x2,...,x,) =2x2 H i-nx,
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EXEMPLE Vv.21: cAs Ay (MEYER).

(Vd[Me])

Considerem a R?® la métrica

2z Ro
2 2 (3 - \/5) 2 (3+v Vo
2 STVR) oyt s ) az”.
as =adx + 2 2
\%
i G el grup generat per les isometries
4 ) + 5+\/5 y/E\
i{xy,2 = —
Y Y 10 2 + 5 )
y/§ 5+\/5
'">2{x,y,2 = (x , y—5— ,Z+ - N )
\
) 3-y/5 T34 \/E
Hsixyz =1{x1, _°, , 4, _ = . =
& 2
Sigui
R? R? x {pt.
M= — 7 o ._______{_’.’_}.
G G
En aquest cas, resulta que » = 0. No donem €es calculs aqui ni justifiquem el qué

d'aquest exemple perqué ho veurem amb mes detall mes endavant, en la Proposicié VIL7.

Si ho generalitzem a

- 2 2 2 2
M2 = R""" X M, dgnn =dx, +ees + dxA_2 +ds,,

tindrem un exemple del cas A® amb m' = = -

OBSERVACIO. El cas A4 no espot donar quan M és una superficie, com veurem al Teorema
V.25.

EXEMPLE V.22: CAsS B;.

Considerem

M=Ki" AR X {pi.}
19} {6}
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on (f{xi,...Xnt) = (Xi,...,x,,i + 1),

2 2 2 2 2
amb la métrica induida per la de R"*"~ : ds — dx + f-dx™ +f dt |,
n
i/(..,...,..)=neM...., -., On[i:i/\/\ N AN
- J

tz=1

Tal com I'hem triada, <f> respecta tot camp deQ‘ i deg" . Com que M és un quocient
d'un exempledel cas B (Vd V.17), obtenim les mateixes dimensions que alli. (En particular

m' = m).

EXEMPLE V.23: CAS B2.

Considerem

M- ROXR A R" X {pt}
_ T o —————
{8} {4}
on <A (Xi,...,X,,0) = (xi +7r,X2,...,x,,ier"),
" - ~ 2
amb la métrica induida per la de R"""™ : ds =dxl -\——h dx® + f dt*,
o ” . JSi:I
i/ (Xi,...,x,)=r[e*" ("»(=-")-=~"") on n ]
ti «-7=001 Vj>1

A mb les notacions de V.14, 4> és una deck-transformation amb K = eM". Per tant,
5" =0.

A mes, N respecta tots els elements de g*, d'on m' = m, com a VExemple V.17.
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Cas en qué dmM = 2

En e que resta del capitol V, considererem que la varietat M té dimensié 2 i que la
foliacid 7 és totalment geodésica i de codimensio 1, i.e., és un fluxe geodésic. Suposarem
també T orientable i transversalment orientable; T i N donaran una base ortonormal de
X[M),Ter{J)iNeT{7)".

En aquestes condicions, tenim definida globalment la funcié a =< [T,iSr],iv” >. lgual
com hem vist a V.S, que € recobridor universal de M sigui un warped product equival ala
condicié N{a) = 0. Distingirem dos casos, segons si també T[a] = O (i.e,, a = constant);

o bé T{a) 7¢; O, que es corresponen a les possibilitats A i B, respectivament, del Teorema
V.12.

Veurem en primer Iloc un factor que diferencia els dos tipus i que no es dona en dimen-
sions superiors.

PROPOSIGIO V.24.

Suposem N{a) = 0. Aledliores, si J * 0, a ha de ser constant.

Quan M és, a mes, simplement connexa, també val e reciproc.

DEM .:

Passarem al recobridor universal i suposarem dones que la varietat és simplement con-
nexa. Enscal provar, per tant, ladobleequivalencia:

Si JN O, existeix X = aT + /3N e Q, amb a 0.
Per 11.5, a = constant.

Com que, per 1V.11, O = X{a) = aT{a), hem de tefiir, per forga, T(a) = 0.
<=)
Veurem en el proper Teorema V.25 que quan a = constant el recobridor universal és del
tipus
2 2 2

Rx(c,d), ds =dx +enN'"'dy , k = constant » O

Un senzill calcul permet veure que [dx — kydy) € 8. Per tant, dx G J. |
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El cas warped product en superficies simplement connexes és facil d'establir i de donar-
ne un model. Pei que fa a superficies en general, també en podem donar |'estructura,
per mitja d'un procés que es basa en |'estudi del recobridor universal i del grup de deck-
transformations. El fet que aquest grup hagi d'actuar de forma prépiament discontinua
fa que, en aquest cas de dimensio baixa, pugui donar-se una classificacié de les diferents
possibilitats que hi ha per a l'dlgebra Q, en funcid del grup fonamental de la superficie.

Estudiarem, en primer lloc, el cas a = constant.

TEOREMA V.25.

Quan a = constant:

i)

. f triwal
7, (M) =N
i)
dmQ =2,
M ésisométricaa R*0 R x (c, d).
Si TTi (M) és trivial = , , ,
amb ds =dx +e/N'"'dy

i foliat per J~«" R x {pt.}.
iii)

dmQ =1
STi(M)=Z = o bétotesles 7 ~ - fulles son compactes, cap T-fullaho ési Q = Q"

KR
o bécap 7 -fulla és compacta, unao cap 7-fullahoési Q" =0

DEM.:

LEMA V.25.1.
El recobridor universal d'M ésisométrica R* oa R x (c,d),

2 2 2
amb ds =dx +en'"'dy , k =—a = constant

DEM. DEL LEMA i:

Per V.S, el recobridor universal sera
o~ ~ 2 2 3 ~
MSLx(c,d), ds~=AdSt+f dt 0, @,f =0.
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Com que L ha de ser 1-dimensional i simplement connexa,
L=R
Tenim, per hipétesi, a = constant. De la definicié d'a:
constant = —T » log/ =—5 log/

D'on
f — e—az — ekz .

DEM, DE U):

Si M és simplement connexa, és isomorfa al seu recobridor universal i és del tipus citat.
Considerem
X=dx- kydy = r - kye™'N
Aleshores:

a = 1 = constant, N{O) = ~k = aa,

ap + r(/3) - kl/\yell\| - kll " yelll = O
Per tant X E Q. Com dt E Q, tenim"H= _ , —A;ye""} dedimensio 2. Estem, dones,
en el cas A de V.12, amb m = O (PerIII.8& no hi pot haver cap camp de Killing tangent). |

Sabem que

o~

M
AUt{M,M)
Per tant, hem déstudiar el grup de deck-transformations. Aquéstes son isometries,

respecten el camp N (perqué (M, J) és transversalment orientable) i respecten la foliacio.
Tenim:

N

LEMA V.25.2.
Les deck-transformations derl\\/ll son del tipus

<i>{xy) = {x +Aye~""~ + B), A, B = constant s

DEM. DEL LEMA 2:
D'acord amb V.14,
c>{x,y) = {<i>'{x),Ky + B)
(f>* ha de ser una isometria a R que respecti |'orientaci6, per tant és una trasladoé
O™ {X) =x + A, A = constant
Per altra banda.

— f(z) e _ka
= (Fod)(@) era  ° '
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Hem d'estudiar com pot ser el grup G de les deck transformations. Recordem que
agquestes no poden tefir punts fixes (per tant, si al Lema2 A =0, cal que B 72 0) i el grup
ha d'actuar de forma prépiament discontinua.

LEMA V.25.3.

Si G té un unic generador, és jliure.

DEM. DEL LEMA 3:
Sigui (f>{x,y) = (x + Ayye="- + B) generador de G.
Si A =0, <f) ésunatraslaci6 i evidentment no és nilpotent.
S A 7" O, per un senzill calcul:

<I>MXy)=---=\"x + rA, ye + j

que no pot ser mai la ldentitat. |
LEMA V.25.4.
Siguin
<f>{x,y)="{x + Aye'"" +B), V(X,y) = {x + A y¢ "'* + B)

Aleshores 3
() i t}j commuten ~ B -e"'n) =B (I -e"''n)

DEM. DEL LEMA 4:

i4>0,p){xy) =("x + A + A, ye-'=("+N + BN

{[Jo<f>){xy) = (*x + A+ A, ye-""("+""+5e-"""+])
Igualant, s'obté la férmula eniuiciada. |

LEMA V,25.5.

Siguin (f> i dos elements de G que commuten i no son Uiures
(i.,e,3r,5eZ taisque(f)" otli'* =1d)
Aleshores,

3XeGialque< = =

DEM. DEL LEMA 5: T
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DEM. DEL LEMA &5:
Amb les notacions del Lema anterior, suposem primer que A » O N A.

Fent célculs i utilitzant la igualtat del Lema 4,

(8 09") (5,) =+ =

14 . . — 1 — e—kra 1 — ko4
= (x+rA+8A yei-"+'"") tB—r-v--o—4+4+ e *'"B——— | =
\ 1__e—kaA 1_e__kA

. — | o k{rA+,7\)
=...= | X+ rA+sA, ye-Mrvli+.A) + B
|-e-"~

Per tant:

()™ oip' =1d <F= rA+SA =0

Podem suposar que r i 5 son primers entre si. Aleshores
) 3mn6Z I nr—ms=1

Sigui X = ¢™°ir" A~ G- Com 4> 1 ip commuten:

(1)

Xr ¢rm od)rn — ¢rm o¢1+am —

= {<fy OXIJ)'* orP = Id orlj*xP

X' =@ oyt = g oyt =
=(¢ o) 0p T =Tdog ! = ¢
Per tant, (f> i ip venen generats per x-
Si A= Ov(qb # 1d) i commuten, també A = O, pei Lema 4- Son dues traslacions, dones, i
(> oxf) = Ik=> B + sB=0
Podem suposar que r i s son primers entre si. Aleshores
(N 3m,n6Z j nr—ms=1

Sigui X = ii»" oV»' G G. Com abans.

X =%, X =¢ I
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LEMA V.25.6.

Si dues isometries de G commuten, no son independents com a generadors.

DEM. DEL LEMA 6:

Suposem el contrari. Siguin

OH{xy) = {x + Aye" + B), th(@y) = (x +1,ye-'~ +B)

Suposem primer que A "0 A

Si (f> i t/} son independents, pei Lema anterior:

(2) Vr,seZ, TA + SAT~O
Podem suposar A > A > 0. Aleshores, sigui
(3) no =: max{ne N |A-nA >0} >1
Diguem Oi =: A— UQA > 0.

A-a =-A + {no +1)A>0 per (2), (3)
Tindrem dones A > Oi > 0. Siguin

Hi* =: max{n G N | nai < A} > 1, Ui =:rii* +1
S riioi = A, tindriem
riiA— (noni +1)A =0, contradint (2).

Per tant n™ai > A. Sigui

02 =:nj tti — (norii +1)A =njoi —A >0
«2 —oi = (@i -1)ai -A=n/cj —A <O

Per tant, A > ai > «2 > O-

Aixi, recurrentment, construiriem una successié6 monoétona, decreixent, afitada inferior-
ment, de termes que son combinacio lineal enterad'A i A:

A>0i >a2 >eee > >eee >0, = myA + rilyA
Per tant
36=Ilim ay.
y-» 00
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Considerem la familia d'isometries de G:
X]' =: ¢m,~ o ¢"‘i

Fent un célcul desagradable i emprant la igualtat del Lema 4 obtenim:

1 — e kai
XJ.(x,y) — e e = <x+ aj, ye—kaf +B..___.___>

1-— e—kA

Per tant la isometria
/ 1 _ gfci \
X(x,y)= [ x+6, ye + B———
\\ 1—8"*'*

és el limit de lafamilia:
X = lim X}
i— oo

Pero aleshores, G no actuarla de forma prépiament discontinua!! (Vd [K-N I, p-44]).

Suposem ara A = O (i per tant A— ti).

De manera semblant, tindrem
Vr,sGZ, rB + sB*"O

i repetint el procés anterior, canviant el paper de les A, A per B i B, arribariem a la
mateixa contradiccio. |

Finalment, per acabar de conéixer cOm és G ens cal el
LEMA V.25.7.

Qualsevol parella d'isometries de G commuten entre si

DEM. DEL LEMA 7:
1) Si a G hi haunatrasladod en la direccié OY.

Totes les traslacions commuten entre si. Pei Lema 5, podem suposar dones que
totes les traslacions de G son mdltiples de

X{xy) = (x, y + B).

Si existis una isometria O que no commutés amb x seria
<f>{x,y) = "x + A, ye-'"'"* + BN, amb A 7 O, pei Lema 4.
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DEM.

Tindriem:
(poXorloX-")(x,y) =+++=(x, y+Bie" - 1)
(Gi" oxo,Mox-"N)(x,y) = (x, y + Bie"A - 1))
Com gue totes dues son traslacions, han de ser potencies de x- |>e.
e"N eZ, e ez

que nomeés pot succeir si A = O, contradicci 6!

Si a G no hi ha cap traslacié en la direcci6 OY.

Siguin <f) i tp quenocommuten,

<i>{x,y) = {x +A,ye"r +B),  Xxij{x,y) = (x + A, ye"" + B)

Considerem

[(>0400> N Q) yix.y)y=eee= | X y*+B(-e-'=2")-B(I-e-"=")

-~

C

Pei Lema 4, C no pot ser zero, si ~ i » no commuten. Per tant, tindriem a G

una traslaci6, que justament és el que haviem negat en la hipdtesi ! |

DE 1):

Si tots els elements de G han de commutar [Lema 7), tots depenen d'un mateix element

DEM DE m):

{Lemes 6 i 5), que hade ser Iliure [Lema 5). Per tant, si el grup de deck-transformations no
éstrivial, ésisomorf a Z. Finalment, per un conegut resultat d'espais recobridors, Tl (M)
és isomorf al grup de les deck-transformations i en consequénciaa Z. |

Diguem (f) el generador del grup de les deck-transformations. Distingirem dos casos,

segonssi (f> és unatraslacié o no.

(1) Primer cas:

S (=xy) =[x, y+B)

Per la Proposidé V.I4, com que no hi ha camps de Killing tangents (m

V.IS), tindrem A~ = A" i té dimensio 1.

O a

Es ciar que la varietat és topoldgicament un cilindre, que les J-fuUes en son les

. . 4 . .
generatrius i les | -fulles seccions circulars.
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(I1) Segon cas:
S <Pxy) = X+ A, ye't +B), A #O

Per la Proposicié V.14, és ciar que Q" = 0.

Sigui
kB
X=0z+ (1——é—'~7 —ky> dy

Com que X és combinado (a coeficinets constants) de dy i {dx — kydy), d'acord
amb el que hem vist at), X E Q.

La corba integral d'X per Po = (&0, |/0) és

—kes B \ B
%, (s) = (2o s, €\ — 757 ) 4 1—etA
/

Es comprova facilment que

("HPO) = . «PO-

Per tant, X donaun camp aM i dmQ — 1,

Com que cap /" -fulla pot tefiir punts de la mateixa fibra (respecte de |'acci6 de
. 1 ,
(f>), les 7 -fulles mai no sOn compactes.

La unica JfuUa compacta seria la projecci6 de la Jfuva

B
y = 1 efcA
(s és que aquesta fulla pertany a M, cosa que no té perqué succeir si M = Rx (c, d)).
Observem que el camp X és tangent a aquesta fulla, com ja sabiem per 1V.10.
A mes, totes les J-fulles son adherents a la fulla compacta, si existeix, o son

denses en cas contrari. Les fulles transverses tallen infinits cops cadascuna de les
J-fulles menys, si de cas, la fulla compacta, que només la tallen un sol cop. |

Si comparem el Teorema anterior amb V.13, ens adonem que quan la varietat és una
superficie amb recobridor universal del tipus A, només son possibles els casos A2 i A3. El
cas Al no es pot donar perqué és aquell en que es redueix només el nonmbre de camps

de Q*, que aqui és zero d'entrada. A4 tampoc es pot donar si exigim que la foliacid sigui
transversalment orientable.

Donarem ara nous exemples en superficies deis casos esmentats:
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EXEMPLE V.26: CAS A.

Trivialment, n'hi ha prou amb considerar el pia foliat per rectes paral.leles a I'eix OX,

amb la métrica
2 2 2

ds =dx + erdy
(i.e., un model del pia hiperbdlic).

EXEMPLE V.27: CAS A™.

Considerem la pseudoesfera, i.e. la superficie deR® parametritzada per

rv
x{u,v)—-— (e" cosu, €' sinti, / Vi —é&\" d\}
\ Jo J

amb la métrica induida per I'euclidiana de |'espai.

Lafoliaci6é de la pseudoesfera per les generatrius {u = constant} és totalment geodésica.
EX ..
Les J -fulles son els paral.lels de la superficie de revolucio6.

L'anic camp de Killing que respecta la foliacié (de fet, I'Gnic camp de Killing) és du,
que és normal alafoliacié.

Tenim, dones, un exemple del primer cas de V.85, iii).

EXEMPLE V.28: CAS A3

Considerem

v —RXR Mo RX{pi}

0n<f/>ix,y) = /{x + 1, ye'\'g,

2 2 2
amb la métricainduidaper lade R* : ds =dz + e&%“dy |,

Correspon, amb les notacions de V.14, a una isometria amb K = . Per tant, 9" = 0,
L'anic camp de § (de fet, I'4nic camp de Killing a M) és la projeccié de [dx — ydy)
(que ésrespectat per (f>).

Hi ha una Unica J-fulla compacta, la projeccié a M de {y = 0} . Totes les altres fulles
li son adherents.

(Si enlloc de R haguéssim pres R x (0,00), no hi hauria cap fulla compacta i totes
serien denses a M) .

Tenim, dones, un exemple del segon cas de V.85, iii).
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OBSERVACIO. Tots els exemples anteriors corresponen a superficies de curvatura constant

negativa. No és pas casualitat: provarem més endavant (V11.8) que quan a = constant, la
2
curvatura és també constant i val —a .

Anem pei segon cas anunciat:

TEOREMA  V.29.

Quan JV(a) = 0; pero T{a) # 0;
i) g=g' i dimg<i.
i)
triviai
m (M) =< Z
zez
iii) Si TTi (M) éstrivial,dmg=1
iv) Si7ri(M) ~ Z,
( 1) aés una funci6 periddica (de periode A)
==AN

4
< //) obétotesles 7 -fullesson compactes, cap 7-fullaho ési dimg =1

4
"\ /11) obécap 7 -fullaéscompacta

v)
( ra { dmg—=1
si I af{s)ds=0 = .
Jo Totes o cap 7-fulla son compactes
Enecas///): <
o g=
si I asgds™ O =
L Jo Una o cap 7-fulla és compacta

Vi jSiTmi(M)~"Z2® Z,
{' 1'V) aés una funci6 periddica (de periode A)
N J V) dmg =1

4
, V/) totesles 7 -fullesi totes o cap 7-fulla son compactes

DEM . eee\---
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DEM. D't):

Per la Proposicié V.S4, tenim directament ~ = §" que, altrament, sempre té dimensié
mes petita o igual a 1. |

Com en el Teorema anterior, el recobridor universal ’I\\/IJ sera
Fa 2
M = Rx(c,ii), ds’;;zdx’\ + f dyr, 9,/ =0
Hem d'estudiar-ne el grup G de les deck-transformations.

LEMA V.29.1.
S 3<f>eG, (f)* Id, aleshores:
(1) a és unafundod periddica (de peri‘ode A); i
(2) <f>{xy)

on B

(x +rA, yK'r + B)

A
constant, rG Z i K=e~ ( o <{»)<»<) _ ¢constant.

DEM. DEL LEMA i:

Per la Proposicié V.14,
<f>{xy) = [<f>'{x),Hy + B).

Com en el Teorema anterior, la part tangencial ha de ser unatrzislacié. Posem, per exemple,
<j>' (x) = X + C. També:

f(z)

constant = H = A , —rs Yz
oo nzT) J\Ttvu)

D'on /'(x) =iil/'(x + C) i
a(x) = -{log/)'(x) = -(logH)" - (log/)'(x + C) = -(log/)'(x + C) = a(x + C)

Per tant la funci6 a és periddica. El periode C que hem trobat depén de la isometria que

consideravem; pero com que estem en el cas a © constant, hi ha d'haver un periode minim,
no nul, que anomenarem A.

Sigui h una primitiva qualsevol d'a; VXx:

rzt+ A
gix+ A) =g(0)+ / a{s)ds =
Jo

X rx+ A
= g(0) *
~48{s) ds + J 0(5) ds =
=g{x) + [ afs)ds
Jo
St s
=Ky
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Ki no depén de la primitiva escoUida i per tant, si posem:
(3) ar = e-N'
tindrem
f{x + A) = e-"(M"+N' = e-""N-N = Ke'MN = Kf{X)

Tornem alaisometria 4>-
r da Zconstant C, dones, ha de ser un multiple enter del periode; i.e. C = rA per algin

i@ i@ _ @ _ .. -
[(x+ C) [(x+TrA) KN i{x) N .
OBSERVACIO. Pot succeir que ¢* = Id. Aleshores, e "periode" sera A = O i tindrem

K =1, i.e, unatradadod en la direccié OY. També pot ocorrer que K sigui 1 encara que
hi hagi un periode no nul.

LEMA V.29.2.

Si G té un unic generador, éslliure

DEM. DEL LEMA 2:

Sigui 4> el generador,
<Mx,y) = (x+rA, ykKd + B)

Si A =0, per (3), if =1 i¢ ésunatraslacid, que mai no és nilpotent.
Altrament, fem célculs i:

K—ro
< {XY)=("x + srA, yIC—+ V=TT )

que mai pot ser laldentitat. |
Considerem dos elements de G:
(I>{x,y) = {x + rA, yK- +B) il-(x,y) = (x+sA, yUT""'+1)

Com en el cas precedent, es calcula que

(4) (I>i* commuten B {K* ) =B [K" - I

LEMA V.29.3.

Dues isometries qualssevol de G sempre commuten entre si
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DEM. DEL LEMA 3:

* Si a G hi haunatraslacié en la direccid QY.

Pei Lema V.25.5, totes les traslacions son poténcies d'una d'elles,
X{xy) = [x, y + B)

Qualsevol altra traslaci6 commuta amb x- Si < e G i no hi commuta, ha de ser

<A(xy) = (X + A, yK'A + D), amb rA 2, 0 iJC # 1.
Considerem:
{cf>oxocf>-"ox-"){x,y) = - ={X,y+B{K-"-1))
{4>-'oxo<f>ox-'[{x,y) = --—-={xy + B{K -1))

Ambdues composicions donen traslacions, que per tant haurien de ser poténcies de

X- Caldria
K ez i K ez

que no pot passar si K77 1!

** Si a G no hi ha cap traslaci6é en la direccié OY.

Considerem (f> i ip que no commuten,

(>0 y) = (x+1A YR +B) . Mxy) = (x+SA yiCh +1)
S fem:
{(f>otfyo ()" otiT M) (X,y) =-+-= | xy + B{I-E-')~B{I-K-'z
~—

Com que no commuten, per (4) D ~ 0. Es dir que a G hi hauria una traslacio,
just alié que negdvem a la hipoétesi! |

LEMA V.29.4.

Si a G hi ha unaisometria
4>{x)y) = (X + rA, yK-'+B) amb J # 1,

aleshores G = Z.

DEM. DEL LEMA 4: e e\- .
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DEM. DEL LEMA 4:

A G no hi poden haver traslacions perqué, d'acord amb (4), no commutarien amb
(), contradint el Lema S.

Sigui  ipeG,
tP{X,y) = (s+ sA, yK-' +b) .

(5) r=mi, s=— nt, {t =m.c.d.[T,s) )\ | = mm+ An.
Com que ™ i tp commuten [Lema S) i

nr—ms=nmt — mnt = O,

tindrem:
{ror""ixyy) = - =
= | X, y-r(B{K-'-l)—B{K:l)) TS K‘I~°)A(1": ) =
\ =0, per (4
= {xy)
(6) i.e. o~r-" = 1ld.

Diguem X = <% 0'["™ e G. Esté:

n_ gmn . gmwn B 1-mm _
X" =@ o™ = ™" o =

= ("o )" o = Idoy =1y

¢)

= (Mo {G)-" oxi)")" = (fold = (3>

Per tant, hem trobat un generador comaua.

Aixi dones, G ha de tefiir un Unic generador, que serd lliure {Lema 8). |
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LEMA V.29.5.
Si a G hi ha ujia isometria
<SHxy) = {x + rAy + B) {i.e. KA,
aleshores G=Z 0 GZZ© Z.

DEM. DEL LEMA 5:
* Si a G hi haunatrasladé en la direccié OY.

Podem suposar que " és aquesta trasladd (i.e., r = 0) i, pei Lema V.25.5, que
tota altra trasladé en la direccié OY" és potencia de <> Siguin ¥, i V2 de G,

V'i(a;,y) = (x + SiA, y + Bi), V2(x,y) = (& + 52A, y + B2), 5i7707¢S2
Posem
(7) s = mt, S2 = ni, [t = m.c.d{si,S2)); I=fAim + fAn.
Tindrem:

Vr 002-"")(X,y) =eee= (2, ¥ + nBi - mB2)

gue ha de ser, dones, poténcia de <

) riorIn-" - =4>"
Diguem .
X =90 oy,
Aleshores:
(AT OX TY(X,y) = --.= | X + m(mSi + 7152)-4) y + IiB +m[rA Bi +7nB2 )
=AIPER(7) =Bl -I'l-‘I'ETDER(7),(8) n

= (x + SiA, y + Bi) = T/'i(x,y)

("-"-ox")(x,y) = .- = VI2XY)

Per tant, els grups generats per {<",0i,vV'2} i {0>x} coincideixen.

Aixi dones, G tindra pei cap alt dos generadors, Uiures (perqué son traslacions
de vectors independents) i que commuten.
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** Si a G no hi hacap traslacié en la direcci6 OY.

Si ha G hi ha dues isometries
iniixy) = {x + SIA, y + Bi), 7p2ix,y) = (X + S2A, y +B2), Sin0j~S2,
posem,coma(*).
S = mt, S2 = nt, {t = m.c.d.[s, S2)); | = mm + An.
Tindrem:
(% 0n--)(any) = eee = (2, y+nfin - mBA)

Com que no hi ha OY -traslacions, cal que nBi — tmBqg = 0.

Aleshores, diguem
Com al Lema 4, obtindrem

AL = i r2=

i dones hi haun Gnic generador: G = Z. |

DEM. DE n):

Es evident deis dos Lemes anterioi®. |

DEM. DE ni):
Evident, |
DEM. DE iv) | v

1) sha provat al Lema 1.

Si les isometries de G son traslacions en la direccié QY, per V.4, dm§8" = 1. També
és obvia l'estructura de les fulles que s'indicaa/ /) .

Si no hi ha a OF-traslacions, és ciar que cap J'*-fulla és compacta (///)).
D'acord amb V.14,

Ne =0 7¢ 1, Visometriade G
i si tenim en compte la definicié de K (Vd (3)), obtindrem les dues possibilitats que
sindiquen a v) per a Q.

Quan totes les isometries de G tefien X = 1, les 7-fulles seran totes (o cap) compactes
segons si a G hi ha OX-traslacions (o no n'hi ha cap, respectivament).

Finalment, si K~ 1 per a les isometries de G, la discussi6 sobre les J-fuUes és andl oga
a la de V.S5 iii). |
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DEM. DE Wi):

IVV) ho hem provat al Lema 1.

D'acord amb la demostracié del Lema 5, cas *, totes les isometries de G tefien K = 1 i
per VJ4,dimg" =1 (F)).

També hi hem vist que a G hi ha d'haver traslacions en la direccié QY, per tant les

L
I -fulles son circumferéncies. Pei que fa a les J-fuUes, seran totes (o cap) compactes
segons si a G hi ha OX-traslacions (o no n'hi hacap, respectivament) (FJ)). |

Comparem el Teorema anterior amb V.12 i V.IS. és ciar que quan la superficie és
simplement connexa (o bé, el recobridor universal), correspon al cas B; mentre que en
general, ara si, es poden donar tant el cas Bx ( apartats iv)ll), vi) i, de vegades, iv)lll)
del Teorema), com el cas B2 (apartat iv)lll), de vegades ).

Com anteriorment, donarem mes exemples, en superficies, de tots aquests casos:

EXEMPLE V.30: CAS B.

Considerem I'helicoide, i.e. la superficie simplement connexade R3
X («, Vv) = (ucosu, usinu, v)
amb la métrica induida per I'euclidiana de I'espai.

L
Lafoliaci6 definida per les rectes {v = constant} és totalment geodésica. Les T -fulles
son hélixs.

Calculant, s'obté

—u
a= —
1+« *
L'algebra Q = ¢g" esta generada pei camp dv.
EXEMPLE V.si: CAS B~
Considerem
M=:j", I~ ‘ N (B{xy) = {xyH),

2 2 2
amb la métricainduidaper lad'R* ds =dx + ("€ + e~-*) dy
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Aqui, amb les notacions de V.29,
e-—I —_ ‘,:C

a=— N, A=0 K=1

e + e

El camp TT. [dy] genera |I'dgebra deis camps de Killing que respecten J.

Es, dones, un exemple del cas V.29 iv), 11).

EXEMPLE V.32: CAS Bi.

Considerem

M—R’)\(R 7’\Rxf—}ﬁ—<{pi’}’\(x y)>s(4<+27r y +S)
- . ’ ¢ ] ’ - y y
2 2 2
amb la métrica induida per lade R : ds =dx +eMr'"°'*ciy
Calculem a = —(log/) "' = sinx. Es perzipdica, amb periode A = 27r i

- inzd
K=e¢ oszz::eozl

<f> respecta el camp dy que baixaa M i dona un generador de 8.

Les fulles transverses és ciar que no son compactes. Pei que fa a les J-fuUes, ho son
totes si B = 0; altrament, cap ho és.

Tenim per tant un exemple de V.29 iv), Ill).

EXEMPLE V.33: CAS B2

Considerem

R xR A Rx{pi.} S 1.A
M Aoy ™ \ on<A(x, y) = (x + TT, ye'™),
p 19}
amb la métrica induida per la de R™ : ds' = dx" + e™M" 2x-2x)¢y2n
2
En aquest casresultaa = —(log/)' — —2e0s2x + 2 = 4sin X, periodica, amb A = TT; i
f21r 2
/ 4sin 2xdx=2r /A O
Jo
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Com que (f> no respecta el camp dy, tindrem ~ = 0.

No hi hafulles transverses compactes i |I'Unicafullacompactaés la que s'obté en projectar
{y =0}. (Si haguéssim pres R x (0,00) enlloc de R", cap fulla seria compacta).

Correspon, dones, al segon cas de V.S9 iv), IIl).

EXEMPLE V.34: CAS Bl

Considerem el tor a R"
x{u, v) = ((reosu + b) eosv, (reosu + b) sinv, sinu)

amb la métrica induida per I'euclidiana de I'ambient.

Lafoliacié que té per fulles els meridians (i per fulles transverses els paral.lels) és total-
ment geodésica.

=—-(log/)' = -(log(cos« + b)) = —ALAA-

?

eosu+o
és periddica, de periode 27r. Calculant, s'obté K = 1.
L'adlgebra 8 esta generada pei camp dv.

Aquest exemple correspon a V.S9 vi).

Finalment, aprofitarem algun deis célculs anteriors sobre deck-transformations per donar
un resultat en lalinia deis d'Oshikiri i Johnson-Whitt sobre camps de Killing que respecten
foliacions. Demostrarem que en el cas warped product tot Killing respecta lafoliacid, menys
quan la superficie és simplement connexa i de curvatura constant i negativa.

PROPOSICIO V.35.

En jesfoliacions sobre superficies, cas warped product:

i) si Jasuperficie és ssmplement connexa i de curvatura constant i negativa,

hi ha camps de Killing que no respecten 7\

ii) altrament, tot camp de Killing respecta la foliacio.

DEM.: o e\
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DEM.:
i)
Sigui M simplement connexa, i.e.
2
M =R X {cd), ds =dx 2+ f - fy?2, dyf = O.

Veurem a VII.IS que l'expressidé general de / quan la curvatura és constant i negativa

(igual a — f% , per exemple) és:

f[x) = Ae'" + Be' AB constants> O

Es comprova que el camp

2

X= {2Aky) dx+ ("e"' - {Akf y €'~ N

és de Killing i no respecta la foliacio.
** Si A =0:

També en aquest cas, el camp
X={2Bky)dx+({Bkf W-"A-emAN

és de Killing i no respecta la foliacio.

el SIAy*O"B:

Es pot vem-e que els camps
X = (M, BA'="AA &+ M2 6-A'="AN) dx

_ A___N {Aell "o Be_ll/\) (M I g/\vV/ZS" _ A—2ky\/TFA N

son de Killing i, s Mi ~ O o M, ™ O, no respecten la foliaci6.

Veurem que si hi ha algin camp de Killing que no respecta la foliacio, la superficie ha
de ser simplement connexa i amb curvatura constant negativa.
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Pei que sabem, el recobridor universal és

o~

M = Rx(c,d), d" = dx' + ' dy\ dyf =0.

Sigui X = [adx + (3N) e (i(M) \ §). D'acord amb I1.5:

(D) a = a{y) N constant, Py = ~f"a, f/I3N-fA0 = -ay

Derivem a (1):
(2) = -af,., - iy = -CCYY .
D'(I)i(2):

Per tant, com que / només depén d'i i o: només d'y, en |'obert U en qué a #O (obert
que ha de ser del tipus C/ = R x ..., ja que a no depén d'x),

(3) ffAn - A = =k = constant

N

a

Estudiarem I'equaci6 (3), distingint si k és O, positiva o negativa.
1) CasA =0

Aleshores,
T{a) = a (a = -(log/)" = .-=-7~=0
Per tant, a = constant.
Per altra banda, també de (3):
afy) = my+n m,n constants, m~O

D'acord amb el Teorema V.25, si la nostra superficie no fos simplement connexa,
hi hauria una deck-transformation a M

<A(Xy) = (X +A, ye-"N A 0B "O.

Es ciar dones que ao<j) ® a; com a=< X,T > i " és unaisometria que conserva
el camp T, aix6 voldria dir que 4> no respectarla X.

Per tant, si hi haalgun Killing que no és de », no hi ha cap deck-transformation.
Estarem dones en una superficie simplement connexa.
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. . 2
Veurem a VIL12.1 que en aquest cas la curvatura és constant i val —a .
I1) CasA <O

Provarem que, com que lafuncidé / mai s'ha d'anular, aquest cas no es pot donar.

Posem, per comoditat, h = sZ—k. Hem de resoldre

(3) ff* -{f'f=-h" ¢ = 1)

(4) Fem el canvi: u=f"

Derivant (3): {/')”~ =uf + h™ i substituint (4) s'obté

uf = Off , on ¢ = /"

(6) ie f{u-uf) = 0

Si /' s'anulés en un obert, contradiriem (3). Per tant, de (6),

(7) u—uf =0 (arreu d'1J, i.e.. Va) ==> u = cf, Cc = constant.

* Sic=0

De (7) i (4), tindriem /" = O i / s‘anularia en algun punt!! (/ ~ constant, si no
la foliaci6 seria bundle-like).

** S 00
Substituint a (3):
f = zxscr+h’

i (si posem, per comoditat, C = /c), integrant:

que també s'anula en algun punt !!
**%* Sic<0
Resolem I'equaci6 diferencial, analogament al darrer apartat. Diguem C — VA
f{x) = ~ sm{C = Cx)
que també s'ha d'anular per algun valor d'x !!

Per tant, el casIl) no pot donar-se.
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1) Cas A >0

(8

*

* %

* k%

Resolem (3) pei que faa a:
a = Ce/\A/\ + J'De_A/\'/\

Si la superficie no fos simplement connexa, hi hauria deck-transformations, que han
de ser (ens trobem evidentment en el cas r(0) # 0; N{a) =0):

(f>{x,y) = {x+rA, yK'* +B) (Vd V.29)
Hem d'imposar, com abans, ao” = a

Si a(8 C o D son zero, aix6 només pot passar quan K = | i B = Q\ pero
aleshores N seria una OX-traslacioO, totes les fulles serien compactes i tot Killing
respectarla la foliacié pei Teorema de Johnson- Whitt.

Suposem, dones, a (8): C=1, D~ 0. Hem d'imposar

eg\/z +De—y\/: — e(yK_'+B)\/;+De—(yK—'+B)\/;c_

gue només té solucié si K~" = —1 . Pero aix6 és absurd, perqué K és sempre
positiva, d'acord amb la seva definido (cf (3) de V.29).

Aixi dones, si hi hacamps de Killing que no respecten |, M ha de ser simplement
connexa. Veiem que aleshores la curvatura és constant i negativa.

Resolem (3), pei que faa/, comen el cas Il) (ara posarem h = y/—k). Obtindrem
també u = cf.

Sic = 0
Com all), / sanularia per algun valor d'x !!
S OO
Substituint a (3):
r = zyjcf'-h’

i (s posem, per comoditat, C = \/c), integrant:

/(X) = <-l(e/\/\/\_/\/\_'_/1:0/0/\/\/\_*_/\)
Veurem a VIl.12.1 que la curvaturaval — /" //< En el nostre cas:
/II
curvatura = ——f = eee = — <0

Sic<O0
(3) ens donarla
f = #yjcfr -h'-

que és absurd perqué la rei és imaginaria !! |
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OBSERVACIONS.
(1) La curvatura mai pot ser constant i positiva, com provarem a VII.II.

(2) Quan la curvatura és zero, la foliacié és bundle-like (Vd VI1.9). També en aquest
cas, és facil veure a partir del Teorema 111.23, que només hi ha camps de Killing
gue no respecten la foliacio si la varietat és simplement connexa.
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Capitol VI

FOLIACIONS TOTALMENT GEODESIQUES, NO BUNDLE-LIKE,
DE CODIMENSIO 1: CAS «NO WARPED PRODUCT"
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Farem un estudi de |I'dlgebra Q andleg al del capitol anterior, en el cas en qué el recobridor
universal no és un warped product, o, el que és el mateix (Vd V.S), quan no hi pot haver
cap camp de Killing (ni tant sois al recobridor universal) ortogonal a lafoliacio.

L'adlgebra J que hem definit al capitol precedent no té interés, perqué la seva dimensi6
i la de 5 veurem que coincideixen. Per tant, I'estructura de Q queda determinada per les
de Q* i M. Ladimensi6 de 8 I'hem afitada a 1VV.8 i ens resta només per estudiar lad')/.
Per fer-ho, ens caldra construir una base prou bona de |'dgebra Q.

Com que per afitar superiorment dimensions n‘hi ha prou amb fer |'estudi al recobridor
universal, treballarem alli directament i n'aprofitarem |'estructura que li hem vist a I1.2.

PROPOSICIO VLI.

A M, sigui 7 una foliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensioé 1. Suposem M simplement connexa, no warped product,

2
M = I/XR, dif =dd + f dt», dtfyiQ.
Aleshores, hi ha una base {XiX~,X* +1,...,Xj~} de Q, amb X, = Y; + Kdt ,
tal que
i) {Xi,...,X,} ésbasedeQ*; i{A, +1,...,Ajv} ésbasedM.

h Y

(En particular’., =eee="_ =0);

ii) {Yi,.,Yff} és una subalgebra de dimensi6 N dH{L).

(En particular, dones, dimJ = dimQ).

DEM.:
i)
Prenem una base qualsevol, {Yj,..., } del'dlgebra Q* i posem
X' = y' ’ VC I! 1m
Sigui també {A”™ +1,...,A//} unabase de M. (Recordem que hem vist a |1.9 que
dmQ = dimQ* + dimU i que hi ha un epimoriisme natural de Q sobre U). Existebcen
dones
Xy = (Fy + Ay) G ™, jrm+1,...,iV.
Provarem que {Xi,..., X"} ésunabase de Qi
N N N
(1) Si 0=5];fc,X,=~fc,F,+ N feyAy,
«=1 i=I i=m+1
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hauran d'anular-se tant la part tangencial com la normal.
Les {Ay}'5 eren unabase, d'on

=4> A, +i = =k =0

Aleshores (1) dona

m
o= Y2V Al ="ee=_ =0, perquéles _*.." eren una base.
t=1

Per tant, efectivament, hem construit una base de .

i)
Jasabem per 11.6i 11.81 que {Yi,...,Fy} és unasubagebrad'¢(L). Veiem dones que
les {Y}'5 son independents:

(2) Si, per exemple YN =i fery,

posem

X =: | Xy —&k;X;J €g
\ =1 /

Substituint (2) a la definido d'X, trobariem que només té part normal; perd com estem
en el cas no warped product, M = O, per tant, X = O.

En particular, pei que fa a la part normal:

iv-1
O=X}f — ~ KXj => kMi =«..= AN _j =0

y=m+ 1

perqué hem vist ai) queles {Aj}'s eren independents. Tornant a (2),

tn

YA = YAKYIi i pertanyeriaa~*

»=1
pero aleshores Ay = XA — Yv ~ g, absurd perqué no hi pot haver cap camp de Killing
normal.
Aixi dones, els {Yj,..., Y~} efectivament son independents. |
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El Teorema seglent és lI'equivalent a V.S, pei que faaladimensio de Q. Suposarem que
tot camp de S\ S* , si és tangent a una fulla Lo, no ho és a cap altra d'un entorn prou
petit de LQ.

TEOREMA Vi.2.

A M, sigui 7 unafoliacio totalment geodésica, transversalment orientable,
decodimensi6 1, en qué el recobridor universal no és warped product

Aleshores, dimU < 2.

DEM .:

Lafarcm al recobridor universal. Prendrem, dones, la base de la Proposidé VLI.

Si ;/ 7¢{ 0} ,sigui U I'obert
t/=:{iGR I A/, » 0}
Definim, Vi; G C/, el subespai vectorial de Q
M., = {Xeg 1 X és tangent alafulla {t =i.}}

A partir del Lema 11.8.1 és facil comprovar que X,, és unasubalgebra (propia, perqué Xy
no hi pertany) de g.

LEMA VI.2.1.

Vi, G U, dimXt, =N-1.

DEM. DEL LEMA I:

Definim, per rG {!,...,m}, Z™ =N (=X)
i per 5G{!,...,iV—m-/1},

7iD___\y  TAme iy a o

e =T () )X"

= (= G ) %)+ 0= (555657) %)
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Tal comelshemconstruits,Z ~ P6t,, Vj:1,...,iV-1.

N —
Si 0=Xifc,zf =
i=1
N-1 "N -m-X :
Am N
- kv 3 kT(E(TZ) Vit
y=i \  »=i AN
OV -m-1
e )
Kpwo [ Ay, — [ 2=te Xl )y ot
* ( Z * ( ’ ( Aw (t:) N ’
s+ 1
comqueYj,...,1V son independents, tindrem kx = « « « = fcr -1 =0.
Per tant, Zl(i), .., ML N son independents.
Hem trobat, dones, N — 1 camps independents a ~t,. Altrament, M{. ha de tefiir

dimensié menor que N perqué sino coincidiria amb Q. Per tant,

dmHt, =iv -1 |

LEMA VI.2.2.

Si N-m>2_, aleshores 3 U ” iy ialsque Mt, D Mt = 5*,

DEM. DEL LEMA 2:

Evidentemnt, n'hi ha prou amb veure lainclusi6 C.

Suposem que Z L A\ "GMt.,onr€{l,-..,iV-m—1}.Caldriaque

N .
@) 2 =) k2 =

s==x1

‘N _-m-l / A +1(; g
+ ; ’\m+|\l Am +1A//m) I

Si ho comparem amb ladefiniciéde Z \ ~ |, ~:

r

T Am r t,' / Am , ti
(2) Zr(n?{*r: m+r“(“A_Vv.t(—|,(:)')') YV+(\Am+r—A// + ( ))at

101



de (1) i (2), comque vi...vi~ sbdn independents:
————
Ki = e e e = ANN. T e e e = kjtj -1 = 0

km+r — 1

Xm + rfti) __ _ A»-r 1/\] )
Av (t:) Aw (25)

LN
(%)
Veurem que (3) no es pot donar, localment, percap r E {1,..., N — m — 1}:
R S .
Ssi A~ JAC fos constant, igual a k, en un obert,

N

el camp X = (X~ -r — k X~ ) E Q seriatangent alafoliacié en un obert, contradint
una hipdétesi inicial. Per tant podem trobar un punt ;o tal que

!

Vi€{l,.. . ,iv-m-1}, ’Xm”)(io)?Ao.
An
Apliqguem el Teorema de la funcié inversa ales funcions
An+r
—_, r E{U...,N-m-1}
A

en un entorn VdeiQ i deduim que laigualtat (3) no es pot donar per cap parella de punts
ti # iy deF. '

Per tant, X,, n X, =5, ViG F |

DEM. DE VI.2:
EscoUim i,-,iy que verifiquin laigualtat del Lema S. Aleshores:
N > dim [Mt, UM{.) = dimMt" + dimXf. - dim{Ut, n Ut") =
= N-I + N-1-m=2N-m-2
=" 0>N-m-2

=N dmM =N -m<2 |

OBSERVACIO. Si dimM = 2, es verifica que (notacions de VLI):
{Ym-l-l, Ym+2] # 0

(que no succeia en el cas warped product, on un deis dos camps era nuij, ja que, en cas
contrari, d'acord amb €l Lema IL8.1, tindriem

[Xm+i,Xm+z]: [)\ﬁt 1K+ ’é]O (Am+1, A, +2 independents)

i hi hauria camps de Killing normaisa laioliaci6 !!
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Un cop afitada la dimensi6 d'i/, podem concloure, dones, que

COROL.LARI VI.3.

A M, sigui 7 unaFoliaci6 totalnaent geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1, en qué el recobridor universal no és warped product.

Aleshores, dmQ < *n{n — 1) + 2. (On n ésla dimensi6 de lafoliacid.)

DEM .:

N'hi ha prou amb tefiir present els resultats de 11.9, IV.8 i VI.2. |

Donarem tot seguit uns quants exemples, per a les diferents dimensions possibles d')/.

EXEMPLE VI.4: dim}i = 2.

Considerem

M=B,~ xR+ X R, JA"R- X R+,
2
P dxz dyz - I \ 2
amb la métrica st =—5- +—5 + {——) dt
y y \e' ~Xj

Es ben conégut que els camps de Killing de les fulles estan generats per

2 2
{dx, xdx +ydy, [x —y )dx + 2xydy}
Cap d'ells verifica Yf = 0, per tant §G* = 0.

Tantmateix, els camps
Xi =dx + e~'dt i X2 = xdx-j-ydy + dt
verifiquen totes les condicions de I1.6 i son de §.

X tégeneradors { e~*, 1},

OBSERVACIO. La varfeiat de I'exemple anterior no és completa (les fulles son la meitat
d'un semipla de Poincaré). Si volguéssim completar-la per a tots els valors d'x, podriem
extendre la métrica a

2 doo d‘z(j2 .2
ds = >t —= di (x> 0)
y y

pero aleshores Xi deixaria de ser de Killing. Seria un cas amb dmQ = dmU = 1;

g ={X:}.
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EXEMPLE VI.5: dmM = i.
Considerem
R2
M = X R, 7~R2 X {pt},
2
amb la métrica dsh = dxM +dy'" +e-2(-«mt+y eostd§ n
Un camp de Killing a les fulles, arbitrari, és
Y = {a+ cy) dx + {h- cy) dy

L'equaci6é (Vd 11.6)
Yf = -d,[\f), on \ = \{t)

té per soluci6 A =c¢;, o=6=0.
Tenim dones, Q = {ydx — xdy + dt}\ dmg = dmM = 1 i 5 = {0}.

EXEMPLE VI.6: dmM = 1.

Considerem
M=RA X R, J<M RN X {2pt.},
amb la métrica ds® = dx -\-dy* + ¢ (UM
Com que la métrica no depén da;, tenim que dx G g

De dyf = dif, deduim que dy — dt E Q.
Es comprova facilment que no hi ha mes generadors de Q. Tenim dones dim"*

dmM = 1.

EXEMPLE VI.7: dmM = Q.

Considerem
M =R X R, J~AR' X {pt},
2 2 2 »
amb la métrica ds =dx +dy + er'''dt
SiY = {{a + ¢cy)dx + (6 - cx)dy) E i{L), I'equaci 6
-d,{Xf)=Yf, ambA = A(0)
dona

{fa-b + c{x + yNtf = (A(y - x) - A)
que té soluci6 A =c=0; a=h.

Per tant, g = = {dx + dy}.
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Tot i que, en principi, en el cas no warped product la dimensi6 de I'dlgebra M pugui
arribar a ser 2, aix6 no és pas el mes corrent. Sovint aquesta dimensié només val 1 (per
exemple, per 1V,9, quan lafoliacié és afulles compactes). Donarem a continuado un altre
cas en qué podem assegurar €l mateix:

PROPOSICIO VI.8,

A M, sigui 7 una foliacié totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensio 1, en qué el recobridor universal no és warped product.
Sigui Xeg tal que <X, |V>7’\0 arreu d'M.

Si M és compacta, o alguna 7 —fuIIa és compacta,

aleshores dimH = 1.

DEM.:

Posem X = (X* -\- PiN) e 9, amb 0"0O arreu per hipotesi.

Evidentment, 2 > dmH >_1. Si fos 2, hi hauriaun camp Y = (F* + /"a&"T) e Q, amb
Pi, P2 independents.

Elevemm X,Y a camps del recobridor universal ’I\\/I/
)?AX' +’;(idt, Ai7¢0arreu; ’\\’("Y' +X/dt.
Si pi ,P2 son independents, també ho seran Aj , A2 i generaran H . Per tant:
1) [A2, Al}= A2 Al — A2 AF=— m AKTI Xq
Donats pe M, p'e #~~(p) arbitraris, tindrem
{,52) _N(ﬁ2 - (Az\:
Ui M)7
@) _ (L XX ;X"\’\A r>/mA|+nA2\
\f Ax \ }"'
Si M (o alguna fl—fulla) és compacta, la funcid (que esta definida arreu d'M
perqué Pi mai s'anula) ha de tefiir un maxim, 91, i un minim, g2. Per (2),
0=mAi(§;)+nA2(§;), t: 1,2
Com Al nosanulamai,si n=0Otambém=0i Ai, A2 no serien independents. Si n * O,
es té:

Ag m A

2(G)=-"=22

Al n Al (%)
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i, analogament, , . valdriael mateix a ¢; (que és el maxim) i a g, (minim) i seria
constant, contradint Iasuposadaindependeﬁciadeo 2,0i

Aixi dones, la dimensi6 d*M ha de ser 1. |

OBSERVACIO. Aquesi resuitai generalitza parciaJmeni un d Oshikiri (Vd [Os I1]) on es
prova el mateix; pero només pei cas en qué la varietai és compacta.

Quan la superficie té un recobridor universal warped product, €l resultat segueix es-

sent cert (Vd V.7) i, encara mes, també es verifica quan Jafoliaci6 és a fulles compactes
(vd 1V.9).

Per cert que en Vesmentat article d' Oshikiri, en el ReEm ARK final, sJii diu quel'existéncia
d'un camp de Killing en les condicions del de la Proposicié anterior fa que la foliacié sigui
bundle-like. Aixd no és pas cert; € tor del'Exemple V.34 n'és un contraexemple.

En superficies, hem distingit quan N{a) = constant (i.e., cas warped product) i quan
no ho és. En aquesta darrera possibilitat, podriem considerar per separat segons si T[a)

fos zero o no; pero veurem {Proposicié VI.IS) que el cas T{a) = O » N{a) no es pot
donar.

Aquest fet no es pot generalitzar de manera evident a dimensié arbitraria. El primer
problema és que no hi ha un equivalent global per a la funcié a. Donarem dos resultats
que en certa manera generalitzen el que hem esmentat en superficies. El primer d'ells
substitueix el paper de la funci6 o per < VffY,N > |, per tot camp Y € J (F/.9). EI
segon fa referéncia a quan la base de 11.4 és global i les funcions {a,}'5 faran el joc que
corresponia a a {VI.IO).

PROPOSICIO V1.9,

A M, sigui 7 una foliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensio 1, en qué el recobridor universal no és warped product.

Donat Y elJ,

s es verifica Y <vNYN >MO, aleshores N <vNYN >=0.

DEM .:

Considerem €l corresponent X ~ {Y + PN) € 8 Per 1V.4,
(1) 0 = X <VAY,N >= PN- <VAYN >
Sigui U I'obert

U =:{peM\N <Vr,Y,N >"0}.
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Si U no fos el 0, tampoc ho seria |'obert
VCU, V  ={qGU\Y,"(}.
Considerem la distribucié D de dimensié 2 que defineixen {Y,N} a V. Apliquem IV. 1:
0 = [XN] = [Y,N] = -{N/3)NeD

per tant D ésinvolutiva.

Si ™M és una varietat integral de P, el camp Y defineix una foliacié J a M.

Per la definici6 d'iJ, d'(I) es dedueix que X" = Y~Au ; per tant Y és un camp de Killing
a la superficie M i dones k foliacié J és totalment geodésica. Com que té camps de Killing
tangents {Y), per 111.18, T hade ser bundle-like.

Apliquem I111.6\ si 'V és la derivado a_M,

O =<VAN)YY > = <VAYN > = <VtY,N>

i aleshores

0=iV <VjvF,F >, aM CU,
que contradiu la definicié d'E/.

Aixi dones, ?7 = 0. |

pPropPOsiciO VI.lo.

A M, sigui | una foliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1, en qué el recobridor universal no és warped product.

Sila base {Xj,...,X,} de 114 ésglobal i V¢, VZ GT{1), Z(a.) = O,
aleshores, s hi ha algin camp X € {9\9*), es t& |j Vjy N\ = constant

DEM .:

Sigui Z e T (/); aplicant I'hipotesi:

(1) Z(|VyN|)= 2

n

2
E a, =0
$=1

En particular, tenint en compte IV.S, (1) aplicat a X = X* + Xdt ens dona que
o = x([[vMAr]]) = Aa.(llvriv]])
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Arabé, si admetem com a VI.S que un camp de * \ ** no pot ser tangent a la foliacié en
cap obert, tindrem que lafuncié6 A serd no nula en un conjunt dens. Per tant,

(2) a.(|]|lvriv])i) = o

Aixi, d'(1) i (2), deduim que |[|Vi/-Ar|| = constant. |

OBSERVAGIO. (A tall dexemple).

S ens fixem en VExemple VL5, hi trobem que
|l ViviV]||=...=1=constant

i hi ha camps de Killing no tangents que respecten la foliacio.

En canvi, en VExemple VL6,

HVy Njl=---=|cos(y + )\ ~ constant;

i en VExemple VI.7, _
IVy Nl =--+=11ty/2 ~ constant.

En cap deis dos casos no hi mes camps a Q que els de M*.
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Cas en qué dmM = 3

Un altre cas en qué la dimensi6 de |'dlgebra ¢ no pot assolir el maxim establert és quan
la varietat té dimensié 3. D'acord amb el Corol.lari VI.S, Q podria arribar a tefiir, en
aquest cas, dimensié 3; tantmateix provarem que, si la varietat és completa, no pot ser
mes gran de 2. (Alié que fa diferent aquest cas és que si s'assolis el maxim, 3, a partir
de VI.1 es deduiria que les fulles haurien de ser de curvatura constant i, per tant, sera
suficient veure qué succeix en aquestes circumstancies).

PROPOSIGIO VI. 11.

Sigui M una varietat completa de dimensié 3; 7 una foliacié a M,
totalment geodésica i transversalment orientable, de codimensio 1,
amb recobridor universal que no és war ped product.

Aleshores, dimQ < 2.

DEM.:

Farem la demostracié al recobridor universal. Tal i com hem comentat, només hem de
veure que la dimensié de 8 no pot ser 3.

Si fos 3, tindriem, per VI.l:

(1) dimg® = 1, dmM = 2, i dimi{L) = 3.
Per tant, I'dlgebra de Lie deis camps de Killing a cada fulla té dimensié6 maxima; aixi és
que la J-fulla standard ha de ser una superficie simplement connexa de curvatura constant.

Distingirem tres casos, segons la fulla sigui el pia euclidia, I'esfera o el pia hiperbdlic.

M =R""xR, ds® = axM+dy™ N ' {x,y,pdt"
Sabem que 5* té dimensid 1 i, ames, és un ideal de Q {I1.8). Sigui

AN = Yo =: (co + A9 dx + {bo - cox) dy}



Si y=(a+cy)dx + (6 — cx)dy £ J, caldra que

mFo = [*05"] = e e« = (c60 - bco)dx + (OOQ — cao)dy

N | m(AO + @ y) = cbo - bco

( m[bo — Co x) = aco — cao

Distingint casos:

* si @ 7 0:
.V f GBN — bCo C
{20 ~ \ °e =N = —Yo =" dimg =1
tac, = cao
** s5i @ =0:
(2) |/\«O:C6O VAN NNNN N N NN /\.I\/\/\2
(. m6o = ~cao
M =S xR, (¢5” =d(F)™ +cos” </(i5™ + {(f>,et)dt"

(parametritzem S : (eos”™eos0, eos<”sin5, sin0) )

Com que els camps de Killing corresponen tots a rotacions de |'esfera, podem
suposar sense restricciéo que * = {36}

Sigui y e J arbitran,

y = (asin0 + bcos9)d(j) + (c — atan”cosfl + 6 tan®sinfl)""

Tindrem, com abans:

mdO = [dd,Y\ = = {acose - bsme)d<f)+ (a tan<”sin0 + 6 t&n(j>cose)de

Caldria, dones, que a=b =0 i aleshores g = ¢g"' tindradimensio6 1.

Il ss ~ =0, també dimg < 3.
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iii)
2 2 2 .2 2
M=R"XR, ds =dx -\-edy +f {xyt)dt .

SiguLa Y E J arbitrari; i Yo un generador de Q*,

a .
Yo = (60 + 2co y)dx + (oq - ¢oy + Co (e"'"'* ~ 70) v;

r = (6 + 2cy)ax+ (a-6y + c(e-"" -y")) "y

Com sempre:
mYO:[YO,Y] = (YY) =
= 2 {(coo - aco) + y{bco - cbo)}dx +

+ {{abo -bao) + 2y{aco - cao) + (e~"' - y'") (6co - c60))ay

m6o = 2 (cao ~ 0co)
(3) = 4§ mco =bco —cbo
mao = abo — bao

Distingim casos:
* 9 a0 =0
(3) =i a=0, VyGJ =~ dmg < 2
** g ¢0=0 i o0 "O:

0 co=¢c=0 VFelJ="d¢im"=<2

@ = Vo Y:ZC—YO — dim§ =1
0

*** § co=0 i Oy, 607.0:

(3 => ¢=0, VFGJ =i> d¢m5 < 2

***%* g a0, 60, Co 770 :

Podem posar, per exemple, 60 =1 . Operant a (3) s'obté:
1
2 \[ao Co
{ (1 +4ao0Co)(cao - aco) = O
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'si4Go Co #1 =~ Y = bYo dmQ =1

.

= b & --200C.
2a,
Prenem 3 camps de J arbitraris:
T : 0-0 1 Co
Sl 4ttoco =1 » 2
a-dag ¢ _
= a 2ao0 c =0
2
a, a'—4au CI c'
200
{ [ =" dimQ < 2

Aixi dones, sempre tenim que dimQ < 2. |
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Cas en quédmM =2

En & que resta ddl capitol VI, considererem que la varietat M té dimensié 2 i que la
foliacid 7 és totalment geodésica i de codimensio 1, i.e., és un fiuxe geodésic. Suposarem
també 7 orientable i transversalment orientable; T i N donaran una base ortonormal de

x{M), TeT{7) iNeTi7)\

En aquestes condicions, tenim definida globalment la funcié a ==< [T,N],N >. Com
véiem a V.S, que € recobridor universal de M no sigui warped product equival ala condicié
N{a) ™ 0. Aleshores, distingirem dos casos, segons si T{a) = 0; o bé T{a) ~ 0.

Pei primer cas, resulta que no hi haura cap camp de Killing que respecti lafoliacio:
PROPOSICIO VI. 12.

En aquestes condicions, si T{a) = O,

aleshores, Q = 0.

DEM .:

Suposem €l contrari. Sigui X = {X* + ~N) € Q.
Per IV. 11:

(1D O = X{a) = ON{a)
Considerem |'obert, no O,
U=: {peM\N{a)p" O}

Per (1), tenim que /3|j7 = O . Per tant, X*u és un camp de Killing (no nul, perqué U és
un obert) tangent a la foliacio.

D'acord amb 111.18, dones, [U,7\u) és unafoliacié bundle-like.

Arabé, aleshores caldria (Vd ///.7) que a*u = O , contradint precisament la definici6
dc/ it
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OBSERVAGIO.
Si considerem el pia R? » foliat per rectes paral.leles a I'eix d'abcises i amb la métrica

ds® = dx® + eMAdy?,

tindrem un exemple en les condicions de VI. 12.

Anem pei cas general, en superficies. També aqui es pot rebaixar en unaunitat |'afitacio

superior de la dimensié de Q que hem fet a VI.S.

TEOREMA VI. 13.

Quan T{a) i-O i iV(a) #0O ,
si iV(a) nosanulaen cap obert d M,

aleshores,
i) dmQ < 1;
i)
i T(@ = i3N{a)
dmQ=1 --~"" 3unafunci6o C°°, 0, tal que § TN{a) = PNN{a)
[ TT{a) = i3NT{a)
i
iii) Toteso cap J -fulla son compactes.
DEM.:
i)
Ho veurem al recobridor universal.
i 1,2

Siguin Xi, X2 € Q ,
Xi =aT + Xidy,

Com T{ai) = O , per 118.1:
[x, X2] = [Al, A%iai = (Al A; - A*MA'jat

D'acord amb V.S, no hi ha camps de Killing normais, per tant:

AIA;-A2A ;=0

(1)
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S algun A; sanulés en un obert, en aquell obert la foliaci6 seria bundle-like (perqué hi
hauria camps de Killing tangents) i, en particular, hi tindriem 7V (a) = O , contradint una

de les hipétesis. Per tant, del fet que ~* =0 i d'(l) deduim

Al i A2 son proporcionais ==> dimU = dimQ = 1

i)

:})
Sigui X = [aT—I3N) E Q . Com a ha de ser constant, suposarem a = 1 . Per IV.11:
(2) O = X{a) = T(0) - PN{a)
Fent calculs a partir d'(2) i aplicant les condicions de 11.S i 11.5:
TN[a) = NT{a) + aiV(a) = N{I3) N{a) + ONN{a) + aN{a) =
= -aN{a) + pNN{a) + aN{a) = /3NN{a)
TT{a) = T({?) N{fa) + O0TN{a) =
= -apN{a) + pNT{a) +13aN{a) = pNT{a)
<=)

Considerem el camp X =T - ON . Veurem que pertany a Q:

a = 1 = constant

©)

NT{a) =N{I3- N{a)) = iV(3) N{a) + /3NN{a) =
= iV(/3) N(a) + TN{a) = iV(/3) N{a) + NT{a) + aiV(a)

Per tant N{a){N{(3) + a} = O . Com el conjunt de punts en qué N{a) no s'anula és dens
per hipétesi, caldra que

(4) iV(?) = -a

i3NT{a) = TT{a) = T{(B) N{a) + f3TN{a) =
= T{p) N{a) + mT{a) +PaN{a)
Per tant N{a){T{j3) + a*} = O . Com suara,

r(/?) + a0 = o

©)
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De (3), (4) i (5), per I1.5, deduim que Xe 9 .
iii)
El recobridor universal sera
11% J<ARx{pi.}, ds'”r = dx® +f"" {x,y)dy
Semblantment a casos anteriors, es dedueix que les deck-transformations son del tipus
<t>{x,y)=(i+A, r{y)
Si AN O, cap fulla transversa pot ser compacta.

Si A =0, com que (f) no pot tefiir cap punt fix, caldra que " (y) 'y, Vy . Per
L
tant, totes les J -fulles seran compactes. |

Donarem uns quants exemples d'aquesta classe de foliacions en superficies. Aquests
exemples ens faran veure que, contrariament a alié que passava en el cas warped product,
aqui no es pot dir res, en general, sobre les J-fulles, perqué hi poden haver casos de tota
mena.

EXEMPLE VI.14: dim9 = i.
Considerem

Mi=RxR, JAMR X {pi.},

amblamétrica ds* = dx' + "TA Ly

Fent célculs, resulta a = cos(x +vy) .

Lafuncié /?(x,y) = e~ «»(*+1") verifica les tres condicions de |'apartat ii) del Teorema
anterior; per tant el camp

X = dx- e-""(-+ sS)Ar = dx-dye 9 (Cf VI.6)

Aqui, és ciar, cap mena de fulla és compacta.

EXEMPLE VI.15: dim9 = i.

Considerem

Aij = 77T, on Mi és lavarietat de VExemple anterior,
10}
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A { /\—_} —_ v /\‘ ¢(x5 y) :(x

+ ATE y),

amb la métrica induida per lad'Mj.

Es ciar que el camp X de VExemple anterior baixa a un camp d'Ma, per tant també ara
dmQ =1 .

En aquest cas totes les J-fulles (pero cap 7'" -fulla) son compactes.
Si ara definim n

1

M = m, n 0(z,y) = (i, y+ 2m),

tindrem un cas amb cap 7-fullai totes les J*"' -fulles compactes.
Finalment, si

M,

T {49y

ens trobarem un cas en qué totes les fulles, transverses i de lafoliacid, son compactes.
(I dimQ segueix essent 1).

EXEMPLE VI1.16: dé¢mp = i.

Considerem a

Mg~ ?21niize- i1, on (x,y) ~ (xy) "~ x-x' € 2Z,

2
la foliacié generada per la projeccié del camp T =: bx + eos ydy

i lamétricaen qué |Ir]l = |lay|| =1 < T,dy >=0O.

Com que

VIT =< VITNdy >=< [dy,T].T =>= -sin® y<dy,T>=Q
lafoliaci6 és totalment geodésica.

Es calculaque a=sin2y .
2

Lafuncié P{x,y) = — eos y verificales condicions de VLIS, ii); per tant

X =:r1-cos" YN = dxe Q.
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L , . ,
En el nostre cas, cap ¥ -fulla és compacta i totes les fulles sbn denses.

Si en la definici6 de M haguéssim pres R com a segon factor, tindriem un cas amb
infinites fulles compactes (totes les de la forma {y = fc/2}, O ~ k E Z ) i també
infinites fulles no compactes, cadascuna de les quals és adherent a les dues fulles compactes
consecutives entre les que es troba. (Fixem-nos que el camp X és tangent a cada fulla
compacta).

Evidentment, prenent un cilindre d'al®ada finita, aconseguiriem un cas amb un nombre
finit arbitran de fulles compactes.

Si araposem (Vd [J-W])

R x[-5 3]
Me = T T
- Z
on Jl és larelaci6é d'equivaléncia definida per
(rr.y)~(a;y') <=" x-x'eZ, (a:,-]) - (X, M)

i prenem una foliaci6 andloga a l'anterior, tindrem un exemple amb totes les J'-fulles
compactes i una Unica J-fulla compacta, a la que son adherents totes les altres. (Es tracta
d'un tor; les fulles transverses son els paral.lels, la fulla compacta és un meridia i les altres
fulles van giravoltant entorn del tor, tot tendint, pels dos extrems, al meridia anterior).

El camp X ens dona, obviament, un camp de Killing a MQ, que respecta la foliacio
(Altrament, és I'anic camp de Killing, Uevat constant, de la varietat compacta M ).

De manera evident, podem modificar I'exemple per tal d'aconseguir un tor amb un
nombre (finit) arbitrari de fulles compactes.

Finalment, si convinem sobre un tor lafoliacié anterior, entre dos meridians-fulles com-
pactes, i lafoliaci6 habitual per meridians (Vd. V.84 ), obtindremun exemple amb infinites,
perd no totes, fulles compactes; totes les fulles transverses compactes, i amb dimQ = 1 ,
perqué el camp X d'abans s'extén diferenciablement a la resta del tor pei camp dv de
V.$4, que és de Killing. (Aquesta foliacié és un exemple classic de fulles amb holonomia
no trivial; vd [Bl-Hb 11]).

EXEMPLE VI1.17: ~ =0.

Considerem

M=RxR, i'""Rx {pt}

2 2 n S

amb lamétrica ds — dx +e~"" "dy
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Aleshores, resulta a{x)y) =2xy .
La funcié

MTE_  ye, y

N{a) X

no verifica les altre dues condicions de VI.IS, ii), per tant no hi pot haver cap camp de
Killing que respecti lafoliacio.

Quan la superficie admet un recobridor universal warped product, hem vist a V.S5
que gairebé sempre tots els camps de Killing respecten la foliacié. Aqui no podem ar-
ribar tant lluny; tantmateix el que si sera cert és que la condicié necessaria X{a) = O
(Vd 1V.9) també sera suficient per garantir que un camp de Killing pertanyi a G. (De fet,
en el cas warped product, si a” constant , es pot veure també que I'esmentada condici6
és necessaria i suficient).

PROPOSICIO VL18.
Quan T{a) » O y& N{a) , donat X e i{M) :

Xeg N X{a = o

DEM .:

:})
vd V..

=)

Fem la demostrado al recobridor universal, R? .
Posem X = {adx + (3N) = [adx + Xdy) e i{M)
Utilitzem 11.5 per provar que NN[a) = —X[a) :

NNia) = -NT{I3) - I3N{a) - aN{0) - -TN{I3) - f3N{a) =
= ~aT{a) - /3N{a) = -X{a) = O

Per tant: 2
O:NN{a):u-:ELY%—_ (a"::d,(:
f \ dy
1) i.e a" = a', (logA



En. particular, si derivem (1) respecte x, obtenim

2 0 = aa,

Volemveurequ al = O, per tal que X E Q . Si no és aixi, sigui
U=:{peR"" \ a{p)# 0} obert, noO.

Prenem una component connexa d'iJ que, com o: = afy) , sera

3 \Y =:Rx{y,,y2)CU

De (2) mes el fet que a només pot anular-se en punts aillats de V; i de X[a) = O , es
desprén que a*v = constant. D'acord amb V.S i V.251,

iw = e -J/a(y), i a= -k
Si fem el canvi _y = jf2 dy , amb la notaci6

, da .da
= ] o= —=,
dy dy
de (1) deduim:

afi +ar=a' = a- (logl), = ¢ *fz

Per tant, com que f2 mai sanula,
dL ='a-ij2=mf-2, O<7”m = constant
Lafulla {y =yi} és delafronterade F, per tant:

O = a(yi) = m«Aim i2()

yev

i aleshores
/(><,yi)="g{5n e'=V2(y)=0
yeV

absurd, perqué / mai pot anular-se.

Aixi dones, cal que a = O i en consequéncia, X G ~ . i
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Capitol VIl

ALTRES RESULTATS SOBRE FOLIACIONS DE CODIMENSIO 1
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Foliacions transversal ment afins

Diversos autors estudien un tipus especial de foliacions, anomenades transversal ment
afins. El nom és degut a que la varietat es pot recobrir per entorns coordenats en que les
fulles venen donades per equacions del tipus {t/j = constant} , de manera que el canvi
de coordenades en laintersecci6 de dos d'aquests entorns s'expressa per equacions afins en
les {yi}'s. En el cas de codimensi6 1 hi ha una definicié equivalent, per mitja d'l-formes,

gue ens sera mes Util per tal d'estudiar relacions entre aquestes foliacions, les bundle-like
i les de tipus warped product.

VII.1 DEFINICIO (FURNESS-FEDIDA).

A M, sigui 7 una foliacié transversalnaent orientable de codimensié 1.

Es diu que 7 és transversalment afi quan existeixen I-formes C°°, w, Wi , iais que:

l' w defineix 7 {ie XeT7) " ufx) =0),
duj=U}Auji i
[ doji = O

(Vd [Fu-F€g])

En primer Iloc, anem aveure que les foliacions bundle-like son transversal ment afins:

PROPOSICIO VII.2.
A M, sigui 7 unafoliacié bundle-like, transversalment orientable,
de codimensio 1.

Aleshores, (M,7) és transversalment afi.
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DEM,:

Sigui w laforma w =:iv g,

Hem vist que aquesta forma és tancada quan la foliacié és bundle-like [IILI]); per tant

és un cas trivial de foliaci6 transversalment afi, |

Pei quefaalesfoliacionstotalment geodésiques, només podem garantir que son transver-

salment afins quan la varietat és simplement connexa:

PROPOSICIO VII.3,

A M, sigui 7 una folia.ci6 totalment geodésica, transversalment orientable,

de codimensié 1. Si M és simplement connexa,
aleshores, (M,T) és transversalment afi.

DEM,:
Sabem que M és de la forma

2
M=LxR, dsif =dd + f dtr
Definim

a, =< ., AT >, Wi =-d(log/)
Evidentment, oj defineix I.

També és evident que Ui és unal-formatancada.

Veiem dones la condiei6 restant. Donats Y, Z E T{J),

2dw{Y,Z) = Y<Z,N>-Z<Y,N>--< [Y,Z],N >=
) _ _ ¥ _
2du){Y,N) = - < {Y,N],N>= ——}——— = vy.log/
2uAuWJi{Y,Z] = -<Y,N> Z-logf+ <Z,N> r-log/
2wAa;i(F, iV) = -<F,iV>

Per tant, dw =w A Wi i Jés transversalment afi. |

iV-log/ + F-log/ =y-log/

0

En el cas en qué el recobridor universal és un warped product, també podem afirmar que
la foliaci6 és transversalment afi, encara que lavarietat no sigui simplement connexa:
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PROPOSICIO VI 1.4.

A M, sigui 7 una io\ia.c\6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1, en qué el recobridor universal és un warped product.

Aleshoreslafoliacio és transversalment afi.
A mes, laforma uj™ espot escollir de manera quew; {N) = O.

DEM.:

Sigui, com abans, w =:tyx g/, que defineix 7.
Definim, V X G x{M) ,
Ui{X) =:<[X",N],N>.

Com que
V funcié6 7, (7X) = -(IV7) < X",iV >+ Jwy(x) = Ywi(X),

ésciar que w; ésunaformacC°®. A mes Wi (iV) =0.

Prenem la base local de 11.4. Emprant V.S

2dudi (X,,X,.))=X,*a, -X,-.0.+[X,,X,.]*log/ =
= -X,X,. .log/ + X, X, slog/+ [X,X,.].log/ =0

2awi {Xi,N) = -(iVa.)+ < [{a:iV)*,iV],iv>=0+0=10
Per tant oJi éstancada. Final ment,

2dw(X,-,Xy) = eee = O
2dui{Xi,N) = - < [XuN\,N>= -{i
2u; AWi (Xi,Xy) = . =0

2w AW (X,-,N) = -wi(X¢) = a

Aixi dones, du;, = u; A Wx i J és transversaiment afi. |

oBSERVAcCI0O. ffem fet servir que estem en el cas warped product per tal de demostrar que
duji{Xi,N) = o . S shagués definit uji com JJ{X) =< [X,JV],iV > , encara que la
igualtat anterior es seguirla verificant en el casgeneral, Wi no seria pasunaforma/

Tal i com I'hem definida, localment i a partir de Fexpressio habitual de la métrica, es té

Wi = —dlog/ . El problema és que el segon terme de la igualtat no es pot garantir que
s'extengui a una forma global de la varietat.
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Finalment, donarem una mena de reciproc de la Proposicié anterior:

CoROL.LARI VII.5.

A M, sigui T unafoliaci6 totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1, transversalment afi.

Aleshoresson equivalents:

i) El recobridor universal és un warped product

ii) Laforma Ui espot triar de manera que Wx {N) = O

DEM.:
i) => i)
Ho hem vist ala Proposicié anterior.
iy =~ i)

P~
Pujant al recobridor universal M, tindrem una foliacié en les mateixes condicions; per
tant podem suposar directament que la varietat és simplement connexa.

Aleshores Ui serd unaforma exacta: Wi = dh.

Veurem que X =: €N és un camp de Killing normal. (Aixi, per V.S, M sera un
war ped product).

Prenem la base local habitual:

N{(3) = JV(e'?) = -e'7iNh) = -e-"'u;i(iV) = O

X,(/?)=X,(e-'*) = -e-V (X,) =
= 2e"duH{Xi,N) =-e-"w([Xi,iV]) =
=—e~"ai =—o0;/?

Aixi és que X compleix totes les condicions de IL6 i és un camp de Killing, ortogonal a la
foliaci6. Per tant, per V.S M és un warped product. |
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La classificacio de Ghys

Etienne Ghys ha establert una classificacié de les folacions totalment geodésiques en
codimensié 1 en varietats compactes i orientables (Vd [Gh]). De fet, ell s'ocupa de clas-
sificar les foliacions de codimensié 1 que admeten una métrica respecte de la qual son
totalment geodésiques. El seu punt de vista és substancialment diferent, per tant, del
nostre, perqué ell "construeix" la métrica, mentre que per nosaltres ja esta fixada de bon
principi.

Tantmateix, pot ser interessant d'escatir a quins deis tipus que hem establert corresponen
les distintes categories de la classificaci6 de Ghys.

Ho ferem per a la dimensié mes baixa de qué s'ocupa Ghys, i.e. quan la varietat te di-
mensi6 3. Ghysi Garriere estableixen (Vd [Ca-Gh]) dues possibilitats: o bé J és transversa
a una acci6 localment lliure de la circumferéncia; o bé es tracta d'un tor hiperbdlic.

Anem pei primer cas:
PRopPoOsIGIO VILG.

A M, sigui 7 una foliaci6 transversalment orientable, de codimensio 1,
transversa a una acci6 (localment) lliurede . Aleshores:
i) Hi ha una métrica g respecte de la que 7 és totalment geodésica

il) Amb aquesta métrica, la foliacidé correspon ais casos A2 o Bi de V.IS.

DEM .:

i)
Sigui #: 5" X M —> M I'acci6 de

Si diem 30 el camp tangent a les 6rbites $p de I'accid, com que aquesta és transversa
a la foliacio,

Vp6M, T,M=T{7)®{d0),.

Aleshores es pot dotar M d'una métrica, g, de manera que les transformacions #, son
totes isometries (Vd [Ca]). En particular, el camp 86 és de Killing i genera la foliaci6

7 . Per V., 7 és totalment geodésica.
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i)
Les fulles transverses son, per construcci6, homeomorfes a circumferéncies.

En particular, son totes compactes i la varietat no pot ser simplement connexa.

Com que hi ha un camp de Killing normal a la foliaci6, d'acord amb el Teorema V.IS,
s’ha de tractar d'un deis segients casos: Ai , A2 o Bi .

Ara bé, el cas Ai no es pot donar perqué si totes les / -fulles son compactes, al reco-
bridor universal hi ha d'haver una deck-transformation que sigui una trasladé i aleshores,
d'acord amb V.I4, cal que H = S" , fet que no succeix en el cas esmentat.

Per tant ha de ser un deis altres dos casos. |

La segona possibilitat, d'acord amb Ghys, és que la foliacié sigui conjugada (i.e. home-
omorfa, per mitjd d'un homeomorfisme que envii fulles a fulles) al segiient model de tor
hiperbdlic:

2
Considerem un element (j>e.SL (Z) amb traga estrictament mes gran que 2.

Definim

TS = —~11 on G’es el grup generat per :

' (Fiixy,2) = (T4 1, y2)
¢2(2,4,2) = (z, y + 12)

<N3xy.2) = {(f>{xy), z+ 1)

(T~ és un quocient del producte del tor de dimensi6é 2 per R, de manera evident).

La matriu A de " té dos vectors propis, (l,/i), (1,1») , de valors propis A i 1/A
respectivament. (A mes, tant /I com u sonirracionalsi el seu producte és-1).

r| admet una foliaci6 de dimensié 1 generada pei pas al quocient de les dirreccions
paral.leles al vector propi (T_U) .

Veurem que hi ha una distribucié involutiva complementaria que ens donara la 2-foliacié
de la classificacié de Ghys.
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PROPOSICIO VII.7.

Jafoliacié Ji generada pei vector (I,f).

Considerem a T|
Aleshores:

i) (Meyer) (Vd [Me])
JI és unafoliaci6 transversalment de Lie sobre el grup afi real.

(En particular, hi ha unafoliacié dedimensié 2, J, complementaria de?,, que és

de Lie).

ii) (Ghys) (vd [Gh], [Gh-Se])
Hi ha una métrica g a , respecte de la qual J és totalment geodésica.

iii) (rj, J) ésun exemple del cas Ai de V.IS

DEM .:
i)

Com hem dit, siguin (1, /i) i (1, u) €lsvectors propis d'A, de valor propi A i
respectivament,

Considerem els seglients camps de

X = X'{dx + tidy), Y = dz N = X-'{dx + udy)

Es ciar que les isometries 4> 1 "2 conserven aquests tres camps; també ho és que 4>z

respecta Y .
El camp X té com acorbaintegral per po = (s*o?yo,

IPAN) = (Ar-'s + X0, A'o/zs + yo."io).

Aleshores,

{<"3 o07po)(s) = (< "(A"°s+Xo, AM™ [/i5 + yo0), 20 +1) =

(An°5 (M, i) + (?i{xo, yo), 20 + 1)

(AN sA (L) +~(xo0, y0), 20 +1) =

7(.i{:to,Sio),«0 + 1) W = '70,(Po)

Per tant, ~3 també respecta el camp X .

igualment ho fa amb iV .
, hi obtenim tres camps globals, que notarem X.,Y, N.

Projectant-los sobre T\
ciar que N defineix lafoliaci6é Ji.
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Es té:

X [ = (X, ¥]) =7 (~(log ) X) = —(log )X (3
X Nl=m(X,N))=0 (3
Y, N] = 1. (¥, N]) = 7. (~(log )N) = —(log )N (3)

Per tant, { X ,F} defineixen unafoliacié6 J a T° , complementaria d'Ji.

Sigui g la métrica riemanniana a Tj en qué
X1 = WFI = vl = 1 XY >=< XN>=< F,iV >= O
Diguem oJi, 0J2 les formes duals d' X, F, respectivament. Aquestes formes defineixen la
foliacié Ti.
De(2)i (3):

duji = (logA)(a;i AWs)
(4)

duJ2 =0

Per tant (Vd [Me], [He]), Ti és transversalment de Lie i té per grup estructural I'afi real,
que és el grup de Lie simplement connex que té l'estructura d'algebrade Lie de (4).

(Una foliacié es diu de Lie amb grup estructural G quan el canvi de coordenades en
la intersecci6é d'entorns distingits vé donat per restriccions de traslacions a I'esquerra per
elementsde G. Aixo6 ésequivalent (Vd [He]) al'existéncia de formes globals que defineixin
lafoliacid, les diferencidis de les quals s'expressen com a combinado a coeficients constants
deis seus productes exteriors).

fi)
Veurem que amb la métrica g que hem definit mes amunt la foliacié J és totalment
geodésica.

Aix6 és equivalent a qué Ti = TN sigui bundlelike (Vd 1.7), és dir {1.5), a qué
{L"g)}{uU,V)=0, yU,Ver{T):
LY X, X) =-2<[N,X], X>=0 per (2);
(L*"y)(F,F) = -2<[iV,F],F>=0 per (3);

{L™ 9{X.y)

-<[N,X],Y>-< [N,Y], X >= O per (2) i (3).

Per tant, efectivament, T és totalment geodésica.
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id)
Considerem el recobridor universal, R®, amb les corresponents elevacions de la foliacio
i de la métrica.

Fent uns célculs un xic pesats es comprova que els camps

Wi = X"N = dx + udyi T X~'X = dx + fidy;
2

1+fi =~ . -

= Y-ti{nXx-y)y N
logA

W, = {X + ny)X-' X +

son de Killing i respecten lafoliaci6 7.

Per tant, (R”, J) ésun warped product [Wi és un Killing normal), amb
demat =] {Wh); dimg'=l [WA]; dmM =2

i correspon al cas A de V.12

Comquetant ¢; com ~2 actlien com traslacions respecte de lacoordenadatransversa,
per iii) de V.l4, resulta que cap camp que no sigui de G*U Q" no pot baixar a Tj .

Hyxr 11

Donat que ..., = jJA"! noval el mateix a p que a <"3(p) , tampoc aquest camp es
projectaa T4 .

Anal ogament, W2 que té norma |A~'| , tampoc es projecta.

Aixi dones, § = 0 i tenim un exemple del cas A". |

OBSERVAGIO.

Per veure Bns quin punt en fer la classificaci6 segons Ghys estem modificant Vestructura
métrica de ja varietat n'hi ha prou d'adonar-se que e tor de Johnson-Whitt (Exemple
VL16) es pot definir també a partir de la seglient acci6 de S?!:

[0,1] X R (0,s)~(1,5)
= A on Z:
R (is) ~ (i,5 +AJTT) keZ
MxS? " M
([i,s], en--) [i, {5+ 73]
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El Auxe {$«} genera €l vector ir « dy que és transvcrs a ja foliado 7 de I'Exemple
esmentat; tantmateix amb la métrica que alli consideravem ®, no és una isometria i per
tant no coincideix amb la métrica que es contrucix en el procés de classificacié de Ghys.

Es per aixé que no insistim mes en e tema i ens hem Umitat a estudiar €l cas de
dimensié 3, on hi ha Pavantatge que € tor hiperbdlic és una foliacié de Lie donada per
un paral.lelisme absolut, fet que no es dona en €els "tors hiperbdlics generalitzats' de
dimensionssuperiors.
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Foliacionstotalmentgeodésiques
amb curvatura transversa constant

Al final del CAPITOL V hem fet diverses referéncies a foliacions en superficies de cur-
vatura constant (Cf. V.S5). Ara anem a vexire amb mes generalitat les relacions que
podem establir entre foliacionstotal ment geodésiques de codimensid 1 i curvatura.

El paper quejuga en superficies lacurvaturaseccional respecte de les nostres foliacions

es generalitza a dimensions mes altes amb el concepte que ara introduirem de "curvatura
transversa'":

VI1l.8 DEFINICIO.

A M, sigui 7 unafoliacié transversalment orientable, de codimensi6é 1.
Donat un camp unitari, X, tangent a 7, arbitran,

definim la curvatura transversa d' X com
K {X) =1 < R{X, NN, X>

(i.e.,, la curvatura seccional del pia que determina X amb € camp unitari normal a la
foliaci®)

Veuremenprimerllocunacaracteritzaci 6 delesfoliacionstotal ment geodésiquesbundle-
like per mitja de la curvatura transversa:

PROPOSICIO VII1.9.

A M, sigui 7 una foliacié totalment geodésica, transversalment oriehtable,
de codimensié 1. Aleshores:

7 és bundle-like <= K{X)=0, V X
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DEM.:

LEMA VI1.9.1.

En la base local habitual, la curvatura s expressa per la formula:

"

K(X,) = X,(a) - « +¢< Vx,X,, X, > a,

j=1

DEM, DEL LEMA I:

No és sino un calcul:

K [Xi) = < R{Xi,N)N, Xi> =
=< VX‘VNN“V[X.-,N]N’ X.' > =

j=1

n \
=< in ZGJ'XJ') ““G,‘-VNN, X.' > =

n
=Xi(a)+ Y ¢ < Vi, X, X > —a,

=1

DEM. DE VI1,9:

=>)

Pei Lema///,7, totes les g\s son nules. El resultat, consequentment, és evident a partir
del Lema precedent.

")
Donat un punt p arbitrari d'M, veurem que a- (p) = O.

Prenem la base habitual en un entorn de p. Tal com la construiem (Vd IL4), si 7¢ és
la geodésica pei punt p amb vector tangent X,-, es té& (VxjXy)|* = 0. Per tant.

2\

0= ii(X).. = (X,(a)-a).h, = -x. (Q"fﬁ)._(.(ﬁ/ﬁ) ) _
s

_ (X,-Xf-f)
f .

\1i

En deduim que {f o”"i)[s) = ks + h .
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Com que la varietat és completa, recobrint la geodésica per entorns del tipus desitjat,
obtindriem que aguesta expressié de / hauria de valer per tot valor de s. Pero / mai
sanula, aixiquecal k=0 i /0'Y,- = constant . Aleshores:

El punt p era arbitrari, aixi és que les funcions a.s s'han d'anular arreu i lafoliaci6 ha de
ser {I11.7) bundle-like. |

OBSERVACIO. Quan la varieiat és plana, la foliacié ha de ser, és ciar, bundle-like. EIl
reciproc és cert en superficies; perd no en dimensions superiors. N'hi ha prou amb consid-
erar aquest exemple:

M=RIXR, J <> R X {pt}, dsh = dxM + endy” +dt"".

Si lavarietat és compactai la curvatura transversa té signe constant, podem assegurar
que lafoliaci6 és bundle-like:

PROPOSICIO VIL 10.

A M, sigui 7 una foliacié totalment geodésica, transversalment orientable,

de codimensié 1. Si M és compacta i la curvatura transversa té signe constant,

aleshores la foliaci6 és bundle-like (i K =0).

DEM.:

Suposarem K {X) > O, V X . (L'altre cas es demostra igual).
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En la base de sempre:
n

div (V.viVv) = Z < VX. VAV, X, >+ < V;, ViV, N >=
i=1

:i:(vxivNN, X; >+ia‘. <VyX:, N>=

«=j i=i
n n

- E_.5 "AxVAIVY, XL -X‘,_ﬁ_ii, < VAV, X.- >=

« n

E < ""x.'M'M X, > =X < VXA, X >=F
o=j »=j
n

XNir(x,) _>o

i=1

Apliguem el Teorema de Green i
0=1 av (VAN) duj >0
IM
Es dir que div (Vj2iV) = O i com totes les K (X¢) > O, aix6 vol dir que totes s'anulen.

Osiaque K(Xj) =0, V¢ i, per laProposicié anterior, tenim que lafoliaci6 és bundle-
like. |

oBSERVAcCIO. EIl resultat també val si, enlloc de ser-ho M, suposem que hi ha una fulla
compacta. La demostrado és molt semblant: ara cal calcular la divergencia de Vy N en
la fulla compacta, que difereix de la divergencia en la varietat en el terme sempre positiu

2
!I Vjv iV|| ; aixi és que un raonament analeg a j'anterior prova aguesta segona versio. (I, a
mes, podem garantir que totes les fulles son compactes. vd /J-Wijj.

Anem a tractar de ies foliacions amb curvatura transversa constant. Si és O, ja sabem
que lafoliaci6 sera bundle-like. Veiem ara que la curvatura, si és constant, és no positiva:

PROPOSICIO VII.II.

A M, sigui 7 una foliacio totalment geodésica, transversalment orientable,
de codimensié 1 amb curvatura transversa K constant.
Aleshores, K <O.

DEM .: cee\ -
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DEM.:

Donat un punt p qualsevol, considerem la base local habitual i anomenem 7" lageodésica
per p amb vector tangent X, .

Repetint la demostrado de VILO obtenim que

<XiXi—f\ \ AK gt At
— ————— = = constant.
f }hi

Si K > O, l'equaci6 anterior te solucio
(/ 07i)(s) = m cos(sVK) + n sm{s VK]

Igual que en aquélla Proposicid, aquesta expressiéo hauria de valer per qualsevol valor de
5; pero aix6 comportarla que la funcio / arribarla a anular-se en algin punt, absurd!

I dones, K <0. M
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Foliacions amb curvatura transversa constant:
cas en qué dmM = 2

Com d'habitud, suposarem en € que resta de capitol que la varietat M té dimensi6 2;
i que 7 és totalment geodésica, orientable i transversalment orientable, de codimensio 1.
Utilitzarem la notaci6 habitual en €l cas de superficies.

Pei que hem vist abans, si la curvatura transversa (que en el cas de de dimensi6 2
coincideix, és ciar, amb la curvatura de Riemann de la superficie) és constant, només pot
ser zero o negativa. Si és zero, lafoliaci6 és bundle-like i és un cas ben conegut (Vd 111.23).
Ens ocuparem, dones, de quan és estrictament negativa.

Estudiarem en primer lloc qué es pot dir en aquesta situacié quan hi ha alguna fulla

compacta.

PROPOSICIO VI1.12.

Si la curvatura K és constant i negativa; i LQ és una 7-fulla compacta,

aleshores:

i) En qualsevol entorn de LQ hi ha fulles no compactes;

ii) dimg < 1, " =0 i tot camp de Killing és tangent a LQ .

DEM.:

LEMA VII.12.1.
En superficies:

2 /. TT of

\
K=T{a —a | =—j—, localment)

DEM. DEL LEMA |I:

La primera igualtat resulta del Lema VI11.9.1, ja que en superficies VAT = O.
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La segona igualtat s'obté de la primera, de manera anadloga a com ho féiem a VII.9 en
el cas general. |

DEM. DE VI1.12:
Situem-nos al recobridor universal, R?. L'equaci6 del Lema
N+ KT =0, 0> K = constant,

té per soluci6 general

(1) f{{x,y) = h(y) +2{y)e-" % on k N sTK.
Per tal de garantir que / mai s'anuli hem d'imposar que
(2) Vy : li(y)=0, U{y)>"\ Ji(y) O o "{y) 0.

Fent célculs:

(3) a(z,y) = —(log f), :-..=k.f2(y)“62“ f1()

f2(y) + €% fi(y)

Per hipotesi, la nostra superficie té unafullacompacta, LQ . Per tant, a R hi had'haver
punts diferents, (xq, yo), (xi, yo) de lamateixa fibra

En particular, a(xq, yo) = a(xi, yo) , que, per (3),

= (- £) o) (€7 = &=2) = (fi - £2) (wo) (7= — =)

i, comque xQ ~ xi , vol dir que
/li(yo)=o0 o /2(yo)=o.

Si ho substituim a (3):
oL, =k 0 ali, = -k.

i)
Si en un entornde Lo totes lesfullesfossin compactes, d'acord amb el resultat precedent,

en aquest entorn lafuncié a seria constant; ara bé, segons V.S5, quan a = constant, com

a molt, hi pot haver una fulla compactai tindriem una contradicci6. Per tant, hem provat
I'afirmacidi).

i)

Prenem un camp X =: [aT + /?iV) € i{M) arbitrari.
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(4) TAr(a)l,, = [r,Arl(&|, = aiV(a),, = faV (a)“,o

Lafunci6 N (a) ha de tefiir un maxim i un minim a la fulla compacta LQ . D'acord amb
(4), shaurad'anular en ambdds punts, i.e.

N i, =0
Per 11.5:
(5) T(/?),,,=-al3,~,-iV(a),,= TA:BiL,

Com abans, la funcié /? hade tefiir un maxim i un minim alafulla LQ . Tenint en compte
(5), shaura d'anular en ambdds extrems, i.e.

MLOZ:O
i tot camp de Killing és tangent a LQ .

No hi pot haver cap camp de Killing normal a la foliacid, perqué s'hauria d'anular en la
fulla Lo i, segons ILIO, caldria que fos tangent a la foliacid!

Si g' =0, comaconsequénciade V.S5 V.29 i VLIS dimg< 1. i

OBSERVAGIO.

Quan a = constant , Ja situado de la Proposidé precedent es pot donar (i Lo sera

runica fulla compacta). De fet, s a = constant , la curvatura sempre és constant i val
2

-O , segons es desprén del Lema VIL 12.1.

El cas T{a) = O ~ ~{f~) 1O pot ocoérrer si ia curvatura és constant: a partir de
I'expressio d'a (Vd (3) dela Proposidd anterior) es comprova facilment que T{a) no pot
ser idénticament nul llevat de quan a és constant.

S T{a) 7 O = N{a) i la curvatura és constant, no hi pot haver cap fulla compacta:

COROL.LARI VIiL 13.

Quan K = constant < O, si T{a) # O = N{a),

aleshoresla foliacié no té cap fulla compacta.

DEM.:

Situem-nos al recobridor universal,

M = Rx(c,ii), ds =dx +/ {X)dy
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Com en la Proposicié precedent, rcsolcm rcquacio
' + Kf =0
de / quan la curvatura és constant i negativa i obtenim que
f{x) = Ae"'+ De"\ k =y,
Cal imposar que / mai s'anuli i aixé fa que
A>0, B>0, AjiOo B :/:0.
L'expressié que es troba per a a és

A€ - Be'"

(1) ab) = -fogly =k

Com quevolem T{a) 7¢ O, de (1) deduim que cal imposar AB ~ O i aix6 fa que la funcié
a sigui injectiva.

Ara bé, si a és injectiva, punts (xo)!/0). {xi,yo) no poden ser de la mateixa fibra i per
tant cap fulla pot ser compacta. |

OBSERVACIO. Tantmateix, en les hipoétesis dela. Proposici6 anterior, €l que si pot passar
és quelesfullestransversessiguin compactes. L'exemple V.31 n'ésun cas.

Ja sabem que hi harelacié entre el fet que la curvatura no sigui constant i que tot camp
de Killing respecti la foliacié: a V.SS hem vist que, en el cas warped product, ambdues
condicions son equivalents.

En el cas general, la condicié per tal que un camp de Killing X repecti és que X{a) = O
(Vd VHB8). Aquesta condicidé es pot substituir, sota certes hipdtesis bastant restrictives,

per X{K)=o0.

Considerarem foliacions en qué un camp de Killing, (que no pot ser tangent si estem en
un cas no bundle-like) no pot ser tangent a les fulles en cap obert de la superficie.

PROPOSICIO VIL 14.

Quan la curvatura K no és constant en cap obert,
si gyi0O i Xei{M):

xeg <=X[K) =0
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DEM.:

)

Sigui X =: {aT + pN) G ~; per Il1.5:

X,T] = [PN, T] = -T{P)N -0aN = O.
Com que X{a)=0 {1Vv.1),

X{K) = XT -a X{&) =TX{a) =0.

Pei cas warped product, en funcié de V.S5, no cal provar res.

Pei que fa al cas general,

r (o) N{a):

S A~ 70, hi ha Xi- = {aiT + 0iN) € g. Per VI.IS:

T{a) = -/?iiV(a) i TT{a) = -PiNT{a)

i, donat que, segons suposem, /7 no es pot anular en cap obert,

(1)

=N

T{a) NT{a) = N{a) TT{a)

Donat X = (aT + f3N) G i{M) arbitrari:

Ha) X{K) = Ta)-

{a TT{a) + p NT{a) - X(a’))

TT{a)-{aT{a)+0N{a)) -T{a)X{a") =

TT{a) X{a) - r(o") X(a) =
(2)

= TK) X{a)
Igual ment:

N{a) X{K) = N{a) aTT{a) -N{a)az2aT{a) + N{a) j3N{K) =
= aT{a)NT{a)-aT{a)N{a~) +ON{a)N{K) -=
= aT{a) N{K) + PN{a) N{K) =

3

N{K) X{a)
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Suposem ara que X{K) — 0. De (2) i (3), mes el fet que la curvatura no pugui ser
constant en cap obert, es dedueix que X{a) = O , i.e, per VI.18, que X G " . |

OBSERVACIO.

La condiei6é que I'algebra deis camps de Killing que respecten la foliacié no fos buida es
pot substituir per aquesta a/tra, encara menys agradable: T{a) NT{a) = N{a) TT[a) (*).

Aquesta condiei6 (*) esverificaautoméatieament si la curvatura és constant:

0
0

N{K) = NN{a) -2aN{a)
T{K) = TT{a) -2aT{a)

don T{a) NN{a) 2aT{a) N{a) = N{a) TT{a)

Tantmateix, la hipdtesi que la curvatura no sigui constant, evidentment, és necessaria
(Vd contraexemples a V.35).
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