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CHAPTER 1. APLICACION DE LAS DISTANCIAS EN ESTADiSTICA

1.1 Introduccion

Desde su principio, la Estadistica moderna ha dependido de la Teoria de
Probabilidad, del Anélisis, la Teoria de la Medida y del Algebra. La metodo-
logia estadistica no podria avanzar sin los recursos que proporcionan estas
areas de la Matematica.

También desde los principios, la Geometria, y especialmente las propie-
dades topolégicas derivadas del concepto de distancia, han desempenado un
papel importante en Estadistica, aunque su incorporacion como elemento de
trabajo es més reciente.

Sus primeros usos estan latentes en el test Ji-cuadrado de K. Pearson y
en el test ¢t de Student, donde las discrepancias entre observado y esperado
se miden mediante un estadistico que en el fondo es una distancia. Tales
ejemplos, y muchos otros, son casos particulares de la distancia introducida
por Mahalanobis [72]

(@—y) 57 (z—y) (1.1)

donde z,y € RP, y 3 es una matriz de covarianzas adecuada.

La distancia (1.1) interviene en la propia definicién de la distribucién
normal multivariante, en Analisis Discriminante, en la 72 de Hotelling, en la
deteccion de outliers, etc., e incluso, como se ve en la seccién 1.3.1, interviene
en cualquier contraste de hipétesis.

Como esta memoria es una aplicacion de ciertas propiedades de las dis-
tancias, nos parece oportuno citar los trabajos de Hotelling [59] y Weyl
[101], pioneros en la aplicacién de la Geometria Diferencial al contraste de
hipétesis: Dado el modelo de regresién no lineal

yizﬁfi(9)+ei (’i= 1,...,n) (1.2)

donde las f;(f) son funciones conocidas que dependen de un pardmetro 6
y los errores ey, ..., e, son variables aleatorias independientes igualmente
distribuidas (iid), con distribucién N (0, o), consideremos la hip6tesis nula

Hg : ,3 =0
Es facil ver que el estadistico A de razén de verosimilitud equivale a
£(0) ;)
W = max (Zszz( ) ¥i) .
o 3 f700) X

Sin embargo, puesto que 0 no es identificable cuando 8 = 0, no es factible
aplicar la teoria asintética sobre la distribucién de A, ni tampoco los criterios
equivalentes de Wald y de Rao, que estan asintéticamente distribuidos como
Ji—cuadrado. Véase Rao [90, pdg. 417] y la seccién 1.3.3 de esta memoria.

(1.3)
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Empleando las notaciones:

f(o) = (fl(o)v .- 7fn(9))
Y

Yy (y’u 7yn)
() FO/If O
U = y/lyl

la regién de rechazo toma la forma

max (y(0),U) > W*

y puede ser descrita utilizando términos estrictamente geométricos, como el
de distancia geodésica, relativos a la esfera unidad en el espacio R". Véase
Knowles and Siegmund [66].

Es éste un ejemplo, nada trivial, de la Estadistica y el Andlisis de Datos,
de entre los innumerables ejemplos en los que se aplica el concepto de dis-
tancia. En este capitulo introductorio presentamos una breve exposicion de
su aplicacién en los siguientes campos:

e Estimacién puntual

Contraste de hipdtesis

Representacién de conjuntos

Modelos de prediccién



CHAPTER 1. APLICACION DE LAS DISTANCIAS EN ESTADiSTICA

1.2 Estimacion puntual

1.2.1 En modelos lineales

La utilizacién més clara y elegante del concepto de distancia se consigue en
el estudio del modelo lineal

y=X-B+e (1.4)

donde la estimacién del vector paramétrico 8 es aquel B tal que ¥ = X ﬁ
verifica
Ro?> = |ly — 7 ||> = minimo (1.5)

Ademis, si e ~ N(0,0l,), entonces se verifica que Ro%/0? ~ x%._r,
siendo r = rang (X), resultado bdsico del Anélisis de la Varianza.

Sea W = P - = (¢1,...,194) es un vector de funciones paramétricas
estimables, es decir, F(P) C F(X), donde la notacién F(A) indica el sub-
espacio generado por las filas de la matriz A. Entonces la hipdtesis

HO : U = ‘IJO (16)

se decide mediante el test F'

(@) (P (X'X) P (U —Tp) -7
F = o2 X . (1.7)

siendo U = P B la estimacién Gauss—Markov de U. Nétese que el numerador
de F' es una distancia tipo Mahalanobis entre U y Uy,

1.2.2 Divergencia de Kullback—Leibler

La divergencia de Kullback-Leibler entre dos funciones de densidad p, g con
respecto a una medida p

K(p.q) = [ plog(")dn (1.8)
q

juega un importante papel en el llamado problema de la especificacion en
inferencia estadistica.
Supongamos, para concretar, que pu sea la medida de Lebesgue, y sea

I'={p(z,0), 0€0O}

un modelo estadistico. La verdadera funcién de densidad es p (z, 6y), donde
0o es el verdadero valor del parametro. La divergencia entre p (x,0) y p (z, 6p)



CHAPTER 1. APLICACION DE LAS DISTANCIAS EN ESTADISTICA

K(p(@.0).p(@.00) = [ p(w.60)logp(s,60)ds
_ /p(w,eg)logp(z,e)daz (1.9)

El valor de # que minimiza esta divergencia proporciona la densidad que
mas se acerca a la verdadera y corresponde al maximo de la integral

/p(x,@) logp (x,0p) dx (1.10)

es decir, al mdximo del valor esperado de log p(z, 6).
Dada una muestra x1, ..., 2, de valores 7id con densidad p (x,6)), este
valor se obtiene mediante el promedio

1 n
— > "log p(;,0) (1.11)
nic

El valor 6 que maximiza este promedio nos lleva al estimador médximo
verosimil (ML) de 6.

Menos conocida es la siguiente propiedad. Supongamos que la verdadera
densidad es ¢, pero g ¢ . ;Qué significaria entonces la estimacién ML de
0?7 La divergencia entre q y p(z,0) es ahora

/q(m) log q(x)dx —/q(x) logp (z,0)dx (1.12)

y el verdadero valor 8y del parametro 0 se puede definir como aquel 6, tal que
p(z,00) € T es la densidad mds préxima a g de acuerdo con la divergencia
(1.8). By es entonces solucién de

E, {%logp(a:,ﬁ)} ~0 (1.13)

y se dice que ¢ es consistente con #y. Veamos ahora qué ocurre con el
estimador ML 6 obtenido considerando el modelo I'. Suponiendo las usuales
condiciones de regularidad, sea

U(z,0) = %logp(xﬁ)
J(O) = E,U-U" (1.14)

H@) = -, (%)
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En un entorno de 6, tendremos

oUu

Ulz,0) = Uz, 00) + (0 — 90)(39

), +K

y si x1,...,Z, son iid como g, entonces
ou

LS U0 = LS v+ 0- 00 L5 (5 )

y haciendo tender n — oo, teniendo en cuenta (1.13) y (1.14), se cumple
la identidad asintética

0o

%ZU(mi,G) =0~ (0 — 6o) H(bo)

que prueba que 5, el estimador ML que anula Y U(z;,0) = 0, converge a 6
en probabilidad.
Ademsds, por el teorema, del valor medio podemos escribir

> Ui0) - LU 0) = 5 () 0-0

donde 6* es un punto entre 0 y 0.
Puesto que

S U(zi,0) — 0
5 — 90
H) DRAd L ()

tenemos de nuevo la identidad asintética

% Z U(zi,0) = n (é\— 6o) H (6)

es decir,

L S U0 = Vi@ 0) H(6)
Jn

Por el teorema central del limite, ﬁ > U(z;,00) es asintéticamente nor-

mal de media E, (U(z,6p) = 0, que es la condicién (1.13), y matriz de
covarianzas J(6y). Finalmente tenemos que

Vi (0 —00) & N (0,H 1(60) - T(6) - H " (6o))
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Es decir, el estimador ML 0 es asintéticamente normal y estimador con-
sistente de 6y, el valor del pardmetro mas proximo a q respecto la divergencia
de Kullback-Leibler.

Ventajas y aplicaciones de la estimacién ML del wverdadero walor 6
pueden verse en Kent [65] para el estudio de la robustez del test de razén
de verosimilitud tomando densidades alternativas, en Royal [94], para la
obtencién de intervalos de confianza robustos, en Huster [60] para estimar
pardmetros en modelos bivariantes de supervivencia y en Cuadras [29] para
el problema de la estimacién de parametros relativos a densidades multi-
variantes cuando sélo se conocen las marginales.

1.2.3 El método de la minima distancia

Es un método de estimacion promovido por J. Wolfowitz en una serie de
articulos que culminaron en [102]. Supongamos de la forma de la funcién de
distribucién de un vector aleatorio es G € I' = {Fy, 6 € ©}. Sean z1,...,x,
iid como G,y sea G, la funcién de distribucién empirica. Si 0 (G, Fp)
es una medida de distancia entre G, y G = Fy, el método de la minima
distancia (MD) consiste en tomar como estimacién de 6 el valor 0 tal que

6 (G, Fg) = inf § (G, Fy)

MD es 1util como método alternativo de estimacién cuando otros métodos
no son aplicables. Como distancia se suele tomar la de Kolmogorov

0k (Gn, Fg) = sup  |Gyn(z) — Fy(z)|

—oo<r<oo

o la de Cramér—von Mises

+oo
(G Fo) = [ Gule) = Ba” wo(a) dFy )

MD proporciona estimadores que convergen en probabilidad a 6 y tienen
propiedades de robustez en el caso de desviaciones locales del modelo. In-
cluso, si G ¢ I, tomando d¢ con wy(z) = 1/ fe(z), el estimador MD propor-
ciona una estimacion 0 tal que F 5 s una proyeccién L? de G, en T'. Véase
Parr [85].

El método de estimacion MD constituye una herramienta especialmente
itil en la estimacién no paramétrica de funciones (de demsidad, de dis-
tribucion, de regresion, etc.). Supongamos, por ejemplo, que f(z) es la
funcién de densidad. Un resultado cldsico es que no existe estimador “ra-
zonable” de f(x), en el sentido de que el estimador fn(gz) verifique la igualdad

E(fa(2)) = f(2), Vo
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(cfr. Prakasa Rao [86]). Asi, la teoria clasica de la estimacién no funciona,
existiendo razones para considerar estimadores tipo nicleo

K (m — xl>
1 hn
donde h,, — 0 para n — 00, y K es una densidad de probabilidad, por

; . < ]

fulx) =

1 n
nhy, =

0 si|z] > 1

Bajo ciertas condiciones se prueba que f,(z) converge uniformemente a
f ().

Un criterio de proximidad en la estimacién de f(x) se basa en la distancia
Ll
+

S = [ Falo) = f@)] do

— 00

pues empleando esta distancia y el estimador tipo nitcleo, se verifica que
n C.S,

para toda f. Véase Devroye and Gyorfi [33].
Finalmente, el método MD es también 1til para estimar 6 en el modelo

de regresién lineal

y=A(z)0+e
donde y es un vector aleatorio y A(z) es un funcional arbitrario, (por ejem-
plo, A(z) = (1,z,...,2%)" en regresién polinémica), tomando la distancia
de Cramér-von Mises. Véase Gonzdlez Manteiga [47].
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1.3 Contraste de hipodtesis

El concepto de distancia estd latente en la mayor parte de contrastes de
hipétesis, jugando la distancia de Mahalanobis un papel muy destacado.

1.3.1 Distancia de Mahalanobis

La aplicacién més clara de esta distancia la encontramos en el test T2 de

Hotelling. Supongamos que zi,...,z, son id segin N,(u,>), con ¥ de-
sconocido, y estamos interesados en el contraste
Ho: p=po (1.15)

Tanto el test de razén de verosimilitud como el principio de unién—inter-
seccién (véase Mardia [78]) nos llevan a considerar el estadistico

T? =n (T —m) -5~ (T — o) (1.16)

donde 7, S son la media y covarianza muestrales. T2, bajo Hy, es propor-
cional a una F. Asi el test T2 estd basado en la distancia de Mahalanobis
entre T y Up.

Anélogamente, supongamos que 1, ..., Z, son id segin Ny(u1,2), que
Y1, .-, Yn son iid segin Np(u2,X), y consideremos el contraste
HO . M1 = M2 (]_]_7)

También los criterios cldsicos nos llevan al estadistico
nm

T? =

- G-y 5 @) (L18)

donde Z, 7, S son los estimadores usuales de 1, p2, 3 ([80], [78]), es decir,
a la T? de Hotelling, que es también funcién de la estimacién de la distancia
de Mahalanobis entre p; y po.

Maés generalmente, consideremos el modelo del Anélisis Multivariante de
la Varianza (MANOVA), con n observaciones de p variables

Y=X-B+F

donde Y es n x p, X es n x m (siendo m el nimero de parametros), B es
mXxpy EesnXxp. Sea

V= (f1,... ) = P B

una funcién paramétrica estimable multivariante, y consideremos el con-
traste de hipétesis
Hy: U=, (1.19)
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donde ¥y es conocido. Entonces, si T es el estimador Gauss—Markov
V=P .B=P . - (X'X)-X"-Y

y S es la estimacién centrada de % (se supone que las filas de F son iid
Ny(0,%)) ,

n—r

5= (Y = XB) - (Y — XB)
donde r = rang (X), entonces el test (1.19) se puede decidir mediante el

estadistico R R R
(T —Tg) -1 (T — W) (1.20)
que es una distancia tipo Mahalanobis y cuya distribucién bajo Hy es tam-

bién proporcional a una F' (Cuadras [19] y [20]).
En un contexto parecido, la distancia entre dos modelos MANOVA

Yi=X-B,+E i=1,2 (1.21)
se puede definir como
L=t {27 (B1 = By) - X' X - (B1 - B)} (1.22)

que puede justificarse como una distancia de Mahalanobis entre dos dis-
tribuciones normales N,(I, ® X - B;, ¥ ® I,,), (i =1, 2).

Como L? = 0 si y sélo si X - By = X - Bo, la distancia (1.22) puede
servirnos para contrastar la hipdtesis

H(): XBlzXBQ

de que los dos modelos de regresién (1.21) son iguales. Para mas detalles y
generalizaciones, véase Rios y Cuadras [92].

Finalmente, supongamos que la densidad de probabilidad de un vector
aleatorio X es p(z,0), parametrizado por § € ©, y que se cumplen las
condiciones de regularidad ordinarias. Consideremos la hipotesis compuesta

Hy: 6€6©,CO (1.23)
Dada una muestra z1,...,,, el procedimiento cldsico iniciado por Ney-
man y Pearson [81] para decidir acerca de Hj utiliza el test de razén de
verosimilitud
A= SUPoeo, £ (1.24)
Supgce L
siendo

n

£=1]]r(i0

=1
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la funcién de verosimilitud. Para n grande, el criterio se basa en el estadistico
U=-2logA (1.25)

el cual, bajo Hy, sigue asintéticamente una distribucién ji—cuadrado XQQ,T,
siendo ¢ = dim(0), y r = dim(0Oy).

Un criterio alternativo se debe a Rao [89]. (Véase, por ejemplo, Rao
[90]). Se basa en los llamados efficient scores

0
Zi(0) = 20 log p(z;,0)

y en el comportamiento de
1 n
Vo= —=)> Z(0)
z ; l

Se verifica que E(Vy) = 0 y, ademds, si 0 es el estimador médximo
verosimil de 6 € ©, entonces
V=0

Obsérvese que
Fo = E(Zi(0) - Zi'(0))

es la matriz de informacién de Fisher y también la matriz de covarianzas de
Z;(0). Puede entonces probarse que la distribucién asintética de Vy' - Fy - Vy,
para cada valor de 0 = (0y,...,60,), es X2,

El estadistico que propone Rao es

S =V Fpe™ b Ve (1.26)

donde 6* representa la estimacién maximo verosimil de 6 dentro de Oy.
Podemos poner

1 & —
=1

y como bajo Hy, Fy~ puede considerarse una estimacién de Fy,, donde 6
representa, el verdadero valor del pardmetro, tenemos que la proximidad de
Vor a Vg, = 0 favorece la hipétesis nula. Pero tal proximidad la podemos
medir mediante la distancia de Mahalanobis entre Zy. y la media esperada
0, es decir, mediante

(79* —0), -fg*fl . (79* — 0) =nS
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Ahora bien, segiin se muestra en Rao [90], se cumple la siguiente igualdad
asintética:

U = —210gA % Vo*l . fe*il . ‘/0*

que viene a probarnos que la razén de verosimilitud, el estadistico méds uti-
lizado en contrastes de hipdtesis, es asintoticamente equivalente a una dis-
tancia de Mahalanobis, pues en definitiva, Fy« es la estimacién de una matriz
de covarianzas.

Como ilustracién, sea

p(z,0) =0 texp(—0tz), 6>0
y consideramos la hipétesis nula
Hy: 6=280,,
donde 6y € ® = R,. La razén de verosimilitud es
v= () e (-30)
Mientras que el estadistico de Rao es

S = ‘/90,"7:9071"/90

donde T es la media muestral en muestras de tamano n. Claramente la
distribucién asintética de S es x?; y mds simple que

—2log A = —2n {log <9§> + (1 — g)
0

La equivalencia asintética se deduce ficilmente de que, para n grande,
podemos suponer —1 < (T — 6y) /6y < 1, asi que

o ) e (1 (5 1)) = 50 - B -

y de aqui resulta —2logA = S.
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1.3.2 Distancia de Matusita

Sean Fy, F5 funciones de distribucién, y sean f1, fo las funciones de densidad
respecto una cierta medida p, que supondremos es la medida de Lebesgue.
La distancia de Matusita se define como

(P, Fy) = / {\/fl(:v) _ \/fQ(gc)}2 de =2 (1 — p), (1.27)

p= [ i) folw) da

es la llamada afinidad entre Fy y Fb.

La distancia (1.27), introducida por Matusita [74], aunque es también
conocida como distancia de Hellinger, ha sido aplicada en problemas de es-
timacién, decisién y andlisis discriminante. Por ejemplo, teniendo en cuenta,
que

donde

F\=F, — §*(F,F,) =0

el contraste de hipdtesis, en el caso univariante,
HO : F1 = FQ

es equivalente a
HO : (52(F1,F2) =0

Se acepta Hy si 62(Fy, Fy) < 6, donde §, es una cantidad positiva que
dependerd del nivel de significacion € y de los tamanos muestrales m, n. La
decisién se toma, sin embargo, trabajando con la distancia §?(S;, S2) entre
las funciones de distribucién empiricas.

Matusita [76] discute extensamente la utilizacién de la distancia (1.27)
en el caso normal univariante N (u, ). Consideremos algunos ejemplos:

1) La hipétesis Hp : 1 = g se decide a través de §2(F, S,,), donde F en
N(uo, %), y Sp es N(z,95), siendo Z y S la media y covarianza muestrales.

2) La hipétesis Hy : ¥ = ¥ se decide calculando la distancia, o lo que
es lo mismo, la afinidad entre N(u, %) y N(p, 2o)

> T i
- ‘1/2 (27! + 2—1)‘1/2

P

3) La hipétesis de que X = (z1,...,zp) es N(u,X), donde

Y =diag(X11,...,5pp),
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es decir, que los vectores aleatorios z1,. .., T, son estocasticamente indepen-
dientes, se decide calculando el supremo

|2—1 S—1|1/4
1/2 (2*1 + S*l)‘l/2

YEMy

siendo M la clase de matrices con cajas en la diagonal y cero en el resto, es
decir, tal que X € M.

Sin embargo, tanto la distancia de Matusita como otras de formulacion
parecida, en el caso de normalidad multivariante, vienen a ser funciones cre-
cientes de la distancia de Mahalanobis. Como esta tltima estd particular-
mente recomendada para variables continuas, una ventaja de la distancia de
Matusita es que puede ser aplicada a variables discretas (Dillon y Goldstein
[36]), v a variables mixtas (Krzanowski [68]). De todos modos, sus apli-
caciones se centran mas bien en el drea del Andlisis Discriminante (véase
Krzanowski [69]), como se va a comentar en la seccién 1.6.3.

1.3.3 Distancia de Rao

Aunque introducida por Rao [88] hace bastante tiempo, ha sido estudiada
més recientemente por Atkinson y Mitchell [6], Burbea y Rao [10], Oller y
Cuadras [82],[83], Burbea y Oller [11], y otros.

Sea S = {p (x,0)} un modelo estadistico, donde p(z, #) esta parametrizado
por 8 que pertenece a una variedad diferenciable ©, dotada de una métrica
en la que la matriz de informacién de Fisher

Fo=E % logp (z,6) - % logp (z,0) (1.28)
juega el papel de tensor métrico fundamental sobre ©. La distancia de Rao
es la distancia entre dos pardmetros 64, g de ©. Se conoce la distancia
de Rao para bastantes distribuciones (Cuadras [23]), aunque el caso normal
multivariante ha sido sélo en parte resuelto (Calvo y Oller [13]).

Dadas dos distribuciones, F' y G, pertenecientes a una misma familia
paramétrica, la distancia de Rao puede ser utilizada para contrastar la
hipétesis nula Hy : F' = G, transformdndola en Hy : 6(F,G) = 0, de modo
parecido al descrito en la seccion anterior con la distancia de Matusita. Un
resultado general dice que

n1 N2

V= 5(F,G)

ni + no

sigue asintdticamente una X2p, siendo p el nimero de variables y 4% una
estimacién de 62, en el caso F' = G.
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Como ejemplo interesante de aplicacién, consideremos el modelo lineal
normal Y ~ N (X -3,0%I,). Entonces § = (3,0) € R™ xR. Consideremos
la hipétesis nula

HU H H- ,3 =0
donde F(H) C F(X). Sea 5 = (B, 5) la estimacién ML de (8,0), y consid-
eremos la subvariedad
Op ={y=(8,0): HB =0}
La distancia de Rao entre 4 y la subvariedad O es
Rp(y) = inf{R(¥,7) : v € On}
Una region critica para decidir sobre Hy : H 8 = 0 es de la forma
W ={xeR": Rp(7¥) > i}

y puede probarse que es equivalente al cldsico test F.
Un estudio mas general de este test mediante la distancia de Rao sobre
la familia de densidades elipticas

(o o) = TR sy 12 o p o=y — X Y B (y— X )
donde F' es una funcién no negativa sobre R satisfaciendo la condicién de
normalizacién, ¥y y X son matrices fijas, se debe a Burbea y Oller [11].
Véase también Oller [84].

Aunque este planteamiento y el de Matusita son muy parecidos, conviene
observar que para dos funciones de distribucién F', G se cumple que

M(F,G) < R(F,G)

pues la distancia de Rao estd definida en una subvariedad © de la variedad
(diferenciable de dimensién infinita)

E={f:f=+/p, pesdensidad de probabilidad }

es decir, la esfera unidad (o el espacio proyectivo) del espacio L2, con la
estructura diferenciable inducida por la estructura natural de espacio de
Hilbert con producto

(f:9) =/f9d:v

Asi, 1a distancia de Rao, que aprovecha el conocimiento de una parametrizacién
y el cambio de informacion al variar los pardmetros, tiene mayor poder de
separaciéon que la distancia de Matusita, que puede interpretarse como la
distancia en linea recta entre las dos densidades en L?, y es, por tanto, més
apropiada en un contexto no paramétrico. No obstante, justo es anadir que
las distancias de Matusita, Rao, y otras medidas de divergencia, coinciden
localmente (Burbea y Rao [10]).
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1.4 Representacion de conjuntos

La representacién de un conjunto finito de objetos, individuos o estimulos
constituye una de las méas interesantes aplicaciones de la Estadistica basada
en la topologia asociada a una distancia. Las aplicaciones abarcan muchos
campos: Arqueologia, Ecologia, Genética, Psicologia, Sociopolitica, etc.

Sea I un conjunto finito con n elementos que, por economia de notacién,
indicaremos

I={1,2,...,n}

Presentamos en esta seccion las formas de representacién mas usuales
del conjunto I, a saber

1. Representacion Euclidea

2. Representacion Ultramétrica (en forma de dendrograma)
3. Representacion Cuadripolar (en forma de arbol aditivo)

4. Representacién de Robinson (en forma de drbol piramidal)

Haremos especial enfasis en el punto (1), puesto que proporciona una
forma general de prediccién, como estudiaremos a lo largo de esta memoria.

Definicién 1.4.1 Una matriz de disimilaridades A = (d;;) es una matriz
real simétrica n X n cuyos elementos 8;; satisfacen

51']':5]'1'25“:0 Vi, j €I

Se conocen muchos métodos para construir disimilaridades §;; sobre 1.
Sin embargo, nos centraremos mas en las propiedades de §;; y en el tipo de
representacion de I que permiten.

Definicién 1.4.2 La matriz A es llamada Euclidea si existe una configu-
racién de puntos en un espacio euclideo RP cuyas interdistancias coincidan
con las contenidas en A, es decir, si existen z1,...,%, € RP tales que

8if° = (zi —aj) - (w;—x;) Vi, jel

Definicién 1.4.3 La matriz de disimilaridades A es llamada ultramétrica
si, para todas las ternas i, j, k € I se verifica que

52']' S max{&ik, 6jk:}
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Definicién 1.4.4 La matriz de disimilaridades A es llamada cuadripolar
si para todas las cuaternas i, j, k, I € I se verifica que

6+ij S max{6+ik, 6+jk:}

stendo
5+¢j = 51']' + 0
0 ik = Oip+6;
0 ik = Ok + 8

Definicién 1.4.5 La matriz de disimilaridades A es llamada de Robinson
si, para todas las ternas i, j, k € I con i < j <k se verifica que

max{dij, 5jk} <d;

1.4.1 Representacion Euclidea

Pasemos ahora a justificar cada una de estas definiciones en el campo de las
aplicaciones.
La matriz A euclidea permite una proyeccién de I en RP

I — RP

T — T

de modo que cada elemento 7 estd representado por un punto z;.

Cuando tal representacién se hace mediante la técnica del andlisis de
Coordenadas Principales, la proyecciéon es 6ptima en dimensién reducida.
Las aplicaciones de esta técnica son numerosisimas, y ya son consideradas
clasicas en el contexto del Andlisis Multivariante. Véase por ejemplo Mardia
et al. [78], Seber [96].

1.4.2 Representacion Ultramétrica

El concepto de matriz A ultramétrica estd ligado a la necesidad de obtener
clasificaciones jerdrquicas objetivas, especialmente a partir de los trabajos
de Benzécri [8], Hartigan [55], Jardine et al. [61] [62], y Johnson [63].

La importancia de A ultramétrica reside en:

a) A define sobre I una jerarquia indexada (C,«), es decir, C C P(I),
de modo que

1. ITeC

2. {iteC Viel
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3. Vei,co € C, la interseccién ¢ Ney es (), o bien uno de los dos conjuntos
c1, co estd contenido en el otro.

4. Todo ¢ € C es igual a la reunién de los elementos de C' que contiene,
o bien no contiene ningtn otro elemento de C.

5. Existe una aplicacién no negativa a : C' — R tal que a({i}) =0, y
ale) < a(d) sic C ¢. Esta aplicacién « recibe el nombre de indice de
la jerarquia.

Asi, C es una clase de conjuntos no solapantes, con un orden compatible
con el indice a.
b) Para todo r € R, la relacién binaria

1~ ] = 5¢j§7’

es de equivalencia si, y sélo si §;; es ultramétrica.
Reciprocamente, una jerarquia indexada (C, a) sobre I define una matriz
ultramétrica. A, pues basta definir

0ij = a(cij)

donde ¢; ; es la minima clase de C' que contiene {i} y {j}.

Tales propiedades confieren a las ultramétricas un papel fundamental en
el estudio tedrico de las clasificaciones, tal como fuera iniciado por C. Linneo
en su famoso Sistema Natural y continuado, bajo la perspectiva matematica,
por Jardine, Sibson, Sokal, Rohlf, Sneath y otros, creadores de la llamada
Taxonomia Numérica de las especies vegetales y animales.

La representacién geométrica de I se realiza mediante un grafo llamado
dendrograma, y es a través del dendrograma que el taxonomista construye
la jerarquia indexada.

Por ejemplo, la matriz

= RN
=R R N
O Ot Ot O Ot Ot

sobre el conjunto I = {a, b, ¢, d, e, f} es ultramétrica. I puede represen-
tarse mediante el dendrograma de la figura 1.1, que visualiza ficilmente la
jerarquia de conjuntos

C ={{a}o, ..., {f}o, {a, b, c}1, {d, e}2, {a, b, ¢, d, e}s, I5}

donde se ha indicado el indice de la jerarquia como subindice.
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Figure 1.1: Dendrograma representando la matriz ultramétrica A,

[

a b ¢ d e f

1.4.3 Representacién Cuadripolar

Si la motivacién de las matrices ultramétricas proviene de la necesidad de
clasificar atendiendo a la similaridad actual de las especies, la motivacion
para las matrices cuadripolares tiene su origen en los llamados &arboles
evolutivos, que clarifican la filogenia de las especies (en lugar de especies
podriamos considerar cualquier otro ejemplo).

Consideremos un grafo conexo sin ciclos cuyos ejes tienen longitudes no
negativas y cuyos extremos son los elementos de I. Las longitudes de los
caminos que unen los extremos generan una matriz de distancias de tipo
cuadripolar. Este tipo de grafo, junto con la métrica considerada, recibe el
nombre de drbol aditivo. También se dice que J;; es una distancia aditiva o
que cumple el axioma de los cuatro puntos (Definicién 1.4.4).

Son propiedades fundamentales de los arboles aditivos y las matrices
cuadripolares:

a) Si A es cuadripolar, entonces I se puede representar mediante un
tnico drbol aditivo y reciprocamente (Buneman, [9]).

b) Si A = (d;;) es cuadripolar, existe entonces una matriz ultramétrica
U = (u;;), y una aplicacién ¢ : I — R tal que

6ij =uij + (i) +4(j)
(Sattah y Tversky [95]).

Un 4arbol aditivo permite una ficil visualizacién de I, que mantiene difer-
encias esenciales con un dendrograma, pues un arbol aditivo no define una
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Figure 1.2: Arbol aditivo representando la matriz cuadripolar A,

jerarquia indexada ni sus extremos equidistan de un punto raiz (figura 1.2).
Cuando un arbol aditivo representa un arbol evolutivo, los vértices o nodos
representan elementos no pertenecientes a I, de modo que pueden ser inter-
pretados como predecesores. La siguiente matriz sobre I = {a,b,c,d,e, f}

0 3
0

S W
[eoBNerREN e

O N N 0N
O W oo o O

es cuadripolar, y el arbol aditivo que representa I viene en la figura 1.2. Si
se tratara de una arbol evolutivo, entonces las especies a y b tendrian un
ancestro comun representado por el nodo n.
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1.4.4 Representacion de Robinson

La motivacién de las matrices de Robinson proviene de la necesidad de
ordenar cronolégicamente los elementos de un conjunto I. Los términos de
las filas o columnas de A no decrecen cuando nos apartamos de la diagonal
principal a lo largo de cualquier fila o columna. Tales matrices surgen tras
una adecuada ordenacién de A, y reflejan esencialmente una estructura
unidimensional de los datos.

Por ejemplo, en la seriacién (orden cronoldgico) de objetos arqueoldgicos,
la disimilaridad debe ser menor entre objetos cercanos en el tiempo y mayor
entre objetos alejados, es decir, la estructura unidimensional estd dominada
por el tiempo. Este problema equivale a ordenar I para obtener una matriz
A de tipo cuadripolar. Este fue el planteamiento original de Robinson [93].

Pero las matrices de Robinson juegan también un papel fundamental en
el estudio de las pirdmides introducidas por Diday [34], y Fichet [41], que
son una generalizacién de las jerarquias indexadas,

Una pirdmide en I es una clase de conjuntos P C P(I) que verifica:

1. {i} € P, Viel

2.IeP

3. La interseccién de cualquier par p, p’ € P puede ser (), o bien pNp’ € P
4. Existe un orden que es compatible con P

La ultima propiedad significa que si, por ejemplo, adoptamos el orden nat-
ural I ={1,2,....,n}en I, yp={i1, ..., 0} € P, entonces iy < --- < ig.

Una pirdmide indezada (P,«) es una pirdmide con un indice « tal que
a({i}) =0, para todos los i € P, i a(p) < a(p’) sip Cp'.

Se dice que es indexada en sentido amplio si para dos elementos p, p’ de
P, la inclusidn estricta p C p', junto con la igualdad a(p) = a(p’), implican
la existencia de p; y po distintos de p tales que p = p; Np;.

Una matriz de Robinson A = (d; ;) recibe el nombre de Robinson fuerte
si para todas las cuaternas ordenadas i < 7 < k <[ € I se verifica que

6”- = éik — 51”' = 6hk si h <1
5jl = 0 = 6jm = Opm S1 m>1

Las propiedades que relacionan las matrices de Robinson, las cuadripolares
y las pirdmides son las siguientes:

1. Si A es de Robinson (salvo permutaciones), entonces I se puede rep-
resentar mediante una piramide indexada en sentido amplio y recipro-
camente (Diday [35]).
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2. Si A es de Robinson y cuadripolar, entonces es Robinson fuerte
(Critchley][18]).

El resultado (1) generaliza la biyeccién entre ultramétricas y dendrogramas.
El resultado (2) caracteriza las matrices de Robinson que pueden ser rep-
resentadas mediante un arbol aditivo. Cuando una matriz de Robinsos es
cuadripolar, si ¢ equidista de 5 y k, entonces todos los predecesores de i
equidistan de j y k.

Figure 1.3: Ordenacién cronoldgica definida por una matriz Robinson fuerte

T J

La figura 1.3 visualiza esta propiedad, donde la ordenacién
h<i<j=k<l<m

significa que j y k aparecen simultdneamente en el tiempo.
La siguiente matriz sobre I = {a,b,c,d}

0 1
Ap = 0

S = N
O =N W

es de Robinson, y define la pirdmide
P = {{a}, {b}, {c}, {d}, {a, b}, {b, c}, {¢,d}, {a, b, c}, {bc,d}, T}

y su representacién viene dada en la figura 1.4. Obsérvese que Ag no es
ultramétrica.
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Figure 1.4: Representaciéon piramidal de cuatro objetos correspondiente a
la matriz de Robinson Ag. A la derecha aparece una posible ordenacién
cronolégica

Finalmente, la relacién entre las distintas clases de distancias que per-
miten representar un conjunto finito I, es la siguiente:

Euclidea
f

Ultramétrica = Aditiva = Métrica

4

Robinson

entendiendo por distancia métrica aquella que cumple la desigualdad trian-
gular.
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1.5 Un Teorema fundamental y primeras conse-
cuencias

Sea A = (§;;) una matrix n x n de disimilaridades sobre un conjunto finito
U, con n elementos. Consideremos la matriz

1
A=(aij) 6 =508

y la matriz

B=H-A-H (1.29)

donde
1 '
es la matriz centradora de datos, con 1, representando el vector n x 1 cuyos

elementos son todos iguales a 1.
El siguiente teorema es fundamental para todo lo que sigue

TEOREMA 1.5.1 Sea A una matriz n x n de disimilaridades sobre U, y
B definida como en (1.29). A es euclidea si, y sélo si B es semidefinida
positiva. Entonces U puede ser representado por zi, ..., z, € RP, siendo
p = rang (B), de modo que

8" = llwi —wl* Vi, j €U
(indicando por || - || la norma euclidea usual).

La demostraciéon puede encontrarse en Mardia et al. [78], Cuadras
[20], Seber [96]. Serd muy importante tomar como solucién la habitual
del Anélisis de Coordenadas Principales (Torgerson [99], Gower [49]). Con-
sideremos la descomposicion espectral de B

B=V- AV =X.-X

donde X es la matriz n x p consistente en las p columnas no nulas de V-AY/2.
Las filas de X constituyen la configuracién euclidea deseada.

Se verifican las siguientes propiedades:

a) Las columnas de son los vectores propios de B, asi que podemos
escribir la configuracion:

VD VW
1 T11 Ti2 o Tip z'
U 2 Ta1 T2 ot T2p 'y A >X>-->X,>0)

n Tn1 Tp2 *°° Tnpp Tn
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El elemento i—ésimo del conjunto U viene representado por el punto
z'y = (zi1,...,zip) € RP.

b) Los datos de la matriz X son centrados, es decir, se anulan las medias
de las columnas:

X1, =0

n
Zl"z’j =0
i=1

La varianzas de cada una de las columnas de X son proporcionales a los
valores propios de B:

Tj =

c¢) Las variables (columnas) de X son incorrelacionadas:
1 n
sjy == > TijTij =0
"=

d) Propiedad de optimalidad: Entre todas las proyecciones de U sobre
R*, donde k < p, la proyeccién sobre las k primeras coordenadas princi-
pales es 6ptima en el sentido de que si z1(k),...,z,(k) representan tales
coordenadas, y 1 (k), ..., yn(k) otras coordenadas, entonces

S lyi(k) = i (B2 < 3 sk = a5 (I = 20 O + -+ 4 M)
% 2,7

La proporcién de la variabilidad geoméirica de U que es explicada por
estas k primeras coordenadas es

k
P, = Zzzl)\z/ p x 100
> A
i=1

Tales propiedades nos dicen que la representacion euclidea de U en di-
mensién reducida goza de excelentes propiedades: es centrada, la ortogo-
nalidad de los ejes puede interpretarse como incorrelacién, y la resolucion
en dimensién k es maxima. Haremos uso extensivo de estas propiedades,
aunque la eleccién de las k& coordenadas pueda cambiar en algunos proble-
mas de prediccion.

En el caso no euclideo, el comportamiento de la matriz de distancias se
refleja en el siguiente resultado:
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TEOREMA 1.5.2 Sea A una matriz n X n de disimilaridades sobre el
conjunto finito U, y B como en 1.5.1 Supongamos que B tiene p > 0 val-

ores propios positivos y q > 0 wvalores propios negativos. Entonces existen
21,--.,2n ERP® LRI, con t =+/—1, es decir,

zj = (zj,3y;), conz; ERP yy; eRT (j=1,...,n)
verificando que
67, = lwj —ail® = llys —wil> Vi k=1,...,n

Véase una demostracién en Cuadras [20].

Los puntos z1,..., 2z, cuyas distancias reproducen A pueden represen-
tarse en forma de una matriz de datos, con una parte real X y una parte
imaginaria Y':

M\ Ao N L pe e fig
1 Tl Ti2 o Tip Yir Y12 o Yig Z1
U .
? Ti1  Xi2 ot Tip Yi1  Yi2 0 Yip 2j
n Inl Tp2 - Tnpp Yn1 Yn2 - UYnp Zn,
siendo

AMZA 22X >0>u > pe > >y

Obsérvese que 1, es vector propio de B de valor propio 0.

En este trabajo vamos a hacer una aplicacidon sistemédtica de los teoremas
(1.5.1) y (1.5.2), pero no en el sentido de utilizarlos como técnica de repre-
sentacién de datos a lo largo de ejes principales, sino como método analitico
de establecer propiedades de conjuntos y estructuras a través del estudio de
las coordenadas principales.

La representacién de conjuntos, sea a través de coordenadas principales,
sea a través de dendrogramas, es y ha sido muy frecuente en las aplica-
ciones. Esta dualidad de representacién impulsé a diversos especialistas a
relacionarlas entre si. Gower [51] conjeturé que toda distancia ultramétrica
u; j sobre U es euclidea, y propuso una medida del grado de ajuste de unos
datos a una representacién euclidea, que es la base de la llamada repre-
sentacion procrusteana. Tal conjetura fue demostrada por Holman [58], y
desde entonces se han obtenido diversos resultados en esta linea.
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1.5.1 Representacion euclidea de arboles ultramétricos

En este apartado se sintetizan algunas propiedades de la representacion
euclidea de disimilaridades ultramétricas. Sea A = (J;;) una matriz ul-
tramétrica sobre un conjunto finito U de n elementos.

Proposicién 1.5.1 Supongamos que d;; > 0 para i # j. Entonces A es
euclidea (n — 1)—dimensional.

Véase Holman [58], Gower y Banfield [52], Cuadras y Carmona [21].

Proposicién 1.5.2 Sea hy = min{d;; : d;; > 0}. Entonces el minimo
valor propio de la matriz B definida en el teorema (1.5.1) es A\ = %h%

Véase Cuadras [20].

Proposicion 1.5.3 Eziste una particion del conjunto U
U=Uy+Ui+---+U,

tal que Uy estd formado por elementos aislados, y cada U, para j =1,...,r,
es un cluster mazimal de elementos equidistantes con distancia comin h;.
Si o es el mayor valor propio de B, entonces

1
M0>>\12~=h72~2---2>\%=§h%

donde A\ > -+ > X1 son wvalores propios de B. Ademds, la matriz X
descrita en el teorema (1.5.1) tiene también una particion segin estos valores
Propios:

X = (Xo|X1|---|Xy)

verificdindose que cada matriz X; proporciona una representacion euclidea
de Uj, para j =0,1,...,r.

Véase Cuadras y Oller [22]

Proposicion 1.5.4 U puede representarse perfectamente en dimension 1.
La representacion unidimensional significa que existe una transformacion
mondtona D = f(A), es decir, d; j = f(8;;) verificando que

d= At

donde
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con t; > 0, y siendo A la matriz cuyas primeras filas son:

1 0 0
1 1 0
11 1 0

Véase Critchley [17].

1.5.2 Otras representaciones euclideas

Proposicion 1.5.5 Sea A una matriz cuadripolar sobre U.
Entonces A® = (6:;%) es euclidea, siendo a = (1/2)F, para k =
1,2,..., en dimension n — 1.

Proposiciéon 1.5.6 Sea A una matriz de Robinson sobre U.
Entonces Al®) = (8:;%) es euclidea, siendo o = (1/2)*, para k > ko, en
dimension n — 1.

El teorema de Holman (proposicién 1.5.1) viene a decirnos que la repre-
sentacion euclidea y la que utiliza un dendrograma son aparentemente op-
uestas, pues la primera exige dimensién reducida, mientras que la segunda
necesita nada menos que dimensién n — 1. La proposicién (1.5.3) sirve para
clarificar la relacién entre ambos tipos de representaciones. La proposicién
(1.5.4) afirma que una transformacién mondtona de A permite una orde-
nacion euclidea unidimensional algo especial, que puede ser utilizada como
medio de representar el eje horizontal del dendrograma.

Sin embargo, las distancias cuadripolares y de Robinson no son euclideas
en general. Los resultados (1.5.5) y (1.5.6) ligan ambas con la propiedad
euclidea, pero poco mas se sabe al respecto.

La finalidad de este trabajo es aplicar la técnica del anilisis de compo-
nentes principales al estudio de modelos de regresion y andlisis discriminante,
cuando tales modelos pueden ser estudiados a través de distancias. El estu-
dio se llevard a cabo de forma similar al andlisis de una matriz ultramétrica
A en el sentido de la proposicién (1.5.3).
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1.6 Prediccion basada en distancias

Sea Y una variable dependiente, = un conjunto de variables independientes,
posiblemente de tipo mixto, es decir, conteniendo variables continuas, bina-
rias, y cualitativas.

Supongamos que la observacién de Y sobre un conjunto U de n in-
dividuos permite obtener una matriz de datos D a partir de la cual constru-
imos una matriz n X n de distancias A. Sea X la matriz de coordenadas
principales obtenida a partir de A (teorema 1.5.1). Vamos a considerar tres
tipos de problemas:

1. Predecir una variable continua Y como una funcién de regresién de =,
siendo = un conjunto mixto de variables.

2. Predecir Y como una funcién de regresion no lineal de =, siendo E un
conjunto de variables continuas.

3. Predecir Y, discreta con g estados, como un problema de clasificacién
siendo = un conjunto mixto de variables.

El esquema de la prediccién basada en distancias es:
= A
uv — D — X

un nuevo individuo

X las observaciones = sobre

y las observaciones de Y sobre Y

X las coordenadas principales sobre U

y(n+1) la prediccién de Y para

La formulacién general de este problema ha sido presentada por Cuadras
en [24].
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1.6.1 Prediccidén con variables mixtas

Sea y el vector n x 1 el vector de observaciones de Y sobre U. Utilizamos el
modelo de regresién
y=ply,+ X B +e (1.30)

donde X es una matriz n x k resultante de elegir £ < n — 1 coordenadas
principales (columnas de X') segin un criterio conveniente. (3 es un vector
k x 1 de pardmetros. Este modelo ha sido estudiado por Cuadras y Arenas
[25], probando que:

Bo = ¥
B = MTU-X ey
Jn+1) = z/ AT Xy

Ay es la matriz diagonal k x k con los k valores propios de B (ver teorema
(1.5.1)) que corresponden a los vectores seleccionados en Xy,

1,
$k=§Ak X (b —d),

donde b = (by1,...,bnn)" es el vector columna n x 1 cuyos elementos son los
de la diagonal de B,y d = (8%4,...,62,)" es el vector columna n x 1 cuyos
elementos son los cuadrados de las distancias del nuevo individuo a
los U.

1.6.2 Regresiéon no lineal

Supongamos que
Yzf(El,...,Ep)—i—e

es decir, Y es una funcién de regresiéon no lineal de un conjunto E =
(E1,...,Ep) de p variables, que suponemos continuas.

Sean (&i1,...,&p), (§1,...,&p) observaciones sobre un par (i,7) de
elementos de U. Cuadras [25] demuestra que adoptando la distancia d;
definida por

p
51'23' =3 |in — &l
h=1

y aplicando el modelo (1.30), se consigue una buena prediccién de Y sin
necesidad de conocer f.

En los capitulos 2 y 3 de esta memoria presentamos soluciones a algunos
problemas algebraicos planteados por el estudio de esta distancia.
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1.6.3 Anadlisis discriminante

SiY tiene g estados, que podemos indicar 7y,. .., 7y, la prediccién sobre un
nuevo individuo, al que debemos asignar un valor de Y, es decir, uno de los
g estados, es equivalente al problema del Andlisis Discriminante:
Dada la particién de la poblacién U en las g subpoblaciones definidas
por los estados de Y
U=U,00,U...UU,

donde Uy, es el conjunto de los ny, individuos para los que la prediccion cierta
es T, clasificar el nuevo individuo en una de las g subpoblaciones.

Cuadras [24] estudia una regla de clasificacién que parte de las g fun-
ciones discriminantes

1 ngk 1 nE Nk
fr([ntl]) = - > 6% (k) — n—kQZZfSijZ(k)
i=1 i=1 j=i

donde Ay = (d;;(k)) es la matriz de distancias de la subpoblacién Uy, y
di(k), (i=1,...,nk) las distancias de a los ny individuos de esta
subpoblacion.

Este método de discriminacién goza de buenas propiedades:

—_

e Equivale al discriminador lineal cldsico en el caso de que = sea un
conjunto de variables sélo continuas, y tomando como d;; la distancia
de Mahalanobis en U.

e La probabilidad de clasificacién errénea es facilmente calculable.

¢ En caso de conocerse las probabilidades de asignacién a priori, éstas
se pueden incorporar al modelo.

e Puede ser aplicado correctamente a discriminacién con variables mix-
tas.

El capitulo 5 de esta memoria es una contribucién al estudio de este método.
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2.1 Definicién del modelo

Sea Y una variable respuesta continua y Z1,5,,..., 5, variables regresoras
continuas, discretas o mixtas. Supongamos inicialmente que las variables
son continuas, y sea

U={1,2,...,n}

un conjunto de n individuos o unidades experimentales, sobre los cuales
observamos las variables. El modelo de regresién miiltiple cldsico es (Seber
[96]):

yi=p+&ib+.. +&ipbpte  (i=1,...,n) (2.1)

que escribiremos en notacion matricial:

y=pl+§&-B+e (2.2)

donde y es el vector n x 1 de observaciones de la variable Y, £ es la matriz
n X p que contiene en la fila 7 el vector & (de dimensién 1 X p), con las
observaciones de las variables = correspondientes al individuo 7. El escalar
1y el vector 8 de dimension p x 1, son los pardmetros del modelo, y el vector
e, de dimensién n X 1, contiene los errores aleatorios.

Sin embargo, el modelo 2.2 puede ser cuestionable en los siguientes casos:

1. Las variables regresoras son mixtas

2. La relacion entre Y y Eq,...,E, es no lineal

Poco se conoce acerca del planteamiento mas adecuado en el caso (1). A
menudo se resuelve cuantificando las variables cualitativas, pero el modelo
depende de la cuantificacién elegida.

El caso (2) exige conocer la funcién no lineal en el modelo de regresion,
es decir:

Y:f(El,...,Ep)+€

A veces, tal conocimiento proviene de la naturaleza fisica del problema, pero
otras veces la funcién f se desconoce. Si p = 1, lo mas cdmodo consiste en
utilizar un modelo polinémico, pero si p > 1 este enfoque es mas complicado.

Un nuevo enfoque al problema de definir un modelo de regresion y prede-
cir los valores de Y sobre nuevos individuos, ha sido propuesto por Cuadras
[24] y estudiado por Cuadras y Arenas [25].

Las observaciones sobre U = {1, 2, ..., n} de las variables regresoras
permiten, mediante una elecciéon adecuada de una funcién de distancia, en-
contrar una matriz de distancias A = (d;;) de orden n x n. Supongamos
que la distancia es euclidea. Entonces, aplicando el teorema (1.5.1), existe



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESION BASADO EN DISTANCIAR

una matriz X de dimensién n x p tal que B = X - X', siendo p = rang (B).
Elegimos la llamada solucién de coordenadas principales, por lo que pode-
mos contar con las propiedades descritas en la seccién 5 del capitulo 1.

Introducimos entonces el p—modelo, es decir, un modelo total de di-
mensién maxima p como sigue:

Y=pl+X-B+e (2.3)

Obsérvese que ahora X no contiene observaciones sobre variables regresoras,
sino las coordenadas principales obtenidas de A.

2.1.1 Propiedades generales del modelo global

Las estimaciones LS (minimos cuadrados) de p y 8 vienen dadas por
i=y  B=AlX'.y (2.4)

siendo A = diag (Ay, ..., Ap) la matriz diagonal de valores propios de B.
El coeficiente de determinacién, es decir, el cuadrado del coeficiente de
correlacién multiple entre Y y X viene dado por

y,.XI.Afl.X,.y
> (yi — )

Supongamos ahora que es un nuevo individuo del que conocemos
las observaciones sobre las variables independientes =. Tales observaciones
permiten calcular las distancias entre y cada uno de los individuos de

I
Snir,i = 8(n+1][i)  ier

A partir de ellas podemos hacer una prediccién empleando el siguiente re-
sultado (Gower [50]), que relaciona el vector d = (5i+1’1, o ,6721+1’n)’ de los
cuadrados de estas distancias con el vector z,11 = (Zp11,15---,Tn+1,p) de
las coordenadas principales atribuibles al nuevo individuo.

R? = (2.5)

Proposicion 2.1.1
1
Ty = 51\*1 X" (b—d) (2.6)

siendo b el vector de dimension n X 1 que contiene los elementos diagonales
de la matriz B.
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Demostracion:

6721+1,i = (Tny1— %) - (Tn1 — 951‘)'

! ! !
= Tpil Ty + T2 —2Tpq1 - T (2.7)

Sumando para i de 1 a n, y teniendo en cuenta que las columnas
de X suman 0

n
2 li
Z 0541, = NTpy1 * Tpyq + 1B
i=1

Sustituyendo en (2.7)

1 n
2w -y = - < E 5%+1,Z~ — trB) +bi,i — 6%—1—1,2’
i=1

Superponiendo estas n ecuaciones en forma matricial

1 n
2X - al = - (Zafmﬂ. —trB) 1, + (b—d)
=1

Finalmente, el resultado se obtiene multiplicando a la izquierda
por X', dado que X' -1, =0. O

El modelo (2.3) depende de la distancia d; ; elegida, contiene el modelo de

regresion cldsica como caso particular, pero es especialmente interesante en
los casos mixto y no lineal, con tal de elegir una distancia adecuada.

2.1.2 Regresion lineal clasica

Si las variables = = (Z1,...,E,) son continuas, el modelo de regresién lineal
clasico es

y=pl+&-v+e (2.8)
donde £ es la matriz de dimensién n x p formada por los n vectores &y, ..., &,

(de dimensién 1 x p) de observaciones de las variables Z correspondientes a
los n individuos,
Elijjamos ahora la distancia euclidea al cuadrado

67 = (L — &) - (& — &) = && + & — 26i¢;
La matriz A®) = (6227-) verifica

AP =Sp+Sc—2¢-¢
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donde Sr tiene las filas iguales y S¢ tiene las columnas iguales. Como
HSp = ScH =0, la matriz B (Teorema 5.1) es

B = (HE) (€H)=X - X'

Asipues, al aplicar el modelo de regresion basado en distancias a este caso,
obtenemos

y=pl+X-vy+e (2.9)
que es equivalente al anterior. En efecto, 2.9 es el modelo 2.8 expresado en la
forma centrada y ortogonal, es decir, donde las variables se han centrado en
la media y se ha llevado a cabo una transformacién lineal que las convierte
en ortogonales.

Sea ahora £ el vector de observaciones sobre un nuevo individuo. En-
tonces la distancia euclidea al cuadrado del individuo al individuo
del conjunto de referencia I es:

67 =lE—&IP = llo —zll> = 2" &+ by — 22" -

Siendo z el vector de observaciones de respecto a 2.9. La ecuacion
anterior nos permite escribir

b—d))=2-2"-X'—2"-2-1

con lo cual, la prediccion para es
g =942 X' X A2 X' y=7+a"-A"- X"y (2.10)

que es la misma formula que obtendriamos utilizando regresién clédsica, bajo
el modelo ortogonal centrado.

2.1.3 Regresion con variables cualitativas

Supongamos que Z = (E4, ..., Ep) son variables cualitativas, y que Z, posee
gr estados excluyentes. Una medida bastante utilizada de similaridad entre
dos individuos 7, j es m;;, el nimero de estados presentes simultdneamente
en sy en j. Como m;; < p, una medida de distancia viene dada por

& =2(p —mij)

Por otra parte, codificando los estados de =, como ¢, variables binarias
0/1, es evidente que 67 es una distancia euclidea. TLuego el modelo DB
proporciona los mismos resultados que el modelo clasico si tratamos las p
variables como Y°7_, g, variables binarias 0/1.
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2.1.4 Regresién con variables mixtas

Supongamos que el conjunto de variables regresoras consta de p; variables
continuas, po variables dicotémicas, y p3 variables cualitativas. Se puede
construir un modelo de regresién basado en la distancia §; ;2 = 2 (1 — s;;),
siendo

i(l_w>+a+m..
k=1 Ry, Y

p1+ (p2 —d) +ps
donde m; ; es el nimero de estados presentes simultdneamente para las p;
variables cualitativas, a y d representan el nimero de coincidencias 1/1 y
0/0, respectivamente, para las p, variables dicotémicas, y Ry es el rango
de la k—ésima variable continua. La expresion 2.11 ha sido propuesta por
Gower [51], y su utilizacién ha dado muy buenos resultados [25].

(2.11)

Sij =

2.1.5 Regresion no lineal

El modelo de regresién no lineal
Yi=f(@ity.. ., mip) +e  i=1,...,n (2.12)

ha sido poco estudiado porque se pierden muchas de las propiedades geo-
métricas y estadisticas que permiten el elegante tratamiento del modelo
lineal (ver secc 2.1, cap 1). Sin embargo, recientemente se ha prestado
mayor atencién al tema, (véanse, por ejemplo, los libros de Ratkowsky [91]
y Seber and Wild [97]).

El modelo 2.3 basado en distancias permite también abordar con éxito
algunos problemas que en principio requeririan el modelo (2.12). El método
consiste en utilizar como distancia al cuadrado entre dos observaciones de
las variables regresoras la distancia valor absoluto definida como

&) = lwir —wjr| + - A iy — 3y (2.13)

Segin veremos en el teorema (2.2.1), A = (d;;) es una matriz de distan-

cias euclideas (entendiendo este concepto como existencia de una configu-

racion de puntos en un espacio euclideo cuya matriz de interdistancias es

A), aunque la funcién §; ;2 de las variables z no es una forma cuadréatica.
Este modelo de regresién tiene tres importantes ventajas:

1. No es necesario conocer una funcion f.

2. Es posible calcular un coeficiente de determinacién R? que mida el
grado de ajuste al modelo.
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3. No presenta los delicados problemas numéricos de convergencia, pro-
pios de los ajustes a modelos no lineales.

Ejemplo 2.1.1 Afifiy Azen [1] (pp. 187-188) consideran el siguiente mod-
elo de regresion:
H = a(1 — exp(—pt)) (2.14)

que relaciona la concentracion de hormona H con el tiempo t. La estimacion
LS de los parametros o y B del modelo 2.1/, con los datos de la tabla 1, es:

~

a = 0.1758 B =0.1531

Para estos mismos datos, utilizando el modelo DB, se obtiene un coeficiente
de determinacion R?> = 0.9971. La siguiente tabla detalla las predicciones
H de los valores de H correspondientes a los valores observados empleando
los dos modelos.

t H }AI, segun el modelo 2.14 }AI, segtin el modelo DB

0.0 0.000 0.000 0.004
1.0 0.025 0.025 0.022
1.5 0.035 0.036 0.033
2.0 0.045 0.046 0.044
2.5 0.085 0.056 0.055
3.0 0.065 0.065 0.065
3.5 0.075 0.073 0.074
4.0 0.082 0.081 0.083
4.5 0.088 0.088 0.090
5.0 0.094 0.094 0.095
5.5 0.100 0.100 0.100
6.0 0.105 0.106 0.103
6.5 0.110 0.111 0.107
7.0 0.115 0.116 0.115
7.5 0.120 0.120 0.121

8.0 0.125 0.124 0.126
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2.2 Estudio de la distancia Valor Absoluto

Supongamos que p variables continuas X1, ..., X, permiten obtener las ob-
servaciones z; = (j1,...,%1p) sobre cada individuo ¢ del conjunto U =

{0,...,n}.
Como hemos visto anteriormente, la regresion no lineal a través del mod-
elo DB se basa de un modo bastante eficiente en la distancia Valor Absoluto.

612]':|xi1_xj1|+"'+|$ip—x]‘p| (2.15)

En las secciones siguientes proponemos un estudio de esta distancia que pro-
porcione una justificacion tedrica de su buen comportamiento en la prediccién
segtin el modelo DB.

En primer lugar, se demuestra la siguiente propiedad bésica

TEOREMA 2.2.1 La matriz de distancias A®) = (5223-) es euclidea.

Demostracién: La matriz A (2 de distancias al cuadrado es la
suma, de p matrices

AP =AMDPD +... 4 A(p)?
donde cada sumando contiene informacién de una de las variables
A(k)® = (87;(k) = (|lzix —2;k])
Veamos que cada una de las matrices A (k) () es euclidea: Pode-

mos suponer, sin pérdida de generalidad, que para una variable
k fija, tenemos las desigualdades:

Tog <21k <o S Tyg

(el caso general se obtiene reordenando los individuos).

En estas condiciones, se observa por calculo directo que la matriz
de distancias euclideas entre los puntos

( 0 , 0 , 0 s e 0 )
( vZ1r —Zo , 0 ) 0 I 0 )
( Voir—z0 , Vo2—21 0 s 0 )
( vVT1 — o 5 LTi — Lj—1 5 - 0 )
( Vxr —xzo , Ti — Li 1 5 e Tp — Tp—1 )

(2.16)



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESION BASADO EN DISTANCIAS

coincide con la matriz A(k) ®. (Se ha omitido el subindice
comun k en las z, por claridad de notacién). Por tanto, la matriz

es definida positiva.

Finalmente,
1

B=H-. (_§A(2)) CH
es una matriz definida positiva, por ser suma de matrices de
esta clase.O

2.2.1 El caso unidimensional equidistante

Las dificultades que presenta el estudio de la distancia 2.15 aconsejan abor-
dar primero el caso de un conjunto unidimensional de puntos equidistantes,
para los que tomaremos coordenadas con valores enteros.
Consideremos el conjunto U = {0,1,...,n}, y definamos sobre U la
distancia
62 = Ii - jl (2.17)

Como la obtencién directa de las coordenadas principales a partir de la
matriz de distancias A @), por diagonalizacién de

B:H-(—%A(Q))-H

donde H es la matriz de centrado de dimensién (n + 1, n + 1), es algo
complicada, las deduciremos indirectamente por transformacién de una ma-
triz de coordenadas euclideas centradas X, cuya matriz de interdistancias
(euclideas) sea igual a A2. Podremos encontrar tal configuracién ya que la
matriz de distancias asociada a U por la distancia valor absoluto es euclidea.
El procedimiento consiste en calcular las componentes principales (vec-
tores propios de la matriz de covarianzas) de Xi,..., X,, y transformar X
con la matriz ortogonal de vectores propios obtenida de este cdlculo. Es
decir, si C' es la matriz de covarianzas de X, entonces las coordenadas prin-

cipales vienen dadas por
Y=X.-V (2.18)

siendo C =V - A - V' la descomposicién espectral de C, puesto que

Y.V = X-X'=B
Y. v = V.X'".X.V=V'.C-V=A
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(véase Mardia [78, Teorema 14.3.1]).
Partimos de las coordenadas euclideas proporcionadas por las variables

convencionales X1, ..., X, siguientes
Variables
Xy X5 X3 X,
Individuos

0 -n —(n-1) —(n-2) -1

1 1 —(n—-1) —(n-—2) -1

2 1 2 —(n —3) -1

3 1 2 3 -1

n—1 1 2 3 -1

n 1 2 3 n

(2.19)

Proposicion 2.2.1 Estas variables definen una representacion euclidea del
conjunto U con la distancia 2.17 (salvo un factor irrelevante de n+ 1)

Demostracién: Se ha obtenido la matriz (2.19) multiplicando a
la izquierda

000 0 0 0
1000 00
110 0 00
1110 00

A=111 11 00
111 1
1111 ...1°1

por la matriz de centrado de dimensién (n + 1,n + 1)

1
H= In+1 - ’I’L—+1 1n+1 : ;H-l

(con un factor (n+1) a fin de obtener coordenadas enteras, mas
manejables)
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Se puede comprobar directamente que: las filas de A constituyen
una configuracién euclidea que corresponde a los puntos de U con
la distancia valor absoluto.

Finalmente, el producto a la izquierda por H conserva las
distancias euclideas entre filas. O

Por construccién, las medias de las variables (columnas) de X son nulas:
X; =0, t=1,...,n.
La covarianza entre X; y X; es ¢;j = LX{ - X;. Para ¢ < j, las

n+1
coordenadas 7 y j son:
X; X
(—(n+1—-4) —(n+1-7j)
1
| —(n+1—1) —(n+1-j7)
( i —(n+1-7)
J—1
\ 1 —(n+1-17)
4 7 j
n—j
( ‘ J
Luego:
Xi-X; = in+l—i)(n+1—j)—@G—ditn+l—f+n+1—7j)ij
= i(n+1)(n+1-7j)
Con lo cual:
Cij = i(n-l—l—j) 1<

Cji = Cij (2'20)
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0, equivalentemente
¢j=(n+1) minfi, j} —ij (1<i,j<n)

Por ejemplo, para n =4 es

— N W
N =~ O W
W O = N
=W N =

Observemos que la parte superior de C' y la parte inferior son iguales
salvo simetrias y permutaciones. En general, para un conjunto de n + 1
individuos, la matriz C' (de dimensién n) cumple la siguiente propiedad:

Ci,j = Cngi—j,nt1—i (2.21)

En la seccién siguiente vamos a estudiar con més detalle las matrices que
presentan esta estructura, y en particular, sus valores y vectores propios.
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2.3 Estructura de las matrices centro—simétricas

2.3.1 Definicion

Dada una matriz C' de dimensién (n,n), designaremos por C! la anti—trans-
puesta de C, es decir, el resultado de efectuar la operacién de transposicién
respecto la antidiagonal

C% = Crgi—j,nt1—i

Esta operacion puede describirse mediante la accién sobre C' de la matriz de
permutacién W (n), definida como la matriz de dimensién (n,n), que tiene
todos los elementos de la antidiagonal iguales a 1 y todos los demas nulos.

Wij = dint1-j

W (n) representa la permutacién de longitud maxima (permutacion total)
sobre un conjunto de n elementos:

(1,...,n) = (n,...,1)

W es idempotente, simétrica (y, evidentemente, W* = W). En lo sucesivo
omitimos el orden n en la notacion de la matriz W, siempre que resulte claro
del contexto.

El resultado de la operacion de W sobre una matriz C' es

w-c-w =)= (W)

que equivale a aplicar la permutacion total a filas y columnas de C, o bien
a transponer sucesivamente respecto las dos diagonales de C'.

Definicion 2.3.1 Una matriz cuadrada C' es centro—simétrica si W-C-W =
C, o equivalentemente, si conmuta con W. Los elementos de una matriz
centro-simétrica C' de dimension (n,n) verifican que C; j = Cpy1—i nti—j

Este tipo de matrices aparecen también en el estudio de Ecuaciones In-
tegrales en Fisica Matemética. Algunas propiedades elementales pueden
encontrarse en Cord y Sylvester [14] y en Good [48].

Un caso particular notable de matrices centro—simétricas es el de las
matrices de Toeplitz, que se definen como aquellas matrices en las que todos
los elementos de las diagonales equidistantes de la diagonal principal son
iguales.

Las matrices centro—simétricas tienen la siguiente estructura en cajas

Sim es par (sea n = 2gq),

M N-W
C_<W-N W-M-W) (2:22)
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Sin es impar (sean =2q + 1),

M W-u N -W
C=| oW »p v’ (2.23)

donde M y N son matrices (q,q), u y v son vectores (g, 1), p es un escalar,
y las W que aparecen en las cajas representan la matriz W(q).

En general, una matriz centro-simétrica no es simétrica. De las expre-
siones en cajas 2.22 y 2.23 se deduce que la condicién de simetria para una
matriz centro—simétrica C' es

e Sin=2q, C es simétrica <= M y N son simétricas
e Sin=2qg+1, C es simétrica <= M y N son simétricas, y u = v

La matriz de covarianzas de la seccién anterior, para un conjunto de n + 1
puntos equidistantes, es una matriz simétrica y centro—simétrica de di-
mensién (n,n). Sus cajas componentes son

e Sin=2q,
M;; = (2¢+1) min{s, j} —ij
Nij = ij (2.24)
e Sin=2qg+1
M;; = (2¢+2) min{s, j} —ij
Nij = ij
ui = (q+1)>—=(q+1)i
p = (g+1)? (2.25)

2.3.2 Valores y vectores propios

De la definicién anterior se sigue que los subespacios propios de W son
invariantes por la accién de de una matriz centro—simétrica C, propiedad
que emplearemos en la descripcién de los vectores propios de C'

Definicién 2.3.2 Daremos el nombre de espacio impar al subespacio propio
de W correspondiente al valor propio +1

F={zeR"\W-z=2x}

y de espacio par al subespacio propio de W correspondiente al valor propio
-1
G={zeR"\W- -z =—z}
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El espacio R" descompone en suma ortogonal de F'y G

. . q si n=2q
dim £ = { g+1 si n=2q+1 (2.26)
dimG = ¢ (en ambos casos) (2.27)

Los vectores de F' tienen la estructura en cajas

T .
<Wx> si n=2q

x
Y si n=2q+1
Wz

donde z es un vector columna de dimensién (g, 1), y y es un escalar.
Los elementos de G tienen la estructura en cajas

T .
(—W-x) si n=2q

x
0 si n=2q+1
-W-z
Proposicion 2.3.1
1) Si x es un vector propio de una matriz centrosimétrica C con valor
propio X\, entonces = f + g, siendo f € F, g € G vectores propios de C
con valor propio X. En particular, si A es un valor propio simple, entonces
reFoxed
2) Si C es positiva (en el sentido de tener todos sus elementos positivos),

entonces el valor propio mdzimo es positivo y simple, y el vector propio
correspondiente pertenece a F,

Demostracién: Si C - x = Az, consideramos la descomposicién
z=f4+g,slendo f € Fyg€G. Entonces C-z =C-f+C-g=
Af+Ag,portanto, C-f=Af,yC-g=Ag.

La segunda parte resulta del teorema de Perron: el valor propio
maximo es positivo y simple, y podemos tomar todas las
componentes de su vector propio positivas, lo que es
incompatible con la pertenencia a G. O
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Teniendo en cuenta la primera parte de esta propiedad, en muchos casos de
interés, y en concreto, en el caso de la matriz de covarianzas de los puntos
equidistantes, que tiene n valores propios distintos, segiin veremos en el
Capitulo 3, el calculo de vectores propios de una matriz centro-simétrica se
reduce a un problema andlogo en dimensién mitad.

En efecto, si n = 2 ¢, la ecuacién de los vectores propios contenidos en F'

W W-N W-M-W W
_ ( (M+N)- -z >
~\w-M+N) -z

()

equivale al problema de vectores propios de la matriz M + N de dimensién
(q,q). Andlogamente, la ecuacién de los vectores propios contenidos en G
equivale al problema de vectores propios de la matriz M — N de dimensién
(¢,9)-

Sin =2q+ 1, la ecuacién para los vectores propios contenidos en G es
también equivalente al problema de vectores propios de la matriz M — N de
dimensién (g, ¢), mientras que para los vectores propios contenidos en F, se
obtiene

x M W-u N-W x
C- Y = W p v’ . y
W.z W.-N U w.-M-W Wz
(M+N)-z + W-uy
= 20" - W -z + py
W-(M+N)-z + uy
x
W.z

que equivale al problema de vectores propios para la matriz de dimension

(g+1,q+1)
M+N W-u
20"-W p

2.3.3 Las matrices B y B

La propiedad de centro—simetria de la matriz de covarianzas C de la seccion
anterior permite aplicar estas propiedades al estudio de sus valores y vectores
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propios
La matriz M 4+ N, que aparece en el cdlculo de los vectores propios de
C' contenidos en F es, segin (2.24) y (2.25), un multiplo de la matriz

1 1 1 1
1 2 2 2
B(q) = 1 2 3 3
1 2 3 q

de componentes

(2¢q+1)B(q) si n=2q

M+ N = .
+ {(2q+2)B(q) si n=2q¢+1

En el caso n = 2¢q, la matriz M — N que aparece en el cdlculo de los
vectores propios de C' contenidos en G' es una matriz de dimensién (g, g),
que denotaremos B(q), con elementos

B(q)ij = (2q + 1) min{i, j} — 245
y, con una notacién méas compacta
B(q) = (2qg+1) B(q) — 2b(q) - b(q)’

donde b(q) es el vector de dimensién (g, 1)

En el caso n =2¢ + 1, la matriz M — N es igual al doble de la matriz

C(q) = (¢+1) B(q) — b(q) - b(q)’

(es decir, una matriz como la misma C, pero de dimensién (q, q)).

Finalmente, el problema de valores y vectores propios de dimensién g+ 1
que aparece en el cdlculo de los vectores propios de C' contenidos en F en el
caso n = 2q+ 1, también puede expresarse en funcién de la matriz B(q+1).
Dado que W-u =W -v = (¢ +1)b(g), este problema queda

2(¢+1)Bl@) (a+1)blg) \ () _, (=
2(¢+1b@)  (¢+1)? Y y
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que, tomando z441 = y/2, y teniendo en cuenta la estructura de la matriz
B, es igual a la ecuacién

2(g+1)B(g+1)-2=AD(g+1) -z

donde z = (z1,...,2¢41), y D(¢ + 1) es la matriz diagonal de dimensién
(g+1,q+1) cuyos n primeros elementos son iguales a 1, y el elemento ¢+ 1
es igual a 2.

Obsérvese, ademds, que se verifica la igualdad

B(q) + B(q) =2C(q)

En resumen, se manifiesta que las tres familias de matrices C(q), B(q) y
E(q) estan inseparablemente relacionadas, no solamente por el hecho de
aparecer las B y B como cajas de dimensién mitad al estudiar la matriz C,
sino también cuando se comparan en igual dimension.

A continuacién debemos abordar el estudio de la estructura de vectores
propios de estas matrices. Por claridad de exposicion, hemos agrupado todos
los céalculos y demostraciones en el capitulo 3, y en la secciéon siguiente
empleamos los resultados para esclarecer la estructura de las coordenadas
principales de la distancia Valor Absoluto.
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2.4 Coordenadas principales de la distancia Valor
Absoluto

En esta seccién se aplican los resultados obtenidos en el capitulo 3 sobre las
matrices B, B y C a la descripcién de las coordenadas principales para la
distancia valor absoluto.

La conclusién a que se llega, principal resultado de este capitulo, es la
interpretacion de las coordenadas principales de la distancia Valor Absoluto
como funciones polinémicas de grado creciente con el indice del correspon-
diente eje principal.

Este hecho proporciona una explicacién razonable al buen comportamiento
de la regresién basada en la distancia Valor Absoluto, pues permite inter-
pretar este modelo como una proyeccion del vector de observaciones sobre
ejes principales que definen dimensiones lineales, cuadraticas, cibicas, etc.

Ejemplo: Para n+1 = 9 obtenemos las siguientes 4 primeras coordenadas
principales, asimilables a dimensiones de tipo lineal, cuadratica, cubica, y

cudrtica.
Coordenada
1 2 3 4
Autovalor: 8.290 2.137 1.000 0.605
Individuo
1 -1.337 0.648 -0.408 0.2809
2 -1.176 0.345 0.000 -0.1833
3 -0.873 -0.120 0.408 —0.3446
4 —-0.464 —-0.528 0.408 0.0637
5 0.000 -0.689 0.000 0.3667
6 0.464 —-0.528 -0.408 0.0637
7 0.873 -0.120 -0.408 —0.3446
8 1.176 0.345 0.000 -0.1833
9 1.337 0.648 0.408 0.2809

Dimensién Lineal (¢) Cuadréitica (+) Cubica (O) Cudrtica (x)

El grifico siguiente corresponde a estas coordenadas principales, y pone de
manifiesto la interpretacion de cada coordenada. (Se ha escalado indepen-
dientemente cada coordenada, para mejor visualizacién)
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X
* O O &
<&
<&
+ +
<
X X
O & O
+ +
<
x <O X
+ +
QO 4 a a
Foo % | | | N b
1 2 3 4 ) 6 7 8 9

Como advertiamos en la seccién 2.2.1, en lugar de hallar las coordenadas
principales sobre el conjunto de n + 1 puntos equidistantes sobre una recta,

dotado de la distancia Valor absoluto, §(z;,z;) = +/|z; — ;| por aplicacién
directa del teorema 1.5.1, practicamos un andlisis de componentes princi-
pales sobre la matriz de datos 2.19

I R (R VS I B i=0,...,n
X”_{j si Q> (j:l,...,n)

y, una vez obtenida la descomposicién espectral de la matriz de covarianzas
C =V -A-V' calculamos la matriz Y de coordenadas principales por

V=XV

TEOREMA 2.4.1 Los elementos de la columna j deY, para j =1,...,n,
vienen dados por

Vii=a;—b;Tj(z) i=1,...,n+1 (2.28)

donde T} es el j—ésimo polinomio de Tchebytchev de primera especie, a;j y b;
son constantes, y los z; € [—1,1] son los n+ 1 ceros del polinomio Ty, 11(z),
es decir,

o (22’—17_‘_) 1 1
Z; = cos ST i1=1,...,n
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Demostracién: Empleando la expresion (3.20) para la matriz V
de vectores propios

n
Y;; = ZXikaj:
k=1

k -
— z sin ( - )
L
—V2n+ 2,§Sin <n—-|f1ﬂ->
Ahora, empleando la identidad

Zsmka :_1 [cos((n—i—

%) a) — cos (%)]

sin ()

en el segundo sumando, obtenemos

S (L r) ! [cos(@%) (7)) —cos ((n+3) (z%”))]

P 2 sin (2n]+27T)

Agrupando como a; y bj los términos que no dependen de 4, y te-
niendo en cuenta la definicién de los polinomios de Tchebytchev
de primera especie,

Tj(z) = cos(j 0) siendo z = cos(0)

obtenemos el enunciado. O
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3.1 Propiedades elementales

En este capitulo vamos a estudiar las matrices C, B y B introducidas en el
capitulo 2, que supondremos de dimensién (n, n) salvo indicacién contraria.
Veremos que aparecen como casos particulares de una clase paramétrica de
matrices Fy(a).

Los elementos de estas matrices son

B;; = min{i,j} ,j=1,...,n
Eij = (2n+1)-min{i,j}—2ij i,j:l,...,n (31)
Ci; = (m+1) -min{i,j} —ij Lj=1,...,n

Se verifican las siguientes relaciones entre las matrices B, By C:

C = (n+1)B—b-b

B = (2n+1)B—-2b-¥ (3.2)
1 -
siendo b = (1,2,...,n)". De hecho, dado que b coincide con la tltima

columna de B, vemos que la estructura de B es fundamental para el es-
tudio de las otras dos matrices.
Otra propiedad relevante de B es su descomposicién ¢ la Cholesky:

B=M-M' = N? (3.3)
siendo
1 0 0 . 0 0 0 1
11 .0 0 0 1
M = 1 11 . 0 N=]|0 1 11
: . 0 : :
1 11 1 1 1 1 1 11

En particular, B es definida positiva y det(B) = 1. Igualmente C es
definida positiva, al ser una matriz de covarianzas, y segiin veremos en el
apartado siguiente, también B tiene esta propiedad.

Los valores propios de B son conocidos (Véase Frank [43])

1 27 —1 -1
)\i:—{l—cos< ‘ w)} i=1,...,n (3.4)
2 2n+1

mientras que los vectores propios no parecen ser bien conocidos. Segin
Graybill ([53], pp. 186-187), B pertenece a una familia de matrices cuya
estructura caracteristica “es dificil de evaluar en general”.
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Las relaciones 3.2 y las propiedades vistas en el capitulo anterior indican
que los vectores propios de B, B y C deben estar muy relacionados, como
confirmamos en lo que sigue.

Introducimos la siguiente familia paramétrica de matrices (dependientes
del pardametro a) !

2 -1 0 0 ... 0 0
-1 2 -1 0o ... 0 0
0 -1 2 -1 ... 0 0
Fn(a) = . (3'5)
0 0 0 0 2 —1
0 0 0 0 -1 a

Es inmediato comprobar que
det F, =n(a—1)+1

También por célculo directo se muestra que Fy, (1) = B~!, de modo que

expresién que permite el cdlculo de la inversa de F),(a)

1

Fola) = na—1)+1

Gn(a)
donde
Gnla)=(n(a—=1)+1)B—(a—1)b-¥ (3.6)

La importancia de G, (a) se debe a que permite generar los tres tipos de
matrices anteriores. Comparando con las relaciones 3.2 se observa que

B = Gn (1)
C = G,(2 (3.7)
E = Gn (3)

Ejemplo: Para n = 4 obtenemos

1 1 1 1 4 3 2 1 7T 5 3 1
1 2 2 2 3 6 4 2 5 10 6 2
Gn(1) = 1 2 3 3 Gn(2) = 2 4 6 3 Gn(3) = 3 6 9 3
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

!Obsérvese que F,,(2) es una matriz de Toeplitz.
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3.2 Vectores propios

3.2.1 Valores y vectores propios de F,(a)

Los valores y vectores propios de Fj,(a) se expresan por medio de los poli-

nomios de Tchebytchev de segunda especie:

Up(§) = 1
Ui (€) 2¢

Upi2(§) = 26Ukp1(§) — Ur(§)

(k= 0)

TEOREMA 3.2.1 Sea u un valor propio de F,(a) con vector propio v =

(v1,...,vpn). Entonces:

o £ =1—1/2 es una raiz del polinomio

qn(&) = Un(f) + (a - 2) Unfl(g) (38)

e Las componentes de v son

2 sin(7 6)

1

T V2t um(d)

donde 0 se define por £ = cos®f.

Demostracién: Sea v = (vi,v9,...,0p,)

con valor propio u. Entonces

2 V1 — V2
—U1 + 2 (%) — U3
—Up2 + 2vp1 — vy

—Up—1 +  2u,

i=1,...,n (3.9)

vector propio de F(a)

2201
Hv2

M Up—1
K Un

Pongamos £ = 1 — 11/2, es decir, p = 2 (1 — ). Entonces

V2 :251)1
V3 =2£’U2
Uy =2&Up_1

(2—a)v, =2&wu,

U1
(3.10)

Un—2
Un—1
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Teniendo en cuenta la férmula de recurrencia de los polinomios
de Tchebytchev de segunda especie, vemos que haciendo v; =1
se cumple que v; = U;—1(£). En general, las componentes del
vector propio de valor propio p serdn:

’UiZUZ'_l(g)Ul i=1,...,n—1 (3.11)

Por otra parte, el polinomio caracteristico de Fj(a) en funcién
de € es
an(§) = det(Fn(a) —2(1 =) In)

Para a = 2, obtenemos de nuevo los polinomios de Tchebytchev

n€)=2¢ @@ =2+1 ... ¢ =Un(8)

Sumando la columna (0,0,...,a —2)" a la dltima columna de
F,,(2) obtenemos F),(a), y desarrollando el determinante obten-
emos el polinomio caracteristico de F),(a)

qn(&) = Un(f) + (a - 2) Unfl(g) (3'12)

Seguidamente calculamos v; imponiendo la condicién de médulo
1 para el vector v

n n—1
L= 302 =0t 3 U2
=1 =0

Segun la identidad de Christoffel-Darboux se tiene que
Z U2 U, (5) Un 1(6) - Un(&) Unfl(f)]

Evaluamos esta expresion empleando la representaciéon trigonométrica

de los polinomios u,,

sin(n+1)6
sin 0

Un (5) =

siendo £ = cos

Teniendo en cuenta que

('n' + ]-) Unfl(g) - nfUnfl(g)

UL6) = =
(véase, por ejemplo [7], pdg. 116), y que
1UnE) _ _ gin(o) U (6)

dao
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se concluye que

UL(&) Un—l(g) =
= ﬁ [cos(0) Un(&) Upn—1(€) — (n+1) cos((n+1)0) Un—1(£)]
Un(€) Up—1(&
1

T [cos(0) Un(§) Un—1(§) — n cos(n6) Un(£)]

~

Utilizando la identidad sin(z) cos(y) = 1/2 [sin(z+y)+sin(z—y)]

se llega a

n—1 1

UA(¢) = ——— (2n+1-Uy,

Z ) (5) 4 Sin2(9) ( n + 2 (f))

=0
Luego

+2 sin(0)
v =
\/2n +1- UQn(g)
Segun 3.11, las componentes del vector propio v = (v1,...,v,)
son (salvo el signo)
9 sin(s
v; sin(i ) i=1,...,n (3.13)

T V2 L uga(©)
El valor propio correspondiente a v es

p=2(1—cos(h)) (3.14)
Siendo 6 tal que

un(cos(0)) = (2 — a) Uy—1(cos(0)) (3.15)

Nota 3.2.1 Como

F.l(a) = [det Fy(a)] ! Gr(a)

n
el valor propio A de Gy(a) correspondiente al valor propio u de F,(a) es

a—1)n+1

_(
A= p (3.16)
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3.2.2 Vectores propios de B, C'y B

Los valores y vectores propios de las matrices B, C' y B se obtienen como
consecuencia de los cdlculos anteriores

Matriz B (a = 1)

Sustituyendo a = 1 en 3.15 resulta sin((n + 1) 8) — sin(n ) = 0, que segin
la identidad sin(z) — sin(y) = 2 sin((z — y)/2) cos((z + y)/2), equivale a

sin (g) Ccos <M> =0

Las soluciones de esta ecuacién son
25 —1
0; = T
T oan+1

j=1,...,n

y cumplen que Uy, (60;) = 0.
Luego las componentes del vector propio v; = (v1j,...,vp ;)" son

o . [i(2j—1) ,
i = T =1,..., 1
Vi j 2n+151m< 1 > i n (3.17)

y su valor propio es

2j—1
=2 (1- T
Hi < o+l )

De 3.16 resulta el correspondiente valor propio de B

1 27 —1 -1
= — |1 — 1
Aj 2[ cos<2n+1ﬂ'>} (3.18)
en coincidencia con el resultado 3.4.

Obsérvese que los \; en (3.18) quedan ordenados en sucesién decreciente.
Si, en cambio, tomamos el orden opuesto, vemos que

Proposicion 3.2.1 Ordenando los valores y vectores propios de B de forma
que la sucesion de valores propios sea creciente, las componentes del vector
vj = (V1 j,...,Vp;) vienen dadas por

o 2 213 .
Lo (1)L i ( 71') =1,... 3.19
Vi 5 ( ) /2n_|_181n 2n+1 ’ ’ 7 ( )

y el correspondiente valor propio es

Ly J
Aj:Z sec <2n+1ﬂ'>

En particular, la matriz V= (vq,...,v,) es (ortogonal) simétrica.
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Demostracién: Tomemos j' =n + 1 — j. Entonces

o -
sin<7l(2] D 7r> = sin(iﬂ'— 215 7r>
2n+1 n

Finalmente, multiplicando cada vector v; por el factor
constante (—1)7, operacién que conserva la estructura de
vectores propios, se obtiene el enunciado. Un calculo analogo
proporciona la férmula para los A;. O

Matriz C (a = 2)

Ahora ¢, (&) = Uy, (&), luego las raices caracteristicas son los ceros del poli-
nomio U, (&), es decir,

J :
0; = T =1,...,n
5 nt 1 J ) )
Puesto que para todos estos valores propios se verifica que Uz, (§;) = —1,
las componentes del vector propio v; = (vyj,...,v,;) son

2 [ iy
V; 5 —— Sl
Y 2n+ 2 (n—i—l

y su valor propio es
,u]-=2[1—cos< J 7T>]
n+1

El valor propio correspondiente de C' se deduce de 3.16

1 j -1
)\j:n—i— {1—cos< J 71')}
2 n+1

Vemos que la matriz de vectores propios de C' es también simétrica.
Ademads, estamos en condiciones de asignar cada vector propio al subespacio
par o impar segin la notacién empleada en el capitulo 2.

71') i=1,...,n (3.20)

Proposicién 3.2.2 El vector propio v; de C dado por (3.20) pertenece al
subespacio par de R™ si j es par, y al espacio impar si j es impar
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Demostracién: Empleando la férmula (3.20), es inmediato ver

que
Uni—iyj; = (1) vy

que equivale al enunciado, teniendo en cuenta la descripcién
dada en el capitulo 2 de los subespacios par e impar. O

Matriz B (a = 3)

En este caso, 3.15 equivale a sin((n + 1) #) + sin(f) = 0. De la identidad
sin(x) + sin(y) = 2 sin((z + y)/2) cos((x — y)/2) resulta la ecuacién

n (W) oS (g) =0

cuya solucion es

2]
I on+1 J= 5l
que también anula Usp(€). Luego las componentes de vj = (v1,...,Vn;)
son 5 94
. iJ .
= T =1,... 3.21
Uz] 2n+151n|:2n+1 :| ? ) y ( )

Su valor propio es

25
i =2 |1 —cos 2n+17r

Finalmente, el correspondiente valor propio de B es

29 -1
1— T
08 <2n+1 )}

Una vez més, la matriz de vectores propios obtenida es una matriz (or-
togonal) simétrica. Ademds, comparando la expresién (3.21) con la (3.19),
vemos que las dos matrices de vectores propios difieren inicamente en signos
alternados.
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3.3 Estructura de los vectores propios de B

3.3.1 Introduccién

En esta secciéon vamos a ver que, para un conjunto amplio de valores de n,
los vectores propios de B se pueden generar de un modo bastante simple a
partir del primero.

Ejemplo 3.3.1 Supongamos n = 5. Para visualizar las relaciones exis-
tentes entre las columnas de la matriz V' de vectores propios de B empleemos
(1,2,3,4,5)" para simbolizar las componentes del primer vector propio

(0.1699, 0.3260, 0.4557, 0.5485, 0.5969)"

Con esta notacion, la matriz V tiene el siguiente aspecto:

U1 (%) (O} V4 Vs

1 5 3 -4 2

2 1 5 3 —4

V= 3 -4 2 1 )
4 -2 -1 -5 -3

5 3 -4 2 1

Se observa que los demds vectores propios se obtienen permutando las compo-
nentes de vy, salvo el signo. Ademds, tomando la matriz signo—permutable

0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
Q= 0 0 0 -1 0
0 -1 0 0 0
0 0 1 0 0
se comprueba facilmente que
Q =1 (=Q°
vy = ijlvl j=1,...,4

Es decir, los vectores propios de B son generados a partir del primero
por la accion de potencias de la matriz ().
3.3.2 Permutacién de componentes del primer vector propio

En este apartado se muestra como se pueden obtener las componentes de
cualquier vector propio de B a partir de las del primero.
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Proposicién 3.3.1 Sea vy = (vi1,...,vn1) el primer vector propio. Sea
v;j # 0 una componente no nula de otro vector propio v; = (vlj, ... ,vnj)'.

Entonces, existe un entero k, (1 <k <n), para el cual se verifica que

vij| = vkl (3.22)

Demostracion: Sea h el tinico entero congruente con 7 - j médulo
2n + 1 contenido en el intervalo [0,2n]. El caso h = 0 queda
excluido por la hipétesis, ya que equivale a v;; = 0. En los
restantes casos tratamos separadamente las dos posibilidades

e Sih € [l,n], tomamos k = h. Como i-j =a2n+1)+k,
para algiin o > 0, teniendo en cuenta 3.19, resulta v;; =

(_1)i+j+k+1 Vk 1.
e Sih € [n+1,2n], tomamos k = 2n + 1 — h, con lo que
i-j7 = a(2n + 1) — k, y andlogamente al caso anterior,

obtenemos v; ; = (—1)"I+k g .

O
Proposicién 3.3.2 El primer vector propio vi = (v11,...,vn1) verifica las
desigualdades
O<vi1<... < vyt (3.23)
Y, st vj = (vlj, .. ,vnj)' es otro vector propio con todas sus componentes no

nulas, entonces la sucesion de los valores absolutos

{lvigl, s lvnjl}

es una permutacion de
{lor1l,- - lonal}

Demostracién: Como todos los elementos de la matriz B son
positivos, podemos tomar todas las componentes de v; positi-
vas (teorema de Perron). Sea wy; = (wi1,...,wn1) = B - v;.
Entonces "
Wil — W(—1)1 = kal >0 (3.24)
k=i
y, dado que w; = Ajv1, se siguen las desigualdades 3.23.
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Para probar la segunda afirmacién, teniendo en cuenta la proposicién
3.3.1, es suficiente ver que si v; no tiene componentes nulas, en-
tonces los valores absolutos de todas las componentes son distin-
tos.

Supongamos que, por el contrario, existe un par i1 < 49 de

indices tales que |v;, j| = |v;, j|. Esto equivale a que |sin(i; ¢)| =
. . 24

| sin(iz )| (donde ¢ = 5-457).

Es decir, para algin k > 0 se verifica una de las igualdades

1Y = kM+izp

e = kT —i2p
Si la primera es cierta, (io —i1)¢ = kT, y la componente v;, j de
este vector (siendo 79 = is —41) es nula, en contradiccién con la
hipétesis.
Si la segunda es cierta, llegamos a la misma conclusidn,

tomando 79 = 49 + 41 si esta suma es < 0, o bien
i0 =2n+1— (io +141) sila sumaes > 0. O

3.3.3 Vectores propios con componentes nulas

Seguidamente vamos a caracterizar los casos en que se presentan ceros como
componentes de los vectores propios. En las proposiciones 3.3.3 y 3.3.4 se
emplea la expresion 3.19 para los vectores propios.

Proposicién 3.3.3 Supongamos que v;; = 0. Entonces
1. Necesariamente 1 >3 y j > 3

2. La dimension n es de la forma

(p—1)
2

n=p-+ (3.25)

para algin niumero primo p.

3. pdivideai 6aj.
Demostracion: Deducimos 1 del hecho que v;; =0 <= 2ij =
2k (2n+1) para algin entero k, (0 < k£ < n/2). El minimo valor

del producto ¢j que cumple la condicién es ¢ 5 = 2n + 1, luego
uno de los dos factores es mayor que 2.
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Puesto que en la igualdad 275 = 2k (2n 4 1) el entero k estd
comprendido estrictamente entre 0 y n/2, y tanto ¢ como j son
< n, necesariamente 2n + 1 es no primo.

Sea p > 2 un factor primo de n. Como (2n + 1)/p también es
impar, podemos escribir 2n +1 = p (27 + 1), para un entero r,
0 <r < n/p. Esta igualdad equivale a la relacién 2. Por
ultimo, las igualdades anteriores hacen evidente 3. O

Tabla 4.1 Algunos valores de n con componentes nulas

p n=p+(p-1)/2

3| 4 7 10 13 16
5| 7 12 17 22 27
7110 17 24 31 38
11 116 27 38 49 60
13119 32 45 58 T1

Proposicion 3.3.4 Supongamos que n cumple la condicion 3.25, de modo
que es posible la existencia de elementos v;j nulos. Entonces

1. v;j # 0, siempre que se cumpla una de las condiciones siguientes

1< 2, 7 <2, 1 =n, j=n

2. v;; =0 s14-7 es multiplo de 2n + 1

3. Siwv;; =0, entonces se verifican las igualdades
Vitk,j = TVikj = TV
Un—i—k,j =  Un—itk+l,j = TV2gy1,j

para todos los k > 0 para los que las expresiones en los subindices
estén comprendidas en el intervalo [1,n].

4. Sivij=0siendoi=n/2+16i=(n—1)/2 (segin la paridad de n),
entonces Aj = 1 es valor propio de B.

Demostracién: La primera parte de (1) ya se ha visto en la
proposicién 3.3.3. Puesto que B = N? (3.3), si Bv; = \jvj,
entonces N~! vj = A~1/2 v;. Teniendo en cuenta que

o 0 0 ... 0 -1 1
0 0 0 ... -1 1 0
0o 0 0 ... 1 0 0
N-l=
0 -1 1 0 0 0
-1 1 0 0 0 0
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resulta que las componentes de v; verifican

— 12

Un—i+1,j = Un—i,j = Vi j

U1 )\_1/2 Un j (326)

y, al ser no nulo v1 ;, también v, ;.
(2) es evidente a partir de 3.19

Para (3), de la anulacién de v;; se deducen las igualdades:

sin (Zgﬁfij 7r) = cos (22—;751 7r) - sin (22—731% 7r)
sin(2§i;f;j7r) = —cos (22—7;5171') -sin(%‘%ﬂ')
que equivalen a v g j = —v; g j = TV,
Andlogamente se obtiene que v, _;_j, j = Vn_iyk+1,;, de las iden-
tidades
2(n—1—k)j = —2ij+2n+1)j—(2k+1)j
2(n—i+k+1)j = —2ij+2n+1)7+2k+1)j

Para (4), supongamos que v;; = 0, y que k¥ = n/2+ 1. La
ecuacién k — 1 de (3.26) es

Okj = Vh-1,5 = A opoy

por tanto, A = A\~ /2 = —1. De forma andloga, si k = (n —1)/2,
la ecuacién k + 1 implica que A =1. O

3.3.4 Generacién de los vectores propios a partir del primero

En este apartado volvemos a emplear la férmula (3.17)

(25 —1
vij:sin<%ﬂ'> 1=1,...,n

para los vectores propios de B, pero para claridad de notacién en los razon-
amientos que siguen, omitiremos el factor 2/v/2n + 1.
Estamos interesados en hallar la expresién de la transformacién lineal
vj — vy tal que
V15 = ﬂ:vgj/ (3.27)

donde v; y vj» son dos vectores propios de B. Entonces

i (B2 ) g (2200 )

2n+1 2n+1
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con lo que tenemos dos posibilidades a) v;; = vy ;. En este caso resulta
la igualdad

(2j-1) 2(25' 1) g _Mm—j+2
S =TT ==
2n + 1 2n + 1 I 2
véalida si n y j son ambos pares o impares (n + j par).
b) v1; = —v2 7. En este caso resulta la igualdad
(2j-1) 2(25' 1) g _Mm—j+2
- T4+ T =——"N=9) = ——
ont1 2n + 1 J 2

véalida si n es par y j impar, 6 bien si n es impar y j es par (n + j impar)
Hemos obtenido la transformacién 5 — 5, es decir la correspondencia
entre los indices de los vectores relacionados por (3.27).
Seguidamente estudiamos las transformaciones 1 — 4’ tales que

’Uij = ’Ui/jl

en los dos casos expuestos.

a) Sea j' = (n—j+2)/2 <= vi; = vej. ny j tienen la misma paridad,
n+jespar,y2j —1=n—j5+1

a.1) Si 24 < n, tomemos 7' = 24

De la identidad
i2j—1)—i(2n+1)=-2i(n—j+1)

deducimos

. (i(25—1) . /. 2i(n—j+1) )
)= ) = e L YA
sm( 2n+1 ) sm(z 2n+1

<, > . <2i(n—j+1) )
= —cos|+7) -sin| ——= T
2n+1

C(2i(n—j+1)
— -1 k+1 < 7T>
(=17 sin ( —5 =

Luego obtenemos
vp = (=1 1<i<(n—1)/2 (3.28)
a.2) Sin < 2i < 2n, tomemos 7' =2 (n — k) + 1. De la identidad

i2j—D)=Q2n—-9)+)(n—j+1)—(n—i—j+1)2n+1)
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deducimos

. (1(25—-1) )
2 ) =
Sm( on+1

_ Sin<(2(n—i)+1)(n—j+1)
2n+1

7T> - COoS <(n—i—j+1)7‘(’>
Como n — 1 es par, obtenemos
vp = (=1)""w;;  (n—-1)/2<i<n (3.29)

b) Sea j' = (n+j+1)/2 <= v1; = —vgjr. ny j tienen paridad opuesta,
n+jesimpar,y 25 —1=n+7
b.1) Si 2i < n, de la identidad

i(2j—1)=2i(n+75) —j(2n+1)

(971 94 .
sin<Mﬂ'> =sin<wﬂ'> - COS (zﬂ')
2n+1 2n+1

Y finalmente

se deduce

vy = (=D'vij  1<i<(n—1)/2 (3.30)

b.2) Sin<2i<2n
De la identidad

i(2j—1)=—-2Mn—i)+D)n+)+n—i+5)2n+1)

deducimos
sin (% 7r> = —sin <(2 (n _;)nili(” +9) 7r> - cOoS ((n +4—1i) 7r>

Como n + j es impar, concluimos que
vp g = (—1)'v;  (n—1)/2<i<n (3.31)

Cuadro 3.3.1 Resumen del cambio (i,57) — (4',5') (condicionado al punto
de partida (3.27))

- 1<i<(n—-1)/2 i =2i ,
TL+j impar j’ = ﬁ‘zi Vi 1 = (71)1 Vi j

(n—1)/2<i<n =2Mm—-i)+1

s 1<i<(n—1)/2 i =2i _
n + j par jl =" vy = (1) o
(n—1)/2<i<n =2Mm—-i)+1
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Nota 3.3.1 Comoi' =2i si2i < n, yi=n setransforma eni’ = 1, resulta
que cuando n es una potencia de 2 las formulas anteriores sélo generan
permutaciones diferentes para i < n/2. En efecto, después de n/2 pasos,
1 = 1 se convierte en i' = n, y en la siguiente etapa, se transforma en
1 = 1, volviendo a aparecer el primer vector propio en lugar de una nueva
permutacion.

Este inconveniente se evita facilmente modificando la igualdad (3.27)
empleada como punto de partida en el sentido de imponer que la transfor-
macion v; — vjr verifique

V15 = :|:1)3il (332)

es decir, exigimos que la primera componente pase a la tercera al cambiar el
indice del vector propio.

Siguiendo un procedimiento que no detallamos aqui, andlogo al caso ya
descrito, obtendriamos el cambio i — i’ compatible con (3.32). Obsérvese
que en el caso de n potencia de 3 nos encontrariamos con el mismo problema,
esto es, i = 1 pasaria a i’ =1 en menos de n — 1 pasos.

Podemos asienunciar la

Proposicién 3.3.5 Los cambios de componentes (i,5) — (i, 7') detallados
en el cuadro 8.3.1. son vdlidos para todo n y generan permutaciones distintas
de las componentes del primer vector propio, excepto en los casos

e n es una potencia de 2. En este caso bastaria imponer la condicion
(3.32) y efectuar los cambios necesarios

e n=p+ (p—1)/2 donde p es un nimero primo

Estamos ahora en condiciones de enunciar el principal resultado de esta
seccién, que ya adelantdbamos en el capitulo 2. Este resultado (teorema
(3.3.1)) habia sido conjeturado por Cuadras en 1990 ([26]) para n # (3) + 1.

Empleamos en el enunciado la siguiente terminologia: Diremos que una
matriz @ de orden n X n es signo—permutable (o matriz de permutacién con
signo) si cada fila y cada columna de @ contiene exactamente un elemento
igual a 1 0 a —1, mientras que los restantes elementos son nulos.

Es inmediato probar que una matriz signo—permutable () verifica que:
QI — Qfl anl — Ql Qn -7 (333)
(véase ejemplo en la seccién 3.3.1)

TEOREMA 3.3.1 Supongamos que n # p + (p — 1)/2, donde p es un
nimero primo. Sea viel primer vector propio de B. FExiste entonces una
matriz signo—permutable @Q tal que

- _
vj =@’ v j=2,...,n
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son los restantes n — 1 vectores propios de B.

Demostracién: Teniendo en cuenta las férmulas (3.28) a (3.31),
si tomamos la matriz QQ = (¢;;) definida por

(-1t sii=2i<n-16i=2(n—-i)+1<n
i = 0 en caso contrario
Entonces () es signo—permutable, y pemite expresar las férmulas
(3.28) a (3.31) como
Vjr = + Q i

donde el signo depende de la paridad de j y n. Ahora, suponiendo
que n # 2™ (para todo m), basta observar que v; y v; son ambos
vectores propios de B, que el paso v; + v; se consigue siempre
con la misma @, y finalmente, que Q" = I.

En caso que n = 2™ para algin m, buscariamos otra matriz )
de manera andloga, reflejando el cambio de componentes
(i,7) = (i',4") tomando (3.32) como punto de partida. O
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4.1 Caso general discreto

4.1.1 Introduccién

En esta seccion se plantea la generalizaciéon del estudio realizado en el
Capitulo 2 para un conjunto de puntos equidistantes al caso de un conjunto
de puntos unidimensional arbitrario.

Veremos que, aunque no se llega a un resultado tan preciso como el teo-
rema (2.4.1), que describe cada coordenada principal k—ésima del conjunto
de puntos con la distancia valor absoluto como un polinomio de grado k, se
obtiene el teorema (4.9), que permite una interpretacién cualitativa de las
coordenadas principales andloga al caso equidistante.

4.1.2 Vectores propios

Consideremos un conjunto de n + 1 puntos U = (zg,...,z,) en R. Pode-
mos suponer, sin pérdida de generalidad, que zg < 1 < --- < z,. Nos
proponemos obtener las coordenadas principales del conjunto U con la dis-
tancia valor absoluto.

612]:52($17$‘]):|$Z_$‘]| (i,jzo,...,n)

Como en el caso de puntos equidistantes, como alternativa al cdlculo
directo por diagonalizacién de

B=H-(—%A(2))-H

donde H es la matriz de centrado de dimensién (n +1,n+1), y A® =
(6?]-) es la matriz de cuadrados de distancias, partimos de una configuracién
euclidea conveniente X, cuya matriz de interdistancias (euclideas) sea igual
a A2, y estudiamos las componentes principales (vectores propios de la
matriz de covarianzas) de esta configuracién. Finalmente las coordenadas
principales resultan transformando X con la matriz ortogonal de vectores
propios obtenida de este cdlculo.

Elegimos como configuracién euclidea inicial, como en la demostracién
del teorema (2.2.1), la definida por la matriz de dimensién (n + 1,n)

0 0 0 0 ... 0
g1 0 0 0 0
g1 g2 0 0 0
g1 g2 g3 O 0
g1 92 g3 94 0

g1 g2 g3 ... dn
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donde g; = /z; — z;_1, (i =1,...,n), que podemos escribir como

000 0 0
100 0 0
110 0 0
111 0 0 |.q
111 1 0
111 ... 1

donde G = diag (g1,.--,9n)-
Multiplicando a la izquierda por la matriz de centrado H (con un factor
adicional (n + 1)) obtenemos la matriz X

)+ +g)g; st i<y i=0,...,n
ng—{jgj N (._ ) (4.1)

Calculamos la matriz (n,n) de covarianzas de X

1 1
Y=— X' X =

- C- 4.2
n+1 n+1G ¢-G (42)

donde, como en el capitulo 2,

C = (n+1)B—b-V
Bijj = min{i, j}
b = (1,...,n)

Planteamos el problema de valores propios
Yr=\z
que equivale al problema
Zil-x:uz siendo p = 1/
Teniendo en cuenta que
Y '=Gg . F@)-G!

(donde F'(2) es la matriz de Toeplitz estudiada en el Capitulo 3), y definiendo
v =G~ !z, llegamos al problema de valores propios generalizado

F(2)-v=puG* v (4.3)



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 7

que podemos resolver mediante la misma, técnica empleada en la demostracién
del teorema (3.2.1): fijado un valor propio p, se aplica recurrencia al sistema
de ecuaciones

2v1 — vy = pgin
-1 + 2uv — vy = pgive
: : (4.4)
—Up—2 + 20,1 — v, = N’g%_l Un—1
—Up—1 + 20, = Mg% Un
para obtener el vector v = (v1,...,v,)". Definiendo & = 1 — u/2 resulta,
como en (3.2.1), que
V; = Pi—1 (f) (%] (4.5)

donde los {p;(£)} son la familia de polinomios definidos por la férmula de
recurrencia

Pit2 = [2 Gra&+2(1 - 91'2+2)] Pit1 — Di (4.6)
Por otro lado, calculamos el polinomio caracteristico de (4.3)
A, = det[F(2) — 1 G?]
Desarrollando el determinante por la tltima fila, queda
An=[2076+2(1—g2)] Apo1 = Ay

que es la misma relacién de recurrencia de los {p;(£)}. En consecuencia, los
valores propios vienen dados por

p=2(1-¢

donde los ¢ son ceros del polinomio py,.
Los primeros polinomios son

po = 1
po= 2¢7&+2(1—gf)
pr = (49193)& +4(gi +95—91g5) +3

Como se ha visto en (3.2.1), cuando los coeficientes g; son todos iguales a
1, esta familia de polinomios es la de los polinomios U, de Tchebytchev,
ortogonales en el intervalo [—1, 1].

En el caso general, estos polinomios no coinciden con ninguna familia de
polinomios ortogonales clasicos, y de hecho no es aparente que sean ortogo-
nales respecto a alguna funcién peso en algin intervalo.

En cambio, vemos a continuacién, que empleando otras técnicas, pode-
mos llegar a obtener informacion cualitativa satisfactoria sobre las coorde-
nadas principales.



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 78

4.1.3 Calculo de las coordenadas principales

En primer lugar obtenemos unas identidades ttiles a partir del sistema de
ecuaciones (4.4): Sumando las n ecuaciones, y empleando la notacién

n
s = ka
k=1

obtenemos

n
~(s =) +25— (s —v1)) =p Y givw
k=1

es decir
n
2
VLA =Y g vk
k=1
Maés en general, sumando desde la ecuacién i—ésima hasta la n—ésima, y
empleando la notacion

n
§; = Z v

k=i

obtenemos
—(8i —vp +vim1) +28; — (85 — v;)
de donde resulta
n
vi—vi,1+vn:ng%vk 1=2,...,n (4.7)
k=i

Otra identidad se obtiene multiplicando cada ecuacién del sistema (4.4) por
su numero de orden y sumando los resultados

20, - vy = pgin

-2y + 4 vy — 2 v3 = ,u2g%vg

—3v9 + 6 v — 3vy = u3dgivs
—n=2)vp—3 + 2(n=2)vp—2 — (M—=2)vp_1 = p(n—2)g2_5vn_2
~(n=Dvgz + 2(n—1)var = (=1v, = pln—1)gr  va

—NVp_1 + 2n vy, = ,ung% U, )

resultando .
m+ v, =p Zkg,%vk (4.8)

k=1
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Ahora, dado un vector v, solucién de (4.3), recuperamos el correspondi-
ente vector propio de 2.
=G v

y calculamos la correspondiente coordenada principal
Yy = (yoa Yt,--- 7yn)l

efectuando el producto
y=X-x

Sustituyendo X de (4.1) obtenemos
n n
Zkg,%vk—(n—i—l) Zgzvk para 0<i<n-—1
k=1 k=i+1
Yi =

n
Zkg,%vk para i=mn
k=1

Teniendo en cuenta las identidades (4.7) y (4.8)

—(n+1)v/p para =0
yi=1< —(n+1)(viy1 —v;)/n para 1<i<n-—1
(n+1)v,/p para i=n

Podemos resumir estas igualdades, tomando convencionalmente vy =
vUp+1 = 0, resultando

yi = (n+ 1) X (v; —vip1) 0<i<n (4.9)

4.1.4 Propiedades de las coordenadas principales

Despues de los cdlculos realizados estamos ya en condiciones de describir
cualitativamente las coordenadas principales. Partimos del siguiente

Lema 4.1.1
yi—yi1=(n+1)glv 1<i<n

En particular, la sucesion de primeras diferencias de la coordenada principal
j—ésima tiene los mismos signos que el vector propio j—ésimo, (ordenando
los vectores propios v segin orden decreciente en ).
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Demostracion:
Yi —Yi-1
= (n4+1) (v —vip1 —vie1 +vi)/p
= (n+1)(-vi1 + 20 —vig1)/p
= (n+1)g v
0

Para determinar los signos de los vectores propios v aplicamos el siguiente
teorema (vease Gantmacher [45, vol. II, pag. 101])

TEOREMA 4.1.1 (Gantmacher)
1. Una matriz oscilatoria A de dimension (n,n) tiene n valores propios
positivos distintos

A > > > A, >0

2. El wvector propio de A correspondiente al mayor valor propio \i tiene
todas sus componentes no nulas de igual signo.

El vector propio de A correspondiente al sequndo valor propio Ao tiene
eractamente una variacion de signo en sus componentes.

En general, el vector propio de A correspondiente al valor propio A\, tiene
exactamente k — 1 variaciones de signo en sus componentes, (k=1,...,n).

a

Este teorema es aplicable a las matrices oscilatorias, definidas por

Definicién 4.1.1

1. Una matriz de dimension (m, n) es totalmente no negativa si todos sus
menores de todos los drdenes son no negativos, y es totalmente positiva si
todos sus menores de todos los érdenes son positivos.

2. Una matriz cuadrada A es oscilatoria si es totalmente no negativa, y
existe un entero q > 0 tal que A7 es totalmente positiva

Quizds convenga aclarar que el nombre de matriz oscilatoria se debe a
la aparicién de matrices de este tipo en los estudios de Gantmacher sobre
pequenas oscilaciones de sistemas mecanicos.

Nos proponemos mostrar que la matriz de covarianzas 2. calculada en
(4.2) es un matriz oscilatoria, y a través del lema (4.1.1), describir el com-
portamiento de las coordenadas principales del conjunto U.

Aunque la definicién propiamente dicha es mds bien intratable en nuestro
caso, encontramos un criterio, también debido a Gantmacher (véase [45, vol.
IT, pag. 100], y la referencia citada en dicha obra), que simplifica las cosas
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Proposicién 4.1.1 (Gantmacher) Una matriz cuadrada A totalmente no
negativa es oscilatoria si y solo si

a) A es no singular (i.e. det A >0)

b) Todos los elementos de la diagonal principal de A, y de las dos diagonales
paralelas a la diagonal principal y contiguas a ésta son no nulos (i.e.
ai]‘>0 St |’L—j| Sl)

O

Las condiciones a) y b) se cumplen claramente en el caso de >, por lo
que serd suficiente probar el siguiente enunciado

Proposicién 4.1.2 X es totalmente no negativa

Para demostrar este enunciado no serd necesario (!) considerar indi-
vidualmente los 22" menores de X3, sino que en su lugar, estudiaremos los
menores de su inversa

Y=gl F@)-G!

que pueden ser descritos facilmente, por ser ésta tridiagonal.

Emplearemos la conocida relacién siguiente entre los menores de una ma-
triz (n, n) A y los de su inversa B = A~! (véase, por ejemplo, Gantmacher
[45, vol. I, pag. 21]):

iy . iy )
B(kl ky ... k,,) - (4.10)

v=1 vl Kioky . k!
oA )

n—p

Donde p es un entero (1 < p < n), (i1,...,ip) y (ki,...,kp) son dos
1’nd1ces crecientes (1 < i3 < ... <ip <nyl <k <...<k, <n),
( ') n p) es el (n—p)-indice creciente complementario de (i1,...,4p), y
(kY,.. _p) es el (n —p)—indice creciente complementario de (k1,..., k).
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La notacion
13 21 2 ... 1
ki ky ... Ky
representa el menor de la matriz B formado por las filas (i1,...,7y) y las
columnas (k1,...,kp).

En la demostracion de la proposicién (4.1.2) haremos uso del siguiente
detalle de la férmula (4.10): la paridad de

p p
Yty K
v=1 v=1

es la misma que la de
n—p n—p
D Y
v=1 v=1
pues su suma es n (n + 1), que es par.
También necesitamos la descripcién de los menores de una matriz tridi-
agonal, que tomamos también de Gantmacher [45, vol. II, pag. 95]

Lema 4.1.2 (Gantmacher)

Sea A una matriz tridiagonal, y sean I = (i1,...,ip) y K = (k1,...,kp)
dos p—indices crecientes.

Supongamos que ezxiste un v (1 <v <p) tal que i, # ky, y que para todos
los 0 # v se verifica que i, = k.

FEntonces

A I _ 4 S E A 1, A Iygl  ooe dp
K | ki ... ky_1 k, kvir ... Ky
Od

A partir de este enunciado se deduce que todo menor de una matriz
tridiagonal es producto de menores principales y elementos no diagonales de
la matriz. Formulamos este resultado en forma ligeramente mas precisa, de
forma que en el caso de la matriz 22 nos permita seguir la pista del signo de
cada menor.

Lema 4.1.3 Sea A una matriz tridiagonal. Supongamos que todos los menores
principales y todos los elementos de las dos diagonales inferior y superior a
la diagonal principal son no nulos.

Sean I = (i1,...,1p) y K = (k1,...,kp) dos p—indices crecientes.



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 83

El menor A II( es no nulo solamente si el intervalo [1,p] C Z

es reunion disjunta de tres subconjuntos hgy, hy, h— (con alguno de ellos
posiblemente vacio) tales que

ip = ky si p€hg
iy = ky+1 si p€hy
iy, = ky,—1 si peh_

I . o
x| tgual al producto de los menores principales
correspondientes a los indices de hg por los elementos no diagonales situados
en las posiciones (k,+ 1, k), para i € ho., por los elementos no diagonales

situados en las posiciones (k, — 1, k), para pn € h_.

y en tal caso, A

|

Finalemente estamos en condiciones de demostrar la proposicién (4.1.2)

Demostracién: (de la proposicién (4.1.2))

En primer lugar observamos que Y es tridiagonal, con todos
los elementos de la diagonal positivos y los elementos de las dos
diagonales paralelas negativos

En segundo lugar veamos que todos los menores principales de
-1 -
> son positivos:

El menor principal correspondiente al p—indice creciente K =
(kla k?a cee 7kp)7

—1 —1 kl kQ ... k
2 () =X (kl ky ... kZ)

es el producto de los menores (G (K))? F (K), segtn resulta de
aplicar la férmula de Binet—Cauchy, teniendo en cuenta que G es
una matriz diagonal. Por ello es suficiente considerar los menores
principales F' (K) de la matriz de Toeplitz F' (que tiene los ele-
mentos de la diagonal principal iguales a 2 y los de las diagonales
contiguas iguales a —1, siendo nulos todos los demds elementos).

El menor F (K) tiene una estructura muy simple: es el determi-
nante de una matriz E de dimensién (p,p) cuyos elementos no
nulos se agrupan en cajas sobre la diagonal

E:diag(Fdl,...,qu)
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donde cada Fj, es una matriz F' de dimensién d; (X0, d; = p)
(Se entiende que la matriz F; de dimensién (1, 1) es el escalar
(2)).

Las dimensiones d; vienen determinados por la contigiiidad del
p-indice K: si k41 # k; + 1, entonces los elementos e; ;11 y
ei+1,; son nulos, y tenemos una caja de dimensién (1, 1). En

caso contrario estos elementos son iguales a —1. Por ejemplo, si
K =(1,2,4,6,7,8) se obtiene

2 -1
-1 2
2
E= 2 -1
-1 2 -1
-1 2

Puesto que el determinante de Fj, segin se ha calculado en el
capitulo 3, es igual a d + 1, concluimos que todos los menores
principales son positivos.

Finalmente, a partir del lema (4.1.3), y empleando la notacién

. . -1 . . .
definida en su enunciado, un menor de Y2 es negativo si, y s6lo
si el nimero de elementos de la reunién h4 U h_ es impar.

Trasladando a los menores de X2, segtin la férmula (4.10), ve-
mos que para todos los menores no nulos el signo resultante es
positivo. En efecto, dado un menor

2—1 il ig e ip
ki ky ... kp
el signo de la potencia de (—1) en (4.10) es positivo o negativo
segun la paridad de

/4 p
vt D> k=
v=1 v=1
:ZZV+ZkV+ZZV+ZkV+Z7IV+ZkV
vEho vEho vEhy vehy veh_ veh_

p
=2 (Ziu>+ﬂ(h+)—ﬂ(h—)

v=1
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donde el simbolo (- ) representa “ntimero de elementos de”.
Esta suma tiene la paridad de § (hy) — f (h—), que coincide con
la de (hy) + 8 (h_), de modo que el factor potencia de (—1) es
negativo si, y sélo si el menor es negativo, y el signo resultante
es positivo en todos los casos. O

Resulta que la matriz 2 es oscilatoria, y combinando el teorema de Gant-
macher con el lema (4.1.1) tenemos la descripcién de las coordenadas prin-
cipales a la que nos proponiamos llegar:

La primera coordenada es una funcién mondétona (creciente o decreciente,
segtin el signo que asignemos convencionalmente a su primera componente),
por lo que puede interpretarse cualitativamente como una dimension lineal.

La segunda coordenada sigue una direccién de crecimiento hasta alcanzar
el cambio de signo en su vector de primeras diferencias, punto en que se
invierte la direccién de crecimiento, por lo que puede interpretarse como
una dimension cuadrdtica.

Sucesivamente, la tercera coordenada presenta dos inversiones en su di-
reccion de crecimiento, lo que permite su interpretacién como una dimension
cibica, y en general, la coordenada k—ésima se puede interpretar como una
dimensién de grado k.

Ejemplo: Para el conjunto de puntos (1, 3, 7, 15, 31, 63, 127, 255) obten-
emos las siguientes 4 primeras coordenadas principales, asimilables a dimen-
siones de tipo lineal, cuadratica, cubica, y cudrtica.
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Coordenada
1 2 3 4

Autovalor:  223. 55.6 24.5 114
Individuo

1 -3.88 1.68 -1.17 -0.95

2 -3.85 1.62 -1.07 -0.78

3 -3.71 1.38 -0.71 -0.18

4 -3.30 0.71 0.26 1.16

) —2.24 —0.84 2.01 2.20

6 0.20 -3.45 2.90 -1.87

7 5.01 —4.70 -2.91 0.46

8 11.76 3.61 0.69 -0.05

Dimensién Lineal Cuadratica Cibica Cudrtica
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4.2 Extension al caso continuo

4.2.1 Introduccién

Hemos visto que la distancia valor absoluto puede ser estudiada con relativa
dificultad para el caso de puntos equidistantes en el Capitulo 2 y para el
caso mas general en la seccién precedente.

Como el andlisis de Coordenadas principales es una técnica que se aplica
sobre un conjunto finito de puntos, a los que se asocia una configuracion
euclidea finita, en dimensién también finita, parece que la generalizacion al
caso numerable o continuo es un problema, de dificil solucién.

Afortunadamente, algunos resultados de la teoria de estadisticos de bon-
dad de ajuste, basados en procesos estocasticos, pueden adaptarse al prob-
lema de definir unas coordenadas principales para el caso continuo.

Anderson y Darling [2] consideran el estadistico de Cramér-von Mises

+oo
w2 = [ 1Rw) ~ F@)PY(F) dF (2) (a.11)
donde F,, es la funcién distribucién empirica de una muestra z1,...,z, de

una variable aleatoria X con funcién de distribucién F, y 1) es una funcién
peso.

El cambio de variable u = F(z) traslada el problema al caso de la dis-
tribucién uniforme en [0, 1], con lo que puede escribirse

1
W2 =n /0 (G (1) — ]2 () dus (4.12)

Anderson y Darling [2] y [3] obtienen la distribucién asintética de W2
partiendo del proceso estocastico

Yo(u) = vn[Gn(u) — u] 0<u<l1 (4.13)

descomponiéndolo en serie de Fourier
o0
Y, 2> 7 f; (4.14)
j=1

donde los términos de la sucesién {Z;} jeN son variables aleatorias incor-
relacionadas, con E(Z;) = 0y V(Z;) = \; < oo, y la notacién X = Y
significa “X, Y tienen igual distribucién”.

{ fj}j ¢IN €s una sucesién de funciones ortogonales respecto al producto
interno en el espacio de funciones de cuadrado integrable £2(]0,1])

1
i i) = /0 fi(t) £;(t) dt = 6
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Los variables aleatorias de (4.14) se obtienen por
Zj = (Yu, fj) (4.15)
y si escribimos

Yo

1%

S VN2 (4.16)
7j=1

donde ahora V(Z¥) = 1, por la identidad de Parseval
1 00
Y02 :/0 Y, (0)2dt =S\ 252 = W2 (4.17)
j=1

Asi, W2 se puede escribir como la suma, ponderada por los Aj, de las
variables incorrelacionadas Z;, de media 0 y varianza 1.

Un caso concreto de la expansién (4.14) ha sido estudiada por Durbin y
Knott [38] utilizando la base ortonormal

fit)=V2sin(jmt) 0<t<1 (4.18)
obteniendo la siguiente descomposicion
Y,=3 7 (4.19)
j=1J T

donde las variables Z; son normales independientes N (0, 1), que se obtienen
aplicando (4.15). El estadistico de Cramér-von Mises puede escribirse como

W2 = J (4.20)
j=1 72 2
Los autores estudian esta descomposicién interpretando Z1, Zs, ... como
componentes principales.
Un proceso estocastico de la forma
Vn[F,(z) — F(z)] —00 <z <400 (4.21)
donde F),(z) es la funcién distribucién empirica de una muestra x1, ..., Z,,

y F(z) es una funcién de distribucién (continua) recibe el nombre de proceso
empirico.

La teoria de procesos empiricos tiene multiples aplicaciones en Estadis-
tica (pruebas de bondad de ajuste, estadisticos de rangos, estadisticos con
norma L', estadisticos no paramétricos, por citar algunos ejemplos). Una
extensa exposicién del tema puede consultarse en Shorack y Wellner [98].
Utilizaremos a continuacién algunas técnicas descritas en esta obra.
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4.2.2 Coordenadas Principales de la distribuciéon uniforme

Vamos representar los valores de una variable aleatoria U con distribucion
uniforme en [0, 1] mediante una sucesién de valores de variables aleatorias,
que segun veremos, pueden recibir apropiadamente el nombre de Coorde-
nadas Principales respecto la distancia valor absoluto, de modo andlogo al
estudio realizado en el capitulo 2 con un conjunto finito de puntos equidis-
tantes.

Introducimos el proceso estocastico

U={U;0<t<1}

donde para cada t, la variable aleatoria Uy, indicador del intervalo [¢,1] C
[0, 1], sigue la distribucién de Bernoulli con pardmetro ¢

0 si x<t con probabilidad ¢
Ut(x):{ P

1 si x>t conprobabilidad 1-—t¢

Como justificacién heuristica de esta definicién, se puede imaginar U
como una maftriz continua analoga a la matriz

000 0 0 0
1000 00
110 0 00
1110 00

A=11111 00
111 1
1111 ...1°1

que era nuestro punto de partida para el estudio de la distancia valor abso-
luto en el caso de un conjunto de n + 1 puntos equidistantes.

Proposicién 4.2.1 Se puede reconstruir la variable U a partir de U:

1
U= /0 U, dt (4.22)

Demostracién: Para un z € [0,1] dado, la funcién U(z) de ¢ €
[0, 1] es la funcién indicadora del intervalo [0, z], de modo que

/OIUt(x)dtzx



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 90

Puede interpretarse (4.22) como una descomposicién continua de la vari-
able U en suma de indicadores, de modo que a cada valor z de la variable
aleatoria U le corresponde la fila (trayectoria) z; de U.

Proposicion 4.2.2 La distancia euclidea entre dos trayectorias x¢, y; de
U, definida como

1
/0 (l"t - yt)2 dt

es igual a la distancia valor absoluto |z —y| entre los correspondientes puntos
en [0, 1].

Demostracién: Supongamos, por ejemplo, z < y. Entonces

1 y
/ (xt—yt)thz/ Pdt=y—=
0 T
O

La analogia con el caso discreto permite pensar U como la configuracién
euclidea convencional cuya matriz de distancias coincide con la de los puntos
dados con la funcién distancia valor absoluto, que nos servia como punto de
partida para el cdlculo de las coordenadas principales.

Seguiremos a continuacién un programa, paralelo, aprovechando las téc-
nicas descritas en Shorack y Wellner [98, pdg. 205] para calcular una de-
scomposicién numerable del proceso U.

U= 7 f; (4.23)
j=1

donde las Z; son variables aleatorias con varianza 1, y las f; son un sis-
tema completo de funciones ortonormales en £2([0,1]). (Por comodidad de
cdlculo, no centramos el proceso, sino que aplicaremos esta operacién al
final, sobre las Z; resultantes).

Proposicién 4.2.3 La funcion de covarianza para U es

K(s,t) = Cov (Us,U;) = min (s, t) — st 0<s,t<1 (4.24)

Demostracién:
K(Svt) = E (Us Ut) - E(Us) E(Ut)
= (1 —max{s, t})—(1—s)(1—1)
= s+t —max{s, t} —st
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Este ntcleo es bien conocido, pues aparece como funcién de covarianza
del puente Browniano, y también en Mecédnica, como funciéon de Green del
problema de Sturm-Liouville de la cuerda vibrante con extremos fijos.

Es un ntcleo continuo, simétrico y definido positivo, por lo que, segiin
el teorema de Mercer (véase, por ejemplo, Courant and Hilbert [15, vol. T
chap 3]), la descomposicién

K(s,t) = Z Aj fi(s) f5(t)
j=1

converge absoluta y uniformemente en s y ¢, siendo los A; y f; los valores
propios y funciones propias del nticleo K, es decir, tales que

1
/0 £i(s) K (s,8) dt = X; £;(0)

Las fj (normalizadas a 1) forman un sistema ortonormal completo en
£2([0,1).
Encontramos esta descomposicién calculada en Shorack and Wellner [98,
pag. 214]
1

(jm)?
fit) = V2sin(jmt) 0<t<1

Aj =

(4.25)

(j €N)

Ahora, recordando que en el caso finito se obtiene cada eje principal
como producto de la matriz euclidea inicial por el correspondiente vector
propio de la matriz de covarianzas, la operacion en el caso presente es

1
Z; :/0 U, £;() dt

Esta operacion coincide con el cdlculo de las componentes principales del
proceso U, en la nomenclatura de Shorack y Wellner, y puesto que la traza

1 1 1
Q/K@ﬂﬁ:/@—ﬂﬁ:—<m
0 0 6

y valen las hipétesis del teorema de Mercer para el niicleo K (s, t) es aplicable
el teorema de Kac y Siegert (véase Shorack y Wellner [98, pag. 210]) que
permite afirmar la descomposicién (4.23).
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Proposicién 4.2.4
1. Las variables aleatorias Z; de la formula (4.23) vienen dadas en funcion

de U por
2
7= Y2 (1 —cos( T 1Y) (4.26)
jm
2. Las variables Z; tienen momentos de todos los drdenes, y en particular
V2 o

J
]7"— j27T2

Demostracion:

1. Dado z € [0, 1]

Zi@) = [ U o
_ /ij(t)dt
- /Ox/isin(jm)dt
V3

= — (L —cos(jTx))
jm

2. Se calcula la esperanza de Z; a partir de la relacién funcional
con la variable U

E(Zj)z/olé(l—cos(jﬂx))dxz'—\/712_—
J J

Los momentos centrales de orden superior se calculan
facilmente de igual forma. O

Designaremos C; la variable aleatoria centrada correspondiente a Z;

Cj = —ﬁ cos(jwU) (4.27)
j

y C5 la variable tipificada.

Cr=—vV2cos(jTU) (4.28)
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El siguiente teorema, objetivo de este apartado, es la que justifica, por
analogia con la definicién usual en Estadistica Multivariante (véase el teo-
rema (1.5.1) del Capitulo 1), denominar a las C; Ejes principales para la
variable U respecto la distancia Valor Absoluto, y Coordenadas principales
de un z € [0,1] en esta representacién a la sucesién de valores

{Cj(x)}jEN = (—=V/2 cos(T x), —V2 cos(2 T z), —V/2 cos(3 T z),...) (4.29)

Compérese, ademds, esta expresién con la obtenida en el teorema (2.4.1)
del capitulo 2, donde para el caso discreto equidistante, se llega a idéntico
resultado, dado que

Cy(@) = —V2T; (2)
siendo T} el j—ésimo polinomio de Tchebychev de primera especie, y z =
cos(T ).
TEOREMA 4.2.1
1. Las variables C; son incorrelacionadas.

2. Las variables tipificadas C; son igualmente distribuidas, siendo su fun-
cion de distribucion comin (para todo j € N)

,

0 si oz <—V2
1
G(z) ={ 1— —arccos (%) si V2<z<—V2 (4.30)
s
1 si V2<uz

\

Son absolutamente continuas y su funcion densidad de probabilidad es

11
S V2<z<—V2
g(z) =4 T2 -2 (4.31)

0 en caso contrario

3. La sucesion de varianzas {V (Cj)};eN es decreciente y sumable, siendo
su suma igual a “la variabilidad total de la matriz de covarianzas”, es decir,
a la traza del nicleo K(s,t)
4. Dados z, y € [0,1], la distancia euclidea al cuadrado entre las sucesiones
{Ci(@)};eN ¥ {Ci(W)} N es igual a la distancia valor absoluto |z — y|
oo
> (Ci(@) = Cj(y)* = |z —y| (4.32)

J=1
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Demostracion:

1. Esta afirmacion puede deducirse del teorema de Kac y Siegert
mencionado mas arriba, o bien obtenerse facilmente por cdlculo
directo.

2. Dado = € [—V/2, +v/2], calculamos la probabilidad P(C} <)

La funcién CF(t) = —v/2 cos (j Tt) es inyectiva en el intervalo
[0,1/4], y el conjunto de los puntos ¢t € [0,1/j] para los que
C7(t) < z es el intervalo

Il = [O,Z]

siendo
1 1 T
z = — — — arccos(

j ] i \/i
En general, en cada uno de los j intervalos

{i 1+ 1

)

0<i<j—1

)

o

el conjunto de los puntos que verifican la condicién especificada
es un intervalo I; de igual longitud que I;.

Por ejemplo, si j > 2 tenemos Iy = [2/j — 2,2/4], si j > 3,
tenemos I3 = [2/4,2/7 + z], etc.

La probabilidad de la reunién de estos intervalos por la ley uni-
forme es la longitud total, igual a j z.

3. Hemos visto ya que la traza de K es igual a 1/6. Ahora
verificamos que

LIRS

4. El enunciado equivale a verificar la identidad

2 & cosgﬂ'm)—cos(gﬂ'y))
|$—y|:—gz

que se obtiene calculando el desarrollo de la funcién |z — y| en
serie doble de Fourier en el cuadrado [0,1] x [0, 1]

1
— = -A
|z — y| 7 oo +
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1 & 1 &
+ §mZZIAmocosm7Tx+§7;AOncosn7Ty+

o0 o0
+ Z ZAmn cosmmWx cosnmy

m=1 n=1
(4.33)

donde los coeficientes A, ,, para m, n > 0 se calculan por

1 1
Amn=4/ / |z —y| cos mTz cos nTy dzdy
0o Jo

y son
(4
3 si m=0 y n=0
4 m .
( )2[1+(—1)] si m>0 y n=0
mTT
( )2[1+(—1)] si m=0 y n>0
nT
4
— Omn si m>0 y n>0
[ (nm)?

Sustituyendo en (4.33), teniendo en cuenta que en los sumandos
(m,0) y (0,n) los términos no nulos son los pares, empleando la

o.¢]
identidad cos 2a = 2cos?a — 1 y la identidad Z 1/n? = m%/6

m=1
obtenemos

|z —y| =
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cosnmx cosnmy

=y

(cos n Tz — cos n. T y)?

)
n=1 n

4.2.3 Regresion basada en distancias para variables aleato-
rias

Podemos plantear ahora el modelo de regresion basada en distancias para
una variable aleatoria Y, que podemos suponer tipificada, sobre U (es decir,
sobre la variable resultante de tipificar U)

Se trata de calcular, para un n dado, los coeficientes 3; en

ZZﬁjC;—Fe
7j=1

que hagan maximo el porcentaje de variabilidad de Y explicado por las
variables regresoras C;.
Se obtienen estos coeficientes por

B =E(Y Ch) = /y\/ﬁcosym)dH (4.34)

siendo H la distribucién conjunta de (Y, U).
Al ser incorrelacionadas las variables regresoras, tenemos que el coefi-
ciente de determinacién es .
= Z 52
J
=1

Aunque en general la distribucién conjunta H es inaccesible, podemos
utilizar este modelo para proponer un test de bondad de ajuste de la dis-
tribucién de una Y a la distribucién uniforme, y, por medio de un cambio
de variable como en (4.12), de una distribucién a otra.

4.2.4 Aplicacion al estudio de bondad de ajuste

La distribucién bivariante que proporciona maxima correlacién entre sus
marginales X, Y, con distribuciones F' y GG, respectivamente, es la cota de
Fréchet

H*(z,y) = min{F(z), G(y)}
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y dos variables aleatorias X, Y cuya distribucién conjunta sea H™ se rela-
cionan por

F(X)=G(Y) (4.35)

Suponiendo X, Y tipificadas, esta médxima correlaciéon viene dada por
([56], [44])

pt = /01 F'(p) G '(p)dp (4.36)

y puede interpretarse como una medida de ajuste entre F' y G, y su calculo
para algunas distribuciones conocidas ha sido llevado a cabo por Cuadras y
Fortiana [30]

Ahora, si una de las variables es la U, uniforme en [0, 1], y la distribucién
de la otra es F', tomando como distribucién conjunta la cota de Fréchet H*
y aplicando la relacién funcional (4.35) podremos calcular los coeficientes (3;
de (4.34) por

1
B = —/0 FYz) V2 cos(j T z) da (4.37)

Obsérvese que estos coeficientes son los del desarrollo de Fourier de la
funcién F~! en el intervalo [0,1] respecto al sistema ortonormal completo
de funciones

{—\/i cos(jﬂ'zp)} z € [0,1]

jeN
y que la funcién F~! es de cuadrado integrable siempre que la variable
X = F~Y(U) tenga segundo momento finito, puesto que

/x2 dF (z) = /Ol(Fl(x))zdx

condicién que permite asegurar la convergencia de las integrales impropias

(4.37).
Un caso particular importante es el estudio de una distribucién empirica.
Supongamos que z1 < ... < x, es una muestra ordenada de una variable

aleatoria X, y que se desea contrastar la hipétesis nula
Hy : La distribuciéon de X es igual a F

para una funcién de distribucién F' dada.

Si se cumple la hipétesis nula, la sucesién y; < ...y,, donde y; = F(z;),
serd una muestra de una distribucién uniforme en [0, 1].

Si G, es la funcién de distribucién empirica de los y;, la discrepancia
entre esta distribucién y la uniforme puede proporcionar un criterio para
decidir sobre Hy.
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Los coeficientes [3; para este caso dardn medidas de esta discrepancia
segun los sucesivos ejes principales, y se les puede dar una interpretacion
parecida a la que proponen Durbin y Knott [38], y Durbin, Knott y Taylor
[39].

Puesto que en este caso

Gol)=y;  siti<t<ti1 (0<i<n-—1)

siendo tg = 0, y t; = i/n para i > 0, (suponiendo para simplificar la notacién
que los y; no tienen repeticiones), la férmula (4.37) se reduce a la suma finita

Bj = Q i Yi (sin (i-ljm — sin ”nﬂ-)

JT =1 n

Ejemplo 4.2.1 Coeficientes tedricos para una distribucion de probabilidad
dada

Si Uy es la variable uniforme centrada Uy = /3 (2U — 1), cuya funcién
distribucion de probabilidad es

0 si z < —V3
1 1
=) — si —3<
F(x) 2\/51‘4-2 si V3<z< V3
1 si V3<z

se pueden calcular explicitamente los coeficientes [3;, obteniéndose

ave .
S1 ) es 1mpar
By =4 P (4.38)

0 si j es par

En general no es posible obtener, como en este caso, férmulas explicitas
para los coeficientes de Fourier (3;, pero siempre se puede recurrir a la inte-
graciéon numérica.

En la siguiente tabla se citan los primeros coeficientes 3; para algunos
ejemplos de distribuciones conocidas. Se han tipificado las distribuciones
para el cédlculo, de forma que, por ejemplo, hay una sola fila para la dis-
tribuciéon Normal, mientras que en otras distribuciones al tipificar no desa-
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parecen todos los pardmetros.

B B2 B3 Ba

Beta (2,2) 0.9786 0 0.1759 0
Beta (1,2) 0.9642 —0.1639 0.1634 —0.0655
Exponencial 0.8336 —0.3192 0.2513 —0.1679
t(3) 0.7822 0 0.3066 0
t (20) 0.9389 0 0.2530 0
Normal 0.9484 0 0.2407 0
F(2,8) 0.6604 —0.3366 0.2697 —0.2061
F(8,5) 0.4804 —0.2547  0.2249 —0.1730

Ejemplo 4.2.2 FEstudio de una distribucion empirica

Mediante muestreo artificial se obtuvo la siguiente muestra de tamano
n =20
0.0162 0.0210 0.0614 0.0926 0.1088
0.1395 0.1711 0.2078 0.4481 0.4691
0.5119 0.6204 0.6679 0.7111 0.7842
0.7917 0.8531 0.8896 0.9661 0.9783

Se plantean dos hipétesis. Segun la primera hipétesis, la muestra pro-
cede de una distribucién uniforme (como es en realidad), y segiin la segunda
hipdtesis, la muestra procede de una distribucién exponencial. Si es cierta
esta segunda hipétesis, la transformacién y = 1 — exp(—a x) deberia trans-
formar la muestra en una uniforme, siendo & la estimacién maximo verosimil
del pardmetro a.

El valor de p' calculado para la muestra original es

pi = 0.98559
y para la muestra transformada es
py = 0.978477

Al ser pf’ > p; , la hipétesis de distribucién uniforme prevalece sobre la
de distribucién exponencial. Si efectuamos el calculo de los coeficientes 3;,
apreciamos una mejor resolucién al comparar los valores calculados en cada
caso con los tedricos para la distribucién uniforme.

Datos Datos Coeficientes
Originales Transformados Teoricos

B1 0.9930 0.9714 0.9927
B2 —0.0040 0.2005 0
B3 —0.0167  —0.0127 0.1103

Bs —0.05673  —0.0481 0
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5.1 Introduccion

En este capitulo se desarrolla el problema del Andlisis Discriminante desde
el punto de vista de las distancias, en el sentido ya introducido en el Capitulo
1, seccién 6.3.

Sea w un individuo a clasificar en una de dos poblaciones posibles 71,
m sobre la base de p variables z1,...,z,, que pueden ser de cualquier tipo:
continuas, discretas, binarias, categoricas.

Como es bien sabido, el problema de asignar un individuo w a una
poblacién m; se resuelve mediante una funcién discriminante f(z), donde
z representa el vector de observaciones de las variables sobre w. La regla
general es

Clasificar x en { moosi flw) >0 (5.1)

m  si f(xz) <0

El tema del Anélisis Discriminante estd ampliamente tratado en la liter-
atura: Kendall [64], Anderson [4], Lachenbruch [71], Morrison [80], Mardia
et al. [78], Seber [96], Krzanowski [70], Cuadras [20] , [24], y [28].

5.1.1 Notaciones
Utilizaremos las siguientes notaciones:
LDF para referirnos a la funcién discriminante lineal de Fisher [42]

L(z) = [z % @ +T)] - S (71 - To) (5.2)

donde S es la matriz de covarianzas comun de las dos muestras (pooled within

groups).
QDF para referirnos al discriminador cuadréatico

1 So 1 _ _ —
§logﬁ—g(x'l-Sl-xl—x'Q-Sl-xz)-l-

1
+a' (ST T - Sy T) — ix' (ST' =Sz
(5.3)

Q) =

donde T1, To son las medias, y S1 y S9 son las matrices de covarianzas
de muestras de tamanos nq y ns, procedentes de las poblaciones 71 y 7o,
respectivamente. Obsérvese que QDF se convierte en LDF en el caso de
igual matriz de covarianzas en las dos poblaciones (i.e. si se reemplaza Sy y
Sz por S en 5.3).

LM para referirnos al Anélisis Discriminante basado en el location model,
El LM, studiado por Krzanowski [67], es aplicable cuando los vectores = de



CHAPTER 5. ANALISIS DISCRIMINANTE BASADO EN
DISTANCIAS 102

observaciones de las variables constan de una componente x; con k variables
discretas binarias y una componente x. con variables continuas normales.

Este modelo consiste en proponer para las variables continuas una dis-
tribucién normal multivariante para cada una de las 2¥ configuraciones posi-
bles de las k variables binarias, con media (posiblemente) distinta, y matriz
de covarianzas comun. Se emplean las funciones discriminantes

1 m
[z =3 (1 4 ™ - S (1 ™) — ™) — log ;;Zi— (5.4)

donde m recorre el conjunto de las 2* configuraciones de las variables bi-
narias, ui(m) es la media de las variables continuas x. para la poblacién 4
(i = 1,2), en la configuracién m, S es la matriz de covarianzas comin, y p;
son las probabilidades de tener una observacién en 7; (i = 1,2) en la con-
figuracién m. Los valores de p;p, y ui(m) se estiman empleando un modelo
de regresién y un modelo log-lineal, respectivamente.

ML para referirnos a la regla de la mixima verosimilitud, basada en la
funcién discriminante

V(z) = log fi(x) —log fa(z) (5.5)

donde f; es la densidad de probabilidad de x cuando se sabe que el individuo
w pertenece a ;.

BR (regla de Bayes) se aplica cuando las probabilidades a priori qi,
g2 de que w pertenezca a m; o mo son conocidas, y se basa en la funcién
discriminante

B(z) = V(z) +log (q1) —log (¢2) (5.6)

Segin un resultado cldsico, BR es admisible, es decir, no existe una regla
de decisién mejor cuando las f; y ¢; son conocidas (Anderson [4, p. 144],
Mardia et al. [78, p. 308].

Nos referiremos a la regla M cuando se asigna el individuo w de coorde-
nadas zy a la poblacién méas préxima, suponiendo conocidas las distancias
d(zo,m;), (i =1, 2). Esta regla se considera introducida por Matusita ([75],
[76], [77]).

Indicaremos por DB el método basado en una distancia entre individ-
uos u observaciones. Introducido pos Cuadras [24], desarrollamos diversos
aspectos y estudiamos sus propiedades en la seccién siguiente.

Finalmente, haremos referencia a LR (Regresién logistica), NN (Nearest
Neighbour), cuyos principios estdn bien descritos en Lachenbruch [71] y Se-
ber [96], y al llamado discriminador lineal euclideo EDF (Marco et al. [73]),
que estd basado en una funcién discriminante andloga a la (5.2), pero emp-
lando la métrica euclidea standard en lugar de la métrica de Mahalanobis.
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5.1.2 Consideraciones sobre los métodos clasicos y el DB

En los casos en que las variables discriminadoras son continuas y se pueden
suponer con distribucién conjunta normal multivariante, son adecuados los
métodos LDF y QDF, siendo aplicable el primero cuando se puede aceptar
la hipdtesis de homoscedasticidad. En dicho caso, LDF coincide con DB si
se aplica como funcién distancia la dada por la métrica. de Mahalanobis.

Cuando la normalidad no es aceptable, LDF es més robusto que QDF
(Véase Seber [96, pp. 297-300] para una evaluaciéon comparativa detallada).
EDF es un buena eleccién si las variables son continuas y su nimero es
grande en comparacién con las dimensiones de las muestras.

Si el conjunto de variables discriminadoras contiene variables continuas,
binarias y cualitativas, es adecuado LM si se puede aceptar normalidad de
las variables continuas para cada configuracién. Presenta el inconveniente
de requerir que la mayoria de celdas (correspondientes a cada configuracién
de las variables discretas) no sean vacias y de requerir enormes recursos com-
putacionales cuando las variables cualitativas presentan muchos estados, ya
que debe desdoblarse cada una de estas variables en el niimero necesario de
variables binarias, y el niimero de célculos a realizar es de orden exponencial
en el nimero total de variables binarias resultante.

LR permite tambien discriminacién con variables mixtas, y es preferible
a LDF en estos casos. (Véase Efron [40] y Press and Wilson [87]). Los
argumentos en favor de este método se basan en que si los parametros del
modelo se ajustan por maxima verosimilitud, como es el caso més frecuente,
proporciona una medida del ajuste del modelo a los datos, da una medida
fiable de la significaciéon de cada variable para la clasificacién, y en general,
tiene las ventajas propias de dicha técnica, notablemente la consistencia,
mientras que LDF no mejora necesariamente las predicciones cuando crece
el tamano de la muestra. Obsérvese que LDF se basa en la regla de maxima
verosimilitud sélo si se cumplen las hipétesis de continuidad, normalidad y
homoscedasticidad para las variables discriminadoras.

LR presenta también el problema mencionado en el caso del LM de
requerir un desdoblamiento interno de cada variable discreta en variables
binarias, aunque en este caso el crecimiento de recursos computacionales
con el niimero de variables es solamente polinémico, en lugar de exponencial,
como en el LM. También el algoritmo TRLS (Tteratively Reweighted Least
Squares) que se emplea usualmente en la estimacién de pardmetros (e.g. en
el PROC LOGISTIC de SAS) puede presentar problemas de inestabilidad
numérica (Véase Green [54]).

El método DB se basa en el hecho que en muchas ocasiones, el suponer
que las variables x siguen una distribucién de probabilidad F'(z) dada, es una
hipétesis inadecuada o indemostrable, mientras que resulta natural asumir la
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existencia de una funcidén distancia é (w, w') que cuantifique el conocimiento
que se tiene en cada problema concreto de clasificacion de la proximidad o
similitud entre dos observaciones w, w'.

Por ello, el método DB es todavia apropiado en problemas como la com-
paracién de codigos (e.g. secuencias genéticas en DNA), o el reconocimiento
de manuscritos o de voz, casos en los cuales incluso el suponer la existen-
cia de una distribucién de probabilidad para las variables del problema es
una hipétesis arriesgada. Véase Valdés [100] y referencias citadas en dicho
articulo.

DB es més robusto que los métodos del tipo NN, pues, como se muestra
en la seccion siguiente, la regla de decisién propuesta para clasificar un
individuo w equivale a minimizar la distancia de w al individuo medio de
cada poblacién 7; en un espacio pseudo—euclideo, lo que hace que sea menos
sensible a la presencia de outliers que dichos métodos.

Adicionalmente, permite una estimacién facil de la tasa de error, y en
caso de conocerse probabilidades de asignacion a priori, pueden incorporarse
al modelo.

Por 1ltimo, los requerimientos computacionales de DB son sensiblemente
menores que LM y LR. El niimero de flops crece cuadriticamente con el
tamano de la muestra, linealmente con el nimero de variables y, empleando
las distancias usuales, no aumenta con el niimero de estados de las variables
cualitativas, al no existir desdoblamientos internos en variables binarias. El
tamano de la memoria (real o virtual) necesaria crece sélo linealmente con
el tamano de la muestra (Véase implementacion del algoritmo en el capitulo
6 de esta memoria).
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5.2 El método DB de clasificacion

5.2.1 Meétodo DB para muestras

Como se ha mencionado en 1.6.3, si se dispone de un total de n = nqy + ng
observaciones, siendo ny de 7, (kK = 1, 2), las funciones discriminantes
propuestas por Cuadras [24] para asignar una nueva observacién w son

ERIR S PTTINNE BE e L P
Qbk(w)_ nk;(sz (k) nk2 ;;511 (k) (57)

donde AP (k) = (éfj(k)) es la matriz de cuadrados de distancias de la

subpoblacién my, y 62(k), (i = 1,...,nz) los cuadrados de las distancias
de w a los nj individuos de esta subpoblacion.

Se asigna w a la subpoblacién k para la cual ¢x(w) es minima.

Considerando la representacién euclidea (o pseudo-euclidea) asociada a
la configuracién de interdistancias entre los ng individuos de la muestra de
Tk, segin los teoremas 1.5.1 y 1.5.2 del capitulo 1, comprobamos a contin-
uacion que esta regla de asignacién corresponde a un criterio de minima
distancia.

Sea H (k) la matriz de centrado de dimensién (ng,ny), B(k) y X (k) como
en los teoremas citados

1
BE) = H(K) - (~5AP®) ) - H(:) = X(0) - X (0
Las filas z;(k) de X (k) contienen los vectores que representan a los ny indi-
viduos de la muestra de 7, en un espacio R? x4 RY, donde i = v/—1, p > 0,
q >0, p+q=rang(B(k)) <ng—1.
El centroide

es el vector nulo en esta representacién, pero convendrd utilizarlo formal-
mente.

TEOREMA 5.2.1 La funcién discriminante ¢y (w) definida en (5.7) es el
cuadrado de la distancia entre el individuo a asignar y el centroide T(k)
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Demostracién: Sea x el vector (fila) de RP x i RY, correspondi-
ente al individuo w. (Se ha calculado explicitamente este vector
para el caso euclideo en la proposicién 2.1.1; un resultado anédlogo
vale para el caso general no euclideo, pero no haremos uso de este
resultado).

lzo —Z(k) |* =
L L '
= (o 2 Somt) (s St
g i=1 Nk =1

2 s '
= T -TH— —T0 - zi(k)] +0
i (Bw)

1 & ,
- ) B S A
- ; (zo -z To - Tj)
1 o ! !
= — Y ((zro— ) (vo — ;) — i - )
"k =
L S 6i(k) - L o (B(K)
= —_— P — — Ur
"k = Mk
Finalmente, por la definicién de B(k),
1 1 1
—2bij(k) = 512](]{,‘) - n—k S; — n_k Sj + ’I’L_zD

donde s; es la suma de los elementos de la fila ¢ de la matriz
AP (k) y D(k) 1a suma de todos los elementos de A® (k). En

particular
1
—2b“‘k‘ ———Sl+—Dk
(k) = =i+ 1 DE)
Por tanto 1
tr (B(k)) = — D(k
£ (B(K) = .- D(K)

Sustituyendo se llega al enunciado.

Obsérvese que en este calculo no se ha supuesto que A(k) sea
euclidea (si no lo es, los cdlculos con los z; son entre nimeros
complejos). O

Como corolario del teorema (5.2.1) resulta que si la muestra consiste en
grupos no solapantes (es decir, tales que la distancia de cada individuo
al centroide del grupo a que pertenece es menor que la distancia de este
individuo al centroide del otro grupo), entonces la clasificacién es perfecta.
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5.2.2 Estimacion del error

El estimador leave—one—out de la probabilidad de clasificacién errénea (Lachen-
bruch [71]) puede aplicarse con facilidad al método DB.

Se calcula esta estimacion eliminando por turno cada individuo de la
muestra y asigndndolo a una u otra subpoblacién segin la regla de decisién
obtenida a partir de los restantes n — 1 individuos de la muestra.

El resultado de esta operacidon puede expresarse mediante una matriz C'
de clasificacion, cuyo elemento (r, s) es el nimero de individuos del grupo
r que han sido asignados al grupo s por el algoritmo discriminante.

El estimador leave—one—out de la probabilidad de clasificacién errénea
es entonces

5(0124-021)

Para el método DB, se recalcula la funcién discriminante de la subpoblacién
a que pertenece el individuo eliminado (sea, a titulo de ejemplo, la primera)

(i) = ——a-— (D) —a) (5.8)

ny — 1 (77,1 - 1)2

donde a; es la suma de distancias al cuadrado de |i| a los restantes individuos
de la primera subpoblacién y D(1) se ha definido en la seccién precedente.
La segunda funcién discriminante es

- 1 1
#([i)) = -bi = 5 D) (5.9)
donde b; es la suma de distancias al cuadrado de a los individuos de la
segunda subpoblacién.
Compérese este cilculo con el equivalente para otros discriminadores:
por ejemplo en LDF y QDF se debe recalcular la inversa de una matriz de
covarianzas para cada uno de los n individuos de la muestra.

5.2.3 Meétodo DB para variables aleatorias

Supongamos que las variables observadas siguen la distribucion de probabil-
idad F}, para la subpoblacién 7y (k = 1, 2). y que con respecto a una medida
adecuada p, la correspondiente densidad de probabilidad es fi (k =1, 2).

Sea & el resultado de la observacién sobre un individuo w a asignar, y
d una funcién distancia. La funcién discriminante que generaliza (5.7) es

buléo) = [ & @O O du(©) 5 [ 8 €m e€) fuln) die &) dys ()

1
= Hyo— 5 Hy (5.10)
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En la segunda igualdad, Hy, es el valor esperado en 7, de la funcién 82 (&, £)
(de la variable aleatoria &),

Hyo = Ex, [6% (,9)]

y Hy, es el valor esperado en mj, x 7, de la funcién 62 (¢, 1) de las dos variables
aleatorias &, 1, independientes y con igual distribucién Fj,

Hy = Erpxr, [0 (6,)] (5.11)

Nota 5.2.1 La exposicion del método DB se ha realizado para el caso de
dos muestras o poblaciones por claridad de notacion. Aplicando las modi-
ficaciones obvias en la notacion, puede verse que es igualmente vdlido para
mds de dos muestras o poblaciones.
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5.2.4 Propiedades basicas del método DB

1) En primer lugar observamos que la expresién Hy en (5.10) es una medida
de la dispersién en la poblacién 7 y que Hy g es un promedio de las difer-
encias entre el individuo w a asignar y los individuos de 7. Considerando
una poblacién 7y formada por el tinico individuo w, tenemos que Hy =0, y
podemos escribir

1
¢r(w) = Hyo — 5 (Hy + Ho) (5.12)
Es decir, la funcién discriminante es una diferencia de Jensen entre 7y y mg.

2) Si en cada poblacién se observan dos vectores aleatorios independientes
x, y para los que se tienen distancias 62(z1, o) y Sz(yl, y2), segun Oller
[84], una manera natural de definir una distancia entre los pares (z,y) que
sea consistente con la independencia de las variables z, y es

8% ((z1,51), (w2, 42)) = 82 (21, 22) + 6, (Y1, y2)

Con esta distancia, vemos que, por la aditividad de la esperanza matemaética,
las funciones discriminantes ¢y (w) de (5.10), construidas teniendo en cuenta
las dos variables z, y son la suma de las ¢[z|r v @[y]x, construidas a partir
de cada una de las variables por separado.

3) El método DB permite la consideracién de probabilidades a priori: Si w
pertenece a 7 con probabilidad a priori igual a g, entonces las funciones
discriminantes (5.10) deben sustituirse por

1 1
$r(w) = Hyo — g H + — —1
4k
Vease Cuadras [28] para una justificacién de esta férmula y una discusién
de la relacion entre estas funciones discriminantes y las (5.6) obtenidas de
la regla de decisién de Bayes.

5.2.5 Teorema de representacion

La siguiente proposicién, andloga al teorema (5.2.1) para muestras, permite
interpretar el método DB como una regla de minima distancia.

TEOREMA 5.2.2 Supongamos que cada poblacion mj tiene una repre-
sentacion en un espacio vectorial my—dimensional E™* (euclideo o pseudo-
euclideo), es decir, que existen funciones

Qﬁktﬂk—}Emk
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tal que para cada par (z,y) € T X T se verifica que

8 (2, y) = (=) — ()l

Supongamos adicionalmente que existen los momentos

p (k) = Ex (dr(2))
po (k) = Ex (di(2) - Pr(2))

Entonces, la funcidn discriminante ¢y (w) para un individuo w cuya obser-
vacion es xg viene dada por

(W) = llpr(z0) — p(k)II?

Demostracion:

Hio = Eg (6°(z, 0))
= Eq ((s—s0)" - (s — 50))
siendo s = ¢(z) y so = 1 (x0)
= E; (s s—2s5 s+ s s0)
= (k) —2sh - p(k) + s - so

Anélogamente, poniendo ¢ = v (y), calculamos

H, = E7rk><7rk(62($a y))

= Erpn (s =1)- (s — 1))
( !
)

= 2[uy(k) — ((k))’]
con lo que al substituir en

1

$r(w) = Hyo — 5 Hi

obtenemos el enunciado. O
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5.3 Distancias entre individuos para el modelo DB

5.3.1 Aspectos generales

Segun la definicién de las funciones discriminantes del modelo DB, puede
aplicarse dicho modelo siempre que se disponga de una funcién distancia
entre individuos de cada subpoblacién.

Cada individuo u observacién queda especificado por un conjunto = de
coordenadas, que pueden agruparse en numéricas continuas, binarias, cuali-
tativas de tipo ordinal y cualitativas de tipo nominal (es decir, cuya codifi-
cacién numérica es puramente convencional).

Se requieren entonces dos funciones distancia, una para cada subpoblacién,

Di(z4,zB) Dy(za,zR)

de modo que D;(z 4, zp) sea la distancia entre las observaciones z 4 y xp en
el supuesto de pertenecer ambas a la subpoblacién i. Las funciones D; y
Dy pueden coincidir, lo que redunda en una considerable simplificaciéon de
la estimacion del error de clasificacién, segiin veremos en el Capitulo 6 (6.3),
al disponerse en este caso de una matriz de distancias global, pero esto no
es una exigencia del modelo.

No es preciso que la funcién distancia proceda de un modelo proba-
bilistico, ni que dé lugar a una configuracién euclidea.

Por ello hay gran flexibilidad en la eleccién de funciones distancia, que
pueden elegirse entre la multitud de las descritas en la literatura, o bien
prepararse una ad hoc, segin la informacion de que se disponga en cada
caso concreto del significado de las variables y de sus relaciones.

Como ejemplo de distancias del primer tipo, tenemos las distancias entre
variables continuas, como la distancia euclidea, las distancias de Minkowski

n 1/p
0 (z,y) = (Z |z — yi|p>
i=1

donde z = (z1,...,2,), ¥y = (y1,..-,yn) son las coordenadas de dos ob-
servaciones z, y, y la distancia Valor Absoluto estudiada en los capitulos
anteriores.

Si las coordenadas son sélo binarias, se dispone tambien de gran cantidad
de distancias y coeficientes de similaridad descritos en la literatura, como
por ejemplo, los de Jaccard, Sokal y Sneath, Kulezynski, etc.

Cuando las variables son de tipo mixto, una funcién distancia muy em-
pleada es la de Gower, ya mencionada en el Capitulo 2 (2.11).

Por dltimo, como ilustracion de otras funciones distancia aplicables en
contextos concretos, podemos mencionar la distancia de Levenshtein (véase
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[100]), empleada para medir las diferencias entre dos cadenas de caricteres,
que en su variante mas simple puede describirse como el minimo nimero de
substituciones, inserciones y eliminaciones de caracteres que hay que efectuar
sobre una cadena para obtener la otra. Un caso més general considera costes
prefijados para insertar y eliminar cada cardcter del alfabeto empleado, y
para intercambiar cada pareja de caricteres.

5.3.2 Distancia basada en efficient scores

Si se dispone de un modelo probabilistico paramétrico para las observa-
ciones z, definido mediante una funcién densidad p(z,#) dependiente de los
n parametros 0 = (01,...,6,), las funciones distancia entre individuos que
resultan idéneas son las que se deducen del estudio de la Geometria Rieman-
niana de la variedad n—dimensional de los paramétros, cuyo tensor métrico
es la métrica de Rao ), que en las coordenadas 6 se expresa por la matriz de
informacién de Fisher

Gy — —E <a210gp(x,9)> _E <alogp(X,0) _ (910gp(X,0)>

00 - 00’ 06 0o’

La distancia entre las observaciones z; y 2 se calcula empleando los
efficient scores, definidos como los vectores n—dimensionales

0
7 = 5 10g p(zi,0)
y se obtiene por
6(1‘1,1‘2) = (Z1 — ZQ)I . Ggl . (Z1 — 22) (5.13)

(véase Cuadras [23], Oller [84], Minarro [79])

5.3.3 Condiciones para una distancia entre observaciones

Observando que si se emplea la distancia entre individuos basada en los
efficient scores para la poblacién 7 se cumple que

Hy = Erpny [07(20,%0)] = By, [(Z1— Z0)' - G7' - (Z1 — Z)]
=2E,, [Z2/-G'-Z] =2E,, [tr(G'-Z -Z')]

=2E,, [tr(G7'-@)]=2n
(5.14)
puede proponerse esta igualdad como condicién de normalizacién en el caso
de no disponer de un modelo paramétrico, siendo ahora n el nimero de
variables.
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Esta condicién se extiende al caso de tener n variables z que se agrupan
en dos o mas conjuntos de variables, desconociéndose la estructura de de-
pendencia entre ellas. Un ejemplo frecuente aparece si se tiene una mezcla
de variables continuas, binarias y cualitativas.

La existencia de una distribucién de probabilidad conjunta cuyas marginales
son las de cada uno de los conjuntos es probada en Cuadras [29].

En dicho caso se puede proponer que la condicién de normalizacion ha
de aplicarse a cada conjunto de variables por separado, y finalmente obtener
la distancia al cuadrado total como suma de las distancias al cuadrado com-
ponentes, una vez normalizadas (véase Cuadras [27], [31]).

Esto es una generalizacién natural del caso paramétrico, pues entonces
la métrica de Rao tiene la forma

Gi1 0
0 G2

y se verifica (5.14) para G; y Gy por separado, y la distancia global al
cuadrado es la suma de los dos terminos correspondientes a G1 y Gs.
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5.4 Ejemplos con distribuciones conocidas

Como aplicacién de (5.10), calculamos las funciones discriminantes para
algunos casos de distribuciones clasicas, empleando como distancia entre
individuos la calculada a partir de (5.13)

5.4.1 Distribucion discreta finita genérica

Supongamos que la variable observada sigue una distribucién discreta finita
con m estados, cuyos pardmetros son (pi,...,pm,) en la poblacién m, y
(q1,--.,qm) en la poblacién .

La funcién de probabilidad en 7 es

f(z) =p, siz=e, (r=1,...,m)

donde
er = (0,...,0, % ,0,...,0)
posicién T°
Una expresién andloga, con ¢ en lugar de p vale para ms.
La distancia entre dos individuos z = e,, y = e; en m; (véase Minarro

[79, pp. 66-67]) se calcula por
1 1
8 (o 9) = (1=3,0) (5 + )

Pr  Ds
Proposicion 5.4.1 Las funciones discriminantes para un individuo w con

valor observado o = e, son

¢1(w):1;pr ¢2(w):1_%ﬂ

T qr
Demostracion: Calculamos ¢;. Cambiando p por ¢ resulta ¢o
$1 (W) =
U 1 1
:Z<(1_5rs) <_+_>> Ds —
s=1 pT pS
1 & & 1 1
N 1- 55 - - s
2;,2‘;(( 2 (ps+pt>>ppt
= r+(m—1)—§ (ZZ(1—5st) (ps +Pt)>
Dr s=1t=1
1 — by 1 m m
R CERVEE 1 O RO ST
Dr s=1 =1
_ 1 — Dr
Pr



CHAPTER 5. ANALISIS DISCRIMINANTE BASADO EN
DISTANCIAS 115

En consecuencia, se asignard w a la subpoblacién m; si
h1(w) < Ppo(w) <= pr > qr

5.4.2 Distribucién multinomial

Sea z = (z1,...,%m) una variable aleatoria con distribucién multinomial,
de pardmetros ny p = (p1,...,Pm)-

Los z; son enteros positivos o nulos con Y ;" z; = n, los pardmetros p;
son nimeros reales en el intervalo [0, 1], verificindose que > /", p; = 1

La funcién de probabilidad de z es

Flafnp) = 0"

donde se han empleado las notaciones

m m
d=1l=! v ' =][]n"
=1 =1

Emplearemos la distancia entre individuos para esta distribucién dada por
Minarro [79, pag. 66]

L o= (@i — i)
6%(z, y) = — ASel LV
e = 25
Consideramos el problema de asignar a una de las poblaciones 71, mo un
individuo w para el que se ha observado el valor u = (uy, ..., u,) siendo los
pardmetros n y p = (p1,...,pm) en m, y ny ¢ = (q1,...,qm) en .

Proposicion 5.4.2 Las funciones discriminantes coinciden con el cldsico
estadistico x> de K. Pearson en cada una de las poblaciones. Es decir:

m

I XU O

i=1 i=1 1 qi
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Demostracion:
Calculamos ¢ (w). El mismo célculo sirve para ¢2(w), cam-
biando p por q.
Hiy = E (62(U,$))
1 &1
= —Z—E (u?—Quixi—i-x?)
nibi

como cada marginal z; es B(n, p;), resulta

1 &1
==-> — (u?—2Uinpi+npi(1—pi)+n2p?)
n.= bi

131
H, :E(62(gg,y)):E;17iE(3322—2331y1+y12)
1% 2
= - - il_ )
n;pi (npi (1 —pi))
=2(m-—1)

Finalmente, sustituyendo en ¢ (w) = Hyo — (1/2)Hy, y
agrupando términos, se llega al enunciado. O

5.4.3 Distribucién multinomial negativa

Sea z = (z1,...,%m,) una variable aleatoria con distribucién multinomial
negativa, de pardmetros r y p = (p1,...,Pm)-

Los x; son enteros positivos o nulos, r es un entero positivo, los p; son
nimeros reales en el intervalo [0, 1], verificindose que > /" p; < 1
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La funcién de probabilidad de z es

(lz[+r=D!

flz/p,r) = A1 " (1 —=1Ip)"

donde se han empleado las notaciones

m m
! = Hazi! p‘”Epri
i=1 i=1

m m
lz| = Zﬂfz y Ip| = Zpi
i=1 i=1

Emplearemos la distancia entre individuos para esta distribucién dada por
Minarro [79, pag. 67]

UC |

8 (e, ) = = |5

— (5 — y:)* = (J2| = |y])?
L g L
Consideramos el problema de asignar a una de las poblaciones 71, T un
individuo w para el que se ha observado el valor u = (uy, ..., u,) siendo los
pardametros p = (p1,...,pm) en w1,y ¢ = (q1,-..,Gm) en mo, con igual r en
ambas poblaciones.
Para el cdlculo de las funciones discriminantes necesitamos usar la sigu-
iente propiedad

Lema 5.4.1 Si z = (z1,...,%m) es multinomial negativa con pardmetros
b= (1017 . ,pm) y r, entonces

e (Cada marginal z; es binomial negativa, con parametros r y

pf,:L
Yo l=pl+m

e La suma |z| es binomial negativa, con pardmetros r y |p|

Demostracién: La funcién caracteristica de la distribuciéon multi-
nomial negativa es

_ 1 —|p| "
P(t/p,r) = < G tk)) (5.15)

1 =37 ppexp

donde t = (t1,...,tm), y i =+ —1.
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Haciendo ¢t = --- = t;,—1 = 0 obtenemos la funcién carac-
teristica de la marginal ¢,,.
d’(tm/ p,?“) =

1—Ip| ' 1—pp, '

N <1 = lpl +pm —pmexp(itm)> N (1 —péneXp(itm)>
que es la funcién caracteristica de una distribucién binomial neg-
ativa. Por simetria tenemos las demds marginales.

La distribucién de la suma |z| se obtiene por recurrencia:
Consideramos las variables y; definidas por
Yi = T (1<i<m-2)
Ym—1 = Tm—1 + T

Se obtiene en primer lugar la distribucién conjunta de las y, que
resulta ser multinomial negativa con los pardmetros

pi=pi (1<i<m-—2)
/
Pm—1 = Pm—1+Pm
Esto puede verse empleando la variable auxiliar
Ym = Tm

y efectuando el cambio de variables x — y. El cambio inverso
es

=y (1<i<m-—2)
Tm—1 = Ym—1 — Ym
ITm = Ym
Hay que notar que el recorrido de la variable y,, es el intervalo
[0, Ym—1]-
La funcién de probabilidad conjunta de las y es

fly(m = 1),ym) =

(ly(m — D[ +r-1)!
y(m —2)! (Ym—1 — ym) ym! (r — 1)!

x (1 —|p|)" p(m — 2)¥(m=2) pllm-i=¥m pum

donde la notacién y(m — 1) se emplea para indicar el vector
(y1,--+,Ym—1), y notaciones andlogas se interpretan de la misma
manera.
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Finalmente se calcula la marginal de y(m — 1), sumando para
todos los valores de y,,, de 0 a y,,, 1. O

Como consecuencia del lema, tenemos

E(n) =
E(}) = £+ Tk
E (o) = 2}

E (lz) = "

Proposicion 5.4.3 La funcion discriminante para m es

2
7

I

$1(w) = 1-1p| i

rooLliz P

La funcion discriminante para mo
eTpresion.

’1"2

— (Ju| +7)?
T~ (4 )

se obtiene cambiando p por q en esta
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Demostracién: Hyg =

_ 1-1pl ml 2 o, 2
= Z E(ui 2u1$l+xi)

r i:lpi

—E (|uf? - 2[ul 2] + =)
L—|pl |1 [ 5 T p; rpi | r(r+1)p}
= —qu; —2u; + + L
lz 18 "T—|p|  1—1p|  (1—[p|)?

_ u2_2IUI7’Ipl r|p| (1 +7|p|)
{u T R Py }

1—|p| iu_%_2r|u| rm r(r+1)
roo|Ze 1-=pl 1-1Ipl (1—Ipl)

rlpllul  rlpl (1 +7’|P|)]
1 —|p| (1 —1[pl)?
1 —p| o U r? 2
= m+ — + — (Ju| +r
S S gy

|§| _ |u|2+

+2

Anédlogamente, H; =

_1-1p [iLE (2 — 220y +42) — E (|2 - 2|2 |y|+|y|2)]

r i:lpi
_ 1—1p| [ig( T pi +7’(7’+1)1;?_ r’ p? 2)_2 r|p| 2]
roo S e \1—pl - (A—=1p)? (1 —|pl) (1 —lpl)
:21—Ipl[7’m rlpl _ _ rlpl }
ro Ll=1Ip  (1—=[p)* (1—I[p)?
= 2m
O

5.4.4 Distribucién normal univariante

Sea x = (r1,...,%;) una muestra aleatoria simple de una variable normal
univariante N (u,0).

Emplearemos la distancia entre individuos para esta distribucién dada
por Minarro [79, pig. 68]
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m
8 (2, y) = 57 [20°@ ) + (52— )]
donde
1 &
xr = m;fEl
1 & o2 (x; — ) 2 52
12 - L 2:_ L =
1= L m-w= Ty (M) =Te

La variable aleatoria T tiene distribucién N(u, o/v/m), y Q. tiene dis-
tribucién x? (m).

Consideramos el problema de asignar a una de las poblaciones my, mo
un individuo w para el que se ha observado el valor u = (uq,...,uy). Los
parametros i y o son distintos en las dos poblaciones, pero como no ten-
emos que escribirlos simultdneamente, omitiremos subindices, entendiéndose
que las férmulas obtenidas han de aplicarse por separado a cada poblacién,
sustituyendo los valores pertinentes de los pardmetros.

Proposicion 5.4.4 La funcidn discriminante correspondiente a la pobla-
cion g, en la que los pardmetros son (u,0) es

m _
Dh(w) = 5 5 [20°@— )’ + (S5~ 0%)’]
Demostracion:

Hyo =

m 1
= ?E (ﬂ2_2UT+§2) +%E (Q3—2QuQx+Q§)

2

- <ﬂ2—2ﬂ,u+g—+,u2> +

o m

+ﬁ(Q3—2Qum+m2+2m)

ot M@t L, —m)?
=2+ @)+ 5~ (Qu—m)

E (72 -277+7°) +ﬁE (@2 -20-0,+@))

2 (%) +%2(2m)

=93 93
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5.4.5 Distribucién normal multivariante con Y conocida

Sea x una variable aleatoria m—dimensional con distribucién N (u1,3) en
m1 y distribucién N (u9, X)) en ms.

La distancia entre dos individuos cuyas observaciones son x, y se calcula
por la expresién (formalmente idéntica a la distancia de Mahalanobis entre
poblaciones, véase Minarro [79, pp. 70-71])

§(z,y)=(x—y) T - (z—y) (5.16)

Proposicion 5.4.5 Las funciones discriminantes para un individuo w cuya
observacion és xy son

b (w) = (zo — pur)" - > (w0 — pr) k=1,2

Demostracion:

H;o = E;, ((m —xq) - ¥ (x — xg))
haciendo = — 2o = (z — pg) + (pr — o)
= Er (0 =) 27" (o — ) +
2 (i —z0) -5 (x — pug) +
+ (= o) - B (= o)

= m+ (g — z0) - 5 - (g — o)

Hy = Eroir, ((@—9) -2 " (2 —p))
haciendo z — y = (z — pg) + (k — y)
= Eq xmp ((gc — ) - nt. (x — pg) +
2(c — ) - D7 (—y) +

=) 2T (g~ )
=2m
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5.5 Distancias entre poblaciones

5.5.1 Distancia basada en la diferencia de Jensen

Si se dispone de una distancia entre individuos global, de forma que sea
posible calcular la distancia entre dos individuos, uno de cada subpoblacién,
puede proponerse una distancia entre poblaciones a partir de una distancia
entre individuos, por la diferencia de Jensen

1
Alg = H12 — 5 (H1 =+ Hg) (517)
donde los Hj, son, como en (5.11)

Hk: = E7rk.><7r1C |:62 (fﬂl)]

vy Hi 9 se define por
H, = E7r1><7r2 [52 (fan)]

Para una muestra de n = nq+no individuos, la expresion correspondiente
es

. . 1
Ao =Hi9 — 5 (H1 + H2) (518)

donde ahora los ﬁl, ﬁQ, ﬁ12 se calculan como medias de las cajas de la
matriz (n, n) de distancias global A®).

-~ 1 N 1 .
H1=—2D11 H2=—2D22 H12= D12 (5.19)
siendo
ny ni ni n n n
Dh=Y 36 D=3 Y & Dn= > Y &
=1 j=1 =1 j=n1+1 i=n1+1 j=ni1+1
(5.20)

Si se ha empleado una distancia no paramétrica, como por ejemplo, la
distancia de Gower o la distancia Valor Absoluto, la matriz de distancias
global A®) aparece de modo natural.

Si se tiene un modelo paramétrico para m y me, y se dispone de la
distancia de Rao entre las dos poblaciones, ésta sera la distancia éptima
entre las dos poblaciones.

Pero en general, la distancia de Rao entre las poblaciones no es acce-
sible, o presenta graves problemas computacionales. En estos casos puede
recurrirse a (5.17) definiendo de algiin modo apropiado la distancia entre un
individuo # de 7y y un individuo y de 73, por ejemplo como un promedio
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entre la distancia entre x, y considerados ambos en m; y la distancia entre
x, y considerados ambos en 5.

La expresion (5.18) puede interpretarse en términos de una representacién
euclidea (o pseudo—euclidea) de modo anédlogo a la interpretacién dada en
el teorema (5.2.1) de las funciones discriminantes.

Tenemos ahora una representacién comiin

Pim Umy — E™
donde, en general, E™ = RP @ iRY, (p +q=m < n — 1, verificAindose que

8 (z, y) = lv(x) — )

para cualquier par de individuos de la muestra conjunta. Como es usual,
empleamos la descomposicién

B=H-(—%A(2))-H=X-X’

siendo H la matriz de centrado n—dimensional. Las filas z; de X con-
tienen los vectores de E™ que representan a los n individuos de la muestra.
Suponemos que las n; primeras filas corresponden a m; y las ng filas com-
prendidas entre la ny + 1 y la n a ms.

Tendremos los dos centroides

1 il: 1 Z”:
Z(l)=— ) =z 7(2) = — x;
n1 =1 ng 1=n1+1

Podemos ahora enunciar el teorema que da la interpretacién de (5.18)

TEOREMA 5.5.1

A = |[7(1) - 7(2)|

Demostracion:
[Z(1) —2(2)|> = 2(1) - 2(1) + 2(2) - B(2)' — 2%(1) - Z(2)’

Teniendo en cuenta que b; ; = z; -x;-, y empleando para las sumas
de cajas de B expresiones andlogas a las definidas en (5.20) para
la matriz A(Q), resulta,

1 2

1
zZ(1) —z(2)|> = = B — Bys— —— B 5.21
IZ(1) —=(2)| w2 11+n% 22~ = Ba» (5.21)
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Ahora, puesto que

1 1 1
2
—Qbij :61']' _ESi_ Esj-l_ﬁD
(siendo s el vector que contiene las sumas de las filas (o columnas)
de A y D la suma de todos los elementos de esta matriz),

tenemos
il n1 ni
_221)” = 25 D11+D12)—;SJ+ED
i no N9
—2 Z bi]‘ = Z 6 D22+D12)——8]+—2D
. n n
1=n1+1 i=ni1+1
De estas igualdades resulta
By, = MZTp  Mpoo o
11 = o e ATy
2
ng —n n n
Byy = —2—Dys+—Dis— =D
2n n 2n
—2Biy = _%Dll_EDQQ_nIZQD
n n n

y al substituir estas expresiones en (5.21) se llega al enunciado.
a

La férmula (5.18) es, al igual que todo el método DB, ficilmente gener-
alizable al caso de disponer de k£ > 2 subpoblaciones, dando lugar en dicho
caso, a una matriz Ap 2 de dimensién (k, k) con las distancias entre cada
par de subpoblaciones.

Sometiendo esta matriz a Multidimensional Scaling, se llega a una rep-
resentacién euclidea, que puede considerarse un andlogo no paramétrico del
Andlisis Canénico de Poblaciones para poblaciones normales (véase, por
ejemplo Cuadras [20]), y de hecho produce resultados coincidentes cuando
es aplicable este andlisis.

Esto es consecuencia de la siguiente

Proposicién 5.5.1 Supongamos que las poblaciones m; son normales, con
> comiin conocida, y que se emplea la distancia entre individuos (5.16)
(basada en efficient scores).

Entonces la distancia A;; entre las poblaciones m;, y m; coincide con la
distancia de Mahalanobis. En particular, la matriz A%; de distancias entre
poblaciones es euclidea.
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Demostracion:

Ya se ha visto que H; = H; = 2m, siendo m el nimero de
variables. Calculamos ahora

Hij =
= E7ri><7rj |:62 (iU,y)]
-1
= Bz, xn; ((x —y) X (z— y))
:Em><7rj (fEl.Z_l'x +y,'2_1'y _xl'z_l'y _yl'z_l'x)
El primer sumando dentro del paréntesis es
tr (E_l cx-a')
por lo que su valor esperado es igual a

-1
me e 2 -

Andlogamente con el segundo sumando. Sustituyendo, resulta

-1
Hij=2m+ (i —pg) -5 (i — )

y finalmente

Aij= (i —nj) -2 - (i — )

O

La equivalencia entre Coordenadas Candnicas y Coordenadas Principales
de la distancia de Mahalanobis se debe a Gower [49], y una generalizacién al
caso de representacién canénica de funciones paramétricas estimables puede
verse en Cuadras [19].

En consecuencia, obtenemos un método de representacion de poblaciones
basado en distancias con las ventajas de los métodos DB (puede aplicarse sin
hipétesis sobre la distribucién de probabilidad de los datos y con variables
mixtas), que puede considerarse una extensién del Anilisis Candnico de
Poblaciones clasico.

A diferencia de éste, no se dispone de regiones confidenciales para los
centroides de las poblaciones. Sin embargo, segiin veremos en la seccién 6.4
del Capitulo 6, la expresién (5.18) es especialmente adecuada para obtener
por el método bootstrap, una estimacion de la funcién de distribucién de la
distancia entre dos poblaciones, y de ella, intervalos de confianza para esta
distancia.
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6.1 Consideraciones generales

En este capitulo se describen algunos aspectos de la implementacién de los
métodos DB.

De la descripcion de estos métodos se puede observar que las implementa-
ciones son, en principio, de programacién simple en comparacién con otros
métodos de funcionalidad parecida, al no contener algoritmos iterativos ni
dificultades especiales con matrices quasi—singulares.

Por ello no serd necesario incluir listados completos de programas. En
lugar de ello se discutirdn especialmente algunos puntos relevantes y posi-
blemente no obvios de los algoritmos.

Los programas que implementan los métodos DB han sido publicados
[5], y forman el nicleo del paquete de programas MULTICUA

Quizas el aspecto mas importante que cabe considerar es la necesidad
de gran capacidad de almacenamiento.

En primer lugar, para mantener una matriz de distancias de orden igual
al nimero de individuos. (Para poner un ejemplo, para 1500 individuos
se requieren unos 9 Megabytes de almacenamiento, con niimeros de punto
flotante en doble precisién).

Este problema se presenta solamente en el caso de la Regresién DB o en
la estimacion bootstrap de la distribucion de las distancias entre poblaciones,
pues, como se verd en la seccién 6.3, para el Andlisis Discriminante DB no se
necesitan en realidad los elementos individuales de la matriz de distancias.

Tambien se requiere considerable cantidad de memoria si se desea al-
macenar la matriz Y de dimensién (n,p) conteniendo las coordenadas de
la muestra. Esta es la solucién més eficiente en caso de ser posible, pues
para calcular la matriz de distancias se debe acceder a todos los pares de
individuos.

Para la mayor parte de los cédlculos, el almacenamiento de Y no es un
problema tan grave, al crecer sélo linealmente con n, pero si el niimero de
variables o de individuos se hace muy grande, se debe recurrir a un fichero
en un dispositivo externo. En este caso es totalmente imprescindible asignar
dos buffers distintos al fichero para poder acceder rdpidamente a pares de
registros alejados fisicamente.
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6.2 Implementaciéon del modelo de regresiéon DB

Este método presenta mas dificultades que el discriminante. No por el tipo
de célculo a realizar, una diagonalizacion, que posiblemente sea el problema
mejor estudiado en Andlisis Numérico, sino por las dimensiones implicadas.

En primer lugar, se requiere la presencia individual de todos los ele-
mentos de la matriz de distancias o de la matriz B a diagonalizar, de igual
dimensién. Ademads, se necesitan (al menos algunos de) los vectores propios
de B.

Por ello, si se exige tener en memoria tanto la matriz a diagonalizar como
los vectores propios, se restringe la aplicacién a problemas muy pequenos (o
méquinas muy grandes).

Se deduce la necesidad de implementar algoritmos de diagonalizacién
out-of—core, sea del tipo Lanczos o del tipo Householder por bandas (véase
Golub y Van Loan [46]). Es decir, se calcula la matriz de distancias, guardan-
dose en un dispositivo externo. A partir de ella se obtiene la matriz B, que
tambien se guarda en un dispositivo externo, y finalmente se calculan vec-
tores propios sin que en ningiin momento estas matrices existan completas
en memoria.

Estos algoritmos de diagonalizacién son en principio parciales, es decir,
obtienen solamente algunos de los valores y vectores propios.

Concretamente, en las implementaciones utilizadas, los Lanczos pro-
ducen pares (valor propio/vector propio) segin algun criterio preestablecido,
por ejemplo, los correspondientes a los mayores valores propios, mientras que
el algoritmo Householder por bandas produce todos los valores propios, y a
partir de ellos se pueden obtener vectores propios segiin peticion.

Aunque usualmente no se emplea el modelo global (con todas las coor-
denadas principales como variables regresoras) sino que, segin se discute
en [25], se calcula la regresién con un nimero de coordenadas principales
pequeno en comparacion con el nimero de individuos de la muestra, la se-
leccién de las coordenadas a utilizar como variables regresoras es segin el
criterio de mayor correlaciéon con la variable dependiente.

En la practica, esta condicién impone calcular todos los vectores propios
y por tanto, limita enormemente la eleccién de algoritmo. De los algoritmos
out—of—-core a que se ha tenido acceso, solamente el Householder por bandas
cumple el requerimiento.

Actualmente estd en estudio un criterio para seleccionar las variables
regresoras teniendo en cuenta solamente los valores propios. Si este criterio
se muestra eficaz, permitird emplear los algoritmos Lanczos, mucho mas
eficientes.
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6.3 Implementacion del Analisis Discriminante DB

Como se ha mencionado en la nota 5.2.1, en la exposicién del modelo DB
de Analisis Discriminante se han usado dos subpoblaciones sélo por como-
didad de notacién. Naturalmente, la implementacién de este método se ha
realizado para un nimero arbitrario £ de subpoblaciones, limitado por la
capacidad del ordenador.

En este apartado se discuten algunos detalles del algoritmo, con especial
énfasis en las necesidades de memoria.

Si se desea solamente asignar nuevas observaciones a una de k subpobla-
ciones, es suficiente calcular inicialmente las sumas de distancias internas de
cada subpoblacién, y asignar secuencialmente cada nueva observacién cal-
culando el vector de distancias a las n observaciones de las k£ muestras. Por
tanto, en este caso es suficiente asignar memoria para este vector.

Si se desea hacer una estimacién de la probabilidad de error de asignacién
por el método leave—one—out no seria eficiente realizar todo el proceso an-
terior para cada individuo, pues ello equivaldria a repetir muchas veces el
calculo de cada distancia entre cada par.

El caso méas sencillo aparece cuando se elige una funcién global como
distancia entre individuos, tal como la distancia valor absoluto, o la de
Gower, de manera que se puede calcular una matriz global de distancias
al cuadrado D para el conjunto de las dos subpoblaciones, que se puede
considerar subdividida en cajas

D=(Dyg) 1<a,B<k

siendo D, 3 de dimensién (nq,ng).

Si el nimero total de individuos es pequeno, de forma que se pueda
almacenar la matriz D completa (es decir, el tridngulo superior) en memoria,
el célculo correspondiente a eliminar el individuo ¢ y asignarlo segin las
funciones discriminantes obtenidas de los restantes equivale a extraer la fila
(columna) d(i) correspondiente a este individuo en D y calcular las sumas

aile) = Y d();
J

donde j recorre los indices de la subpoblacién c. A continuacion se obtienen
la funciones discriminantes como en las férmulas (5.8) y (5.9).

Esto no es practico si el niimero de individuos es grande de modo que la
matriz D no pueda mantenerse en memoria. Obsérvese ademds que aparte
del aumento de tiempo de cdlculo debido a los accesos a disco o cinta, este
algoritmo obligaria a almacenar la matriz desplegada (es decir, los dos trian-
gulos) en el dispositivo externo, de modo que el acceso a las filas individuales
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no sea extremadamente ineficiente, como ocurriria de tener sélo la mitad de
ella, al quedar los elementos contiguos de una misma fila en posiciones dis-
tantes entre si, segiin se muestra en el diagrama

12 4 7 11

3 5 8 12
6 9 13
10 14

15

y por esta misma razén, se tendria que calcular dos veces la distancia entre
cada par de individuos, una para la posicién (i, j) y otra para la (j, ).

La solucion a este problema consiste en no almacenar la matriz D sino
solamente una matriz DI P de dimensién (n, k) definida por

DIP(i, ) = Suma de las distancias del individuo 4

a todos los individuos de la poblacién «

que podemos suponer que cabe en memoria en todos los casos.

A partir de ella se obtiene, para cada «, la suma D(a) de todas las
distancias internas de la poblacién «, sumando los elementos pertenecientes
a dicha poblacion de la columna «.

Los elementos a;(«) necesarios para la estimacién del error de asignacién
son los elementos de la fila i de DIP. [Estos equivalen a los a;, b; en la
notacién para dos poblaciones de la seccién 5.2.2 del Capitulo 5].

Un ultimo detalle a tener en cuenta para calcular la matriz DIP es que
es suficiente calcular una sola vez la distancia entre cada par de individuos,
empleando el siguiente algoritmo:

1. Inicializar DIP a 0

2. Recorrer secuencialmente la lista de los 1 n (n — 1) pares (i, j) de in-
dividuos distintos, calculando la distancia al cuadrado d(%, j)

3. Sumar d(i,7) a las posiciones DIP(7,p(j)) y DIP(j,p(7)), siendo

p(i) = Poblacién a que pertenece i
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Si no existe una distancia global entre todos los individuos, se puede
modificar el método anterior para este caso. Obsérvese, sin embargo, que se
requeriran k matrices del tipo DIP.

Finalmente, para el caso paramétrico, en que las coordenadas de los in-
dividuos se reemplazan por los efficient scores, no se emplea tampoco la
matriz de distancias, ni una matriz DIP, pues al ser bilineal la férmula
de la distancia entre dos individuos, las féormulas para las funciones dis-
criminantes se simplifican, dando lugar a expresiones parecidas a las del
discriminador cuadratico, como en el caso de poblaciones con distribucion
normal multivariante con Y. conocida (Proposicién 5.4.5 del Capitulo 5).

La mayor dificultad aparece para hacer una estimacion de la probabilidad
de error por el método leave—one—out, pues al eliminar un individuo de
una sub—muestra se deben recalcular para ésta las estimaciones maximo—
verosimiles de los parametros, los efficient scores y en general también la
matriz de la métrica y su inversa. Posiblemente en este caso seria més
asequible algin otro estimador de la probabilidad de error, como el basado
en bootstrap.
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6.4 Estimacion bootstrap de la distancia entre pobla-
ciones

Se parte de una muestra de n individuos pertenecientes a k poblaciones
Tl .., Tk, cOn vector (ny, ..., nk) de nimero de individuos en cada poblacién
conocido y constante.

Suponemos dada una funcién distancia global, que permite llegar a una
matriz A®) de dimensién (n, n) de distancias al cuadrado entre los indi-
viduos. A partir de ella se obtiene una matriz A de dimensién (k, k) de
distancias entre las poblaciones de la diferencia de Jensen

N . 1 - N
Aaﬁ:Haﬂ_ﬁ(Haa"i_Hﬂﬁ)
donde 1
Hop = 2. 2.8 (<apB<k)
Na®B e, jelg

y I, es el subconjunto de [1, n] correspondiente a los indices de los individuos
de m,.

Se propone el problema. de realizar, por el método bootstrap, una esti-
macién de las funciones de distribucién de los elementos de la matriz A.

En este apartado se exponen los puntos relevantes del algoritmo em-
pleado para este cdlculo, y en especial, la técnica empleada para sortear la
dificultad de las grandes dimensiones implicadas.

El método consiste en realizar una sucesién de B remuestreos del total de
n individuos, cada uno de ellos obtenido por concatenacién de remuestreos
realizados en cada poblacién por separado. Se mantienen constantes los
nimeros n,. Dentro de cada poblacién, un remuestreo viene determinado
por una permutacién (con repeticién) del conjunto de individuos que la
forman.

Para cada remuestreo se evaluan las matrices A (%) y A. Finalmente se
obtiene la funcién de distribucién empirica para cada elemento de A.

Dado que cada remuestreo consiste en individuos de la muestra original,
todos los elementos de la nueva matriz A®?) ya existen en alguna posicién de
la inicial, por lo que parece superfluo recalcularlos, y mas razonable leerlos
simplemente de esta posicién.

La gran dimensién de A® fuerza a guardarla en un dispositivo externo,
preferentemente de tipo secuencial por razones de eficiencia. Como el ele-
mento (4, j) de la nueva matriz A®) | correspondiente al remuestreo dado
por la permutacién p, se encuentra en el lugar (p;, p;) de la matriz inicial,
la aplicacién de este algoritmo exige un dispositivo de acceso aleatorio (es
decir un fichero en disco), y ademds, daria lugar a una actividad de la cabeza
lectora que destruiria fisicamente la unidad en breve plazo.
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La solucién que se ha encontrado se basa en el hecho que la ordenacion
de individuos dentro de cada poblacién no influye en el resultado (la matriz
3) Por tanto podemos representar cada remuestreo b en cada poblacién m,,
como un vector de multiplicidades o con n, elementos.

El vector de multiplicidades correspondiente a la muestra original es el

1,...,1)

Los sucesivos remuestreos se generan como vectores [, cuyos elementos
tienen una distribucién multinomial de dimensién n,, suma de frecuencias
Nq, y vector de probabilidades

()

Veamos que a partir de los vectores de multiplicidades es posible calcular
los ﬁag correspondientes al remuestreo b con solamente una sola lectura
secuencial de los n (n — 1)/2 elementos de A®). El proceso es como sigue:
1) Se inicializan a 0 los Hy, 3-
2) Se recorren por orden los elementos de A(?). El elemento (i, j) debe
ser sumado a ﬁa 3 con una multiplicidad m (¢, j) que se calcula por

,

haio HBj; ST aFf

m(i, j) = ,uiia si o a=p 'y i1=]

2Maiauaja Si O[:ﬂ y Z#]

siendo 7, un indice que varia de 1 a n, y da el niimero de orden dentro de
o del individuo i—ésimo de la muestra conjunta. La relacién entre los dos

indices es
i= Y ng+ia
<

De esta manera cada remuestreo requiere una sola lectura de la matriz de
distancias, siendo el tiempo de calculo empleado muy razonable. Por ejem-
plo, en un ordenador personal con procesador 80486 a 33MHz, un calculo
con 1000 remuestreos sobre una matriz de distancias de n = 150 individuos
(el ejemplo de la seccién siguiente), ha empleado 2 minutos y 10 segundos.

Puede verse ademds que este algoritmo es susceptible de ulterior opti-
mizacion, al ser ficilmente vectorizable, realizando simultdneamente varios
remuestreos (es decir calculando varios vectores de multiplicidades) para
cada lectura de la matriz A®.
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6.5 Ejemplos de aplicacién de modelos DB

6.5.1 Regresion DB

Como ilustracién del método de regresién DB trataremos un problema de
ordenacién temporal de didlogos de Platén citado por Mardia et al. [78,
pag. 313] y procedente del trabajo de Cox y Brandwood [16]. Estos autores
emplean técnicas de Anélisis Discriminante (método ML) para proponer una
solucién.

El problema consiste en ordenar cronolégicamente los siete didlogos La
Repiblica, Las Leyes, Critias, Filebo, El Politico, El Sofista y Timeo, de los
cuales se conoce solamente que La Repiblica es el primero, y Las Leyes es
el dltimo.

El andlisis debe basarse en medidas del estilo. Concretamente, se dispone
de una tabla que registra para cada obra las frecuencias de aparicién como
cinco ltimas silabas de una frase de cada uno de las 2° = 32 posibles combi-
naciones de silabas largas y cortas. Se supone que estas medidas evolucionan
con el tiempo y que de su estudio se puede deducir la ordenacién cronoldgica
de las obras.

Hemos empleado para este andlisis el modelo de regresién DB, con dis-
tancia valor absoluto, tomando sucesivamente como valores de la variable
dependiente cada permutacién de los niimeros 1 a 7, (con los 1 y 7 fijados a
Repiblica y Leyes, respectivamente, segin las especificaciones dadas).

Se toma el coeficiente de determinacion como medida de adecuacién entre
una ordenaciéon dada y las 32 medidas de que se dispone para cada obra.

9.0 7

4.0 1 +

Critias

3.0 1
2.0 1

1.0 1 Filebo

+ + Reptblica 4+
0.0 A Leyes

-1.0 + Timeo

Politico
9.0 - + S(_)i_ﬁsta

-4.0 -3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0



CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 136

La figura es la representacién gréafica de las dos primeras Coordenadas
Principales obtenidas de los datos con la distancia Valor Absoluto. Este
andlisis proporciona los siguientes porcentajes acumulados de variabilidad
para los cuatro primeros ejes principales

34.11 54.13 69.61 81.91

La figura, junto con la consideracién de los porcentajes de variabilidad,
muestran que la aproximacion unidimensional es muy deficiente, y de hecho
muestran que para tener un buen ajuste a los datos, se requieren al menos
tres o cuatro ejes.

Por ello se ha registrado, para cada una de las 120 permutaciones, los
coeficientes de determinacién que corresponden a tomar como variables re-
gresoras uno, dos, tres y cuatro de los ejes principales.

Se han ordenado en cada caso las permutaciones segin el orden de los
coeficientes de determinacion obtenidos. En la tabla siguiente se muestra la
zona que contiene las permutaciones que dan los valores més grandes.

Permutaciéon Coef. Determ.

Un eje
36542 0.9112
46532 0.9071
35642 0.8447
45632 0.8407
Dos ejes
35642 0.9606
36542 0.9587
46532 0.9372
45632 0.9283
Tres ejes
52463 0.9923
36245 0.9899
35642 0.9815
43256 0.9792
Cuatro ejes
42563 0.9994
36524 0.9989
26345 0.9988
52463 0.9972

La solucién propuesta por Cox y Brandwood es la ordenacién Timeo,
Sofista, Critias, Politico, y Filebo, lo que corresponde en nuestra notacién
a la permutacién 465 3 2.
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Observamos en nuestra tabla que encontramos esta ordenacion en caso de
tomar regresién sobre el primer eje principal (de hecho aparece en segunda
posicién, con poca diferencia de la 36542, que aparece en primer lugar.

Como hemos visto que el primer eje principal explica solamente un por-
centaje de variabilidad del 34.11%, podemos afirmar que el método de Cox
y Branwood es una aproximacién lineal a la ordenacién, y proponemos la
ordenacion 42563 como mas verosimil, teniendo en cuenta que para su ob-
tencién se han tomado en cuenta cuatro ejes principales, que explican un
81.91% de la variabilidad de los datos.

Nota: Cox y Brandwood hacen constar en su trabajo que la ordenacién
obtenida por ellos no coincide con la mantenida por la mayoria de estudiosos,
pero no citan en su articulo cual es dicha ordenacién.

6.5.2 Analisis Discriminante DB

El siguiente ejemplo, para el Andlisis Discriminante DB, es el (casi obligado
para cualquier método discriminante) estudio de los datos Iris de Fisher [42].
Consisten en medidas de las cuatro variables longitud de sépalo, anchura de
sépalo, longitud de pétalo y anchura de pétalo para n = 150 individuos de
Iris, repartidos en tres grupos procedentes de las tres especies Iris setosa,
Iris versicolor, Iris virginica, con n1 = ng = n3z = 50 individuos en cada
grupo.

Se ha empleado la distancia Valor Absoluto, y se ha calculado por el
método leave-one—out la matriz de asignacién, es decir la matriz de di-
mensién (3, 3) que contiene en el lugar (i, j) el nimero de elementos del
grupo ¢ que han sido asignados al grupo j por el algoritmo discriminante.
El cociente entre la suma de elementos no diagonales de esta matriz y el to-
tal de individuos es la estimacién de la probabilidad de error de asignacién.
Se obtiene el siguiente resultado

50 0 O
0 48 2
0 3 47

con estimacion p = 0.0333 de la probabilidad de asignacién errénea. Para
comparacién, con el discriminador lineal (LDF) se obtiene
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50 0 0
0 48 2
0 1 49

con estimacién p = 0.0200 de la probabilidad de asignacién errénea, y con
el discriminador cuadratico (QDF) la matriz de asignacién es

50 0 O
0 47 3
0 1 49

y la estimacién de la probabilidad de error de asignacién es p = 0.0267.
La matriz de de distancias entre los grupos, calculada por la diferencia
de Jensen (5.18) a partir de la matriz de distancias entre los individuos es

0 4.1495 6.4756
0 1.4022
0

Un Anélisis de Coordenadas Principales realizado sobre esta matriz, 1l-
eva a la siguiente configuracion euclidea bidimensional con tres puntos que
representan a los tres grupos

1.4783 —.14115
—.42876  .57477
—1.0496 —.43362

siendo 86.573 el porcentaje de variabilidad correspondiente al primer eje
principal. La representacién grafica de estos puntos es

0.7 1
0.5 1
0.3 1
0.1 A

_|_
Versicolor

-0.1 7 Setosa +
-0.3 1

-0.5 A

—0.7 T T T T T T T T 1
-16 -12 -08 -04 00 04 08 1.2 1.6 2.0

+ Virginica
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Compdrese este diagrama con el siguiente, obtenido a partir de los mis-
mos datos pero esta vez mediante un Andlisis Canénico de Poblaciones.

0.8 1
+

0.6 Versicolor
0.4 1
0.2 1
0.0 1
-0.2 1 Setosa +
-0.4 1
-0.6 -

—0.8 T T T T T T T T 1
-80 -60 -40 -20 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

+Virginica

La coincidencia es mas notable si se toma en consideracién que el primer
diagrama procede de un calculo no paramétrico, libre de cualquier hipétesis
sobre la distribucién seguida por los datos, y que por tanto, es igualmente
aplicable cuando el Anilisis Canénico de Poblaciones no lo es.

Se ha realizado una estimacion bootstrap de las distribuciones de prob-
abilidad de los elementos de la matriz de de distancias entre los grupos,
empleando B = 1000 remuestras de los datos originales.

Los valores medios y desviaciones tipicas de los valores obtenidos para
los elementos 312 313 y 323 son

Media,  Desv. Tipica

Ay 41775 0.1502 6.1)
Ais  6.5022 0.1609 '
Aoz 1.4348 0.1775

En las figuras siguientes se representan los diagramas de frecuencias para
estos elementos de matriz.
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18.0 1
16.0 1 _
14.0 A
12.0 1 A
10.0 A
8.0 1
6.0 1
4.0 1
2.0 ] H
0.0 - [ D , D [ o

378 3.90 402414 426 4.38 450 4.62
AN

16.0
14.0 A
12.0 A M
10.0 A
8.0 1
6.0 1

4.0 -
g;gﬂuH HHDDD

6.06 6.18 630 6.42 654 666 678 6.90 7.02
AVE!

20.0 ~
18.0 A ]
16.0
14.0 A
12.0 A -
10.0 A

8.0 A

6.0 1

4.0 A H
2.0 A
0.0 ] I:l , , |:| |:| 0 o =

092 1.08 124 140 156 1.72 188 2.04 220

~

A23
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Se han calculado los coeficientes p™ descritos en la ecuacién (4.36) del
Capitulo 4, para tener una medida de la proximidad de las distribuciones
empiricas obtenidas a una distribuciéon normal. Los resultados son

pT (Normal)

T 0.99914
Az 0.99846
Aoz 0.99365

lo que indica proximidad de las distribuciones empiricas a la distribucién
normal.

Para verificar esta proximidad calculamos los cuatro primeros de los
coeficientes (3; descritos en la ecuacién (4.37) del Capitulo 4. Los resultados
se tabulan a continuacidn.

En primer lugar, se calculan los 3; correspondientes a los datos origi-
nales (primera columna). La segunda columna contiene los valores tedricos
(obtenidos por integracién numérica) para la distribucién normal.
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En segundo lugar, se aplica a cada tabla de valores Al j la transfor-
macién y = F (z), siendo F' la distribucién normal con pardmetros iguales
a los empiricos (6.1). Como resultado deberiamos obtener una distribucién
uniforme, de ser cierta la hipdtesis de normalidad. La tercera columna con-
tiene los B; para los datos transformados, y finalmente en la cuarta columna
se reproducen los valores tedricos para la distribucién uniforme, calculados
de la ecuacion (4.38).

Datos Tedricos  Datos Tedricos
Originales Normal  Transformados Uniforme

AN
61 0.9540 0.9484 0.9937 0.9927
G2 0.0093 0 0.0111 0
B3 0.2293 0.2407 0.1014 0.1103
B4 0.0084 0 0.0090 0

AVE:
61 0.9523 0.9484 0.9924 0.9927
B> 0.0113 0 0.0023 0
B3 0.2416 0.2407 0.1149 0.1103
G4 0.0307 0 0.0172 0

Azs
61 0.9326 0.9484 0.9878 0.9927
B> 0.0113 0 0.0591 0
B3 0.2627 0.2407  0.1334 0.1103

Bs 0.0283 0 0.0079 0
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En esta memoria se han presentado algunas aportaciones al estudio de
los Métodos de Andlisis Multivariante Basados en Distancias introducidos
por Cuadras.

1) Se ha realizado un estudio teérico de las propiedades de la funcién
distancia Valor Absoluto para su empleo en dichos métodos, analizando
los sistemas de Coordenadas Principales asociados a esta distancia para
un sistema unidimensional de puntos equidistantes, obteniendo el teorema
(2.4.1), que da una justificacién del buen comportamiento de esta funcién
distancia al interpretar los ejes principales (es decir, las variables regresoras
en el modelo DB) como funciones polindmicas de grado creciente, por lo que
la regresion basada en esta distancia equivale a una regresiéon no lineal.

2) Motivado por este estudio, se ha estudiado la estructura de valores
y vectores propios de una familia de matrices de relevantes propiedades
algebraicas y combinatorias.

3) Se ha generalizado a una configuracién unidimensional arbitraria de
puntos el estudio realizado para el caso equidistante, llegando a la proposicién
(4.1.2)), que permite una interpretacién cualitativa de los ejes principales
analoga a la obtenida en el caso equidistante.

4) Se ha encontrado una técnica, basada en la descomposicién de Pro-
cesos Estocdsticos en Componentes Principales, para generalizar a variables
aleatorias continuas el concepto de Coordenadas Principales

5) Empleando dicha técnica, se ha encontrado una sucesién de variables
aleatorias que, segun el teorema (4.2.1), pueden justificadamente llamarse
Coordenadas Principales de la distribucién Uniforme respecto la Distancia
Valor Absoluto, y que son el anilogo en el caso continuo de los ejes princi-
pales para un conjunto unidimensional de puntos.

6) Generalizando la Regresion Basada en distancias a este caso continuo,
se propone una medida de bondad de ajuste entre funciones de distribucién,
con aplicacién al problema de decidir la distribucién seguida por una variable
a partir de una muestra.

7) Se han estudiado algunas propiedades del Anélisis Discriminante basado
en distancias, llegando en particular a los teoremas (5.2.1) y (5.2.2) que ex-
plican la regla de asignacién DB como un método de minima distancia en
el espacio (euclideo real o complejo) de las coordenadas principales.

8) Se han calculado las funciones discriminantes para variables aleatorias
que siguen algunas distribuciones conocidas, obteniendo en particular, la
proposicién (5.4.2), que muestra que para una distribucién multinomial,
las funciones discriminantes DB coinciden con el tradicional estadistico Ji-
cuadrado.

9) Por aplicacién de Multidimensional Scaling sobre la matriz de distan-
cias entre poblaciones obtenida a partir de distancias entre individuos por
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medio de (5.18), se llega a una técnica no paramétrica andloga al Anglisis
Canoénico de Poblaciones que produce resultados equivalentes cuando éste
es aplicable.

10) Se han implementado los algoritmos DB para las distancias més
comunes en los programas REGD y DISC, que forman el niicleo del paquete
publicado de programas MULTICUA .
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