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Presentacid.

El treball de recerca que hem realitzat, i que recull aquesta memoria, s’inscriu en el
marc de dues teories desenvolupades recentment, que formen part, més en general, de la
teoria de processos estocastics. Es tracta del Calcul de variacions estocastic i del Calcul
estocastic anticipatiu.

El Calcul de variacions estocastic va ser desenvolupat a partir de 1978 per P. Mallia-
vin ([Ma]). Mitjangant aquesta teoria Malliavin va provar per meétodes probabilistics el
Teorema de Hormander, que dona un criteri d’hipoel.lipticitat pels operadors diferencials
de segon ordre que es poden escriure com a suma de quadrats d’operadors de primer or-
dre. Posteriorment es va veure que les técniques desenvolupades per Malliavin es podien
estendre i aplicar a altres problemes inaccessibles des de la teoria d’equacions en derivades
parcials.

Aquest Calcul permet estudiar I'existéncia i regularitat de densitats per a les distribu-
cions de funcionals sobre 1’espai de Wiener (I’espai canonic del procés de Wiener). Ha
estat desenvolupat entre d’altres per Stroock, Kusuoka, Ikeda, Watanabe i Shigekawa.

Les solucions d’equacions diferencials estocastiques son funcionals sobre ’espai de Wiener
i per tant sén la font basica d’exemples d’aplicacié d’aquest Calcul.

Hi ha hagut diverses aproximacions al Calcul de variacions estocastic. Presentarem les
dues que estan relacionades amb el treball que hem fet:

La primera seguida per Malliavin, Stroock i d’altres, és basa en uns teoremes de 1’ Analisi
Matematica sobre existéncia i regularitat de densitats. Per tal de poder aplicar aquests
teoremes a la llei d’un vector aleatori F' s’introdueix ’operador gradient sobre I’espai de
Wiener, que és un espai de dimensié infinita, i s’obté una férmula d’integracié per parts. En
definitiva, es tracta del desenvolupament d’un calcul diferencial sobre un espai de dimensié
infinita. Farem servir aquesta teoria en el capitol 3 de la memoria.

La segona, establerta per Watanabe [W1], introdueix el concepte de funcional generalit-
zat, analeg al de distribuci6é de Schwartz. De totes maneres comparteix amb l’aproximacié
anterior la mateixa base analitica, és a dir el concepte d’operador gradient en un espai de
dimensié infinita i la férmula d’integracié per parts. Aquesta aproximacié és la base del
capitol 4.

Una bona introduccié al Calcul de variacions estocastic es troba a [Oc].

D’altra banda, Skorohod [Sk] el 1975 inicia el que en podem anomenar Calcul integral
estocastic i anticipatiu. En efecte, defineix una integral respecte el procés de Wiener on se
substitueix la condicion d’adaptabilitat de I'integrand, necessaria en la definicié d’integral
estocastica d’Ito, per certes condicions de regularitat. Sobre el conjunt d’integrands adap-
tats que compleixen aquestes condicions de regularitat, aquesta integral coincideix amb la
integral d’Ito. En aquest sentit podem parlar de la integral de Skorohod com una extensié
de la integral d’It6. La base de la definicié d’aquesta integral es un resultat de Wiener
que presentarem en el primer capitol, que permet obtenir desenvolupaments ortogonals de



qualsevol funcional de quadrat integrable sobre I'espai de Wiener.

El punt clau que unifica les dues teories esmentades és el treball de Gaveau i Trauber
[GT], que demostra que la integral anticipativa definida per Skorohod coincideix amb el
dual de 'operador gradient a l’espai de Wiener, introduit per Malliavin.

Tots aquests resultats han permés els darrers anys desenvolupar un calcul estocastic

anticipatiu a ’espai de Wiener. Hem d’esmentar en aquesta linia els treballs de Nualart,
Pardoux i Zakai,[NP], [NZ].

Analogament s’ha intentat desenvolupar un calcul estocastic a ’espai de Poisson. En
cert sentit es tracta d’un cas més senzill ja que és possible definir una integral respecte el
procés de Poisson trajectoria a trajectoria en el sentit de Stieltjes. D’altra banda, pero, no
es possible definir un operador de tipus “gradient” amb la mateixa riquesa que en el cas
gaussia. El capitol 2 recull els treballs que hem fet en aquesta linia.

La memoria esta dividida en quatre capitols. En el primer capitol, de preliminars, intro-
duim primer de tot el concepte d’espai gaussia, i la propietat essencial de descomposicio
ortogonal dels funcionals de quadrat integrable sobre I’espai gaussia [I1]. Com a genera-
litzacié d’aquest fet introduim l’estructura d’espai de Fock, que és 'estructura algebrica
subjacent a tot espai descomposable en suma de subspais ortogonals. D’altra banda, en
aquest marc general introduim uns operadors d’anihilacié i creacié que generalitzen els
operadors gradient i integral de Skorohod a l’espai de Wiener.

L’objectiu del segdén capitol és establir un calcul estocastic a ’espai de Poisson. Els
darrers anys hi ha hagut diverses aproximacions al problema, que comentem en la intro-
duccio del capitol. La nostra aproximacié al problema es basa en ’estructura d’espai de
Fock subjacent també a 1’espai de funcionals de quadrat integrable sobre 1’espai de Poisson
(veure [Og],[Wu]). Concretament, considerem els operadors d’anihilacié i creacié i donem
una interpretacié intrinseca d’aquests en el marc de P’espai canonic de Poisson, aixi com
una formula d’integracié per parts.

En el tercer capitol apliquem el Calcul estocastic de variacions, seguint el punt de vista
de Malliavin, a la regularitat de la llei del maxim d’un procés amb trajectories continues.
Els resultats obtinguts milloren els coneguts anteriorment per meétodes classics.

Finalment en el quart capitol, seguint el punt de vista de Watanabe del Calcul estocastic
de variacions, estudiem la regularitat del temps local brownia com a funcional sobre ’espai
de Wiener. En concret estudiem a quins espais de Sobolev D®? pertany exactament el
temps local brownia. Per aix0 estudiem previament la regularitat de funcionals genera-
litzats com é,(W(h)). Els resultats de regularitat obtinguts milloren els coneguts fins el
moment.



Preliminars: L’estructura algébrica d’espai de Fock.

Capitol 1

0. Presentacid.

L’objectiu del capitol és presentar 'estructura algebrica d’espai de Fock. Un espai de
Fock és un espai descomposable en suma ortogonal de poténcies tensorials simeétriques
d’un espai de Hilbert H. En particular es tracta també d’un espai de Hilbert. Aquesta
estructura va ser introduida per Fock en el marc de la mecanica quantica. La importancia
d’aquest espai, des del punt de vista del calcul estocastic, radica en que donat un espai de
probabilitat (Q,F, P) que contingui un procés gaussia, ’espai L2(Q, F, P) té estructura
d’espai de Fock. Algunes referéncies sobre 'estructura d’espai de Fock i la seva relacié
amb el calcul estocastic sén [Ru] i [Me2).

Per motivar la introduccié d’aquest espai, recordem primer el concepte d’espai gaussia.
Donat un espai de probabilitat qualsevol (Q2, F, P), un espai gaussia és un subspai tancat
de L2() generat per una familia de variables aleatories gaussianes i centrades. Si F
coincideix amb la o — algebra generada per les variables de ’espai gaussia i els conjunts de
probabilitat zero, aleshores L%(2, F, P) es pot descompondre en suma directa ortogonal
de poténcies tensorials simetriques de ’espai gaussia. Aquesta descomposicié s’anomena
descomposicié en caos homogenis o caos de Wiener (veure [I1]).

Aquest resultat ha contribuit de manera essencial al desenvolupament d’un calcul es-
tocastic anticipatiu a ’espai de Wiener (que és un cas particular d’espai de probabilitat
amb un espai gaussia associat). Per exemple, la integral de Skorohod, que generalitza
la integral de It6 a processos anticipatius, es defineix a partir d’aquesta descomposicid.
L’operador gradient introduit per Malliavin a [Ma], resulta ser el dual d’aquesta inte-
gral (veure [GT]), i admet també, per tant, una expressié com operador que actua sobre
aquesta descomposicio.

Aquests operadors gradient i integral de Skorohod associats a I’espai de Wiener tenen una
generalitzacié a 1’espai de Fock, i moltes de les seves propietats depenen només d’aquesta
estructura. Per tant es pot construir un cert “calcul” sobre qualsevol espai L%(Q, F, P)
amb estructura subjacent d’espai de Fock, com per exemple ’espai dels funcionals del
proces de Poisson de quadrat integrable. Aquesta construccid constitueix el capitol 2.



1. L’espai gaussia.

Sigui (2, F. P) un espai de probabilitat. Considerem una familia gaussiana de variables
aleatories {Xq}q sobre aquest espai, tals que E(X,) = 0. En particular es tracta de
variables aleatories de L2(f2). Suposarem que F és la o— ilgebra generada per la familia
gaussiana.

Sigui H(X) l’espai de Hilbert generat per aquesta familia de variables mitjangant com-
binacions lineals 1 pas al limit. Es conegut que H(X) és també una familia gaussiana.
Aquesta familia forma doncs un subspai de Hilbert de L*(2), que anomenarem espai gaus-
sia.

Interessa introduir un espai de Hilbert H i una isometria

he H— X(h) € H(X),

amb E(X(R)X(g)) = (h,g)u

L’estructura concreta de ’espai de Hilbert H ens dona diferents exemples concrets d’es-
pais gaussians.

L’espai L?(Q2, F, P) admet una descomposicié en suma directa ortogonal que presentem
en el teorema segiient:

1.1 Teorema [I1].

L*(Q,F,P) = @'H

n=0

on Hy = R, i H,, és ’espai de Hilbert generat per les variables aleatories H,(X(h)) amb
|h| =1, on H, és el polinomi d’Hermite d’ordre n.

Recordem que els polinomis d’Hermite es poden expressar de la manera seglient:

()" 2 A 2

-z
2

Hn(-’l«') \/7_{: dx"e y

i formen una familia ortonormal de polinomis a R amb la mesura gaussiana estandard.



En particular es té el fet segiient, que prova 'ortogonalitat dels diferents subspais H,.

E[Hn(X(R)Hm(X(9))] = (h, 9)Erl{n=m)-

Aquest resultat de descomposicié ortogonal i el seu paper en el desenvolupament del
calcul estocastic a I'espai de Wiener motiva la introduccié de ’estructura d’espai de Fock.

2. L’estructura algebrica d’espai de Fock.

En tota la seccié, H denotara un espai de Hilbert real i separable. Denotarem per H®",
el producte tensorial n-éssim. Per n = 0 es té H®® = R. Els espais H®" sén espais de
Hilbert amb producte escalar:

(1 ®  ®Tny Y1 ® - ®Yn) =(Z1,¥1)** (Tn,Yn)-

amb T1,° 5Ty Y1y 3 Yn EH

Sigui ara S, el conjunt de les permutacions del conjunt {1,2,...,n}. Cada permutacié
o € S, ens defineix un automorfisme a H®", donat per

Us(Z1 @ ®Tpn) =To(1) @+ @ To(n)-

Denotarem per H®™ el subspai de Hilbert de H®" format pels elements invariants per
a qualsevol U,. En aquest nou espai hi considerarem el producte escalar modificat:

(f:9yron = nl(f,9)on-

1.2 Definicié.
L’espai de Fock associat a I’espai de Hilbert H es defineix com I’espai de Hilbert

O(H) = é;H@”,

n=0



equipat amb el producte escalar

o0

(h’ g)@(H) = Z(hn, gn)HQ"v

n=0

on h = Z?:o hnig= Ez.;ogn'

El cas més interessant és el cas que H = L%*(T), on (T,B,)) és un espai de mesura
separable, amb mesura o-finita i continua. En aquest cas H®" és isométric a L2(T™).
De fet H®™ és I’espai de les funcions simetriques i de quadrat integrable LL(T™) amb el
producte escalar modificat.

Des d’ara fins al final de la seccié suposarem que H = L?(T') amb les condicions esmen-
tades. En aquesta situacié podem introduir uns operadors que permeten construir un cert
“calcul” en aquesta estructura. En les seccions segiients introduim aquests operadors.

3. L’operador d’anihilacid.

Sigui H = L*(T, B, )). Considerem l’espai de Fock associat ®(H). Els seus elements es
poden escriure com F = Enzo fnoon fn € LE(T™).

Per a cada F' € ®(H) podem definir 'operador segiient:
D:Fe®(H)— DF € ®H)® H ~ L*(T; ®(H)),
on

D(F =Y nfa(t), qpt.teT,

n=1

sempre que DF € L*(T; ®(H)).

Es a dir, sempre que

o0
Z nnl | fa ”%"’(T")< +00,

n=1



ja que

| DF ||Z2(r.00m))= /T | DoF |3y AMdt)
= Yot Dt [ Aale®) ey Ad)
n=1

= Znn' ” fn “%2(T")< +00.

n=1

Aquest operador D esta definit en un conjunt dens de ®(H). En particular esta definit
en tot element amb desenvolupament en caos finit. El domini d’aquest operador el notarem
per Dom D.

Observem que val el lema segiient:

1.3 Lema.

L’operador D és un operador tancat.

Prova:

Hem de veure que si {Fy}n, és una successié d’elements de Dom D, que convergeix a
un element F en la norma de ®(H), i tal que d’altra banda {DF, }, convergeix cap a un
element u en la norma de L2(T; ®(H)), aleshores F € DomD, i DF = u.

Sigui F, = 3202, fM i F = Y2 fx, on les fi iles f{™ pertanyen a LZ(T*). Alesho-
res, D F, = S22, kfUV(-,t), A- q.p.t. Sigui també u, = Y52, g(+5¢) A—q.p.t. amb
gi(-5t) € LE(T*).

D’una banda les f,g") convergeixen cap a les fi a L%(T*). D’altra banda la successié
{kf,g")(-,t),n > 1} convergeix a gx-; en la norma de L?*(T*) quan n — co. Per tant
kfr = gr—1. Aix0 implica que F' € DomD i DF = u.

q.e.d.



Per iteracié podem definir 'operador D*¥ de ®(H) en L%(T*) ® ®(H) = L?(T*; ®(H)).
(veure [NP]). El domini d’aquest operador sera

DomD* = {F € ®(H): > _ n*n!||fall}2(zny < o0}.

n=1

Més en general, donat un element h € H, podem definir un operador Dy de ®(H) en
®(H) tal que

DnF = (DF,h)q.

El domini d’aquest operador estara format pels funcionals de F = 3 - | fn, € ®(H) tals
que

Zn'n”ﬁfn(,t)h(t)/\(dt)“%z(Tn—l) < 0.
n=1

Es clar per la desigualtat de Schwarz que el domini de D}, inclou Dom D.

4. L’operador de creacid.

Considerem ’espai de Hilbert L*(T; ®(H)) = L*(T) ® ®(H). Aquest espai de Hilbert
es pot descompondre de la manera segitent: @S>, Vr!L2(T"*1), on L2(T™*?) és el subs-
pai de L2(T™*?!) format per totes les funcions de quadrat integrable sobre T"*! que sén
simetriques en les n primeres variables.

Considerem u € L*(T; ®(H)). Per tant podem escriure

u= Zun, u, € L3H(T™Y).
n>0

Denotarem per i, la simetritzacié de u, respecte les n + 1 variables.



Podem definir 'operador segiient:

§:ue LYT;8(H)) — §(u) = Y iin € B(H)

n2>0

sermpre que

Z(n + 1)! “ Un “%2(:['11-{-1)< +o0.
n2>0

Denotarem per Dom 6 el subconjunt dels u € L%(T; ®(H)) que verifiquen aquesta con-
dicio.

5. Calcul a I’espai de Fock.

En aquesta seccié establim la relacié de dualitat entre els operadors D i 6. Aquesta
relacio vve donada pel teorema seguent:

1.4 Teorema.
Siu € Domé, i F € DomD, es té

{(u, DF) 2 (iamy) = (F,6(u))a(m)-

Abans de provar aquest resultat, observem que es té el fet segiient:
Observacio: '
Si f € L3(T™), es té

[ pxan)-exatn) = [ P2,
Tn TTI

En particular, si f,g € L2(T™) es té

[ Foxtat) - aatn) = [ Fo(at)---rca).
Tn Tn



Prova:

Siguin u = 3., 5qun i F =32 5 fn. Aleshores

{u, DF) L2(T;0(f)) = /T<U('at),DtF)4>(H) A(dt)
= n! /(un('st)a(n+1)fn+1('at)>L2(T") A(dt)
> T

= Z(n + Dlun, fag1) L2 (rnty.

n>0

Fent servir que f,4; és simeétrica, i aplicant ’observacié anterior, s’obté

(4, DF) p2(ziaqary = (1 + Din, fas1)r2(mm)
n2>0

= (F’ 6(“))¢(H)-

q.e.d.

Per tant 6 1 D son operadors duals entre si. En particular, § és un operador densament
definit i tancat (veure qualsevol referéncia per a la teoria d’operadors no-fitats en dominis
densos; per exemple [B]).

Per aprofundir la relaci6 entre els operadors D i § introduim ara un subspai de Dom é.
Aquest subspai que denotarem per L!'? sera la classe dels elements u € L?(T; ®(H)) tals
que

i) uy € DomD, q.p.t. t € T.
ii) Dyu; € L2(T?%; ®(H)).

En termes del desenvolupament de u aquestes condicions sén equivalents a

Y nnl || un [[32(gniy < +oo.
n>1

Aixo implica que L2 C Dom 6.

10



Notem que, més en general, podem definir L™? com el subspai de L?(T; ®(H)) format
pels elements n vegades derivables amb D*u € L*(T**!;®(H)), Vk < n. Finalment
podem considerar L.%°2 = (> L™2.

La importancia d’aquest espai L!"? queda clara en el teorema segiient.

1.5 Teorema.

Sigui u,v elements de LL}2. Aleshores tenim

(6(u), 5(0))@(1{) = (u, 'U)L?(T;Q(H)) + /T2 (Dsut, Dtvs)Q(H) ,\(dt) /\(ds).

Prova:

D’una banda

(6(u), 60N a(ry = > _(n + D!in, Bn) L2(Tnt1).
n>0

D’altra banda

(u’v)L2(T;d>(H)) = L(ut,vt)¢(1.1) /\(dt) = Zn!(un,vn>Lz(Tn+1).

n2>0

Per tant la diferencia entre aquests dos termes és

S L DX ) 8 rm) = a8 0 D) 2 )

n>0

= S0+ 1) [ (a8 ) gy — L2C DT g

"0 n+41

v
= 1 ’ n U, — d n
nz>:o(n+ YW(tn, [Un n+1])L2(T +1)

11



=> nl Z/ n(t1y e oty oty t) Un(ty o s tny - 8) A(dEr) -+ - A(dtn ) A(dE).
n+1

n>0 i=0

Finalment, usant la simetria de v, respecte les n primeres variables i posant s = t,
podem esciure ’expressid anterior com

> nnl / (-, 808) Un(-, 8, 1)) p2ern-1y A(ds)A(dt)

n>1

- / (Due, Dyvs ) A(ds) A(dt).
T2

q.e.d.

1.6 Teorema.

Sigui u € L1? i suposem que Diu € Domé, Vt, A — q.p.t. Aleshores §(u) € DomD i

Dyé(u) = uy + 8(Deu), A — q.p-t.

Prova:
Sigui u = anﬂ un. Aleshores 6(u) = 5", 5, Un-

Formalment, podem escriure

Dib(u) = > (n+1)da(-1).

n>0

Ara bé, observem que
NUR(S1y. -+ s8n=18,8n) + Un(S1,.-.y8n,t) = (N + D)ln(sy,...,8n,t).

12



Aleshores,

Dib(u) = > un(yt) + Y nun(-t,5) = ue+ 8§(Deu).

n>0 n>1

g.e.d.

6. Generalitzacié d’alguns conceptes probabilistics.

En aquest seccié introduim una serie de conceptes abstractes, qué en el cas en que ®(H)
s’'interpreta com un espai de variables aleatories de quadrat integrable coincideixen amb els
conceptes probabilistics del mateix nom. Aixo quedara clar quan vegem exemples d’espais

de Fock.

Considerem les definicions segiients:

1.7 Definicio.
Sigui F € ®(H) i A € B. Direm que F és A-mesurable si i només si

Vn > 1,fn(t1, .. ,tn)l(Ax~--xA)C(t1, vee ,tn) = 0, A" — q.p.t.

1.8 Definicié.
SiF =32, f.€®(H), definim la seva esperanca com fy € R.

1.9 Definicié.
SiF € ®(H)iA € B, definim ’esperanca condicionada respecte A de la manera seglient:

E[F|Al=fo+ Y faltr,...ta)la(t) - La(tn).

n=1
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1.10 Definicidé.
Siue L*(T;®(H)) = LYT) ® ®(H), direm que és un procés simple si i només si

u(t) = _f}Fle,- (t)

amb F; Bf-mesurable i \(B;) < oo per j € {1,...,m}.

Els quatre lemes segiients relacionen els operadors d’anihilacié i creacié amb aquests
conceptes. Els dos primers sén immediats.

1.11 Lema.
Si F € DomD i és A-mesurable, D\F =0, Vt €& A, A-q.p.t.

1.12 Lema.
Si F € DomD i A € B, aleshores E[F|A] € DomD i

D,E|F|A) = E[D,F|A]14(t), A — q.p.t.

1.13 Lema.

Si u és un procés simple de la forma u(t) = Flpg(t), aleshores u € Domé i §(u) =
Yoo o fn®1B on ® és el producte tensorial simetritzat.

Prova:

Es suficient veure que

S+ DU £a®1a [Za(pntsy < oo.

n=0

Observem que

- 1 1
(1o tn = — n(t1y .oyt tn V4 ———falty, ... tn .
faltis . ta)815(2) "+1,-§=:1f (b sty tn)@1B(E) + 7 falty, -, tn) @ 15(2)
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Els n + 1 termes d’aquesta suma sén ortogonals en L2(T"*!) per ser F' B°-mesurable.

Aleshores,

(n+1) | f®1B H?’,’(T"""):” fn®1lp H2L2(T"+1)

1 per tant,
x [ o]
Y (DU fa81p [Fe(gniny= D 0t fo @ 15 [[fipnsy
n=0 n=0
=XB) || F ||¢21>(H)< .
q.e.d.
Observacié:

Aquestes definicions ens permeten definir un producte intrinsec entre elements d’un espai
de Fock de la manera seglient:

F.6(1g) = 6(F1p)

sempre que F sigui B¢—mesurable 1 A(B) < co.

7. Férmula de Clark a ’espai de Fock.

Una aplicacié dels conceptes 1 resultats anteriors és la formula seglient, que permet
representar els elements de l’espai de Fock com imatge per I’operador é d’un procés adaptat.

1.14 Teorema (Férmula de Clark).

Considerem T = [0,1],B = B[0,1] i A la mesura de Lebesgue. Sigui F € DomD. Siguin
s,t € [0,1], amb s < t. Aleshores,

F = E[F|(s,{]] + §(E[D, F|(r, 1|1 (,,q(r))-
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Prova:

Considerem la descomposicié en caos de F :

F=Y fa fa€L¥T").

n=0

Aleshores,
E[F|(s,t]7 =Y falt1,- . »ta)l(age(t1) -+ 1o, ge(tn)-
n=0
D’altra banda,
5(E[DTF|(7’,t]c]1(3,t]) = 6[2 nfn(tl, ceeyln—1, T)l(r)t]c(tl) cee 1(r,t]°(tn—1)1(s,t](7')]-
n=1

Si denotem hp r(t1,-..,tn=1) = L(nge(t1) -+ L(rge(tn=1)1(s,4(r)), €l problema es reduei
a simetritzar aquesta funcié.

Observem que hy , = %1,4" on

A, = O{(tl,...,tn) €[0,1]” : ¢; € (s,t]}.
=1

Per tant

S(E[DFl(r, ] (a,g(r)) = D falts,.. . ta)la4,

n=1

Finalment observant que A¢ = (s,%]¢ x -+ - X (s,t]° queda demostrat el teorema.

q.e.d.
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Veurem ara diversos exemples d’espais amb estructura d’espai de Fock.

8. Exemple 1: Els processos gaussians i ’espai de Hilbert dels nuclis auto-
reproductors.

Sigui X = {X(t),t € T} un procés gaussia i centrat, definit sobre un espai de probabilitat
(2, F, P) i indexat per un espai metric separable i complet T. Suposem que F és la o—
algebra generada pel procés. L’espai de Hilbert H(X) generat per aquest procés és un
exemple d’espai gaussia.

Sigui R(-,-) la funcié de covariancia d’aquest procés, que suposarem continua. Conside-
rem la familia de funcions {R,,s € T} on R,(t) = R(s,t). Sigui H(R) 'espai de Hilbert
generat per aquesta familia de funcions amb el producte escalar (R, R;) = R(s,t). Aquest
espal s’anomena espai de Hilbert dels nuclis autoreproductors i esta format per funcions
sobre T tals que

(f’ Rs) = f(S)

Observem que podem establir la isometria

R, € H(R) — X, € H(X)

E(Xs.Yt) = (Rs,Rt)H(R) = R(S,t).

Per tant podem considerar que 'espai gaussia H(X) esta indexat per ’espai de Hilbert
dels nuclis autoreproductors H(R).

En conseqiiéncia H,, sera isomorf a H(R)®" i per tant L2(Q, F, P) és isomorf a ®(H(R)).
Per un desenvolupament complet de la teoria en aquest cas, una bona referéncia és [Kall2].
Veure també [Kalll].

Tenint en compte l'isomorfisme entre L2(Q, F, P) i ®(H(R)), 'operador D es pot definir
sobre H(X) de la manera seglient: D,X(t) = D,R;, on

D,R; = R(s) = R(s,t) = (Rs, Re) H(R)-

Més en general, podem definir Dy X (k) = (g, ) y(r)-
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9. Exemple 2: Mesures aleatories, integrals estocastiques muiltiples 1 desen-
volupament en caos.

Sigui (T,B,)) un espai de mesura amb A mesura positiva i o— finita. Considerem
B* = {B € B: A\(B) < oo}

Una mesura aleatoria sobre (T, B, \) és una aplicaci6

X :B* — L}Q).

tal que

E[X(A1)X(A2)] = AM(A; N4p), VA, A, € B~

’ Es diu que una mesura aleatoria és centrada si E[X(B)] = 0, VB € B*; és diu que és
mdfapendent si VA;,...,A,, subconjunts disjunts de B*, aleshores X(4,),...X(A4,) sén
variables aleatories independents.

’.Donada una mesura aleatoria independent i centrada X, podem introduir el concepte
d’integral estocastica multiple respecte aquesta mesura (veure [I1]).

En .efecte, suposem que A és una mesura continua, és a dir tal que Ve > 0, i B € B*,
existeixen Bi,...,Bp, € B* tals que B = ByU:---UB, i A(B;) <¢ Vi=1 n
- 3 . . - ! - , C , :
Considerem funcions simples del tipus f(t,...,tp) = 15,(¢;) - 1B,(tp), on By,...,Bp sén

P Tyevss t ) S de a

Ip(f,,)=/T---/Tfp(tl,...,tp)dX(tl)---dX(tp)=X(B1)~--X(B,,).

Per conveni es pren Ij(c) =¢, Ve e€R.
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Es evident que aquesta definicié es pot estendre per linealitat a tot S,. Observem doncs
que hem definit una aplicaci6 lineal

I: fe S, — L(f) € L*(Q)

que compleix les propietats seguents:
1) L(f) = I(f), on f és la simetritzacié de f.
ii) (Ip(f), Ip(9)) = ElL(HIp(9)] = P{f, ).
iii) (I(f), I,(g)) =0 sip#gq.

En particular, ||L,(f)ll2 = vP|fll2 < VPl f|lz- Per tant I, és un operador lineal i fitat
amb norma més petita que 1/p!, que podem estendre a un operador lineal i fitat de L%(T'?)

a L2(Q).

D’altra banda I, és una isometria entre L(T?) que és I’espai de les funcions simétriques

de L*(T?) amb la norma modificada per \/pl||f|l, i €l subspai C,, format per les I,(f),
que anomenarem caos d'ordre p.

Per a dos exemples concrets de mesures aleatories independents i centrades tenim resul-
tats de descomposicié de L?({2) en suma ortogonal.

En efecte, suposem que la mesura aleatoria independent i centrada és a més a més gaus-
siana, és a dir que les variables aleatories {X(A), A € B*} formen una familia gaussiana.

En particular observem que una mesura aleatoria centrada i independent és gaussiana si 1
nomeés si VA € B*, X(A) té llei normal.

Aleshores, H = L*(T) és isomorf a H(X), amb X(1p) = X(B), lespai C, = H, on H,,
és I’espai que s’introdueix en el teorema 1.1. i si F = 0{X(A), A € B}, es té

L(Q) = fjc,,.

n=0

%

Suposem ara que la mesura aleatoria independent i centrada és poissoniana, és a dir que
VA € B*,X(A) = N(A) — A(A) on N(A) és una variable aleatoria de Poisson. Aleshores,
si F =0{N(A), A € B}, es té també

L*(Q) = icn.

Aquest cas el desenvolupem més detalladament en el capitol 2.
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10. Exemple 3: El procés de Wiener.

Un cas particular, tant de la situacié en qué tenim un procés gaussia i ’espai de Hilbert
dels nuclis autoreproductors associat com de la situacié en que ’espai de Hilbert té una
interpretacié com L2(T, B, \), és el de 'espai de Wiener.

En efecte, sigui T' = [0, 1], B la 0— algebra de Borel, i A la mesura de Lebesgue. Sigui

W = {W(t),t € [0,1]} un procés gaussia i centrat amb funcié de covariancia R(s,t) = sAt.
Es a dir W és el procés de moviment brownia o procés de Wiener.

Es conegut que W té trajectories continues quasi-segurament, nul.les a ’origen (veure
per exemple [KS]). Podem doncs considerar com espai de probabilitat on esta definit aquest
procés, l'espai canoénic, és a dir @ = Cy([0,1]), F = c{W(s),0 £ s <1} i P la mesura de
Wiener.

Aleshores

1
(Re,Ri)r(r) = R(s,t) =sAt= /0 110, () 1q0,g(w)du = (1j0,], 1jo,q) 2201 (1)

En particular tenim

Ri()= [ Ta.a(wdu

Considerem l’espai H! de les funcions de Q, absolutament continues amb derivada feble
de L?[0,1]. Aquest espai és 'anomenat espai de Cameron-Martin. La igualtat (1) identifica
I'espai de Cameron-Martin amb 'espai H(R) i per tant podem considerar H(W) com un
espai gaussid indexat per H'.

D’altra banda, les igualtats (1) proven, en particular, la isometria d’H(R) amb L2([0, 1]).
Podem interpretar per tant W com una mesura aleatoria independent, gaussiana i centrada
sobre [0,1]. Aixd permet introduir el concepte d’integral estocastica muiltiple respecte el
procés de Wiener.

Tenint en compte les igualtats (1) podem injectar de manera continua L?([0,1]) en €.
La imatge d’aquesta injecci6 sera H(R).
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En efecte,

Ljo,g € L2([0, 1]) — Ry(-) = /(; 1[07t](u)du € Q,

1 més en general

h e L2([0,1]) — / h(u)du € 9.
0
La continuitat d’aquesta injeccié ve donada per les desigualtats segiients:

t

sup | | h(s)ds| < OSSI:IS)I/(; |h(s)|ds =/0 |h(s)|ds < |[R]]2-

0<t<1 Jo

Aquesta continuitat juga un paper essencial en la interpretacié dels operadors D i 6
en aquest marc. La interpretacié d’aquests operadors com a derivada i integral permet el
desenvolupament d’un calcul a ’espai de Wiener, que en particular és un espai de dimensié
infinita.

Per a cada g = [ h(u)du, funcié de I'espai de Cameron-Martin, introduim la transfor-
maci6 seglent:

Ty:weR —wtgef

Aquesta transformaci6 té la propietat que la mesura imatge PT, ! és absolutament
continua respecte P.

Aix0 ens permet donar una interpretacié de 'operador Dy, definit a la seccié 3, com
una derivada direccional en la direccié donada per g.

1.15 Teorema [NZ].
Sigui F € L*(Q, F,P). Sigui g = [ h(u)du. Suposem que existeix el limit en L? segiient:

lim <[Fw + ) = F(o)L

Aleshores F' € DomDy, i Dy F = (DF, h)y coincideix amb aquest limit.
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L’operador dual § es pot interpretar com una extensié de la integral d’It6 per a processos
anticipatius. En efecte,

1.16 Teorema.
Sigui u = {u;,0 < ¢t < 1} un procés adaptat, mesurable i de L?(Q x [0, 1]). Aleshores,

1
6(U) = / utth.
[¢]

Prova:

Suposem que uy = Y _po o Ik(fi (-, ). Aleshores,

8(u) = W(E(uy)) + Z Ini1(fm), (2)

on ara f,, és una funcié de m + 1 variables, simeétrica.

Per ser u adaptat les fi,(t1,...%;m,t) es poden escollir de manera que s’anul.lin per
max{t1,...,tm} > t. Aleshores,

- 1
Imr(Fn) = /0 In(fn(troe sty ))dWh,

i substituint aquesta expressié a (2) s’obté la igualtat desitjada.

q.e.d.

Observem també que els conceptes introduits en la seccié 6 sén generalitzacions de
conceptes probabilistics classics.

Per exemple, com que les integrals estocastiques miltiples sén centrades, donat un fun-
cional F' de I'espai de Wiener, E[F] = I)(fo) = fo € R, tal com es defineix a 1.8.

D’altra banda, en el marc de ’espai de Wiener, si I,( f,) és Fi—mesurable podem suposar
que les f,, es concentren en [0,¢]", i aixd equival a dir que f, és A-mesurable en el sentit
generalitzat de la definicié 1.7.
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Calcul estocastic a 'espai de Poisson

Capitol 2

0. Presentacié.

L’objectiu d’aquest capitol és desenvolupar un “calcul estocastic” a l'espai de Poisson,
analeg al calcul estocastic a I’espai de Wiener. En aquests darrers anys s’han fet diverses
aproximacions a aquesta questio.

L’aproximacié desenvolupada per Bismut [Bi], Bichteler, Gavereaux i Jacod [BGJ] i
Bass i Cranston [BC] es basa en la perturbacié de 'algada dels salts. Carlen i Pardoux
introdueixen a [CP] una interpretacié de l'operador D basada en una perturbacié dels
instants de salt. Ambdues aproximacions permeten obtenir una formula d’integracié per
parts i establir criteris generals per a la regularitat de lleis de probabilitat.

Hem vist que en el cas del moviment brownia, l’estructura d’espai de Fock de l’espai
de funcionals de quadrat-integrable permet donar una definicié d’aquests operadors com
operadors que actuen sobre cada caos. L’espai dels funcionals de quadrat integrable mesu-
rables respecte el procés de Poisson té també estructura d’espai de Fock, com ja hem vist
en la seccid 9 del capitol 1.

Dermoune, Krée 1 Wu a [DKW] adapten aquest punt de vista usant la descomposicié
dels funcionals obtinguda a travers de la representacié de Lévy-Khinchine. D’altra banda
Privault a [P] estudia els operadors que apareixen si es considera I’estructura d’espai de
Fock associada a la successié infinita de temps exponencials independents. L’operador d’a-
nihilacié que obté esta relacionat amb 'operador gradient introduit per Carlen i Pardoux.

Nosaltres, a [NV1] i [NV6], estudiem els operadors d’anihilacié D i creacié § corres-
ponents a 'estructura d’espai de Fock associada a ’espai dels funcionals de Poisson de
quadrat-integrable. Aquest estudi és el que presentem en aquest capitol.

A diferéencia del cas de ’espai de Wiener, ['operador d’anihilacié no pot ser interpretat
com una derivada, pero si com un operador de diferéncia. En [N'V6] desenvolupem aquesta
interpretacid, aixi com la interpretacié de 'operador adjunt. en el marc de ’espai canonic
del procés de Poisson introduit per Neveu a [Ne]. En particular obtenim una férmula
d’integracié per parts.
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1. El procés de Poisson.

Suposem que (T, B, A\) és un espai de mesura on T és un espai localment compacte amb
base numerable, BB és la o — algebra de Borel associada, i A és una mesura positiva, continua
i de Radon. Recordem que una mesura es diu de Radon si és finita sobre els compactes.

Denotarem per M,(T') l'espai de les mesures puntuals sobre T, localment finites (o de
Radon). Es a dir, m € M,(T) si i només si m(-) = >, 64(+), 1 tot compacte de T' conté
només un nombre finit de punts ¢;. §;, és la delta de Dirac en el punt ¢;.

Introduim en aquest espai la o— algebra M, generada per les aplicacions ¢p(m) =
m(F) € NU {oo}, per a tot F € B.

El procés de Poisson es defineix com una aplicacié mesurable N d’un espai de probabilitat
(Q,F, P) alespai (My(T), M,), que indueix una llei de probabilitat sobre M,(T') tal que

1) VF € B tal que A(F) < co, N(F) és una v.a. amb llei de Poisson de parametre A\(F').
Si A(F') = oo aleshores N(F') = oo, g.s.

ii) Si Fy,..., Fy sén borelians de B, dos a dos disjunts, aleshores V(F}),...,N(F}) sén
variables aleatories independents.

Observem que el procés de Poisson ens permet definir una mesura aleatoria indepen-
dent i centrada X(F) = N(F) — A(F),VF € B amb AF) < oo. Per tant podem definir
una integral estocastica multiple respecte aquesta mesura, anomenada mesura de Poisson
compensada.

En aquest marc es té també una descomposicié ortogonal de ’espai dels funcionals de
quadrat integrable mesurables respecte el procés de Poisson (veure [Og]). En particular
doncs, aquest espai de funcionals té estructura d’espai de Fock. Per tant podem considerar
els operadors D i é com operadors sobre aquest espai.

2. L’espai canonic del procés de Poisson.

Introduim ara l’espai canonic del procés de Poisson. Per tal de simplificar I’exposicié
suposarem que A és una mesura finita. Si A és una mesura de Radon no necessariament
finita, també es pot construir I’espai canodnic de Poisson (veure [Ne]), i tots els resultats
seglients es poden estendre adequadament.

Considerem la reunié disjunta Q = U2 ,T™, on T° = {a}, i a és un punt distigit. Podem
introduir sobre 2 una o— algebra F definida de la manera segient: G C 2 pertany a F
siinoméssi GNT™ € B®" per a tot n > 1. Si A™ és la mesura producte a T™, per a tot

n>1,1A% és §,, podem definir sobre (2, F) la probabilitat P donada per

- hand 1 n T
PG)= e "(T);L—!)\ (GNT™).

n=0
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Amb aquests ingredients introduirem un procés de Poisson sobre aquest espai de pro-
babilitat (2, F, P). Considerem ’aplicacié N de 2 a M,(T) tal que per a tot n > 1 es té
N(s1,....80) =Y i, 6s;y 1 N(a) = 0. Evidentment es tracta d’una aplicacié mesurable ja

que VF € B,

(NG, F)=k}NT"™ = {(s1,...,8n) : Z1F(s,-) =k} € B®",

Aquesta aplicacié té les propietats segiients:
i) P{N(T) = k} = e XD LX(T)*.

it) P{G|N(T) = m} = 25E5T0.

En particular, P restringida a 7™ és una mesura equivalent a A", per a tot n > 1.

D’aquestes propietats es dedueix que N és un procés de Poisson (veure [Ne]).

En efecte, sigui Fy, ..., F; una particié de T. Considerem ny,...,nk tals que ny + - -

nr = n. Aleshores,

P{N(F1) = na,..., N(Fy) = nx}

= XD NI P(N(F) =, .., N(Fe) = | N(T) = )

k

e L /\(T)" 'H( :\)(:I;é — _A(T)H/\(E:;l

=1 i=1

-+

Aixo prova de manera immediata les dues condicions que caracteritzen un procés de

Poisson d’intensitat A.



Una propietat essencial que es demostra a [Ne] és la seglient:

2.1 Lema.

Sigui B2" la sub-o-algebra dels borelians simétrics de T". Sigui Fs la o-algebra gene-
rada pels conjunts G € F tals que GNT" € B?". Aleshores tenim N'I(MP(T)) = Fg.

Aquest lema ens diu en particular que els funcionals mesurables respecte el procés de
Poisson seran funcionals amb les projeccions sobre cada T™ simetriques.

Recordem dues propietats adicionals d’aquesta mesura de probabilitat P.
1. P{N({t}) > 1, per algunt € T} = 0.

2. Per a qualsevol t € T fixat, P{N({t}) > 1} =0.

Aquestes propietats sén immediates usant el fet que sobre cada T" la mesura P és
equivalent a A™.

3. L’operador de translacié i el seu adjunt.

Recordem que la o-algebra Fs introduida en el lema 2.1. coincideix amb la o—algebra
generada pel procés de Poisson N. Considerem una variable aleatoria F' que sigui Fs—
mesurable i fixem ¢t € T..

Es defineix la variable aleatoria ¥ F' de la manera segiient:

U, F(sy,...8n) = F(81,...8n,t) — F(s1,-..,82), 'n >1,

U, F(a) = F(t) — F(a).

D’altra banda, si u = {us,s € T'} és un procés estocastic mesurable tal que

/ lus|A(ds) < oo,
T
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es defineix una variable aleatoria ®u de la manera segiient:

n

(@u)(sl,...sn)=Zu3j(sl,...,§j,...sn)—/us(sl,...sn))\(ds), n>2,

=1 T

(®u)(s1)utay (@) — /T wa(51)A(ds),

(Bu)(a) = — /T u,(a)A\(ds).

L'operador ¥ esta ben definit de L%(Q2) a L°(Q x T), i, analogament, 'operador & és
una aplicacié de L°(Q, LY(T)) a L%(). Aixo és cert com a conseqiiéncia del fet que P
restringida a T" és una mesura equivalent a A", per a tot n > 1.

4. Una férmula d’integracié per parts.

La relacié de dualitat entre aquests dos operadors ve donada per la férmula d’integracio
per parts segient:

2.2 Teorema.

Considerem F € L°(Q) iu € L°(Q x T), tals que [ |u,|A(ds) < co. Suposem que
E( [ |FuiA(dt)) < . '

Aleshores F®u € L'(Q) si i només si E( [ |¥Fu|\(dt)) < oo, i en aquest cas

i

E[F3u] = E ( /T \IltFut/\(dt)) .
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Prova:

Tenim,

E[F<I>u]=iLn[F(sl,...,sn)(;usj(sl,...,§j,...,sn)—/Tus(sl,...sn)/\(ds))]dP

n=2

s s a ug(a)A(ds).
b [ Flonun(@) = [ wla@)dp + Fl@ JREQNC

D’altra banda,

E( /T T, FuA(dt))
= S 8149+44498n, "‘Fsl,---,sn Ut\S15---95n A(dt)dP
S [ e sonst) = Flonse st am @)

+ / [F(t) — F(a)]ut(a)A(dt).
T

Aleshores és suficient veure per a cada n > 2 que

n
F(sl,...,sn)zu,j(sl,...,§j,...,sn)dP
T j=1

=/q‘m_l/;F(sh...,Sn—l,t)ut(sl,...,sn_l))\(dt)dp.

La restriccié a T™ de dP ve donada per

- 1
dP =¢ A(T)n_!,\(dsl) -+ X(dsy).
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Per tant hem de comprovar que

n
. 1
/ F(51,-0,5n) Y Ua;(51,-+ 5855005 8n)e ’\(T);Z—'—A(dsl)---/\(dsn)
£ ]_1 »

—A(T)
= / / F(Sl goon ,sn_l,t)ut(sl, ey Sn_l)k(dt)e—“—Tk(dsl) A /\(dsn_l),
Tn=2 JT (n - 1).

i aix0 és clar perque F' és un funcional simetric.

q.e.d.

5. Propietats dels operadors ® i V.
Ara establirem la relacié entre els operadors ¥ i ® introduits abans i els operadors D i

§ associats a l'estructura d’espai de Fock subjacent a L?(Q2).

2.3 Lema. Per a tota funcid g,, € LL(T™), es té per a tot w = (s1,...,5,) € T" q.p.t.
in>1,

n

In(gm)(t1, o tm)(s1, - 80) = /Tm gm(t1s -5 tm)(D_ 8or = Adtr) -+ (3 66; = N)(dtm)
=1

- =1

on T = {(s1,...,8m) € T™:5; #s5,if i#j}.
A més a més, In(gm)(t1,- - tm)(@) = (=1)™ [rm gm(t1,- - tm)M(dt1) - - Mdtm).

L

Prova:

Ambdues expressions coincideixen quan g,, és una funcié simple, i defineixen operadors

lineals i fitats sobre L%(T™).
q.e.d.

2.4 Lema.
Si F = I;m(gm) on gm € LL(T™), es té ¥ F(w) = D,F(w) quasi per tot (w,t) € Q x T.
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Prova:

Fixem n > 1. Per a tot w = (s1,...,8n), definim la mesura N(w) = Z;‘:I oy, — A
Aleshores, pel lema 2.3. tenim quasi per tot (w,t) € T" x T,

(\ptF)(w) = Im(gm)(wvt) - Im(gm)(w)

=3 (7:) [ gmttree () 8t N @) dtigr) - N (@) d)

k=1

=m | Im(t1se e tme1, ON(W)(dt) - - N(w)(dtm~1)

= mIn(gm(- 1)) = (DeF)(w).

La darrera igualtat se segueix de la definicié de 'operador D sobre les integrals estocas-
tiques multiples.

En el cas w = a, per la definicié de l'operador ¥ tenim (¥:F)(a) = Im(gm)(t) —
Im(gm)(a). A més a més, N(a) = —), 1 pel mateix argument s’obté ¥, F(a) = D:F(a).

q.e.d.

2.5 Lema.
Sigui gm una funcié de L*(T™*!) tal que per a tot t € T, gn(-,t) € LE(T™). Sigui
us = In(gm(-,t)), aleshores ®u = éu q.s.

Prova:

Recordem que §(u) = Int1(Gm(-,t))(w), on G, denota la simetritzacié de la funcié g,
en totes les seves variables. Pel lema 2.3. s’obté quasi per tot w = (s1,...,8,), n 2> 1,

() Imt1(dm(:, ) w)

= / . Gm(t1s. o tm )N (w)(dt1) - - N(w)(dtm )N(w)(dt) — / us(w)A(dt)
T, T
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= Y Gm(t1s- - oy tms i) tists; imt,m) N (@)(dt1) - N(w)(dtm) — | us(w)A(dE).
;/Fg {tiss i=1,,m) 1 /T

Definim per atot j = 1,...,n, Ni(w) = Z;l:u#j 85, — A. Aleshores, podem descomposar
N com N(w) = bs; + Ni(w).

Usant aquestes notacions I’expressi6 (3) es pot escriure de la manera segiient:

m m )
Z (k) /m gm(tl’ cevstm, sj)l{t.'#sJ',i:l,...,m}

-

X8y, (dty) - -+ 85, (dt) NI (w)(dbrgr) - - N9 (w)(dtm) — /T ue(w)A(dt).

Els termes corresponents a k = 1,...,m en la suma anterior s’anul.len. Per tant, tenint
en compte la definicié de 'operador ®, obtenim

Z / gm(tla sy tm’ sj)]-{t.'qésJ',i=1,...,m}Nj(w)(dtl) e N](w)(dtm)
j=1747

- / ue(W)A(dt) = (Bu)(w).
T

g.e.d.

La proposicié seglient caracteritza el domini de 'operador D en termes de la integrabili-
tat en L? de la variable aleatoria F i el procés ¥, F. Un resultat similar val per I'operador

é.

2.6 Proposicié.

Sigui F' una variable aleatdoria de L%*()). Aleshores UF € L%*(Q2 x T) si i només si
F € DomD i en aquest cas DF = UF.
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Prova:

Suposem primer que ¥F € L?(Q x T). Es suficient veure que existeix un procés n €
L?(2xT) tal que per a qualsevol integral estocastica multiple de la forma uy = Im(gm(:, 1)),
on gm € L*(T™*1) i és simetrica en les primeres m variables, es té

E[F®(u)] = E[(n,u)r2(1)}-

Per la formula de dualitat es té

E[F®(u)] = E[(YF,u) ()]

Per tant, n = UF € L?(Q x T) satisfa la condicié desitjada.

D’altra banda, si F € DomD, per a tot us = I;y(gm(-,t)) com abans, i, mitjancant la
dualitat entre els operadors D i 4, el lema 2.5. i el teorema 2.2. s’obté

E[(DF,u)] = E[Fé(u)] = E[F®u] = E[{(VF,u)).

Per tant YF = DF, i aix0 completa la prova de la proposicié.

q.e.d.

Un resultat similar per a l'operador § és el segiient:
p gu

2.7 Proposicié.

Siguiu = {u¢,t € T} un procés estocastic a L?(Q2 x T'). Aleshores ®u € L?(Q2) si i només
si u € Domé 1 en aquest cas du = du.
Prova:

Suposem primer que ®u € L?(Q). Per a tot F = I,,(gm) usant el lema 2.4. i el teorema
2.2. s’obté

E[(u, DF)Lz(T)] == E[(u, \I/F)Lz(T)] = E'[F‘I'u]

Com a conseqiiencia, §(u) = ®(u).
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A la inversa, si u € Domé, per a tot F = I,,(gs), usant la dualitat entre els operadors
Dié, el lema 2.4. i el teorema 2.2. s’obté

E[F§(u)] = E[(DF, u)] = E[(¥F,u)] = E[F&ul.

Per tant §(u) = ®(u), i aixd completa la prova de la proposicié.

q.e.d.

6. Aplicacié als instants de salt del procés de Poisson.

Una aplicacié d’aquests resultats és el calcul de la translacié dels instants de salt del
procés de Poisson. En efecte, sigui T = [0, 1], i siguin 53, S5, . .., Sy, els instants de salt del
procés de Poisson standard sobre T'. Calcularem la transformacié ¥;S5; = S;(w+06¢)—S;(w).

Tenim,
\PtSI = 0 Si 1 > S;,
U,S;=t-5;, si S <t<S;,
i
‘I’(S,) =85,_1—-95; s t<S;_;.
Per tant,

U Si(w) = Sic1lpcs;y +tlisi_ <t<si) — Silyecsi)

1 per exemple per ¢ = 1,

\I’tsl = (t - Sl)]‘[OySl](t)'

Observem que es compleixen les hipotesis de la proposicié 2.6. ja que els instants de salt
tenen moments de tots els ordres. Aleshores ¥,S; = D;S; q.s.- q.p.t.
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Notem també que aquest operador ¥ és no-local tal com es dedueix de I’exemple segiient.
En efecte, suposem que F' i G son funcionals que coincideixen i sén iguals a zero en el
subconjunt {N(1/2) = N(1)} i prenen els valors 1 i 2 respectivament en el complementari.
Per a tot t > 1/2 tenim ¥, F =11 ¥,G = 2.

7. L’operador & com integral estocastica.

El teorema seglient permet interpretar I’operador ® com una generalitzacid de la integral
estocastica respecte el procés de Poisson, en el sentit que coincideix amb aquesta integral
sobre els processos previsibles.

2.8 Teorema.

Suposem que T = [0,1], i sigui u = {uy,t € [0.1]} un procés previsible tal que fol lue|dt <
0.

Aleshores tenim
1 -~
du =/ u(t)dN(t).
0

Prova:

Per a tot ¢t € [0,1] denotarem per F; la o—-algebra generada per les variables aleatories
{N,,0 < s <t}

Suposem primer que u és un procés simple tal que u(t) = F(w)l(t) i F és Fo-
mesurable, aleshores per a tot w = (s1,...,8,), n > 1, és té

n 1
@(u)(w) = ZF(Sla---a§ja-°-,3n)l(a,b](3j) - / u,(w)dt.
j=1 0

El fet que F és F,-mesurable implica que per a tot n > 11 per a tot k = 0,...,n,

F(s1,...,5,) depen només de les coordenades {s,...,sk} en el conjunt {s; < a < Sg41}-
Per tant s’obté

1
B(u)(w) = F(w)(Ny — No) — Fw)(b—a) = /0 wi(w)d V.
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Finalment aquesta igualtat es pot estendre a tots els processos previsibles que verifiquen
fol |us|dt < oo mitjangant un argument de pas al limit.

En efecte, es pot trobar una successio de processos previsibles elementals, és a dir de
combinacions lineals de processos de la forma = F(w)1(, (%), on F' és F,-mesurable, que

denotarem per u™ tals que fol |uy — ul|dt convergeix en probabilitat cap a zero quan n
tendeix cap a infinit. Aleshores tenim

du" = / 1 u™(t)dN (),

1 passant al limit quan n tendeix a infinit, i usant la definicié de 'operador @ s’obté el
resultat desitjat.

q.e.d.

Per a processos no-previsibles no podem interpretar § com ’operador ®. Ens plantegem
ara donar una interpretacié de § per aquest tipus de processos. Veurem que podem in-
terpretar 6 com una integral de Poisson-Wiener menys un terme correctiu. Aquest terme
correctiu es pot expressar en termes de totes les derivades de u en els instants de salt del
procés de Poisson.

Previament necessitem introduir dos lemes. El lema segiient ens déna una férmula del
producte per 'operador de translacié ¥y, que ens sera 1til.

2.9 Lema. Siguin F i G funcionals de L°(Q). Aleshores,

U(F-G)=F - U(G) + G- Uy(F) + V(F)- Ty(G), g¢.5.—q.pit.
Prova:
Uy(F-G) = F(w+6) Gw + 6) — F(w) Gw)
= F(w + 6) G(w + &) — F(w + 6:) G(w) + F(w + 6:) G(w) — F(w) G(w)
= F(w + 6) U4(G) + U4(F) G(w)

= (F(w+6:) — F(w)) (G) + T(F) G + FT(G)
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= F¥y(G) + G Uy(F) + To(F) To(G).

g.e.d.

Sigui ara u un procés de L%(T; L%(R)). El resultat segilent ens permetra calcular § d’un
procés elemental:

2.10 Lema.

Sigui u € Domé i F € DomD. Suposem també que DF -u € Domé, (u, DF) € L*(Q),
Fé(u) € L2(Q), i F-u € L*(Q x T). Aleshores,

Fu,; € Dom},

§(Fug) = Fé(u) / we D.FA(dt) — §(DFw).
T

Prova:

Sigui G € DomD. Notem que DomD és dens a L?(2). Com que F -u; € L2 x T), i

usant el lema, es té

T T

Usant la férmula del producte introduida abans, i la dualitat intrinseca entre els opera-
dors ¥ i ® es té

E[(F - ut, ¥:G) 2(1)] = E[{u, ¥(FQ)) 12(7)]—
E[G(u’ \PF)Iﬂ(T)] - E[(’u . ‘IJF, ‘I’G)Lz(T)] =

E[@(u)FG] — E[G(Y(F), u)p2(y] — E[G®(u - T(F)).

36



Aquests tres termes sén finits com a conseqilencia de les proposicions 2.6. 1 2.7. i de les
hipotesis del lema.

Finalment,
E[(F * Uty DtG>L2(T)]
= E[G{Fé(u) — / uy Dy FA(dt) — 6(uDF)}]
T
= E[Gé6(Fu)].
g.e.d.
Observacié:

Aquest lema ens permet provar d'una altra manera el fet que la integral de Skorohod
és una generalitzacié de la integral respecte el proces de Poisson definida trajectoria a
trajectoria. En efecte, si T' = [0,1], i u € Domé és previsible,

§(u) = /0 u(t)dN(2).

ja que tot procés previsible de L2([0, 1]; L?(£2)) pot ser aproximat per combinacions lineals
de processos previsibles elementals del tipus F'l(,, amb F funcional Fjy s — mesurable,
com ja hem vist a la prova del teorema 2.8.

Usant el lema anterior es té

t
6(F1(3’q) = F(S(l(s,g]) = / FdN('LL).

Finalment la isometria de la integral de Poisson-Wiener prova l’equivaléncia entre les
ntegrals.
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El teorema segiient dona la interpretacié de é per a processos no previsibles

2.11 Teorema. Siu € L2, existeix un procés A = {4,,0 < s < 1} tal que

1 1
6(u) = / usdN, — / A dN,.
0 0

Prova:

a) Sigui {f1, f2,. fk,... } una base ortonormal de L%([0, 1]), amb les f; fitades. Sigui
¢ una funcié fitada. Considerem la classe Sy de processos del tipus

u(t) = Ik(fix ®®ftk)¢(t)’ te [071]

Provarem per induccié sobre k que aquests processos verifiquen el teorema amb

k
A(s) = Dyuy — D,Dyug + - + (~1)*1D,. D,u,.

En efecte, si k =1 es té u(t) = Li(f)é(¢), t € [0,1]. Aleshores,

5(U)=Il(f)5(¢)—/0 ¢(t)D:I(f)dt — 6(DL(f)4).

Ara bé D:J1(f) = f(¢) 1 aleshores,

6(u) = Li(f)8(8) - / (O F(t)dt — 6(£4)
= / u(s)d N (s) - /0 8(s)f(s)dN (s)

= /0 " (8)d(s) — /0 ' Dou(s)dN(s).
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Si el resultat és valid per k veurem que també és valid per &k + 1.
Considerem doncs u(t) = Ix11(fi, ® -+ ® firy,)#(t) amb t € [0,1].

Aleshores, usant €l lema 2.10. tenim

§(u) = Irp1(fi, @ -+ ® firy)6(9)

1
—/0 Diliy1(fiy @+ ® firyy )8(t)dt — 6(DIkt1(fiy, @+ ® firys)9)-

Ara bé,
k+1 )
Dedir(fi, ® @ firyn) = Zf,-j O(fi, @ © fi; @+ ® finpr)-
j=1
Aleshores,
k+1 X )
() = T (i ©++® Firn)(8) = L Lilfo 80 © 8 ) [ fi ()60
j=1
k+1 .
=N 6(fi; pIe(fiy @ - ® fi; @ ® Firgr)):
=1

Per la hipotesi d’induccié es té

6(fij¢Ik(fi1 ®®f1, ®"'®fik+1))

) 1 . k 1
= Ik(fh & '®fij Q- '®fik+1)A fij (3)¢(S)st - Z(—l)l—l / fi,' (S)Ds T Dsusts-
=1 0
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Finalment

k+1

1
§(u) = Ip1(fiy @ ® Firn)8(8) = Y Ie(fi, ® -+ @ fi; @+ @ firy) / fi; (D)o(t)dt
=1

k41

1 k 1
- ZIk(fh Q- ® fi_,‘ X ® fik+1)/ fi,' (t)d)(t)dNt + Z(—l)l—l / Di-l—lusdlvs
j=1 0 1=1 0

1 k41 1
= Ii41(fiy ®---®f,~k+l)5(¢)—/ Dtutht-i-Z(—-l)l/ DluydN,
0 =2 0

k+1

1
= Len(fis ® ++® finp )8) = 3 (-1 [ Diu,aN..
j=1 0
b) Recordem que L!? és un espai de Hilbert amb el producte escalar

(u, )12 = (u,v) 12(ax(0,1)) + (Du, Dv)2(ax(o,1)2)-

D’altra banda, tenim la isometria

1 1
16u) gy = 4lEa@xoay + E / / DucDeuydsdt.

Donada u € L1? podem construir una successié {u(™}, € S, tal que
i) u™ — u en L¥(Q x [0,1]).
ii) Du(™) — Du en L*(Q x [0,1]?).
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Aleshores per la isometria, es té

1 1
16(u) ~ 6(u ™[220y = llu = w2 anpor + E / / Dy(us — ui™)Dy(uy — u{™)dsdt.

Pero,

1 1
|E / / Dy(ue — u$™)Dy(uy — ul™)dsdt|
0 0

1 1 1,1
< E{(/ / | Ds(uy — ugn))|2dsdt)1/2(/ / | De(us — ug"))lzdsdt)l/z}
o Jo o Jo

= ||D(u - U(n))”%?(nx[o,lp)’

i per tant
6(ul™) — oo 8(u), en L3(Q).

En particular, 6,(u(™) = §(u(™1p 4) i fot u{™ds convergeixen en L2([0,1 x ) a 64(u) i
fot u,ds respectivament.

Ara be, podem escriure

! t t
§(u™) = / (ul® — A(M)dN, - / w(™ds,
0 0
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Aleshores,

t

t
/ (w{™ — AN, — 64(u) —i—/ usds.
0 0

a L2(Q x [0,1}), i existeix una parcial que convergeix g.s.-q.p.t. en £ x {0,1].

Per tant 6;(u) + fot usds és constant sobre els intervals [Si(w), Si+1(w)) com a funcié de
t, on S; sén els instants de salt del procés N.

Finalment doncs podem definir R tal que

at(u)+/0tusds=/01 R(s)dN(s),

i per tant existira A tal que

5:(u) = /O ' odi¥s — /0 " A(s)dN(s)

puntualment en {.

q.e.d.

Observacié:

Recentment A.N. Al-Husseini i L.Tang han donat una interpretacid especifica de la
férmula de Clark en P’espai de Poisson per a funcionals de Dom D del tipus G(Sy,... Sp,...)
on els S; sén els salts del procés de Poisson, i la G és fitada i amb derivades parcials
uniformement fitades [AH-T).
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Continuitat absoluta de la llei del maxim d’un procés
continu

Capitol 3

0. Presentacio.

Sigui T' és un espai meétric compacte 1 X = {X(¢),t € T} un procés estocastic mesurable
i amb trajectories continues quasi-segurament. El problema que ens plantegem en aquest
capitol és determinar condicions necessaries per tal que el suprem de X, que denotarem

per

M = sup X(t),
teT

sigui una variable aleatoria amb llei absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue.

Primer de tot analitzarem el cas paradigmatic del procés de Wiener standard. Veurem
després el resultat classic per a processos gaussians obtingut per D.Ylvisaeker a [Y1]. En
relacié amb aquest resultat hi ha també la referéncia de [Ws]. Finalment estudiarem el
problema des del punt de vista del calcul de variacions estocastic. En efecte, si X és un
procés definit en ’espai de Wiener, M sera un funcional sobre aquest espai, 1 per tant
podem usar el calcul de variacions estocastic com a eina per estudiar la seva continuitat
absoluta.

1. El maxim del procés de Wiener.

Suposem que {X(¢),¢ € [0,1]} és el procés de Wiener o moviment brownia standard, nul
a l'origen. Sigui y > 0. Aplicant el principi de reflexié tenim que

P{M >y} =P{M >y, X(1) >y} + P{M >y, X(1) <y}
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=2P{M > y,X(1) >y} = 2P{X(1) > y}.

Si denotem per @ la funcié de distribucié de la distribucié normal standard tenim que

U 2
PIM<y)=28y)—1=2 | ——=e~*/2dz.
<y =2)-1=2 [ —=eVids

Per tant la variable M tindra una densitat de probabilitat donada per

fm(y) = \/ge“”z/z, y € [0,00).

2. El maxim d’un procés gaussia (métode classic).

Sigui T un espai meétric compacte i {X(¢),t € T} un procés gaussia amb funcié de
mitjana u(t), funcié de covariancia K(s,t), i amb trajectories continues quasi-segurament.
3.1 Lema.

La funcié de mitjana i la funcidé de covariancia son continues.

Prova:

Considerem una successié de punts {t,}, de T que convergeixi cap a t € T. En el cas
d’una familia gaussiana la continuitat quasi-segura implica la continuitat en L? (veure
[H]). Aleshores el lema es dedueix immediatament.

q.e.d.

3.2 Teorema.

Suposem ara que K (t,t) > 0,Vt € T. Aleshores M és una variable aleatoria amb llei
absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue.

Observacio:

Es clar que aquest cas no cobreix 'anterior ja que el procés de Wiener a [0, 1] té variancia
nul.la per a ¢t = 0.
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Prova:

a) M és una v.a. En efecte, per ser T' compacte, podem escollir un subconjunt Ty, C T
numerable i dens. Si Ty = {#1,...,tn,... }, podem definir les variables aleatories

M, = 1%113.5{71{)((&)}

Per la continuitat q.s. de les trajectories, M, convergeix q.s. cap a M = sup,cr X:.

b) Veurem primer que Vk > 0 existeix una constant C(k) tal que

Ply—e<M<y+e} <Clkle, Vy<kVee(0,1).

La constant C(k) dependra de la funcié de mitjana i de la funcié de covariancia del
procés.

Per aix0o comengarem per provar que

(4) Ply—e< M, <y+e€} <C(k)e.

i després aplicarem el fet que la convergencia q.s. de les M, cap a M implica la seva
convergencia en llei.

Per provar (4) ho farem en tres etapes.

1) Suposem que K(t,t) = 11 que infyer p(t) 2 0. En aquest cas podem calcular direc-
tament la densitat de M.

En efecte, fixada y € R, tenim que

i

P{M, <y} = ‘iP{Mn <y, X(4) = M}

i=1
ja que per ser X(¢;)— X (t;) gaussiana, P{X(t;) = X(¢;)} = 0, excepte en el cas que la seva

llei conjunta sigui degenerada i es concentri en {X(¢;) = X(¢;)}, i en aquest cas podem
treure una de les dues variables sense que M,, en quedi afectat.
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Podem escriure P’expressié anterior com,

> P{X(t:) € (—o0.y), X(t:) = M)

i pel teorema d’existéncia d’una versié regular de la probabilitat condicionada (veure per
exemple [D]), tenim que I’expressi6 anterior val

/_y ZP{X(“) = Mo |X(8) = 2} fx (1)) (z)dz,

on les X (t;) sén variables aleatories normals amb mitjana p(¢;) i desviacid tipica 1.

Aleshores podem escriure,

[ 3P = M) = ao(epersrm i
=0 =1

on ¢ és la funcid de densitat de la distribucié normal standard.

Derivant en el punt y obtenim la densitat de A,

Fata (4) = 6(9) 3 PLX () = MalX (1) = y}e (010" = 4(3)G(v).

Observem ara que la funcié

Ga(y) = ZP{X(ti) = M| X (t;) = y)ermt) =1t

=1

és creixent en y.
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En efecte,
P{X(t;) = Ma|X(t:) = y}err(t)—3n(t)"
= P{X(t;) < y,¥j # i| X (t;) = y)eyr(t) 360",

Restant p(t;) a banda i banda de la desigualtat X(¢;) < y, sumant-li i restant-li a la
banda esquerra p;;j(X (¢;) — p(ti)) on p;i; és la correlaci6 entre les variables X (;) i X(¢;),
i denotant Y'(¢;) = X(¢i) — u(ti) tenim que P’expressi6 anterior es pot escriure

(3) P{Y(t;) = pis¥ (&) + pi;Y (t:) <y — u(t;),¥) # ilY (&) =y — u(t;) pevr () —3utd",
Observem que,

cov(Y (), Y (t;) — pi;Y (1)) = cov(Y (£:), Y (2;)) — pijvarY (t:)

= pij \/varY(t,-)varY(tj) — p,-jvarY(t,-)

i aixo és nul ja que per ser K(t,t) constant, es té varY (¢;) = varY(¢;), Vi,j=1,...n.

Per tant ’expressié (5) s’escriu

PLY(t;) — pi; Y (t:) < y(1 = piz) — (u(t;) = piju(t:)), Vi # 1}edr(tD =3,

Sota les hipotesis que suposem, és clar que aquesta expressié és creixent, ja que 1—p;; > 0
ip(ti) 0.

Aleshores,

yte

Ply—e<M,<y+e¢}= / #(z2)Gp(z)dz

y—

vte 1 z? Gn(y +€)
< Gn 2 —n\d - -
< Galy +¢) L—e V2r T V27
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Ara observem que

Galy+9) [ 8wy < P(My >y + e} <1,
y+e
Per tant,
1 1
Ga(y+6¢) < —= < =5 .
fy+e ¢(z)dz fy+1 ¢(z)dz
Aleshores,

2e
Ply—e< M, <y+e} < \/2—71’],31 )i = C(k)e.

2) Suposem ara que inf;er p(t) = —I, on I > 0. Aleshores si X(t) = X(t) +IVt € Ti
M, = max{X(t1),...,X(tn)}, es té, M, = M, + 1, i per tant,

P{y—e<Mn§y+e}=P{y+l—e<Mn§y+l+e}SC(k-l—l)Qe.

3) Finalment suposem que K (t,t) >0 Vit & T. Definim ¢ = infyer o(¢). Tenim,

P{y—eSMnSy+e}=P{—6SIIg.a<X(X(ti)—y)Sé}

ti) — i) —
— (=S < max KTV Ey p( E g e XDV €y
g ~ 1<i<n a a g T 1ki<n  o(ty) a

Ara, U, = %’i és un procés amb funcio de covariancia constant a la unitat i per tant,

per ’apartat anterior, es té
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2¢

P{y—esMn§y+e}§ 3
27rgfk+1 é(z)dz

= C(k)e

on C(k) depen de ¢ i de k.

Hem provat doncs que, sota les condicions del teorema,

P{y—e< M, <y+¢e} < C(k)e

on la constant C(y) depen només d’y, de la funcié de mitjana i de la funcié de covariancia
del procés X.

c) Si ara G C (—oo,k] és un obert amb mesura de Lebesgue finita, podem esciure
G = U2, (yi — €i,yi + €i] on aquesta reunié és disjunta, i €; < 1,Vi > 1.

Aleshores,

P{MeG}= f:P{yi —6 <M<y +¢€} < iC(k)e,- < sup C(k)A(G).

i=1 i=1

d) Volem veure finalment que VB € Br tal que A(B) = 0, on A és la mesura de Le-
besgue, tenim P{M € B} = 0. En efecte, sigui B un borelid amb mesura de Lebesgue 0.
Considerem Ky = [N, N]. Veiem primer que P(M € BN Ky) = 0, VN > 1. Observem
que V6 > 0, podem trobar G obert tal que BN Ky C G C Kn41,1 A(G) K A(BNKy)+6.
Aleshores,

P(M € BNEKy) < P(M € G) < C(N +1)NG) < C(N +1)6.

Sifem tendir § a0 es té P{M € BNKny}=0 VN >1,1iper tant P{M € B} = 0.

Observacié:

Podem repetir el raonament per —X. Aixd ens permet provar un resultat anileg per a

|X|. En efecte és clar que —X compleix les condicions del teorema, i per tant val el mateix
resultat.
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Sigui ara M = sup,er | X (t)|. Tenim,

P{M € B} < P{M € B} + P{—-m € B}

on m és el minim del procés. Observem que —m = max;er(—X(2)).

Aleshores, aplicant el teorema anterior, si A(B) = 0, es té P{M € B} = 0.

3. El maxim d’un procés continu (aplicacié del calcul de variacions estocas-
tic).

Suposem ara que el procés X = {X(t),t € T} esta definit sobre un espai gaussia
(2, H, P) (veure la secci6 1 del capitol 1).

Abans d’enunciar els dos teoremes principals. necessitem els dos lemes seglients, basics
en el calcul de variacions estocastic.
3.3 Lema.

Sigui {F,}S2, una successié de variables aleatories definides sobre un espai gaussia, a
valors en un espai de Hilbert separable Y. Sigui p > 2. Suposem les hipdtesis seglients:

1. F, e BL?(Y).

2. F, —n_too Fen LP(Q,Y).

3. {DF,,,n > 1} és una successi6 fitada a LP(Q, HQY).
Aleshores,

F € DY?(Y) i DF és limit feble en la topologia de w*(LP(Q,H @ Y),LY(Q, H @ Y))
d’una parcial de {DF,,n > 1}.

Prova:

Considerem {DF,,n > 1}, successi6 fitada a LP(Q,H ® Y). Com a conseqiiencia del
teorema de Banach-Alouglu, existeix una parcial {DF, ),k > 1} que convergeix feble-
ment en la topologia w*(LP, LY) cap un element u € LP(Q, H ® Y). En particular, hi ha
convergencia feble en L? ja que la successié {DF,}%2, també és fitada en L2.

El problema esta en identificar aquest limit v amb la derivada de la variable aleatoria
F. Per aix0 prenem v € Domé C L*(Q, H ® Y). Aleshores,

(w,0)12(0,10y) = Hm (D Fog),v)L2(0,HeY)
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= klin;(Fn(k), 5(1’))L2(Q,Y) = (F, 5(”)>L2(9,Y)‘

Per tant, u = DF a L}(Q,Y ® H), ja que Domé és dens a L*(}, H @ Y).
q.e.d.

3.4 Lema. [MNS]

Sigui ¢ : R — R, una funcid lipschitziana, i F una vector aleatori a valors a R%, és a
dir, F = (F',...,F%) i suposem que F* € D}? Vi =1,...,d. Prenem p > 2 fixat.

Aleshores, g(F) € DY i

d
Dy(F) =) G:DF',
t==1

on les G; son variables aleatories fitades per la constant de Lipschitz L de g.

En particular, si g € C}(R?), on C}(R?) és I'espai de les funcions derivables amb derivada
continua i fitada, G; = (0;9)(F).

Prova:

La idea basica de la prova consisteix en aproximar g per una successié de funcions
gn € C}(R?), i usar per a aquestes, la regla de la cadena segiient:

d
Dgn(F) = Z(a.-gn)(F)DF,-.

Comengarem per construir una successié de funcions de C} (R?), {gn}5,, convergent a
g de manera uniforme.

Considerem la funcié regularitzadora o : R — R, que compleix les hipotesis segiients:
1. « € C*(R%) i té suport compacte que denotarem per K.

2. «a >20,Vz € K.

3. [y a(z)dz =1.

Definim ara ’aproximacié de la identitat

an(z) = na(nz),Vn > 1.
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Mitjancant la convolucid, podem definir la successié regularitzada g, = g * a,,Vn > 1.

Es a dir,

0n(®) = [ oy = Dexa(t)

- / an(y — t)g(t)dt, Yy € RE.
Rd

Aquestes funcions g, sén de C'(R%), i, gracies al teorema de derivacié de la integral
parametrica, es té

(Oign)(y) = /};d g(y — t)(Gian)(t)dt.

Observemn ara que les g, convergeixen de manera uniforme a ¢g. En efecte, si L és la
constant de Lipschitz de g tenim

o) = 9l = | | st = [ oy —anrrcl
t
= l/Rd 9(y)a(t)dt — Ad gly — —)a(t)dt|
' t
< /R N9(W) = 9y = ~)la(t)dt

L L
<2 [ Iaatt)a < = sup el
n Rd n teK

1 d’aqui es dedueix que sup,cga |9(¥) — ga(y)| tendeix a 0 quan n tendeix oco.

Per tant les gn(F") tendeixen quasi-segurament i en LP cap a g(F'). D’altra banda, les gp,
sén de C'(R?), amb derivades fitades per L.
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Aleshores, aplicant la regla de la cadena per a 'operador D, tenim que

d
Dgn(F) = Z(azgn)(F)Dpz

Tenim doncs una successié {gn(F)}, de variables aleatories de D':? que convergeix en
L? cap a g(F), i la successié de {Dgn(F)}» és una successié fitada a LP(Q, H). En efecte,

d
sup 1> (8ign)(F)DFi||Lo(, 1)
n—

i=1

d
< sup Y 1(Bign(F)DE:||Loo; my
nZli=1

d
< LY |IDFil| s < 0.

=1

Estem doncs en condicions d’aplicar el lema 3.3. Aleshores, g(F) € DV? i Dg(F') és el
limit feble d'una parcial de {Dg,(F)}n que denotarem per {Dgn(k)(F)}«.

D’altra banda la successié 8;g,1)(F’) esta fitada per L de manera uniforme. Per tant,
existeix una parcial d’aquesta que convergeix cap a una variable aleatoria G; fitada per L
en la topologia w*(L*>, L).

Aleshores, Dg(F) = Y% G;DF.

Establirem ara el teorema principal del capitol

3.5 Teorema [NV2]. ‘

Sigui X = {X(t),t € T} un procés continu, i T un espai métric compacte. Suposem les
hipdtesis segients:

h1) E{maxer |X(t)|*} < .

h2) X(t) € DY?;Vt € T, el proces {DX(t),t € T} a valors a H, admet una versié
continua, i, E{maxer ||DX (¢)||%} < oo.

Aleshores, M € D2,
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Prova:

Sigui Ty = {t1,..-,%n,... }, un subconjunt dens i numerable de T, que existeix per ser
T compacte. Considerem les variables aleatories M,, = max{X(t1),...,X(tn)}.

Es clar pel lema 3.4. que M, € DY2,Vn > 1. A més a més M, —r,_.0o M quasi-
segurament per la continuitat del procés. Finalment per la hipotesi hl) i el teorema de
convergencia dominada aquesta convergéncia també és certa en LZ.

Volem aplicar el lema 3.3. Per tant només ens resta comprovar que {DM,}52, és una
successid fitada a L?(Q, H). Sera suficient veure

[|DMn||a < sup||DX ()|l g-s.
teT

i aplicar la hipotesi h2).

Fixat n podem construir la particié d’Q2 segiient:

A = {Mn = ‘Y(tl)}:

Az = {Mp = X(t3), X(2) # X(t1)}

etc...

Aleshores per la localitat de I'operador D es té ||DM,||g = ||DX(¢;)||# q.s. en A;. En
particular

[DMa||g < sup |[DX(#)||la  ¢-s.
teT

q.e.d.

Hem demostrat que, sota certes condicions, M és una variable aleatoria de D:2. El
teorema seglient ens ddna una condicié suficient per a que un funcional de D}? tingui
‘una llei absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue. El teorema en el cas
unidimensional (veure [BH2]) és el segiient:

3.6 Teorema (Bouleau-Hirsch) [BH1].

Sigui F' és una v.a. de D}‘;i, i suposem que ||DF||g > 0 gq.s. Aleshores, F és una
variable aleatoria absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue.
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Prova:

a) Suposem primer que |F| < 1.

Sigui B un borelia de R de mesura de Lebesgue A, nul.la. Volem veure que P{F € B} =
0, o equivalentment 15(F) =0 g.s.

Considerem la mesura u = P-F~14\. Observem que u(B) = P{F € B} < 1. Aleshores,
Vn > 1, 3F, tancat i U, obert tal que F,, CB C U, i u(U, — F,) < %

Pel lema de Urisohn podem construir una successié {g,}5%, tal que g, pren valors a
[0,1], és continua, val 0 a US i1 a Fj,. Aleshores aquestes funcions coincideixen amb 1p
fora del conjunt U, — F,,. D’altra banda p(U, — F,) < L, i per tant tendeix a 0 quan n
tendeix a infinit. Per tant, la successi6 de les funcions g, convergeix p-q.p.t. cap a 1p.

Definim ara,

o) = | " 15(a)ds

-1

baly) = / "1 gn(z)dz.

Observem que ¢ = 0. Per la convergencia puntual de les g, a 15(z) i el fet que |gn| <
1 Vn > 1, aplicant el teorema de convergencia dominada, tenim la convergencia en tot
punt de les ¢,(y) cap a 0, i per tant la convergéncia de les ¢,(F') cap a 0 Vw € Q.

Observem perd que les ¢,(F') estan fitades per 2 i de nou pel teorema de convergéncia
dominada es té la convergéncia en L%(2) de les ¢,(F) cap a 0.

D’altra banda es té ¢,, € Cj, és a dir sén funcions de classe C*! amb la derivada fitada.
Aleshores per la regla de la cadena, ¢,(F) € D2 i D¢, (F) = g,(F)DF.

Ara bé, les funcions g, convergeixen puntualment q.p.t. respecte la mesura P - F~1, i
aleshores, les g,(F') convergeixen quasi-segurament cap a 1p(F'). Per tant, D¢, (F') con-
vergeix cap a 1g(F)DF w—gq.s.1 t—q.p.t. Pel teorema de convergéncia dominada aquesta
convergéncia també és certa en L2(Q; L2(T)).

Finalment per ser D un operador tancat es té

15(F)DF =0, a L*(Q; L*(T)).
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Aleshores,

]Q 1La(F)2(|DF|}dP = 0

i per tant la funcié |15(F)|?||DF||% és nulla quasi-segurament, i si per hipotesi es té
||DF||% > 0 quasi-segurament, es dedueix, 1g(F') = 0 quasi-segurament.

b) Si |F| < nil||DF||g € n, podem definir G = % Aleshores, DG = LDF, i per a) G
té llei absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue. Per tant F' = nG té una
llei absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue.

c) Si F € D', podem definir G, = ¢n(F), on ¢n(x) = c1{jzj<n} i ¢ € C§°(R). Sigui
Q, = {|F] € n}. Aleshores F coincideix amb G,, sobre ), i, per la localitat de ’operador
D, DF = DG, sobre Q,, x T. A més ||DG,,||g > 0 quasi-segurament sobre Q,,.

Per ’apartat b) la llei de G, restringida a Q, és absolutament continua, és a dir P{G,, €
BNQ,}=0si A(B)=0.

Finalment,

P{F e B} < P{{F e B}nQ,} + P{Q¢}

= P{{G.» € B}nQ,} + P{Q2}

1
= P{Q5) < P{|F| > n} < ~E|F)
1 aixo tendeix a 0 quan n tendeix a infinit.

d)Si F e D}gi, existeix una successié de funcions F, tal que F,, € D}Vn > 1,iels

conjunts {F, = F} sén conjunts mesurables que creixen cap a  q.s. Aleshores, per
definicié, DF,, = DF sobre {F, = F}. Per tant,

P{F e B}< P{F, € B,F = F,} + P{F # F,} = P{F # F,}

i aquesta probabilitat tendeix a 0 quan n tendeix a oco. q.e.d.
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Aquest teorema ens permetra provar el segon teorema basic d’aquest capitol que ens
dona una condicié suficient, sota les condicions del teorema 3.5., per a que M tingui una
llei absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue.

3.7 Teorema.

Sigui X = {X(¢),t € T} un procés continu i T un espai metric compacte. Suposem que
es satisfan les hipotesis (h1) i (h2) del teorema 3.5. Suposem també que val la hipotesi
seguent:

h3) Ju € L*(Q, H) tal que, inf;.x,=pm (DX (t),u)yg >0, w— g.s.

Aleshores, la distribucié de M és absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue.

Prova:

Observem que M és una variable aleatoria de D12 C D!'!. Per tant, pel teorema 3.6.,

sera suficient veure que ||[DM||g >0 ¢.s.Si G = {w : ||DM||u = 0}, sera suficient provar
que P{G}=0.

Observem que Yw € G, DM (w) = 0 com element de ’espai de Hilbert H. Per tant si u
és el proces donat per la hipotesi (h3), (DM,u)y -1¢ =0, 1

G

D’altra banda per ser {DM,}%2, una successié fitada a L?(Q), existeix una parcial
{DM,,} que convergeix feblement en L*(Q, H) cap a DM. Aleshores.

lim [ (DM,,,u)pdP = / (DM, u)dP =0
J—o0 Ja G

Aplicant ara el lema de Fatou a I’expressié de l’esquerra, es té que

liminf [ (DM,,,u)udP > [ liminf(DM,,,u)udP.
= Jg G J—

¢

Ara be,

(DMp,u)g > t'Xian (DX (t),u)n.

TAL= Vi
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En efecte, si A; sén els esdeveniments introduits en la prova del teorema 3.5., es té
DM, = Z DX (t1)14,
l

on els A; sén disjunts, depenen de n, i els punts ¢; compleixen X (¢;) = M,.

Finalment, fent tendir n a infinit, es té que

liminf(DM,;,u)y > . inf (DX(¢),u)n.

Jj—oo :Xg::M(

Per tant,

/ inf (DX(t),u)ydP < 0.
G M

1 Xe=

Finalment (h3) implica P{G} = 0 necessariament.

q.e.d.

3.8 Corol.lari.

Si existeix un unic  tal que X(f) = M, i.e. si el maxim s’assoleix quasi-segurament en
un unic punt, aleshores, una condicié suficient per a que es compleixi la hipdtesi (h3) del
teorema 2.7. és que

|DX ()||1 =i > 0, q.s.

Prova:

En efecte, és suficient prendre com u él proces DX()],_;.
q.e.d.

Els teoremes 3.5. i 3.7. estableixen una técnica per a demostrar la continuitat absoluta
del maxim d’un procés estocastic continu. Veurem ara que aquesta técnica té diverses
aplicacions, sobretot als processos gaussians. Estudiarem en particular la relacié amb els
processos tractats per Ylvisaker[Y]] i Wschebor [Ws].
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4. Aplicacié als processos gaussians.

Suposem ara que el procés X = {X(¢),t € T} és gaussia i amb trajectories continues.
Hem vist en el capitol 1 com és possible associar al procés X un espai de Hilbert H(R),
anomenat espai de Hilbert autoreproductor [Kall1].

En efecte ’espai de Hilbert autoreproductor H(R) és ’espai generat per les funcions
R(-,t),t € T, on R(-,-) és la funcié de covariancia. El producte escalar ve donat per

R(s,t) = (R(-,s), R(-, 1)) u(R)-

Aleshores podem establir la isometria

U : R(-,t) € H— X(t) — u(t) € L*(Q)

que compleix

(X(s) = p(s), X(t) — u(t)) L2() = (R(-, 8), R(, 1)) H(R)-

En aquest marc podem definir W(¢) = U(R(-,t)) = X(¢) — u(¢), i més en general
W(h) = ¥(h),h € H(R). Aleshores W és un proces gaussia, centrat i parametritzat per
H(R). Ja hem vist en la seccié 1.8. del primer capitol que I’operador de derivacié D actua
de la forma segiient: D,X(t) = R(s,t), o en general D, X (k) = (g, h) u(r)-

A partir d’ara escriurem H per denotar H(R).
Notem que aquest procés gaussia X compleix les condicions del teorema 3.5. En efecte,
i) E{maxier |X(#)]?} < o0

Per a veure aixo és suficient veure que per A > 0 prou petit,

E{ exp (Amax|X()[*)} < oo.

Aixo és cert pel teorema de Fernique per a tot A < (2max;er K(2,t))™! (veure [Fe]).
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ii) Es clar que X(t) € DY, ¥t € T, i {DX(t),t € T} = {R(-,t),t € T}. Per tant
{R(-,t),t € T} com a procés a valors en H admet una versié continua en t. Finalment
E{super IDX )%} = SUpP¢er |R(:,1)||% = maxer R(t,1) < oo.

Per poder aplicar el teorema 3.7. hem de veure que

2 .
Jue L(Q,H): {tle(%i;M}(DX(t),u)H >0 g.s.

Sera suficient veure l'existéncia d’una probabilitat de transicié 7(w,ds) tal que,

inf / R(a,t)r(w,da) > 0,4q.s.
T

t:X=M

En efecte, si aixo es cert, podem definir el procés segiient:

u(w, ) = /’;R(s, O7{w, ds).

Es tracta d’un procés mesurable i de L2(Q; H). En efecte,

E(||lu]}) = E{/T/TR(s,t)T(w,ds)r(w,dt)} < 3S:1€%|R(S,t)| < oo.

Aleshores

(DX(t), )t = (R( 1), u)r = (R(-,8), /T R, )r(w, de)) a

= [ (R, Rt ur(w,do) = [ (e tyr(o,de).
T T
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Per tant,

t:Xl(Itl)f=M(DX(t)’ Uy = t:Xl(Itl)i::-M LR(a,t)T(w,da) > 0,q.s.

Per provar ’existéncia d’aquesta probabilitat de transicié, considerem el conjunt

B={ su inf /Rs,tvds >0} CQ,
(sup  int [ Rsw(an >0)

on M;(T) denota la familia de totes les probabilitats sobre T.

Observem primer que es tracta d’un conjunt mesurable.

3.9 Lema [Par].

M;(T') és un espai métric compacte amb la distancia

dvp)=  sup | /T 9(s)(v — p)(ds)].

9€C(T),|lglleo <1

3.10 Lema.

El conjunt B és mesurable.

Prova:

Podem escriure

t:Xi(?)f=M TR(s’t)"(ds) = inf {1ix=m) /TR(S,t)V(ds) + 1x,#m} K}
on K = supyer fT R(s,t)v(ds) és una constant positiva i finita.

Aixo és conseqiiencia del fet que, fixat w sempre existeix algun ¢ tal que X; = M. Per
tant aquest infim és un infim de funcions mesurables en w i continues en v. El seu suprem
en v sera també mesurable en w.

q.e.d.
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La importancia d’aquest conjunt B ve donada pel teorema segiient:

3.11 Teorema.
Sén equivalents,
i) P{B} =1.
i) 37(w, ds), probabilitat de transicid, tal que,

inf R(s,t ,d 0 g.s.
t:Xl(l;l)=M/T (8,t)T(w,ds) >0 gq.s

Prova:

1) = 1)

Es una conseqiiencia immediata de la definicié de B.

Hem de veure que per a cada w de B podem escollir una mesura de probabilitat r(w,-)
de M;(T) de manera mesurable tal que

ind d s
t:Xt%:MLR(S’t)T(W, s)>0 gq.s

Es suficient veure que podem escollir de manera mesurable una 7(w,-) tal que

/ R(s,t)7(w,ds) >0 VteT.
T

Finalment, aixo és possible ja que fT R(s,t)v(ds) és continua en v uniformement en t, i
M;(T) admet un subconjunt dens i numerable.

q.e.d.

3.12 Teorema.

Suposem ara que X = {X(t),t € T} és centrat. Aleshores el conjunt B coincideix
quasi-segurament amb {M # 0}.
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Prova:

a) Provarem primer B C {M = 0} ¢.s. Fixada w € B¢, designarem per P,, el conjunt
de probabilitats sobre T' concentrades a C(w) = {t : X;(w) = M(w)}.

Aleshores,

sup _inf /TR(s,t)u(ds) gyieng'w/:,’/TR(s,t)u(ds)z/(dt)

Ve?w t: X(t)—

= inf B / X(s)v(ds))? < inf sup / R(s, t)u(ds).

veP, vEPy t: X, =M JT

Pel teorema del minimax (veure per exemple [O]), les desigualtats precedents sén igual-
tats 1 per tant deduim ’existéncia d’una probabilitat v, sobre T tal que

/T /TK(S’ t)vu(ds)vu(dt) = 0.

Per tant [ X(s,w')v,(ds) = 0w' — ¢.s. Sense pérdua de la generalitat podem suposar
que X estd definit sobre 'espai canonic C(T') 1 que Q és la seva llei. Aleshores, el conjunt,

R(w) = {w': /TX(s,w')uw(ds) =0}

és tancat 1 conté el suport de ). Podem doncs suposar que w pertany al suport de Q i per
tant w € R(w). Conseqlientment,

Mw) = /TX(s,w)uw(ds) = 0.
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b) Reciprocament per ser la llei d’M absolutament continua sobre B, tenim, P(BN{M =
0}) =01 per tant, {M =0} C B¢q.s.

Exemples:

a) Tant pel moviment brownia standard com pel drap brownia es té P{M > 0} =1 i per
tant podem deduir, com aplicacio del teorema anterior, que M té densitat en ambdos casos.
Recentment, C.Florit i D.Nualart han provat a [FN] que pel cas del drap brownia aquesta
densitat, de la qual no es coneix I’expressié explicita, també és infinitament diferenciable a
(0, 00). La tecnica usada, pero, és especifica del drap brownia, i no és aplicable a situacions
més generals com la dels processos gaussians o la de les solucions d’equacions diferencials
estocastiques.

b) Si el procés X compleix la hipotesi K(t,¢t) > 0,Vt € T, mitjancant un raonament
analeg al classic, podem provar P{M = 0} = 0, que és una condicié més feble que la
continuitat absoluta. Per tant en el cas de processos gaussians centrats el nostre resultat
generalitza el resultat classic.

5. Aplicaci6 a la solucidé d’una equacié diferencial estocastica.

Considerem l’equacié diferencial estocastica segiient:

t

t
X(t)=:co+/ a(X,)dW3+/ b(X,)ds, 0<t<1.
0 0

on o i b son funcions de R a R globalment lipschitzianes amb constant conjunta de Lipschitz
L, 1 z¢ és una constant.

Sén coneguts els resultats segiients sobre equacions diferencials estocastiques que ens

permetran aplicar la técnica desenvolupada en aquest capitol al maxim de la solucié d’a-
questa equacié (veure [N]).

3.13 Teorema. [N]

L’equacié diferencial estocastica anterior té una solucié dnica X = {X(t),0 < ¢ <1} tal
que

E{ sup |X(t)P} <o, Vp=1.
0<t<1
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Per a provar el proper teorema necessitem el lema segiient que assegura la continuitat
de la integral estocastica a valors en un espai de Hilbert com integral indefinida.

3.14 Lema.

Sigui v € L2(Q x [0, 1]; L*([0,1])), i.e. u és un procés mesurable, adaptat, a valors en un
espai de Hilbert. Aleshores

I(w,t,@):/o u(w, s,0)dW(w, s)

és una martingala a valors en 'espai de Hilbert L?([0,1]), de quadrat-integrable i continua
en t.

Prova:

La prova és analoga al cas de la integral estocastica a valors reals.

q.e.d.

3.15 Teorema.
Les variables X (t) pertanyen a D'?,Vt > 0, i supg<p<i E{supo<i<;i |DeX ()P} < co.

A més DgX(t) és la solucio de ’equacid diferencial estocastica lineal seglient:

t t
DX (t) = o(X(8))1p0,4(6) + / DeX(s)asdW, + / DX, Byds

on ag i 3, sén variables aleatories adaptades i fitades per la constant de Lipschitz comuna
a o 1b. En particular aquesta solucid és continua en t.

Prova:

La continuitat de la solucié és conseqiiéncia del lema anterior. La resta del teorema esta
provada a [N].

q.e.d. {
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3.16 Lema (de factoritzacio).

Es té

DeX(t) = o(X(6)®(8,t), 6<t,

on ®(6,t) és la solucié de ’equacio diferencial estocastica lineal

B(6,8) =1+ /o (6, s)a(s)dW, + /a (6, 5)B(s)ds.

Aquesta solucid es pot expressar de manera explicita com

4 2 t
®(8,t) = exp{ /6 (8s — %)ds + /9 asdW,}.

En particular, per tractar-se d’una exponencial, podem escriure

B(8,t) = B(t)B(6)
on &(t) = &(0, t).

L’objectiu que ens plantegem és provar que la variable M = supgc,;<; X(t) té una
llei absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue. Aixo queda establert en els
teoremes segiients:

3.17 Teorema.

M = supy<;<; X(t) és una variable de D*2.

Prova:

Es suficient comprovar les hipdtesis del teorema 3.5. La hipotesi (hl) es conseqiiéncia
del teorema 3.13. i la hipotesi (h2), del teorema 3.15.

Per a veure la continuitat absoluta neccessitem la proposicié seglient que juga el paper
corresponent al teorema 3.7. i un lema que ens assegura que el maxim del procés no és 0.
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3.18 Proposicié.
Siinf, 4.x,=x,=m{(DX(t),DX(s))g >0 g.s. aleshores ||DM|| >0 q.s.

Prova:

Sigui B = {||DM|| = 0}. Es obvi que

/ \IDM||dP = 0.
B

D’altra banda, com que DM és el limit feble d’una parcial de la successié {DMy} (veure
la prova del teorema 3.7.) aleshores

liminf hm inf (DMn(k)7 DMn(j))HdP =0.

k—oo j—oo Jp

D’altra banda, aplicant dues vegades el lema de Fatou, de manera analoga a la prova
del teorema 3.7., es té

liminflim inf(DMn(k), DMn(j))HdP <0.

B k— o0 ]—»oo

Per tant

/I; ’rtixti2§,=M(DX(t)’ DX(S)))HdP <0.

Aixi doncs, necessariament P{B} = 0.
q.e.d.

L

3.19 Lema.

Suposem o(x¢) # 0. Aleshores la variable T, que assigna a cada w el primer instant en
que X (w,t) assoleix el maxim, és positiva gq.s.
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Prova:

Per a provar aquest lema usarem el teorema de Girsanov ([KS])).

Sigui A = {X(t,w) < z9, VtE€]0,¢€l}. on eésun cert instant d’aturada. Es clar que és
suficient veure que P(A) = 0.

Definim

) L APENN'S
7= expl- [ S / Fra i

Si j;, | o(X) |2ds < oo el procés Z és una martingala local continua. En particular podem
escollir un instant d’aturada e tal que Z;5 és una martingala continua.

Aleshores, pel teorema de Girsanov,

5(X(s)) ,

=Wt | s

és un procés de Wiener a [0, €] respecte una nova mesura de probabilitat P, tal que

P(B) = E[132]', VBe F.

Aleshores podem escriure el conjunt A com

v o(X(s))dW, <0 Vi€ 0,)

P(A) = B[14 exp{ /0 (’;(é)) dw, — / |b((§,))|2ds}].
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Com que ’exponencial és positiva, és suficient veure que P(A) = 0. Aixo0 és equivalent
a veure que

t
P{/ (X)W, <0 Vi€ [0} =0.
0
Equivalentment, aquesta condicié es pot escriure com

P{B(t) <0 Vte[0,7]} =0,

€ . ’ > [ s
on 7 = [ |0(X,)|?ds i B és un moviment brownia respecte una certa filtracid.

Finalment, aix0 és clar com a conseqiiéncia de que 7 > 0 ¢.s. 1 de les propietats del
moviment brownia.

q.e.d.
Finalment tenim
3.20 Teorema.

Suposem que o(zy) # 0. Aleshores M és una variable aleatoria absolutament continua.

Prova:

Observem que,

/ DpX(s)Dp X (t)d6 = B(s)®(t) / "(;ig;zy >0 g.s.

on T és el primer instant en que X assoleix el maxim.

Aplicant les proposicions 3.17., 3.18. i el lema 3.19. es dedueix immediatament el
teorema. q.e.d.
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Regularitat del temps local com a funcional a I'espai de
Wiener

Capitol 4

0. Presentacid

En aquest capitol, seguint amb ’estudi de la regularitat de funcionals a I’espai de Wiener,
estudiarem la regularitat del temps local brownia.

El temps local d’un proces estocastic continu a valors reals X = {X;,t > 0} es pot
definir formalment com

©® L(z,t) = / 62(X)pu(ds).

En aquesta expressié y és una mesura fixada a [0,00) que usualment és la mesura de
Lebesgue i 6,(X,) és la composicié de la delta de Dirac §, amb la variable aleatoria X.
Quan X és el procés de Wiener aquesta composicié esta ben definida com a funcional de
Wiener generalitzat en el sentit de Watanabe, sempre que s # 0 (veure [W1]).

Encara que per a qualsevol s fixat §,(X,) no és una variable aleatoria siné una distribucié
a I’espai de Wiener, la integral definida en (6) té un efecte regularitzador, i L(z,t) per a =
1 t fixats si resulta ser una variable aleatoria, i per tant en el cas en que X és el procés de
Wiener canonic, L(z,t) és un funcional a I’espai de Wiener.

D’altra banda Watanabe introdueix a [W1] (veure també [Su]), els espais de Sobolev
D*? per « € Rip > 1. Aquests espais son la completacié de les variables aleatories
polinomials a ’espai de Wiener respecte les normes ||F||a,p = ||(Id — L)*/2F||, on L és
P’operador d’Ornstein-Uhlenbeck.

En particular els espais D*? es poden caracteritzar en termes del desenvolupament en
caos de Wiener dels seus elements de la manera segiient:

(7) FeD* & > nl(1+n)*||fall} < co.
n>0

71



Per les desigualtats de Meyer (veure [Mel] o [W1]) els espais D*? per a natural coinci-
deixen amb els dominis de les derivades iterades D®. D’altra banda els espais D*? i D74
amb p i ¢ conjugats, sén duals entre si. Aleshores, per @ < 0 els elements de D*? sén
funcionals generalitzats o distribucions a ’espai de Wiener.

L’objectiu que ens plantegem en aquest capitol és demostrar que L(z,t), en el cas del
procés de Wiener, pertany a l’espai de Sobolev D*? 51 0 < a < % ip>2.

Per fer aix0 usarem dues técniques diferents. La primera es basa en les propietats
regularitzadores del semigrup d’Ornstein-Uhlenbeck, mentres que la segona es basa en
calculs directes a partir dels desenvolupaments en caos. En aquest segon cas restringim
I’analisi al cas £ = 0 pero en canvi considerem com a procés X el procés de Wiener
multiparamétric (veure [NV 3] per a la primera técnica i [NV4] per a la segona; també,
per un resum global posterior, [NV35]).

Finalment com aplicacié donem una nova prova del fet que el temps local renormalitzat
de les autointersections del moviment brownia pla convergeix a L? (veure [NV4]). Es tracta
d’una nova prova d’un resultat de Rosen, [R]. Recentment, P.Imkeller, V. Perez-Abreu i
jo mateix, a [IPV], seguint aquesta linia, hem generalitzat aquests resultats al moviment
brownia a R%. Amb aquest resultat obtenim un esquema general de renormalitzacié en el
que s’inscriuen de manera natural els casos d = 2, provat inicialment per Rosen, i d = 3
provat per Yor a [Y].

1. Els espais de Sobolev sobre l’espai de Wiener.

Les referéncies basiques d’aquesta seccié sén [W1] i [W2].

4.1 Definicié.

Un funcional sobre ’espai de Wiener F' :  — R es diu que és un polinomi si admet
Pexpressio

F =p(W(hi), -, W(ha)),
on les h; es poden prendre sempre ortonormals, i p és un polinomi.

Denotarem per P la classe del polinomis sobre l’espai de Wiener, i per P, la classe
dels polinomis de grau inferior o igual a n. Observem que P és densa a LP(f2) per a
qualsevol p € [1,00). Observem també que els polinomis a 1’espai de Wiener tenen un
desenvolupament en caos finit.
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4.2 Definicido.

Sigui F' un funcional sobre I'espai de Wiener. Podem definir 'operador segiient:

LF = i(-—n)JnF.

n=0

on J, és 'operador de projeccié sobre el caos de Wiener d’ordre n.

Aquest operador és l'operador d’Ornstein-Uhlenbeck. Observem que es tracta d’un
operador que actua en cada caos d’ordre n multiplicant per —n. El domini de I’'operador
estara format pels funcionals que compleixen

o0
Y || JaF|[3aq) < oo

n=0

4.3 Definicié.
SiFeP,1<p<ooia€R, podem definir la norma
| Flle,p = II(Zd = L)* /2 F|},
on

(Id = L)**F =) (1+n)*?J,F € P.

n=0

La proposicié segiient estableix algunes propietats d’aquesta col.leccié de normes que
acabem de definir, sobre la classe dels polinomis.

4.4 Proposicié [W1]. :

a)Sip<p ia<d, aleshores,

”F“a,p < ”F”a’,p’, VF e P.
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b) Si {Fn}. C P, ”Fn”a,p —0,1||F, _Fm”a',p’ — 0, quan n,m — oo, aleshores,

”Fn”a’m' — 0.

4.5 Definicié.

Per1 < p < oo ia € R, definim D*? com la completacié de P per la norma || - || p-

Algunes propietats d’aquests espais son les segiients:

1) DO? = LP(Q).

2) D*'?' C D*P per a qualssevol p < p' i a < o'

Aquesta propietat és conseqiiéncia de la proposicié 4.4.

3) (D*?P) =D~ amb L4+1=1

Una prova d’aquesta propietat de dualitat es troba a [W1].

4.6 Definicid.

D® = N, ,D*?.

D™ = Ua!pDa’P.

Observem que es tracta de dos espais de Fréchet que sén duals entre ells.

Les desigualtats de normes segiients, anomenades desigualtats de Meyer, permeten re-
lacionar aquests espais amb els espais de funcionals derivables en el sentit de Malliavin.

4.7 Proposicié (desigualtats de Meyer) [W1] [Mel].
Sil<p<ooik >0, existeixen constants C(p, k) > 0,¢(p, k) > 0 tals que

c(p, D)D" fllaslly < 1Fllep < Clp, E)UIFl, + 1D Fllasllp,

per a tot F € P.
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Observem doncs que, quan « és natural, els espais de Sobolev que acabem d’introduir
>incidexen amb els dominis de 'operador D¥.

L’objectiu del capitol és estudiar a quins d’aquests espais D? pertanyen determinats
incionals com el temps local.

2. Funcionals generalitzats a 1’espai de Wiener.

.8 Definicié.

a) Direm que un funcional F': {0 — R és regular en el sentit de Malliavin si F' € D*°.

b) Direm que un funcional regular F' és no-degenerat en el sentit de Malliavin si es té
DF||g >0 gs. i ||DF||5' € Np>1LP(Q).

Sigui S ’espai de les funcions C*°(R) amb decreixement rapid. (veure [Rud]).

Considerem les normes segiients definides sobre aquest espai de funcions:

llgllzi = [I(1 + 2% — A) dlloo

nbkeZ ¢geSia=L,.
Aleshores, definim els espais 75 per k¥ € Z com les completacions de S per les normes

“|l2x-

Una referéncia on s’introdueixen aquests espais és [IW]

La relacié entre aquests espais ve donada per les injeccions continues segiients:

SoThu T —Th=CR) =T o Ty =S,

1 C(R) és Pespai de les funcions continues que s’anul.len quan |z| — oo amb la norma
2] suprem. -

L’espai S’ és I'espai de les distribucions temperades, espai dual de §. A més § = Ng>0T2k
§' = Ur>0T-2k-

9 Teorema [W1].

Sigui F' un funcional de D i no-degenerat en el sentit de Malliavin. Siguip € (1,00) i
> 0. Aleshores, 3 ¢(p,k) > 0 tal que

(F)|-2k,p < c(k,p)||8ll-2, Vo ES.
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4.10 Teorema [W1].
L’aplicacio
$€S — ¢(F)eD™

es pot estendre de manera unica a l’aplicacio

TeS -T(F)eD™™

de manera que la restriccio

T € T_y, — T(F) € D72kp
és continua, Vp > 11k > 0.
Observem doncs que, en particular §;(F) és un element de D~°. De fet, §, € T_,,

(veure [IW]). Per tant, VG € Ups1D?+25:2 Paplicacié

¢ = (6:(F), G) = E[6:(F)G]

és C2k,

En particular si G € Ni>1 Up>1 DkP, I’aplicacié és C°.

3. Estudi de la regularitat de §,(W(k)) mitjangant propietats del semigrup
d’Ornstein-Uhlenbeck.

4.11 Lema.
8:(W(h)) com a funcional generalitzat pertany a l’espai D~1:2,

Prova:

0 és el limit en la topologia de S’ dels nuclis gaussians ¢.(y — ). Per tant pel teorema
4.10., donada G € D*® qualsevol, es té

E[Gé(W(h) — z)] — E[Gé:(W(h))].
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D’altra banda, si @, es la funcié de distribucié de la llei gaussiana centrada i de variancia
€, es té

D& (W(h) —z) = ¢e(W(h) —z) - h

1 per tant,

E(G¢(W(h) — z)] = [h|*E[G(D®(W(h) — z), h) ]

= |h|T2E[@(W(h) — 2)6(hG)).

Ara

QG(W(h) - .’L‘) —e—m0 1{W(h)2x} q.s. ien L2(Q)

i aleshores,

E[G¢(W(h) — )] — IhI'ZE[l[z,oo)(W(h) —z)6(hG)).
Per tant,

E[G6.(W(h))) = ,—,—-}P-Eu[,,mxvv(h))a(h(:)]

L

- T’TII-Z-E[l[I,OO)(W(h))(GW(h) — (h, DG))]

ja que 6(hG) = GW(h) — (h, DG)H, q.s. (veure per exemple [NP]).
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Aleshores,
[E[Gs.(W(h)I| < 'l';—liE(lGW(h) — (h, DG))).

Finalment, aplicant la desigualtat de Schwarz i la isometria es té

1

G (W(R)I < T

(IIGllz + [IDG]l2)-

q.e.d.

En aquesta seccié millorarem aquest resultat. De fet determinarem quin és Iespai de
Sobolev més petit que conté §.(W(h)).

Considerem el semigrup d’operadors {Tt,t > 0}, generat per L sobre L?(£2) o semigrup
d'Ornstein-Uhlenbeck. En particular T; = e*L. Veurem ara alguns lemes relacionats amb
aquest semigrup d’operadors.

4.12 Lema.

Si f : R — R és una funcid mesurable i fitada, i h € H es té

T(f(W(R)) = [f * djnjz(1=e-2)}(e T W (R))

on » indica la convolucié de funcions, i ¢4: és el nucli gaussia centrat de variancia o2.

Prova:

Sigui W’ un

la N @ procés de Wiener independent de W, i denotem per E' ’esperanca respecte

aquest procés. Per la férmula de Mehler (veure [N]), es té,

T(f(W(h)) = E'[f (e~ W(h) + V1 — e=2W'(R))]

= L f(e"‘W(h) + y)¢|h|z(1_e-zg)(y)dy = (f * ¢|h|2(1—-¢-2!))(8-tW(h)).
q.e.d.
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4.13 Lema.
Vt > 0, Ty(6.(W(h)) és una variable aleatoria fitada que ve donada per,

Tt(6,(W(h)) = ¢|h|z(1,e2t)(e_tW(h) - .’L')

Prova:

Pel lema 4.11. es té

¢€(W(h) - :L‘) ——re—0 5::(W(h))

en la topologia de D12,

Per tant per ser T; un operador multiplicatiu i contractiu es té
Tipe(W(h) — 2) ~—remo T26(W(h)) en L (Q).

Finalment pel lema 4.12.,

Tide(W(h) — z) = ¢, * ¢|h|2(1_e-—zc)(e“tW(h) - z).
La convolucié de les densitats de les lleis gaussianes és la densitat de la llei de la suma.

Aleshores

Tede(W(h) — ) = e inpra-e-21)(e " W(h) — ).

Per tant,

Tep(W(h) — T) —eo ¢|h|2(1_e—2t)(e~tW(h) — ).
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4.14 Teorema.
Size€R,he Hh#0.a>0,1p> 1. Aleshores,
) 6:(W(h)) eD™*? sia+ 3 >1.

i) 6.(W(h)) ¢ D22,

Prova:

i) Hem de veure,

lI(Id = L)~ /26, (W(R))|lp < 00

; 1
31a+P>1.
Si FeD™ es té,

1
I'(a/2)

(8) (Id— L)y™®/’F = / e"'t¥ 1T, Fdt.
0

Aixo és conseqiiéncia de que (Id — L)~*/? i T} sén operadors multiplicatius caos a caos
per (1 4n)~%/2 i e~™ respectivament.

Aleshores, pel lema 4.13.,

I(Zd = L)=*/28(W (R))ll,

1 *® L, a_ -
=ligazg | e bl W R - )it

1 [ o]
< — —tyg—1 2 —ay(e”t - .
Starm ) npneny (e W) = )l
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Ara bé,

| §iri2(1—e-2y(e W (R) — z)||p

= p712(2n | (1 - 7)™ E{appp-1a—e-my(e TW(h) — 2)}.

Fent el calcul explicit de I’esperanca i usant les propietats de la convolucié de nuclis
gaussians s’obté que ’expressié anterior es pot escriure com

~1
P2 (2R = €))7 Giajap-i1me-sepe-m)(2).

Si fitem ara la densitat gaussiana pel seu valor en el 0, podem fitar I’expressié anterior
per

— — —1 — — — pa—"
p22n|hA(1 — e72)) 75T (2n|R[2(1 — €72 4 pe~2)pTt) T2

Usant que p > 1, aquesta expressié es pot fitar per

(2x|R|2(1 — e~2t)) 5T (2| B|2)"1/2

= (1= ™) 7% (2n|hf?) /"

= (¥ — 1)™ T (2n|h[2) P 2P DY,

Aplicant el teorema del valor intermig, aquesta expressid es pot fitar per
(2t)~ %7 (2r|h[2)~P/2elo-D1,
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Per tant,

1$1n1z1—e=20) (€T W(R) = 2)llp < (2)}/7P 712 (2n|R[?) /2l =D,

Aleshores,

(Id — L)~*/26. (W (R))l,
< I\(%)-—l(zﬂ.)—lﬂlhl_l /w e._.tef-&;ﬁ.2—1/2+1/2pt1/2p—3/2+a/2dt
~ 0

= DGy e Ap i [ sl
0
Fent el canvi de variable £ = sp s’obté 'expressid segiient:

F(%)—l(zﬂ,)—lﬂ |h|~12=1/2+1/2p,1/2p=3/2+ /2 /0 e—8g1/2p—3/2+a/2 34

— P(g_)—l(zﬂ.)-—lﬂIhl—12—1/2+1/21fp1/2p—3/2+a/2r(1/2p _ 1/2 + a/2).

i aquesta expressié convergeix si i només si a + 11; > 1.

ii) Es suficient veure que

E{|(Id - L)™/28,(W(R))’} / o0

. 1
quan « decreix cap a 3.
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Podem escriure, usant la igualtat (8) el lema 4.13.,

E{é;(W(R))(Id— L)"%6:(W(R))}

= B{GV )T @) ™ [ et o (e W(R) ~ )it
= (@) [ B bpanen (e WD) - 2)dh

Ara bé, aquesta esperanca és el limit quan € | 0 de I'expressio

E{¢(W(h) - x)¢|h12(1-e-2t)(e"tW(h) — ).

Reestructurant els exponents tenim,

—t 271 _ -2t
E{é  anpace-sy (W(h) —z— + |h[*(1 —e

_ -t
pres e T P ee=2t + |R|%(1 — e~2t) N ee-24ipz1-e-2)((1 — 7))

i calculant ’esperanca,

ce”t 4+ |h|?(1 — e 2 _
¢ B2 |B[ (1~ e=2t) (.’L‘ ce—2t + |h‘|2((1 _ e..zt)) )¢ee‘2‘+|h|2(1—e‘2‘)((1 —€ t)x)

ce— 2t 4 R|2(1~e—2)

t

Fent tendir € a zero s’obté

B2 (2)Bhj2(1—e-20)((1 — e7F)).
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Ajuntant els exponents,

1 (1-
AR

- =2
_2t)—1/2e R1Z(14e-t) .
Aixi doncs,

1
o |h|?

E{|(Id - L)=*/?6,(W(h))]*} = T(a) ™ / eHOTI(1 — e72) 72T AP dt.
0

Mitjancant el teorema del valor intermig, podem fitar inferiorment aquesta expressio per

— 1 *° 1 .._rlf
(D(a))™! —m—— / etya—t -1 g
2\/§7TIh|2 0

- a— e.“iz_2
= (@)™ g = 1/2)e R

Evidentment quan « | %, aquesta expressio tendeix cap a oo.

q.e.d.

Observacié:

Usant el teorema d’interpolacié de Stein, Watanabe a [W3] ha obtingut una generalit-
zacié d’aquest resultat a 6,(F) per a F funcional de Wiener regular i no-degenerat.

4. Estudi de la regularitat de §,(WW(h)) mitjangant desenvolupaments en caos.

-Una segona técnica per estudiar la regularitat d’un funcional de Wiener consisteix en
obtenir el seu desenvolupament en caos. Al ser els operadors L i D operadors que actuen
caos a caos, l’estudi de la regularitat es redueix a un problema de convergéncia de séries.
Aquesta técnica esta desenvolupada en [N'V4]. Una referéncia on es desenvolupa aquesta
técnica per a ’estudi d’altres funcionals brownians és [IS1].
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4.15 Lema [S].

Tot funcional de D>? té per descomposicié en caos de Wiener l’espressid,

F=) ni!I,,(E[D"F]).

n=0

4.16 Lema.

Sigui ¢(z) el nucli gaussia, centrat i de variancia e. Les seves derivades es poden escriure
en termes dels polinomis d’Hermite de la manera segiient:

#0(z) =~V R @) Ha( ), m 21

4.17 Lema.

Si Y és una variable aleatoria normal, de mitjana m i de variancia o?

, es té

[2/2) =2l g2 — 1)
BUHw )] = Vil ,Z m(n — 21()0;2111 -+
=0

Prova:

Considerem la férmula explicita pels polinomis d’Hermite segiient:

[n/2) ( 1)k n—-2k
Hu(e) = ‘/—Z kl(n — 2k)12k"

S

SiY =m 4+ oU, on U és ara una variable aleatoria normal standard, tenim,

{n/2] | n=2l
o i N G D M (n=20)! i o sl—jrrm—2i—j
Ha(Y) = Z N(n —21)12 Z Mn—2a—im°? v :
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Si prenem esperances, usant que els moments de la v.a. gaussiana standard valen

E[U®™] = £,—2% en el cas parell i 0 en el cas senar, es té,

E[Hn(Y)]

(n/2] { n—2{ n—2l—
( 1) (n—20)Imic —I(n — 20— j)!
= /n! Z li(n — 21)'2‘ E jin =21 = i(n/2 = 1 — j/2)l2n/2-1=i/2 Lin—j=2)-

Siaran — j = 2k,

[n/2] & (=1)mn=2k(g2)k~l
BN =Vl D ) it~ 3iyigh = F

k=0 =0

i sumant respecte [ s’obté el resultat desitjat.

q.e.d.

4.18 Lema.

Sigui {F¢}e>0 una familia de variables aleatories de quadrat integrable. Suposem que
els seus desenvolupaments en caos venen donats per

Fe = ZIn(f;)a frez € Lg(Tn)

n=0

Suposem tambée que
i) {ff}e convergeix en L*(T™) quan € tendeix a O cap a una funcid f, € L2(T").
ii)

o0

> supnl||f5]l3 < oo

n=0 ¢

Aleshores la familia {F¢}. convergeix en L?*() cap a F = 3 o>, In(fn)-
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Prova:

D’una banda

In(fr) = Ln(FI = nlllfa — £2113,

i aquesta norma convergeix a 0 fixat n quan € | 0.

Finalment
> Ma(fa) = L(FOIE =D nllifa — filiZ
n=0 n=0
<2 nlllfalB+2) nllIfEl3
n=0 n=0
<4 Zsupn'llfnllz < co.
n=0
q.e.d.

4.19 Proposicidé.

El desenvolupament en caos de Wiener de 6,(W(h)) com a funcional generalitzat, ve
donat per ’expressio

T I(h )

n=0

Prova:
Pels lemes 4.15. 1 4.16. tenim

W) = 5) = Y- =) - sy T

\/—' n/2 )}I"(h®n)'
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L’expressio explicita de ’esperancga és

R AR TN

Mitjangant el canvi de variable u = %} es té que ’expressié anterior és igual a

| Holu)Veb /o) + Ve

El calcul explicit d’aquesta expressié dona

¢[hlz+e(z)E{Hn(Y)]»

, . .. . .. . v . hi?
é a variable aleatoria gaussiana de mi = - i varidncia o2 = A
on Y és una variable aleatoria gaussiana d tjana m VEIL%' PTe

Si apliquem el lema 4.17. s’obté

Biapr+e(x)(=1)" € ([R| + €)"/2 H(

WO

Finalment,

BT =3 \/—¢|h12+e(w)(lhl2+e)‘“’2ﬂ ( \/W“‘) L,(h®")

n=0

isie]0,esté
6z(W(h)) = Z \/—¢|h|2(-’r)(lhl"")H (\/1711—2)I n(h®™).

q.e.d.

4.20 Proposicié.
8o(W(h)) pertany a D=2 si i només si a > 1/2.
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Prova:

Si z = 0, usant la expressié explicita pels polinomis d’Hermite presentada a la pagina
87 es té

(=)™ Lm(h®*™)
V2r2mml|h[2m+1

50(W(h)) = Z

m=0

La norma en L? d’aquesta série no és convergent. En efecte, es té

1 > 2m)!
H‘SO(W(h))Hg = Zﬂlhlz r;] 22(171(”2!)2’

i per la férmula de Stirling, aquesta serie es equivalent a

1 01
Al 2, Ve

A partir de la caracteritzacié de D*? de la pagina 73 queda clara la proposicid.

q.e.d.

5. Estudi de la regularitat del Temps Local Brownia, mitjangant el semigrup
d’Ornstein-Uhlenbeck.

Sigui X = {X(¢),t > 0} un proces estocastic a valors reals. Sigui ¢ € R fix. Considerem
el limit seglient:

.1
L(t’w)‘:lﬂ% A L(z—e,c4e)(X(s))ds =

}in%) %/\{s €10,t]: X(s) € (z — ¢,z + €)}.

on A és la mesura de Lebesgue i © € R. Si existeix, aquest limit és el “temps local” del
procés X en z, ja introduit en la presentacié del capitol.
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El temps local mesura la quantitat de temps que el procés es passa en el nivell z. La seva
existéncia no és obvia. Per exemple en el cas del procés de Wiener standard, el conjunt
{t >0:W(t) =z} és tancat i té mesura de Lebesgue 0.

Pel cas del proces de Wiener si es pot provar que L(, x) existeix, tant en L? com “quasi-
segurament”. A més a més, es pot definir com una funcié conjuntament continua de (¢, z
b y

(veure [Ch-Wi)).

Observem que, fixats ¢ i z, el temps local es pot interpretar com un funcional a l’espai
de Wiener i per tant té sentit questionar-se per la seva regularitat, és a dir per a quins
a>0,ip>1estaen D*P.

Observem d’altra banda que el temps local es pot expressar en termes de funcionals
generalitzats de la manera seglent:

L(t,z) = /Ot 6:(Xs)ds.

Bones referéncies pel temps local brownia sén [Ch-Wi] i [KS].

Abans d’iniciar aquest estudi necessitem diversos lemes relacionats amb el temps local.

4.21 Lema [Ch-Wi].

Per a cada (t, z) es té,
‘ 1
(Wi = 2)* = (Wo — 2)* = /0 1e,oo) (W)W, + 5L(t,2).

4.22 Lema.

Sigui ¢.(y) el nucli gaussia, centrat, de variancia e. Aleshores, fixatst > 01iz € R,

t
/0 ¢€(W3 - (If)ds —¢l0 L(t, .’L‘)

en LP(Q), Vp2> 1.

Prova:

La prova és analoga a la prova de I’existéncia del temps local brownia en [Ch-Wi]. Aqui
el nucli es diferent, i la convergéncia més lenta.

q.e.d.
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4.23 Lema.

Siguip > 1ia > 0. Sigui {F.}e>o una familia de funcionals de L?(Q) que convergeix a F
en L? quan € | 0. Si aquesta familia esta uniformement fitada a D®? aleshores, F € D*?,

Prova: Aquest resultat és conseqiiéncia del teorema de convergencia dominada.

g.e.d.
El resultat segiient estableix amb precisié el nivell de regularitat del temps local.

4.24 Teorema.
)Sip>22i0<a< ;1;, aleshores L(t,z) € D™P.
ii) L(t,z) ¢ D32,

Prova:

Per la férmula de Tanaka (lema 4.21.) es té

t
(W = 2)F = (Wp — )+ = / 1z 00y (W)dW, + %L(t,x).
0

Per tant el problema es redueix a veure que

t
N(t,z) = / 1(2.00)(Wa)dW, € D
0
D’altra banda, aquesta integral estocastica és el limit en L? quan ¢ | 0 de

t
N.(t,z) = / Fu(W, — 2)dW,.
0

on F, és la funcié de distribucié d’una variable gaussiana, centrada i de variancia e.

Pel lema 4.22. és suficient veure qﬁe {Ne(t,z)}¢ és una successié fitada en D*?, unifor-
mement en € > 0.

Per les desigualtats de Meyer (lema 4.7.) tenim que ||N(t,z)]|qa,p és equivalent a

t
(7= 22D, [ B, = )Wl oo
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D’altra banda,
t
Dy(N((t)) = F(We — :E)l[o,t](e) + /(; 1{3>9}¢5(W3 — z)dW,.

Observem que

|l(Zd — L)=1/2F(Wy — ) 110,40 Lo (a;1)

esta fitada uniformement en € ja que F¢ esta fitada per 1.

Per tant el problema es redueix a fitar, de manera uniforme en e,

1 t
(Id— L)% /0 Lis>0yde Wi — 2)dWi.

Aquesta expressid es pot escriure com

t
R( /0 Lasoy(Id = L) (W, — 2)dW,)

’ a—1
on R és 'operador R = (Id — %)T , que és fitat sobre els funcionals centrats.

Per tant sera suficient fitar

t
| /0 Lo>0y(Id = L)*3* $ (W, — z)dW, |2

t t
= E( /0 l /0 logs(Id — L) *5* ¢ (W, — z)dW,|?d6)?/?

= E{[|M(t,6)|12,}
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on

¢ 1
M(t,8) = / 1(p<ay(Id = L) T ¢ (W, — z)dW,
0

és una martingala local continua i H = L%([0, 1]).

Si p > 2, aplicant la desigualtat de Burkholder per a martingales a valors en espais de
Hilbert, s’obté la fita segiient:

oa—

1 t
C(p)E{ fo /0 liocay|(Id — L)F ¢(W, — o)|*dsd6)}?/.

Integrant respecte 6 i aplicant després la desigualtat de Holder, podem fitar ’expressié
anterior per

t
Co,t) [ s"2BI(1d = L)*F (W, - )P
0
Finalment, repetint la prova del teorema 4.14. per

I(Id — L)*T" $(W, — 2)]I,

s’obté

sup E|(Id — L) 5" ¢(W, — z)|” < C(p, a)s~*/?
>0

ja que en aquest cas |k = s'/2. ‘

Per veure (ii) considerem a < 1. Per isometria es té

t t
E / | / Liogs) (Id = L)*F* 6,(W,)dW, *d6
0 0
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i
= / SE|(Id — L)™T 6,(W,)|2ds.
4]

Analogament a la prova del teorema 4.14. (ii) es té que aquesta integral tendeix a oo
quan a T %

q.e.d.

6. Estudi de la regularitat del temps local brownia mitjancant desenvolupa-
ments en caos.

El resultat d’aquesta seccio es refereix al procés de Wiener multiparametric, pero només
pel temps local en £ = 0. Sobre el temps local pel drap brownia una bona referéncia és

[Wal.

Sigui T = [0,1]%, amb k > 1. Sigui W = {W(¢),t € T} el procés de Wiener multipa-
rameétric. Denotarem per [0, 1] el rectangle {0,¢1] x -+ x [0,¢x], on t = (1,...,tx), 1 per |¢|
la seva area, és a dir |t| = ¢, - - .

Podem escriure el temps local com

L(t):/[;”] 6o(W(s))ds,

i és el L2—1imit de

L(t) = A ) de(Wa)ds.

En aquest marc, tenim el resultat segiient:

4.25 Teorema.

L(t) pertany a D*? si i només si a < k — %, per a qualsevol punt t fora dels eixos. A
més,

o0 m k

m=0
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Prova:

A partir del desenvolupament de (W (1j q})) es té

L(t) = Z / Lm(log™)
"m-oﬁrzmm' o (sl + 3

Aplicant el lema 4.18. obtindrem que el desenvolupament de L(t) ve donat per

oo (_1)m I2m(1%(3]m))
5= X ot oy

m=0

En efecte, en aquest cas és suficient veure

o

S sup In(FI < oo.

n=0

Ara be

®2m

€ ( 1) Zm( [0,9] 2
Ml =l | i et el

ElLm(1350 ) 2m (15 57)]
27r22m(m|)2 »/Ot] /;) ] [(Iul + 6)(|vl + e)]m+1/2 dudv

(zm)' 1[0 u]» 1[0 v])
" 2722m(ml)? /ot /{et [(ul + €)(v] + €)]m+1/2 dudy

(2m)’ / t [(ug Avy) - (ug A vg)]P™
< 271.22m(ml)2 / / / (urvy - - Ukvk)m+l/2 duidvy - -+
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Fent els canvis de variable u; /t; = z; 1 v;/t; = yi i agrupant les integrals s’obté 1’expressié
seguent:

(2m)! (z Ay)*™
= b ([ [ SR oy

_ (2m)!
T 2722m(ml)2 I |(2m +1

) = Qm.

Aplicant la formula de Stirling és clar que la successié de oy, és equivalent a

lt] 4
27r\/—( 2m + 1)

1 aquesta successié és sumable.
Finalment aplicant el teorema de Fubini s’obté ’expressié de L(t) desitjada.

q.ed.’

Una altra questidé que ens podem plantejar és saber sota quines condicions el desenvolu-
pament en caos de Wiener convergeix quasi-segurament.

En particular veurem que el temps local brownia coincideix amb el seu desenvolupament
en caos de Wiener quasi-segurament.

4.26 Lemma (de Rademacher-Menchov) [St].

Sigui {X,,n > 1} una successid ortogonal de variables aleatories. Suposem que

Z(logn)zE(X;‘:) < oo0.

n=1

Aleshores, la série 3 oo | X, convergeix quasi-segurament.

Observem doncs que si F és un funcional brownia que pertany a ’espai de Sobolev
D*? per a cert € > 0, el seu desenvolupament en caos convergeix quasi-segurament. En
particular ho fara el temps local brownia.
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7. Regularitat del Temps Local d’autointerseccié renormalitzat del moviment
brownia pla.

L’objectiu d’aquest apartat és aplicar la técnica de l'estudi de la regularitat d’un fun-
cional mitjancant el seu desenvolupament en caos de Wiener, a ’estudi del temps local
d’autointerseccié del moviment brownia pla.

Sigui W = {(W},W2),t € [0,1]} un moviment brownia pla standard. Escriurem [X] =
X — E(X) per a qualsevol variable aleatoria integrable X.

Es conegut el resultat segiient degut a Rosen (veure [R] i també [LG]).

4.27 Teorema.

Co= / [Be(WE — W1Y(W? — WH)|dsdt
0<s<t<]

convergeix en L%(Q).

En aquesta seccié millorarem aquest resultat. En efecte, val el teorema segiient:

4.28 Teorema.

L. convergeix en D/2=52 per a tot § > 0.

Prova:

Sigui A = (s, t],1|A] la longitud de l'interval A. Mitjangant el desenvolupament en caos
de Wiener de ¢.(W(h)), tenim

®(21 2
151309 12,(1307)

(=" 1
2m2n Z (P! A<a<t<l (1A] + )+

{4-p=n

dsdt.

o0
L=
n=1

on I} i I22p denoten respectivament les integrals estocastiques multiples respecte els movi-
ments brownians W' i W2,

Els termes d’aquesta suma sén ortogonals. Per tant la norma a L? del terme n—eéssim
sera

dsdt.

1 / E{L,(1a)15,(1a )} E{L3,(1a)15,(1a")
s<t,u<v

1
@nien :L: ORDE ((A[+ (AT + )+
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on A* = (u,v].

Podem estimar aquest terme per

__ @t (2D (1a Tar)?n
(27()222n(n|)2 I;n((ll)(pl) /<t u<o (2n)'(|A||A*I)"+1 dsdtdud

(2n) saoatpn
(2“>222"<n'>2{,+,22( 2" ) I cteo (AJIATT oty

Observem que

<(n+1)max 5~ <n+1l
P 22 O
D’altra banda,
|(s, 8] N (u, o] |*" 3
dsdtdudv < ———.
/s<t,u<v ((t = s)(v —u))mt? n(n +1)

Per veure aquesta estimacid, descompondrem la integral considerant les diferents posi-
cions de s,t,u 1 v. Podem escriure la integral com

(v —s)?"

2 /u<s<v<t ((# = s)(v — u))nH! dsdtdudv.

(t —s)"1
dsdtdudv + 2 / -
u<s<t<y (U - u)n+l

El segon sumand es pot estimar de la manera seglient manera,

2 (v —s)" 1
n /u<a<v (v - u)n+1 deUdv - n(n + 1) .
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Quant al primer sumand tenim

— n _ 2n
2 / =" dtan — 2 / B Chul) N
n Jocuocr (B —8)n 11 <v<t (t—s)ntion

— g)2n — e\
_— / (v 3) - dsdv + 3 / gv—i)—dsdv
n(n + 1) <v (1 - 3 non n? <y v

Lt 2 et =
T /<,, w L T yeided

1 2 (v—s)"
<——m+ = dsd
“n(n+1)+n2l no 05y

i integrant respecte s es té
1 2 v
- — 4
n(n+1)+n2/0 (n+1)v

R 1
S rrt D TRl (+1

)(+)

Per tant la norma L? de cada terme pot ser estimada per

_ @t 1, 1o 1 g
@ T W) S e

Es a dir, una constant per n~3/2, Finalment el lema 4.18. ens permet concloure la prova

d’aquest teorema. q.e.d.
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