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Presentació.

El treball de recerca que hem realitzat, i que recull aquesta memòria, s'inscriu en el
marc de dues teories desenvolupades recentment, que formen part, més en general, de la
teoria de processos estocàstics. Es tracta del Càlcul de variacions estocàstic i del Càlcul
estocàstic anticipatiu.

El Càlcul de variacions estocàstic va ser desenvolupat a partir de 1978 per P. Mallia-
vin ([Ma]). Mitjançant aquesta teoria Malliavin va provar per mètodes probabilístics el
Teorema de Hörmander, que dona un criteri d'hipoel.lipticitat pels operadors diferencials
de segon ordre que es poden escriure com a suma de quadrats d'operadors de primer or-
dre. Posteriorment es va veure que les tècniques desenvolupades per Malliavin es podien
estendre i aplicar a altres problemes inaccessibles des de la teoria d'equacions en derivades
parcials.

Aquest Càlcul permet estudiar l'existència i regularitat de densitats per a les distribu-
cions de funcionals sobre l'espai de Wiener (l'espai canònic del procés de Wiener). Ha
estat desenvolupat entre d'altres per Stroock, Kusuoka, Ikeda, Watanabe i Shigekawa.

Les solucions d'equacions diferencials estocàstiques són funcionals sobre l'espai de Wiener
i per tant són la font bàsica d'exemples d'aplicació d'aquest Càlcul.

Hi ha hagut diverses aproximacions al Càlcul de variacions estocàstic. Presentarem les
dues que estan relacionades amb el treball que hem fet:

La primera seguida per Malliavin, Stroock i d'altres, és basa en uns teoremes de l'Anàlisi
Matemàtica sobre existència i regularitat de densitats. Per tal de poder aplicar aquests
teoremes a la llei d'un vector aleatori F s'introdueix l'operador gradient sobre l'espai de
Wiener, que és un espai de dimensió infinita, i s'obté una fórmula d'integració per parts. En
definitiva, es tracta del desenvolupament d'un càlcul diferencial sobre un espai de dimensió
infinita. Farem servir aquesta teoria en el capítol 3 de la memòria.

La segona, establerta per Watanabe [Wl], introdueix el concepte de funcional generalit-
zat, anàleg al de distribució de Schwartz. De totes maneres comparteix amb l'aproximació
anterior la mateixa base analítica, és a dir el concepte d'operador gradient en un espai de
dimensió infinita i la fórmula d'integració per parts. Aquesta aproximació és la base del
capítol 4.

Una bona introducció al Càlcul de variacions estocàstic es troba a [Oc].

D'altra banda, Skorohod [Sk] el 1975 inicia el que en podem anomenar Càlcul integral
estocàstic i anticipatiu. En efecte, defineix una integral respecte el procés de Wiener on se
substitueix la condición d'adaptabilitat de l'integrand, necessària en la definició d'integral
estocàstica d'Ito, per certes condicions de regularitat. Sobre el conjunt d'integrands adap-
tats que compleixen aquestes condicions de regularitat, aquesta integral coincideix amb la
integral d'Ito. En aquest sentit podem parlar de la integral de Skorohod com una extensió
de la integral d'Ito. La base de la definició d'aquesta integral es un resultat de Wiener
que presentarem en el primer capítol, que permet obtenir desenvolupaments ortogonals de



qualsevol funcional de quadrat integrable sobre l'espai de Wiener.

El punt clau que unifica les dues teories esmentades és el treball de Gaveau i Trauber
[GT], que demostra que la integral anticipativa definida per Skorohod coincideix amb el
dual de l'operador gradient a l'espai de Wiener, introduit per Malliavin.

Tots aquests resultats han permès els darrers anys desenvolupar un càlcul estocàstic
anticipatiu a l'espai de Wiener. Hem d'esmentar en aquesta línia els treballs de Nualart,
Pardoux i Zakai,[NP], [NZ].

Anàlogament s'ha intentat desenvolupar un càlcul estocàstic a l'espai de Poisson. En
cert sentit es tracta d'un cas més senzill ja que és possible definir una integral respecte el
procés de Poisson trajectòria a trajectòria en el sentit de Stieltjes. D'altra banda, però, no
es possible definir un operador de tipus "gradient" amb la mateixa riquesa que en el cas
gaussià. El capítol 2 recull els treballs que hem fet en aquesta línia.

La memòria està dividida en quatre capítols. En el primer capítol, de preliminars, intro-
duim primer de tot el concepte d'espai gaussià, i la propietat essencial de descomposició
ortogonal dels funcionals de quadrat integrable sobre l'espai gaussià [II]. Com a genera-
lització d'aquest fet introduira, l'estructura d'espai de Fock, que és l'estructura algébrica
subjacent a tot espai descomposable en suma de subspais ortogonals. D'altra banda, en
aquest marc general introduira uns operadors d'anihilació i creació que generalitzen els
operadors gradient i integral de Skorohod a l'espai de Wiener.

L'objectiu del segon capítol és establir un càlcul estocàstic a l'espai de Poisson. Els
darrers anys hi ha hagut diverses aproximacions al problema, que comentem en la intro-
ducció del capítol. La nostra aproximació al problema es basa en l'estructura d'espai de
Fock subjacent també a l'espai de funcionals de quadrat integrable sobre l'espai de Poisson
(veure [Og],[Wu]). Concretament, considerem els operadors d'anihilació i creació i donem
una interpretació intrínseca d'aquests en el marc de l'espai canònic de Poisson, així com
una fórmula d'integració per parts.

En el tercer capítol apliquem el Càlcul estocàstic de variacions, seguint el punt de vista
de Malliavin, a la regularitat de la llei del màxim d'un procés amb trajectòries contínues.
Els resultats obtinguts milloren els coneguts anteriorment per mètodes clàssics.

Finalment en el quart capítol, seguint el punt de vista de Watanabe del Càlcul estocàstic
de variacions, estudiem la regularitat del temps local brownià com a funcional sobre l'espai
de Wiener. En concret estudiem a quins espais de Sobolev Da'p pertany exactament el
temps local brownià. Per això estudiem prèviament la regularitat de funcionals genera-
litzats com ¿x(W(h)}. Els resultats de regularitat obtinguts milloren els coneguts fins el
moment.



Preliminars: L'estructura algébrica d'espai de Fock.

Capítol 1

O. Presentació.

L'objectiu del capítol és presentar l'estructura algébrica d'espai de Fock. Un espai de
Fock és un espai descomposable en suma ortogonal de potències tensorials simètriques
d'un espai de Hubert H. En particular es tracta també d'un espai de Hubert. Aquesta
estructura va ser introduida per Fock en el marc de la mecànica quàntica. La importància
d'aquest espai, des del punt de vista del càlcul estocàstic, radica en que donat un espai de
probabilitat (£1,3-, P) que contingui un procés gaussià, l'espai L2(Çl,Jr,P) té estructura
d'espai de Fock. Algunes referències sobre l'estructura d'espai de Fock i la seva relació
amb el càlcul estocàstic són [Ru] i [Me2].

Per motivar la introducció d'aquest espai, recordem primer el concepte d'espai gaussià.
Donat un espai de probabilitat qualsevol (fi,^", P), un espai gaussià és un subspai tancat
de L2(fi) generat per una família de variables aleatòries gaussianes i centrades. Si J-
coincideix amb la a— àlgebra generada per les variables de l'espai gaussià i els conjunts de
probabilitat zero, aleshores L2(Çl,F,P) es pot descompondre en suma directa ortogonal
de potències tensorials simètriques de l'espai gaussià. Aquesta descomposició s'anomena
descomposició en caos homogenis o caos de Wiener (veure [II]).

Aquest resultat ha contribuït de manera essencial al desenvolupament d'un càlcul es-
tocàstic anticipatiu a l'espai de Wiener (que és un cas particular d'espai de probabilitat
amb un espai gaussià associat). Per exemple, la integral de Skorohod, que generalitza
la integral de Itò a processos anticipatius, es defineix a partir d'aquesta descomposició.
L'operador gradient introduit per Malliavin a [Ma], resulta ser el dual d'aquesta inte-
gral (veure [GT]), i admet també, per tant, una expressió com operador que actúa sobre
aquesta descomposició.

Aquests operadors gradient i integral de Skorohod associats a l'espai de Wiener tenen una
generalització a l'espai de Fock, i moltes de les seves propietats depenen només d'aquesta
estructura. Per tant es pot construir un cert "càlcul" sobre qualsevol espai L2(fi, F, P)
amb estructura subjacent d'espai de Fock, com per exemple l'espai dels funcionals del
procès de Poisson de quadrat integrable. Aquesta construcció constitueix el capítol 2.



1. L'espai gaussià.. .

Sigui (Í7, J-. P) un espai de probabilitat. Considerem una família gaussiana de variables
aleatòries {^a}Q sobre aquest espai, tais que E(Xa) = 0. En particular es tracta de
variables aleatòries de JD2(fi). Suposarem que J- és la a— àlgebra generada per la família
gaussiana.

Sigui H(X) l'espai de Hubert generat per aquesta família de variables mitjançant com-
binacions lineals i pas al límit. Es conegut que H(X} és també una família gaussiana.
Aquesta família forma doncs un subspai de Hubert de Ií2(íí), que anomenarem espai gaus-
sià.

Interessa introduir un espai de Hubert H i una isometria

heH^ X (h) 6 H(X),

L'estructura concreta de l'espai de Hubert H ens dona diferents exemples concrets d'es-
pais gaussians.

L'espai L2(í2,^r, P) admet una descomposició en suma directa ortogonal que presentem
en el teorema següent:

1.1 Teorema [II].

n=0

on Tió = R, i T-¿n és l 'espai de Hilbert generat per les variables aleatòries Hn(X(h]) amb
\h\ = 1, on H n és el polinomi d'Hermite d'ordre n.

Recordem que els polinomis d'Hermite es poden expressar de la manera següent:

i formen una família ortonormal de polinomis a R amb la mesura gaussiana estàndard.



En particular es té el fet següent, que prova l'ortogonalitat dels diferents subspais 7-¿n.

E[Hn(X(h))Hm(X(g)}} = (h,g)n
Hl{n=m].

Aquest resultat de descomposició ortogonal i el seu paper en el desenvolupament del
càlcul estocàstic a l'espai de Wiener motiva la introducció de l'estructura d'espai de Fock.

2. L'estructura algébrica d'espai de Fock.

En tota la secció, H denotarà un espai de Hubert real i separable. Denotarem per
el producte tensorial n-èssim. Per n = O es té H®° = R. Els espais H®n són espais de
Hubert amb producte escalar:

amb x i , - - - , x „ , y i , - - - , y„ e H.

Sigui ara Sn el conjunt de les permutacions del conjunt {1,2,..., n}. Cada permutació
<7 € Sn ens defineix un automorfisme a H®n, donat per

> xn) = xff(1) (g) • • • <8> x<r(n).

Denotarem per H ®n el subspai de Hubert de H®n format pels elements invariants per
a qualsevol Ua. En aquest nou espai hi considerarem el producte escalar modificat:

(f, d) H®» =«!{/. 9)®n-

1.2 Definició.

L'espai de Fock associat a l'espai de Hubert H es defineix com l'espai de Hilbert

n=0



equipat amb el producte escalar

n=0

OU h = J^n_o ^n J' g = Sn=0 ̂ n'

El cas més interessant és el cas que H — L2(T), on (T, 0, A) es un espai de mesura
separable, amb mesura cr-finita i contínua. En aquest cas H®n es isomètric a L2(Tn).
De fet ¿f®" és l'espai de les funcions simètriques i de quadrat integrable L2

s(T
n) amb el

producte escalar modificat.

Des d'ara fins al final de la secció suposarem que H = L2(T) amb les condicions esmen-
tades. En aquesta situació podem introduir uns operadors que permeten construir un cert
"càlcul" en aquesta estructura. En les seccions següents introduira aquests operadors.

3. L'operador d'anihilació.

Sigui H = £2(T, B, A). Considerem l'espai de Fock associat $(#). Els seus elements es
poden escriure com F = X)n>o /" on /« € I^T").

Per a cada F 6 $(H) podem definir l'operador següent:

D : F 6 $(#) ->DFe $(#) ® H ~ L2(T;

on

-,í), q.P.t.í€T,
n=l

sempre que D F e L2(T; $(#)).

Es a dir, sempre que

oo

n=l



ja que

DF ||Í,(IWH))= / II DtF \\l(H) X(dt)
JT

n=l

< +OO.

n=l

Aquest operador D està definit en un conjunt dens de $(ff ). En particular està definit
en tot element amb desenvolupament en caos finit. El domini d'aquest operador el notarem
per Dom D.

Observem que val el lema següent:

1.3 Lema.

L'operador D és un operador tancat.

Prova:

Hem de veure que si {Fn}n, és una successió d'elements de Dom D, que convergeix a
un element F en la norma de $(íT), i tal que d'altra banda {DFn}n convergeix cap a un
element u en la norma de L2(T; $(.íf )), aleshores F e DomD, i DF — u.

Sigui Fn = £~ 0 4
n) i F = ££o /*> on les /* i les fïn) Pertanyen a £|(T*). Alesho-

res, DtFn = Ysk^i k/fc ( * > * ) > ^" q-P-t- Sigui també ut = X)ït^o 9k('it) A—q.p.t. amb

D'una banda les /¿ convergeixen cap a les /¿ a I/I (T*). D'altra banda la successió
^(•,t),n > 1} convergeix a g¡,-i en la norma de L2(Tk) quan n —>• oo. Per tant
= gk-i- Això implica que F e DomD i DF = u.

q.e.d.



Per iterado podem definir l'operador Dk de $(H) en L2(Tk] ® $(#) = L2(Tfc; $(#)).
(veure [NP]). El domini d'aquest operador serà

DornD* = {F (
n=l

Més en general, donat un element h Ç. íf, podem definir un operador Dh de $(íí) en
$(#) tal que

DhF=(DF,h)H.

El domini d'aquest operador estarà format pels funcionals de F = ^^L0 fn

que

, ._ i-iï < 00.
l T^

n=l

Es clar per la desigualtat de Schwarz que el domini de D^ inclou Dom D.

4. L'operador de creació.

Considerem l'espai de Hubert L2(T;$(Ä')) = L2(T) (g) $(#). Aquest espai de Hubert
es pot descompondre de la manera següent: 0^10 VnÏL2(Tn+l), on ¿2(Tn+1) és el subs-
pai de L2(Tn+l) format per totes les funcions de quadrat integrable sobre Tn+1 que són
simètriques en les n primeres variables.

Considerem u 6 L2(T; $(#)). Per tant podem escriure

UB I un

n>0

Denotarem per ün la simetrització de un respecte les n + 1 variables.



Podem definir l'operador següent:

8 : u 6 £2(T; $(#)) -> 6(u) =
n>0

sempre que

(n + 1)! || Ün ||Í2(Tn+i)< +00.

n>0

Denotarem per Domé el subconjunt dels u e L?(T; $(#)) que verifiquen aquesta con-
dició.

5. Càlcul a l'espai de Fock.

En aquesta secció establim la relació de dualitat entre els operadors D l 8. Aquesta
relació vve donada pel teorema següent:

1.4 Teorema.

Si u e Dom 8, í F 6 DomD, es té

= (F, £(«

Abans de provar aquest resultat, observem que es té el fet següent:

Observació:

Si / € L2(Tn), es té

T"
f\(dtl)···\(dtn)= f f~X(dt1)·..\(dtn).

JTn

En particular, si f , g Ç, L2(Tn) es té

/ fgX(dtl)···\(dtn)= f
JTn JT"



Prova:

Siguin u = £n>0 un i F = £n>0 /„. Aleshores

n ' i íII I • "̂  l f T?• r \ ** TI \ i t' /1 V ' *•i | \ "• V ' / ' \

n>0

n>0

Fent servir que /„+i és simètrica, i aplicant l'observació anterior, s'obté

n>0

q.e.d.

Per tant 8 i D són operadors duals entre si. En particular, 8 és un operador densament
definit i tancat (veure qualsevol referència per a la teoria d'operadors no-fitats en dominis
densos; per exemple [B]).

Per aprofundir la relació entre els operadors D i 8 introduim ara un subspai de Dom 8.
Aquest subspai que denotarem per L1'2 serà la classe dels elements u € L^(T; $(#)) tais
que

i) ut € DomZ?, q.p.t. í e T.

En termes del desenvolupament de u aquestes condicions són equivalents a

n! || Un ||¿a(T»+i)< +00.

Això implica que L1'2 C Domà.

10



Notem que, més en general, podem definir l_n'2 com el subspai de L2(T; $(#)) format
pels elements n vegades derivables amb Dku € L2(T*+1; $(íf)), V& < n. Finalment
podem considerar L00'2 = f|^Li Ln'2.

La importància d'aquest espai L1'2 queda clara en el teorema següent.

1.5 Teorema.

Sigui u.v elements de L1'2. Aleshores tenim

/ (D,vt,Dtv,)nH) X(dt)X(ds).
JT2

Prova:

D'una banda

n>0

D'altra banda

= / (ut,
JT n>o

Per tant la diferència entre aquests dos termes és

J] /[(n
n>0·/T

_ V~Vn i I M / r / - / ^\~ i j\\ («*(••> ¿)un(-,

n>0

n>0

11



ü „ ( * i > " - i V - - * n , * i ) w n ( * i . - - - ,*„,- ,*) A(d t i ) - - -A(d í n )A(d t ) .

Finalment, usant la simetria de vn respecte les n primeres variables i posant s = tn

podem esciure l'expressió anterior com

E n ni (ün(-,í,s)un(-,s,í))L*(T»-i)A(ds)A(df)
JT2

= I (D3ut,Dtvs}^(H)X(ds)\(dt).
JT2

q.e.d.

1.6 Teorema.

Sigui u 6 L1'2 i suposem que Dtu 6 Domà, Vi, A — q.p.í. AJesJiores ó(u) € DomD i

DtS(u) = u t + <5(-Dfu), A — q.p.t.

Prova:

Sigui u = £}„>o un. Aleshores í(w) =

Formalment, podem escriure

n>0

Ara bé, observem que

12



Aleshores,

DtS(u) = S(Dtu).
n>0

q.e.d.

6. Generalització d'alguns conceptes probabilístics.

En aquest secció introduim una sèrie de conceptes abstractes, què en el cas en que
s'interpreta com un espai de variables aleatòries de quadrat integrable coincideixen amb els
conceptes probabilístics del mateix nom. Això quedarà clar quan vegem exemples d'espais
de Fock.

Considerem les definicions següents:

1.7 Definició.

Sigui F 6 $(#) i A € B. Direm que F és A-mesurable si i només si

1.8 Definició.

Si F = i definim la seva esperança com /o € R.

1.9 Definició.

Si F G $(H ) i A 6 #, definim l'esperança condicionada respecte A de la manera següent:

n=l

13



1.10 Definició.

Si u G L2(T] $(#)) = £2(T) ® $(H), direm que és un procés simple si i només si

amb .F,- B j-mesurable i ^(Bj) < oo per j' G {l,...,m}.

Els quatre lemes següents relacionen els operadors d'anihilació i creació amb aquests
conceptes. Els dos primers són immediats.

1.11 Lema.
Si F e DomD i és A-mesurable, DtF = O, Vi e Ac, X-q.p.t.

1.12 Lema.

Si F € DomD i A e B, aleshores E[F\A] € DomD i

DtE[F\A] = E(DtF\A]lA(t), \ - q.p.t.

1.13 Lema.
Si u és un procés simple de la forma u(t) = -Fl#(t), aleshores u 6 Domó i $(u)

^n_Q/n®ls on <§> és el producte tensorial simetritzat.

Prova:

Es suficient veure que

oo

J^(n + 1)! || fn®\B ||¿2(Tn + l)< 00.

n=0

Observem que

1 "

n + i T-̂  n
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Els n + 1 termes d'aquesta suma són ortogonals en L2(Tn+1) per ser F #c-mesurable.

Aleshores,

(n

i per tant,

(n + 1)! || fn®lB ||Í2(r»+i)= ni II /n
n=0 n=0

q.e.d.

Observació:

Aquestes definicions ens permeten definir un producte intrínsec entre elements d'un espai
de Fock de la manera següent:

F • S(1B) = 6(FIB)

sempre que F sigui Bc— mesurable i A(B) < ço.

7. Fórmula de Clark a l'espai de Fock.

Una aplicació dels conceptes i resultats anteriors és la fórmula següent, que permet
representar els elements de l'espai de Fock com imatge per l'operador 6 d'un procés adaptat.

1.14 Teorema (Fórmula de Clark).

Considerem T = [O, !],# = ß[0,1] i X la mesura de Lebesgue. Sigui F G DomD. Siguin
5,t 6 [0,1], amb s < t. Aleshores,

F = E(F\(3, t}c] + 6(E[DrF\(r,

15



Prova:

Considerem la descomposició en caos de F :

n=0

Aleshores,

oo

E[F\(S, t]C] = E /„(*!, - - - , *»)!(.,,]• (*1 ) • • • l(.,t].(*n )•
n=0

D'altra banda,

CXD

8(E[DrF\(r,t]e]l(3tt]) = ¿(E n/B(fi,. - .,*«-!
n=l

Si denotem /in,r(íi,..., ín-i) = l(r,t]«(íi) • • • l(r)t]c(ín_1)l(ji(](r)), el problema es reduei
a simetritzar aquesta funció.

Observem que hn,r = ̂ An
 on

t=i

Per tant

¿(E[DrF\(r,t]c}l(a¡t](r)} =
n=l

Finalment observant que Ac
n = (s,t]c x • • • x (s,t]c queda demostrat el teorema,

q.e.d.
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Veurem ara diversos exemples d'espais amb estructura d'espai de Fock.

8. Exemple 1: Els processos gaussians i l'espai de Hubert dels nuclis auto-
reproductors.

Sigui X = {X(t), t 6 T} un procés gaussià i centrat, definit sobre un espai de probabilitat
(íï,^", P) i indexat per un espai mètric separable i complet T. Suposem que f és la a—
àlgebra generada pel procés. L'espai de Hubert H(X] generat per aquest procés és un
exemple d'espai gaussià.

Sigui R(-, •) la funció de covariancia d'aquest procés, que suposarem contínua. Conside-
rem la família de funcions {Rs,s £ T} on Ra(t) = R(s,t). Sigui H(R) l'espai de Hubert
generat per aquesta família de funcions amb el producte escalar (Rs, Rt) = R(s, t}. Aquest
espai s'anomena espai de Hilbert dels nuclis autoreproductors i esta format per funcions
sobre T tais que

{/, A.) = /(«).

Observem que podem establir la isometria

R, e H (R) —>X3e H(X]

amb

E(XsXt) = (Rs,Rt)H(R)=R(s,t).

Per tant podem considerar que l'espai gaussià H(X} està indexat per l'espai de Hilbert
dels nuclis autoreproductors H(R).

En conseqüència "Hn serà isomorf a H(R)®n i per tant JD2(fü, J7, P) és isomorf a 3>(H(R)).
Per un desenvolupament complet de la teoria en aquest cas, una bona referència és [Kall2].
Veure també [Kalll].

Tenint en compte l'isomorfisme entre L2(íï, f, P) i $(H(R)), l'operador D es pot definir
sobre H(X) de la manera següent: DsX(t) = DsRt, on

DsRt = Rt(s) = R(s,t) = (Ra,Rt)H(R).

Més en general, podem definir DgX(h) = (g,h}fj(R).
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9. Exemple 2: Mesures aleatòries, integrals estocàstiques múltiples i desen-

volupament en caos.

Sigui (T, 5, A) un espai de mesura amb A mesura positiva i a- finita. Considerem
B" = {B e B : A(B) < oo).

Una mesura aleatòria sobre (T, #, A) és una aplicació

X-.B* -^

tal que

E[X(A1)X(A2)} = X(A1 n A2), VA!, ¿2 € B*.

Es diu que una mesura aleatòria és centrada si E[X(B)] = O, V.B e 0*; és diu que és
independent si VAj,. . . ,An subconjunts disjunts de B*, aleshores X(Ai], . . .X(An) són
variables aleatòries independents.

Donada una mesura aleatòria independent i centrada X, podem introduir el concepte
d'integral estocàstica múltiple respecte aquesta mesura (veure [II]).

En efecte, suposem que A és una mesura contínua, és a dir tal que Ve > O, i B G #*,
existeixen Bi,...,Bn e B* tais que B = BI U • • • U Bn i A(5¿) < e, Vi = l,.. . ,n.
Considerem funcions simples del tipus /(¿i, . . . , tp) = lßi(ti) • • • IBP(*P), on BI, , . . , Bp són
de B* i disjunts dos a dos. L'espai vectorial generat per aquestes funcions, que denotarem
per Sp, és dens a L2(TP).

Donada una funció simple /P(ÍI, . . . ,fp), és defineix la integral estocàstica múltiple de
f p respecte X com

Per conveni es pren /o(c) = c, Ve 6 R.
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Es evident que aquesta definició es pot estendre per linealitat a tot Sp. Observem doncs
que hem definit una aplicació lineal

i, : / e sp —> /,(/) e L2(ü)

que compleix les propietats següents:

i) Ip(f) = Ip(f)i on / és la simetrització de /.

ü) (W), W) = E(Ip(f)IM] = p\(f,g).

i n ) ( I p ( f ) , I q ( g ) } = O s i p ¿ q .

En particular, ||Ip(/)||2 = x/P^H/lb < VPll/lh- Per tant Ip és un operador lineal i fitat
amb norma més petita que -\/pí, que podem estendre a un operador lineal i fitat de L2(TP)
a L2(O).

D'altra banda Ip és una isometria entre L|(TP) que és l'espai de les funcions simètriques
de L2(TP) amb la norma modificada per V^I||/||2> i el subspai Cp, format per les /p(/),
que anomenarem caos d'ordre p.

Per a dos exemples concrets de mesures aleatòries independents i centrades tenim resul-
tats de descomposició de L2(0) en suma ortogonal.

En efecte, suposem que la mesura aleatòria independent i centrada és a més a més gaus-
siana, és a dir que les variables aleatòries {X(A), A 6 B*} formen una família gaussiana.
En particular observem que una mesura aleatòria centrada i independent és gaussiana si i
només si V.A G #*, X (A) té llei normal.

Aleshores, H = £2(T) és isomorf a H(X\ amb X(1B) = X(B), l'espai Cp = Hp on Hp

és l'espai que s'introdueix en el teorema 1.1. i si J- = cr{JY"(A), A € B}, es té

n=0

Suposem ara que la mesura aleatòria independent i centrada és poissoniana, és a dir que
VA e B* ,X(A) = N (A) — \(A) on N(A) és una variable aleatòria de Poisson. Aleshores,
si f = ff{N(A\ A e B}, es té també

n=0

Aquest cas el desenvolupem més detalladament en el capítol 2.
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10. Exemple 3: El procés de Wiener.

Un cas particular, tant de la situació en què tenim un procés gaussià i l'espai de Hubert
dels nuclis autoreproductors associat com de la situació en què l'espai de Hubert té una
interpretació com Jj2(T, ß, A), és el de l'espai de Wiener.

En efecte, sigui T = [0,1], B la a— àlgebra de Borel, i A la mesura de Lebesgue. Sigui
W = {W(t}, t G [0,1]} un procés gaussià i centrat amb funció de covariancia R(s, t) = s M.
Es a dir W és el procés de moviment brownià o procés de Wiener.

Es conegut que W té trajectòries continues quasi-segurament, nul.les a l'origen (veure
per exemple [KS]). Podem doncs considerar com espai de probabilitat on esta definit aquest
procés, l'espai canònic, és a dir í! = Co([0,1]), f = cr{W(s), O < s < 1} i P la mesura de
Wiener.

Aleshores

(Rs,Rt)H(R) = R(s,í) = s A i = / l[ofj](«)l[o,t](«)d« = (l[o,s],l[o,í])L2([o,i])- (1)
Jo

En particular tenim

R,( ') = í
Jo

Considerem l'espai H1 de les funcions de fi, absolutament contínues amb derivada feble
de L2[0,1]. Aquest espai és l'anomenat espai de Cameron-Martin. La igualtat (1) identifica
l'espai de Cameron-Martin amb l'espai H(R) i per tant podem considerar H(W) com un
espai gaussià indexat per H1.

D'altra banda, les igualtats (1) proven, en particular, la isometria d'ff(JR) amb ¿2([0,1]).
Podem interpretar per tant W com una mesura aleatòria independent, gaussiana i centrada
sobre [0,1]. Això permet introduir el concepte d'integral estocàstica múltiple respecte el
procés de Wiener.

Tenint en compte les igualtats (1) podem injectar de manera contínua L2([0,1]) en í).
La imatge d'aquesta injecció serà H(R).
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En efecte,

l [0>f] G ¿2([0,1]) —» Rt(-) = f l[0,t](u)du € ü,
Jo

i més en general

/ i (E£ 2 ( [0 , l ] )—> / h(u)du€iï.
Jo

La continuïtat d'aquesta injecció ve donada per les desigualtats següents:

sup I / h(s)ds\ < sup / \h(s}\ds = / \h(s)\ds < ||/t||2.
0<<<1 JO 0<t<l Jo Jo

Aquesta continuïtat juga un paper essencial en la interpretació dels operadors D i 6
en aquest marc. La interpretació d'aquests operadors com a derivada i integral permet el
desenvolupament d'un calcul a l'espai de Wiener, que en particular és un espai de dimensió
infinita.

Per a cada g = L h(u)du, funció de l'espai de Cameron-Mar tin, introduim la transfor-
mació següent:

Tg : LU eü —> w + £ G O.

Aquesta transformació té la propietat que la mesura imatge PT~l és absolutament
contínua respecte P.

Això ens permet donar una interpretació de l'operador Z)/,, definit a la secció 3, com
una derivada direccional en la direcció donada per g.

1.15 Teorema [NZ].

Sigui F G L2(Í7, F, P). Sigui g = JQ h(u)du. Suposem que existeix el límit en L2 següent:

lim -[F(w + eg) - F(w)].

Aleshores F G DomDh i D^F = (DF, h)H coincideix amb aquest límit.
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L'operador dual 6 es pot interpretar com una extensió de la integral d'Itô per a processos
anticipatius. En efecte,

1.16 Teorema.

Sigui u = {ut, O < t < 1} un procés adaptat, mesurable í de L2(íï x [0,1]). Aleshores,

6(u) = í"
Jo

utdWt.

Prova:

Suposem que u< = ¿̂10 I k ( f k ( ' , t ) ) . Aleshores,

m=l

on ara fm es una funció de m + 1 variables, simétrica.

Per ser u adaptat les fm(ti, • • •*m»¿) es poden escollir de manera que s'anul.lin per
max{íi, . . . ,ím} > t. Aleshores,

f1

= /
JO

i substituint aquesta expressió a (2) s'obté la igualtat desitjada.

q.e.d.

Observem també que els conceptes introduits en la secció 6 són generalitzacions de
conceptes probabilístics clàssics.

Per exemple, com que les integrals estocàstiques múltiples són centrades, donat un fun-
cional F de l'espai de Wiener, E[F] = /o(/o) = /o € R, tal com es defineix a 1.8.

D'altra banda, en el marc de l'espai de Wiener, si In(/n) és ̂ -mesurable podem suposar
que les fn es concentren en [O, í]", i això equival a dir que /„ és A-mesurable en el sentit
generalitzat de la definició 1.7.
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Càlcul estocàstic a l'espai de Poisson

Capítol 2

O. Presentació.

L'objectiu d'aquest capítol és desenvolupar un "càlcul estocàstic" a l'espai de Poisson,
anàleg al càlcul estocàstic a l'espai de Wiener. En aquests darrers anys s'han fet diverses
aproximacions a aquesta qüestió.

L'aproximació desenvolupada per Bismut [Bi], Bichteler, Gavereaux i Jacod [BGJ] i
Bass i Cranston [BC] es basa en la perturbació de l'alçada dels salts. Carien i Pardoux
introdueixen a [CP] una interpretació de l'operador D basada en una perturbació dels
instants de salt. Ambdues aproximacions permeten obtenir una formula d'integració per
parts i establir criteris generals per a la regularitat de lleis de probabilitat.

Hem vist que en el cas del moviment brownià, l'estructura d'espai de Fock de l'espai
de funcionals de quadrat-integrable permet donar una definició d'aquests operadors com
operadors que actuen sobre cada caos. L'espai dels funcionals de quadrat integrable mesu-
rables respecte el procés de Poisson té també estructura d'espai de Fock, com ja hem vist
en la secció 9 del capítol 1.

Dermoune, Krée i Wu a [DKW] adapten aquest punt de vista usant la descomposició
dels funcionals obtinguda a travers de la representació de Lévy-Khinchine. D'altra banda
Privault a [P] estudia els operadors que apareixen si es considera l'estructura d'espai de
Fock associada a la successió infinita de temps exponencials independents. L'operador d'a-
nihilació que obté està relacionat amb l'operador gradient introduït per Carien i Pardoux.

Nosaltres, a [NVI] i [NV6], estudiem els operadors d'anihilació D i creació ¿ corres-
ponents a l'estructura d'espai de Fock associada a l'espai dels funcionals de Poisson de
quadrat-integrable. Aquest estudi és el que presentem en aquest capítol.

A diferència del cas de l'espai de Wiener, l'operador d'anihilació no pot ser interpretat
com una derivada, però si com un operador de diferència. En [NV6] desenvolupem aquesta
interpretació, aixi com la interpretació de l'operador adjunt, en el marc de l'espai canònic
del procés de Poisson introduit per Neveu a [Ne]. En particular obtenim una fórmula
d'integració per parts.
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1. El procès de Poisson.

Suposem que (T, B, A) és un espai de mesura on T és un espai localment compacte amb
base numerable, B és la a— àlgebra de Borel associada, i A és una mesura positiva, contínua
i de Radon. Recordem que una mesura es diu de Radon si és finita sobre els compactes.

Denotarem per Mp(T) l'espai de les mesures puntuals sobre T, localment finites (o de
Radon). És a dir, m Ç. MP(T) si i només si m(-) = 5w¿ &,•(•)» i tot compacte de T conté
només un nombre finit de punts í¿. 8t. és la delta de Dirac en el punt í¿.

Introduira en aquest espai la a— àlgebra M.p generada per les aplicacions </>p(m) =
m(F) G N U {oo}, per a tot F e B.

El procés de Poisson es defineix com una aplicació mesurable N d'un espai de probabilitat
(O, F, P) a l'espai (MP(T), Mp], que indueix una llei de probabilitat sobre Mp(T) tal que

i) VF 6 B tal que A(F) < oo, N (F) és una v.a. amb llei de Poisson de paràmetre A(F).
Si A(F) = oo aleshores N(F) = oo, q.s.

ü) Si FI, ..., Fjt són borelians de B, dos a dos disjunts, aleshores JV(Fi),... , JV(Fjt) són
variables aleatòries independents.

Observem que el procés de Poisson ens permet definir una mesura aleatòria indepen-
dent i centrada X (F) = N (F) - A(F),VF 6 B amb A(F) < oo. Per tant podem definir
una integral estocàstica múltiple respecte aquesta mesura, anomenada mesura de Poisson
compensada.

En aquest marc es té també una descomposició ortogonal de l'espai dels funcionals de
quadrat integrable mesurables respecte el procés de Poisson (veure [Og]). En particular
doncs, aquest espai de funcionals té estructura d'espai de Fock. Per tant podem considerar
els operadors D i 8 com operadors sobre aquest espai.

2. L'espai canònic del procés de Poisson.

Introduira, ara l'espai canònic del procés de Poisson. Per tal de simplificar l'exposició
suposarem que A és una mesura finita. Si A és una mesura de Radon no necessàriament
finita, també es pot construir l'espai canònic de Poisson (veure [Ne]), i tots els resultats
següents es poden estendre adequadament.

Considerem la reunió disjunta fí = U^_0Tn, on T° = {a}, i a és un punt distigit. Podem
introduir sobre fi una a— àlgebra f definida de la manera següent: G C O pertany a J-
si i només si G D T" G B®n per a tot n > 1. Si An és la mesura producte a T", per a tot
n > 1, i A° és ¿a, podem definir sobre (£ï,.F) la probabilitat P donada per

P(G} =
• n=0
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Amb aquests ingredients introduirem un procés de Poisson sobre aquest espai de pro-
babilitat (íí,^", P). Considerem l'aplicació N de fi a MP(T) tal que per a tot n > 1 es té
N(SI ,..., s n) = X^"=i ^*i > i N(a) = O- Evidentment es tracta d'una aplicació mesurable ja
que VF € £,

n

.,F) = fc}nTn = {(5i,.. . ,5n) :^2
i=i

Aquesta aplicació té les propietats següents:

i) P{N(T) = k} = e

En particular, P restringida a Tn és una mesura equivalent a An , per a tot n > 1.

D'aquestes propietats es dedueix que N és un procés de Poisson (veure [Ne]).

En efecte, sigui FI, . , . , F^ una partició de T. Considerem RI, . . . , n* tais que ni H ----- 1-
jt = n. Aleshores,

( )!A(T)n|
1=1 v ' ^ '

Això prova de manera immediata les dues condicions que caracteritzen un procés de
Poisson d'intensitat A.
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Una propietat essencial que es demostra a [Ne] és la següent:

2.1 Lema.

Sigui ß®ra la sub-CT-àlgebra dels borelians simètrics de Tn. Sigui J- s la cr-àlgebra gene-
rada pels conjunts G e f tais que G n T" 6 ßf n. Aleshores tenim N~l(Mp(T)) = FS-

Aquest lema ens diu en particular que els funcionals mesurables respecte el procés de
Poisson seran funcionals amb les projeccions sobre cada T" simètriques.

Recordem dues propietats adicionáis d'aquesta mesura de probabilitat P.

1. P{N({t}) > 1, per algun t e T} = 0.

2. Per a qualsevol í e T fixat, P{N({í}) > 1} = 0.

Aquestes propietats són immediates usant el fet que sobre cada T" la mesura P és
equivalent a A".

3. L'operador de translació i el seu adjunt.

Recordem que la cr-àlgebra Fg introduïda en el lema 2.1. coincideix amb la cr-àlgebra
generada pel procés de Poisson N. Considerem una variable aleatòria F que sigui FS-
mesurable i fixem t £ T,

Es defineix la variable aleatòria fytF de la manera següent:

, . . . 5n) = F(Sl , . . . an, *) - F(sl , . . . , an), n > 1,

VtF(a) = F(t) - F(a).

D'altra banda, si u = {u3,s 6 T} és un procés estocàstic mesurable tal que

i < CO,
T
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es defineix una variable aleatoria <&u de la manera següent:

), n > 2 ,

ti)(si)«Sl(a)- /
./r

a) = - / u,(a)A(dS).
JT

L'operador $ està ben definit de L°(f2) a L°(í) x T), i, anàlogament, l'operador $ és
una aplicació de L°(Çl,Ll(T)) a L°(fi). Això és cert com a conseqüència del fet que P
restringida a T" és una mesura equivalent a A", per a tot n > 1.

4. Una formula d'integració per parts.

La relació de dualitat entre aquests dos operadors ve donada per la fórmula d'integració
per parts següent:

2.2 Teorema.

Considerem F e jL°(fí) i u 6 I/°(fi x T), teds que JT\ua\\(ds) < oo. Suposem que
E(JT\Fut\\(dt)) < oo.

Aleshores F$u e i1 (fi) si i només si E(fT \^tFut\X(dt)} < oo, i en aquest cas

u = E
T
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Prova:

Tenim,

/Usj(s^...,s^...,sn}- í us(s„...sn

f FM(u.M- í us(Sí}\(ds))dP + F(a) í u3(a}X(dS}.
JT JT JT

D'altra banda,

E( í tf
JT

+ /[F(í)-F(a)]«t(a)A(dt).
^T

Aleshores és suficient veure per a cada n > 2 que

"
s. (Ä!,. . .

n-! , • • . ,a„-i)A(di)dP.

La restricció a T" de dP ve donada per
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Per tant hem de comprovar que

/ F(3t,. . . ,*„)£«.,(
JTn £TI

n
ai,

f f
= / /

7r"-i 7r

i això és clar perquè F és un funcional simètric,

q.e.d.

5. Propietats dels operadors $ i \I>.

Ara establirem la relació entre els operadors ty i $ introduits abans i els operadors D i
6 associats a l'estructura d'espai de Fock subjacent a Z/2(í)).

2.3 Lema. Per a tota funció gm 6 L|(rm), es té per a tot u = (s l 5 . . . , sn) 6 T" q.p.t.

A més amés, Jm(f l fm)(*i , . . . ,<m)(«) = (~l)m JT? 9m(ii,- • • ,*m)A(díi)- • • \(dtm).

L

Prova:

Ambdues expressions coincideixen quan gm és una funció simple, i defineixen operadors
lineals i fitats sobre L2

s(T
m).

q.e.d.

2.4 Lema.

Si F = Im(gm) on gm e ¿|(Tm), es té VtF(uï) = D(F(o>) quasi per iot (w, t) G O x T.
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Prova:

Fixem n > 1. Per a tot w = (si,... ,sn), definim la mesura JV(u>) = ]Cj=i ̂  ~~ ^-
Aleshores, pel lema 2.3. tenim quasi per tot (w, í) 6 Tn x T,

= Y^
r;»

= m /

La darrera igualtat se segueix de la definició de l'operador D sobre les integrals estocàs-
tiques múltiples.

En el cas u = a, per la definició de l'operador * tenim (\I>íF)(a) = Im(í7m)(í) —
Im(gm)(ci)- A més a més, N(a) = —A, i pel mateix argument s'obté ^tF(a} = DtF(a).

q.e.d.

2.5 Lema.

Sigui gm una funció de jC2(rm+1) tal que per a tot t e T, flrm(-,í) G ¿|(Tm)- S%UI'
ut = -Ím(í7m('>*))> aleshores $u = ¿u q.s.

Prova:

Recordem que ¿(u) = Jm+i(gm(-,í))(o;), on gm denota la simetrització de la funció gm

en totes les seves variables. Pel lema 2.3. s'obté quasi per tot w = (sj,. . . ,sn), n > 1,

(3)

= / gm(tl,...,tm,t)N(u)(dtl)···N(u)(dtm)N(u)(dt)- f ut(u)X(dt)
JT,m+l ./r

30



- í
./T

Definim per a tot j = l,..., n, N^(u) = Y^-i i^tj <^i ~^- Aleshores, podem descomposar
N com JV(w) = 5,,. + Nj(u).

Usant aquestes notacions l'expressió (3) es pot escriure de la manera següent:

, - - - , ¿m, Sj)l{(i?ÍSj ,,-=!,...,

- f ut(w)\(dt).
JT

Els termes corresponents a A; = 1, ... ,m en la suma anterior s'anul.len. Per tant, tenint
en compte la definició de l'operador $, obtenim

q.e.d.

La proposició següent caracteritza el domini de l'operador D en termes de la integrabili-
tat en L2 de la variable aleatòria F i el procés 3>tF- Un resultat similar val per l'operador
8.

2.6 Proposició.

Sigui F una variable aleatòria de L2(íï). Aleshores $F G L2(Í7 x T) si i només si
F G DomD i en aquest cas DF =
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Prova:

Suposem primer que \&F G L2(Í2 x T). És suficient veure que existeix un procés 77 6
£2(ßxT) tal que per a qualsevol integral estocàstica múltiple de la forma ut = Im(gm(-,í)),
on gm € .L2(Tm+1) i és simètrica en les primeres m variables, es té

Per la fórmula de dualitat es té

Per tant, 77 = $F £ L2(£l x T) satisfà la condició desitjada.

D'altra banda, si f € DomD, per a tot u< = Im(gm(-,í)) com abans, i, mitjançant la
dualitat entre els operadors D i ¿, el lema 2.5. i el teorema 2.2. s'obté

E[(DF,u}} = E[FS(u}] =

Per tant if? F = DF, i això completa la prova de la proposició.

q.e.d.

Un resultat similar per a l'operador 6 és el següent:

2.7 Proposició.

Sigui u = {«t, t € T} un procés estocàstic a £2(0 x T). Aleshores $u G £2(Í2) si i només
si u € DomS i en aquest cas 8u — $u.

Prova:

Suposem primer que $u 6 £2(ü). Per a tot F = /m(<7m) usant el lema 2.4. i el teorema
2.2. s'obté

E((u,DF)L,(T)} = E[(u,

Com a conseqüència, ¿(u) = $(u).
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A la inversa, si u G Dome, per a tot F — Im(gm), usant la dualitat entre els operadors
D i ¿>, el lema 2.4. i el teorema 2.2. s'obté

E[FS(u)] = E[(DF,u)] = £7[{*F,«)] = E[F$u],

Per tant 6(u) = <&(u), i això completa la prova de la proposició,

q.e.d.

6. Aplicació als instants de salt del procés de Poisson.

Una aplicació d'aquests resultats és el càlcul de la translació dels instants de salt del
procés de Poisson. En efecte, sigui T = [0,1], i siguin Si, Sa,. . . , Sn, els instants de salt del
procés de Poisson standard sobre T. Calcularem la transformació ítSj = Si(u)+6t)—Si(u>).

Tenim,

>tSi = 0 si t > Si

si S,-_i < í < S,-,

*(S¿) = S¿_! - S,- si í < Si_i.

Per tant,

i per exemple per i ; = l,

Observem que es compleixen les hipòtesis de la proposició 2.6. ja que els instants de sait
tenen moments de tots els ordres. Aleshores í'tS,- = DtSi q.s.- q.p.t.
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Notem també que aquest operador $ és no-local tal com es dedueix de l'exemple següent.
En efecte, suposem que F i G son funcionals que coincideixen i són iguals a zero en el
subconjunt (JV(l/2) = AT(1)} i prenen els valors 1 i 2 respectivament en el complementari.
Per a tot t > 1/2 tenim 3>tF = 1 i VtG = 2.

7. L'operador $ corn integral estocàstica.

El teorema següent permet interpretar l'operador $ com una generalització de la integral
estocàstica respecte el procés de Poisson, en el sentit que coincideix amb aquesta integral
sobre els processos previsibles.

2.8 Teorema.

Suposem que T = [0,1], i sigui u = {ií<,í G [0.1]} un procés previsible tal que J0 \ut\dt <
oo.

Aleshores tenim

f1

= / u(t)dN(t).
Jo

Prova:

Per a tot t 6 [0, 1] denotarem per jFt la cr-àlgebra generada per les variables aleatòries
{Na,Q<s<t}.

Suposem primer que u és un procés simple tal que u(í) = F ( u j ) l ( a j ] ( t ) i F és Fa-
mesurable, aleshores per a tot u = (sj, . . . , sn), n > 1, és té

n í1

u)(w) = J^F(5i,...,JJ · , . . . ,an)l (a f6](5J ·)- / «í(w)dí.
j=i Jo

El fet que F és fa -mesurable implica que per a tot n > 1 i per a tot k = O, . . . , n,
F(SI , . . . , 5n) depèn només de les coordenades {.si , . . . , s* } en el conjunt {sk < a < Sf.+i }•
Ppr tarif s'rVht.p

\ * / / '"f

Per tant s'obté

- Na) -
f1

- a) = /
Jo
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Finalment aquesta igualtat es pot estendre a tots els processos previsibles que verifiquen
J0 \ut\dt < oo mitjançant un argument de pas al límit.

En efecte, es pot trobar una successió de processos previsibles elementals, és a dir de
combinacions lineals de processos de la forma = F(u;)l(aiè](í), on F és ,F0-mesurable, que
denotarem per un tais que J0 \ut — u™\dt convergeix en probabilitat cap a zero quan n
tendeix cap a infinit. Aleshores tenim

í1

"= / un

Jo

i passant al límit quan n tendeix a infinit, i usant la definició de l'operador $ s'obté el
resultat desitjat.

q.e.d.

Per a processos no-previsibles no podem interpretar 8 com l'operador $. Ens plantegem
ara donar una interpretació de 6 per aquest tipus de processos. Veurem que podem in-
terpretar <5 com una integral de Poisson-Wiener menys un terme correctiu. Aquest terme
correctiu es pot expressar en termes de totes les derivades de u en els instants de salt del
procés de Poisson.

Prèviament necessitem introduir dos lemes. El lema següent ens dóna una fórmula del
producte per l'operador de translació $í, que ens serà útil.

2.9 Lema. Siguin F i G funcionals de L°(íi). Aleshores,

G • *,(F) + *t(F) • #t(G), q.s. - q.p.t.

Prova:

tft(F • G) = F(u> + ót) G(u + St) - F(u) G(u)

= F(w + St) G(u + St) - F(u + ¿í) G(w) + F(u + 6t) G(u) - F(w) G(u)

G + F V
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= F *,(G) + G *t

q.e.d.

Sigui ara u un procés de L2(T; L2(£!}). El resultat següent ens permetrà calcular 8 d'un
procés elemental:

2.10 Lema.

Sigui u € DomS i F e DomD. Suposem també que DF • u € Domo, (u,DF) € £2(fí),
F<5(u) e L2(fi), i F • u € L2(fí x T). Aleshores,

Fwt 6 Dom S,

6(Fut) = F6(u] - í utDtFX(dt) - 6(DFu).
JT

Prova:

Sigui G 6 Dom£>. Notem que DomD és dens a L2(£i). Com que F • ut 6 L2(íï x T), i
usant el lema, es té

E í FutDtG\(dt) = E í
JT JT

Usant la fórmula del producte introduida abans, i la dualitat intrínseca entre els opera-
dors í' i $ es té

E((F • tttl ^ tG)L2(r)] = E((u,

E[G(u, *F)¿2(T)] - E((u
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Aquests tres termes són finits com a conseqüència de les proposicions 2.6. i 2.7. i de les
hipòtesis del lema.

Finalment,

= E[G{F6(u) - f utDtFX(dt) - 6(uDF)}}
JT

= E[G6(Fu)},

q.e.d.

Observació:

Aquest lema ens permet provar d'una altra manera el fet que la integral de Skorohod
és una generalització de la integral respecte el procès de Poisson definida trajectòria a
trajectòria. En efecte, si T = [O,1], i u £ DomS és previsible,

/•i
= / u(t)dN(t).

Jo

¡a que tot procés previsible de -£2([0, 1]; X2(0)) pot ser aproximat per combinacions lineals
de processos previsibles elementals del tipus _Fl(s>f] amb F funcional J~\Qt¿\— mesurable,
:om ja hem vist a la prova del teorema 2.8.

Usant el lema anterior es té

)= FdÑ(u}.

Finalment la isometria de la integral de Poisson-Wiener prova l'equivalència entre les
ntegrals.
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El teorema següent dona la interpretació de 8 per a processos no previsibles

2.11 Teorema. Si u £ L1'2, existeix un procés A = {As,0 < s < 1} tal que

í1 - r1

8(u] = \ usdN3 - / A3dNs.
JQ Jo

Prova:

a) Sigui {/i, /2, • • • , /fc, • • • } una base ortonormal de £2([0,1]), amb les f j fitades. Sigui
una funció fitada. Considerem la classe »So de processos del tipus

* e [o, i].

Provarem per inducció sobre k que aquests processos verifiquen el teorema amb

A(s) = D9us - D3Dsu3 + - - • + (-l)*-1!),"-! .̂

En efecte, si fc = 1 es té u(í) = Ji(/)<^(í), í G [0, 1]. Aleshores,

«(u) = /!(/)$(#- /
Jo

Ara bé JD«/i(/) = /(í) i aleshores,

u(a)dJV(«)- /
o Jo

í1
- /

JO
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Si el resultat és vàlid per k veurem que també és vàlid per k + 1.

Considerem doncs u(t) = Ik+i(fil ® • • • ® /,-fc+1 )(^>(í) amb t e [0,1].

Aleshores, usant el lema 2.10. tenim

o

Ara bé,

Jt+i

Aleshores,

*+i

j=i

/-i
/

«/O

Per la hipòtesi d'inducció es té

o
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Finalment

H-1

j=i

r\
I fij

"O

fc+l i k

+
-i

D-1)'"1 /
1=1 -70

f i H-i /•:
- DtutdNt + Y,(-Vl Dl

su
JO _ Jo

sdNs

b) Recordem que L1'2 és un espai de Hubert amb el producte escalar

D'altra banda, tenim la isometria

HA(«)llL*(n) = IMIï,*(nx[o,i]) +E I I D3utDtu3dsdt.
Jo Jo

Donada u 6 L1'2 podem construir una successió {u^}^^ € So tal que

i) u<n) —» u en L2(0 x [0,1]).
ü) j}u(n) _^ £,„ en L2(ß x [o,l]2).
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Aleshores per la isometria, es té

= u - E f f D3(ut-u(
t
n))Dt(u3-

Jo Jo

Però,

\E í í D3(ut - u(
t
n))Dt(Us - u£B))dsdí|

Jo Jo

<E{(fl fï\D3(ut-u
(
t
n))\2dSdty/2(f1 ¡l\Dt(ua-u^}\2dsdtY/2}

Jo Jo Jo Jo

i per tant

, en

En particular, 8t(u
(n)] = 6(u^l[0tt]) i jj u(

s
n)ds convergeixen en £2([0,1 x fi) a 6t(u) i

f0 Ugds respectivament.

Ara be, podem escriure

- f u^ds.
Jo
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Aleshores,

6t(u) í uads.
Jo

a L2(Çl x [0,1]), i existeix una parcial que convergeix q.s.-q.p.t. en Q x [0,1].

Per tant 8t(u) + Jl u3ds és constant sobre els intervals [S'í(w), Si+\(uj)) com a funció de
í, on Si són els instants de salt del procés N.

Finalment doncs podem definir R tal que

6t(u) + f usds = í R(s)dN(s],
Jo Jo

i per tant existirà A tal que

r* ~ t1
(u} = l u3dN3- / A(s)dN(s)

Jo Jo

puntualment en t.

q.e.d.

Observació:

Recentment A.N. Al-Husseini i L.Tang han donat una interpretació específica de la
fórmula de Clark en l'espai de Poisson per a funcionals de Dom D del tipus G(Si,... Snj... )
on els Si són els salts del procés de Poisson, i la G és fitada i amb derivades parcials
uniformement fitades [AH-T].
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Continuïtat absoluta de la llei del màxim d'un procés
continu

Capítol 3

O. Presentació.

Sigui T és un espai mètric compacte i X — {-X"(í), í G T} un procés estocàstic mesurable
i amb trajectòries contínues quasi-segurament. El problema que ens plantegem en aquest
capítol és determinar condicions necessàries per tal que el suprem de X, que denotarem
per

M = sup X (t),

sigui una variable aleatòria amb llei absolutament contínua respecte la mesura de Lebesgue.

Primer de tot analitzarem el cas paradigmàtic del procés de Wiener standard. Veurem
després el resultat clàssic per a processos gaussians obtingut per D.Ylvisaeker a [Yl]. En
relació amb aquest resultat hi ha també la referència de [Ws]. Finalment estudiarem el
problema des del punt de vista del càlcul de variacions estocàstic. En efecte, si X és un
procés definit en l'espai de Wiener, M serà un funcional sobre aquest espai, i per tant
podem usar el càlcul de variacions estocàstic com a eina per estudiar la seva continuïtat
absoluta.

1. El màxim del procés de Wiener.

Suposem que {X(t), t 6 [0,1]} és el procés de Wiener o moviment brownià standard, nul
a l'origen. Sigui y > 0. Aplicant el principi de reflexió tenim que

P{M > y} = P (M > y,.Y(l) > y} + P{M > y,X(l) < y}
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= 2P{M > y,X(l) > y} = 2P{X(l) > y}.

Si denotem per $ la funció de distribució de la distribució normal standard tenim que

P{M < y} = 2$(y) -1 = 2 T -^
JQ V2V27T

Per tant la variable M tindrà una densitat de probabilitat donada per

-" /2, ye[0,oo) .
7T

2. El màxim d'un procés gaussià (mètode clàssic).

Sigui T un espai mètric compacte i {X(t),t € T} un procés gaussià amb funció de
mitjana //(í), funció de covariancia K(s,t~), i amb trajectòries contínues quasi-segurament.

3.1 Lema.

La funció de mitjana i la funció de covariancia són contínues.

Prova:

Considerem una successió de punts {tn}n de T que convergeixi cap a í 6 T. En el cas
d'una família gaussiana la continuïtat quasi-segura implica la continuïtat en L2 (veure
[H]). Aleshores el lema es dedueix immediatament.

q.e.d.

3.2 Teorema.

Suposem ara que A'(í, í) > O, Vi 6 T. Aleshores M és una variable aleatòria amb llei
absolutament contínua respecte la mesura de Lebesgue.

Observació:

Es clar que aquest cas no cobreix l'anterior ja que el procés de Wiener a [0,1] té variància
nul.la per a t = 0.
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Prova:

a) M és una v.a. En efecte, per ser T compacte, podem escollir un subconjunt T0 C T
numerable i dens. Si TO = (íi,... ,ín,... }, podem definir les variables aleatòries

Mn = max { X ( t i ) } .
Ki<n

Per la continuïtat q.s. de les trajectòries, Mn convergeix q.s. cap a M = supí€T.X"t.

b) Veurem primer que Vk > O existeix una constant C(k) tal que

P{y - e < M < y + e} < C(k}t, Vy < fc, Ve 6 (0, 1).

La constant C(fc) dependrà de la funció de mitjana i de la funció de covariancia del
procés.

Per això començarem per provar que

(4)

i després aplicarem el fet que la convergència q.s. de les Mn cap a M implica la seva
convergència en llei.

Per provar (4) ho farem en tres etapes.

1) Suposem que K(t,t) = 1 i que inft6j-//(¿) > 0. En aquest cas podem calcular direc-
tament la densitat de Mn.

En efecte, fixada y 6 R, tenim que

P{Mn <y} = £>{Mn < y, *(*,-) = Mn}
i=l

ja que per ser X(ti) — X ( t j ) gaussiana, P{X(ti) = X ( t j } } = O, excepte en el cas que la seva
llei conjunta sigui degenerada i es concentri en {X(t¿) = X ( t j ) } , i en aquest cas podem
treure una de les dues variables sense que Mn en quedi afectat.
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Podem escriture l'expressió anterior corn,

í i )e ( -oo ,y] ,A-( f¿) = Mn}
i=i

i pel teorema d'existència d'una versió regular de la probabilitat condicionada (veure per
exemple [D]), tenim que l'expressió anterior val

f" ¿P{X(*i) = Mn\X(ti) = x}fx(ti}(x}dx,
J-°° i=i

on les X (t j) són variables aleatòries normals amb mitjana //(í,-) i desviació típica 1.

Aleshores podem escriure,

¿=i

on <f> és la funció de densitat de la distribució normal standard.

Derivant en el punt y obtenim la densitat de A/n,

n

/A/n (ï/) =

1=1

Observem ara que la funció

n

Gn(y) = £P{X(í,-) = Mn\X(ti) =
1=1

és creixent en y.
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En efecte,

P{X(ti) = Mn\X(ti) = y]

= P{X(tj}<y,Vj¿i\X(ti} =

Restant fí(tj) a banda i banda de la desigualtat X(tj) < y, sumant-li i restant-li a la
banda esquerra p i j ( X ( i i ) — /¿(¿f)) on pij es la correlació entre les variables X(ti) i X ( t j ) ,
i denotant Y(ti) = X(ti) — /z(<¿) tenim que l'expressió anterior es pot escriure

(5) P{Y(tj) - pijYfr) + pijYfr) < y - rttjM ¿ i\Y(ti) = y -

Observem que,

cov(y(*,-), Y(tj) - pijY(tM = cov(F(í¿),

i això és nul ja que per ser A"(í, í) constant, es té varK(í,-) = varF(íj), Vi, j = 1, ... n.

Per tant l'expressió (5) s'escriu

P{Y(tj) - P

Sota les hipòtesis que suposem, és clar que aquesta expressió és creixent, ja que l—pij > O
i) > 0.

Aleshores,

rv+e
P{y-e<Mn<y + e}=: / <j>(x)Gn(x)dx

Jy — f

y-f V27T V27T
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Ara observem, que

yoo

Gn(y + O / ¿(y)dy < P{Mn > y + e} < 1.
Jy+e

Per tant,

Gn(y + e) < -T*,-?;

Aleshores,

P{y - 6 < Mn < y + e) < .-r
v 2îr J fc+i

2) Suposem ara que infí6r/í(í) = —/, on / > 0. Aleshores si -X"(i) = X(t) + î V< 6 T i
Mn = max{X(fi),..., X(tn}}, es té, Mn = Mn + /, i per tant,

P{y - e < Mn < y + e} = P{y + / - e < Mn < y + / + e} < C(k + /)2e.

3) Finalment suposem que A'(í, í) > O Vi G T. Definim er = inf(gr cr(í)- Tenim,

P{y - e < Mn < y + e} = P{-e < max (X(í,-) - y) < e}
K«<n

max - max
' o: g_ g_

Ara, U t = y/7^ és un procés amb funció de covariancia constant a la unitat i per tant,
per l'apartat anterior, es té
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P{y - e < Mn < y + 6} <
V27T0: Jfc+1 (p(x)dx

on C(&) depèn de q_ i de fc.

Hem provat doncs que, sota les condicions del teorema,

P{y - e < Mn < y + e} < C(fc)c.

on la constant C(y) depèn només d'ï/, de la funció de mitjana i de la funció de covariancia
del procés X.

c) Si ara G C (—00, k] és un obert amb mesura de Lebesgue finita, podem esciure
G = U¿^i(y¿ ~~ eMÍ/« + e¿] on aquesta reunió és disjunta, i e¿ < 1,V¿ > 1.

Aleshores,

00 00

P{M e G} = ̂  P{yi -ei<M<yi + ei}<Y, C(fc)e¿ < sup C(fc)A(G).
¿=i ¿=i

d) Volem veure finalment que VJ5 6 OR tal que \(B) = O, on A és la mesura de Le-
besgue, tenim P{M 6 B} = 0. En efecte, sigui B un borelià amb mesura de Lebesgue 0.
Considerem KN = [-./V, ./V]. Veiem primer que P(M € B n KN] = O, VN > 1. Observem
que Vi > O, podem trobar G obert tal que B n K N í G Ç KN+1, i \(G) < \(B n A"jv) + 8.
Aleshores,

P(M G B n AOv) < P(M G G) < C(JV + l)A(G) < C(N + 1)6.

Si fem tendir 8 a O es té P{M e B n /iT^} = 0 V./V > 1, i per tant P{M e B} = 0.
t

Observació:

Podem repetir el raonament per —X. Això ens permet provar un resultat anàleg per a
\X\. En efecte és clar que —X compleix les condicions del teorema, i per tant val el mateix
resultat.
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Sigui ara M = sup(gr |-X"(í)|. Tenim,

P{M eB}< P{M eB} + P{-m € B]

on 77l és el mínim del procés. Observem que —m = max í ey(—X(t}\

Aleshores, aplicant el teorema anterior, si \(B) = O, es té P{M 6 B} = 0.

3. El màxim d'un procés continu (aplicació del càlcul de variacions estocàs-
tic).

Suposem ara que el procés X = {X(t),t 6 T} està definit sobre un espai gaussià
(í),.íf, P) (veure la secció 1 del capítol 1).

Abans d'enunciar els dos teoremes principals, necessitem els dos lemes següents, bàsics
en el càlcul de variacions estocàstic.

3.3 Lema.

Sigui {Fn}'^Ll una successió de variables aleatòries definides sobre un espai gaussià, a
valors en un espai de Hilbert separable Y. Sigui p>2. Suposem les hipòtesis següents:

1. Fn € Dl>'(Y).

2. Fn—>n^+00Fen£*(fí,r).

3. {DFn, n > 1} e's una successió fitada a Lp(Çl, H ® F).

Aleshores,

F E Dl>p(Y) i DF és límit feble en la topologia de u*(LP(iï,H ® Y),Lq(tt,H ® Y))
d'una parcial de {DFn,n > 1}.

Prova:

Considerem {DFn,n > 1}, successió fitada a Lp(£l,H ® F). Com a conseqüència del
teorema de Banach-Alouglu, existeix una parcial {DFn(k),k > 1} que convergeix feble-
ment en la topologia w*(Lp,Lq) cap un element u e LP(Ú,H ® F). En particular, hi ha
convergència feble en L2 ja que la successió {DFn}'^Ll també és fitada en L2.

El problema està en identificar aquest límit u amb la derivada de la variable aleatòria
F. Per això prenem v 6 Dom8 C L2(íï, H ® F). Aleshores,
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= lim (Fn(k),6(v))Li(ntY) = (F,S(v))mn,Y)-

Per tant, u = DF a I/2(0, Y <8> H\ ja que Dome és dens a L2(ft, if (g) F).

q.e.d.

3.4 Lema. /MNSj

Sigui g : Rd —»• R, una fundo lipschitziana, i F una vector aleatori a valors a Rd, és a
dir, F = (F1,..., Fd) i suposem que F* 6 D1'', Vi = 1,..., d. Prenem p>2 fixat.

Aleshores, g(F) <E D:'p i

1=1

on Jes GÍ són variables aleatòries fitades per la constant de Lipschitz L de g.

En particular, si g G C¿(Rd), on Cl(Rd) és l'espai deies funcions derivables amb derivada
contínua i fitada, d = (dig)(F).

Prova:

La idea bàsica de la prova consisteix en aproximar g per una successió de funcions
g n € C¿ (Rá), i usar per a aquestes, la regla de la cadena següent:

d
Dgn(F) = '

t=i

Començarem per construir una successió de funcions de Cl(Rd), {gn}^=i, convergent a
g de manera uniforme.

Considerem la funció regularitzadora a : Rd —» R, que compleix les hipòtesis següents:

1. a € C1(Rd) i té suport compacte que denotarem per K.

2. a >0,V;r e K.

3. fK a(x}dx = 1.

Definim ara l'aproximació de la identitat

an(x) = nda(nx),Vn > 1.
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Mitjançant la convolució, podem definir la successió regularitzada gn = g * an, Vn > 1.

Es a dir,

9n(y] = g(y - ¿)<*n
JR*

= í an(y-t)g(t)dt,VyeRd.
jRd

Aquestes funcions gn són de C1(Rd), i, gràcies al teorema de derivació de la integral
paramètrica, es té

Observem ara que les gn convergeixen de manera uniforme a g. En efecte, si L és la
constant de Lipschitz de g tenim

Ií7(y)-Í7n(y)| = | / g(y)a(t)dt- í g(y - ï)an(t)dt\
JR* JR*

= | / g(y)a(t)dt -í g(y - -)a(t)dt\
JR* JR* «

\g(y) - g(y - -)\a(t)dt
R* n

< - \t\dOt(t)dt < -
n JRd n

i d'aqui es dedueix que supy6Rd \g(y) — gn(y)\ tendeix a O quan n tendeix oo.

Per tant les gn(F] tendeixen quasi-segurament i en Lp cap a g(F). D'altra banda, les gn

són de C1(Rd}, amb deri\"ades fitades per L.
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Aleshores, aplicant la regla de la cadena per a l'operador D, tenim que

Dgn(F) =
i=l

Tenim doncs una successió {gn(F)}n de variables aleatòries de Dli? que convergeix en
Lp cap a fir(F), i la successió de {Dgn(F)}n és una successió fitada a Lp(0,íí). En efecte,

suP||¿(%n)(F)£>F¿||Ll,(íí)/í)

Estem doncs en condicions d'aplicar el lema 3.3. Aleshores, g(F) G D1(P i Dg(F) és el
límit feble d'una parcial de {Dgn(F)}n que denotarem per {Dgn(k)(F)}k.

D'altra banda la successió o,-<7n(jt)(F) està fitada per L de manera uniforme. Per tant,
existeix una parcial d'aquesta que convergeix cap a una variable aleatòria Gj fitada per L
en la topologia uj*(L°°,L1}.

Aleshores, Dg(F) = £?=i G¿DF¿.

Establirem ara el teorema principal del capítol

3.5 Teorema [NV2].

Sigui X — {X(t), t 6 T] un procés continu, i T un espai mètric compacte. Suposem les
hipòtesis següents:

hi) E{maxt€T\X(t)\2} <oo.

h2) X(t) € D1'2; Vt 6 T, el procés (DX(t},t 6 T} a valors a H, admet una versió
contínua, i, F{maxtgr||-D-^(í)|lH} < °°-

Aleshores, M e D1'2.
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Prova:

Sigui TO = {¿i,..., ¿n , . . . }, un subconjunt dens i numerable de T, que existeix per ser
T compacte. Considerem les variables aleatòries Mn = max{JT(íi),..., X(tn)}.

És clar pel lema 3.4. que Mn G D1'2, Vn > 1. A més a més Mn —>n-*oo M quasi-
segurament per la continuïtat del procés. Finalment per la hipòtesi hi) i el teorema de
convergència dominada aquesta convergència també és certa en L2.

Volem aplicar el lema 3.3. Per tant només ens resta comprovar que {DMn}^.j és una
successió fitada a L2(íï, H). Serà suficient veure

q.s.

i aplicar la hipòtesi h2).

Fixat n podem construir la partició d'fi següent:

= {Mn =

etc...

Aleshores per la localitat de l'operador D es té ||DMnj|/f = ||IXX"(íj)||# q.s. en Aj. En
particular

\\DMn\\H<*uv\\DX(t)\\H
tÇ.T

q.e.d.

Hem demostrat que, sota certes condicions, M és una variable aleatòria de D1'2. El
teorema següent ens dóna una condició suficient per a que un funcional de D1'2 tingui

• una llei absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue. El teorema en el cas
unidimensional (veure [BH2]) és el següent:

3.6 Teorema (Bouleau-Hirseh) [BHl].

Sigui F és una v.a. de D^*, i suposem que ||.DF||# > O q.s. Aleshores, F és una
variable aleatòria absolutament contínua respecte la mesura de Lebesgue.
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Prova:

a) Suposem primer que \F\ < 1.

Sigui B un borelià de R de mesura de Lebesgue A, nul.la. Volem veure que P {F G B} =
O, o equivalentment I B ( F ) = O q.s.

Considerem la mesura // = P·F~1 + \. Observem que ¡J·(B) = P{F e B} < 1. Aleshores,
Vn > 1, 3Fn tancat i Un obert tal que Fn Ç B Ç Un i fj.(Un - Fn) < ̂ .

Pel lema de Urisohn podem construir una successió {gn}^=i tal que gn pren valors a
[0,1], és contínua, val O a U„ i l a Fn. Aleshores aquestes funcions coincideixen amb 1#
fora del conjunt Un — Fn. D'altra banda n(Un — Fn) < ^, i per tant tendeix a O quan n
tendeix a infinit. Per tant, la successió de les funcions gn convergeix //-q.p.t. cap a IB-

Definim ara,

ry
= / lB(x}dx

J-i

ry
4>n(y] = I gn(x}dx.

J-i

Observem que <f> = 0. Per la convergència puntual de les gn a IB(^) i el fet que \gn\ <
1 Vn > 1, aplicant el teorema de convergència dominada, tenim la convergència en tot
punt de les <f>n(y) cap a O, i per tant la convergència de les <j)n(F) cap a O Vu; 6 íï.

Observem però que les <f>n(F) estan fitades per 2 i de nou pel teorema de convergència
dominada es té la convergència en Ií2(íï) de les <j>n(F) cap a 0.

D'altra banda es té </>„ 6 Cj, és a dir són funcions de classe C1 amb la derivada fitada.
Aleshores per la regla de la cadena, 4>n(F) G D1'2 i D^)n(F} = gn(F)DF.

Ara bé, les funcions gn convergeixen puntualment q.p.t. respecte la mesura P • F~l, i
aleshores, les gn(F) convergeixen quasi-segurament cap a lß(F). Per tant, D<j>n(F) con-
vergeix cap a ÍB(F)DF u — q.s. it — q.p.t. Pel teorema de convergència dominada aquesta
convergència també és certa en L2(Í2; L2(T}}.

Finalment per ser D un operador tancat es té
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Aleshores,

/ |lB(F)l2||DF||2HdP = 0
Ja

i per tant la funció |lB(F)|2||í?F|||í és nul.la quasi-segurament, i si per hipòtesi es té
ll-DFHjjj > O quasi-segurament, es dedueix, lß(F) = O quasi-segurament.

b) Si \F\<ni \\DF\\H < n, podem definir G = f. Aleshores, DG = ^DF, i per a) G
té llei absolutament contínua respecte la mesura de Lebesgue. Per tant F = nG té una
llei absolutament contínua respecte la mesura de Lebesgue.

c) Si F 6 D1'1, podem definir Gn = <¿n(F), on ¿n(z) = zl{|z|<n} i <¿n e C0°°(R). Sigui
Qn = {|F| < n}. Aleshores F coincideix amb Gn sobre On i, per la localitat de l'operador
D, DF = DGn sobre fin x T. A més ||.DGn||/f > O quasi-segurament sobre fin.

Per l'apartat b) la llei de Gn, restringida a íín és absolutament contínua, és a dir P{Gn 6
B H fi«) = O si A(JB) = 0.

Finalment,

n

i això tendeix a O quan n tendeix a infinit.

d) Si F G Dj¿c, existeix una successió de funcions Fn tal que F„ 6 D l f lVn > 1, i els
conjunts {Fn = F} són conjunts mesurables que creixen cap a Í2 q.s. Aleshores, per
definició, DFn = DF sobre {Fn = F}. Per tant,

P{F € B} < P{Fn 6 B,F = F«} + P{F ̂  Fn} = P{F ̂  Fn}

i aquesta probabilitat tendeix a O quan n tendeix a oo. q.e.d.
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Aquest teorema ens permetrà provar el segon teorema bàsic d'aquest capítol que ens
dona una condició suficient, sota les condicions del teorema 3.5., per a que M tingui una
llei absolutament contínua respecte la mesura de Lebesgue.

3.7 Teorema.

Sigui X = {X(t),t 6 T} un procés continu i T un espai mètric compacte. Suposem que
es satisfan les hipòtesis (hi) i (h2) del teorema 3.5. Suposem també que val la hipòtesi
següent:

h3)3u£ L2(ti,H) tal que, inft:Xt=M(DX(t),u)H > O, u - q.s.

Aleshores, la distribució de M és absolutament contínua respecte la mesura de Lebesgue.

Prova:

Observem que M és una variable aleatòria de D1'2 C D1'1. Per tant, pel teorema 3.6.,
serà suficient veure que ||£)M||jï > O q.s. Si G = {u : \\DM\\H = 0}, serà suficient provar
que P{G} = 0.

Observem que Va; G G, DM(u] = O corn element de l'espai de Hubert H. Per tant si u
és el procés donat per la hipòtesi (h3), (DM, u) H • IG = O, i

(DM,u)HdP =
G

D'altra banda per ser {DMn}^=l una successió fitada a L2(fi), existeix una parcial
{DMnj } que convergeix feblement en L2(Çl,H) cap a DM. Aleshores.

lim / (DMn.,u)HdP = í (DM,u}HdP = Q
J-"00 JG JG

Aplicant ara el lema de Fatou a l'expressió de l'esquerra, es té que

liminf / (DMn.,u}HdP> í liminf(DMn. , u}HdP.
3—°° JG JG >— °°

Ara be,

(DMn,u}H> inf (DX(t},u)H.
t:Xt=Mn
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En efecte, si A j són els esdeveniments introduits en la prova del teorema 3.5., es té

on els A¡ són disjunts, depenen de n, i els punts íj compleixen X(t¡] = Mn.

Finalment, fent tendir n a infinit, es té que

liminf{.DMn.,u}H > inf (DX(t},u)H.

Per tant,

r
inf (DX(t),u)HdP < 0.

Finalment (b.3) implica P {G} = O necessàriament,

q.e.d.

3.8 Corol.lari.

Si existeix un únic t tal que X (t] = M, i.e. si el màxim s'assoleix quasi-segurament en
un únic punt, aleshores, una condició suficient per a que es compleixi la hipòtesi (h3) del
teorema 2.7. és que

q.s.

Prova:

En efecte, és suficient prendre com u el procés DX(t)\t=¡.

q.e.d.

Els teoremes 3.5. i 3.7. estableixen una tècnica per a demostrar la continuïtat absoluta
del màxim d'un procés estocàstic continu. Veurem ara que aquesta tècnica té diverses
aplicacions, sobretot als processos gaussians. Estudiarem en particular la relació amb els
processos tractats per Ylvisaker[Yl] i Wschebor [Ws].
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4. Aplicació als processos gaussians.

Suposem ara que el procés X = {X(t),t £ T] és gaussià i amb trajectòries contínues.
Hem vist en el capítol 1 com és possible associar al procés X un espai de Hubert H (R),
anomenat espai de Hubert autoreproductor [K allí].

En efecte l'espai de Hubert autoreproductor H(R) és l'espai generat per les funcions
-R(-,f),í G T, on R(-, •) és la funció de covariancia. El producte escalar ve donat per

Aleshores podem establir la isometria

* : A(.,í) e H — > X ( t ) -

que compleix

(X(s) - /!(*

En aquest marc podem definir W (t} = ^(R(-,t)) = X (t) — ¿í(í), i més en general
W (h) = ^(/i), h € H(R). Aleshores W és un procés gaussià, centrat i parametritzat per
H(K). Ja hem vist en la secció 1.8. del primer capítol que l'operador de derivació D actua
de la forma següent: D3X(t) = A(s,í), o en general DgX(h] = {<?, &}#(#).

A partir d'ara escriurem H per denotar H(K).

Notem que aquest procés gaussià X compleix les condicions del teorema 3.5. En efecte,

Per a veure això és suficient veure que per A > O prou petit,

Això és cert pel teorema de Fernique per a tot A < (2max1çrA"(í,í))~1 (veure [Fe]).
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ü) És clar que X (t) E D1'2, Vi <E T, i {DX(t\t 6 T} = {A(-,í),í 6 T}. Per tant
{A(-,í),í G T} com a procés a valors en H admet una versió continua en t. Finalment
E{supteT\\DX(t)\\2

H} =supteT\\R(-,t)\\2
H = maxt6TA(M) < °°-

Per poder aplicar el teorema 3.7. hem de veure que

inf (DX(t),u)H{t:X(t)=My ^ ' '

Serà suficient veure l'existència d'una probabilitat de transició T(CJ,ÍÍS) tal que,

inf R(a,t)T(u,dai)>Q,q.s.
t:Xt =

En efecte, si això es cert, podem definir el procés següent:

Es tracta d'un procés mesurable i de L2(Çl;H). En efecte,

f
v/T

sup 5, < ex).
s,t£T

Aleshores

= í(R(a,-),R(t,'})HT(u,da)= í
^r ./r
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Per tant,

inf (DX(t\u)H = inf A(a,í)r(w,da) > Q,q.s.
M N V / ' t:X(t)=M

Per provar l'existència d'aquesta probabilitat de transició, considerem el conjunt

= { sup inf / R(s,t}f(ds} > 0} C
\€AÍ, (T) *^«)=M 7T

on MI (T) denota la família de totes les probabilitats sobre T.

Observem primer que es tracta d'un conjunt mesurable.

3.9 Lema [Par].

MI (T) és un espai mètric compacte amb la distància

sup | / g(s}(v - n}(ds}\.
),|M|TO<i JT

3.10 Lema.

El conjunt B és mesurable.

Prova:

Podem escriure

, v *, (S'Í)I/W = inf{l{Xt=M}
t:JÍ(t) = M J'p tfc-í

on K = supter JT R(s,t}v(ds} és una constant positiva i finita.

Això és conseqüència del fet que, fixat u sempre existeix algun t tal que Xt = M. Per
tant aquest ínfim és un ínfim de funcions mesurables en u i contínues en v. El seu suprem
en v serà també mesurable en u.

q.e.d.
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La importància d'aquest conjunt B ve donada pel teorema següent:

3.11 Teorema.

Són equivalents,

i) P{B} = 1.

n) 3r(w,ds), probabilitat de transició, tal que,

inf / A(s,í)r(w,ds) > O g.s.
t:X(t) = MjT ^ '

Prova:

n) =£• ¿)

És una conseqüència immediata de la definició de B.

i) =£• n)

Hem de veure que per a cada o> de B podem escollir una mesura de probabilitat r (w, •)
de MI (T) de manera mesurable tal que

És suficient veure que podem escollir de manera mesurable una r (w, •) tal que

f R(s,t)r(u,
JT

ds] > O Vi 6 T.

Finalment, això és possible ja que fT R(s, t}v(ds) és contínua en v uniformement en í, i
MI (T) admet un subconjunt dens i numerable.

q.e.d.

3.12 Teorema.

Suposem ara que X = {X(t), t Ç. T} és centrat. Aleshores el conjunt B coincideix
quasi-segurament amb {M ^= 0}.
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Prova:

a) Provarem primer Bc C (M = 0}q.s. Fixada u e Bc, designarem per Pw el conjunt
de probabilitats sobre T concentrades a C(ui] = {t : Xt(u} = M (w)}.

Aleshores,

sup inf / R(s, t}v(ds] < inf / / R(s,t)v(ds)v(dt]
v&-pu t-.x(t)=M JT • v£-pw JT JT

= inf E( I X(s}v(ds)}'2 < inf sup / R(s,t}v(ds}.
VÇ.TU JT "£?<» t-.xt=M JT

Pel teorema del minimax (veure per exemple [O]), les desigualtats precedents són igual-
tats i per tant deduïm l'existència d'una probabilitat i/w sobre T tal que

/ /
JT JT

= 0.

Per tant fTX(s,íü'}vu(ds) — Ou;' — q. s. Sense pèrdua de la generalitat podem suposar
que X està definit sobre l'espai canònic C(T) i que Q és la seva llei. Aleshores, el conjunt,

= {w' : / X(s,u')vu(da) = 0}
JT

és tancat i conté el suport de Q. Podem doncs suposar que u> pertany al suport de Q i per
tant (jj 6 R(UJ). Conseqüentment,

M(w)= í
JT
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b) Recíprocament per ser la llei d'M absolutament continua sobre B, tenim, P(BC\ {M =
0}) = O i per tant, {M = 0} Ç Bc q.s.

Exemples:

a) Tant pel moviment brownià standard com pel drap brownià estéP{M>0} = li per
tant podem deduir, com aplicació del teorema anterior, que M té densitat en ambdós casos.
Recentment, C.Florit i D.Nualart han provat a [FN] que pel cas del drap brownià aquesta
densitat, de la qual no es coneix l'expressió explícita, també és infinitament diferenciable a
(O, oo). La tècnica usada, però, és específica del drap brownià, i no és aplicable a situacions
més generals com la dels processos gaussians o la de les solucions d'equacions diferencials
estocàstiques.

b) Si el procés X compleix la hipòtesi A"(í, t) > O, Vi S T, mitjançant un raonament
anàleg al clàssic, podem provar P{M = 0} = O, que és una condició més feble que la
continuïtat absoluta. Per tant en el cas de processos gaussians centrats el nostre resultat
generalitza el resultat clàssic.

5. Aplicació a la solució d'una equació diferencial estocàstica.

Considerem l'equació diferencial estocàstica següent:

X(t) = x0 + í <r(X,)dW3 + f b(Xa}ds, O < t < 1.
Jo Jo

oncr i b son funcions de R a R globalment lipschitzianes amb constant conjunta de Lipschitz
L, i XQ és una constant.

Són coneguts els resultats següents sobre equacions diferencials estocàstiques que ens
permetran aplicar la tècnica desenvolupada en aquest capítol al màxim de la solució d'a-
questa equació (veure [N]).

3.13 Teorema. [N]

L'equació diferencial estocàstica anterior té una solució única X = {X(t), O < t < 1} tal
que

E{ sup \X(t)\p} < oo, Vp > 1.
0<í<l
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Per a provar el proper teorema necessitem el lema següent que assegura la continuïtat
de la integral estocàstica a valors en un espai de Hubert com integral indefinida.

3.14 Lema.

Sigui u e I>a(fi x [0,1]; ¿2([0,1])), i.e. u és un procés mesurable, adaptat, a valors en un
espai de Hilbert. Aleshores

í

O

és una martingala a valors en l'espai de Hubert L2([Q, 1]), de quadraí-iníegrable i contínua
en t.

Prova:

La prova és anàloga al cas de la integral estocàstica a valors reals,

q.e.d.

3.15 Teorema.

Les variables X(t) pertanyen a Dlt2,Vi > O, i sup0<e<1 .E{sup0<f<1 \D0X(t}\p} < oo.

A més DgX(t) es la solució de l'equació diferencial estocàstica lineal següent:

f DdX(S)asdWa + f
Jo Jo

D9X3ß3ds

on a s i ßs són variables aleatòries adaptades i fítades per la constant de Lipschitz comuna
a cr i b. En particular aquesta solució és continua en t.

Prova:

La continuïtat de la solució és conseqüència del lema anterior. La resta del teorema esta
provada a [N].

q.e.d.
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3.16 Lerna (de factorització).

Es té

M), 6<t,

on $(0,í) és la solució de l'equació diferencial estocastica lineal

í $(6,s)ß(S)ds
Je

Aquesta solució es pot expressar de manera explícita com

/" a2 /"
$(0,í) = exp{ \ (ß„ - -±)ds + \ a3dWs}.

Je ¿ Je

En particular, per tractar-se d'una exponencial, podem escriure

on

L'objectiu que ens plantegem és provar que la variable M = sup0<t<1 X ( t ) té una
llei absolutament contínua respecte la mesura de Lebesgue. Això queda establert en els
teoremes següents:

3.17 Teorema.

M = sup0<t<1 X(t) és una variable de D1'2.

Prova:
/

Es suficient comprovar les hipòtesis del teorema 3.5. La hipòtesi (hi) es conseqüència
del teorema 3.13. i la hipòtesi (h2), del teorema 3.15.

Per a veure la continuïtat absoluta neccessitem la proposició següent que juga el paper
corresponent al teorema 3.7. i un lema que ens assegura que el màxim del procés no és 0.
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3.18 Proposició.

Si 'uaî.,t:x.=xt=M(DX(t),DX(s))H > 0 q.s. aleshores \\DM\\ > O q.s.

Prova:

Sigui B = {||Z?M|| = 0}. És obvi que

/ ||JDM||dP = 0.
JB

D'altra banda, com que DM és el límit feble d'una parcial de la successió {DMn} (veure
la prova del teorema 3.7.) aleshores

liminfliminf / (DMn(k\,DMn(j\}HdP = 0.
fc-*oo j—oo JB

D'altra banda, aplicant dues vegades el lema de Fatou, de manera anàloga a la prova
del teorema 3.7., es té

/ liminf liminf (DMn(k),DMn(j\}HdP < 0.
JB fc->oo j-^oo

Per tant

inf
g s,t:Xt=X, = l

Així doncs, necessàriament P{B} = 0.

q.e.d.

3.19 Lema.

Suposem CT(XO) ^ 0. Aleshores la variable T, que assigna a cada u el primer instant en
que A"(o;, ¿) assoleix el màxim, és positiva q.s.
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Prova:

Per a provar aquest lema usarem el teorema de Girsanov ([KS]).

Sigui A = {X(t,u>) < XQ, Vi € [0, e]}. on e és un cert instant d'aturada. És clar que és
suficient veure que P(A) = 0.

Definim

Zl = exp{_/'Má^,+ /VW
J Q a(X3) JQ

Si J0 | ¿ix ) \2dg < oo el procés Z és una martingala local contínua. En particular podem
escollir un instant d'aturada e tal que ZÍAe és una martingala contínua.

Aleshores, pel teorema de Girsanov,

és un procés de Wiener a [O, e] respecte una nova mesura de probabilitat P, tal que

Aleshores podem escriure el conjunt A com

a(X(s))dWs < O Ví€[0,e]}
o

P(A) =
o 9 Q a
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Com que l'exponencial és positiva, és suficient veure que P(A) = 0. Això és equivalent
a veure que

P{ f ff(Xt)dW, < O Vi 6 [O, e]} = 0.
Jo

Equivalentment, aquesta condició es pot escriure com

P{B(t)<Q Vi e [O, r]} = O,

on r = f* \cr(Xa)\
2ds i B és un moviment brownià respecte una certa filtració.

Finalment, això és clar com a conseqüència de que T > Q q.s. i de les propietats del
moviment brownià.

q.e.d.

Finalment tenim

3.20 Teorema.

Suposem que <T(XQ) ^ 0. AlesLores M és una variable aleatòria absolutament continua.

Prova:

Observem que,

D9X(a)D,X(t)dO = *(*)*(*) d& > O q.s.

on T és el primer instant en que X assoleix el màxim.

Aplicant les proposicions 3.17., 3.18. i el lema 3.19. es dedueix immediatament el
teorema, q.e.d.
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Regularitat del temps local com a funcional a l'espai de
Wiener

Capítol 4

O. Presentació

En aquest capítol, seguint amb l'estudi de la regularitat de funcionals a l'espai de Wiener,
estudiarem la regularitat del temps local brownià.

El temps local d'un procés estocàstic continu a valors reals X = {Xt,t > 0} es pot
definir formalment com

(6) £(*,<) = / 6x(X.)iJi(da).
Jo

En aquesta expressió /z és una mesura fixada a [O, oo) que usualment és la mesura de
Lebesgue i Sx(Xa) és la composició de la delta de Dirac 6X amb la variable aleatòria Xs.
Quan X és el procés de Wiener aquesta composició està ben definida com a funcional de
Wiener generalitzat en el sentit de Watanabe, sempre que s ̂  O (veure [Wl]).

Encara que per a qualsevol s fixat 6x(Xa) no és una variable aleatòria sinó una distribució
a l'espai de Wiener, la integral definida en (6) té un efecte regularitzador, i L(x, í) per a x
i t fixats sí resulta ser una variable aleatòria, i per tant en el cas en que X és el procés de
Wiener canònic, L(x, í) és un funcional a l'espai de Wiener.

D'altra banda Watanabe introdueix a [Wl] (veure també [Su]), els espais de Sobolev
DQ>P per oc 6 R i p > 1. Aquests espais són la completació de les variables aleatòries
polinomials a l'espai de Wiener respecte les normes ||.F||Q,p = \\(Id — L)a/2F\\p on L és
l'operador d'Ornstein-Uhlenbeck.

En particular els espais Da'2 es poden caracteritzar en termes del desenvolupament en
caos de Wiener dels seus elements de la manera següent:

(7) F € D«'2 & n + n n < oo.
n>0
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Per les desigualtats de Meyer (veure [Mel] o [Wl]) els espais Da'p per a natural coinci-
deixen amb els dominis de les derivades iterades Da. D'altra banda els espais Da<p i D~a>9

amb p i q conjugats, són duals entre si. Aleshores, per a < O els elements de DQ'P són
funcionals generalitzats o distribucions a l'espai de Wiener.

L'objectiu que ens plantegem en aquest capítol és demostrar que £(a:?í), en el cas del
procés de Wiener, pertany a l'espai de Sobolev Da>p s i O < a < ^ i p > 2 .

Per fer això usarem dues tècniques diferents. La primera es basa en les propietats
regularitzadores del semigrup d'Ornstein-Uhlenbeck, mentres que la segona es basa en
càlculs directes a partir dels desenvolupaments en caos. En aquest segon cas restringim
l'anàlisi al cas x = O però en canvi considerem com a procés X el procés de Wiener
multiparamètric (veure [NV3] per a la primera tècnica i [NV4] per a la segona; també,
per un resum global posterior, [NV5]).

Finalment com aplicació donem una nova prova del fet que el temps local renormalitzat
de les autointersections del moviment brownià pla convergeix a L2 (veure [NV4]). Es tracta
d'una nova prova d'un resultat de Rosen, [R]. Recentment, P.Imkeller, V. Perez-Abreu i
jo mateix, a [IPV], seguint aquesta línia, hem generalitzat aquests resultats al moviment
brownià a Rd. Amb aquest resultat obtenim un esquema general de renormalització en el
que s'inscriuen de manera natural els casos d = 2, provat inicialment per Rosen, i d = 3
provat per Yor a [Y].

1. Els espais de Sobolev sobre l'espai de Wiener.

Les referències bàsiques d'aquesta secció són [Wl] i [W2].

4.1 Definició.

Un funcional sobre l'espai de Wiener F : Í2 — * R es diu que és un polinomi si admet
l'expressió

on les hi es poden prendre sempre ortonormals, i p és un polinomi.

Denotarem per P la classe del polinomis sobre l'espai de Wiener, i per Pn la classe
dels polinomis de grau inferior o igual a n. Observem que P és densa a LP(Í2) per a
qualsevol p € [l,oo). Observem també que els polinomis a l'espai de Wiener tenen un
desenvolupament en caos finit.
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4.2 Definició.

Sigui F un funcional sobre l'espai de Wiener. Podem definir l'operador següent:

LF =
n=0

on J n és l'operador de projecció sobre el caos de Wiener d'ordre n.

Aquest operador és l'operador d'Ornstein-Uhlenbeck. Observem que es tracta d'un
operador que actua en cada caos d'ordre n multiplicant per —n. El domini de l'operador
estarà format pels funcionals que compleixen

n=0

4.3 Definició.

Si F Ç "P, 1 < p < oo i a G R, podem definir la norma

on

oo

(Id - L)a'2F = > (1 + n)Q'2JnF 6 P.
n=0

La proposició següent estableix algunes propietats d'aquesta col·lecció de normes que
acabem de definir, sobre la classe dels polinomis.

4.4 Proposició [Wl]. l

a) Si p < p' i Oí < a', aleshores,

\\F\\ajZ\\F\\*, j , VF e P.
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Si {Fn}n Ç T, \\Fn\\a,p -» O, i ||Fre - -FmlU'.p- -»• O, quan n, m -> oo, aJeshores,

4.5 Definició.

Per l < p < o o i a € R , definim D°'p com Ja compieíació de P per la norma \\ • \\a,p-

Algunes propietats d'aquests espais son les següents:

2) Da''pl C Da'p per a qualssevol p < p' i a < a'.

Aquesta propietat és conseqüència de la proposició 4.4.

3) (Da'p)' = D'"'« amb 1 + 1 = 1.

Una prova d'aquesta propietat de dualitat es troba a [Wl].

4.6 Definició.

— n— ' 'Q,pl

Observem que es tracta de dos espais de Fréchet que són duals entre ells.

Les desigualtats de normes següents, anomenades desigualtats de Meyer, permeten re-
lacionar aquests espais amb els espais de funcionals derivables en el sentit de Malliavin.

4.7 Proposició (desigualtats de Meyer) [Wl] [Mel],

Si 1 < p < oo i k > O, existeixen constants C(p, k) > 0,c(p, k) > O tais que

c(p,k)\\\\Dkf \\HS\\P < \\F\\k,p <

per a tot F € P.
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Observem doncs que, quan a és natural, els espais de Sobolev que acabem d'introduir
jincidexen amb els dominis de l'operador Da.

L'objectiu del capítol és estudiar a quins d'aquests espais Da'p pertanyen determinats
incionals com el temps local.

2. Funcionals generalitzats a l'espai de Wiener.

.8 Definició.

a) Direm que un funcional F : íï — »• R és regular en el sentit de Malliavin si F 6 D00.

b) Direm que un funcional regular F és no-degenerat en el sentit de Malliavin si es té
DF\\H > O q.s. i \\DF\\H1 €

Sigui S l'espai de les funcions C°°(R) amb decreixement ràpid, (veure [Rud]).

Considerem les normes següents definides sobre aquest espai de funcions:

Aleshores, definim els espais 7^ per k 6 Z com les completacions de S per les normes
• Ihft .

Una referència on s'introdueixen aquests espais és [IW]

La relació entre aquests espais ve donada per les injeccions contínues següents:

»• TI *-> To = C(R) «-+ T_2 «-* T_2fc «-» 5',

i C(R) és l'espai de les funcions contínues que s'anul.len quan |x| — * oo amb la norma
;1 suprem.

L'espai S' és l'espai de les distribucions temperades, espai dual de S. A més S = r\k>oT<¿k
s1 = Ufc>0r_2*.
9 Teorema [Wl].

Sigui F un funcional de D00 i no-degenerat en el sentit de Malliavin. Sigui p € (1, oo) i
> 0. Aleshores, 3 c(p, k) > O tal que
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4.10 Teorema [Wl].

L'aplicació

<t> € S -

es pot estendre de manera única a l'aplicació

T 6 5' -»• T(F) G D-°°

de manera que la restricció

T e T-2k -> T(F) E D-2k>p

es continua, Vp > l i k > 0.

Observem doncs que, en particular SX(F) és un element de D~°°. De fet, 6X G T-2,
(veure [IW]). Per tant, VG € Up>1D2+2fe'P, l'aplicació

és C2k.

En particular si G G nfc>i Up>i Dfc'p, l'aplicació és C°°.

3. Estudi de la regularitat de 8x(W(h}} mitjançant propietats del semigrup
d'Ornstein-Uhlenbeck.

4.11 Lema.

òx(W(h)) com a funcional generalitzat pertany a l'espai D~1>2.

Prova:

8X és el límit en la topologia de S' dels nuclis gaussians çi>e(y — x). Per tant pel teorema
4.10., donada G G D00 qualsevol, es té

E[G<l>e(W(h) - x}} —» E[GSt(W(h))].
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D'altra banda, si $e es la funció de distribució de la llei gaussiana centrada i de variancia
e, es té

D$e(W(h) - x) = $e(W(h) -x)-h

i per tant,

E[G*t(W(h) - x}} = \h\-3E(G(D*€(W(h) - x), h)a]

= \h\-*E[*t(W(h) - x)S(hG)].

Ara

- x) — ̂ £_o l{W(A)>x} q-s. i en

i aleshores,

E[G<t>((W(h) - x)} — » lÄl

Per tant,

1 :E(l[tl00)(W(h))(GW(h) - (h, DG))}.
\h\*

ja que 8(hG) = GW(h) - (h, DG)H, q.a. (veure per exemple [NP]).
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Aleshores,

\E[GSg(W(h))]\ < Jj-£?(|GW(Ä) - (h,DG)\).

Finalment, apücant la desigualtat de Schwarz i la isometria es té

\E(G6f(W(h»]\ < r d l C l b + \\DG\h).

q.e.d.

En aquesta secció millorarem aquest resultat. De fet determinarem quin és l'espai de
Sobolev més petit que conté 6x(W(h)).

Considerem el semigrup d'operadors {Tt,f > 0}, generat per L sobre Ir2(fi) o semigrup
d'Ornstein-Uhlenbeck. En particular T« = etL. Veurem ara alguns lemes relacionats amb
aquest semigrup d'operadors.

4.12 Lema.

Sí / : R — * R és una funció xnesurafaJe i fítada, i h £ H es té

= (f *

on * indica /a convoiucíó de funcions, i $<,* és el nucli gaussià centrat de variància o2.

Prova:

l n ̂ j» Un proces de Wiener independent de W, i denotem per E' l'esperança respecte
la llei d aquest procés. Per la fórmula de Mehler (veure [N]), es té,

Tt(f(W(h)) = E'(f(e-tW(h)

-J.
q.e.d.
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4.13 Lema.
Vi > 0,Tt(6f(W(h)) es una variable aleatoria otada que ve donada per,

Prova:

Pel lema 4.11. es té

en la topologia de D"1'2.

Per tant per ser T< un operador multiplicatiu i contractiu es té

- x) — *^o Tt8x(W(h}) en

Finalment pel lema 4.12.,

- a:).

La convolució de les densitats de les lleis gaussianes és la densitat de la llei de la suma.
Aleshores

Tt<t>f(W(h) - x) = ̂ e+|Ä|a(1_e-«)(e-<Pr(Ä) - x).

Per tant,

- x)

q.e.d.
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4.14 Teorema.

Si x G R, h e H, h / 0. a > O, i p> 1. Aleshores,

i; sx(w(h)} e D-«* si a + i > i.

Prova:

i) Hem de veure,

si a + j > 1.

Si F G D~°° es té,

(8)

Això és conseqüència de que (Id — L)~Q/2 i Tt són operadors multiplicatius caos a caos
per (1 + n)~°/2 i e~nt respectivament.

Aleshores, pel lema 4.13.,

\\(Id-L}-"l*8x(W(h}}\\p

1 í°°
2y y0 ''̂ '

80



Ara bé,

Fent el càlcul explícit de l'esperança i usant les propietats de la convolució de nuclis
gaussians s'obté que l'expressió anterior es pot escriure com

p-1/2(27r|/i|
2(l - e-2<))-£

Si fitem ara la densitat gaussiana pel seu valor en el O, podem fitar l'expressió anterior
per

Usant que p > 1, aquesta expressió es pot fitar per

2t

Aplicant el teorema del valor intermig, aquesta expressió es pot fitar per
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Per tant,

Aleshores,

1 í"0 e-teí^L

Jo

•y-.-»
•/o

Fent el canvi de variable t = sp s'obté l'expressió següent

or /""

2 Jo

= r(|)-1(27T)-1/2|/l|-
12-1/2+1/2y /2P-3/2+a/2r(1/2j) _ 1/2 + a/2)-

i aquesta expressió convergeix si i només si a + - > 1.

ü) És suficient veure que

quan a decreix cap a \.
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Podem escriure, usant la igualtat (8) el lema 4.13.,

E{Sx(W(h))(Id - LraSx

a))-1 r e-'ta-
Jo

- x)dt}

= (r(a))-1 r e-'ía-1

./o

Ara bé, aquesta esperança és el límit quan e X O de l'expressió

(( W(h) - *)

Reestructurant els exponents tenim,

ee-í .j. |/i|
2(l — e~2í)

- X 2t ...2,1 - — 2tee T I«! L·i ~ e j

i calculant l'esperança,

ee-t 4. \h\2(l - e~2t}. . C C- \^ 1/fc l l X C- I

- "2*e"2*)

Fent tendir e a zero s'obté
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Ajuntant els exponents,

27r|/»|î

Així doncs,

-Lra/26x(W(h))\2} = T(ar
l—^yo e -t- - l l - e

Mitjançant el teorema del valor intermig, podem fitar inferiorment aquesta expressió per

-1= (I»)V V ;;

Evidentment quan a J, |, aquesta expressió tendeix cap a oo.

q.e.d.

Observació:

Usant el teorema d'interpolació de Stein, Watanabe a [W3] ha obtingut una generalit-
zació d'aquest resultat a SZ(F) per a F funcional de Wiener regular i no-degenerat.

4. Estudi de la regularitat de Sx(W(h)) mitjançant desenvolupaments en caos.

Una segona tècnica per estudiar la regularitat d'un funcional de Wiener consisteix en
obtenir el seu desenvolupament en caos. Al ser els operadors L i D operadors que actuen
caos a caos, l'estudi de la regularitat es redueix a un problema de convergència de sèries.
Aquesta tècnica està desenvolupada en [NV4]. Una referència on es desenvolupa aquesta
tècnica per a l'estudi d'altres funcionals brownians és [IS1],
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4.15 Lema [S].

Tot funcional de D00'2 té per descomposició en caos de Wiener j'espressió.

n=0

4.16 Lema.

Sigui «^(z) e] nucli gaussià, centrat i de variáncia e. Les seves derivades es poden escriure
en termes dels polinomis d'Hermite de la manera següent:

, n > 1.
e

4.17 Lema.

Si Y es una variable aleatòria norma], de mitjana m i de variáncia <r2 , es té

!m"- V - 1)'
(n

í=0 v

Prova:

Considerem la fórmula explícita pels polinomis d'Hermite següent:

[n/2]

SiY = m + aU, on U és ara una variable aleatòria normal standard, tenim,

E ̂ Efe "f
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Si prenem esperances, usant que els moments de la v.a. gaussiana standard valen
r en el cas parell i O en el cas senar, es té,

E(Hn(Y)]

[n/2] ., n-2/

Si ara n — j = 2fc,

i sumant respecte / s'obté el resultat desitjat.

q.e.d.

4.18 Lema.

Sigui (F€}e>o una família de variables aleatòries de quadrat integrable. Suposem que
els seus desenvolupaments en caos venen donats per

W»)' /n e
n=0

Suposem també que

i) {fn}f convergeix en L2(Tn) quan e tendeix a O cap a una funció fn 6 L2
s(T

n}.

n=0

Aleshores la família {F€}f convergeix en £2(íï) cap a F =
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Prova:

D'una banda

|2
|2)

i aquesta norma convergeix a O fixat n quan e J, 0.

Finalment

n=0 n=0

n=0 n=0

<4£supn!||/;;||2
2<cx>.

n=0

q.e.d.

4.19 Proposició.

El desenvolupament en caos de Wiener de 8x(W(hy) com a funcional generalitzat, ve
donat per l'expressió

x

Prova:
Pels lemes 4.15. i 4.16. tenim

- x) = ;
n e
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L'expressió explícita de l'esperança és

í
l </>f(y-x}Hn(

JR

'u *~~ x

Mitjançant el canvi de variable u = ^^ß- es té que l'expressió anterior és igual a

/ Hn(u
JR

El càlcul explícit d'aquesta expressió dona

on Y és una variable aleatòria gaussiana de mitjana m = —

Si apliquem el lema 4.17. s'obté

i variància a1 = J,2'' .

Finalment,

=

i si e J. O, es té

q.e.d.

4.20 Proposició.

períany a D~a'2 si i només si a > 1/2.



Prova:

Si x = O, usant la expressió explícita pels polinomis d'Hermite presentada a la pàgina
87 es té

La norma en L2 d'aquesta sèrie no és convergent. En efecte, es té

i per la fórmula de Stirling, aquesta sèrie es equivalent a

A partir de la caracterització de D0'2 de la pàgina 73 queda clara la proposició,

q.e.d.

5. Estudi de la regularitat del Temps Local Brownià, mitjançant el semigrup
d'Ornstein-Uhlenbeck.

Sigui X = {-X"(í), t > 0} un procés estocàstic a valors reals. Sigui x G R fix. Considerem
el límit següent:

1 ff

L(t,x) = hm — / l(f.ttt+e)(X(s))ds =
í—>u ¿e JQ

lim — \{s e [O, t] : X (s) €(x-e,x + e)}.

on A és la mesura de Lebesgue i or 6 R. Si existeix, aquest límit és el "temps local" del
procés X en x, ja introduit en la presentació del capítol.
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El temps local mesura la quantitat de temps que el procès es passa en el nivell x. La seva
existència no és obvia. Per exemple en el cas del procés de Wiener standard, el conjunt
{í > 0 : W (t) = x} és tancat i té mesura de Lebesgue 0.

Pel cas del procés de Wiener si es pot provar que L(í, x) existeix, tant en L2 com "quasi-
segurament". A més a més, es pot definir com una funció conjuntament continua de (í, x)
(veure [Ch-Wi]).

Observem que, fixats í i x, el temps local es pot interpretar com un funcional a l'espai
de Wiener i per tant té sentit questionar-se per la seva regularitat, és a dir per a quins
a > O, i p > 1 està en Da'p.

Observem d'altra banda que el temps local es pot expressar en termes de funcionals
generalitzats de la manera següent:

= 6t(X,)d8.

Bones referències pel temps local brownià són [Ch-Wi] i [KS].

Abans d'iniciar aquest estudi necessitem diversos lemes relacionats amb el temps local.

4.21 Lema [Ch-Wi].

Per a cada (í, x) es té,

(Wt - x)+ - (WQ - x)+ = / l[lt00)(W3)dW3 + \L(t, x).

4.22 Lema.

Sigui </>£(y) e] nucli gaussià, centrat, de variancia e. Aleshores, fixats t > O i x 6 R,

/
Jo

- x)ds — >tio L(t, x).

en Lp(íï), Vp > 1.

Prova:

La prova és anàloga a la prova de l'existència del temps local brownià en [Ch-Wi]. Aqui
el nucli es diferent, i la convergència més lenta.

q.e.d.
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4.23 Lema.

Sigui p > 1 i a > 0. Sigui {Ff}€>0 una familia de funcionáis de Lp(fí) que convergeix a F
en Lp quan e J, 0. Si aquesta família està uniformement fitada a Da'p aleshores, F G Da'p.

Prova: Aquest resultat és conseqüència del teorema de convergència dominada.

q.e.d.

El resultat següent estableix amb precisió el nivell de regularitat del temps local.

4.24 Teorema.

i) Si p > 2 i O < a < J, aJeshores L(t, x] 6 Da>p.

Prova:

Per la fórmula de Tanaka (lema 4.21.) es té

(Wt - x)+ - (W0 - *)+ = /' l[tteo)(W.)dW. + \L(t, x}.
Jo ¿

Per tant el problema es redueix a veure que

i[x>oo}(w,)dw. e D«-*.
o

D'altra banda, aquesta integral estocàstica és el límit en Lp quan e J. O de

,x)= f Ff(W3-x}dW3.
Jo

on Ff és la funció de distribució d'una variable gaussiana, centrada i de variancia e.

Pel lema 4.22. és suficient veure que {Nf(t, x)}e és una successió fitada en Da'p, unifor-
mement en e > 0.

Per les desigualtats de Meyer (lema 4.7.) tenim que \ \ N f ( t , x)\\a,P és equivalent a

¡ F((W3-x)dW3\\Lf(íï,H).
Jo
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D'altra banda,

De(Nf(t)) = Fe(We-x)l[0¡t](9}+ f
Jo

Observem que

- x)l[0¡t](9)\\LP(fl.,H)

està fitada uniformement en e ja que Ff està fitada per 1.

Per tant el problema es redueix a fitar, de manera uniforme en e,

(Id-L)*^ f l{a>6}<t>t(W3-x)dW3.
Jo

Aquesta expressió es pot escriure com

ft
R(

Jo

on R és l'operador R - (Id - ^)£^i, que és fitat sobre els funcionals centrats.
Per tant serà suficient fitar

"/Jo
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on

és una martingala local continua i H = ¿2([0,1]).

Si p > 2, aplicant la desigualtat de Burkholder per a martingales a valors en espais de
Hubert, s'obté la fita següent:

C(p)E{ f1 /' l{e<3
Jo Jo

Integrant respecte 6 i aplicant després la desigualtat de Holder, podem fitar l'expressió
anterior per

C(p,t) f
Jo

Finalment, repetint la prova del teorema 4.14. per

s'obté

L ) < í ) f ( W 3 -x)\p <
e>0

ja que en aquest cas \h\ = s1/2. '

Per veure (ü) considerem a < ^. Per isometria es té

E íJo
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Anàlogament a la prova del teorema 4.14. (ii) es té que aquesta integral tendeix a oo
quan a t |.

q.e.d.

6. Estudi de la regularitat del temps local brownià mitjançant desenvolupa-
ments en caos.

El resultat d'aquesta secció es refereix al procés de Wiener multiparamètric, pero només
pel temps local en x = 0. Sobre el temps local pel drap brownià una bona referència és
[Wa].

Sigui T = [0,1]*, amb k > 1. Sigui W = {W(t},t e T} el procés de Wiener multipa-
ramètric. Denotarem per [O,í] el rectangle [0,<i] x • • • x [0,tjt], on t = (¿i,... , ífc), i per \t\
la seva àrea, és a dir |f | = ¿i • • • í*.

Podem escriure el temps local com

L(t) = 60(W(s))ds,
J(o,t]

i és el L2— límit de

f(t) = f ^
J[o,t]

En aquest marc, tenim el resultat següent:

4.25 Teorema.

L(i) pertany a Da>2 si i només si oc < k — |, per a qualsevol punt t fora dels eixos. A
més,

- <*•'v - v Í2m·i)
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Prova:

A partir del desenvolupament de ^e(W(l[o,«])) es té

-i ds
™~0 V272™m! [0,t] (\s\

Aplicant el lema 4.18. obtindrem que el desenvolupament de L(i) ve donat per

o

En efecte, en aquest cas és suficient veure

n=0 f

Ara be

(2m)!
27T22m(m!)2 Jo J0 J0 J0 (uivi - • - ukvk)

dvdv
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Fent els canvis de variable u¿/í¿ = x¿ i u¿/¿¿ = y¿ i agrupant les integrals s'obté l'expressió
següent:

A
27r22m(m!)

(m!)2' l v2m + l'

Aplicant la formula de Stirling és clar que la successió de am és equivalent a

(; 4

i aquesta successió és sumable.

Finalment aplicant el teorema de Fubini s'obté l'expressió de L(t) desitjada,

q.e.d.

Una altra qüestió que ens podem plantejar és saber sota quines condicions el desenvolu-
pament en caos de Wiener convergeix quasi-segurament.

En particular veurem que el temps local brownià coincideix amb el seu desenvolupament
en caos de Wiener quasi-segurament.

4.26 Lemma (de Rademacher-Menchov) [St].

Sigui {Xn,n > 1} una successió ortogonal .de variables aleatòries. Suposem que

oo.
n=l

Alesiores, Ja sèrie £)n=i Xn convergeix quasi-segurament.

Observem doncs que si F és un funcional brownià que pertany a l'espai de Sobolev
D£'2 per a cert e > O, el seu desenvolupament en caos convergeix quasi-segurament. En
particular ho farà el temps local brownià.
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7. Regularitat del Temps Local d'autointersecció renormalitzat del moviment
brownià pla.

L'objectiu d'aquest apartat és aplicar la tècnica de l'estudi de la regularitat d'un fun-
cional mitjançant el seu desenvolupament en caos de Wiener, a l'estudi del temps local
d'autointersecció del moviment brownià pla.

Sigui W = { ( W f , W2), t 6 [0, 1]} un moviment brownià pla standard. Escriurem [X] =
X — E(X) per a qualsevol variable aleatòria integrable X.

Es conegut el resultat següent degut a Rosen (veure [R] i també [LG]).

4.27 Teorema.

- W2)}dSdt
0<a<t<l

convergeix en L2(fi).

En aquesta secció millorarem aquest resultat. En efecte, val el teorema següent:

4.28 Teorema.

£f convergeix en D1/2""5'2, per a tot S > 0.

Prova:

Sigui A = (s, í], i |A| la longitud de l'interval A. Mitjançant el desenvolupament en caos
de Wiener de <j>e(W(h)), tenim

on /2j i I$p denoten respectivament les integrals estocàstiques múltiples respecte els movi-
ments brownians W1 i W2.

Els termes d'aquesta suma són ortogonals. Per tant la norma a L2 del terme n—èssim
serà

(2ff)222n^(n)2(p!)2
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on A* = (u, u].

Podem estimar aquest terme per

(2n)! n (2Q1(2P)1(1A,1A.)2"

(2n)! ?) O M / |AHA* 2 »

Observem que

n ß?)
(» + 1)

D'altra banda,

(C -*-»)

Per veure aquesta estimació, descompondrem la integral considerant les diferents posi-
cions de s, í, u i v. Podem escriure la integral com

'•f. (v-s) 2n

<s<v<t
dsdtdudv

;í (t-s) n-l

u<s<t<v
dsdtdudv.

El segon sumand es pot estimar de la manera següent manera,

2 f (v-
— I 7^ -
n 7ti<a<« (v - «

(v-s)n
 J l

dsdudv =
n(n + l)'
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Quant al primer sumand tenim

2 r (v-sT 2 r
— I -r - r-t-rrdsdtdv -- /
n Ja<v<t (t - *)"+1 n Js<v<t

(v-s)*n j
dsdtdv

(t -

_ i 2 r (v-s)2n 2 r (v-s}n

n(n + l) n2 Js<v (l - s)nvn n2 J9<v vn
, ,

dsdv

n n

i integrant respecte s es té

l _2_ T u
n(n + 1) + n2 /„ (n + 1) ü

_ l l ___ l 1.
~ n(n + l) + n2(n + l) ~ n(n + iy + n''

Per tant la norma L2 de cada terme pot ser estimada per

C2»)! x < on-3/2

-(27T)222"(n!)2 n n - (27r)2

Es a dir, una constant per n~3/2. Finalment el lema 4.18. ens permet concloure la prova
d'aquest teorema, q.e.d.
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