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01 PRESENTACIO 3

01 Presentacid

Aquesta memoria consta de dues parts La primera part esta dedi
cada a l'obtencio d’un criter1 local de regularitat de densitats per a
vectors que tinguin una llei de probabilitat concentrada en un obert
de R* mitjangant tecniques de calcul estocastic de variacions (calcul de
Malhavin) Com aplhicacio d’aquest criten es demostra que el suprem
al quadrat unitat del drap brownia te una densitat infinitament dife
renciable en (0, co0)

En la segona part s’obte un resultat d’aproximacio de difusions per
a una equaclo estocastica hiperbolica en el pla governada per un proces
de Wiener amb dos parametres La lle1 imit queda caracteritzada com
la solucio d’un problema de martingala Es demostra 'equivalencia
entre existencia 1 unicitat de solucio feble per a una equacio diferencial
estocastica en el pla 1 existencia 1 unicitat de solucio del corresponent
problema de martingala per a processos amb dos parametres

011 Cnter: local de regularitat de densitats

El calcul estocastic de variacions o calcul de Malliavin es un calcul
diferencial en dimensio infinita en ’espai de Wiener Va surgir a par
tir de la demostracio probabilistica del teorema d’hipoel lipticitat de
Hormander obtinguda per Malhavin en 1976 a (11]

Una de les aplicacions principals del calcul de Malhavin es I’estuda
de l'existencia 1 regularntat de densitats de les lleis de funcionals del
proces de Wiener

Bouleau 1 Hirsch a [2] van donar un criter: de continuitat absoluta
per la llex d’un funcional A partir del treball de Malhavin [11}, Stroock
[20] 1 Watanabe [26] van donar un criter1 general on s’estableixen condi
clons sota les quals la densitat es, a mes a mes, infimtament diferen
ciable El critenn de regularitat nomes es pot aplicar suposant que les
components del vector aleaton estan en D* En consequencia, el cr
ter1 de regularitat no permet tractar el maxim del moviment browmna,
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en [0,1], ja que pertany a D'? per a tot p > 1 pero no pertany a D™
D’altra banda la seva densitat es coneguda 1 es infinitament diferencia
ble en (0, +00) Aquest exemple motiva la recerca d’un criter: local per
vectors aleatoris que tinguin una ller de probabilitat concentrada en un
obert de R* sense suposar que siguin a D™ (R)

Un 1ingredient essencial per obtenir aquest criter: son les propietats
de localitat de 'operador de derivacio1 del seu adjunt la integral de Sko
rohod demostrades per Nualart 1 Pardoux en [15] La localitat permet
derwvar un vector F, que nomes cal suposar de D! ?(R¥), en determ
nades direccions admissibles D’aquesta manera es poden reemplacar
les condicions d'invertibilitat sobre la matriu de Malhavin del criter
general per condicions sobre les derivades en les direccions admussibles

Una aplicacio d’aquest criter1 local es que la ller del maxim del
drap brownia, que es desconeguda explicitament, pero es absolutament
continua respecte la mesura de Lebesgue com demostren D Nualart 1
J Vives en [16], te una densitat infimtament diferenciable en (0, +o00)
Per aquesta aplicacio s’ha utihtzat el lema de Garsia Rodemich Rumsey
en espais normats [8], aix1 com que les normes de Holder del moviment
brownia son a D*°, com demostren H Airault 1 P Malliavin en [1]

Aquests resultats estan publicats a [6)

012 Unaaproximacio de difusions per una equacio
diferencial estocastica hiperbolica

Les integrals estocastiques van ser introduides per Ito als anys 40
Stratonovich va donar una nova representacio l'any 62 en [19] Les
regles de calcul de Stratonovich coincideixen amb les regles del calcul
ordinarn

Un article fonamental per a ’estudi del calcul estocastic en el pla
es [3] de R Carol 1 J B Walsh de 1975 La teoria de la integracio
estocastica respecte el proces de Wiener amb dos parametres desen-
volupada en aquest article ha permes formular 1 resoldre equacions de
difusio en dos parametres
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Wong 1 Zakar desenvolupen les formules de diferenciacio per nte
grals estocastiques en el pla [28] 1 donen formules d’Ito per certes semi-
martingales [31] Hajek en [9] desenvolupa un calcul de Stratonovich
dos parametric per tal de resoldre un tipus d’equacio hiperbolica no
lineal Carmona 1 Fouque [4] han tractat el comportament en el himit
quan ¢ tendeix a zero de la solucio de I’equacio

dsOt € \e'¢
amb condicions a la frontera X§, = X¢, =1
El camp aleator1 F' que apareix a (01 1) es de la forma

X, st>0, 011)

(s oo o}

F(s,t) =Y Zis N1 iyxe-15(s,t),
k=1£=1

on {Zre, k > 1, £ > 1} es una famfha independent de vanables
aleatories acotades, centrades, 1 1denticament distribuides El resultat
principal de [4] es el seguent

Per cada S > 01 T > 0 la distribucio de {X:,, 0 < s < S,
0 < t < T} convergeix feblement quan € tendeix a zero en ’espai de
Banach C([0, S] x [0, T]) de les funcions reals continues en [0, S] x [0, T
cap a 'umica solucio {X;,0 < s < S,0 <t < T} de l'equacio de

Stratonovich
dXst = Xst odWst

amb condicions de frontera Xo: = X509 = 1, on W es un proces de
Wiener amb dos parametres En el segon capitol de la memora s’esten
aquest resultat a l’equacio no hineal

X5, 1

st ¢ e
=5 T EF(E,E)J(X“) +b(XE,), s,t€[0,8)x[0,T]

amb condicions a la frontera X§, = X, = z En aquest cas, X¢ con
vergeix en ller cap a l'umca solucio de I’ equacio de Stratonovich

dXs: = 0(Xse) 0 dWse +b(Xs4), s,t €10,5] x [0,T],
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amb condicions a la frontera Xp; = X;0 = z, €s a dir,

s rt
Xeo=z + /()/Oa(x,,,,)dww (012)

+ [ [ oo dudo+ [ [ b(X00) dud

Aquesta convergencia feble es demostra mitjancant el problema de mar
tingala, en lloc de la demostracio donadaen [4] Utilitzem ’equivalencia
entre existencia 1 unicitat de solucio del problema de martingala amb
dos parametres 1 I’existencia 1 unicitat en ller per la solucio de 'equacio
(012) (veure [24] 1 [27]) Aquests resultats estan recollits en [7}



Capitol 1

Criteri local de regularitat
de densitats

11 Introduccié

El primer capitol d’aquesta memoria esta dedicat a ’obtencio d’un
criten: local de regulantat de densitats per a vectors que tinguin una
lle1 de probabilitat concentrada en un obert de R* mitjancant tecniques
del calcul de Malliavin

La primera seccio es un recull d’alguns prelimnars generals so
bre calcul de Malhavin A la segona seccio s’enuncien criteris gene-
rals d’existencia 1 diferenciabilitat de densitats de les lleis de vectors
aleatoris de certs espais

Aquests resultats son del libre de D Nualart [13] 1 del seu curs de
Saint-Flour [14]

La tercera seccio conte el criten local de regularitat de densitats 1
la quarta una aplicacio d’aquest criter1 al suprem del drap brownia

12 Preliminars

Sigw (T,B,u) un espar de mesura o—fimta Considerem l'espai de
Hilbert H = L3(T, B, u) que suposarem separable Es considera una

7
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familia gaussiana de vanables aleatories centrades {W(h),h € H},
definides en un espai de probabilitat (2, F, P), 1tals que E(W (h)W (g)) =
(h,9)u, per tot g,h € H Suposem que la o-algebra F esta generada
per la famfha gaussiana {W(h)} 1 els conjunts nuls de P

Sigwt CP°(R™) el conjunt de funcions de R™ a valors en R acotades,
continues 1 amb derivades de tots els ordres continues 1 acotades

Sigur S el conjunt de variables aleatories de la forma

F= f(W(h'l)> rW(h'n)) (1 2 1)

onn >1 f &€ CPR" 1 hy, ,ha € H Els elements de S son
anomenats variables aleatories regulars S1 F' te la forma (121) es
defineix la seva derivada com el proces en L?(Q x T') = L*(Q, H),

Dr=3% L), We)he

J

Es pot interpretar DF, element de L*(Q2, H), com derivada direccional
1
<DF’ h)H = 1':]_‘% E[f(W(hl) + E<hl; h>H1 ) W(hﬂ) + €<h’n) h’)H)

—f(W(h1), ,W(hn))]

La derivada k essima D*F es un proces amb k parametres (es a dir
DFF € L*(Q, H®) = [?(Q x T*)) definit per iteracio

Df ,F=D, DyF

Per a cada p > 1, p € R 1 cada sencer k& > 0 es defineix B¥? com
I’adherencia de S respecte la norma

?

1l = (NFn;: + 3 UD PP e ,)

Es defineix espar D® = Myt Nixy DXP
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S1 K es un espai de Hilbert separable es defineixen els corresponents
espais de vanables aleatories a valors en K, D*?(K) 1 D*°(K)

Per tot p > 11 tot sencer positiu k anomenem L*? a’espa1 L7([0, 1], D¥?)
Observem que L!2 = D! 2(H)

Enunciem tot seguit dues propietats tecmques de l'operador de
derivacio

Lema 12 1 Sigws {F,,,n > 1} una successio de variables aleatories en
D*P ambk > 11p > 1 Suposem que F, convergeiz a F en [P(Q) 1
sup, | Fullkp < 0o Aleshores Fe D*P

Proposicio 1 2 2 Siguz ¢ R™ — R una funcio continuament diferen
cuable amb derwades parcials acotades 1 p>1 Swgw F = (Ft, | F™)
un vector aleatori amb components en lespar D'?  Aleshores p(F) €
D'? 4
m a .
De(F) =35 ~(F)DF
1=1 Ty
Anomenem operador de divergencia é a ’adjunt de ’operador D en
L? D es un operador no acotat de L2(Q) a L2(Q, H) El domin de §,
Dom§ es el subconjunt de L?(f2, H) de vanables aleatories u tals que

|[E((DF, uw)n)| < c||Fll2,

per a tot F € D'? on ¢ una constant que depen de u Si u € Doms,
6(u) es l'element de L*(Q2) caracteritzat per

E(Fé(u)) = E((DF,w)n)

per a tot F € D'?
Es defineix la classe Sy € L?%(Q2, H) d’elements regulars de la forma

U= Z thn
=1
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on F, € S1 h, € H Els elements de Sy pertanyen a Domé 1

n

5w) = FW(h) — S (DF, h)n

Terum les seguents propietats que reia;lcl)nen els operadors D 1 § per
u,veSy1 FesS
(@) Dn(6(u)) = (u,h)y + §(Dpu)
(b) E(6(u)6(v)) = E({u,v)y) + E(Tr(DuoDv))
(¢) 6(Fu) = Fé(u) — (DF,u)y
La propietat (b) implica la desigualtat seguent

E(5(w)*) < E(|luly) + E(| Dullbien) = ull} 2 u
Per tant 'espar D'2(H) esta inclos en Domé, 1 (b) es compleix per
qualsevol u € D' 2(H) Podem estendre la propietat (a) per u € D' ?(H)
1 Dpu € Dom§ La propietat (c) es compleix per F' € D!'?, 4 € Domé,
Fuy € L?(Q, H) 1 la banda dreta de (c) pertanyent a L%()
Els operadors D 1 6 son locals

Proposicio 1 2 3 Sigus F una varable aleatoria de D' ! tal que F = 0
gs en un conyunt A€ F Aleshores DF =0¢gs en A

Proposicio 124 Sigumu e D'?2(H) 1 A € F, tal que w(w) =0 P ¢
en A Aleshores 6(u) =0¢qs en A

Podem locahtzar el domini de operador D
Defimm D2, p > 1 com el conjunt de varables aleatories F' tals que
existerx una successio {(Qn, Fn),n > 1} C F x D'? que compleix les

seguents propietats
(1) Q4 TQ,qs
(n) FZFﬂ gqs €n Qn

Direm que (2, Fy,) localitza F' en D'? 1 DF esta defimda sense am-
biguitat per DF = DF, enQ,,n > 1 De manera analoga s'introdueixen
els espais DEP, 1 DEP(H)



13 ESTUDI DE DENSITATS 11

13 Calcul de Malhavin aplicat a ’estudi
de densitats

Sigm F = (F!', | F™) un vector aleaton tal que les seves components
pertanyen a l’espai D,,. Anomenem matriu de Malhavin a la matriu
aleatona vy = ((DF*, DF?))y\,, <mj Bouleau1Hirsch (2] van donar
el seguent criter: de continuitat absoluta per la llex de F

Teorema 131 Swgw F = (F!, ,F™) un vector amb components en
D}oz 1 suposem que la matriu de Mallwavin yp es invertible g s Aleshores
la ller de F es absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue en
]Rm

En dimensio m = 1 la condicio de no degeneracio es redueix a || DF || g >
0 gs 1 es pot suposar F € D, (Nualart 1 Zakai [17]) La seguent
proposicio dona una expressio de la densitat d’una variable aleatoria
en funcio de l'operador 6

Proposicio 1 3 2 Sigu F una varwable aleatoria en D'2  Suposem que
Wl%fl_l’ € Domd Aleshores la llex de F te una densitat continua 1 acotada

donada per DF
p(z) = E(l{F>:}6(‘”EI;”_2))

A causa de la localitat dels operadors D 1 § podem afeblir les
hipotesis de la Proposicio 1 3 2

Proposicio 1 3 3 Siguz A un wnterval de R, F' una vamable aleatoria
enD'2, uy € L3(Q, H) + G4 una varwble aleatoria tal que (DF,us)y =
Ga per {F € A} 1 %’ﬁ— € Domé Aleshores la llex de F' te una densitat

continua ¢ acotada en A donada per

p(z) = E(x{m}a(—g’*;))
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Demostracio

Prenem % una funcio regular no negativa amb suport compacte
inclos en A, 1 ¢(y) = [Y, ¥(2)dz,y € R Aleshores ¢(F) € D'?, 1 en el
conjunt {F € A} es compleix

(DH(F),ua)y = Y(F)(DF,ua)ag = Y(F)Ga

En {F ¢ A}, a causa de la localitat de 'operador D, tots els termes
s’anul len, 1 per tant tambe val la 1gualtat
Per tant, aplicant la dualitat dels operadors D 16

E(w(F))=E(<D¢>() )H) E(¢(F)5( ))

Aquesta desigualtat sera certa per una funcio del tipus ¥(y) =
104 (y) on [a,b] C A Aplicant el teorema de Fubini obtemim

Pla<F<b= / 1[ab] dx)&(——)) = /;bE(l{p>m}5(%A;)) dz

Per tant queda demostrada la proposicio O
El criter: global de regularitat de densitats es el seguent

Teorema 134 Swu F = (F', ,F™) un vector aleator: que verifica
les seguents condicions

(1)) F*eD® peri=1, ,m

(w) La matriu de Malhavin vr = ((DF*, DF?) 1) (1<, ;<m)» Satisfa
(detyr) ™! € Nps1 LP(K2)

Aleshores F te una densitat infinitament diferenciable
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131 Cniter: local de regularitat de densitats

Un resultat fonamental per a la diferenciabilitat de la densitat d’una
mesura finita en R™ es el seguent lema d’anahsi

Lema 13 5 Sigur p una mesura finita en R™  Fizat un conjunt A
obert de R™, suposem que per tot multundez o = (1, ,ox) € {1 ,m}*,
k > 1 emstewven constants c, tals que per tota funcio ¢ € C°(R™) amb
suport compacte contingut en el conjunt A es complewx

| .., dapdil < callgle

Aleshores la restriccio de p al conjunt A es absolutament continua res
pecte la mesura de Lebesgue 1 te una densitat infimtament diferenciable
en A

El seguent teorema conte el criten1 local de regularitat de densitats

Teorema 13 6 Sigus F = (F!, ,F™) un vector aleator: tal que les
seves components pertanyen a l'espar D'? Siguzs A un subconjunt obert
deR™ Suposem que emisteizs un proces estocastic m dimensionaluy =
{@4(t),t € T,1 < 7 < m} 1 una matrw aleatoria m x m, G4 = (G3),
tals que

(1) vy € D°(H) pertot 3=1, ,m

(u) G € D™® pertot1,7=1, ,m,t|detGu|~! € L? per tot p > 2
(m) (DF*,ul)y =G4 en {F € A}, peratots,)=1, ,m

Aleshores el vector aleators F' te una densitat infinitament diferen

ciable en el conjunt obert A

Per tal de demostrar el teorema donem aquests lemes previs

Lema 1 3 7 (veure [10]) Swgus F € D' ? una varable aleatoria tal que
E(|F|~?) < oo Aleshores P(F >0) es0 01
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Lema 1 3 8 Suposem que G es una matru aleatoria m X m wnvertible
qs 1tal que |det G|™t € L? per tot p > 2 Suposem que els elements
GY de G son en D*®° Sigur 0 = G~! Aleshores 0% pertany a D™ per a
tot 1,7 1

m
Do" = — Z o,zka,lJDle
kl=1

Demostracio

Observem que det G pertany a D™ ja que aquest espai es un algebra
D’altra banda P(det G > 0) es0 0 1 a causa del Lema 137 Aleshores
es pot demostrar que els elements (G;')”* de la matriu nversa de G4
tambe pertanyen a D™ utilitzant el mateix argument que a [26] La
1dea d’aquest argument es la seguent

Suposem que det G > 0 qs Definim per a tot € > 0

_ det G
e = (detG+e) 7
Clarament o, pertany a D Fent tendir € a 01 aplicant el Lema 121
obtenim el resultat desitjat O
Demostrem el Teorema 1 3 6
Demostracio
Suposem que ¢ es una funcio infimtament diferenciable amb suport

compacte contingut en el conjunt obert A Utihtzant la Proposicio
1221 la hipotes: (1) es pot escriure en {F € A}

(D(p(F)),wh)u ‘Z (F)(DP, wp)y
m (P .
Z b—— (FGH (132
Observem que st F no pertany a A aleshores ¢(F) = 01 tots els termes

de ’equacio (1 3 2) s’anul len per la propietat de localitat de ’operador
derivada Per tant (1 3 2) es compleix en tot 2 qs Fixem un element
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R en D*® Utihtzant la relacio de dualitat entre els operadors D 1§ es
deduerx la seguent 1gualtat,

0 m "
5 (R3E ®) - 3 £ (R, 24(G3Y")
— E(o(F)8,(R)), (133)

on m
,(R) = ‘_;16 (Ru4(G3'Y)

El Lema 138 implica que els elements (G5')?* de la matriu inversa
de G4 pertanyen a D* Per tant , les hipotesis (1) 1 (1) impliquen que
®,(R) es un element de D™ 1 un funcional lineal de R Considerem un
multundex a = (o1, ,a) € {1 ,m}*1aphquem recursivament la
relacio (133)ar1=q;, ,acla

R= 1)¢a1(1)7¢a2(¢01(1))7 ’q)ak(q>ak—l( (1) )

D’aquesta manera obtemm

B (52550 = [E (o ) )

< Calllloo,

1 per el Lema 1 35 la desigualtat anterior completa la demostracio del
Teorema 136 O
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14 Maxim del drap browma

Un drap browma {W;.,(s,t) € [0,1]?} es un proces gaussia, centrat 1
amb funcio de covanancia E(W, W, 4 ) = (z A2 )(yAy') En aquesta
seccio suposem que T = [0,1]% 1 u es la mesura de Lebesgue en [0, 1)
Sigwt {W(h),h € H = L*(T)} un proces gaussia com a la seccio 12
Aleshores W (s,t) = W(1jp 5«0 ¢f) €s un drap brownia Sabem que W te
una versio amb trajectories continues Sigui F' = sup, g0 112 W (s, 1)
A partir dels resultats de [16] sabem que F' posseeix una ller absolu-
tament continua en (0,4+00) L’objectiu d’aquesta seccio es demostrar
que F' te una densitat C* en (0, +00) Abans d’aplicar el criter: general
establert en la seccio anterior donarem alguns resultats sobre la llei del
maxim d’un proces continu, extrets de [16]

Proposicio 14 1 Sigur T un espar metric compacte 1 X = {X(t),t €
T} un proces estocastic continu Sota les sequents condicions, la vara
ble aleatdria M = supycr X (t) pertany a D'?

(1) E(M?) < o0

(n) Peratott €T, X(t) € D'2, el proces a valors en H {DX(t),t €
T} te una versio continua , 1 E(super [DX (8)||%) < o0

Proposicio 1 4 2 Sigus T un espar metric compacte 1 X = {X(t),t €
T} un proces estocastic continu tal que verifica les condicions de la
proposicio antertor St || DX (t)||g # 0 en el congunt {t € T, X(t) = M}
aleshores la ller de M = sup,er X (t) es absolutament continua respecte
la mesura de Lebesgue

En el cas d’un proces gaussia continu, parametritzat per un espai metric
compacte T, centrat 1 amb funcio de covariancia k(s,t), la condicio
DX (&) # 0 en el conjunt {t € T, X(t) = M} es reduex a k(t,t) #
0en {t € T,X(t) = M} Per exemple en el cas del drap browma
k(s,t) = (s1 A s2)(t1 Atg) per s = (s1,82) 1t = (t1,t2) Per tant
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la lle1 es absolutament continua ja que {(st) € [0 12 W(st) =
SUP(, e)epo a2 Wi(s )} C {(s,t) st#0}qs

Donarem uns lemes previs que son necessans per demostrar que la
densitat de F' = sup, yep 12 W (s t) es infimtament diferenciable

Lema 14 3 El procés W assoleiz el manim en un unic punt (S T)
quast segurament

Demostracio Volem demostrar que la probabilitat del conjunt

B = {w Es‘gep W(z) = W(z;) = W(z;) peralgun 2z # Zz}
es zero Per cada n > 1 anomenem R, la classe de rectangles diadics
de la forma ((5 — 1)27",72""| x ((k = 1)2™" k2" amb1 < j k< 2"
El conjunt B esta inclds en la unié numerable

U {sup W(z) = sup W(z)}
n>1 R; RiER™ Ri# R, 2€R, 3€R;

Per tant és suficient demostrar que per cada n > 11 per cada parell de

rectangles diadics R, R; € R, es compleix que

P{sup W(z) = sup W(z)} =0
2€R, 2€R,

Per demostrar aquesta propietat és suficient demostrar que per tot rect-
angle [a,b] € T, la ller de sup, ¢y, y W(z) condicionada a la o-dlgebra
generada per {W(z),z1 < a,} és absolutament continua Utilitzant
la Proposicio 14 2 només cal veure que donats els valors de W a la
frontera esquerra {a1} x [az,b,] de [a b], el suprem sup,¢(, 4 W(2) no
assoleix el maxim en aquesta frontera. Aquest fet es pot provar fent
servir el seglient argument

Suposem que el suprem de W en [a,b] s'assoleix al punt (a,, )
de la frontera esquerra de [a,b] amb probabilitat positiva. Aleshores
els valors de W(z,0) — W(a1,3%) per ai < z < b, haunen de ser
negatius amb probabilitat positiva 1 aixd no és posible ja que el procés
W (z, ) — W(a1,),61 < < by és un moviment browma. O
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Lema 14 4 La varable aleatora F = SUP,¢p 112 W(2) pertany a D2
1 D, F = 1y gxpn)(2), on (S,T) es el punt on s’assolewz el mazm

Demostracio
Introduim ’aproximacio diadica de F' definida per

F,= sup W((p2™", k27))
{ogy<2m 0<k<2n)
Es complex que
Dan = 1[0 Sn]x[0 Tn](z))

on (Sp,T») es el punt diadic on el maxim

sup  W((327",k27"))

0<j k<2n

s’assoleix Les derivades estan umiformament acotades per 1 Per tant
existeix una parcial { DFy,)} que convergeix a DF en la topologia feble
de L%(2 x [0,1]?) Prenem G un element arbitran de L2(Q x [0, 1]?)
La convergencia feble implica que

E( G,D,,Fdz) =lmE ( J GzDan(,)dz)
12 o Vo

= mE / G.dz) =E / G,dz
L4 {0 Sn( )]X'O Tn( )] [0 S]X[O T]

Per tant D,F = 1( sjxjo 7 ! queda demostrat el lema O
Ara demostrarem la regulantat de la densitat de F'

Proposicio 14 5 La varable aleatoma F = supsyejo 12 W(s,t) te
una densitat wnfinitament diferenciable en (0, +00)

Abans de fer la demostracio enunciare una generahtzacio del lema de
Garsia-Rodemich-Rumsey [8], que es de Stroock 1 Varadhan [22] Cal
destacar tambe la versio d’aquest lema donada per Walsh a [25], que
no necessita la continuitat de la funcio &
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Lema 146 Siguin p, ¥ Ry — Ry funcions estrictament crewvents
que s’anul len al zero 1 tals que limgpoo P (t) = 00

Suposem que ® R* — E es una funcio continua a valors en un
espar de Banach separable (E,|| ||) Sigur B la bola oberta en R? de
centre zo t rads r Aleshores, s

r— //w N<I> t) <I>(s)ll)dsdt<oo

es complewx, per a tot s,t € B,

2j¢ sl 4d+1F
l2() - 26) <8 —z)pldu),

on Ag es una constant unwersal que nomes depen de d
Com a corol lan del Lema 1 4 6 obtenim el seguent resultat

Corol lar1 1 4 7 S suposem que X = {X(t),t € R} es un proces
estocastic a valors en un espar de Banach (E,| ||) tal que es complewx
la seguent acotacio

E(|X@) - X)) < Hft - s|* (144)
per algun H > 0,7 > 0, & > d, @ per tot s,t € R® Aleshores es
complewx

1 X(#) = X(s)||" < Caymlt —s|™T, g5 (145)
peratot0 <m < a—diperatots,t € R onl = [3[g (“—)ift—?:—(,f—f;%wl)dsdt

Demostracio Observem que a causa del lema de Kolmogorov la de
sigualtat (14 4) mmplica que existeix una versio continua del proces
Podem aphcar el Lema 14 6 prenent ¥(z) = 271 p(x) = xﬂ'#, amb
0<m<a—d, fixat w e Q es pren &(t) = X,(w) 1 obtemm (1 4 5)

Cal observar que I' <00 gs ja que

mo < ], [ s
< /B /B |t — s|*™2dsdt O
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Anem a demostrar la Proposicio 145
Demostracio
Fixem a > 01 considerem el conjunt A = (a, +00)
Defimum els seguents temps aleatoris
T, = mnf{t sup W(z,y) > a}

{0<z<1 0<y<t}

Sa = mf{s sup Wi(z,y) > a}

{0sz<s 0<y<1)

Els temps aleatoris S, 1 T, son temps d’atur respecte les filtracions
Fl=o{W(z,y) 0<2<s5,0<y<1}1 F=0c{W(z,y) 0<z<
1,0 < y < t}, respectivament

Per defimicio (S,,7,) < (S,T) en el conjunt {F > a} Per el Lema
14 4 es compleix D,F(w)=1qpt (z,w) tal que z < (Sa(w), Te(w)) 1
Flw)>a

Per cada 0 < 4 < 1/21p > 1 tal que ¥ < 3 — 55 es defineix la
seminorma de Holder en Cy([0, 1])

. 2p 1/2p
1= (f o B gy

Anomenem H, , I’espar de Banach de les funcions continues en {0, 1]

que s’anul len en zero 1 tenen una norma (p,~) finita
Defimm dues famihes de variables aleatories

“W(S, )— W(Sl’ )“2p

1 = P !

Yi(o) = /[.0 op Is = o[F2mr dsds
— \W (s, t) — W(s',t) — W(s,t') + W(s,t)|* L
= /[;algx{o 1}2 ’(s _— 3/)(t _ tl)l1+2m deS dtdt

Y?(r) = /{0 i
W (s,t) — W(d,t) — W(s,t')+ W(s,t)|%

= dsds’dtdt’,
o 112x[0 7] |(s — &')(t — ¢)[ 1+
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ono,7 €[0,1] Sigm Y(o,7) =Y(o)+ Y3(r)
Existerx una constant R, que depen de a p1 4, tal que

Y(o,7) < R implica sup W,<a (146)
2€[0 o] x[0 1jUfo 1|x[0 7]
Per tal de demostrar aquesta propietat apliquem primer el Corol lan
147 ala funcio a valors en H, ., s € [0,0]> — W(s, ) Prenem 4 =
2p, 6 =p1m=2py—-1 Tindrem

E(\WW(s, )-W(, )I2) = (147)
W (s, t) — W(s,t') -~ W(s',t) + W(,t)|* , .,
B(f . e dtdt'

< P o|Pl _ 4|P—2py—1 / ! alp
<C, /[0 1 =PI =1 dtdt' < Cyls' — s
El Corol lar1 14 7 ens diu
IW (s, ) = W(s', )%, < Goqls — &1 Yi(0), (148)
per a tot 5,5’ € [0, 0]

Per tant al conjunt Y(o) < R es compleix

”W(S) )”zp'y -.<_ CP‘YR’

per a tot s € [0, 0]

Aphquem despres el Corollan 147 a la funcio real ¢ € [0,1] —
W (s,t) (s esta ara fixada en [0,0] ) Com E(|W(s,t) — W(s,t')|*) <
CpsP|t’ — t|P obtemm

W (s,8) = W(s,t)* < cpqlt — PP HIW (s, I, < &5, Rl — 8P,

per a tot ¢,¢’ € [0,1]
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Per tant .
- 1
sup  |W(s,t)| < cpyR%
0<3<0 0<LtL1
De forma similar es demostra
L L
sup  |W(s,t)| < g4 R,

0<s<10<t<T

1
1 es suficient escollir R tal que ¢ ,,R?LP <a

Ara introduim el proces estocastic u4(s, t) 1 la variable aleatoria G4
que satisfan les condicions del Teorema 1 3 6

Sigm1 ¢y R4 — Ry una funcio infimtament diferenciable tal que
Y(x) =0stz > R,19(z) =1s1x < R/2 Aleshores defimm

'U'A(sa t) = '(/)(Y(S, t)))

Ga= f(o P (s D)

Primer comprovem la condicio (m1) En el conjunt {F > a} es
compleix

(1) ¥(Y(s,t)) =0s1(s,t) &[0,5,]) x[0,T,] Jaque,st(Y(s,t)) #0
aleshores Y (s,t) < R (per definicio de 9) 1 per (146) aque
sta desigualtat implica sup,¢p o 1o 1jxjog Wz < @, 1 en con-
sequencia s < S,, t < T, 1 aixo es contradictor:

(2) Dy¢F =131 (s,t) €[0,S4] x [0,T,), perel Lema 144

En consequencia, en {F > a} obtenim
(DF,us)y = /[0 Do PV (s, ))dsds

0 lxmlzb( (s,2))ds A

La condicio (1) es compleix, es a dir G4 € D* 1 u4 € D*(H) )a que els
processos Y(s) 1 Y2(¢) son a D*(L?[0,1]) (veure [1])
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Finalment hem de demostrar que G3* te moments de tots els ordres
Terum

/{O o VY (s, 0)dsdt 2 /10 1 Lorteoemyapdsit

= M(s,t) € [0,1) Y'(s)+Y?(t) < R/2} > Ms€[0,1] Y!(s) < R/4}
xA{t € [0,1] Y?(t) < R/4}

= (YY" (R/9)(Y*) " (R/4)

Hem utilitzat el fet que els processos estocastics Y! 1 Y2 son continus
1 creixents Per a tot e podem escriure

P((Y")"'(R/4) <€) = P(R/4 <Y(e))
SP(/(;) . ”W( )—W(S )"p'ydd >R/4)

|s — s/[1+27
4 [W (s, ) = W(s', )z
< ()9 / Py
<(g) E( o s = o dsds'
Aquesta darrera desigualtat es dedueix aplicant la desigualtat de Holder
1 Pacotacio (14 7)

W (s, ) =W O
E(! /[OeP s — &/[1 127 deds |
2
< 62@_1) A IZE (”W(si )_ W(SI) )”pp—?) deS'

ls _ 8/|(1+2p'y)q

) < Const ¥

< Cp 217 |s — &|P1=2PMeggds!
= Pe 0 €2

! 29
< Cp o€

per a tot g > 2, on Cp 41 C,, son constants que depenen de p1¢ Aixo

completa la demostracio O
Podem estendre els resultats d’aquesta seccio al cas multiparametric
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15 Maxim del procés de Wiener
m-parametric

Direm que W = {W,, .,(s1, ,Sm) € [0,1]™} es un proces de
Wiener m parametric s1 W es un proces gaussia centrat, amb funcio
de covariancia E(Ws, . W, , ) =1IICi(s.As;) Sigm T = [0,1]™
1 1 la mesura de Lebesgue en [0,1]™ Aleshores s1 {W(h),h € H =
L*(T)} es un proces gaussia centrat associat a I’espar de Hilbert H,

Wi(s1, ,5m) = W(ljpsx x[0sn)) definerx un proces de Wiener m
parametric
Prenem F = sup W(s1, ,Sm)

(31 Sm)E[0 1]”‘

Proposicio 1 5 1 La variable aleatoria F = sup W (sy, Sm)
(s1  sm)ED ™
te una densitat infimitament diferenciable en (0, +00)

Demostracio
Fent un raonament analeg al cas dos-parametric es demostra que
quast segurament el maxim s’assoleix en un unic punt (Si, ,Sm),

F pertany a D'? 1 D,F = lggx xpSm](2) La demostracio de la
regularitat de la densitat es basa en el Teorema 1 3 6
Definim, peraz=1 ,m

S: =1wnf{s >0 sup Wz, ,zm)>a}
{z €[0 5] z,€[0 1] 374}

St es un temps d’atur respecte la famiha creixent de o-algebres
Fr=a{W(z1, ,zm) z.€[0,8],z,€[0,1], 751}, s€(0,1]

Donada una funcio f [0,00)™ — R, defimm 'increment m dimensional
de la funcio f en el rectangle (a,b], on a,b € R™, 1peratotz=1am
a, < b,, com

A;nbf = Z ("_1)61+ +€"'f(b1+61(a1-—b1), ;bm+€m(am— m))

e€{01}m e=(e1  €m)
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Sigw A = {(z,y) € [0,1]> z<y}
Peracada0 <y <1/21p>1tal quey < %—%esdeﬁnelxla
seminorma de Holder en Cy([0, 1]™)

/2p
‘AET;: Zm) (T x! f|2p '
1£lp7m = (/Am G o) s donde,
(159)

Anomenem H,,m Pespar de Banach de les funcions continues en
[0,1]™ que s’anul len en els punts que tenen alguna coordenada zero 1
tenen una norma (p,y,m) fimta

Defimm la famiha de vanables aleatones

Y(Ula ,Um)

LAY Y i
= 5 Tm dzidz, dzmdz ,
O 12d)x x(0omPna) (@) — 1) (@ — Tm)|1FPY ™

per a gy, ,om € [0,1]
Per2=1, ,m defimm

dx, dz’

)

1AL WIEE ey
Y”(O’;) = Y(17 )1701)1) ,1) = AOU]ZQA I(l" — )I1+2m

Fixem una coordenada 2, 1 aplhquem el Corol lann 147 a la funcio a

valors en l'espai Hp 4 m-1
s, € [0,0.) > W(,s, )
Aplicant la defimicio (1 59) de la seminorma p,vy,m — 1, temm

2
E(IW ¢y~ Wes lFam1)
<c[ o ls-sPlei-ml ol e dd,
- [0 llz(m—l)

< Cls; — sl

Aleshores per a tot s, s, € [0,0,] es complex
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IW(,8, ) ~W(,8, )2 me1 £ CY*0u)]s, — 5|
Per tant en el conjunt Y*(s,) < R obtemm
IW(,sl, ) = W(,s, 2% mor < CRls, — 5,/
St prenem s, = 0 obteum per a tot s, € [0, 0]
1W(, 80 Mgy m-1 < CR

Fixada la s, tornem a aplicar el Corol lar1 14 7 a la funcio a valors en

Hpym—2
xJ € [0) 1] - W( y 81y )"I"J’ )’ On] # 4
Observem que

”W » Sty ,.Z‘,)-—W(,S,,,z )” m—2
IW (50 My = [ ’ 21m2 g o

I, axr
&) = 2, 4

Tenim

E(”W( 151y 1 Ty ) W( S1, )xga )Hpvm—?)

N W (s I

(z1 = zm)(z, =z

E(-/Am—z |($’1 - xl) (ml‘l - x‘l) (x/J - x]) (xlm - xm)l2m+1

dzdz} dz,dz, da:,dz,, dzmdz,,)

< Clsz|p|x3 -z,

Per tant, per a tot z;,z) € [0,1]% 1 tot s, € [0, 0,] podem escriure

”W( )Sl) 7x_7) ) W( S‘U )','E]) )“p'ym—
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< CIW (50, 2 sl — 2,) PP

pym—
< CR|(z) — =)

Prenem z) = 01 obtemm Vz, € [0,1]> 1 Vs, € [0, 03]

”W( 781-7 7x17 )”217 2 S CR

pym—

Iterem aquest proces, fixant succesivament les coordenades 1
rebaixant 'ordre de l''ncrement fins a aconseguir que per a tot
(1, ,%, ,zZm)€[0,1]™ ! 1peratots, €0,0,)

\W(z1, ,8, ,zm)|<CR%

1
Per tant s1 prenem CR?* < a obtenim

sup W(zy, ,8, ,ZTm)<a
{1€[01] s€Ppo] zme[0l]}

per:=1 ,m

Ara introduim el proces estocastic u,4 1la vanable aleatoria G4 que
satisfan les condicions del Teorema 1 3 6

Sigur P(s1, ,Sm)=Y(s1))+ +Y(sm)

Sigm % Ry — R4 una funcio infimtament diferenciable tal que
P(x) =0s1z> R, 19Y(x) =1s1z < R/2 Aleshores definim

uA(517 ;Sm) :¢(P(Sl7 a'sm))r

Ga=[ #(P(s1, ,sm)dsi dom
(1™

Primer comprovem la condicio (1) En el conjunt {F > a} es

compleix
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(1) ’(/)(P(SI) 73"71)) = 0 Si (Sb ,Sm) ¢ [01 S;] X X [0) S;n] Ja‘ que
st Y(P(s1, ,8m)) # 0 aleshores P(s1, ,sm) < R (per definicio
de 1) 1 aquesta desigualtat implica

sup W(:z:1 s ZTm) <a
{z1€[01] s€0o] zme[01)}

per 1 =1, ,m En consequencia (s;, ,sm) < (S1, ,Sm)1
ano es contradictor:

(2) DZF =1sl (311 7Sm) S (’5’17 ,Sm>

En consequencia, en {F > a} obtemum
(DF,us)y = /[ . DFY(P()dz
0 1j™

= w(P(Sl; ;Sm))dsl dsm = GA

[0 Sx x[oS™]

La condicio (1) es complewx, es a dir G4 € D® 1 uy € D®(H)
Finalment hem de demostrar que G;' te moments de tots els ordres
Ternum

o1 P(P(2))dz > /{0 - 1{p(z)<r/2}d2
= /\{z eo,™ Yis)+ + Y™(sm) < B/2)
> H Ms, € 0,1] Y'(s,) < R/2m} = H (YY" H(R/2m)

Hem utilitzat el fet de que els processos estocastics Y* son continus 1
creixents Per tot € podem escriure

P((Y) Y (R/2m) < €) = P(R/2m < Y(¢))
<p / ”A W”p‘ym 1
= \Jogna |(z) - z,)|P

<o

Aixo completa la demostracio O

dz.dx] > R/2m)

dz.dz,

/ ”A W”p'ym—
perna |(x, — x,)| P

q
) < Const €2
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16 Positivitat de la densitat

Una de les aplicacions principals del calcul de Malliavin es ’estud:
de l'existencia 1 regularitat de densitats de les lleis de funcionals del
proces de Wiener Aquest estudi inclou els seguents resultats sobre la
positivitat de la densitat, extrets de [13]

Lema 16 1 Sigus F € (F', F*) un vector aleators amb components
en D'2  Aleshores el suport de la ller es un conjunt connex (un interval
tancat en dimensio 1)

Proposicio 1 6 2 Sigu: F € D'P, p > 2 tal que posseeix una densitat
p(z) localment Lipschitz ¢ sigus a un punt interior del suport de la ller
de F Aleshores p(a) > 0

Com els operadors D 16 son locals 1 com a consequencia del Lema
16 1 podem estendre la proposicio anterior per a vectors que tenen la
densitat concentrada en un obert

Proposicio 1 6 3 Sigus F € D'?, p > 2 tal que posseert una densitat
p(x), concentrada en un obert A, localment Lipschitz 1 sigut a un punt
wnterior del suport de la lles de ' Aleshores p(a) > 0

Aphcant la proposicio anterior obtenim el resultat de que la densitat
de F= sup W, nos’anullaen (0,00)
(st)elo 1)2
Proposicio 1 6 4 Sigus F = sup Wi, ¢ p(z) la densitat de la lle
(s t)€[0 1)2
de F Si1a € (0,00) aleshores p(a) >0

Demostracio de la Proposicio 16 4

Hem demostrat que la densitat de = sup W, es infinitament
(s )0 1)2

diferenciable en (0,00) 1 per tant localment Lipschitz A mes F € D'P
per a tot p > 1 Per tant es compleixen les hipotesis de la Proposicio

163 O
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Capitol 2

Una aproximacié de
difusions

21 Introduccié

En aquest capitol es demostra un teorema d’aproximacio en ller de
difusions per a una equacio integral estocastica en el pla governada per
un proces de Wiener amb dos parametres Aquesta equacio es la versio
integral d’una equacio en derivades parcials hiperbolica

L’estructura de les equacions hiperboliques permet utilitzar metodes
de martingales dos parametriques

La formulacio de Stratonovich es adequada en problemes d’aproximacio
ja que obeerx les regles del calcul ordinan

Aquest capitol esta dividit en cine parts Comenga amb la relacio
entre la integral de Stratonovich 1la integral de Skorohod, on es presen
ten diversos resultats de J Li Sole 1 F Utzet, [21] Continua amb uns
preliminars sobre calcul estocastic per processos amb dos parametres 1
equacions hiperboliques extrets de 1'article de B Hajeck (9]

En la segona part es demostra I’ajustament de la famiha de proces
sos X¢, La tercera part esta dedicada a la caracteritzacio de la lle:
del imit de X© quan ¢ | 0 En la quarta part s estableix ’equivalencia
entre el problema de martingala 1 la solucio feble de l'equacio (0 1 2)

31
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Finalment, en la darrera s’esten el resultat d’aproximacio a la classe
d’equacions tractada a [9]

22 Preliminars

Ara donem un resum extret de [21], per tal de relacionar la integral de
Stratonovich 1 la de Skorohod

221 La integral de Stratonovich

Introduim la integral de Stratonovich en el pla per a processos no
necessariament adaptats

Sigui T = [0,1]?, amb la relacio d’ordre parcial z = (z1,22) < 2/ =
(21,25) s1 2y € 21120 < 2z, Posarem z < 2/ 5121 < 2] 122 < 2
Sigui (2, F, P) lespa1 canonic associat al proces de Wiener amb dos
parametres {W,,z € T}

Prenem un proces mesurable X = {X,,z € T} tal que [ X2dz < oo
gs Sigw II una particio de l'nterval [0, 1]?

I={(s,t;),0=80<s1< <sp=10=t<ti < <ilm=
1}

Ferem servir les notacions A,; = (s, Sit1] X (&5, t541),

1

ITT| = max, ;{|A; |}

Sigu
Sn(X) = Z (Elv_, A dez) W(A,;)

]
Definicio 2 2 1 Es dwu que X es integrable Stratonovich si ezisterr el
sequent himat en el sentit de la convergencia en probabilitat

&) —
[(X) = hm Sn(X)
IS(X) es la wntegral de Stratonovich de X 1 s’escriu

5(X) = /TX,, o dW
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Anomenarem Dom I° al conjunt de processos integrables Stratonovich

Donem la definicio de la traca de un proces La tracga es el terme
que relaciona la integral de Stratonovich 1 la de Skorohod (la d'Ito en
el cas adaptat)

Definicio 2 2 2 Es dw que el proces X te traga TX s emustewr el hmat
en probabilitat

1
TX =1 D, X,dzd?
lﬁﬁlo,zjj <IAUI /(A 22 dZdz)

Proposicio 2 2 3 Sigus X € L'?  Aleshores X € DomlI® s 1 nomes
st X te traga A mes a mes

BX)=6(X)+TX

Definicio 2 2 4 Diwrem que un proces X € L'? es de la classe L, st
existerz una versio {D,X, ,(z,2') € T?} per la qual ht ha un entorn
V C T? de la diagonal de T? tal que

(1) Per a tota z defimm VT = {Z/ e T 2 < 2'1(2,2) € V}
Aleshores laplicacio de V' a valors en L2(Q) 2/ — D, X, , es
continua, uniformement en z

(1) De manera analoga es definexven VI~ V* 1V™" 1 les aplca
cions respectwes, de manera que siguin continues uniformament
en z

(12)

sup E[(D,X,)?] <
(zz)eV

Per a X € L, podem definir els hmts

+ 4y - 72 _
DX(s*,tT) = L*()) s’}g?ltDSthlt
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De forma analoga es defineixen DX (s*,t7), DX (s7,t*) 1DX(s7,t7)
Les condicions (1), (u) 1 () implhquen que existeix una versio de
{DX,++ ,er} que pertany a L*(T x 2) Fem servir la notacio

1

AX,
4

(DXt +DX;*+ DX}~ +DX;7)
Proposicio 2 2 5 Swgur X € L, Aleshores X te traga 1

TX = /T AX,dz

222 Calcul estocastic per processos
amb dos parametres

Aquests preliminars son de [9] Fem servir la seguent notacio Si
prenem dos punts del quadrat positiu del pla s = (s1,89) 1 8 = (5}, $5)
sAs' denota la condicio 8| > 81,82 > sh,1 5% esel punt (s, s2) Fixem
2o € [0,00)> Prenem R,, = {s € [0,00)%,5s < 2} Sigw (2 F P)
un espai complet de probabilitat amb una famiha de sub o-algebres
{F,,z € R,,} tals que

(F1) F,CF, sz <7
(F2) Fy conte tots els conjunts nuls de F
(F3) Fo=Nce F;

(F4) Foxz | Froxz son condicronalment independents donat F,, Vz €
RZO

Un proces estocastic { X, z € R,, } es adaptat st X, es F, mesurable
per a tot 2

Un proces de Wiener {W,,z € R,,} en (2, F, P) respecte {F;,z €
R,,} es un proces gaussia centrat de covariancia E(W,W, ) = u(R, N
R.) on p es la mesura de Lebesgue 1 tal que {W, — Wy, — W, , +
W,,z < 2’} es independent de G, = F,xz V Frox: Per a tot 2z € R,
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Per 1 < p < oo es defineix £§ com el conjunt de funcions mesurables
q(s,w) en (R, x Q, B(R,, x F)) tal que q(s) es F,—mesurable per tota.
s1 fRo lg(s,w)|Pds < 00 s1 p < 00 1 sup; |g(s,w)| < 00 s1p =00

Prenem R, ® R, = {(s,5') € R, x R,,sAs'} Es defineix £} com el
conjunt de funcions mesurables 7(s s',w) en (R,, ® R,, x Q,B(R,, ®
R,) x F)) tal que r(s,s’) es Fos —mesurable per tot s s € R, 1
Ir VB [r(s,s')Pdsds’ < co qs s p < 0o 1 sup;, |g(s,s")| < oo s1
P =00

Introduim les seguents integrals estocastiques, definides per Wong 1
Zaka en [29] 1 {30], per processos g € L3 17,a,8 € L3

¢ W)= [ alsd.

W r W)= /R _ 1(s,8)dWdW,
e W(Z)Z/R@m afs, s')dsdW

W B u)= fR on B(s,s")dW,ds'

Introduim una classe de semumartingales amb dos parametres Sigu
S? per 2 < p < oo Pespar lineal dels processos de la forma

Z=q WH+W r WH+p a W+W 8 pu+b p (221)

ongbeLlir,a,Be Ll 1onb ues laintegral de Lebesgue, es a dir
b u(z) = [p bsds

Aleshores 8P € S? 1 8% es l'espa de serumartingales Sigu1 S¥ =
Ng<p<ooS? Una semimartingala Z € S? es una semumartingala en un

parametre si es fixa z; 0 z; 1 te una representacio

Z2=2w W+Z, u, (222)

per:=1,2
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Definicio 22 6 Per2<p q,r <oo talsquel/p+1/q=1/r ,Z € SP
12 €87 ape Ly, Z,Z amb representactons tipus (221) 1 (222) es
definewven les sequents semimartingales de S”

2,2) = (99) pw+p (rf) u (223)
(Z,70(2) = /R Zw, (2,8) Zw, (2, 8') ds’ (22 4)
(Z,2)s(2) = /R Zws (2 ) 2w, (2 5) ds, (225)

ZxZ = W (Zwy,(sV§,8)Zw,(sVs,s)) W
1 (Z,(sV&,8) 2w, (sVs, &) W
+W (Zwy(sV §,8)Z,,(sV§,s)) u (226)
o (Zu,(sV$,8)Z,,(sVs,s)) u

Y Z = (qh) WHW (rss¥ens) WHp (Cssons) W
W (Bss Ysns ) o+ () p (227)

Observacio

Els processos [Z,Z] , (Z 2)1, (Z, 2)2 1\ Z » Z defimts en termes
de les representacions (22 1) 1 (222) tenen la seguent interpretacio
heuristica

(Z,Z2)\(d21, 22) = Z(dz1,22) Z(dz1, 22)
(Z,2)9(21,d2) = Z(2y,d22) Z(2,, d23)
(Z, Z|(d21,d2s) = Z(d21,d22) Z(dzy, d2)
Z % Z(dz1,dz) = Z(21,dz2) Z(dzy, 22)

v Z(dz,dz) = Y(2)Z(dz;,dz)



22 PRELIMINARS 37

Esadir (Z,Z )11(Z, Z)4 son els compensadors de Meyer de Z? con
siderat com una sermmartingala en un parametre, [Z, Z] es la vanacio
quadratica de Z (veure [3]), 1 el proces Z Z interve en la formula d’Ito
com veurem tot seguit

El teorema seguent es la formula d’ Ito per semumartingales amb
dos parametres

Teorema 2 2 7 (Formula de diferenciacio Wong Zakas Ito ) Prenem
p>2,Z€S8%1FeCYR) Aleshores F(Z) € SP 1

F(Z) = FlZ)+FR(2) Z+FR(Z) (Z+2)

+ %FQ(Z) (2, 2)1 + (2, 2)2 — 2, Z))
b SB(E)Z % (2, 20+ (2, 2% 2 + 218, 2 % Z)
+ §F4(Z> (2, Z)2 % (2, 2)) (228)

Hajek introdueix un calcul de Stratonovich dos parametric, ut:
hitzant els seguents ingredients Si1 Z 1 Z tenen una representacio de
tipus (2 2 1) es defineixen

2,2y, = W F4+u @)2w, u (229)
(2,Z)s = n ZuGF W+B p) (2210)

S1 X,Y son sermumartingales es defineix la integral de Stratonovich de
X respecte Y

X—-Y=X YH+1/AX,Y]+1/2X,Y) +1/2(X,Y), (2211)
1 es defineix la versio de Stratonovich de X xY

X1V =XxY+1/4[X,Y]+1/2(Y, X} +1/2(X,Y),  (2212)

El seguent teorema es la formula de diferenciacio tipus Stratonovich
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Teorema 2 2 8 Sigur F € C8(R) amb F(0) =01 Z € §'* Aleshores
F(2),F(Z),F"(2),F(Z) — 2,Z =~ Z 1 F"(Z) — (Z ~ Z) son de
§%

F(Z)=F(Z) - Z+F"(Z) - (Z = 2)

223 Equacions hiperboliques
Els teoremes principals de [9] son

Teorema 2 2 9 Siguin 0 1 o funcions continues 1 reals tals que |6(x) —
0(z")| < Lelz — 2’| 2 |o(z) — o(z')| < Ls|lxz — Z'| per tot z,2/ € R
Aleshores existewr un unic proces aleators adaptat v continu Z = {Z,
z € Ry} tal que

Z=02) p+o(Z) W (2213)
El proces solucio Z pertany a ’espa1 S L’equacio (2 2 13) es la versio
integral de
6'2 =0(Z:)+o(Zy)n, t € R
0ttt T oA B E Hho

52
Zt,t, = 0 s1 t1ty = 0, on 1 = ———— es un soroll blanc gaussia

Ot 10ty

Considerem 1’equacio mtegral estocastica de tipus Stratonovich
Y—aY)= (Y ZY)=bY) p—clY) =W =0 (22 14)

Teorema 2 2 10 Siguin a,b,c € Ci(R) Aleshores exsterr una unica
solucto de (2214) en S* St h € C¥R), h(0)=0 1 I’ es estricta
ment positiu 1 acotat , aleshores el proces X = h(Y) tambe satisfa
una equacio del tipus (2 2 14)

La demostracio es basa en el Teorema 229 Suposem que ¥ € S¥ es
una solucio de 22 14 Prenem f € C*(R) defimda aix1

£(0) =0, 'z) = ezp(~ [ a(s)ds)
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Prenem o = (f'c)o f~1 , p = (fb) o f~'1 Z, = f(Y;) Aleshores Z
compleix
Z=p(2) p+o(Z)-W (2215)

Utilitzant (2 2 15) 11a formula d’Ito Zakar Wong del Teorema 2 2 7 apli-
cada a o(Z) obtemm

-~ -~

o(2) =W = o(Z2) W+1/40(2),W]+1/20(Z), W) +1/2(a(2), W),
= o(Z) W+1/40'(Z) (Z,W]
= o(Z2) W+1/40'(Z)a(Z) [W,W]

Per tant I’equacio integral de Stratonovich (2 2 15) te una representacio
d'Tto

Z=p(Z) p+ i—a’(Z)a(Z) p+ao(Z) W (2216)

Com a,p 1 o0’ son Lipschitz podem aplicar el Teorema 229 a (2 2 16)
1 per tant temim la unicitat de Z

D’altra banda per provar l'existencia d’una solucio Y de (22 14)
es pren Z € 8™ l'unic proces continu 1 adaptat, solucio de (22 16) 1
aleshores Y; = f}(Z;) satisfa (2214)1Y € 8

S1 prenem X = h(Y), g = h™',g € C®(R),g(0) = 01 ¢ > 0 aleshores
X compleix una equacio del tipus (2 2 14)

X_((aog)(g"") _gll(X)) _ (Xi X)_(bog(X)) #_(C;g(X)) - W =0

! gl

Despres d’aquests prehminars es dona el resultat d’aproximacio
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23 Demostracié de ’ajustament

Sigm {XZ,, s € [0,S],t € [0,T]} la solucio de I’equacio integral

X, = x+é/os/oth(u,v)o(Xﬁv)dudv+/osf0tb(va)dudv,

on (s,t) € [0,5] x [0,T] 1 xe R
Suposem que els coeficients o 1 b1 el camp aleator1 F*(s, t) satisfan
les seguents condicions

(1) 0,b € CH(R), es a dir o 1 b tenen derivades continues 1 acotades
fins ordre quatre ,

[o v e o]

W) F(5,8) = >3 Zis Tjeo1 myxe—1(8:t)
k=1 =1
1 Fe(s,t) = F(5,%), on {Zke, kK > 1, £> 1} es una famiha indepen-

dent de variables aleatories identicament distribuides centrades 1 amb
variancia 1, tal que |Zk o] < M per una constant M > 0 A partir d’ara
anomenarem C,,7 > 1, a unes constants que depenen de p, M,S,7T 1
dels coeficients de 1’equacio

Lema 231 Fuirem p > 2 Emsteiwr una constant Cy tal que
sup E(|X5,|*) < Cy
0< <S
02¢<T
Demostracio
Sigm1 HZ, el proces definit per

H:, = sup E(|X;,|*)
0Lu
o< <t
Donats 0 < u < v <810 <v <v < T introduum la seguent
notacio

AUVXZ v =X1£; v '—Xi v _an) +Xzsn;!
u=el
éXfw:Ay,szvn
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Y;v:sz“ész:X;v_}'ng—X;g (231)

Usant propietat (1) 1 (23 1) podem escriure
‘G(X'Zv) _U(Yjv)i < K}.Q.szl7 (232)

on K es la constant de Lipschitz de ¢ Podem descomposar A X¢, de
la seguent forma

e 1 ru v . . u v .
AXG, = g/ﬁ/EF(oz,ﬁ)o(Xaﬂ)a!adﬁ+/E /_ (X 5) dadp
= T + T3

Per la desigualtat de Holder obtemim

M> _ B w v
E(TOP) < —u-w* v -v*'E / /_ Ia(Xaﬂ)|2pdadﬂ)

< Colu —u)P~t(v—y)P! /u ’ (1 + E(|X§a|2p)) da df
< Clu—wP(v—-uf(l+H,)

S C’2EZP(1 + H«i'v) )

1 de forma similar

—

u

" Ib(XE )P da dﬁ)

Cofu— >~ w—v)®t [* [* (1+ B(X25/)) dadB

k3

BT < (w-w - w*E( [

< |

IA

< C3e*(1+ HE,)
Per tant,
E(AX;,|”) < Cae™(1 + Hy,) (233)

Amb aquests prelimmars podem procedir a 'estimacio de E(|.X¢,|*)

Temm
E(1X: ) < Gyl + E( X5, — ™)),
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1 utihtzant (2 3 2) obtemm
KQP s i
€ _ % - £ € 2
B o) < G (SB[ [1F (00 1A X dudol”)
1 S e € 2p
o E([/O /0 Fe(u,v)o(Y;,) dudv| )

+ B( \//b(x ) dudv|?)

= A1+A2+A3 (234)

Per la desigualtat de Holder 1 la estimacio (2 3 3) obteim

9»_

S t
A < SR KW g1l / / E(AXE, ) dudv (235)

< cs1+// , dudv)

Per tal d’acotar el terme A, usem la desigualtat de Burkholder
per martingales discretes amb dos parametres

231 Desigualtats per martingales discretes amb
dos parametres

Aquests resultats estan extrets de [12]

Sigu1 (2, F, P) un espar de probabilitat 1 {F,, m,n > 0} una
familia creixent de o algebres de F tal que Frmo = Forn = {0,Q} per
tot m,n >0

Anomenem Froo = \ Funl Forn =V Fun

n=0 m=0
Un proces {fmn,m,n > 1} es una martingala s1, per a tot m,n > 1,

la vanable aleatoria fi,n €s Fmn mesurable 1 integrable 1 , per a tot
n > 1 fixat {fmn,m > 1} es una martingala en un parametre respecte
a la famiha {Fno,m > 1} 1 per a tot m > 1 fixat , {fmn,n > 1} es
una martingala respecte a la famfha {Fo 5,7 > 1}



23 DEMOSTRACIO DE L’AJUSTAMENT 43

La famiha {F,n,m,n > 0} satisfa la hipotest d’independencia
condicional s1 per a cada m,n > 1 les o algebres Fi, o 1| Foon SON
condicionalment independents donat F, » es a dir

EEY|Fp col|Foon] = E[Y | Fmnl

per a tota variable aleatoria Y acotada 1 F mesurable Aleshores sota
aquesta condicio la definicio de martingala comnciderx amb la defimecio
usual relativa a la relacio d’ordre (m,n) < (p,g) s m<pin<gq

S1 f es una martingala prenem

d n— fmn - fm-ln - fmn-l + fm—ln-—l
me = fO n=201
Smalf) = (3 )
k=11=1
El teorema principal d’aquest article es la desigualtat de Burkholder

Teorema 2 3 2 Siguz f una martingala S1p > 1 existewzen dos cons
tants positwes Cp, D, que no depenen de f + tals que per tot m,n > 1,

CoE[Smn(f)?] < E[|fmnl’] £ DpE[Smn(f)]
Considerem ara el cas que estem tractant

Considerem les sumes parcials Smn = Yjo 2oy Zkeym 1 > 1,
amb la convencio que Sy = 0s1m =00n =0 Aleshores, Zx, =
Skg - Sk—le - Skx—l + Sk—l ¢—1, Per tot k,é >1 Definim les ¢ algebres
Fon=0{Ske,k <m,£<n},m,n>1,1tambe Frno = Fon = {B,02}
per tot m,n >0 Com les variables aleatories Zj , son independents es
compleix que les g-algebres Fm, o 1 Foo n S0N condicionalment indepen-
dents donada F,, » per tot m,n > 1 Aleshores S,, , es una martingala
En aquest context la desigualtat de Burkholder amb dos parametres es
la seguent

n

(|izakfzkf| ) <G E(iiaiﬂb)p (236)

k=1 £=1 A=1¢=1
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per tot axe € LO(Q, Fre1eV Fre-1, P)1p > 1
Considerem la seguent descomposicio del rectangle [0,z] on z =
(s,8) 12=(s,1)

[0,2] = [0,2] U [z, 2] U[(0,2), (s,6)] U (0, 5), (5, 1)]

Aleshores podem escriure

//0 - F*(u,v)o(Y;,) dudv

[1 B
z
- “/ / ) dudv
k—1e— (k—1) 5(4—1)
‘- Ly v ) dud
€ Ydu
+ 3 2 B ]4,1/(10_1)/E o(¥s,) dudv

(4]
]_ s €)
n Z -2 1+1e/ /( o (¥E) dud
e(g—
s rt
+'£—Z[_]+1 [5]+1L /t U(Yuev)dudv
= M+ My + M3+ M,

= dud
Aplicant la desigualtat (23 6) aaxe = / o) /E “ 1) Y:E,) dudv

es compleix

2 c, (-} [¢] 2\?
E(IM|*) < €2pE (( P Zie /(k 1)/(e 1) ”)dUdv) ) )

16=1

CoM? (syp~17t1p

S 521’ [g [E]
£ 2p
Z 12 (fs(llcc—l) ee-1) 0 (Y d’Ud’U)' )

Tenim les seguents estimacions

2p
( %y (Y, du d| )

<ew? [* [T B(lo(ve,)P) dud,
- e(k—1) Je(2-1) v
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1, usant (2 3 1),

E(lo(YE,)[?) < Cpo B(1+ Y5, (237)
< Cpo B((1+ Go(IXE, ™ + | X5, + X2, 1)

En consequencia,

E(IM ) < (238)
Cp M?P gip—1rtip-1 s 1] -2 ek el .
< - PRI / s /Eu_l) Cs(1 + HE, dudv)

§C71+// du)

Aplicant la desigualtat de Burkholder per martingales amb un parametre
discretes 1 (2 3 7) es compleix

E(|M2|2p)_<_g%E (( 2 /(k 1)/0( ) dudv) ))

Cp M2p p-1 ]

< 0 d

< [ ; ( L 0( udv| )
CoM™ (51p-1 9,4 2p—1

< ) [E] Pt -7

X Z/(k 1)/ E(|lo(YE)|?) dudv

s rt
< C,M¥er=1g! /0 /t Cs(1+ HE,) dudv

S t
< G (1+/0 fO wadudv> (239)



46 CAP{TOL 2 UNA APROXIMACIO DE DIFUSIONS

Obtenim una estimacio similar per el terme Ms

s t
E(|Ma?) < Co (1 + / Hﬁ,,dudv) (2 310)

Finalment,

2p

BUMP) < (= e = 97 [ BUo(v2) ) dudo

s t
< Cro <1+/0 / Hﬁududv) (23 11)

Podem estimar Ajz de la forma seguent

(|/]b( ) dudy] ) < 2P-1t2p—// (1B(XE ,)[2P) du do
< Cn (1+/0 /0 Hﬁvdudv>

Finalment, aplicant (235), (238), (239),(2310)1 (23 11) obtemm

s rt
E(|X5,*) < Cre <1+_/0 /0 Hﬁvdudv> ,

1 per la desigualtat de Gronwall concluim la demostracio del lema

Lema 2 3 3 Fizemp > 2 Emstewx una constant Cy3 tal que E(|As s X& 4|%) <

CIS(SI—S)p(tI_t)ppertotosSSSISS’OStSt/ST

Demostracto
Per la defimcaio de 'increment Ay X5, 1 usant ( 2 3 3) obterum
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1A X5, | = |§/ /jF%u,v)a(Xj,,)dudv%—/j /tt b(X5,) dudo|
< —Ief/ /tﬂ [F¥(u,0)| [A X3, | dudy|

¢
Fe(u, v)o(YE,) dudv l

+ / / 1b(XE )| du dv

= T1+Ta+ T3

Primer estimem el terme 77 Usant (2 3 3) 1 el Lema 2 3 1 deduim

B < T (0 oy - e
// XE ) dudv
< B _gmip gt (2319
//c4e2p(1+ HE,)dudv
S 014(3 -—S) (t )

Ara estimem el terme 15

Suposarem s'—s > €, t'—t > € S1no es complex alguna d’aquestes
desigualtats la demostracio sena similar 1 mes sumple Defimm u = [%],
1% =¢((%] +1) Considerem la descomposicio seguent

[(S’t)7 (slit,)} = U AV
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on
A =153 x[t,7], Ar=][355]x][tT],
Ay =[8,8] x [t,T], Os=][s73]x[E 1],
As=[58]x[,t], As=Ig,5]x [ 1],
A7 =[s,5] x [t',t]), Ds=[55]x[t, 1]
Do =[g,8] x [t',t]

Anomenarem a Ay, Az, A7, Ag 1ntervals de tipus 1 L’area d’aquests
mntervals es menor o 1igual que €2 Anomenem Ay, Ay, Ag, Ag ntervals
de tipus 2, 1 la seva area esta acotada per eST Obtemim la seguent
acotaclo pels mntervals de tipus 1, usant (23 7) 1 el Lema 233

E (E A Pu)o(¥s,) du dv|2p>

<——-|A |21 //Ela 1% du dv) (2313)

< MP|A P! / / Cs(1+ HE ) dudv < Cus(s' — s)P(' — t)P

Pels intervals de tipus 2 podem escriure, aplicant la desigualtat de
Burkholder

E (E///_\2 Fé(u,v)o(Y;,)du dv,2p>
i 621’ <l Z Zk[m/k 1)/ )dUd’U )

k=[ 142
<92E' [] |Z, (2 ||/ /a( )d'u,dv)
TP\ [ e T ey
G s s -1
< 2MP(=1- I+ )
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x S E(/{k 1)/ <) dudy )

k=[=}+2

< G- @) ie%wtw4

=[]+

LHJEw<n%mm
< Cis (s =8Pt —t)?P (2314)

Usant (2 3 6), podem estimar la integral al rectangle As

E (|-i- A 5 F“'(u,v)a(Y:v)dudvlzp)
-] ] “ e ,
=5 (Ik 2 Z“/e(k—x) /E(H)a(YM) du dv‘ P)

2, o p—1,t p—1
< S (- @+ 0y (G- )

(?l (%]
X g2 / / E(|o(YE )P dudv
e(k—1) Je(£-1)

k=[§]+2 e=[t]42

< Cir (s = s)P(t —t)P (2 315)

Finalment, acotem el terme T3

E(] I t b(xg,,)dudv12”>
< (¢ =92 0@ [ [ BOb0xe ) dudo

< Cisls' = sP°(¢ — £ (2316)
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Aconseguim ’estimacio desitjada aplicant (2 3 12), (2 3 13), (2 3 14),
(2315)1(2316) O

Com a consequencia del Lema 2 3 1, les lleis de { X, (s,t) € [0, 5] x
(0,T],e > 0} son ajustades en l'espar de Banach C([0, S] x [0, 7))
2 4 Caracteritzacié de la ller limat

El resultat seguent sera la emna principal per la caracteritzacio dels
punts limit en el conjunt de lleis de probabilitat {£(X*¢), € > 0}

Teorema 241 Fizem0<s<s§ <S§5:10<t<t <T Aleshores per
tota funcio ¢ € C°(R™,R) 1 per tot (s;, ,8x) €[0,S|", (t1, ,tn) €
[0, )™ tal que per cada1 =1, ,n, s,<s ot, <t, es complewx

(@) LmE((AyeXS, ~ Asids ) p(XSh,, o XE,,)) =0
e s pt ‘]; , e €
onAst-—/O /0 (Fo0(Xz0) +b(Xz,)) dudv
(®) g_r,%E(((AstX: NV LY. N0 - SR 176 N t,J) =0,

on B, = ]Os/ota?(va)dudv

Demostracio
Primer demostrem la part (a) Suposem ¢ < ' —s1e <t/ —t¢
Defimim, amb la notacio introduida en la demostracio del Lema 23 1

€ &
Ast :t = Ast ’s't"AstAst'

_ Zre [t* et .
_—_ (5 -/e(k—l)/s(e_l)a(xaﬁ)dadﬁ (241)

(k O)el

1 rek ek ,
T4 Xap)dad Ritoe
4./e(k.-1)/e(e-1)ag( ap)de ﬁ)+ stslt
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on I°={(k,£) [fJ+2<k<[],[E]+2<e< L]},

£

Ricve = [ (0(X50) 2 F¥(0,8) = 5 o'o(XE ) dard,

= [(S, t)’ (S')t;)}\AS
El terme residual R:,,, convergeix a zero en L* De fet pel
Lema 2 3 3 temum
E(|R,, oY) < CylA®f? (242)

Suposem que (u,v) pertany al rectangle I, = [e(k — 1),gk] %
[e(¢ —1),ef] Considerem la seguent descomposicio de (X< ,)

O'(XS 'u) = G(Xae(k—l) e(l—l)) (2 4 3)
+ (U(Xi v) = 0( f(k—1) ») — (X5 e(e—l)) + O'(Xz(k—n e(l—l)))
( (X5 elk— 1)») —o(X; elk—1) e(l-l)))

(0‘( s(l—l)) a(X (k—l)e(l—l)))

Desenvolupem cada terme de la suma

o(X5 ) —of :(k-nu) o(X, ue(l- 1))+0( (k—l)s(l)) (244)
Fo(XE
/e(k 1)./(2-1) 3a8[3 d af
PXap , onixe 3X§ﬁ‘9x€a
= /(k—l) /(e—x) aﬂ) Bﬂ (X"ﬁ) op dadf
=TT +T;

Encara podem descomposar el terme T} aixi

_ zu/(k_ )/u_ o' o (XS ;) dadB
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+ /;(k—l) /;(e_l)a b(Xaﬂ) da dﬁ
Z
= ek~ 1) — el — 1) 00 (Xpory eer)

Zke e .
f / (k-1) -/e(z-l) 0'(X5 8) — 0 ' (XZk_1)e(e-1))) dadf

fe(k—n / -’ Xap) dadf (245)

Per tant, substituint ’expressio (24 4)1 (24 5) en (24 3) es complex

ZH f(k 1) /(e—x) wo) dudv - —/k—l) /(z~1) Xuo) dudy

=€ Zre 0(XS (k- 1)5(2—1))+ Z/ceo"’( (k—l)s(£~l)) (246)

2
3
- ZG,U(XEE(k—l) ee-1y) + Bior
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on

ke= 7 Xag) = 0'o(X: 1)) dad
Fie »/e:(k-l) /;(e..l) Xas) o'of e(k—1) (& 1))) B

Zk! /(Ic 1) /(11—1) [/(k-l) /(e 1)( o'o(Xe

—UIU(X:(,C_I) E(l—l))) da dﬂ] du dv

ZH /(k 1) -/(2—1) [/s(k-l) /s(e-l) o'b(Xz ) do dﬂ] dudv

+ 2k /s(k—n (o(X. E(Z—l)) - U(Xe(k~l)s(t—l))) du

'4
+Zk2/ (0(Xi=1y v)) — O (Xe(se—1y e(e-1))

Zkl " 6Xaﬂ aXZBd d ] du dv
T € e(k-x)/e(z-l) [/(k-l)/(l—l) ( “’B) 0p adp

=R, + R+ RS+ R+ RS+ R,

Lema 2 4 2 Es complewr que

l%E(l > Ri’,‘l):O per 7=1, ,6 (247
(k O)ere

Demostracio
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Primer demostrem (24 7) per 7 =1

C
E R514 < 2 (
(l(k%gj ké ) = eld (klZ)EI /(k 1)/(£ 1) /(k 1)/(8 1)
(0'0(XEp) = 0'0( Xk tyee—ry))ddB) du dvl4)
< Ca sup E(jo’o(XE) — o'a(XE)[*)
= 68 22
| 11<212<
el
X(ktg)éz /s(k 1)/2-1)(u sk~ D) v =ell = 1) dudv
SChlwp-Mwa( 5) = o'a (X))
1~ 2
1£ 2

Aquesta expresio convergeix a zero quan € | 0 ja que

E(ld'a(X5) - da(XE)) < C(lI'4 E(lo(X5) — o(XE)I)
+ [E((e(Xe))1M2 [E(j0'(XE) — o' (X5 B)2) < Ce?

Demostracio de (24 7) per 3 =2

4
Xop) = 0'0(XZpo1) ee-y)dad <
( (k Oer 4/("’“1)/(5' 1) aﬁ) ( (k—1) (£ 1)) ,3) )
C
< 522 < /e(k ~1) /(g 1) 0( “0’0’( €(k~1)e(e-1))d05d/3) )

(k Dere
< Cyp €?
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Demostracio de (247) per 3 =3

(Ma Zkefk 1)/2 D /k 1)/2—1) b(X 5) ddf) dudv\)

021 ( )
: o'b(XE ;) da df)dud
ke)EI ~/€(k 1) /(Z—l) ~/€.(k-—1) /(Z 1) ( 5) (8] /B) U U>
Cgl ek
S - k - 1 — _ 1 3
Y woe /(k 1) /s(f—l) e v —e( - 1)
' e \14
8 /E(lc—-l) /5(3_1) E(IU b(Xa ﬁ)l )da dﬁ) dudv
_<_ 022 64

Demostracio de (24 7) per 3 =5

(( Z Zke/(l_ U(As(k 1)u)“U(X:(k-1)s(e—1)))dv)4)

(k &)l
9 2
<C (( Z Zke/ U(XEE(k—l)u)_U(X:::(k—l)e(E—l)))dv) ) )
(k el £(£-1)
C. 4
= ‘3—3 Z E((/ (o(X (lc-—l)u) 10,6 e(k-1) e(¢— 1)))dv))
€ (kpyer (e-1)
< Cose Xg — o(X¢ (o dv
< Cuc 3 [ B0y ) = oKy o))
< Coue?

El terme 7 = 4 es tracta de forma simmlar

Demostracio de (24 7) per 3 =6
Per a € [e(k—1),¢k], B € [e(¢—1), €f] usant el Lema 2 3 3, podem
deduir les seguents desigualtats

E(|X2 8 — Xete-1) s(e-1)|2p) < CoséP, (24 8)

EOBX ﬂ|2p) < Cg'is , (249)
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E(|0X "Izp> <& (24 10)
gp
aXCE!ﬂ aX e 1) 2p
E(I Do 9o | ) S 028; 1 (24 11)
anﬁ aXe(k_l) B 2p
—_ < 2
E(l 50 98 )_ng (2412)

Introduim la seguent esperanca

I = ( Zke/ / / /
(k£)e1 k—1) Je(e-1) Je(k—1) Je(£-1)

OXE , OXE
X(U”(Xe ﬂ) —a (Xs(k—l) E(g_l)))%_ﬂ 8,8[3

CM 3 /k ; /E(e— (w—e(k ~ 1))} (v — (€ — 1))?

(k £)eI

4
) /e(k'l) /5(“1) [ (o"(X5.5) = 7" (X s(l—l)))

X (8§§ﬁ)4 (3)6(5;3)4} dadfdudv

do dﬁdudv[ )

Aplicant (24 9) 1 (2 4 10) obtenim

)G 0X¢
E ((0”(X§ 5) = " Xy o))" o ) )4( 3; B )4)

1/2
E[(0"(X% 5) = 0" (XE-ry et 1)))8]]

9X:E 5\1 Y4 1 aX¢E /4 C
<G| B(G ] <%

Per tant,

s [ - [ et = 1P - e - D

(k £)el

/(k 1)/ ————dad,Bdudv<0316

(e-1) €2
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Axo significa que en el terme R:$ podem reemplagar o”(XE 3) per
0"(Xgk-1) e(e—1y) Ara considerem la seguent descomposicio del pro-
ducte de les derivades de primer ordre

8X 8 aXaﬁ a‘)Cozs(l 1) 0X, (/C s

da 86 O op
2413
M ( 98 96 (2413)
+ 0X; e(k-1) 8 aXaﬂ a)(gte(l-—l)
o0 Oa Oa
0Xep  OXaee-n)\[0Xas  9Xk-1ys
da da ap B

Per tot u € [e(k — 1),ek], v € [e(£ — 1),&¥], temm

(11

Xae(t- 1) 0Xap  OXik-yy

2)da dﬁf”) (24 14)

e(k—1) Je(¢-1) o 8[3 )6}
C
< (u—celk—=1)*(v—gl-1)*" 1/(k ) /(Z—-l) ;;’2
< Cae®
8X s X ce-1) 0Xss OX k1 2;))
- dad
< e(k—1) (z—1) Oa Jo )( B o3 ) Ozzi\w)

< Cyu—elk—1))Pv—e(l-1))%
De les estimacions (2 4 14) 1 (2 4 15) es dedueix

> 2L ) Lo Lo
(kZ)EI e(k-1) Je(e-1) X te- (k=1) Je(e-1)

oXE 8XE . OX5.

e(é—-1) ap e(k-1) B

55 (3ﬂ - —9 )dadﬁdudvl)
< Caée?,
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Zkt/ / ( )/ /
(ke)efs (k=1) Je(e~ 1) = DT Jetho1) Jeqe-1)

(3X 9Xg s(f—-l))(aXaﬂ OX k-1 5 l
da do ap B )
< Caset

Com a consequencia, nomes cal estudiar la contribucio del primer terme
en la descomposicio (2 4 12) Observem que

X5 ce-1) 0Xsk-1y 5
d —_
/(k 1) /{5-1) Oa dodf

(1 55(5—1) - f(k—l) s(e—l))

x (X e(k— 1)v"X§(k—1) e(e—1))

Aleshores, aplicant la desigualtat de Burkholder per dos parametres
(2 3 6) obtenim

Zke/ / |
(kf)el (k—1) Je(e~ 1) Xete- 1) e(£-1)

4
X (X§ee-1) — X:(k—l) e(e=1)) (Xetko1) v = X&ko1) e(e—1)) AU dv( )

< os(] 3 B

(k&er

* € € 2
* (~/€(k—1)(X“ e(e-1) Xs(k-l) s(l-1)) du)

et -
g (/(e 1) (Xer-nv = Xete- s(e~1))d"’) l )

Cs M . ] )
< =5 X E(( / (X5 efemry = XEeory e(e-1)) )
(kBer (k-1)

144 )
X (/E(l_l)(Xs(k—l)v) - Xs(k,---l) e(£-1) dv) )

1/2
CagM* ek 8
< E / Xe ) du
—= b (klz)gj ( e(k-1) ( ve(l~1) = “Fe(k-1) el 1)) )

1/2
X ( (/(l 1)( e(k-1) Xs(k—l) 5(8—1))) ) < 0376

e(k—1) e(t— 1))
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Aixo completa la demostracio del Lema 242 O

Ara continuem amb la demostracio de la part (a) del Teorema 2 4 1
Es complex que

hm E (( Z € Zkeo (XS(Ic—l) e(t—l)) (2 4 16)
€l0
(k )l

2
£
# @ 100X s Ep)) =0
En efecte s1 ¢ es suficientment petita les varables aleatories Xg_ 1y -1

1o(XE ., X&) sonindependents de Zi 1 a mes a mes E(Zg) =
01E(Z%,) =1 Tenmnt en compte (24 1), (242), Lema24 21 (24 16),
la demostracio de la part (a) es completa

Ara donarem la demostracio de la part (b) Hem d’estimar (A, US , )*>—
Ast BS, Aphicant (243)1 (24 6) obtenim

AseUS, = D €Zkeo(Xiorye(e-1) (2417)
(k 0)el

2
6 ~
+ Z(Zgz — 1) 0'0(Xn1yee—1) T Boes ¢

o 4
onhn& E(R,, .| =0
Ed
Descomposem A;; BS , de la seguent manera

AgBEy = Y €0 (X ee-ry) t Rsrse, (2418)
(k el

onlim E(|Rets¢|)=0
£—0
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Usant (24 17) 1 (2 4 18) obtemim
hm B([(Ase U5, )® = B, BS J0(Xe 5 X50)]

=l%E [( Z €Zk£U(X§(k—1)e(£-1))
(k &€l

(Zkz —1)o'o(X¢ e(k—1)g( e—1)))

2
4

- E e (X, (k—l)s(e..x))]‘ﬂ( 1t X:nt,.)>:0>

(k &)el

ja que

g 62 & 2
E(( E 5Zk£U(Xs(L—1) s(e_1)) + Z(Zzgz - 1)0/U(Xs(k—1) e(E—l))) )
(

k£)El
= E( Z g 22302()(:(&-1) e(E—l))
(ke)a
+16(Zke— 1)*(o"0) (X c(k—1) e(t=1))

+ —Z/ce(Zkz— 1)(0"0*) (X e 1)6(5—1)))

£1_1}3 E( Z Zke"'l 2(o'0®) (X e(k—1) (£~ 1)))
(k el

+ 5 Zed ZEe = 100D (Ko e-n) = 0,

1

ig% E(( > € (2}, — 1) *(Xgu-1 e(e-n))?;’(Xsl o Ken tn)) =0
(k O)el

Axxo completa la demostracio del teorema O
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25 Problema de martingala per equa-
cions diferencials estocastiques amb
dos parametres

Sigw (2, F, P) un espar de probabilitat complert 1 sigu1 {Fy¢, (s,t) €
[0, S] % [0,7]} una famihia de sub o-algebres de F tal que satisfan

(A) Foo conte tots els N € F tals que P(N) =0
(B) Fo: CFss pertot s<s 1t < ¢
(C) F, =Ny F, pertot z € [0,5]x[0,T] onz = (s,t) < 2/ = (¢, )

significa s < s’ 1t <t/

Direm que un proces F, adaptat M = {M,,z € [0,5] x [0,T]}
es una martingala forta st E(|M,|) < oo per tot 2z € [0,5] x [0,T],
Mso = MOt =01

E(AstMs t’l]'_St st T) =90 per tot (S,t) S (S’,t’)

Direm que un proces F, adaptat M = {M,, z € [0, S]x[0,T]} es una
martingala s1 F(|M,|) < oo per tot z € [0,5] X [0,T], Mso = Mo =0
1

E (M, ; — My|Fs:) =0 pertot (s,t)<(s,t)

Un proces F, r-adaptat (un proces Fg, adaptat) M = {M,,z €
[0, 5] x [0,T)} s’anomena 1 martingala (2 martingala) s1 E(|M,]) < oo
per tot z € [0,5] x [0,T] 1

EM,: — M, |Fer)=0 (121) s<&,t'€(0,T]

(E(My; — My ¢|Fs:) =0 pertot t<t,s €[0,5])
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Direm que un proces F, adaptat M = {M,z € [0,S] x [0,T]} es
una martingala feble s1 E(|M,|) < oo per tot z € [0, 5] x [0,7] 1

E(AgiM, ¢ |Fs¢) =0 pertot (s,t) < (d,¢)

Tota martingala forta es una martingala 1 tota martingala es una
martingala feble Sota la condicio (D) que enuncio tot seguit, la classe
de processos que son 11 2 martingales coincideix amb la classe de pro
cessos que son martingales

(D) Per cada (s,t) € [0,S] x [0,7T] les ¢ algebres Fg: 1 Fsr son
condicionalment independents donat Fy; es a dir

E[E[Y|Fsd|Fsr] = E[Y|Fs ]

per tota variable aleatoria Y acotada 1 F mesurable

A partir d’ara suposarem que la familia de o-algebres {F;,z €
[0, 5] x [0,T} satisfa les propretats (A) a (D)
Direm que un proces estocastic a = {as¢, (s,t) € [0,S] x [0,T]} es
creixent sl
A sy >0 pertot s<s§,t<?t

Es diu que un proces creixent {as¢, (s,t) € [0,S] x [0,T]} es el
compensador de la martingala forta {X,, (s,t) € [0,S] x {0, T} st

E ((Asth ¢ )| Fs e VF, T) = E(Asias ¢ | FseVFs) pertot s<s,t<t

Sigui (€2, F, P) un espa1 de probabilitat complert 1 sigw {Fs, (s,t) €
[0, 5] x [0, T} una familia de sub o algebres de F que satisfan (A), (B),
(C)1 (D)

Definicio 2 51 Un F, drap browna es un proces W = {Ws, (s,t) €
[0,5] x [0,T]} continu, adaptat tal que Wi = Woy =0 gs @ per tot
s < & 1t <t lincrement As:Ws ¢+ es independent de Fs V Fst 1 te
distribucio normal de matja zero 1 variancia (s’ — s)(¥ — t)
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Teorema 2 5 2 Sigur {X,,(s,t) € [0,5] x [0 T]} un proces continu
v Fs¢ adaptat tal que X,0 = Xo; = 0 Les sequents afirmacions son
equivalents

(a) X es un Fs; drap brownia
(b) {Xs:} es una martingala forta amb compensador 1gual a st

92
(c) E [exp (0As: Xt — —2—(3' - 8)(t' —t))|Fse V fsT] = 1 per tot
s<d,t<t, fenr

Demostracio La propietat (a) implica la (b) ja que

E(Asth ¢ '}-sTV]:St) = E(Asth t): O;

E((Asth t’)zlfsT VfSt) = E((Astks t )2) = (S, - S)(t, - t)

pertot s< s, t <t

Per tal de demostrar que (b) implica (c) introduim el proces Y, =
AstXut, u € [s,S] Aquest proces es una martingala respecte a la
familia de o-algebres {F, 7V Fss,u € [s,5]} amb proces crexent (u —
s)(t' —t) Aleshores aplicant la formula d’Ito uniparametrica obtemm

E(exp(6Y; — Q;(s' -8t =t FsrVFse) =1,

1 es compleix (c)

Clarament (c) implica (a)

Per a tot § € R, exp (#A;: X« ) es independent de Fs: V F,sr, per
tant Ag; Xy es independent de Fg; V fs:2r De (c) es dedueix que la

funcio caracteristica de A;: X ; es exp (~2—(3' —8)(t' —t)) 1 per tant
que As th t €8 N(Os (3[ - S)(tl - t))’
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Definicio 2 5 3 Sww z € R 1 considerem dos funcions mesurables a
1o Swgw Q= C([0,5] x [0,T]) equipat amb la o algebra de Borel B
Sigur x = {z(s,t),(s,t) € [0,S] x [0,T]} el proces canonic en 0, es a
dir z(s,t)(w) = w(s,t) Definem F,y = o{z(u,v),u < s,v < t}

Una mesura de probabilitat P en B es solucio del problema de mar
tingala respecte de (z,a,b) st

(1) z(s,0)=x(0,t) =z Pgqs
(2) (’L) E (Ast.’L‘(S/,tl)lfsT VfSt) = E(AstBs’t IfsT VfSt)
@) E((Ase(z(s,t) — By )lFer V Fs) =
E(AstAs t IFST V]'-St)

s ot s rt
_— _ 2
on By = /0 /0 b(z(u,v))dudv 1 Ag; = /0 /0 a*(z(u,v)) dudv es a dir
x(s,t) — B, es una martingala forta amb compensador As:, 1 suposem
que E(Ast) < 00 1 E(J$ T |b(z(u, v))|dudv) < oo

Observacio La mesura de Wiener es solucio del problema de martin
gala respecte a (0, 1, 0)

Definicio 2 5 4 Sigur € R 1 considerem dos funcions mesurables a 1
b Anomenem solucio feble de l’equacio estocastica

t—x+f/ u,,qu,,Jr//b(Xw)dudv) 251)

a un sistema {Q, F, P, Fy o Wi, X, (s,8) € [0,S)x € {0, T]} on

1) {Fs:} es una famiha de o algebres crewvent en l'espar complert
(Q, F, P), que satisfa les condicrons (A), (B) (C) + (D)

2) {W.} es un F,, drap browma
3) Xs: es un proces F.+ adaptat tal que

E(/OS /0T|a2(Xw)|dudv) < oo, E(/OS /OT (X o) |dudv) < oo,

2 la wgqualtat (25 1) es complews P g s
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En [23], Tudor demostra l'existencia de solucio feble de I’equacio
(2 51) sota les hipotesis de que a es continu 1 satisfa la condicio 0 <
c1 < a®*(z) < co per tot * € R 1 b es mesurable 1 acotat Yeh ha
establert en [27] l’existencia de solucio feble quan els coeficients a 1 b
son continus, depenen de les variables (s, t,w) de forma progresivament
mesurable, 1 satisfan una condicio d'integrabilitat

El seguent teorema estableix l’equivalencia entre el problema de
martingala 1 la nocio de solucio feble En [24], Tudor ha provat aquest
resultat quan b es mesurable 1 acotat 1 a es continu 1 satisfa 0 < ¢; <
a*(z) < ¢

Teorema 2 55 Fuzem a,b funcions mesurables 1 acotades, 1 sigur z €
R Hi ha una equivalencia entre l'emstencia 1 unicitat de la solucio del
problema de martingala respecte (x,a,b) 1 'emstencia v unicitat en lley
de la solucio de l’equacio (25 1)

Abans de demostrar aquest teorema donem un teorema de representacio
per martingales fortes analeg al que demostra Doob en [5] per martin-
gales amb un parametre

Teorema 2 5 6 Sigur {Ms¢,(s,t) € [0,S5] x [0,T],Fs:} una martin
gala forta, continua, defimda en (Q,F, P) 1 tal que el seu compensador
A i(w) sigur una funcio absolutament continua de (s,t) per P quas: per
tot w Aleshores emistews una extensio (0, F, P) de (Q,F, P) en la qual
esta defimit un W = {Wy:, Fei} drap brownia 1 un proces mesurable 1
adaptat X = {Xst,f;;} tal que

P[/OS/OTXftdsdt<oo]:1

1 tals que es compleix P—quas! segurament
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Demostracio
| 02
Prenem a,, , = |m-’4uv| 1 Xyy = ae%?

Si @y, no s’anul la P—q's prenem

s t
Wst :/ / a;:’/2dMu-U
0 JO

Com W; ; es una martingala forta amb compensador st aplicant el Teo
rema. (2 5 2) obtenim que (W, F,;) es un drap browma

En cas de que a(u, v) s’anul i s’ha d’estendre 1’espa1 de probabilitat
Prenem un drap browma {W,;, ..} en (2, F, P), ndependent de M,

Prenem

3 4
Wy = /0 /0 a; %140, s0)dMy ot

S t -
1, —ydWy o
| [t <o

Aleshores W es una martingala forta amb compensador st O

A continuacio demostrem el Teorema 2 5 5
Demostracio

Sigu1 P una mesura de probabilitat en (C([0, S] x [0,T]), B) solucio
del problema de martingala respecte (z,a,b) Defimm Y;; = z(s,t) —
x— Bs; Sabem que Y, es una martingala forta amb compensador A,
sota P Per el Teorema (2 5 6) existerx un For drap browna { W, ¢} en
una extensio (€, F, P) de (C([0,S] x [0,T)), B, P) on F,, satisfa (A),
(B), (C) 1 (D) tal que

Yst-——/os/ota(x(u,v))dWw P-as (252)

Per tant es satisfa l'equacio (25 1)
Per tal de demostrar la implicacio inversa, sigui {2, F, P, Fyet,Xst, Ws1}
una solucio feble de (251) 1 sigm P la ller del proces X,; en 'espa:
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(C([0, 5] x [0,T)),B) Aleshores per tot s < § 1t < ¢ obtenim

Ep(As (s, t') - // 2(u,v)) dudo|Foz V Fs)
= Bp(8eXee = [ [ bR dudviFr v Fs)

= Ep( // (X )dW o oz V Fst) =0,

Bp(Bsa(s,t) - [ / v)) dudv) | Far V Fsy)
= Ep(Asth t — /ss ‘/: b(j(uv) dUdv)2lﬁSTVﬁ3t)
:EP(‘/: -/tt a2(Xuv)dudv|fsTV.7:'St)

= Ep(/s /tt a*(z(u,v) dudv|Fsp Vf3t>

Aixo completa la demostracio O
Els resultats anteriors permeteixen establir la convergencia en dis
tribucio de la familia X%, introduida en la Seccio 2

Teorema 2 57 La distribucio de {X5,,0<s< S5,0<t<T} con
vergewx feblement quan € tendewx a zero en lespar de Banach C([0, S] x
[0,T)) cap a la llex de l'unica solucio {Xs:,0<s<S,0<t<T} de
l’equacio wntegral estocastica

X, =x+/03/0ta(xu,,)dwm, +/03f: (ia'a(Xw) +b(Xs)) dud
(253)

Demostracio
En la Seccio 1 hem demostrat ’ajustament de la familia de processos
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{X%:,e > 0} Per tant, es suficient demostrar que la distribucio hmt
de tota successio feblement convergent {X:3,n > 1}, €, | 0, comnadex
amb la lle1 del proces X solucio de (2 5 3) En la Seccio 2 hem demostrat
que el hmut de les succesions es solucio del problema de martingala

determinat per (z,0,b+ 300’), es a dur,

E(Ast(Xs t "‘Bs t)‘}-StstT) = 0
E((Dse(Xs e = Bs 1))’ = D514, 1| Fso V Far) =0

on

Bo= [ [ (GoolXus) +b(X,.) dudo

s rt
Ags = / / 0¥ (Xu o) dudv
o Jo
Per el Teorema 25 5 X es una solucio feble de (2 5 3) a
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26 Aproximacio d’una classe d’equacions
hiperboliques

Podem estendre el resultat d’aproximacio de la seccio anterior a la classe
tancada d’equacions, que ha estat tractada per Hajeck en [9] Utilitzem
les notacions de la Seccio 2 22 Considerem ’equacio

ye, // 65: anvd i

- E/O/Opfu,v )dudv+// Ye,) dudy (264)

Teorema 2 6 1 Siguna,bic e C3(R) Suposem Y* complerr (26 4)
S1 h € CHR),h(0) = 0 1 h’ es estrictament positwva 1 acotada, X€ =
h(Y®) tambe satisfa una equacio del tipus (26 4)

Demostracio
Prenem X¢ = h(Y*) Aleshores Y = g(X¢), per A" =g
Escrivim 'equacio (2 6 4) en funcio de X*

59(X 0 99(X5 )
t)—//aog Ou v du dv

= %/OS/OtFE(u,v)cog(Xﬁv)dudv+/Os/(;tbog(Xfw)dudv

Desenvolupant els termes

32X€ (a0g)g®—4g" 0X5,0X5y
— X
// 0u8v ( g )X “Ou Bv
1, cog bog, .
-—EF (U,'U) ( 7 (Xu'u)) dudv =0

Comg¢g >0

. aog)g?—g" 0X:,0X¢,
xgo- [0 o) e
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co bo

o (X = A dudo =0,
es a dir X¢ = h(Y*) compleix una equacio de tipus (2 6 4) Ara veurem
que podem transformar una equacio (2 6 4) en una de tipus

1
__F€
~F(u,v)

7, = %/0 /OtFE(u,v)o(ng)dudv+/Os /otp(Zf“,) dudy,

Aplicant el Teorema 2 6 1 nomes cal pendre Z¢, = h(Y¥,), amb h = g~!
tal que

(aog)g”®-g"=0,
es a dir prenem
h(0) = 01 h'(z) = exp(— J; a(s)ds) 1 obtenim ¢ = 22 = (ch’) o h™!
p="2 = (bh') o b~

Teorema 2 6 2 La distribucio de {Y5,,0 < s < S5,0<t < T} con
vergeir feblement quan € tendew a zero en ’espar de Banach C([0, S} x
[0,T]) cap a la llex de 'unica solucio {Y;:,0 < s < S,0<t < T} de
lequacio wntegral estocastica (2 2 14)

Y—a¥)= (Y ZY)=b(Y) p—c(Y) =W =0

Demostracio

Per el Teorema 257 La distribucio de {Z5,,0 <8< S5,0<¢t<
T} convergeix feblement quan € tendeix a zero en l'espai de Banach
C([0,S] x [0,T]) cap a la ller de I'umca solucio {Z,;,0<s < S5,0<
t < T} de Pequacio integral estocastica

s rt s ot
Zo= [ [ozyawe,+ [ [ (G0/0(Zus) + P(Z0s) dudo
(2 65)
1 Ye = g(Z¢), per tant la distribucio de {Y5,0<s< 5,0t < T}
convergeix feblement a la distribucio de {g(Z;:),0 << S5,0<¢t <
T}, 1 per la Proposicio 2 2 10, g(Z) compleix I'equacio (22 14) O
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