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INTRODUCCIO

Els processos estocastics amb parametre multidimensional, tam-
bé anomenats camps aleatoris, apareixen en l'estudi estadistic de
fenomens que evolucionen depenent de n variables (n>1). Per exem-
ple, en un flux turbulent con 1l'atmosfera, la temperatura o la pre-
ssié en un punt depén de les seves tres coordenades i del temps
(vegeu Yaglom [104], [105], que remet a una amplia bibliografia a
partir dels anys 30); o bé en agronomia en prendre mesures sobre
un camp (vegeu Guyon-Prum [35]); o la propagacid d'ones electro-

magnétiques a través d'un medi aleatori.

En 1l'estudi teoric d'aquests processos, les propietats més im-
portants dels processos estocastics ordinaris que depenen de 1'or-
dre del conjunt d'indexs: la propietat de Markov i el caracter mar-
tingala, es transfereixen amb més o menys dificultat al cas multi-
dimensional. En la situacid ordinaria, la propietat de Markov esta-
bleix la independéncia entre el passat i el futur si hom coneix el
present; en el cas n-dimensional, Lévy (vegeu [52]) identifica el
present amb una superficie n-1 dimensional que divideix 1l'espai en
dues parts, que s'anomenen passat i futur, i la propietat de Markov
s'estableix exigint una independéncia condicional com 1'anterior.
D'altra banda, es poden donar distintes definicions de procés de Mar-
kov on intervingui 1l'ordre parcial natural de R" i les distintes no-
cions de "passat" que s'hi poden introduir (vegeu, p.e., Nualart-Sanz

[78], Lefort [49]). No ens ocuparem pas d'aquesta gqliestid.

Si bé la propietat de martingala s'estén de manera immediata
a un procés indexat per un conjunt parcialment ordenat (vegeu
Krickeberg [44] (1956), Chow [22]), l'estudi de les martingales

amb parametre multidimensional no cobra vida fins els treballs de



Cairoli [8] (1970), [9] i [10] i, especialment, els de Wong-Zakai
[95] (1974) i Cairoli-Walsh [15] (1975), en els quals la teoria es
comenga a mostrar madura i amb futur. Des dels anys 50 (vegeu Itd
[43], Yeh [106]) es comptava amb una generalitzacid del moviment
brownia, anomenada posteriorment procés de Wiener n-dimensional

o drap brownia si n=2 (que cal no confondre amb el procés brownia
amb parametre n-dimensional introduit per Lévy, cfr. [52]), definit

en el cas bidimensional com un procés {w , (s,t)eiRi} gaussia,

s,t
centrat i amb covariancia E[ws,twsht‘]= min(s,s')min(t,t'). Wong-
Zakai [95], utilitzant integrals estocastiques de dos tipus (1'una,
generalitzacid natural de la integral d'It8, fou introduida per
Cairoli [9] i [11] , i lt'altra, anomenada infegral estocéstica do-
ble, fou introduida per ells en aquest article), estenen un conegut
resultat d'1té [43] i Clark [18] , i demostren que tot funcional
del drap brownia de quadrat integrable i, doncs, tota martingala

afitada en L? respecte a la filtracid natural del drap brownia,

s'expressa com a suma d'una integral estocastica simple i una doble.

L'important article de Cairoli-Walsh [15] esta motivat per
l'estudi dels processos holomorfs, aixé €s, processos que, en un
cert sentit, tenen derivada respecte del drap brownia. Ara bé, 1la
primera part d'aquest llarg article estd dedicada a construir un
calcul estocastic bidimensional, perd no sols respecte al drap
brownia, sind amb martingales afitades en L?. Aleshores defineixen
integrals simples, dobles i de 1linia, i demostren un teorema de

Green que relaciona les integrals de linia i de superficie.

A partir d'aquell moment, la teoria avanga combinant dos
fronts: D'una banda estendre a dos parametres els resultats del
cas unidimensional:construir una teoria general de processos, loca-

litzacid, desigualtats de Burkholder, férmula d'Itd; d'altra banda,
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analitzar les noves definicions i conceptes que ha fet falta anar
introduint: diferents tipus de martingales, distintes variacions
quadratiques, ...

En aquesta segona linia de recerca s'inscriu aquest treball.
Estudiarem, en concret, els seglients dos aspectes de la teoria de

processos amb dos parametres:

(i) La martingala M*N: En la fdérmula d'Itd per a martin-

gales amb dos parametres (cfr. Chevalier [21], Nualart [75]), si

f és una funcid real de classe €% i M = {MZ, z € R2} una martin-
gala continua afitada en L4, l'expressid de f(Mz) es distingeix

del cas unidimensional (a part de la intervencid de dérivades de

f de 3r. i 4t. ordre), en qué apareix una nova martingala M (i les
seves variacions <M,M> ) que és el 1limit de productes d'increments

horitzontals i verticals de M. Quan es tracta de la fdérmula d'Itd

multidimensional, en l'expressid de F(M;,...,MZ) apareixen termes
MM que compliquen notablement el calcul. Aquesta dificultat s'evi-

———t

ta definint una nova martingala M*N de manera que MN sigui la si-
metritzada de l'operacidé * . S'estudien les propietats d'aquesta
operacid, aixi com la seva relacid amb la mesura Jy de Cairoli-Walsh,
JMN de Guyon-Prum 1 les integrals dobles de les funcions d'angle.

També calculem la variacid quadratica de M*N.

(ii) Relacions entre distints tipus de martingales: Ja

en les primers articles de Wong-Zakai i Cairoli-Walsh es veu la
necessitat de considerar distints tipus de martingales: Amb varia-
cié independent del cami (i.d.c.), fortes, febles, l-martingales,
etc;. Cairoli-Walsh [15] plantegen 1'hipotesi que les martingales
continues afitades en L? fortes i amb variacid i.d.c. coincideixen.

Nualart [70] demostra, trobant un contraexemple, que aquesta con-



jectura era falsa. Nosaltres estudiem les relacions entre les mar-
tingales i.d.c. i les martingales que tenen la variacid <M,ﬁ> ze~
ro. El resultat general més interessant que hem obtingut és el

seglient; Tota martingala continua, afitada en L4, nul.la sobre els

eixos i amb variacid i.d.c., té variacid <M,M> nul.la.

El primer capitol conté les definicions i resultats generals
de processos amb dos parametres que s'utilitzen al llarg de la me-
moria. Es tracta de propietats conegudes i1 es donen sense demostra-
cié. En una segona part es presenten -lleugerament modificats- els
resultats de Doléans [27] i Stricker-Yor [87] sobre cdlcul esto-
castic dependent d'un parametre, també d'uds constant en tots els

capitols posteriors.

En el segon capitol hem agrupat els resultats generals sobre
martingales continues amb dos parametres que hem obtingut: estu-
di de les martingales M*N, calcul de <M*N> i el teorema citat
abans, que estableix la relacid entre les martingales i.d.c. i

<M,M> = 0; aixi com les seves conseqiiéncies per al temps local.

En el tercer capitol fem un estudi de les filtracions produc-
te de dues filtracions generades per brownians multidimensionals
independents. S'hi obtenen teoremes de representacid de martinga-

les afitades en L? i de martingales locals.

El quart capitol estd dedicat al cilcul de M quan M es una
martingala afitada en L? respecte a la filtracid introduida en el
capitol anterior. Hi estudiem en quins casos, si <M,ﬁ> = 0, llavors
M té variacid i.d.c.; L'existéncia de contraexemples en determina-
da filtracié producte, permet de construir-ne un en la filtracid del

drap brownia.



CAPITOL I

MARTINGALES AMB PARAMETRE BIDIMENSIONAL

En la primera part d'aquest capitol (§1 a 14) presentem quasi
tots els resultats generals de martingales amb parametre bidimensio-
nal que utilitzarem al llarg de la memoria; no els exposem tots aqui
ja que en alguns casos €s més senzill i adient introduir-los en el
moment en que fan falta; d'altra banda, hi ha més resultats dels ex-
plicitament utilitzats al llarg del treball, perd els hem inclods
per donar una visid més global de la teoria i, especialment, per fer
aquest capitol més facilment llegible sense necessitat de recorrer
a les referéncies originals. No es donen les demostracions perqueé
es tracta de propietats conegudes i sols s'indiquen les referencies
on es troben demostrades o que porten més informacid sobre les ma-
teixes.

En la segona part (§15) exposem els resultats de Doléans-Dade [27]
i Stricker-Yor [87] sobre calcul estocastic dependent d'un parametre,
lleugerament modificats ja que nosaltres considerem una mesura en

l'espai dels parametres.

§ 1: Notacions. Filtracions i processos.

Considerarem en R? .'ordre parcial usual:
(s,t) ¢ (s',t") si s<s' i tst',
i 1'"ordre reforgat"
(s,t) < (s',t") si s<s' 1 t<t’,
que permeten definir els distints tipus d'intervals: si z,z'eR?
z<z', J]z,z'] designara el conjunt {geR?: z<z<z'} , i de forma ana-

loga es defineixen (z,z'] , [z,z'[ i Jz,z'[ . Anomenarem rectangle



a tot interval de la forma lz,z'] , i un rectangle com ]0,z] el
designarem per Rz.
Sigui (Q,F,P) un espai de probabilitat complet (que considera-

rem des d'ara fixat, perd que és arbitrari). Un procés estocastic

amb parametre bidimensional X = {Xz, zeA }, AcR? és una familia
de variables aleatdOries sobre (Q,g) indexades per un subconjunt A de
R?% (Escriurem també X(z) per Xz). Ens limitarem, com €s usual ja
que no suposa perdua de generalitat, al cas en que ACIQﬂ, on Ika de-
signa el primer cuadrant del pla: ]Qi = [0, O] .

Direm que un procés X = {Xz, zeﬂ?i} €s separable si existeix
un subconjunt numerable S de 121 -anomenat conjunt separador- i un

conjunt N de probabilitat zero tal que si w¢N, per tot ZEI{i

N

X (w) = rj {X_,(w), z'eAns}

z AcA(z) z'

on A(z) és la familia de oberts de ]Ri que contenen al punt z.
El resultat fonamental de Doob que estableix 1'existéncia de
modificacions separables d'un procés unidimensional s'estén al cas

bidimensional (cfr. Millet-Sucheston [67] ).

Si X = {Xz, zeﬂki} és un procés estocastic, 1'increment rectan-
gular de X sobre el rectangle J]z,z'] , z,z'e]Ri , z=(s,t)<z'=(s',t"'),
€s la variable aleatdria X(]z,z']) definida per

X(k,z']) =X(s',t") - X(s',t) - X(s,t') + X(s,t).
(S'acostuma també a designar 1l'increment rectangular anterior per
A]z,z']X’ pero no hi ha ambiguitat en l'escriptura. Noteu que si
X és nul sobre els eixos, aixd és, si Xeo = X, = 0 per tot (s,t)eﬂli,

aleshores X(]0,z]) = XG‘Z) =X, .

Com gue quan un rectangle ]z,z'] es divideix en reunid disjunta de

dos ]2,21] i Jz",z'] tenim



X(}ZIZ’}) = X(3Zrzl]) + X(]Z",Z'])l
aleshores X com a funcid de conjunt s'estén a una funcid finitament
additiva sobre 1l'algebra de les reunions finites disjuntes dels rec-

tangles de ]Rz+ .

Considerarem també una familia {gz, 2enii} de sub-o-algebres

. 1 . . .
de F. Designarem per gsm,o per gz,la c-algebra reunio vgo zsv (1a

doble notacié és, en aquest capitol, convenient, ja que si bé 1'es-
criptura Esw €s més transparent car expressa clarament el fet que
la filtracid {Esm' SGI{+} €s independent de t, Ei €és més unifica-

dora i ens permet de considerar la filtracid anterior com una a dos

2

parametres {g;, zeﬁii} ). Analogament, designarem per E__,0 per E s

t

la o-algebra v . F Suposarem sempre, a menys que especifiquem

uz0 =ut’
el contrari,que es compleixen les anomenades condicions habituals:
(F1) La familia de sub-og-algebres és creixent:
Si z£z', F CF_,.
=z =z
(F2) Eo conté tots els subconjunts de F de P-mesura zero
(i, doncs, totes les g-algebres E, sén completes).

(F3) La familia de sub-o-algebres és continua per la dreta:

Per tot z, F_ =N F .
=z z<z'=z

(F4) Per tot z, les g-algebres g; i gi son condicionalment

independents donada gz'

A la familia {Ez’ zeﬂii} se l'anomena filtracidé amb paramere

bidimensional (o simplement filtracid) sobre (Q,E,P). Els exemples

classics de filtracions que compleixen totes les condicions sdn els

seglients:

1) Filtracid producte: Considerem dues families indepen-
dents {E;, seB{+} i {g%, teI%+} de sub-g-algebres de F que com-
pleixinles condicions habituals (a un index) i definim Est com

1 2
FS VFt'



2) Filtracid associada a un procés amb increments indepen-
dents: Sigui X = {Xz, zeﬂ?ﬂ} un procés amb increments independents

')

(aix6 és, nul sobre els eixos i si els rectangles ]zl,zi],..., ]zn,zn

sén dos a dos disjunts, aleshores X(]zl,zi]),..., X(]zn,zﬁ]) sén
independents), continu per la dreta en probabilitat. Designem per
g; la minima o-algebra que fa mesurables totes les variables aleatd-

ries Xz,, z'<z, i definim Ez com la P-completacid de E;.

OBSERVACIONS 1.1

1) La condicid F4 va ser introduida per Cairoli {9] i anomena-
da F4 a partir de Cairoli-Walsh [15] .

2) Una condicid equivalent a F4 és que per tota variable alea-
toria afitada X i per tot (s,t)elli,

E[X|Eg, |E ] = E[X[E_,]

és a dir, les esperances respecte Esw iF commuten. A causa d'aixd

=t
també s 'anomena condicidé de commutacid (cfr. Meyer [64]).
\ . \ - -
3) De F4 es dedueix facilment que QSm n gmt Fst'

4) La hipdtesi F4 es troba en els fonaments de la teoria de
les martingales a dos indexs. Si bé es posible construir exemples
de filtracions sense F4 amb propietats prou bones (Cfr. Mazziotto-
Szpirglas [55] ), d'altres exemples com el de Dubins-Pitman [29],
on construeixen una martingala uniformement afitada divergent, po-
sen de manifest la necessitat d'imposar condicions auxiliars a la
filtracid per a l'obtencid de quasi tots els resultats importants.

5) Al mateix temps que necessaria, F4 estableix una diferéncia
important amb els processos d'un index: F4 no es conserva,en gene-
ral, si es canvia la probabilitat P per una d'equivalent. (Malgrat
tot, es poden estudiar teoremes de tipus Girsanov prou generals, o

bé restringir—se a canvis de probabilitat que conserven F4 -se'ls

-8-



anomena canvis de probabilitat ortogonals.Vegeu en aquest respecte,

Wong-Zakai [99], Guyon-Prum [331 , [35] , Nualart-Sanz [79] , Hajek-

wong [37].
PROPOSICIO 1.2 : (i) Les filtracions a un parametre {gsw’ seIi+} i
{Ewt’ teﬂi+} compleixen les condicions habituals. Reciprocament,do-

2

nades dues filtracions a un parametre {g;, seﬁl+} i {g £ teI(+}

que compleixin les condicions habituals i tals que les esperances
2]
t commuten per tot s,t ; alesho-

1 F2 compleix
Snzt ._.___E___

condicionades E[.IZ;] i E[-|E

res la filtracid {gz' ze]Ri} definida per F, =

I

les condicions habituals.

(ii) Les filtracions a dos parametres {g;, zeR? }

i {gﬁ, zelii} compleixen les condicions habituals.

La demostracid de la primera part de (i) es troba a Zbaganu-
Zhuang [ 102], la segona és de Meyer [64].

(ii) €s una consegqgiiéncia obvia de (i).

Designarem per B(R?) la o-algebra de Bdrel sobre R? . Direm
que un procés {Xz, 25121} €s mesurable si l'aplicacid
X:IV?Q——*IR
€s g(ﬂii)@g -mesurable. Direm que {XZ, 26121} €és adaptat a
{gz’ ze]%i} (i ens limitarem a dir que {Xz’gz' zeﬂza} €s adaptat)

si per tot =z, XZ és F_-mesurable. Direm que €s l-adaptat (respecti-

z
vament 2-adaptat) si X, €s gi-mesurable (resp. gi—mesurable). De la
condicid F4 es dedueix que un procés és adaptat si i sols si és 1 i
2-adaptat.

Direm que un procés {XZ, zemﬁJ €és integrable si cada variable

aleatoria Xz ho és: E[ lXZ|]<°° , per tot zeIR2+.

-9-



§2: Martingales

La generalitzacidé més natural del concepte de martingala per a

processos amb parametre bidimensional €s la seglient:

DEFINICIG 1.3 : Direm que el procés M = {Mz, zenli} €s una martingala
respecte la filtracid {gz, zeR%2} (i direm que M ={Mz, F,» zeR ]}
€s una martingala)si:

(1) M és adaptat.

(2) M és integrable.

(3) si zgz', E[M_,|F_.] = M_.

En el cas unidimensional la condicidé de martingala es pot ex-
pressar com l'ortogonalitat de 1l'increment (lineal) del procés en un

punt amb la filtracid en aquest punt: el procés X = {Xt,gt, teR }

adaptat i integrable €s una martingala si per tst', E[Xt,-xtlft]= 0.

Aixé suggereix una altra definicidé de martingala a dos indexs uti-

litzant el concepte d'increment (que ara sera rectangular):

DEFINICIO 1.4 : Direm que el procés M {MZ,EZ,Zem?+} és una

martingala feble si:

(1) M és adaptat.

(2) M és integrable.

"
o

(3) si =z<z°', E[M(]z,z'])lgz]

Obviament, tota martingala és una martingala feble.

Ens referirem també a la segiient nocid, que expressa la propie~
tat que un procés, fixat un index, es comporti com una martingala
respecte a l'altre index. (En realitat la condicid és una mica més
forta)

DEFINICIO 1.5 : Direm que el procés M = {M B, zel?i} €és una

l-martingala =si:

-10~-



(1) M és adaptat.

(2) M és integrable.

s

F seR |} és

(3) Per a qualsevol t fix, el procés {Mst’=st’

una martingala.

Analogament es defineix 2-martingala.

Aquesta definicid és la de Meyer [64] i la de l-martingala adap-

tada de Wong-Zakai [96]. Es diferent de la de Cairoli-Walsh [15], que

1

, adaptada, integrable i E{M(}z,z'])lgi}=0

exigeigen que MZ sigui F
per z<z'. Aleshores M és una l-martingala segons la definicid 1.5
si i sols si ho és en el sentit de Cairoli-Walsh i, a més, €s adap-

tada i {M__,F s€R _} és una martingala per algun t fix.

st’=st’

Tenim les seglients propietats:

PROPOSICIO 1.6 : (i) Un procéds és una martingala si i sols si és

una 1 i 2-martingala.

(ii) Tota i-martinagala (i=1,2) és una martingala

feble.

(iii) Un procés és una martingala feble si i sols

si es pot descomposar com suma d'una l-martingala i una 2-martinga-

gala. La descomposicid no és unica.

La demostracid de (i) és de Cairoli-Walsh [15] i utilitza F4.

(ii) és trivial.

(iii) esta demostrat per Wong-Zakai [96]per a una martingala
feble indexada per un rectangle Rz' i estés per Meyer [64] a una

martingala indexada per B?i per enganxament ("recollement").

Utilitzarem també la segiient notacid: si X = {Xz, ze]?i} €s

un procés, per a qualsevol t fix, X ¢ designara el procés uniparameétric
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{x seR _}. Cal nctar que degut a F4, si M és una l-martingala,

st’
el procés M és una martingala respecte la filtracid {Esw’ seR _}.
Analogament es defineix X, -
Una altra generalitzacid del concepte de martingala té en
compte el fet usual d'interpretar en una filtracid uniparamétrica

{F teﬁi+} el parametre t com el temps i E, com la c-algebra cons-

=t'
titulida pels successos anteriors a l'instant t. En traslladar aixd
a dos parametres s'obté la definicid de martingala feble, prenent

F, com el "passat" del punt z. Perd 1l'abséncia d'ordre total a R?

ens permet definir un altre "passat": anomenarem passat ampli del

punt z, i el designarem per E;, al conjunt de tots els esdeveniments

gue no estan en el futurde z; concretament:

Ep s Vo, L T EVES
Z‘€]R2
zdz'

La filtracid {E;, zeR?} compleix F1,F2 i F3. Tenim la segiient defi-

niciod:

DEFINICIO 1.7 : Direm que una martingala M = {MZ,E , ze]Ri} €s una

martingala forta si per z<z', E[M(}z,z'])!g;] = 0.

També en aquest cas utilitzem la definicid de Meyer [64]. Cairoli-
Walsh [15] donen com a definicid de martingala forta la d'un procés
adaptat, integrable, nul sobre els eixos i amb E[M(]z,z'})lgz] = 0.

Si el procés no és nul sobre els eixos, la condicid E[M(]z,z’])|§;]=0
no és suficient perque M sigui una martingala; caldria exigir, a
més, que els processos {MSO'ESO' seR } i {MOt'EOt' teR ]} fossin
martingales.

En 1l'exemple 2 de de les filtracions que compleixen F4, hem

considerat un procés X ={Xz,zeI§1} amb increments independents i
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continu per la dreta en probabilitat, i {gz, zelii} la P-completa-
cidé de la seva filtracid natural. Si X és adaptat i centrat, llavors
€s una martingala forta.

Es molt interessant l'estudi de Zbaganu-Zhuang [102] de 1les
filtracions on totes les martingales sdén fortes (1'anomenen propie-
tat F5) i demostren que una filtracid {gz, Zeﬂii} compleix F5 si i

sols si existeix una filtracid uniparamétrica {Hu’u€}{ } que com-
-+

pleix les condicions habituals i dues families estrictament creixents

{os,senz+} i {Tt, teR _} amb o, = inf ¢ (andlogament per 1,) tals
s<q
que: ge
F . =H .
=st F0gATy

Amb cada definicidé de martingala tenim les corresponents sub i
super-martingala. Les que utilitzarem més seran:

DEFINICIO 1.8 : Direm que un procés M = {Mz,gz, zeR?} adaptat i

integrable és

(1) Una submartingala feble si per z<z', E[M(]z,z‘])!gz}gO.

(2) Una submartingala si per zsz!', E[Mz,lgz];Mz .

(3) Una submartingala forta si és una submartingala i

per z<z', E{M(]z,z'])[gz} 20.

Obviament, (3) implica (1) i (2).

Per p21, direm que una martingala M = {Mz’gz’ zeR%} és de LP
(o que és una Lp—martingala) si per tot z, E[[Mz|p]<m. Direm que

M és afitada en LP si sup E[IMZIP]<m . (Suposem que M és separable).
zelR?
+
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OBSERVACIO 1.9 : Si la martingala M estd indexada per un rectangle

R , M= {Mz’ E s zeRz} , les definicions de "martingala de LP" i

z
o o}

"martingala afitada en P coincideixen, i n'hi ha prou amb exigir

E[[Mz [Pl<e . Quan 1a martingala esta indexada per R?_ambdues no-
o

cions no sdén iguals; i no utilitzarem l'expressid "martingales de

quadrat integrable" que alguns autors defineixen com a martingala

de L? i d'altres com a martingala afitada en LZ2.

Finalment, direm que la martingala M = {Mz,gz,zenli} és afitada

en LloglL si s;p E{Ilelog+|le]<°° .

§3: Desigualtats i convergéncies

Un dels resultats inicials que va permetre l'estudi de les mar-
tingales amb parametre multidimensional va ser 1'important treball

de Cairoli [8] que estén les desigualtats de Doob al cas multidimen-

sional:

TEOREMA 1.10 : Sigui M = {MZ,FZ, zeﬂli} una martingala separable.
Aleshores:

(i) Per tot X>0

P‘EuprZ[Zk}§ ‘E%T +€%TsupE[|lelog+]Mz[].
z z

(ii) Per tot p>1

2p .
E[sup[MziF)]s(EE%J sup EL[MZIP].
z z

(iii) si M és forta, per tot A>0

A

P{sup[Mz|zx} 13 sup E[IMZH .
z z
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La demostracié de (i) i (ii) (gue s'anomenen desigualtats
de Cairoli-Doob) quan la martingala estd indexada per una part nu-
merable de R? €s de Cairoli [8], i consisteix en aplicar dues de-
sigualtats de Doob»consecutivament a un index i a l'altre. Es poden
estendre a una martingala indexada per I%i mitjangant un raonament
estandard prenent una successid creixent de parts finites d'un sub-

conjunt dens i passant al 1limit.

La demostracid de (iii) és de Walsh [90]. Vegeu també Cairoli[ 13].

OBSERVACIONS 1.11

1) Les desigualtats (i) i (ii) sdén també valides per sub-
martingales positives. La desigualtat (iii) €s valida per a submar-
tingales fortes positives amb una expressid analoga si la submartin-
gala és nul.la sobre els eixos, o una expressié més complexa en el
cas general. (cfr. Millet [1]).

2) Sigui F:R_:——*Ii+ una funcid creixent, nul.la en el
zero, continua per la dreta i amb F(x)>0 per x 0. Direm que F és

moderada si existeix un nombre a>1 tal que

Flax)
F(x)

sup <o

x>0
Si la funcid F és concava, aleshores és moderada, ja que
per tot @>1 el suprem anterior €s menor o igual aq .
Si el suprem €s estrictament menor que o és diu que la
funcidé F és lenta.
Si F és convexa, amb derivada per la dreta f, perqué F

sigui moderada cal que el nombre

xf(x)
P = SUp ~Eiyy
x>0
sigui finit ( p s'anomena l'exponent de F). La funcid F(x) = xP,
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amb p2l és lenta, amb exponent p. Si la funcid F és convexa moderada

i compleix

xf(x)
F(x)

p = inf
x>0

es diu que F €s una funcid de Young.

(Hem seguit la nomenclatura de Lenglart-Lepingle-Pratelli
[51]. Meyer [64]de les funcions que hem anomenat de Young, en diu
moderades 1 comoderades).

Aleshores l'extensidé de Dellacherie [24] de les desigual-
tats de Doob per a funcions de Young permet a Meyer (cfr. [64]) 1la
seglient generalitzacid de (ii):

(ii') Si F és una funcid de Young i q el conjugal de p,

aleshores

IA

E[F(sup|M_ |/q?)] < sup E[F(|M,[)] .
Z Z

Vegem ara la gliestidé de la convergéncia: Cal distingir entre
les convergencies en probabilitat i Lp, i la convergéncia quasi se-
gura (abreujadament, g.s.). Els resultats de convergéncia en proba-
bilitat i en LP s'obtenen de manera molt general per a martingales
indexades per conjunts filtrants (cfr. Helms [39], Neveu [68] ,
Walsh [89]), ja que si tenim una successid generalitzada ("net") en
un espai métric complet, la convergéncia de Moore-Smith pot reduir-
Se a la convergéncia de les successions ordinaries que s'obtenen
considerant tots els subconjunts d'indexs totalment ordenats.

La convergéncia g.s. €s molt més delicada, ja que no és metritzable
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i l'argument anterior no pot utilitzar-se. D'altra banda, 1'exemple
citat anteriorment de Dubins-Pitman ([29]), o d'altres exemples cla-
ssics, mostren la necessitat d'afinar més els raonaments. En general,
perqué una martingala indexada en un conjunt filtrant, afitada en
Ll,convergeixi g.s. cal exigir que la filtracid compleixi la "con-

dicidé de Vitali": Si T és un conjunt filtrant i {F,, teT} una fami-

='t'

lia filtrant creixent de 0-algebres, direm que compleixen la condi-

cidé de vitali si per tota familia {A_, teT} de conjunts AfF, i

tl
per tot €>0, existeix un nombre finit dt!'indexs tl’t2""tneT i con-

junts Bie:l;‘t disjunts dos a dos, tals que

i
P{A—UBi} < e
i
on A = ess lim sup At. (cfr. Krickeberg [44], Neveu [68], Walsh [89]).
teT

Aquesta condicid, que es compleix quan el conjunt d'indexs és
totalment ordenat, €s en general dificil de comprovar. D'aqui resul-
ta la importancia de la conseqgiiéncia que Cairoli ha tret de les se-
ves desigualtats: Tota martingala indexada per Iki afitada en LlogL
convergeix g.s.. Agrupant els resultats sobre els distints tipus

de convergencies tenim:

TEOREMA 1.12 : Sigui M = {M_,F_, zeR?} una martingala separable.

Llavors:

(i) Si M és uniformement integrable, convergeix en L1 a una

variable aletoria M_ = que tanca la martingala.

(ii) si M ¢és afitada en LP (p>1), la convergéncia anterior

té 1lloc en LP.

(iii) Si M ¢és afitada en LlogL, M convergeix g.s. a Me .

(iv) si M ¢és forta i afitada en Ll, M convergeix g.s.

La demostracié de (i) i (ii) es troba a Helms [39], o Walsh [89].

La de (iii) a Cairoli [8]. La de (iv) a Walsh [90].
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OBSERVACIONS 1.13

1) Cairoli [8] mostra amb un contraexemple que a (iii) no
es pot canviar afitacidé en L logL per afitacid en Ll.

2) (i) i (ii) sdén valides també per supermartingales (cfr.
walsh [89]).

3) (iv) és valida per submartingales fortes uniformement
integrables (cfr. Millet [66]).

4) Es possible donar condicions suficients més generals
per a la convergencia quasi segura. En efecte, per al cas discret
Ledoux [48] reprén la propietat classicade convergéncia g.s. d'es-
perances condicionades (vegeu p.e. Blacwell-Dubins [5], Lipster-
Shiryayev [53], o Sucheston [88] que la demostra amb operagors sobre
espais d'Orlics) segient: " Si {Ym, meIN } s una successid de varia-
bles aleatories majorades, |le§Y, amb Y integrable, que convergeix
dg.s. a ¥Y_ i {Qn, neni}és una familia creixent de sub-0 ~algebres de F

i , aleshores el procés de dos parametres {E[legn], (m,n) e IN?}

n =00
convergeix g.s. a E[legm] quan m i n tendeixen a infinit". D'aqui

b <
()}

]

D]

Ledoux dedueix: "Sigui M = {an, Emn’ (m,n)elN?} una martingala i

una l'~martinga1a (aixd és gmn—adaptat, integrable i tal que per n fix
{an’gin’ melN} sigui una martingala; si es compleix F4, l-martinga-
la implica 1'~martingala); en una filtracid que compleixi F1 a F3,

tal que per tot n, la familia {an, meDQ}sigui uniformement inte-
grable i sup E [sup len|]<oo . Aleshores, M convergeix g.s."

m n
Aquesta condicid inclou, sota F4, el resultat segiient: "Per-

quéla martingala M convergeigi g.s. és suficient que es compleixi una
de les segiients condicions:

a) E [sup Ianl] < w o,
m,n

+
b) E [|M | log Ian|] < w
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c) E[S(M)] <», on S(M) és la variacid quadridtica de M:

sm) = (] I (M(m,n)-M(m-1,n)-M(m,n-1)+M(m-1,n-1))2) /2 |
m=1n=1

5) De manera evident es defineixen les martingales inverses
amb parametre bidimensional, i s'obtenen uns teoremes analegs al

1.12 ((i),(ii) 1 (iii)). (cfr. Gut [31], walsh [89]).

Per p2z1l designarem per gp el conjunt de les martingales
M= {Mz,gz, zeﬁﬁl} continues per la dreta i afitades en LP. Fixat
un punt z_ de Rr? gp(zo) designara el conjunt de les martingales
M ={MZ, gz,ze{o,gg}continues per la dreta i tals que E[le |P] <w.
(E1 sentit just del terme "continu per la dreta" 1'especificarem
al seglient paragraf).

Designarem per gg el subconjunt de gp format per les martinga-
les de gp continues i per gg el subconjunt format per les martinga-
les fortes.

A M? (1 Bbviament a gz(éo)) podem definir un producte escalar
mitjangant les variables terminals de les martingales: Si M,N sdn
de M? definim el producte

(M,N) = E[MN_]J,
que indueix una norma
M|l = (E[M;])l/z.

Tenim el seglient resultat:

PROPOSICIC 1.14 : M? amb la norma anterior €s un espai de Hilbert;

M2 1 MZ sdn subespais tancats.

2
£
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§4: Regularitat

Dellacherie-Meyer afirmen en [25], pag. 71, que l'existéncia
de versions continues per la dreta i amb limits per l'esquerra d'una
supermartingala indexada per R, €s potser el resultat més important
de tota la taia dels processos estocastics en temps continu. Un
resultat analeg, perd molt més feble, per martingales a dos parame-
tres ha costat molt de trobar. En efecte, des de Cairoli-Walsh [15]
sols se sabia que si la fitracid era la induida per un drap brownia,
tota martingala afitada en L logL tenia una versid continua, i aquest
resultat no es podia estendre a una martingala afitada en Ll, perque
hi havia martingales afitades en Ll amb discontinulItats de tipus
oscil.latori i doncs sense una versid continua per la dreta. El1 pro-
blema resta obert; sols resultats parcials foren assolits, aixi per
exemple Walsh [90] demostra que tota martingala forta tenia una
versid continua per la dreta, perd no obtingué resultats sobre els
limits per l'esquerra. Finalment, Bakry [2] (4anys despres del tre-
ball de Cairoli-Walsh) demostra que tota martingala afitada en LlogL
té una versid continua per la dreta amb limits per 1'esquerra.
Millet-Sucheston [67] demostren l'existéncia de limits en els qua-
tre quadrants (vegeu les definicions més avall) utilitzant "amarts"
multidimensionals (vegeu també Bakry [3] per a una demostracid sense

"amarts").

Donat un punt z=(s,t) de R?, z#(0,0), R? queda dividit en
quatre gquadrants denominats QI(s,t), QII(S’t)’ QIII(S't) i QIV(S,t):
Q;(s,t) = {(s',t")eRr? : sgs' i tst'} ,
0:7(s,t) = {(s',t)eR? : s2s' i t st'},
0r77(s,t) = {(s',t')eR? : sss' i t2t' }
Qry (s, t) = {(s',t")eR? : s2s' i tat' } .
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Designarem per Q; l'interior de Q.
Donat un procés X = {XZ, zenii} direm que té limit en z en el

quadrant Qi si existeix lim X(z'). Designarem per X;+el 1imit de X
z' >z
]
z'eQ, (z)

en el punt z (si existeix; en cas contrari es pot considerar lim inf

. . . s . . + - - N - .
i lim sup); i1 analogament es defineixen X , X * 1 X . Si un pro-

cés té limit en 0; (resp. Q ) en tots els punts (resp. en tots els

111
punts distints de (0,0)), direm que X té limits per la dreta

(resp. per 1'esquerra).

Direm que el procés X é€s continu en el punt z en el guadrant i

si
X(z) = 1im X(z').
z'>z
' {
z eQi\Z)

La continuitat en o (respectivament QIII) s'anomena continuitat per

la dreta (resp. per 1'esquerra).

TEOREMA 1.15 : Sigui M = {MZ, . zeBQi} una martingala afitada en

L logL. Aleshores

(i) M té 1limits en els quatre quadrants.

(ii) M té una versid continua per la dreta i amb

limits en els quadrants Q Q

11 9111 * Qv
També tenim:

PROPOSICIO 1.16 : Sigui M una martingala forta afitada en Ll

Aleshores M té una versid continua per la dreta.
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§5: E1 drap brownia

Designem per m la mesura de Lebesgue al pla i sigui 5(121) el
conjunt dels borelians de Iii amb mesura de Lebesgue finita. Defi-
nim la funcid C:

C: B(R?)xB(R?)— R
C(A,B) = m(AnB)

que és definida positiva i doncs existeix (cfr. p.e. Hida [40], teo-
rema 1.10) un procés {w(A), Aeﬁ(ﬂ?i)} gaussia, centrat i amb cova-
riancia C. Aquest procés compleix:

1) W(A) té llei N(O,m(A)).

2) Si AnB =¢, W(A) i W(B) sdn independents.
També com a funcid de conjunt, W és additiva:

3) W(AuUB) = W(A) + W(B) - W(AnB) q.s.
(Vegeu 1té [ 43]).

Intuitivament podem pensar que W(A) = IA g(z) dz, on {g(z), zeﬂ?i}

€s un soroll blanc bidimensional, aixdé és, una funcid aleatdria ge-
neralitzada amb valors independents en cada instant amb mitjana nu-
l.la i covariancia E[gz.gz,3 = §(z-z') , on § €s la funcid delta
de Dirac al pla. Es a dir, W(A) és la quantitat de soroll que hi
ha a A (cfr. Wong [ 93] ). De fet, el procés {W(a), Aeﬁ(ﬂ%i)}
s'anomena també un soroll blanc al pla.

Definim ara un procés W = {wz, zeﬂ?i} per W, = W(}0,z]). Es
tracta doncs d'un procés gaussia, centrat i amb covariancia

E[W(s,t)W(s',t')] = (sas')(tat'),

i se 1l'anomena procés de Wiener bidimensional o drap brownia.

Fixat un punt (s,t) de IQi, els processos {th, er{F}i

{w yGB{F} sén moviments brownians (no estandards) amb covariancia

sy’
(xAx')t i s(yay') respectivament.

-22-



Al llarg de la diagonal (i en general, al llarg de qualsevol
cami creixent), W €s una martingala gaussiana, amb increments
ortogonals, perd no €s un moviment brownia.

Al llarg de qualsevol cami creixent, W és gaussiad i Markov. En

particular, sobre la hipérbola st = 1, el procds X, = wW(e%,e%) é&s

t
un procé€s d'Orstein-Uhlenbeck.

El drap brownia és, doncs,una generalitzacid del moviment brow-
nia. No obstant, cal distingir-lo del procés brownid amb parametre
bidimensional introduit per P.Lévy (vegeu p.e. Lévy [52] o McKean[ 56]):
Un procés {Bz, zc]%i} tal que:

2 - -
a) Per a gqualssevol Zy,-..2 €RZ (B(zl) B(O),...,B(zn) B(0))
té llei normal multidimensional centrada.
b) E(B(z)-B(z'))? ] = d(z,z'), on d indica la distancia
2
a1R+.

Els dos conceptes poden relacionar-se (vegeu Chentsov [ 20] ).

Com per al brownia ordinari es poden considerar (al menys) dues
aproximacions més al procés de Wiener bidimensional: una a través
de la mesura de Wiener i l'altra com a suma d'una série uniformement
convergent, En efecte, Yeh [106], construeix una mesura de tipus
Wiener en l'espai de les funcions continues sobre [0,1]2 nul.les
sobre els eixos (designarem per C([0,1]2) aquest espai). Aleshores
el procés canonic (c([0,1]2,B(c([0,1]2), W,wz,zeniﬁ on W, s la
projeccid

w,:C([0,1)3)— R
f — f(z)

€s un procés gaussid, centrat i amb covariancia

E[W(s,t) W(s',t')= (sas')(tat').
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Respecte a la segona aproximacid, vegeu Park [84] o Delporte[26]
on s'estudia una seérie uniforment convergent, considerant les fun-
cions de Haar sobre L?([0,1]) que permeten construir un sistema or-
tonormal complet sobre L2([0,1]"), o bé mitjangant una série trigo-
nometrica, tot seguint de prop els métodes utilitzats en un para-

metre.

D'aquestes construccions es dedueix, en particular, la conti-
nuitat del procés de Wiener. Es posible, Obviament, donar una demos-
tracidé directa d'aquest fet, mitjangant el lema de Kolmogorov (per
a una demostracid directa de la continuitat a partir del lema de
Garsia-Rodemich-Rumsey vegeu Walsh [89]) o per d'altres resultats
generals (vegeu Meyer [64]). Vegeu també Hudson [41] que obté teo-
remes més generals per a processos biadditius, i en particular per

al procés de Wiener.

Les propietats fines de les trajectories, tipus llei del lo-
garitme iterat o mddul de continuitat les obtenen Zimmermant[ 103]
i Orey-Pruit [83]. En aquest ultim s'estudien també les propietats
de recurrencia i transitivitat del procés de Wiener n-dimensional,

les quals depenen del valor de n.

El drap brownia €s una martingala forta de LP per a qualsevol

P, perd no afitada en LP.

Una caracteritzacid semblant a la de Lévy per al moviment brownia és
possible per al drap brownia: "Si M és una martingala forta i M?-st
€s una martingala, aleshores M és un drap brownia". (cfr. Zakai[101]).
Quan M i M2?-st soén martingales, cal imposar restriccions sobre M

per un resultat analeg. (cfr. Nualart-Sanz [80]).

Una dltima propietat que assenyalem del drap bronia és la se-

guient caracteritzacid (cfr. Nualart [69]): Siguin {Xn(t),tg{O,H,nenﬂ
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. n . . . e
i {Yy (), tef0,1], neIN} dos moviments brownians independents infi-
nit-dimensionals. Aleshores la successid de processos continus amb
parametre bidimensional

Xi(s)Yj(t)

Z {s,t) =
n 1

3 [
I~

i

convergeix feblement al drap brownia {W(s,t), (s,t)e[ 0,113 .

§6: Les g-algebres previsibles i opcionals

A l'espai ]Rixﬂ tenim quatre O-algebres previsibles i quatre
opcionals, associades a les filtracions {Ez’ zcmj} , {E;’ zemi},

(£

E, zcmi} i {E;, zemi}. Ens ocuparem especialment de les o-algebres

previsibles.

Designarem J (respectivament gl, Qz, g*) el conjunt dels "rec-

tangles previsibles" de la forma

jz,z'] xF Fegz

{(0,0)}x G GeE,,

{0}x Jt,t'Ix H HeEq .

Is,s' Ix{0} xI IQI;‘SO

. 1 1 .2 .
(En prendre F,G,H i I de F, . etc. resulten J°,J° i J%).

. 1.2 s 1 .2
Designarem per A (A",A", A*) l'algebra generada per J (J°, J°,

J*), (formada pel @ i les reunions finites disjuntes d'elements de J),

i per p (gl, 22, P*) la o-algebra engendrada per A (él, éz, A*) i

1'anomenarem g-algebra previsible (l-previsible, 2-previsible,

*-previsible).

1 . . . -
P, designara la g-algebra previsible sobre R, lassociada a la

=00

filtracidé uniparamétrica {Esw' seﬁi+}. (Analogament es defineix Pﬁ),
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PROPOSICIO 1.17 : (i) P esta engendrada pels processos adaptats i

continus per 1'esquerra.

(ii) P esta engendrada pels processos adaptats i

continus.

(iii)

g

esta engendrada pels processos de la forma:

Xz(w) = h(w) I oo[(z) , aemi, h F_-mesurable.

la,

(iv) P = glan.
(v) px = phvE?
(vi) B' = B(R Depl i p? - B(R )ep? .

La demostracid de (i) i (ii) és a Merzbach [57], [59]. La de

(iii) a Meyer [64]. Obviament hi ha resultats analegs per 21,52 i p*.

(iv) és a Merzbach-Zakai [60]. (v) a Merzbach [58]. (vi) suggereix
que un procés a dos index l-previsible es un procés gl—previsible
que depén mesusarablement del parametre t (cfr. Cairoli-Walsh [15],

Meyer [63], [64], Doléans-Meyer [281]).

Les o~algebres opcionals 0 (Ql, 92 i 0*) es defineixen com les

engendrades pels processos continus per la dreta i adaptats (rep.

_1.52 i F*-adaptats). Vegeu Bakry [4].

]

§7: Mesura de Doléans, descomposicid de Doob-Meyer i procés

creixent

DEFINICIO 1.18 : Direm que un procés A = {Az' zéRﬂ és creixent si
€s nul sobre els eixos, continu per la dreta, i per tot z,z'e€R? z<z',

A(lz,z'])z 0.
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OBSERVACIONS 1.19

1) Noti's que la condicid exigida té un sentit més fort
que l'ordinari del terme "creixent" (o "creixent per 1'ordre") que
sols exigeix que si =z<z*, Az < Az" (A un procés nul sobre els

eixos, continu per la dreta, i creixent per 1l'ordre se 1l'anomena

"feblememt creixent", perd realment no en farem us).

2) com a consegiiéncia que tot procés creixent és creixent
per l'ordre, i aquests Ultims tenen limits en els quadrants I i I11,
es pot prendre la regularitzacid per la dreta. Doncs la condicid
continu per la dreta no és restrictiva (vegeu Mazziotto-Merzbach-

Szpirglas [54]).

Una mesura aleatodoria sobre ]Riés una aplicacié (anomenada nucli)

ulw,dz) de Q en el conjunt de mesures sobre B&i tal que
E[u(wﬁR?] < @ ,

Aleshores el procés A (w) = p(w,Rz) €s creixent.

Reciprocament, un procés creixent amb E[A_J<w €s el procés
Creixent associat a una mesura aleatdria unica, definida de la for-

ma usual sobre els rectangles.

Com a un parametre, direm que un procés B = {Bz, zeR? | €s

de variacid afitada si es pot escriure com a diferéncia de dos pro--

Cessos creixents. Es tracta d'un procés nul sobre els eixos, conti-
nNu per la dreta i tal que per qualsevol z, si T €s una particid fi-
nita de [0,z] en rectangles de costats paralels als eixos i vértexs
{Zi, iGI} (veurem més endavant que aquestes particions s'anomenen
reixes),

sup y ]B(]zi,zi+1])l< © ,
1
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A tot procés B de variacid afitada 1i correspon una mesura estocas-

tica signada.

S'anomena P-mesura sobre B(R?)®F (respectivament sobre la o-al-
gebra previsible P) qualsevol mesura sobre g(ﬂ{?®g (resp. P) que

no carregui els conjunts P-negligibles.

Donada una mesura aleatoria u(w,dz) es defineix una P-mesura

sobre B(R2)®F per
u(x) = EU}Ri X, (W) u(w,dz)]
per a qualsevol procés mesurable i positiu.

La definicid de les martingales a un parametre pot fer-se mit-
jangant la mesura de Doléans associada a un procés integrable (cfr.
p.e. Metivier-Pellaumail [61]). Andlogament a dos parametres podem
definir una mesura de Doléans i relacionar-la amb els distints ti-

pus de martingales:

DEFINICIO 1.20 : Donat un procés integrable X = {XZ, zéRi}s'anome—

na funcid de Doléans associada a X, 1 es denota per my, l'apli-

cacid
. Tk —>
my ) R
definida sobre els rectangles *-previsibles per

mx(3z,z']XF) = E[IG x(lz,z'1)] , z<z', GeEX

mx({(O,O)}XH) =0, He§6 , etc.,

i estesa a J*.

Per a determinats processos, My s'estén a una mesura sobre P,

1 2 o P*. En aquest cas s'anomena mesura de Doléans associada a X.

0]
o

PROPOSICIO 1.21 : Sigui X = {x, F zeﬂ?i} un procés adaptat i inte-

Z ’

Z

grable. Aleshores
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(i) X és una martingala forta si i sols si m. s'anul.la

X
sobre P*.
(ii) X és una i-martingala (i=1,2) si i sols si my s'anul.la
sobre gi.
(iii) X és una martingala feble si i sols si m, ='anul.la
sobre P.

Vegeu Merzbach [58]. Al mateix article es demostra que no hi

ha cap o-algebra amb una propietat analoga per a les martingales.

Vegem la descomposicié de Doob-Meyer;

TEOREMA 1.22 : Sigui M = {Mz, E,/ zeﬂii} una martingala afitada en

L?. Existeix un udnic procés creixent previsible <M> tal que M2~ <M>

€s una martingala feble. A més es compleix:

E[Mz(]z,z'])lgz] = E [M(]z,z']))lgzj = E[<M>(Jz,z'])]gz].

La demostracid de l'existéncia d'un procés creixent A tal que
M? - A sigui una martingala feble és de Cairoli [9] (vegeu també
Cairoli-wWalsh [15]) on construeix de manera efectiva aquest procés
Passant al limit la variacid quadratica i regularitzant per la dreta.
Els resultats de Merzbach-Zakai [60], permeten prendre 1la projeccid
previsible A" del procés A, i el procés <M> = A" compleix totes

les condicions.

OBSERVACIG 1.23 : El1 teorema anterior continua essent cert si es

canvia M? per una submartingala feble, positiva, continua per la
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dreta, de la classe D (cfr. Merzbach [57]), o per una submartinga-
la i submartingala feble, positiva, continua per la dreta i afita-

da en L' (cfr. Meyer [64]).

DEFINICIO 1.24 : Sigui z=(s,t) un punt de R? . Una reixa so-

’ . . . - 1 2 1 -
bre [0,z] és un subconjunt finit T= I'!'xI'? de [0,z] , TI!= {sl,...,sp+l}

amb O=t.<...<t =t,

- = 2:
amb O—Sl<S <...<s s, T {tlr~-'rtq+1} 1 g+l

2 p+1
Si u=(si,tj) €s un punt de T , u<z, Au designara el rectangle
Isirsi eyt ],
Per z'€[ 0,z], indicarem per Fz, la més petita reixa sobre [0,z']

. . ’, . . HH ~
que contingui els puns de I més petits que z' i z'. lz, sera el

conjunt {z"e Fz" z" < z'} .

La norma de la reixa és el nombre

- t.] .

j+1 ]
Fn+l

Donada una successid de reixes { I'", n21l} sobre [0,z] tal que

. . . n . . s . N
81gul un refinament de [, direm que esdevenen arbitrariament fines

si |r"] — o.
n->o

De forma analoga, per® substituint "subconjunt finit" per "sub-

conjunt numerable de Iii" es defineix reixa sobre 121.

Per a martingales continues tenim el seglent resultat:

TEOREMA 1.25 : Siqui M = {Mz’ Ez, zeﬂki} una martingala continua

afitada_en LP, p22. Aleshores el procés <M> = {<M>z, z EIRi} €s

. . 2 . ., . {I-n > }
continu i per tot z de K{+ i tota successio de reixes , nzl
o ——
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sobre [O,zo] que esdevinguin arbitrariament fines

lim sup E[]| 7§ M(a)? - <M>z|p/2] = 0.

n*® zg<z =n
o) uePz

Vegeu Nualart [74].

Si M i1 N sdén martingales afitades en L? definim per polaritza-

cidé la variacid <M, N>
<M,N> = 1 (<M+N> - <M>_ -<N> )
'z 2 z z z'!

i aleshores <M,N> €s 1'unic procés previsible de variacid afitada

tal que {M N - <M,N>_, F , zeR2} és una martingala feble.
zz z' =z +

Direm que dues martingales de L? sdén ortogonals si MN és una

martingala feble, aixd és, si <«M,N> = O.

Sigui M = {MZ, F, zeﬂzi} una l-martingala afitada en L2?. Per

’ . ” 3 - . 1
2 cada t existeix un unic procés creixent previsible A t={Ait'£St'SGI{J
1 . . .
tal que ,{M;t-Ast' Fopr s€I2+} és una martingala. Ara bé, per F4,
1 ' ”, . Id . . .
A.t €s 1l'unic proces creixent previsible respecte {ESw, scﬁ2+}
1 . . . 1
2 - .
tal que {Mst Ast’ st, selz+} €s una martingala. Designarem Ast

1
e .
per <M.t>s o per <M>St

Analogament, si M €s una 2-martingala afitada en L? tindrem
L4 ’ . 2
també <M_ >, (també escriurem <M>__ ).
s. t st

Obviament el procés <M>;t no ha de tenir necessariament bones

pPropietats en t, fixat s, ni en (s,t). Perd si que les té quan M és
una martingala forta (i veurem més endavant quan M és una i-mar-

tingala que té increments ortogonals en el sentit i, i=1,2).
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TEOREMA 1.26 : Sigui M una martingala forta afitada en L2?. Exis-

. . R . i
teixen dos unics processos <M> i <M>2 creixents, m T i-pre-
- . i . . . .
visible i tals que M2 - <M> es una i-martingala. A més

E[Mz(]z,Z'])lgi] = E[M(]z,z'])zlg;] = E[<M>i(]z,z‘])l£;] (i=1,2).

Vegeu Cairoli-Walsh{15],Nualart[73].

§8: Desigualtats de Burkholder

A) Cas discret

Considerem una martingala discreta M = {M__, E o (n/m)elV}

nm

nul.la sobre els eixos. Per tot n,m21, sigui

dnm = M(n,m) - M(n-1,m) - M(n,m-1) + M(n-1,m-1),
n m 1/2
e 2
S, (M) = (3;1 j:% dij)
sm) = (§ 7 dg.)l/z
i2l =1 J .

Sigui F una funcidé de Young. Aleshores

TEOREMA 1.27 : Existeixen constants C i C' gque sols depenen de

F  tals que:

(i) ¢ E[F(s(m))]< sup E[F(IM__|)] ¢ C' E[F(S(M)] .
n,m

(ii) sup E[sup IMnm}]g C E[s(M)] .
m n

+
(iii) E[s(M)] ¢ C(1 + sup E[sgp |m | log™|mM 1)
m

c(1 + E[s(M) log®s(m)] ) .

]

A

(iv) E[sup |M
n,m

nm|
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(v) Si M és forta

<
E[s(M)]< c E[sup M 1] .
La demostracid de (i) quan F(x) = xP, p>1, es troba
a Metraux [62). La generalitzacid per a una funcid de Young €s de
Meyer [64]. (ii), (iii) i (iv) sdn de Ledoux [45] que generalitza
resultats de Metraux. (v) és de Brossard [6] que obté també distints

reultats del tipus

EsmP] < ¢ E[i?i Im__|P]
i E[sup |M__|P] < c E[s(m)P]

n,m

per martingales regulars.

Sovint interessa aplicar gjuestes desigualtats quan M é&s di-

) . . . . . s se .
ferencia de martingales. La definicié és la seglient:

DEFINICIG 1.28 : Direm que un procés adaptat i integrable

D = {Dnm’ E e (n,m)eIN?} és diferéncia de martingales si és nul

sobre els eixos i per tot n,m2l,

E[Dnm‘Fn_llm] =0

—
]
o

1 E[Dnm]Fw,m—l

Id 2 » »
Aleshores, per F4, el proces {Mnm' Enm’ (n, m)eINV} definit per

n m
M = ) Y D..
nm i=1 =1 *J
€s una martingala. La desigualtat (i) per F(x) = xP, p>1, queda

n m n m
cEl ] 1 bz P?1se(]) I o IPlscell Im P/
i=1 j=1 ) i=1 3=1 i=1 j=1
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El cas més usual de diferéncia de martingales és un procés del

1),

, (1i,3)e1 xJ} obtingut .consi-

tipus {N(lz, - '
i+1, j+1

it

, 3 %141, §+i

derant una martingala amb parametre continu {Nz, E,. ze[O,zJ} i una

reixa {zi., (i, j)eIxJ} sobre [O,zo].

J

B) Parametre continu

No es disposa, que coneguem, de versions generals de les desi-
gualtats anteriors per a martingales indexades per 321 (o per un
rectangle Rz). Perd si exigim condicions de continuitat i d'afita-
cié en LP podem passar al 1imit les desigualtats del teorema 1.27
Enunciem a continuacid un resultat de Nualart [76] en que es basa

la demostracid. Com que tota martingala M afitada en Lp , p22, és

tancada, no hi ha pérdua de generalitat en considerar la varible

terminal,que designarem en aquesta seccid per M_ -
r

LEMA 1.29 : Sigui M una martingala de M2 i F una funcid modera-

da. Aleshores existeixen dues constants C i C' (que depenen sols

de F) tals que

C E[F(<M>_ )]< E[F(sup<M t>m)]g C E[F(<M>_ )]
’ t d 4

TEOREMA 1.30 : Sigui M una martingala de MP , p22, i F una

funcid de Young. Aleshores existeixen constants C i C' (depenen

sols de F ) tals que

i/i)] < E[F(suplmzl)] < C' E[F(< M>i{i)] .
’ z

[<M>if§ ]

(i) ¢ E[F(<M>

(ii) ¢ E[|M_ _|] s E

[4



1/2 ¢
m/m] s ¢ (1+ sup E{Im,| 1og’|uzl])
Z

(iii) E[<M>

’

Veure Nualart [76].

OBSERVACIO 1.31 : Sota la hipdtesi que totes les martingales de L?

sén continues, Chevalier [21] demostra (i) per F(x) = xP, p>0. El
métode,basat en el fet que tota martingala continua de L? es pot
aproximar per martingales continues i afitades, no sabem si és va-
1lid en general, segons comentarem en el paragraf dedicat a localit-

zaciod.

§9 Martingales amb variacidé quadratica independent del cami i

martingales amb increments ortogonals

En el seu primer article sobre martingales amb parametre mul-
tidimensional, Wong-Zakai [95] introdueixen un tipus fonamental de

martingales: les martingales amb variacio quadratica independent

del cami (abreujadament, martingls i.d.c.). Per definir-les ens

cal el segiient concepte:

Un cami és una funcid continua Y:{O,l]—“*IR:.tal que Y(0)=(0,0).
Si y és un cami creixent, la restriccidé d'una martingala M a la
imatge de y ddna 1lloc a una martingala uniparametrica

MY = (M tel0,1]} .

F
y(t) ' =vy(t)’

Reciprocament, és clar que un procés amb dos parametres que
sigui una martingala uniparamétrica sobre tot cami creixent, sera

una martingala a dos parametres.

Sigui M = {Mz, E,. zeR? |} una martingala tal que la seva
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restricidé a qualsevol cami creixent sigui una martingala local, lo-

calment de L? ( per exemple que sigui continua o afitada en L?).

DEFINICIO 1.32 : En la hipdtesi anterior, direm que M té variacid

quadratica independent del cami si per a qualssevol camins creixents

Y i7T tals que y(1) = (1), les variacions quadratiques de les res-

triccions coincideixen:

Tenim la segiient caracteritzacid de les martingales i.d.c. de

gé (cfr. Nualart [73]):

TEOREMA 1.33 : Sigui M wuna martingala de gé . Aleshores les se-

glients propietats sdén equivalents:

(i) M és i.d.c.

. . 2 - < > - < > - > ’ " .
(ii) MZ. M> . M>y <M €s una martingala

Il
A
=
v

(11i) <M> = <M >0 = <My > s.7t ~ Mg c¢ -

Com en la definicid 1.24, sigui T {(si,tj), (i,3j)eIxJ} una
reixa sobre 121 . Siu-= (Si’tj) . €s un punt de la reixa, consi-

derem els rectangles

1 _
AL = Jsi'si+1] X]O.tj]
2% =705, 1 xTt ,t. ]
u rS3 37 F 341
i com abans,
by = 183085541] x ]tj'tj+l]'
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Deguda a Zakai [101] tenim la seglient caracteritzacid de les

. . 4
martingales i.d.c. de gc nul.les sobre els eixos:

4

o nul.la sobre els eixos

TEOREMA 1.34 : Sigui M una martingala de M

. n . ¢ . . .
ifr ,nZl} una successio de reixes sobre ]Ri que esdevinguin ar-

bitrariament fines. Aleshores les seglients propietats sdn equivalents:

(i) M és i.d.c.

(ii) Per a qualsevol z,

I M) M) —E-o0, i =1, 2.
- u u’ now
n
ue’l
Z
(iii) Per a qualsevol z,
i i; P o -
LoHEn@)) me DIE)] —50, i =1, 2.
wel @
z

OBSERVACIO 1.35 : A tota martingala M 1i podem associar una martin-

gala nul.la sobre els eixos M definida per
M{s,t) = M(s,t) -M(0,t)-M(s,0) + M(0,0) ,

que t€ els mateixos increments rectangulars que M: per tot z,z'eﬂii,
siz < z',
M{]z,z']) = M(lz,z']).

Aleshores les propietats que depenen sols dels increments rectan-
gulars es transmeten de M a M, i reciprocament, n'hi ha prou de
demostrar-les per a M . Aix{, per exemple, M és forta si i sols si

M ho és.

La propietat i.d.c., al contrari, depen dels increments lineals
de la martingala, i la propietat i.d.c. de M no implica, en general,

- la de M.
-3 -



El conjunt de les martingales i.d.c. continues i afitades en
L2, gque designarem per gé i és un subconjunt tancat de Mé (cfr.
, =

Zakai [101]) i a més, Mé,f c gé,i (cfr. Cairoli-Walsh [15]). La in-
clusid €s, en general, estricta, tot i que al principi es pensava
gque hi havia igualtat. En efecte, Cairoli-Walsh diuen a [15] que to-
tes les indicacions suggereixen que la propietat i.d.c. és una al-
tra caracteritzacid de les martingales fortes. Nualart [70] demos-
tra que aquesta suposicid era falsa, construint en determinada fil-

tracid producte, i en la del drap brownid, martingles i.d.c. que
no eren fortes.
Zakai a [101] per tractar d'esbrinar la relacid entre martin-

gales fortes i i.d.c. introdui una altre classe de martingales,

anomenades martingales amb increments ortogonals, més gran que la

classe de les martingales fortes i més petita que la de les martin-

gales i.d.c. Concretament:

DEFINICIO 1.36 : Sigui M ={MZ, gz, ze]?i} una l-martingala. Direm

que M té increments ortogonals en el sentit 1 si per tot parell

de rectangles disjunts lz ,2z7] i ]zz,zé]tenim

E[M(]zl,zi]) M(]Zz'zé])lFslAsz,w] = 0,

= : - v - .
on z, = (Si’ti) i oz (Si'tl) , i 1,2

Analogament es defineixen les 2-martingales amb increments or-

togonals en el sentit 2. Es diu, finalment que una martingala té

increments ortogonals si en té en ambdds sentits.

Tenim les seglients caracteritzacions, la primera de Zakai [101]

i la segona de Nualart [73].
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TEOREMA 1.37 : Sigui M una martingala de gi. Aleshores les segiients

propietats sén equivalents:

(i) M té increments ortogonals.

(ii) M® té variacid i.d.c. i també les martingales

N, = M (R nJa,»[), VocR?.

n

(iii) Per tota successid de reixes {I'", n21} sobre R2 que

esdevinguin arbitrariament fines i per tot =z,z', amb z<z",

i P .
) M) ML) —2520, i = 1,2.

Il >0

n -
uel’ "njz,z']

Obviament la propietat (iii) es podria separar per l-martinga-
les amb increments ortogonals en el sentit 1, i 2-martingales amb

increments ortogonals en el sentit 2.

TEOREMA 1.38 : Sigui M wuna l-martingala afitada en L?. M té incre-

ments ortogonals en el sentit 1 si i sols si per tots Q£t1<t2<t3<t4,

les martingales M.t _M.t i M.t ~M.t son ortogonals. A mes, si

2 1 4 3
M és continua, aquesta condicid é€s equivalent a

Finalment, l'existéncia de bons processos creixents que hem
assenyalat per les martingales fortes, també es compleix per les
i-martingales amb i-increments ortogonals:

M una i-martingala afitada en L2 amb in-

PROPOSICIG 1.39 : Sigui

crements ortogonals en el sentit i (i = 1,2). Aleshores existeix

’ - ”» . . » . i i L4
un unic proceés creixent i-previsible <M> tal que M2 - <M> ¢és

una i-martingala i <M>;t =0 si s=0 (i=1) o si t=0 (i=2).
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Vegeu Guyon-Prum [3%], Nualart [73].

El conjunt de les martingales de gé amb increments ortogonals,
que designarem per gé o €s un subespai tancat de Mé i es compleixen
, =

les inclusions

En els exemples tenim sempre mé g =M
=c, Y

en general.

Per la seva importancia en la construccid de les integrals es-

tocastiques recapitulem els resultats sobre les distintes variacions

%=

quadratiques que hem anat obtenint:

PROPOSICIO 1.40

A) Sigui M wuna martingala afitada en L?. Aleshores existeix

un unic procés creixent previsible <M> tal que M? - <M> és una

martingala feble. A més

E[M2(Jz,z' D g, ) = el(mJz, 2 1) 2|E,] = El<w>(Jz,2' D g, .

B) Sigui M una i-martingala afitada en L?, nul.la sobre els

eixos. Existeix un unic procés creixent en s per a cada t fix, pre-

visible respecte la o-algebra previsible associada a { gst' sem4} R

l 2 l ’ . E
<M>St » tal que {MSt - <M>St, Est’ s€}{+} es una martingala. A
més
1 _ 1 2 = am>1 Al ' )IE ’
E[MZ(ag oo OIEg ] = BLOMCS o0 ) lE.. ] = E[a>2 (88,5, ¢ st ]
l t
on As,s',t = J]s,s*1x]O,t].

C) Un enunciat andleg al B) per 2-martingales.

D) Sigui M una i-martingala afitada en L? amb increments
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increments ortogonals en el sentit i (i = 1, 2). Aleshores existeix

un_unic procés creixent i-previsible tal que M2 - <M>> és una i-

martingala. A més

lmz(dz,z2' )] = Bl (u(z, 2102 EL] = El<wi(1z,20 1) [E1] .

§10: Integracid estocastica

En el pla s'utilitzen distints tipus d'integrals estocastiques:
ordinaries, dobles, 1 i 2-integrals, de linia i mixtes. Ens ocupa-
rem de les integrals ordinaries [f(z) dM_, amb M afitada en L?; i
de les dobles [[g(z,z"') szsz, amb M l-martingala amb increments
ortogonals en el sentit 1 i N 2-martingala amb increments ortogonals
en sentit 2, ambdues afitades en L4; aixi com de 1l'extensid d'aques-
ta Ultima integral a les funcions d'angle. Les 1 1 2-integrals

s'obtenen com les integrals ordinaries pero integrant processos

Ules)

; o gi ~adaptats, i llavors es perden algunes propietats interessants.
Les integrals de linia, introduides per Cairoli-Walsh [15] sdn
esséncialment integrals estocastiques uniparametriques, pero no

farem us de les importants propietats pér a elles establertes: For-
mula de Green, etc. Les integrals estocastiques mixtes ﬂfh(z,z')duzdmz,
i th(z,z')sz duz, féren introduides per Wong-Zakai [96] (vegeu
també Guyon-Prum [35]) amb condicions forga restrictives sobre la

mesura u; tampoc les utilitzarem.

a) integral estocastica ordinadria: Introduida per Cairoli [9],

es contrueix exactament igual que en el cas uniparamétric. Per co-

moditat en les notacions, €s més senzill comengar integrant sobre
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un rectangle tancat [O,zo]i després fer 1'extensid

metode igual a l'emprat en el cas unidimensional.

a

R 2+ per un

Sigui M = {m_, gz’ ZE[O,ZO]}una martingala de L?. Designaarem

z

per Lé(zo) el conjunt dels processos
f:[O,zo]xQ~—-ﬂR
previsibles tals que

E[IR. £2(z) d<M> J<o ,

VA
O

que, amb les identificacions usuals, és una espai de Hilbert amb

la norma
el = (ELf,  £2(2) aaw 1) 1/2 .
%o
Els processos de la forma
Il
f(z) = a. .1 (z)
i=1 j=i 1] ]zi,j’zi+1,j+1]
amb o .. F_ -mesurable i afitada, i {z,.,
ij =zij 1]

i=1l,...,n+l, j=1,...,m+1}

una reixa sobre [O,zo], s'anomenen simples, i sén densos en Lg(zo).

Definim la integral estocastica f*M d'un procés £
per
Pl
feM_ = [ f(gr) dM_= a. M(Jz. .,z .
z RZ z i=1 j=1 1] 1ij771i+1, j+1
Es compleix
(*) E ([, f(z) dMZ)Z] =EURZ £2(z) d<M>Z],
z
(o] o

com 1l'anterior

}nRz).

i doncs la integral anterior s'estén per densitat a totes les fun-

cions de L2(z ), i s'estableix una isometria entre LZ(z ) i M2(z )
M 7o M o = o

(es compleix (*)).

Les propietats son les mateixes que les d'un index. Assenyalem
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especialment que f-Megz(zo), és continua si M ho és, i

<fM,gN> = fR fg d<M,N>C .
Z

b) Integral estocastica doble: [[ g(z,z') aM_dN_,, va ésser in-

troduida quan M = N = W per Wong-Zakai [95], generalitzada per

M = N martingala forta de g4 per Cairoli-Walsh [15], i a M l-martin-
gala amb increments ortogonals en el sentit 1, i N 2-martingala amb
increments ortogonals en el sentit 2, ambdues de §4, per Guyon-

Prum [ 35].

Considerem la o-algebra G (anomenada previsible) de parts de
IRiKRi engendrada pels conjunts de la forma ]zl,zi]x]z2,zé]xH,
amb H de gzlvzz, i zy, zi, z, i zé tals que si (s,t)e]zl,zi] i
(s',t')ﬁ]zz,zé], llavors s>s' i t<t'. (Designarem aquesta re-
lacié per (s,t)A (s',t'); de fet normalment es defineix a 1l'inre-
vés i llavors per a construir la integral doble cal que M sigui una
2-martingala amb i.o0. en el sentit 2 i N una l-martingala amb i.o.

en el sentit 1. Prenem aquesta definicid per no tenir que modificar

la notacid en el segiient capitol).

A l'igual que en el cas anterior,es comenga integrand funcions

definides a,KLZO]xD,Zo] iestendre-ho després a ]Rix]RixQ .

Sigui M = {M_, Fz’ zeEO,zo]} una l-martingala amb increments
V4 =

. 4 .
ortogonals en el sentit 1, amb E:Mz J< » , 1 N = {NZ,FZ, ze[O,zo]}
o

: . 4 .
una 2-martingala amb i.o. en el sentit 2 1 E:Nz ]< « . Designem per
o

2 .
LM,N(Zo) el conjunt dels processos

g:{O,zo]x[O,zo ] x —— R

pPrevisibles (s a dir, G-mesurables), amb la norma
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Hall = (E[ij <R 92(212‘)d<M>l(Z)d<N'3(2‘)])1/2
z

Z
o} o

finita 1
g(z,z') = 0 a menys que =z Az'.
Els processos de la forma

(z")

glz,z') = Ca.. 1 z)1
/. %igkr ]Zi,j'zi+1,j+1f 2y rrZxen, re1d

i, i, k,r
>k, j<r
amb aijkr Ez. -mesurable i afitada, i {zmn , m=1l,...,p+l, n=1,....,

ir
g+1l} una reixa sobre [O,zo] s 'anomenen simples i sdén densos en

L& N(zo). Es defineix la integral estocastica doble g+MN  del pro-

cés anterior per
g*MN, = LfszRz g(z,z') M aN , =

N
= /. o;5krM 25 502540, 5410 0R,) MUz
i, i,k,r
>k, ja

r’zk+1,r+l]nRz)'

Gracies a la propietat d'increments ortogonals (proposicid
1.40 D) tenim
(**) E [(f aman )2 ] = e[ [f g2 d<M>ld<N>2]
Rng R xR .
z 'z z z
La integral s'estén ara per densitat a tot Lﬁ N(zo) complint-se
la propietat (**).

g.MN és una martingala de M?, continuasi M i N ho sdn. Si

£ 2 2 M i g*MM sdn ortogonals.
€Ly 1 gezLM’M, llavors f g g
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c) Extensid de la integral estocastica doble per a funcions

d'angle: Aquesta integral va ser introduida per Wong-Zakai [96] en

una observacid, i desenvolupada per Guyon-Prum [35]. Una funcid

f:ijCRi +R es diu que és una funcid d'angle ("corner function")
si existeixen dues funcions n:mﬁ;—elz i h:mjﬂRi——»H{ tals que

f(z,z') = n(zvz') h(z,z').

La propietat de les martingales amb increments ortogonals
(1.40 D) que permet la isometria en la integral doble, es pot subs-
tituir per la propietat 1.40 B,C deles i-martingales, dquan s'inte-

gren funcions d'angle aleatories en el sentit que concretarem.

. Sigui T ={z =(si,t.), i=1,...,p+1, j=1,...,g+l} una reixa

J
sobre [O,zo]. Una funcid de la forma

ij

£(z,2') = .z.aij IAl XAZ(Z'Z )
rJ ij *%4j
. . . 1
amb aij gzij~mesurable i afitada, i Ai,jz]si’si+1]X ]O,tj 1.,
Ai,j = ]O,si]x]tj,tj+l], s'anomena funcid simple d'angle.

La o-algebra engendrada per les funcions simples d'angle, ano-

mcnada g-algebra previsible d'angle coincideix amb la o¢-algebra

engendrada pels conjunts de la forma
]s,s'1x]0,t]x]0,s]x]t,t'IxF , Fegst.

. 4 .
Si M es una l-martingala i N una 2-martingala, de M (zo) i f
una funcid simple d'angle, definim la integral f+MN per
feMN_ = ) a.. M(A.l.nRZ) N(A 2R ).
z I By ij ij Tz
i, j
Es una martingala de gz(zo), i té per procés creixent

1,,1 2 ,,2
< f+MN> = 'Z a;j <M> (AijnRz) <N> (AijnRZ) .

z .
1,]
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La integral s'estén a la completacid del conjunt de les funcions

simples per la norma

€1l =(el

, 1,1\, 2,2 ;) 711/2
iZjaij <M> (Aij) <N> (Aij) ) ] .

§11: Punts,linies i regions d'atur

La qgliestid d'aturar un procés amb parametre bidimensional s'ha
mostrat extremadament delicada i, juntament amb la no invariancia de
F4 pels canvis de probabilitat que hem assenyalat anteriorment, cons-
titueix una altra de les diferéncies essencials entre un i dos pa-

rametres.

S'han construit distintes introduccions als punts, linies i
regions d'atur: Wong-Zakai [96], Cairoli-Walsh [17 ], Merzbach [59],

Chevalier [21]. Seguirem basicament a Cairoli-Walsh.

Direm que un conjunt A c]RixQ €s un conjunt aleatori si per

tot z € R?, l'aplicacié I,(z):@—R és una variable aleatodria.

Direm que un conjunt aleatori A €s progressiu o progressivament

mesurable si el procés {IA(z), zeRi}»ho és, aixd és, per tot z,

la restriccid

: >R
IAI [O,Z}XQ [O,Z]XQ

és B([0,z])® F_-mesurable. Com que

Taffo,z1xa = Tan([0,2)x) *
tenim que A és progressiu si i sols si

An ([0,z2IxQ)e B([0,Z] )®1=7‘z , Vze ]Ri .
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Llavors
{we@: A(w)n [0,2] # @} = {we :3z'€[0,2z] i (z',w)er} =

= HQ( An ([o,z]xQ) )EEZ

(HQ designa la projecci6 sobre {3 ) pel teorema de capacibilitat

(cfr. Dellacherie [24'], T 1.32).

Direm que una variable aleatoria 2Z=(S,T):g—>R2U{(=, )}

€s un punt d'atur si per tot ze R, {Z < z}e E,.

Si Z=(S,T) ¢és un punt d'atur, S (resp. T) és un {ES » s eR_}
OO

(resp. {g ot teIhi} ) temps d'atur, perque
fs<s}= v {(5,T)<(s,n)}ev E, =E__ .
nelN n €N

El reciproc no és cert: Donats un {ESw

, Se RJ temps d'atur S i
un {Ewt’ tejR+} temps d'atur, perqué (S,T) sigui un punt d'atur
cal exigir, a més, que S sigui ng~mesurable i T sigui Fsm~mesura~

ble. (cfr. Meyer [64]).

DEFINICIO 1.41 : Direm que un conjunt D c R3 xQ és una regid d‘atur

si
1) D és un conjunt aleatdOri progressiu tancat.
2) Si Zz = inf D, 1llavors Ze D (suposarem D(w)#8 ,Vwe).

3) Si zeD, llavors [Z,z] cD.

OBSERVACIO 1.42

1) Si D és una regid d'atur i Z = inf D, llavors Z és un

punt d'atur.

2) Els dominis d'atur de Chevalier [21] sén regions d'atur

amb Z = (0,0), ja que tot conjunt previsible és progressiu.

DEFINICIG 1.43 : Sigui D una regid d'atur i designem per p° el con-

junt dels z eD tals que existeix un z'eD amb z <z'. A L = D - D°
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se l'anomena linia d'atur de D.

OBSERVACIG 1.44 A partir d'ara, a menys que especifiquem el con-

trari, suposarem sempre que les regions d'atur tenen inf D = (0,0).

DEFINICIO 1.45 : Direm que una regid d'atur D és esglaonada (o que

la linia d'atur L associada a D és esglaonada) si per cada w , L(w)
és reunidé d'un nombre finit de segments finits de rectes paral.leles
als eixos, o L(w) = @, i U L(w) esta contingut en la reunid d'una

W
familia numerable de rectes.

Direm que una regidé d'atur D ¢és previsible (o que la corres-
ponent linia d'atur és previsible) si existeix una successid creient

D, =D g.s. (Es

{Dn, n21} de regions d'atur, amb D ¢ p° i U
n £

diu que la successid {Dn, n21} anuncia D).
Si D €s una regid d'atur previsible, existeix una successid
de regions d'atur esglaonades i uniformement afitades que anuncien

D. (cfr. Cairoli-walsh [17]).

Aleshores la g-algebra previsible P esta engendrada pels in-
tervals estocastics de la forma [A,u[, amb A iy linies d'atur pre-

visibles (cfr. Merzbach [57] , [59]).

§12: Martingales locals i localitzacid

DEFINICIC 1.46 : Direm que un procés M = {M_, E , zeRZ?} és
localment de Mp (pz 1) (o que és una martingala local de gp) si

[D_,n21} de regions d'atur i una successid

existeix una successid n

{Mn, n2 1} de martingales tals que:

i uD = R? .S.
1) Dnc Dn+1 per tot n, 1n21 n ;4

2) Mne'gp per tot n2 1.
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3) Per tot n2 1 i quasi tot we ,
M (w) = M () si zeD_(yp)
z z ' n'®’ e

Diem llavors que {D", n2 1} redueix M. Designarem per ggoc el

conjunt dels processos localment de Mp.
Per p>l, els processos de gpoc soén continus per la dreta. De-

signarem per Mp al conjunt dels elements de MP continus.
=c, loc =loc

En el cas que totes les martingales de M?  siguin continues,

els espais g?oc coincideixen per p>1l. (cfr. Chevalier [21]).

. . 1
D'altra banda, si Mesmgoc, p>1, i per tot z, sup ]Mz,le L,
- z'<z

llavors M és una martingala (cfr. Cairoli-Walsh [17]).

Sigui M una martingala de M? i sigui D una regid d'atur pre-

visible. Posem

Anomenarem MD el procés aturat a D. Aleshores

MD = M sobre D,

pero fora de D, tot i que MD té els increments nuls, no és necessa-

: . \ t _
riament constant. (La propietat a un parametre _[o I[O,ﬂ(S) aM_ = M .
amb T temps d'atur, no té sentit a dos parametres).

Aleshores no sabem si una martingala de gé es pot aproximar
per martingales continues i afitades. Podriem, per exemple, consi-
derar la successid de martingales afitades
n — —
M, = E[(M_vn) Al n)lgz]

que convergeigen en L2 cap a M, perd no sabem demostrar que agues-
tes martingales siguin continues. D'altra banda es podrien introduir

les regions d'atur previsibles
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Dn={ze]Ri:sup IMZ,Ign} ,
z'e R
Dn z
i les martingales M son continues i convergeixen cap a M en L2,

perd pel que hem dit abans, no sdén necessariament afitades.

Com un resultat -no local- d'aproximacid, tenim el seglient,

degut a Nualart [76]: Designem per M: el conjunt n gg loc+ Tenim
X oy2 =C

PROPOSICIO 1.47 : M_ és dens en MZ.

Finalment, com una aplicacié de les técniques de localitzacid
donem els resultats sobre extensid de les integrals estocastiques:
1) Haviem construit la integral ff(z)sz per M de M? i
f un procés previsible tal que E f]Ri f2(z )d<M>€<oo . Com
en el cas unidimensional, per localitzacid s'estén aquestg integral
a martingales locals M de M?2 i a processos previsibles f tals que

=locC

IR fz(r,)d<M>§<oo q.s. Vz e R2 . Veure Cairoli-Walsh [17], Cairoli [14],
z
Merzbach-Zakai [60] i Merzbach ([57].

2) La integral doble també s'estén a processos f(z,z')

previsibles, nuls a menys que 2z Az', i que compleixin

1 2
2 ' Poe) 2
I R_x R f (z;,g)d<1\6>€d<1\l>C <o , Vz eR:,

s . . o 4 .
perd cal continuar exigint que M i N siguin de L°, M l-martingala

amb increments ortogonals en el sentit 1 i N 2-martingala amb incre-
ments ortogonals en el sentit 2. Veure Cairoli [ 14], Merzbach-Zakai [60].

3) Si M és el drap brownia W, l'espai de processos L%

coincideix amb el conjunt del processos mesurables i adaptats tals

que E | £2(r) dg <o . L'extensid es pot fer directament (cfr.
12

+
Wong-Zakai [97], [98]).
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§13: Martingales en la filtracid browniana

En tot aquest paragraf designarem per {Ez’ z e](i} la filtra-
cié associada a un drap brownia W = {wz, z € R’} , degudamemt
completada. L'important resultat d'itd (cfr. Itd [43]) que permet
representar tot funcional de Wiener de quadrat integrable (i doncs
tota martingala afitada en L?) com una integral estocastica (poste-
riorment estés per Clark [18] a tota martingala afitada en Ll) es
transfereix a martingales bidimensionals; la primera demostracid
de Wong-Zakai [95] per martingales afitades en L?, va €sser estesa

per Cairoli-Walsh [17] a martingales localment de gz.

: P . 2
TEOREMA 1.48 .: Sigui M wuna martingala local de gloc' Aleshores

existeixen processos { £(z), z eR2} i { g(z,z'), z,z' € R} tals que:

(i) £ és mesurable i adaptat.

(ii) g és mesurable, g(z,z') és E___,-mesurable i g(z,z')=0

a _menys que 2z Az'.

(iii) IR f2(z)dr + ij ‘R g2(g,z')dzdy'< », g.s., Vz eR2.
z 2"z

i tals que

M, = Mgt EUW, 4 geWW.

A més, si M és afitada en L2, els processos f i g son tals que

EH]Rif?,(c)dc + ffmixmigz(c,c'>dcdc'} .

COROL.LARI 1.49 : Tota martingala local de M? té una versidé conti-
nua.
OBSERVACIG 1.50 : Aquest corol.lari s'estén, via desigualtat maxi-

mal,a tota martingala afitada en L logL. Un contraexemple mostra

) . 1
que aixéd no €s cert per martingales afitades en L°.

DEFINICIO 1.51 : Direm que un procés M = {Mz, F,r 2 e]Ri}és una
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2-martingala local si és mesurable, adaptat i fixat seR el pro-

+ 14

cés (M F

ctr Egpr t €R_} és una martingala local.

PROPOSICIO 1.52 : Sigui M wuna 2-martingala local. Aleshores exis-

teix un procés f = {f(z,s), (z,s)eiRj} tal que

(i) £ és B(]Ri_)@_F__‘—mesurable.

(ii) f(u,v;s) és gsv-mesurable siucs , i 0 si uss.

(iii) fR f2(z,s)dg <~ g.s. per tot zeimf“
z

I

Mst = MsO * fR

f(g,s)dwg , per tot (s,t) €]Ri .
st

A més, si M és una 2-martingala de L?, el procés f €s pot prendre

z

de forma gue

EfR £2(r ,s)dg <=, Vze]Ri.
2

Vegeu Cairoli-Walsh [ 16] per a la segona part i Cairoli [12]
per a la primera. De fet, la demostracid de Cairoli és per a proce-

ssos M mesurables i adaptats i tals que {Mst’ Ewt’ t.e]R+ } sigui

una martingala local, perdo el raonament es transfereix sense difi-

cultat al nostre cas.

Les martingales fortes afitades en L? es caracteritzen perque

sén integrals estocastiques ordinaries.Tenim:

PROPOSICIO 1.53 : sigui M wuna martingala afitada en L2. Alesho-

res sén equivalents:

(i) M és forta.

(ii) M té increments ortogonals.

(iii) En la representacid del teorema 1.48 , g = 0, aixé és




Vegeu Cairoli-Walsh [15] i Nualart [73].

Com hem anat veient, les martingales fortes tenen propietats

molt semblants a les martingales unidimensionals.

z e]R_ﬂ una martingala forta.

z' gz’

PROPOSICIO 1.54  : Sigqui M = {M
f

Aleshores existeix un procé€s = {f(z), =z e]Ri} adaptat, mesurable

i tal que IR f2(z)dg< » g.s. per tot z €R? , i tal que

z

MZ = MO + £ WZ.

Vegeu Cairoli [12].

Les martingales gaussianes de la filtracid browniana estan

caracteritzades per la segiient propietat:

PROPOSICIO 1.55 : Sigui M wuna martingala gaussiana de L2. Llavors

en la representacid del teorema 1.48 , f =0 1 g €s determinis-

ta.

Vegeu Guyon [ 32].

§14: La férmula de diferenciacid 4d'Itd

La pedra angular del cdlcul estocastic és la fdérmula de dife-
renciacid d'Itd8. No és d'estranyar, doncs, que des del principi de
la teoria el problema d'estendre-la als processos amb dos parametres
hagi estat present en molts treballs. En efecte, en els deu anys
que transcorren entre que Wong-Zakai fan la primera aproximacid,
fins a la darrera de Nualart, nombroses aportacions han estat fetes.

Resenyem-les breument:
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wWong-Zakai [95] costrueixen una fdrmula de diferenciacid per

2 n

a processos de la forma f(Mi,Mz,...,Mz,z) amb Mt integral miltiple

de Wiener (aixd é€s, M; = fR el (z) dwc, amb ¢ determinista) i
z
f = f(u,z):R" x[0,1] 2—> R

amb derivades parcials d'ordre 2 continues respecte les components
d'u i1 amb gradient continu respecte z; i tal que f(M;,...,ME,z) Si-
gui una martingala local. En el cas m=1 i ¢ =1, obtenim el procés
f(WZ,z) i les condicions sobre f (a part de la derivabilitat) es

converteixen en le = D2f = 0, on Dl i D2 son els operadors de di-

fusié de W en cada coordenada:

92 d
+ —

du? 3y ) >

2
9 + 2 1 D -1 X
2

du? 3x 2

Dlzly
2

Cairoli-Walsh [15]utilitzant una fdrmula de Green i integrals

de linia, construeixen una fdrmula d'Itd per f(wz) amb f de classe 64.

Nualart-Sanz [77] i [78] (vegeu també Sanz [85] i [86]) establei-

Xen una fdérmula d'Itd per a DProcessos f(wz,z) amb
f = f(u,z):R2x[0,1] =R

. L 13 t ’
que admeti derivades parcials continues fins a 4~ ordre. La fdérmu-
la s'obté utilitzant integrals estocastiques simples, dobles i mix-

tes, i els processos de difussid D1 i D2 d'abans.

Wong-Zakai [100] (vegeu també Wong [94]) estableixen una fdr-

m

mula per f(Xl,...,X on X' és suma d'integrals estocastiques
z z

’

ordinaries, dobles i mixtes (aquests processos s'anomenen semimar-

tingales representables) amb els integrants afitats i £ amb deriva-

des parcials mixtes fins a 1l'ordre 4 continues.

n

. d 1
Guyon-Prum [35] i [36] estableixen la formula per f(Xz,...,Xz,z),

i . 6 .
amb x* semimartingala representable afitada en L°, amb f amb derivades
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parcia@ls mixtes fins a l'ordre 4 i imposant condicions del: tipusg

n .. i
f;j(x;,...,xz,z) sigui integrable respecte X*.

Brossard-Chevalier [7] construeixen una fdérmula d'Itd per
f(MZ), amb f:R—-R de classe C* amp suport compacte i M una
martingala bibrowniana (aixd és, respecte la filtracid producte de
dos filtracions brownianes independents), afitada en Lp, p > 0. Tam-

bé fan 1l'extensid per a martingales locals.

Chevalier [21] demostra la férmula d'Itd per f:R——>1R de
classe (34 amb derivades afitades i nul.la en zero, i M una martin-
gala local de L4 en una filtracid en que tota martingala de L2 tin-

gui una versid continua.

Finalment, Nualart [75] demostra el resultat anterior sense
la hipotesi de continuitat de totes les martingales de L?. La for-

mula és la segiient:

TEOREMA 1.56 : Sigui f:IR—1R de classe 64, nul.la en zero,

n . 4 ’ 4
kS M una martingala de gc (o més generalment de gc,loc ), nul.la

sobre els eixos. Aleshores per a tot (s,t)eiRi , tenim

£M_ )= [ £r(m) amM, + Jo £"(M) dﬁz +

st
st
Rst
Lyspom yam >0 + L% e ) am >
2 xt R 270 sy S. y

fr(M_) d<m> - fr''(M_) d<M,M> -
IRst zZ z RSt z z

DO =

IV ~
Jp (M) &®
st

N

on M ¢ i 2 2 respectivament), associa-
M és una martingala de M2 (Mc,loc p '

da a M,segons veurem amb detall al proper capitol.
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OBSERVACIO 1.57 : La fdrmula anterior, de Chevalier i Nualart, és

una versid compacte (no apareixen integrals mixtes i s'utilitzen
integrals uniparametriques). Les fdérmules d'Itd estudiades en el
cas del drap brownia (o de semimartingales representables) per
Wong-Zakai, Guyon-Prum,..., sén versions més explicites (amb inte-
grals mixtes). Es pot passar de la versid explicita a la versid

compacta mitjangant la fdrmula de Green.

Una versidé multidimensional de la fdrmula anterior és la segiient:

TEOREMA 1.58 : Siguin Ml,...,Md martingales de gi loc i

f:R— R una funcid de classe C4 nul.la en el zero. Llavors

i, ..o, md) - J’R Z (M) amt(z) +
z z st 1 ax.
i
_33f T3 . 1 ¢t 32f i
+ Jq ) ——(M,) d mind + = I Z—-——ax (M, )d<MS.,MS_>y +
st 1,7 9X. axJ i,j J

s i .3 1 32f Mt M
+ f 2 -——(M Q) &M MY > -=f )& M) &M M > -
2 . X, a ; AT Tx 2 Rstjqjaxiaxj z z

- J )} (M)d<MMKMJ -

Rst i, i,k ax ax axk

4 —_— =
- %f y - ai g — () a atmd, MM L
st 1,5kn %%

" ~ -~
(mt+md) - mt-mI)

=
[
i
|

Com una primera conseqﬁéncia de la seva formula d'Itd, Cairo-

li-Walsh en treuen 1'existéncia i continuitat del temps local (o
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densitat d'ocupacid) del drap brownid respecte la mesura
du(s,t) =st dsdt.
La dltima fdérmula d'Itd establerte permet a Nualart generalitzar
el resultat, demostrant l'existéncia i continuitat del temps local

K3 L d . 4 o d
d'una martingala continua afitada en L~ en relacid a la mesura asso-

ciada amb la variacid quadratica <k> . Concretament,
PROPOSICIO 1.59 : Sigui M una martingala de qug . Existeix un pro-
cés {L};t, (s,t,x) € ]Ri xR} continu en (s,t,x), tal que per tota fun-

cid mesurable i afitada f:R—R, g.p.t.w ,

~ X
fRst £(M,) dM> = f]R Lo f(x) dx

per tot (s,t) ¢ ]Ri.
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§15: Calcul estocdstic dependent d'un parametre

En el calcul estocastic de processos indexats per dues varia-
bles, interessa sovint considerar una de les variables com un para-
metre i utilitzar resultats de processos amb index unidimensional.
Trobar bones versions dels processos que resulten ~per exemple, d'in-
tegrals estocastiques que depenen d'un parametre- és un problema co-
mi a moltes demostracions en els capitols que segueixen, i continua-
ment cal utilitzar els resultats de Doldans [27] i Stricker-Yor [87].
En aquest darrer article, situats en un espai de probabilitat fil-
trat (R, F, {gt, t,61R+ }, P) que compleixi les condicions habituals,

i donat un espai mesurable (U, U), s'estudia, per exemple, sota

quines condicions, donada una aplicacid X:U><Hﬁ;9 +IR 3 existeix

una versid Y:U x R xQ — R U ®l§(JR+ ) ® E-mesurable, tal que per a
’ . . . . . . rd u

tot u €U, el procés x4 sigui indistingible del procés Y . Els re-

sultats son del seglient tipus (vegeu l'article citat, lema 1):

"Sigui X:U x Rx{— R, tal que
a) Per a tot ueU, el procés X% sigui indistingible d'un
Procés continu per la dreta amb limits per 1l'esquerra.
b) Per a tot teR_, existeix una aplicacid Ht:stz———+Iz
U®F-mesurable tal que per a tot u€dU, XE(.) = H (.) P-q.s.
Aleshores existeix una aplicacid mesurable Y:U xnygsz———+1R

e e u . . ..
tal que per a tot ueU, yYés indistingible de X~ 1 les trajectories

de y“ sén totes continues per la dreta i amb limits per 1'esquerra."

Nosaltres tindrem normalment una mesura py en l'espai (U,g), i
les condicions a) i b) anteriors es compliran solament uy-g.p.t u e€U.
Es evident que llavors, en la tesi del lema, cal també afegir p-

9.-P.t. u €U, ja que llavors apliquem el lema a un subespai (U',Q'),

On es compleixin les condicions.
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Per a veure que aquestes modificacions sdén correctes, ens cal
el segiliient lema, que €s una propietat de la g-algebra traga. Dona-
da una col.leccié § de subconjunts d'un conjunt  , s1i Ecq ,

designem per 8|E la traca de § sobre E:

le ={AnE, Ae }.
Es conegut que, si & és una algebra o c-algebra de parts de § , SIE

també ho €s com a conjunt de parts de E. Tenim:

LEMA 1.60 : Siguin (Ql,IT) i (Qz, G) dos espais mesurables,i E <Q,
i F<292. Aleshores

ﬂE®QH,=($®Q”EXF.

DEMOSTRACIO
Obviament n'hi ha prou de veure que

(1) Flg®s = (FO8) 5 o .
2

ja que 1llavors

:;:!E@Q = ($®QIF)'ExF=((~7®g)|glxp)|ExF=

|F
= (IF@Q)!ExF.
Vegem, doncs, (1): Es conegut que si la col.leccidé § engendra
la 0-algebra ¥ (J¥=0( &) ), llavors Je|E =(7E( SIE), on aquest
iltim terme representa la o-algebra sobre E engendrada per 8IE. Lla-

vors, si F+8§ és 1'algebra producte {A xB, A€¥ Be§},

(529 |p.q_ =5,

( $IE®Q)!EXQZ= g-lE@g .8

((:r«g)lExQz) =0g g, F|p*S) -

Vegem ara les modificacions dels resultats de Stricker-Yor:

-5~



a) py-q.p.t. u €U, el procés Xx“ sigui indistingible d'un

procés continu per la dreta i amb limits per l'esquerra (resp. con-

tinu).

b) Per tot t eR_ , existeixi una aplicacid H :UxQ — R
u = -
U ® F-mesurable tal que rq.p.t. u €U, Xt(.) = Ht(u,.) P-g.s. (el
conjunt de p-mesura zero no depen de t).

Aleshores existeix una aplicacid Y:U xRxl — R , g@g(l{g®g-mesu—

rable, tal que g.p.t. u, Y és indistingible de X" i per tot u les

trajectdories de Y" sdn totes continues per la dreta i amb limits

per l'esquerra (resp. «continues).

3

DEMOSTRACIO

Sigui Ule U el conjunt on es compleixen les condicions a) i

b) (el complementari té u-mesura zero). Aleshores la restriccid

de X, que designarem igual, X:Ujx RxQ —>R compleix:

a) Per tot u eUl, el procés x* és indistingible d'un con-

tinu per la dreta amb limits per 1'esquerra.

b) Per tot t, existeix una aplicacid Hé:leQ — R

U. ® F-mesurable (U, = ) tal que per tot ueU,, Xu(.) = H'(u,.)
=17 = =1~ =|y; 17 %t t
P-q.s., on H! és la restriccié de H_ -que existeix per hipdtesi-

a leQ i que és gle F-mesurable, ja que pel lema anterior,

U ®F =
=17 = (ggg)lleQ

Llavors, pel lema 1 de Stricker-Yor (exposat al principi del
paragraf), existeix una aplicacid Y, :U;x Rx2 —R ,gfag(l{3®§—
mesurable tal que per tot uerl, XY és indistingible de Yu, i per

tot ufEUl, les trajectories de Y? sén totes continues per la dre-

ta amb 1imits per 1'esquerra.
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Pero U, ®B(R)®F = (U ®g(m+)®=)lulx Ry o i l'aplicacid
Y:U xﬁ{g 8 —1R
Yl(u,t,w) si uelU,,
Y(u,t,w) =
0 en cas contrari,

és clarament g’®§(l{2€bg~mesurable i compleix les condicions reque-

rides. La versid per a processos continus és obvia.m

DE manera evident, resulten ara les tres proposicions segiients:

PROPOSICIO 1.62 : Considerem una successid {Xn, nz1l} d'aplicacions

reals mesurables definides en (UxQ , U®F). Suposem que g.p.t. u €U,

la successid Xn(u,.) convergeixi en probabilitat (en LP) . Aleshores

existeix una aplicacidé X:UxQ —R U® F-mesurable tal que g.p.t. u

X(u,.) = lim X_(u,.) en probabilitat (en LP)

n->oo

PROPOSICIO 1.63 : Sigui G una sub-o-algebra de F i X:UxQ —R

una aplicacid U ® F-mesurable que compleixi una de les condicions

a) X és positiva.
b) p-q.p.t. ueUv, E[[|X(u)]] < =.
Aleshores existeix una aplicacié Y:Ux ——R U ®F-mesurable tal

que g.p.t. u, Y(u) = E[X(u)lg] P-g.s.

PROPOSICIO 1.63 : Sigui M una martingala local i J:UxR xQ — R

una aplicacidé U @ P-mesurable (g designa la o-algebra previsible
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sobre IR+X‘ ) i tal que u-g.p.t. ue U,

EL(S D2 am)) 2] <o,

nc

®B(R,) ®F -

Aleshores existeix una aplicacid Y:U x R x&—R +

mesurable tal que g.p.t. u, el procés {Yltf , t e]R_J €s indistingi-

ble de la integral estocastica | fg Jg aM_, teR, }.
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CAPITOL II
SOBRE LA FORMULA D'ITO I SOBRE LES MARTINGALES AMB

VARIACIO INDEPENDENT DEL CAMT

Hem vist en el paragraf 14 del capitol anterior que una de les
diferéncies essencials entre la férmula d'Itd per a martingales amb
un index o amb dos, és que aquesta ultima fa intervenir una nova
martingala, escrita normalment ﬁ, i els "crochets" <M> i <M,ﬁ> .
També, en la versid multidimensional, si considerem les martingales

Ml,...,Md de M4, apareixen unes noves martingales Mt mJ defini-

=C

des per

iy _ 1l o3y T T
mind = S ((temd) - oMt o-Md)
Ara bé, aquestadefiniciéno proporciona una operacid entre M' i
M amb propietats prou bones per als calculs efectius que cal fer

quan s'aplica la fdrmula d'Itd. En efecte, el calcul directe de

Mt+yMI acostuma a ser llarg i delicat, i d'altra banda. ;quan val

k

1 k . . i,..3
la martingala Mt (MI+M™) gue interve en M +M-+M ?

Aquestes dificultats s'eviten definint una operacid M*N entre
iy . N . - . .
dues martingales M i N de manera que MN sigui l'operacid simetrit-
zada de M*N, aixo €s,

~—_l_* .]_’..*
MN = 5 M*N + 5 N*M .

A 1'estudi de M*N es dedica el primer paragraf d'aquest capitol.

En el segon paragraf es calcula la variacid quadratica <M*N>quan

. 4
M i N estan afitades en L".

Assenyalem que la martingala M, escrita Jy, per a M martin-
4 o . .
gala forta, continua i afitada en L°, aparegu€ ja en Cairoli-Walsh

[15] , definida com una integral doble. La martingala M*N, desig-
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nada Jy figura en la tesi de Guyon-Prum ({35]}), per a M i N mar-
14
. 4 . .. . . .
gales afitades en L, i hi és definida mitjangant d'una integral

estocastica doble d'una funcid d'angle.

La definicid de M*N donada aqui per a M i N continues i afita-
des en Lp, P22, aixi com el calcul de la variacid <M*N> per a M i

L d . - 4 ’” 13 3
N cotinues 1 afitades en L°, sdn originals.

El tercer paragraf esta dedicat a demostrar que si M és una
martingala continua, afitada en L4, nul.la sobre els eixos i amb
variacié independent del cami, llavors <M,NM> = 0. També s'obtenen
algunes conseqgiiéncies d'aquest teorema. Aquesta propietat de les
martingales i.d.c. es complia en tots els exemples. Finallent, va-

rem assolir una demostracid general.

§1: La martingala M*N

TEOREMA-DEFINICIG 2.1: Siguin M i N dues martingales de gg(zo),

. . 2
P22. Aleshores existeix una martingala continua M*N de gg/ (zo) tal

) . n
que per a tota successid de reixes {I' ', nzl} sobre [0,2z] que
n

esdevinguin arbitrariament fines, si definim les martingales S

per
n 1 2 <
S XTnM(Au)N(Au) , 252,
uel'
aleshores
n /29 _
(i) 1im sup E[fsz - M*Nzlp ] =o.
n+e z(0,z ]
o
. n _(.n
(ii) Per a tot n, les martingales Sto = { Ss,to' Es,to’sgso}
. , 2
i sto [gn F , tst_} sdén de Ep/ ;i
s s ,t* s .t ol F—=—=
o o o
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lim S = M*N

o tO to
i

lim Sg = M*N

o o} 55

en el sentit de la convergeéncia en Bp/2'

DEMOSTRACIO

Com que les martingales M i N, i les martingales nul.les sobre
els eixos M® i N° associades amb elles tenen, respectivament,
els mateixos increments rectangulars, les martingales Sg corres-
ponents a M i N, i a M i N°, coincideixen, i per tant, coincidei-
xen M*N i M°*N° . Podem suposar, doncs, M i N nul.les sobre els

eixos.

El teorema es demostra distingint els casos p>2 i p=2. La pri-
mera part s'estableix en ambdds casos adaptant, practicament sense
modificacions, les demostracions del lema 3.2 de Nualart [ 74]. La
segona part del teorema en el cas p>2 €s una conseqliéncia Obvia de
la desigualtat de Doob, i si p=2, la demostracid segueix també la

linia de 1'esmentat lema, perd calen més modificacions i la farem

amb més detall.
Per simplificar, suposarem z_ = (1,1).

a) Sigui p>2. Considerem una reixa r "sobre [0,11]2 i designem

els seus punts per u = (Si'tj)' i=l,.c«sPpyqr 3=lseeovq g, amb
Oss. <s.< ...<s =1 i O=t,< t,< ...<t =1. Indicarem per lT n
! 2 Phiy 1 2 9n+1

una reixa sobre [0,1]1% que tingui 1la

N . - . n
mateixa projeccio sobre l'eix t que T'.

Designarm els punts de lrn per u'=(qp,tj)

J . . — N
i'= ,---:pﬁ+1, 3_1""’qn+1' Escriurem
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I. = {i‘: Oi'E[Si's"‘?‘l[} R _1 = 1'...’pn. Deflnlm

i i
s = Y M(AY,IN(aZ,)
z & u' *Au' ’ z <(1,1).
u'er™
z
Llavors
a.l) lim sup E[Igrl - sh P/2 v _ ¢,
n-+o l_n 1,1 1'11 ]
T
En efecte,
n _ &N p/2
E[ls) 4 - 57 4 ]
- 1 2 - -
BlI 1 MOy oNGag) I MOPNGD] ] -
u'e" T ue’l
= 1 2 _,2y|P/2
E[| ) I oM@a)IN(aZ,-p2) | I

_ n .
u (si,tj)er iter,

.

1 —_
on Au' _]Oi|10~ u

i'+1
que 1'expressid anterior €és diferéncia de martingales, apliquem

]x]O,tj] i Aﬁ,—AZ = ]si,Oi,]ﬂtj,tj+l} Com

la desigualtat de Burkholder (teorema 1.27 (i)), i obtenim

E[Is] ) - 7,172 ]

M(al)2N(aZ, -2 P74 ] ¢

72
0
tx

~—
~1
o~

uqn i'el,

i
1
s c(el] ] ) SUP(M(A&.)Z)p/z ]-E[|sup sup ) N(AS,—Aé)zlp/Z]]Z
i'el. 3 i
i
11
2 1
< C(E[]Ml 1]p])l/2. (E[ sup lNZl_szlp]) P '(E[lNl'l'pD /p '

l2)-2,1 <68,

on § és la norma de la reixa Fn.(Vegeu l'article citat per als
n

detalls).

2 .
a.2) Analogament, designem per r"" una reixa sobre [0,11%
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. 3 n . > ) - - . ] d n
que contingui I'" i que tingui la mateixa projeccid que T'''sobre 1l'eix

. 2n-n
. Designarem els punts d T t=(s. . =
s esig P e per u (sl,TJ,), i 1,...,pn+1,

j'= eee,q’ , i . = j' ., € . ) . ini
J ’ 9,41+ 1 posarem JJ {J TJ, [tj'tj+l[} Definim

st o=

1 2
. M8l IN(B2,) .

L _
u'ezfn
z

Per simetria obtenim

lim sup E[|s? ., - s” Ip/2] = 0.

n-—>o Zrn

De la conjuncidé de a.l) i a.2), i de la desigualtat de Jensen,
resulta la primera part del teorema, i de la desigualtat de Cairoli-
Doob, l'existéncia d'una versid continua de M*N. La segona part
del teorema es dedueix, de forma immediata, de la desigualtat de

Doob.

b) Sigui p=2. Amb les notacions anteriors:

b.1) lim sup E [sup [S?'l - S?,l |1=0.

n - lI,n s sl

En efecte, per la desigualtat de Davis,

% n
E [sup |s” -Ss | ] =
s<1 s,1 s,1
= E[sup | ) ) N(A;'-Aé)(M(oi,+lAs,tj)—M(oi,As,tj)ﬂ

551 u=(si,tj)ern iteI,

<CE[<) ]} N(Aé.-Azu)(M(Oi.+1’\',tj)-M(OiA’,tj)>l|l/2]=

i3 it
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11/2]

- 2 _ 2 . - P .
=CE|) <} N(AZ, Au)(M(oi,+lA,tj) M@i,/\,tj)>l

ii'

ja que si i # i', les martingales

2 _p2 _
N(Au, Au)M(Oi,+1AS,tj) M(Oi,AS,tj))

.t

2 _ a2 -
% N(aZ, AU)M(Oi"+lAS,tj) M(Oi"AS'tj))

son ortogonals.

Per a cada i', sigui Pi,={0; , k=i,...,ri,} una particié
it it it L
de [oi'“§'+l] , amb g, ,=0] <0, <...<ori = 0,41,7r 1 sigui
. i! it
[P, | = mﬁf lo i1 %l - .

Pel lema de Fatou,

E[sup |s§ 1 - Sg 1}] <
Sgl r r’

scE[] ] 1 um JINGE-8) (Mog, .t ML) 22 s
iteI; [P, [¥0 k]

scsup B[] § § ] (Inat-anmead, 0227,
P i i' k j

j it i .
on Ag',k =]°k '0k+l] x}O,tj], i el suprem es pren sobre totes les
. L i .
particions finites de [0,1 , P ={q ., i =l,...,p}, k=1""’ri‘}
que contenen als puntsg,,.

Sigui { fi',k’ i'=l,...,pﬁ, k=l,...,ri,} una familia de fun-

cions de Rademacher sobre [0,1] .Pel lema de XKhintchine,
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E[sup s - gn
s<1 l s, 1 s, 1 l]

A
(@]
0n
o

o}
)
tg
[ ]
o o
e

- ]
) JZ NCaZ-admee), ) £ (0] ]at s

A
(@]
n
o
ol
t
~
Hepan
Het~m

} N(Aé,-Asz(Ag.’k)zll/z ] s

A

up N(aZ,-pD?)sup E[ sup [ Imal, 2]} M2 g
i, 'k ’

C(E[ ] s Sup s
J i P i, 3] i

IA

c(EnN: (1) Y2 (Elswp [ (MG,
i i!

1) - M,,,1))2])] 172,
que convergeix cap a zero, quan n»», en virtut del lema 2.1 de

Nualart [74].

b.2) Per simetria

1lim sup E[sup |Eflt -s? |1l =o0.

n-»o Zrn t<1l

De b.1l i b.2 resulta la primera part del teorema. Vegem ara

b.3)

n

lim sup E [sup Iss,l

n —
- ss’ll] = 0.
n »ow 2rn <1

En efecte,

E sn - s ] =
[2;§ I s,1 s,ll
= E[sgxlo ) I N@LOMO(sias,ti), (s;, 088,75 D]
SRS

n .
= 'teJ.,
u (si,tj)ET j'e 3
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on N(Ai,) no depén de s. Per a tot i,

DT N@iom(sias e, (spsty0) 3 W%

'‘eJ. t.
J 3 j i ”
és una martingala en s respecte Ss. s s.
i i+l
{Es 17 s<1} , i si i # i'les martingales sdn ortogonals: Si
O

{%,...,Ek} , amb O=€l<£2< ..£€k=l,és una particidé de [0,1 que

sigui un refinament de O=sl<sz<...<,sp <1, llavors
n

(MO (s 3nEy Loty 8y M8y g Ty ) I MI(s gy, t0), (55 gnEy Ty D)

'(M(](Si.A£k+l,t ) (S ,+1A£k+l, T )}) (}(Si,/\g k'Ej)'(Si'+1Ag k’?j’)})) = 0:

si i # i', per a gualssevol tj‘Tj"tj'?j" ja que sempre almenys

un dels dos factors és zero. Per tant,

< ] g‘N(AE.)M(](SiA',tj) (35000 T3 D ] INCREMIS; 00 g), (5 0 502 =0

Aixi, per Davis,

[:13113 |53 1 - 85,1l s

1/2
S CE[| ] <] INGBEOMI(syr,tg), (55,00, 500> | ]-
1 J 1
Per a cada i, sigui P, = {si gl si }, una particié finita
(o4 ’ g i 17527 ri ’
. oL i i il
de l'interval {Si’si+13' si—sl<sz<...<sri Sie1 * Per Fatou,
[Sup lS - Sn ll] s
s<1 o1



<cE[] J 1lim (I N(a2) Mi(s, 1t5) (s

i |pfvo 5 P, i3 k+l?

t.

J.)])-

- MOXs; e, (s, 00 )2 [1/2) - e
1.
i 77
1 1/2 T..JéZZZZ
=cz[121m 1INl 3)) ] 3 %
[P, Jvo. k3,3 t, 422
i3 -
(on AK] ]Sk'sk+1] ]tj"%'] )
< Csup E[| §J (] N(a2 ym( a3 ) Pll/z ] s 2
p ik gy w3 ‘ i % % S
on P = {si, i=l,...,pn, k=l,...,ri} és una particid finita delo,1]

que sigui un refinament de {Sl""’sp+l

una familia de funcions de Rademacher { fi K’ i=1,

Per les desigualtats de Khintchine i Davis,

n
[§2§ ]Ss 1 - Sg,1l]

IN

ik 3,3
=csup [LE[|] ] N )M(A}tj. )£, (0] ]at
P ik5,3"
<C sup fl E[ | IoON@ ) M(A}j‘(:j,)2 ll/z ] at
p ° k3,3 )

i3 )2

SC(E[sup sup ]| N(a7,)?] sup E[ 1 sup My,
i3 P Lik J'

}. Considerem,

1 2 J—r] -
C sup E[J, 1 T I N(g g MBS (0] at] =

.,pn

com abans,

’

k=1, ..

1) /2.

eg)

Per a afitar el primer factor, sigui { £f.., 3 eJi} una fami-

J

lia de funcions de Rademacher sobre [0,1] . Per Khintchine,

E[sup sup | N(Azu.)z] s
i 3 7
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A

C E[ sup [supji ) N@il,)f.,(t)]di)z] <
i jedy !

(per la desigualtat de Doob)

< ¢ E| sx_zp(fcl, ) (N(l,Tj.+l)-N(l,Tj.))fj.(t)ldt]2] <
3 3!

<CE [sgp ) (N(l,Tj,+l)-N(l,Tj,))2] .
J 3

L'altra factor s'afita com segueix: Per la desigualtat de Doob,

E[] ] Isupma"3)2] =
Co N ]
ijk 3

)] =clEm ],

= J E[sgg M(A}iq:g,)z ] sc ] E[M( }1,3 i

i3k ] i,3.k

i

_ i
on Ak,j ~](sk,tj),(sk+l,tj+l)].

) . n m _
b.4) De b.l1 i b.2 resulta lim E[sup |Ss'1~Ss’l|] =0.

v nm > 521
En efecte, per a qgualssevol n,m, sigui T una reixa sobre [0,1]

iy . n . m .
amb la mateixa projeccio sobre l'eix s que T 1 que I sobre l'eix

t. Definim

nm 1 2

S Y M(ALIN(A2) .
—rnm

lleFZ

Llavors

E [sup lsgl - Sgl] ] <

ssl
n nm m nm
E[sup |sh, - s.;| ]+ Efsup |sg; - s_;|] .
ggg | sl sl o<1 sl sl
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. . n n .
Pero 1lim E [sup lssl - SST] ]= 0 uniformement en m, i, doncs,

n->wo s<l

lim E[sup lSn - s"™1 =0,
N, m-oo s <1 sl sl‘]

i analogament,

lim E[sup [sT; - s_7|] =0
m +o s<1 S
uniformement en n, d'on resulta b.4.
Finalment, la convergéncia E [sup {Sgl - 821]] és la de

sg<1
l'espai gl, i en virtud de la completitud d'aquest espai, existeix

una martingala de g} que designarem Ssl’ tal que

n
E[ sup |S_, -S_,| ]J— 0 .
sgl sl si Nn-o>o
Perd
n *
sup E{Issl M*N_,| ]J—— 0,
s<1 N+
1 - *
d'on resulta SSl M Nsl'.
OBSERVACIONS 2.2
1) L'operacid * és evidenment no commutativa, distributiva

respecte a la suma per la dreta i per l'esquerra.

M*N + %N*M .

DNOf b=

2) M= M*™ i MN =
‘\_ ~ ~
3) M¥N = M + N + M*N + N*M.

Aquesta darrera observacid proporciona una propietat que permet
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el calcul de M quan M és una suma de factors. Concretament:

COROL.LARI 2.3: Siguin Ml""’Mn martingales de ME, pz2. Aleshores

DEMOSTRACIO

Es tracta d'un raonament per induccid trivial.®

~

Els resultats de Nualart [75] per a M s'estenen sense difi-
cultat a M*N. Concretament, tenim les seglients propietats, la de-

mostracid de les quals é€s analoga a la dels lemes 2.3 i 2.5 de 1l'ar-

ticle citat, i que s'ometra:

COROL.LARI 2.4 : Siguin M i N dues martingales de gg i

X = {XZ, zel{i}un procés continu i adaptat. Aleshores per a tot

3 . ’ n 3
z, GJRi i per a tota successid {I', n21} de reixes sobre [O,zO]

que esdevinguin arbitrariament fines i per a tot >0, tenim

(i) lim P{sup | [ X MADIN@Z) - [p X, a(M*N) [>x} =0
n-o 25z ue;n z
z
(ii) 1im P{| 7} Xu(M(Aé)ZN(Aé)2 - <M*N>(Auﬁ}>k} = 0.
Now "n
uer
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§2: Cdlcul de la variacid quadratica de M*N

4(z ), nul.les sobre els

Siguin M i N dues martingales de Mc o

eixos, 1 sigui T una reixa sobre [O,ZO]. Considerem la martingala

s, = ¥ M(AL)N(AS) , z Sz .

uel
z
Aleshores:

LEMA 2.5: Amb les notacions anteriors,

—_ Y 1 1 2 2
<s> = ] <M>I(al)<n> (82)
DEMOSTRACIG uer,
. zl
Considerem dos punts de [O,zo], ¢i;%;%i2227
z=(s,t) i z'=(s',t'), z<z'. Sigui 2 VA7
¥, 4 i;;é
l — 1] g
Az,z' = Js,s'Jx]0,t) i Zégé
/ ,
A; g1 = 10,s1x]t,t'] . Aleshores fi;; Az,z‘
7
_ 1 2 .
Sz = z M(AuﬂRz)N(AuﬂRz), i per tant,
uel’
$(lz,z']) = [(M(a}nRIN(A20R.)) (12,27 ]) =
uel’
_ 1a AL 2452 -
= ) M(aJNA, IN(BINAZ L)
uC.F
— 1 1 2 2
= E-M(AuﬂAZ’Z,)N(AunAz’Z,).
uel’ |
z
. ’, 1 1 2 ,
Designem per A, el proceés ) <M>(Au)<N>%Au), gue té les

- . uel’
Seglients propietats: z

a) A és creixent: Analogament que abans tenim:

1 1 1 2 2 2
A(lz,z']) = ] <M (Alnd) ) <N>P(aladl ).

uEFZ.

A
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Com que M €s nul.la sobre els eixos, per a tot s, <M>;O=O i del
caracter creixent de <M>S’t en s, fixat t, resulta <M>‘(A&nAé Z.)ZO;
f

i anadlogament, <N>2(AénA; ) 20.

z'

’

< > 1 - . ” 2 .
b) <M st €S Est mesurable ( i també <N>st) i, doncs, A

és adaptat; per construccid és continu per 1'esquerra. Per tant,

A és previsible.

c) S? - A és una martingala feble. Hem de veure que

E[s?(Jz,z' D|E,] = E[a()z,2' DIE,] .

En efecte,

B[s2(Jz,z' DE,] = E[(s(z,2' 1)?|E, =

_ r 1 1 222
= D E(meaina) oNGinal  OIE] +
uel |
Z
+ 2 ) E[m(alnal ON(ZnaZ MGl inal  ONGZasl oD IE,] .
tguéfz.
ufu'

- ”r 2 A
Perd el segon terme és zero: Si u,u'e [z,z'], amb u'fAu, llavors

E[M(A;>N(A3)M(A&,)N(A;,)[gZ] = g

Elm(al)n(a2)m(al VEIN(a2)IE,JIE )= u

= 0.

Les altres possibilitats per a u
i u' es calculen igual.

Analogament, pel primer terme suposem u e[z,2z'[ (els altres casos

es tracten de la mateixa manera), i per la independéncia condicional, el caracter
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l-martingala de M i 2-martingala de N, i la nul.litat sobre els eixos,

]

E[M(8))2N(A2)2|E, ] = E[M(A))2N(22)2|E |E_] =

= E[E[M(8))?|E JEIN(AZ)2|EJE, ]=

_ E[<M>1(A&)<N>2(A§)lgz] .

De les propietats a), b) i c¢), i de la unicitat de la variacid

quadratica (teorema 1.22), deduim que <S> = A.m

LEMA2.6: Sigui {M", n21} una successid de martingales de gé(zo)

tals que
lim sup E[[M? - M_|2] = O.
ns>o z=z z
Aleshores
lim E[[<M">_ - <M>_ |] = oO.
z z
n->co o o
DEMOSTRACIO

De les desigualtats de Burkholder per a martingales continues
amb dos parametres (teorema 1.30 1) per a F(x)=x? i de la desigual-

tat de Cairoli-Doob, resulta:

E[<Mn—M>Z ] <c E[sgp IMZ - szz} <C sup E[[MZ - lez] .
o zsz zsz
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i de la desigualtat

resulta el lema.®

TEOREMA 2.7: Siguin M i N dues martingales de gg(zo), nul.les

sobre els eixos. Aleshores per a qualsevol successid de reixes

{Fn, n2l} sobre [O,zo] que esdevinguin arbitrariament fines,
* = 711 1 1 2 2 1
<M*N>_ lim ) <M> (Au)<N> (Au) en L.

N-+co -n
uerl
Z

A més, si M té increments ortogonals en el sentit 1 i N en el

sentit 2, aleshores

<M*N>C = ij R Y(z,z') d<M>'(z) a<N>2(z') ,

C
on Y:R, xR? —>R és la funcid deterministe d'angle
1 si zAz' ,
¥(z,z') =
0 en cas contrari.
DEMOSTRACIO

La primera part és una conseqgiiéencia dels lemes 2.5 i 2.6. La
segona part es basa en el fet que les funcions -no simples-

‘yn‘- z lAleZ
n u u
uel

S'aproximen puntualment a la funcid Y. I, doncs, per convergencia
dominada, s'aproximen a Y en la norma
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il = (fr $(z,2') dm} (2)dms2 (z0) ) /2. g
Rzo"RzO

OBSERVACIONS 2.8:

1) La martingala M*N sempre es pot expressar com a

M*N =_U'chRC ¥(z,z') aman_, ,

on la integral s'ha d'entendre com una integral estocastica doble
d'una funcidé d'angle, i Y és la funcid definida al teorema ante-

rior. El pas al "crochet" exigiria un estudi de les integrals del

tipus
[ R R, f(z,z') dAdB,, ,

amb A creixent en la primera coordenada i B creixent en la segona.

2) Si M té increments ortogonals en el sentit 1, <M>1St .
€s creixent en (s,t) (proposicid 1.39), i andlogament, si N té
increments ortogonals en el sentit 2, <N>;t €és creixent en (s,t);

doncs, la integral anterior té sentit. A més, es pot calcular: per

Fubini,
<M*N> = ] Y2(z,z') dM>H(z) dN>2(z') =
st st Rst
= [f 1,(z,z') dM>!(z) d<N>2(z') ,
RstXRst A
on A = {(z,z')eRT, zAz'} . Fixat z=(x,y),

fR 1AZrZ') a<N>?(z') = <% (x,t) - <N>2(x"',y),
st

1 per tant,

<M*N> . = [ < ?(x,t) A<l (x,y) - fR <N>%(x,y) deM>!(x,y).
st Ry st

52t°?
En particular, <w*w>st = <J>St = > .
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§3: I.D.C. implica <M,M> = 0

4

Comengarem veient una propietat dels elements de MC

(zo), nuls
sobre els eixos (lema 2.9) i una caractritzacid de les martingales
d'aquest espai nul.les sobre els eixos i amb variacid i.d.c. (lema
2.10), que sdén una versid més forta d'unes propietats establertes

per Zakai a [101](vegeu el teorema 1.34). Per simplificar, suposa-

rem en tot aquest paragraf que zo=(1,l).

LEMA 2.9: Sigui M wuna martingala de gg(l,l) nul.la sobre els

3

eixos. Per a tota successid de reixes {F ’ nZl} sobre [0,11]12 que

esdevinguin arbitrariament fines tenim

lim sup E[| }._ M(Ai MEA ) - %(<M>; - <M>Z)I2] =0, i=1,2.
n>o ze[0,1]2 uel,

DEMOSTRACIO

Vegem el cas i=1. Sigui m = F? XFE, amb F?={sl,sz,...,sp+l} ,

. n — _
1, i Ty = {tl,tz,...,tq+l} , O—tl<t2<...<tq+l—l.

Fixem (s,t)el0,1]2, i siguin

O=Sl<82< ...<sp+1=

Aij = ](SiAS,tjAt),(Si+1AS,tj+lAt)] ,
1
- 1 .
ij = J(SiAS,O),(Si+lAS,tjAt)}
Aleshores
p P g % q
-~ _ : 2 1
Z (M(si“'lAS,t).’NI(SiAS’t)]2— E 2 M(Alj) +2 Z M(AlJ)M(AlJ) r
i=1 i=l 3= i=1 #1
i, doncs,

E [ anM(Au)M(A;) - %(<M>;t - <)) =
ue
Z
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p P q

E[! ig_(M(Si+lAs’t)_M<SiAS’t))2 - <M>;t- (.z Z M(Aij)2-<M>s
i=1 Fl

)?] <

|
S

t

78

1 - - 1 1
5 El | E(M(Si+l/\s't) M(s s, t))? <M>St|2]+-2—E[] ‘Zl.\'l(Aij)zxM>st|2 ,

1]

i el lema resulta ara dels resultats de Nualart [ 74] .B

LEMA 2.10: Sigui M una martingala de gi nul.la sobre els eixos.

Llavors M té variacid independent del cami si i només si per a

n

qualsevol successid de reixes {I', n2l} sobre [0,1]12 gque esdevin-

guin arbitrariament fines,

lim sup E[| [ MM )] =0 , i=1,2
n>o  z,2%€[0,1]% uel nlzz']
z<z'
DEMOSTRACIO

La condicid és clarament suficient. Vegem que €s necessaria:
Si M té variacid i.d.c., per a qualssevol z=(s,t), z'=(s',t'), si

. i n
designem per Du el producte M(Au)M(Au), uel'’’, aleshores

)T o 1+] e[l I_oytle sl I ogltle (| 1 pl]s
uel'nlz ,z'[ uerzr.l u GFZ uel—r(ls"t)
+ B[ | Z__n D121 .
uer(s,t')

i sols falta prendre suprems respecte a z i z', 1 passar-ho al

limit.m

4

TEOREMA 2.11: Sigui M una martingala de M  nul.la sobre els

eixos. Si M té variacid independent del cami, aleshores <M,M> = O.
ettt —— s—




on Aijj' = ]si,si+l]x )Tj,,Tj,+l]. Fent una descomposicid més
obtenim:
A = ! . ~. ‘. 2 .
1 ! MOAS MG 550 0M(8250)
i’j’j"j"
j"zjl,*_l
Pero

X -
) M(Aij)M(Aijj.)M(A;. )

i J

és 2-diferéncia de martingales, €s a dir, és integrable, E, . -
— <t

. Per les desigualtats de
jll

mesurable, 1 ortogonal a El .
=4y

Davis i Cauchy-Schwarz,

1 r 2 2 1/2
el |a]] < c e[ { :j% . (g M(B3 MBI 50) 7 ] <
jllzjl_*_l
< cE[ . z . (ZM(Zijj.)z)(zM(Aij)zM(Aij")z)} 1/2 ] =
Je3] 1 1
- E....)2 M(alo) M2, 021 ?] ¢
¢ e [{ jﬂ% ( % Myq50) ) E jggqu ij 1307707
1/2 1 2 2 2 1/2
< ¢ E[]s M(A...,)%} [ Ysup §| ] M(al.)2m(a2.,)?} IE
i ?p L%' i3] it i geya HJ +J
2 1172 (g M(Al)zM(az., ) /2 ¢
< C {E[s?p L%’ M(Aijj.) } {g] % S?? g jéjwi ij ij 1)
1/2
S cfe[sup § w07 VP UEL Dmelp® Dualion 2 s
345 i,] 3!
< C{Esup ] M(B; 55007 }1/2 .
Iy
1/4
 {Blsup ( ImCa ) 11 (BT sup [ Mg 007 1A
J i 3 3’
=<:Q{?E¥Qb¥4.
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1.a) Estudi de b,: Per a cada j,j' tenim

12

) M(Zijj,)z = (M(1, T ) ML T))2 -2 L sy, s, )M(s, ST (B

i i

j'+l

i per tant,

by = Elsup [ M(4,0%] s

J i, 5"

< E[RK)Z(M“.TT+1)MU.T ))2 ]+ 2H sup| Z(MQS,T,+ﬂ ~M(s. fr.HMm H]=

T J i3

= bil+ 2bl

Ocupem-nos de bl:

E[s?pl I (M(s,, Tj'+l)—M(Si'Tj'))M(Aijj')l]

i3

= 1/2
Bllsup] I (nlsy,m ) Hleyn s n(Egl ) /2] s

i3

[T

- " 2 1/2
E[({] (?:(M(Si,Tj,+1) M(si,rj.))MQ&iﬁ.U } ].
j 43
Considerem {rj,j=1, ,q } una successid de funcions de Rademacher

sobre [0,1] . Pel lema de Khintchine i la desigualtat de Davis,

A

by CE[fcl)I D) -'(M(si,wrj, )-M(s;,7y ))M(A 3075 (t)] dt]
i 43
c [E[IT ] ((s, {r Tyiap) M5 T O IM@B 0T (0) ] ] a

i 33

A

1 1/2
c JoEM I( I (M(s; ,TJ,+1) M(s;,T | ))M(A 40075 (t)) F/<]at.
i 3.3
Sigui {r.(s), i=1,...,p} una altra successid de Rademacher
i

sobre [0,1] . Apliquem primer el lema de Khintchine ordinari i des-

prés la versis amb dos parametres (cfr. Metreaux [62]).
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1,1 —
vsc [ JOEl ] (M(Si,Tj.+l)-M(Si,Tj,))M(Aijj,)rj(t)ri(S)l] dtds <

1
1,33
< ce[{] ( I (M(Si'Tj'+l)-M(Si'Tj'))D“Eijj|”2}l/2] <
Ly
< C E[{Z ( z(M(Si'Tj'*-l)_M(Si'Tj'))2( Z M(lej‘)z)} 1/2 ]g
1§
<

¢ {E[sup sup | (M(s,,

)-M(s.,1.,))2]] /2.
i j 1]

Tj'+1
j!

. Y 1/2
(I 1 w070

% I

Per Burkholder amb dos parametres podem afitar el segon factor:

2 A 2] = 2
E[ § MOAj 550 Js cE[ ( ] M(Aijj,))] cefmMi ] .
i,3.3" i,3,3'
Per afitar el primer factor, considerem una successio de

funcions de Rademacher {rj,(t), j'er} sobre [0,1]. De les desi-

gualtats de Khintchine i Doob resulta:

E[ sup sup ] (M(si,Tj,+l)-M(si,Tj.))2] <

1 J 3!

scC E[sqp ( sup jé[ ) (M(si,Tj,+1)~M(si,Tj,))rj,(t)ldt]Z]é
i j .
J

<C E[sup ( ji[ y (M(l,Tj,+l)—M(l,Tj,))rj,(t)l dt)z ] ¢
J .
J

<cC E[sz;p Z(M(l,rj,+1)—M(1,Tj.))2] .
jl

D'on resulta

< CE[ sup y (M(l,Tj,+l)‘M(1,Tj,))2]
J

P

J

1.b) Estudi de b,: Per Doob i Burkholder-Davis-Gundy
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o
i

5 E[s?p ( § M(A;jY)2}= E{s?p ( g (M(si+1,tj%¢ﬂsi,tj))ﬂz]

78

s cE[( In(sy, ), DM(s,,10)92] < cE[(JM(s

i i

4
ey D-M(s, 1)) I

l1.c) Estudi de b3:

py = E[( I sup I M(a],.9)2] s E[ ] ] sup((Ms;my,)Mis; 1)) 2]
. i i o3 i
J J

Definim el proceés

B = sup (M(o,T.,,,)-M(o,1.,))?
ij o £s j'+l J

que és continu, creixent i Esl—adaptat. El seu potencial associat

Zs val

=E[ } (<52§ (M(O’Tj'+l)_M(0'Tj'))Z?ZEKM(OﬂfT+l)4“6’Tj'))zlgsl]g
3.3 77 )

A

E[ ] sup (M(Uf["+1)’M(°’Tj'))2|§si]=
. ., 0€[s,1] J

Jr3
= z E[Sup (M(Gl 5'+1)—M(0’Tj'))2|£‘51] é

.., oels,1]
3]

A

r

¢ ] B[y, MLt ) Eg ] =g

1

Jr3

on 1'dltima desigualtat és deguada a la desigualtat de Doob condi-

Cionada, i {m F 17 se[o,l}}és una martingala. De la desigualtat
14 =S

de Garsia-Neveu deduim:
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E[b3] < E[( ) sup (M(Si,Tj,+l)-M(Si,Tj,))2)2] < E[Bf] <

IA
0O
m
| e |
=]
—
—_
i
O
t
™
—
S~

MLy, )M, ,0)2)2] s ¢ e[nd] .

Tenim, en resum,

1/2,,1/4 . 1/4
E[la,]] sc L R S
1/2 4 11/4 4 -1/4
< C{E[S?p Z (M(l,rj.+1)-M(l,Tj,))2]} ‘E[M], ] / E[Mll] /
J t
i, doncs,
lim 1im E[[All] < lim sup E[]All] = 0,
n-o m->c n-cc m>n
m>n
d'acord amb el lema 2.1 de Nualart [74].
2) E[IA2I} es tracta igual:
_ !
A, = ! L OMQZ L) =
5 .‘2 .M(Aij)M(Alj.Hﬂ%:U]) - . ~
i, 3,43 T ,42222224’A¢ A

o = 3
llJ’J l

I MGl n(E 5 m @50 - tj'+l////////

2 Ld
Aleshores Z M(A )M(A )M(AID) es

2-diferénc1a de martlngales i per la

133"

desigualtat de Davis, i la de Doob,

)22

[7aN

E[la,]]sc E[{.Zw ( Z M(aj IMA, )M(Ain
33
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[N

- 1/2 =
clE [SJl}p L mea 07 ) /2 (e[} sup [ m(aY ) 2m( 22, )] 1172 ¢
1,3’ i i

[7aN

clefsup 1 M3, B2 el ) M(L\*ij)21«1(?13.)2]}1/2 <

J i, i3

N

C{E[sjgp ) M(Aij

50 12 e lsup (T mealp®) P/AR((] supu@2)e) M2,
1,3 b i

i

Pero el primer terme és precisament bl' el segon b2 i el tercer

s'afita exactament igual que b3. D'on resulta, igual que abans,
lim lim E[IAZI] =0 .

N+ Mmoo
m>n

*

3) Vegem E[|A3l]= %Z@%%Z%ZZ%%Z \

%,

el |ag]] =[] I MBI MA 5 MOBF 0

ilj’i'lj'

"

E[ ]| ¥ M(Alij) ) M(Ai.j,)M(Af.L.j.)l] <

i, i',j'

NN
\\\\\\\\\Qj
AN

D (EmGaip )2 (] ] Mg gmas, 0 12DY2

i,j i3’

N

i, doncs, fixat n, pel lema 2.10,

lim E[ |25]] = 0 .
m-+co
m>n

N

N

4) Considerem finalment E[]A4|] :

\
N\
NN

E[|a 1] = B[] ] M(A;_jmmi,j.)m-’-ﬁ.jj.ﬂ]

1,313
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Per a cada 1i,3j,3j',

B...)? = M(A,.,)2 N2
i35 LomCa, 0f « 2 Tomcay, m(bs 0
i’ i

d'on
el1a,]] s5 B[] | Mai) [ mB %) + R[] ] ML) D MOag 502 ] s
1,3 3’ i3 i,

s 5 {E[sup M(al)? 112 (6] (] MG ;0%) 2 .

e i,3,3"

+ )7 2] 12

L {E [sup M(A! )2]}1/2-{53[( ) M(Ai,J

2 1,3 ij

1,3,4% 3"

i aplicant la desigualtat de Burkholder amb dos parametres als dos

sumands obtenim,

A

Ellagl]s c (el supney )2 /2 Emg, 12

i, ]

ciElp M, 0% V2. ew dy 12
zz'1<§

A

L4 - n ’ - 0
on 6n es la norma de la reixa TI' . Com que M es continua tenim

lim lim E[|A4|] <
-+ Mmoo
m>n

-u, 12 2 ED ) Y2 -0

< 1lim C E[sup |M 11

n- o bﬂﬂ<§lz

5) Recapitulant obtenim:

lim sup E[] } M(Au)M(A;)M(Azu)H =
N > u€rn
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= lim sup lim sup E[| J M(a IMCa )M )] <

n +w m-+ o
non uer”

tim sup Lim sup(e[[n, 1] + E[1n,1] + E[[a5]] + B[|3,]] = ©.

Del fet que

lim (M(Au)M(AL)M(NL) - <M,ﬁ:%Au)) =0

e ue]"n

en probabilitat (cfr. Nualart [75]), resulta <M, = 0.m

OBSERVACIONS 2.12:

’ > * 4
1) El1 teorema s'estén, de manera evident, als elements de gc loc®
’

2) Si en la filtracid on estem tota martingala afitada en L2 t€ una
versid continua (condicid que és compleix en els exemples habituals:
filtracid associada a un drap brownia i filtracidé producte de les
filtracions engendrades per dos brownians multidimensionals indepen-
dents), el teorema val també per a les martingales afitades en L2,

mP

ja que (cfr. Chevalier [21]) aquestes martingales son de M loc?

per a tot p>1.

3) Si M és de M4 , nul.la sobre els eixos i amb variacid
=c
i.d.c., la férmula d'itd (teorema 1.56) es simplifica de manera

’ 4
important: Si f:IR—+ IR es de classe C®, nul.la en zero,

- . " aM
F(M ) = [ £r(M) am, o+ [p £U(M) aM o+

1l rs
l rs cu = " _
w22 e M oyt g g £ (M) delg >y

1 v ~
l 1 - - f (M ) &M) -
1 M) d<M> J
> fRStf ( z) z 2 Rst z z
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El fet que no intervingui la derivada 3a.de £, fa que es pugui es-
tudiar millor la continuitat del temps local de la martingala, i
X Id

aleshores (cfr. Nualrt [75]), g.p.-t. w, la funcid x—-———>LSt €s

holderiana d'ordre o , per a tot a<l.

Si M és de gg, (p>4), nul.la sobre els eixos i amb variacid
i.d.c., es pot donar una condicid necessaria i suficient senzilla
per a l'existéncia d'una versidé del temps local L:tamb bones pro-
pietats de regularitat. Concretament, la condicid

< M> =
.fR H M = x}d M 2 0, per a tot xeR ,
st z
és necessaria i suficient per a que existeixi una versidé del temps
local L:t derivable respecte a x i amb derivada continua en (s,t,x)

(vegeu 1l'article de Nualart abans citat).
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CAPITOL III
PRODUCTE DE FILTRACIONS GENERADES PER BROWNIANS MULTIDIMENSIONALS

INDEPENDENTS

L'objecte d'aquest capitol €s establir la representacid de les
martingales afitades en L? i de les martingales locals relatives a
una filtracid producte de dues filtracions engendrades per brownians
multidimensionals independents. L'interés de 1'estudi d'aquesta fil-
tracié é€s doble, ja que, a més de conéixer més profundament una fa-
milia de filtracions (algunes propietats depenen de la dimensid
dels brownians), aquestes filtracions sdn una eina util per a esta-
blir exemples, i principalment contraexemples, en la filtracid

associada a un drap brownia.

El primer paragraf esta dedicat a estudiar les propietats
generals d'una filtracid producte, demostrant detalladament que
es compleixen F3 (continuitat per la dreta) i F4, aixi com les re-

lacions entre les o-algebres previsibles.

En el segon paragraf, i ja en la filtracid producte de les
generades per dos brownians multidimensionals independents, es de-
mostra la representacid de els martingales afitades en L? com a
suma d'integrals respecte als brownians i bibrownians. Per a ob-
tenir aquest resultat s'utilitza, a part de la técnica classica de
la isometria entre M? i L?(R,F,P), uns teoremes de tipus Fubini
estocastic, que també demostrem. Aquest paragraf és una generali-
zacid de part dels resultats de Brossard-Chevalier [7] a dimen-

sions superiors.

Finalment, el tercer paragraf esta dedicat a 1'extensid per
a martingales locals de la representacid anterior. La técnica em-

prada aqui segueix de prop la de Cairoli-Walsh [17].
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§1: La filtracid producte

Tal com hem dit en el §1 del primer capitol, sobre l'espai com-
plet (Q,F,P) considerem dues filtracions uniparametriques

{g;, seR} i {Fz t € R} , independents i que compleixin les

=t’
condicions habituals. Designem per gl la o-algebra unid v E; i
s20
ver 22 la o-algebra \Y Ei . Considerarem la filtracid produc-

t20 ~
te {gz, z € R? }definida per

n -

2
t

[[Le]
<
el

Est
Vegem, en primer lloc, que aquesta filtracid compleix les con-

dicions habituals. Ens cal el segiient lema:

LEMA 3.1: Siguin El i 52

i considerem dues aplicacions

dues sub-0-algebres de F independents,

X: 8 —R, g -mesurable,

1
Y: 0§ — 1R, gz—mesurable.

Siguin G,¢E; i G,cE, dues sub-o-algebres. Aleshores

E[xY]G, v G, = ElX|g, ) ElY]c,] .

DEMOSTRACIOG

E[X]gl]-E[Ylgzj és Obviament G, vV G,-mesurable. Siguin Gc G, i

02C3g2. Aleshores

f XY dP = E[X1.°+ Yl.] = E[X1.]* E[Yl1.] =
G, N G, G, TG, < G5

=fGlx dp-fczy dp = fcl E[x|g, ] dP-fGZE[Ylgz] dp =

- lg g, Exlel EYIg,) ap .

Clarament la propietat anterior s'estén a l'algebra de les reunions
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finites disjuntes d'elements de la forma G, NG amb G, c S, i

27 1

Sigui D= {AeF : IAXY dp = fAE[xlglj-E[Ylgzde} que, gra-
cies a les propietats de la integral, és una classe mondtona, que

conté 1l'algebra anterior i, doncs, g1V'gz<:i), d'on resulta el

lema.®
. _ o1 2 ., _ ol 2
PROPOSICIC 3.2: (i) E_ = E_VE" i E . =E VE/ .
(ii) Les filtracions {E_ , s20} i {E ., t20}
sén_continues per la dreta.
DEMOSTRACIO
(i) F = Vv F =V (FlvEZ). Obviament F cli‘lvbjz.
=500 =5V =5 ' =V =S = =g ' =
v20 v20
Reciprocament, fixat A de Ei’ designem per IA la classe

}, que és una g-algebra;

. _ c . c _
1) si B €T, o llavors B €IA, ja que AnB" =A- ANBeE_ .

2) si {B, ieN}cx N B €eX,, ja que

4
AT jemw

AN(CN Bﬁ = N (ANB)eF_ .
i i
< 2 .
A més, si Be u Ei , existira un v*20 tal que B egv* i, per tant,
v20 5 '
ANBe F1\1F2 cF . Tenim, doncs, que Ul cmA 1 per tant
=S SvE o Sse vz 0
2 2 _
v E =g( U g) CG(:I;A) II}A-
v20 v v20 v
)
Com que A era arbitrari, tenim que per a tot A de gs i per a tot
B de \Y; Ez , AnBeF_ . D'aqui es dedueix que P conté
v20 Y “Swl 5 1 5
E_Vv(V EJ) =E VE.
=S v20
1 2 1 2

<
o]

(ii) Vegem que n (F . N'hi ha prou de

0=
0



demostrar que per a tota variable aleatdria afitada X,

(1) E[X] n (gl v gz)] = E[X|F_ vF

nelN s+-l-
n
Ssigui W el conjunt de varibles aleatdries X:Q —R que compleixen

(1). WU €s un espai vectorial i
a) 1€ U.

b) Siguin G,€E; i G,€F,. Aleshores lclﬂG2 e, ja

que pel lema 3.1 i pel teorema de convergéncia de martingales in-

verses
1 2 . 1 2
E[1 | n (E° , vE)] = lim E[1 lE* , vE?] =
Gy NGy" nem “sedl T n->w C1NGy =gl =
n n
. 1 1
=1, «lim E[1,. |F~ ,] =1, “E[1. | n F~ ]
C2 how G =4l G, Cy neDJ_s+%
1 2
E[l; g | Cn E-))VvE® ],

=+—
1 2 nelN 14—
Obviament aquesta propietat s'estén als indicadors de les reunions

finites disjuntes d'elements de la forma G, NGy, Gléfgl 1Gy €E,.

c) Sigui {fk,kzl} una successidé de funcions de WU, £2 O,

afitades, fk* f quan k»» , amb f afitada. Llavors pel teorema de

la convergéncia monotona,

1 2
E[f, | n (lj'1 1v}:_“2)] 4 E[f] n (F 1 VE ) ] q.s.
K n€1N_1+;l- B k> o nelN s+=
1 .2
1 E[fk]g;vg‘?] + E[flEg vET] g.s.
K-+ o

d'on resulta la igualtat g.s.

[o}
NS
Cd

Elf] n (£' | vE®) ] =Elf]
nelN s+= -

W
n

<

e
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i, doncs, feq,.

Pel teorema de classes monodtones, U conté totes les funcions

X: 0 — R gl ng—mesurables i afitades.®m

TEOREMA 3.3: La filtracid {g , Z eﬂii} compleix les condicions

z
habituals Fl a F4.

DEMOSTRACIO

Comencem veient F4: Per a tota variable aleatdoria X:8 —R

1v gz-mesurable i afitada,

(g5 ]

(2) E[X|E |y ] = BIXIE, JE,,] = E[X|E_, ] -
En efecte, sigui 1 G Fl G eF2 Pel lema 3.1
+ 519 G, nG,” “1¢% s G2k .1,
1 2,1 2 1 2
E[1 |, vE“IE" vE; ] = E[15 |E_]-E[1; |EC] = E[1 T, ] -
G,nG,lEs VEIL VIt G, Eg ] G, £y ] [ G,n G, Lot

Per un argument de classes monotones, la igualtat (2) es

c s 1 2 .
compleix per a tots els indicadors 1H amb H de E~ vE~ , i per

. , . 1 2 . .
linealitat s'estén a totes les funcions F" vE " -simples. Si X

€s positiva, llavors sera 1limit creixent de funcions simples i

s'aplica, com en la proposicié anterior, el teorema de la conver-

> . + - .
gencia monotona. Per a X afitada es descomposa X = X - X 1
S'aplica (2) a cada part.

De F4 es dedueix Est = ESmrwgwt , d'on resulta la continui-

tat per la dreta de la filtracid {gz, z e R%} , ja que clarament

Est < i g‘s't' ’
(S,t)<(S',t')
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i per la proposicid 3.2 (ii)

n F C n E_‘ =

i)

Tt gt
(s,t)<(s',t') St 7 gegrT8'® s
i analogament,
n | n E = F
(s,t)<(s',t') =t ter 2t =ot
obtenim
F c F n];oot = Est B

n Tty =Soo
(s,t)<(s',tv) =t s

OBSERVACIO 3.4: Una manera d'obtenir una filtracid producte és con-

siderar dos espais filtrats (Ql,gl,Pl,E;,SZO) i (Qz,gz,Pz,Ez,tzo)

(podem suposar v fl = El i v fz = Ez ) que compleixin les
. =S = =t =
520 tz20
condicions habituals, i sigui

la completacid de la o-algebra producte E ® E ,

i per P la mesura producte P1® P2; designem per gst la P-completa-

cidé de la g-algebra b_jé@éﬁ .

i designem per

Lss 0

Considerem també la g-algebra gé definida per

1 _ 2 -1
S—{AXQ,AGS}

=i >

0=

i sigui E; la P-completacid de g;. Analogament es defineixen

e >
N

=
ct o

Aleshores F i Ei sén independents (perque F_ i F. ho

n

sén), i



Aixi, si {g ’ SZO} estd engendrada per un brownia

~ ~] 1 ~1 1, . |~
il = {WS , s20} en (@7,E7,P") i {gi, t20} per un altre brownia
W2 {ﬁi , t20} en (Qz,gz,Pz) , podem definir en (Q,F,P) els
brownians

1 o~

Ws(wl,wz) = ws(wl)
i

2 )
Llavors W1 i w2 sén independents i les filtracions {gs, s20} i
{gi, t20} defides abans, estan engendrades per wl i w? respectiva-
ment.

Aleshores, totes les propietats demostrades per a una filtra-

cidé producte E; VEZ sén valides per a una filtracid de la forma

=t

ES ® zt
En la filtracid producte, a més de les g-algebres previsibles
P, gl, 22 P1 P2 introduides en el §6 del capitol I, podem con-

’ 4

=0 =00

siderar les o-algebres previsibles respecte a les filtracions com-

ponents. D'acord amb les notacions d'aquell paragraf, designarem

per
P la -3lgebra previsible sobre RX{ associada a {Ez, zeR2} ;
1 " ' " " " 1 2
P ]R_?Q {Ezr z E]R+} ‘
l [ (1] " .
B, " R x {Eqprs eR,}
1 o " .
Eoo " " ]R+><Q {Fz'sm,s €]R+} ;
(l) " 1" " 1
g " ]R+XQ {ES' S E]R+}

. ) 2 2 2 . ,(2)
I, analogament, es defineixen B, E_, P 1P .



Per a estudiar les relacions entre aquestes c-algebres ens

cal el segiient lema

LEMA 3.5: Siguin J i § conjunts de partsde § tancats per inter-

seccid finita i que continguin Q. Designem per o(J) i o(J) les

minimes g-algebres sobre J i § respectivament. Aleshores,

o(d) vold) =c{ CnD, CceJ, DeF } .

DEMOSTRACIO

{cnD, Ce€J, De¥} és tancat per interseccid finita. Pel teo-

rema de classes monotones, tota classe monotona que el contingui,

contindra ¢{CnD, CeJ, De F}. Com que

{cnD, Ce3, Dedlc o(I)valP ,

tenim
sg{CcnD, CeJ, DeF} ¢ o (IvalF .

Perd g(J)co{CnD, C€J, Ded}, ja que QeF ; i també estd in-

clés g(F). D'on resulta la inclusid contraria.m

) 2
PrOPOsICT® 3.6: B} = V) v(B(R)eED) 1 P2 -2'Y viB(R)erx
DEMOSTRACIO
En efecte,
1 1
g(l) = G{]S,S'}XZ, S'Sle ]R+' S<S" FEES’ {O}XG,GE_F_: ’ ]R+XQ} ’

i aquesta familia de generadors de P

finita. També

2
B(R) ® 52 = o{ Ja,blxG, {0}xG, a,beR, a<b, GeE b

-9G-
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. 4 . ’ ’ .
i la familia d'aquests generadors també és tancada per interseccid

finita. Pel lema anterior,

(1)

g

v (B(R) ®E°) =

= og{)s,s'IxF) n(la,blxG), ({0}xH) n ({O}x I), Fegé,sef,ﬂegi,legz}
i
(Is,s' 1F) 0 (Ta,b1x6) e X i  {0}x(FnG) € Bl ,
ja que per la proposicid 3.2 (i), P, = g‘é vgz.
Reciprocament:
gi = o{1s,s'IxF, {0}xG, Fel;‘; vgz, Gegé vgz‘} .
Designem per J el conjunt:
k-{Ferlvr? i Js,sw B0 ED] .

< . . 1 . 2
Es tracta d'una classe monotona, 1 si F1 GES 1 er ET, Fl n F2 c Je

14

~

ja que

Is,s'Ix(FynF,) = (1s,s :F,) n(ls,s']xF,) € g(l) v (}3(]R+)®b;2) '

d'on resulta g; vl;‘z = X.
2

Aixi, per a tot Febjévbj , tenim ]s,s']xF eg(l) v (E(JR_'_) ®§2),

. . 1 2
i analogament, {0}xG eg(l) v(B(R_)® 52), per a qualsevol GeF_vE",

d'on resulta 1l'altra inclusid.m

OBSERVACIO 3.7

Haviem vist (proposicidé 1.17 (iv), (vi))

lop2 i p! =B(R)eE,

llae}
I
lav}
po’
o
[
o

que, juntament amb la proposicié anterior, proporciona les relacions
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entre totes aquestes g-algebres.

Necessitarem més endavant el segiient resultat:

PROPOSICIO 3.8: Considerem dues funcions f:Ig;Q-——+H2 g(l)—mesu-

(2)

rable i g:RxQ — R P -mesurable. Aleshores la funcid

]R2+x§2 — R
(x,y,0)— £(x,0)gly,w)

€s P-mesurable.

DEMOSTRACIO

Com que tota funcid Ez—mesurable es B(R ) ®§2-mesurable, te-

nim que g é€s gi-mesurable, i Obviament també ho és f. Les aplica-

cions

f:ngg-—~m g:RZgQ-—*R
(x,y,0)—f(x,w) (x,y,w)—>gly, )

son, per les relacions anteriors, g;mesurables. D'on f(x)g(y) és

El—mesurable, i analogament és £2~mesurab1e, i, doncs, P-mesurable.m

§2: Producte de filtracions generades per brownians

multidimensionals independents

En l'espai (Q,E,P) considerem dos brownians mulgigi?en51onals

2 n W= (W ,...,w Tt R,
{(ws’ws"”’ws) s eEJ i ( % %) & € }

I R, b i Ei’ t<R} les flf%ra01ons genfra-

14

independents W =

i designem per {g

}
i | . f
des per W i W respectivament, degudament completade;@hmw J

\‘L
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Definim el bibrownia wlJ = {W;j , ze]R2+} com el producte de

wh i wl (i=1,...,n, j=1,...,m):

Wopw) = Whwiwdw) .

Designarem per Lz(RgQ,Ei,ds@dP) (abreujadament Lz(]Fi+><S2,I_>11_'))

el conjunt de classes d'equivaléncia de processos
f:]R+><Q —>R

__lftl_'-mesurables i1 tals que

(1) E L: £2(s) ds< = .

Es conegut que, coma espai de Hilbert, L2(1R+ xQ,gi) coincideix amb

1
st’

compleixen (1). Analogament es defineixen LI*(]R+ xQ,gi,dsc&dP) ,

el conjunt de processos mesurables,adaptats a {‘_E; S €]R+} i que

L’(IR+xQ,P(1),ds®dP) i els corresponents LZ(]R+ xQ,Ei,dt@dP).
Per LZ(]Ri x),P,dsedt®dP) (abrzujadament Lz(JRi xQ,P)) indicarem
el conjunt de classes d'equivalencia de processos

. 2
g:R +><Q —1R
P-mesurables i tals que

(2) Eflegz(z) dz < o,
+

Com a espai de Hilbert, LZ(]Ri x),P) coincideix amb el conjunt de

processos mesurables, Ez-adaptats i que compleixen (2).
El bibrownia wfLj és una martingala de L?. Per a una funcid

g de L?(R2x {,P) pot definir-se directament (cfr. Brossard-
+ =

i3

Chevalier [ 7]) la integral fRzg(C) aw, = . A mes de les propletats

usuals, tenim dos teoremes de tipus Fubilni:

PROPOSICIO 3.9 (Teorema de Fubini estocdstic): Sigui £ un procés

de L2 (R?xQ,P). Aleshores
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(i) dt -q.p.t. YeR,_ , £(.,y) e LZ2(R, xQ Pl).
+ Ty

(ii) existeix una funcid Y:]Rix . —R , B(R? ® F-mesu-
= <+ =

rable, tal que, g.p.t. yeR,_ , el procés [¥(s,y), s eR} es in-

. . . < s i
distingible del procés {fo f(x,y) dwi, seR, } , i per a tot s eRr,_,

Y(s,.) € LZ(K{FxQ,Pi).

s iyaod L ij
2 f(x,y) dWX)dwy = fR f(x,y) aw o .

(
© st y

o]

(iii) f

DEMOSTRACIO

N'hi ha prou de considerar n=m=1. Suprimirem llavors els super-

j" 1 escriurem W i W.

"

indexs "i" i
(i) tot procés f:R? x§ —>R previsible és mesurable i F_-adap-

tat, d'on es dedueix que f(.,y):]R+x§2 —— R és Q(JR_‘_) ® F-mesurable

i {Exy’ xel{J adaptat. Per la mesurabilitat de £, podem aplicar

el teorema de Fubini i tenim

I:Efz f2(x,y) dxdy = Efzf: f2(x,y) dxdy <o,

i, doncs, dt -q.p.t. y €R_,

ngﬂxd)dx<m.

(ii) Sigui f simple:

'Y ) = Qa (w) I (le) ’
fxy.w gq k L
- , a afitada i F_ -mesurable.
amb - Jz,,zy 1= ]Sk'sk+l]x]tk’tk+1] K £z,
Llavors,
3 W )T (y)
S = W - ’
fo fi(x,y) dwx K.~Z=1 Otk( Sk+lAs S} AS }tk'tk+l}

2y . 2
. R? )® F -mesurable.
que clarament és de L2(1R+x Q'gs) * 2( + =
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Vegem el cas general: Siqui f de L?(R2xQ ,P)L'existéncia del
4 . 2
procés Y:R2 xQ — R I=3(]Ri) ® F-mesurable tal que g.p.t. y €eR,
el procés {Y(s,y), se R?} sigui indistigible del procés
s
Uo f(x,y) aw_, s« ]R+} resulta de la proposicid 1.63. D'altra ban-

da, existeix una successid {fn, nzl} de funcions simples de

Lz(Ri x§1,P) tal que

Ef:f: (f(x,y) - £ (x,y))? dxdy —0 .

n-w
L s .
Donada la ]=3(]Ri) ® F mesurabilitat de fo fn(x,y) aw_ i de Y(s,y),

per fubini i Jensen, per a tot s e]R+ ,

Ef:(fos £ (x,y) aw_ - Y(s,y))? dy <

< Efooof: (fn(x,y) - f(x,y) )? dxdy .

Aixi, doncs, fixat s, la successid {fz fn(x,y) aw_, n2l} convergeix
cap a Y(s,y) en L2(]R+ xQ,g(]R+) ® F,dy®dP), d'on deduim que Y(s,.)

. 2
2
€és de L (l'R+ xQ,_P__’S).

(iii) La igualtat

~

FEUS £ix,y) awJaw, = [ £Gxy) awll(x,y)
st

és Obvia per a funcions simples. En el cas general,

“ t(rs ~ _
ELEUS £0ny) an) @i - [SUS £,00y) avjai )] -

n > o©

SfE f3 B[ (£0xy) - £, (%)) 7 Jaxdy ————0
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i com que per construccid de 1la integral respecte el bibrownii tenim

11
IR fn(X,Y) dWXy ———) IR f(x’y) aw

st n -+ « st

11

Xy en L2(Q,F,P),

obtenim la igualtat.

PROPOSICIO 3.10 (Teorema de Fubini per a les integrals mixtes):

. , 2 (2
Sigqui f un procés de L (KM_XQ,E). Aleshores

(1) at -g.p.t. yeR,, £(.,y) L2 (R, x2,BL)

-

(ii) Existeix una funcid Y:IRi x) —1R B(]Ri) ® F -mesura-

ble, tal gue q.p.t. y €R,, el procés {¥(s,y), s €R,} €s indis-

tingible del procés {fi f(x,y) dw;, s EJRJ , 1 per a tot s €eR,,

Y(s,.) es integrable-Lebesgue (P -g.s.) respecte de y en tot inter-

val compacte.

(iii) Existeix una funcid Z:}Ri xQ —R B(]Ri) ® F -mesura-

ble, tal que g.p.t. s€R_, el procés {z(s,t), t eﬂﬁj €s indis-

tingible del procés {jg f(s,y) dy, teR, } i per a tot t €R, ,

1
Z2(.,t) €L*(R,_ xQ,P_)-

(1v) S5y aydawy = (5 £Gx,y) awlay .

DEMOSTRACIO

(i) L'hem vist a la proposicid anterior.
(ii) Amb les notacions de la proposicié anterior, fixat s,

per a tot tz20,
t - g[Y[° g2 dxdy <®,
Efo Yg dv = E'roj‘o £2(x,y) Y
d'on, per Jensen,
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t
i de la mesurabilitat de VY resulta

t
fo le(y,w)l dy < @ ,P -q.s..

(iii) Com que f és P -mesurable i P = gln 22 , tindrem que
f és gl -mesurable i, fixat t, la restriccid (que denotarem igual)
£:R, x[0,t]x2 —Rés de L*(R, x[0,t}xP. ®B([0,t]),dseatedp) (ve-
geu la proposicid 1.17 (vi)) i pel teorema de Fubini, fixats

(s,w) (dsedP -q.s.),

fotfz(s,y,w) dy < o,

Aleshores, existeix la integral J'g f(s,y) dy i existeix un pro-
cés {z(s,t), s €R, } gi—mesurable tal que
¢ - (5u)
Z(s,t,w) = fo f(s,yw)dy , dsedP -q.p.t. (s, .

Fem aixd per a cada te Q+i estenem Z a tot R_ per continultat.
Id l »
El procés que resulta es clarament gm-—mesurable (i, doncs,
1 . '
1=3(]R+) ®F -mesurable). Finalment, Z(.,t) <~:L2(]R+ xQ,B_) ja que,

per Cauchy-Schwarz,

[L7aN

®© © et
E [Y22(s,t) as =E [0 © £(s,y) dy %ds £ t E[0[C £2(s,y) dyds<m

(iv) Per a funcions simples és oObvia. Sigui {fn, nzl} una

successid de funcions simples de Lz(]R+ xQ ,P) tals que

B SIS (209 - £,y Gxdy ——0 .

Per a qualssevol S,T 2 0, tenim
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E{ s S(rt _ ¢S t _
:gg [ Sgglfo(fo f(x,y)dy}dwx fo Us fn(x,y)dy]dthz]_

= sup E| s S (z - Jt
sup [ sgglfo (2, 0) = [ £ (x,y)ay)aw |2] <

(per Burkholder i la propietat de isometria de la integral estocas-

tica)

A

S t
C igg fo E[(Z(x,t) - fo fn(x,y)dy)z]dx

A

A
A

c sup [Tf2 E[(£(x,y) - £ (x,v))?]axdy]
tsT

A

> 0 .

n + ©

c IIS E[(£(x,y) - £ (x,y))?] dxdy

També,

E [sup|[E(S2 £(x,y)aw Jay -[C([S € (x,y)aw Jay|2] s

S5S
tsT

< T E[sgp ]fg(Y(s,y) - fi fn(X,Y)dWX)ZdY ] <
ssS

< CT E[fg fg (f(x,y) - £ (x,¥))? dde]n N m+0~

OBSERVACIG 3.11 De la demostracié de l'apartat (iv) resulta, a més,

. srt i .
la continuitat en (s,t) de la integral fofo £(x,y) dydw ja

que és evident si f és simple, i el cas general resulta de la con-

vergéncia uniforme establerta en darrer lloc.

z e R? } una martingala afitada

TEOREMA 3.12: Sigui M = {M_, E,

en L2, Aleshores existeixen funcions (dniques) f;,...,f de
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Lz(R4x9,£(l)), h de

bee de L2(R xR,p(2)
9 9 de LA(R,*%,2°°), hyy,...,h_  de

L2 (]Ri x{1,P) tals que

n . m - . n m P
M o= If° f.(oawt + )Y o (vrawd + h. . awtld - M .
st g 0o° 1 X kqfo 93 YICNS r% jéfRst 13(X’y) Xy 0o

Necessitem del segiient lema:

LEMA 3.13: E1 conjunt de les funcions simples de la forma

n
.z ai IA.(\B.
i=l i 1

amb AieEl , Bi 52, Ai nBi ,1i=1,...,n,disjunts dos a dos, és

€
\ 1 2
dens en L?(Q,F v F",P) .

DEMOSTRACIO DEL LEMA

Es conegut que en un espai de mesura (E,g,p), si A €s una

algebra que genera S, llavors, per a tot H de S amb u(H)< o, i

per a qualsevol €>0, existeix H'e A, tal que p(HAH') <e (A indi-

ca la diferéncia simétrica) (cfr. Halmos [38] teorema III.13.D).

. 1 2 _ .
Com que si A, A'e€F v E", IQ(IA—IA' )2 dP = P(AAA'), resulta
1 2

que les funcions simples de (Q,F"v E°,P) sdn L? aproximables

per funcions simples de la forma

n
) a
i=]

amb A, e 1 i B, eE°, A 0B
i = =

. I
i Aiﬂ Bi
disjunts dos a dos. De la densitat

1 2
de les funcions simples de (Q,Zlvzzrp) en L?(Q,E" vE",P) resulta

el lema.B
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DEMOSTRACIG DEL TEOREMA 3.12

D'acord amb el teorema 1.12 existird una variable aleatdria
1 2
M_ de L*(Q,E” vE",P) tal que M convergeix g.s. i en L? cap a M_

quan 2z > «, que tanca la martingala . Pel lema anterior,

x k
M = 1lim a, I, en L2,
k+o hel A NB

h h

1 k . s
amb Ag ek, Bhe Ez. Pel lema 3.1, i com que la convergéncia en L2

commuta amb 1l'esperanga condicionada,

. k 1 2
= lim ] a M ()M, (t) .

k»o ¥l

. 2 . .
Del fet que Mih (respectivament Mkh) és una martingala res-

pecte a (Q,El,El P,s20) (resp. (0,52,§§,P,t20)) afitada en L? i

s
que {g; , 520} estd engendrada per un brownia n-dimensional W
({gi, t20} esta engendrada per &), es dedueix que per a cada k,h
existeixen funcions f?h,fgh,...,fﬁh de L2 (R _xQ '2(1))’ g?h,...,
gxh de Lz(Ig_xQ,P(Z)) tals que
n .
ML (s) = Mg (0) + L ° e awt

Mt kh o
Mih(t) Mih(O) + ;4 fo 95 (y) aw-(y) .

. 1 . .2 . _
amb Ml (0) i M2 (0) constants g.s. ja que E,j 1 F, son trivials.

kh kh
Aleshores,
L Tx m
Kk 1 2 kKt o) 1 5 dPmaw ) +
= 1i ul (o)ms (0) + ] a . g; (y)aw-(y
M 1im[) ay Mpy kh jey “ntkh s 70 ]
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Ara, fent s=t=0 obtenim

També,

Mgo - Mg = lim | af(M2 (0) z 18 e awtx)) =

k+o hel i=]

= I (im 2 el 06500 awt(x)) .

ja que M2 (0) és constant g.s.. La successid

kh
n %
S k 2 i
{ i_Zl (1 f ap kh(o)f Bx) awl(x)) k2 1)
és de Cauchy i per la independéncia de wl,...,wn, fixat i, cada
successid
r, |
(1 5af M () awt ), k1), i=1,...,n,
h kh
h=1
. (1) .
és de Cauchy. Per la isometria entre L2(n2+xQ,£ ,dsedP) i

L’(Q,E}P), cada successid
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Tx
k 2 kh
{ hzl ap My (O£ k21 ), i=1,...,n

$s de C . ] 1
es de Cauchy. De la completitud de LZ(I2+xQ,g( )) es dedueix que

exlstelxen processos fl”"'f d'aquest espai tals que

S
O

M, - M _ =

s0 = Moo £.(x) aw'(x) .

[T s o B
—

(2))

Analogament, existeixen processos 9yre-+0g, de L(R

tals que
m
c ..
Mor ~ Moo = jzlfo gj(y) awd(y) .
Finalment,

Ty n
1im ) ( aﬁ ) Z fs kh( ) awt(x) f g D iy) dwj(y))
k+o h=1 i=1 j=1

m rk

n
= 1 1 um J g3t aX kh(x)gkh (y) awr(x)awd(y) =
=1 j=1 koo h=1

Ty

m
) fR (1im ] a? kh(x)g (y))dw13 .

1 j=i “"st k»e h=1 xy

i, repetint raonaments analegs als d'abans, existiran funcions

2 2
hll""'hnm de L (Il+x9,g) tals que
10 =
M - M - M + M = h(Z) dw (Z) -
st 0 ot 00 i=1 j=1 Rst ij
La unicitat €s trivial.m
COROL.LARI 3.14: Tota martingala M = {MZ, E,, 2 eIQﬂ} afitada en

L? té una versid continua.
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§3: Martingales locals

Continuarem designan per {gz, zejRi} la filtracid producte
de dues filtracions associades a brownians multidimensionals inde-
pendents W i W. Del fet que tota martingala afitada en L2? tingui

una versid continua (corol.lari 3.14) s'infereix que els espais

M?oc (p>1) coincideixen per a tot p. Anomenarem martingala local
P

1

a tot procés que sigui d'und'aquests M oc” p>1l (o, equivalenment,

de tots).

Comencem veient una propietat general de les regions d'atur.
Donat un conjunt D<:Rix9 i  un punt seR+, designarem per p® la

seccidé de D per s, aixé és:

D% = {(t,w)e R _x: (s,t,w)eD} .

LEMA 3.15: Sigui {Qz, z eIRi} una filtracid que compleixi F1,

F2 i F3, i sigui D una regid d'atur. Per a tot seR_ tal que

D° # ¢ , definim

s
T :Q ———»]R+U{¢oo} TS
T (w)= sup {t €R+:(s,t,w)61ﬂ.
Aleshores T° és un temps d'atur res-
z=(s_,T )
pecte la filtracid {G_ . te R, }. A
més, si 2 = (SO,TO) es 1'infim de D, .
s : s
S1 T < o,
rr,,1° 1
D° =
It ., [ en cas contrari.

O

DEMOSTRACIO

.o S . .
Sigui s de R_ tal que D° # ¢. La seccié D° és un conjut
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14

de ]R;dl progressivament mesurable respecte a la filtracid {G t,teI{J
=.co

ja que

D% n ([0, t]xQ) = pS n([0,s]Ix[0,t]x0)S =

= (D (o, (s,t)1x0)) % ,

i com que

D n(Lo, (s,t)IxQ)e B(LO, (s, t)])eG_,

tindrem

(b n(lo,(s,t)1x2))% e B([0,t]) e 6., B(O0,t])®C_

t t °
Vistes les hipotesis sobre D, és clar que per tot  de Q ,
D) é&s un conjunt connex 1 tancat de R,; es tracta, per tant,

d'un interval [To(w),a] o [To(w),m[. Llavors,

T(w) = sup {t €eR,: (s,t,w)e D} =

fl

sup {t e]R-I»: teDs(w)} =

inf {t eRr, : t e(D%(w))° nir_(w),=[}=

inf {te R :(t,0) e (D7)l T, =},

’ . S ,
i com que D° i HTO,WB sén { Gop ¢+ t €Eﬁ}- progressius, T €s

un {G

=00t f

t elg_} temps d'atur.

L'Ultima part del lema és evident.®

(1) -
Designarem per Lioc(m+x$1P ,ds ®dP) (abreujadament

ioc(]R+xQ,P(l))) el conjunt dels processos f:R_xQ ——R previsibles
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tals que

u
(1) fo £2(s) ds<wq.s., per a tot wO0.
Es un espai métric complet amb la distancia

d(f,qg) =

ne~8

>N n _ 1/2

E[l A(fo (f(s) g(s)? as) ] .
n=1
Amb les identificacions usuals, L2 (IR ,g(l)) conté tots els
processos mesurables, {g; , S ¢ ]R+} adaptats 1 que compleixen (1).

(l))

Per a tot procés f de L2 (]R existeix una successid

creixent Tn 4 o de I;‘i -temps d'atur (definits com

T = inf {tzO:f;‘ £2(s) ds2 n} )

»

tals que f I[IO,Tn]Je L?-(lR+ xQ,g(l) ).

En el cas amb dos parametres, 1oc(]R2 xQ, P,ds ®dt ®dP) represen-

tara el conjunt dels processos h:R?2 x
existeix una successid creixent {Dn, nZl} de regions d'atur, amb

e 2 2 ] 2 '
u b = R? q.s tal que h I, €L (RZ2xQ,P). Si h és d'aquest
nzl v n
espai, aleshores

_fR h2(g) dg < » , g.s., per a tot z e R? .
z

z e R? } una martingala local. Ales-

(l))

TEOREMA 3.16: Sigui M = {M_,E_,

hores existeixen processos fl""'fn de LiOC(RerSZ P ,
(2) . 2 (R2
9ys---09, de L} (R, ) i hyq,--e,h 0 de LE(RE xQ,B)
tals que
M_, = erJ's £ (x)dws + Iantg (y)awd + il ZJ' h, . (x,y)aWsd - M.
st o i X X 1 07] y =l 1 St 1] Xy 00

i=1
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DEMOSTRACIO

Com que gloc = gioc » existird una successid de martingales
k . .
de M2, {M", k21} , i una successid creixent {Dk, k21} de regions
d'atur, amb U Dk = mj g.s., tals que
k21
ok :
Mz = MZ , S1 =z eDk .
També, per a cada k, exitiran funcions f?,...,fi de
2 (1) K k R (2) k k
L2(RxQ ,B° ') , gy,...,9° de L*(R, xq,p'°%’), hijr---,h  de

L?(R,_xQ,P) tals que

n . m ~s n m .
k s k t k k j
ME o= Y [P Eiaws + ) [Cqtyand + ) U LonS ke - M8
j=1 " © 1 X =1 c 73 y i=1 =1 RSt ij Xy 00
Estudiem per separat les parts de la martingala M no nul.la

sobre els eixos, 1 la part nul.la sobre els eixos:

a)Part no nul.la sobre els eixos: Sigui k tal que la seccid

sigui no buida, i definim el F__- temps d'atur Tk per

per O D0 t

k

T, (w) = sup{t20 : (0,t,w) enk} .
Tindrem:

k
, T .
ot = Mpp per a tefO kﬂ

M

Llavors, si k <k',
mo - Mmoo g -
) [ Ygiy)yawd = ] fo gj(y)(wg , per a te[ 0,7, ] ,
F1°°79 Y 5=l
i de la independéncia dels w3l resulta
£k 3ot ¢K'(y) awd, j=1,....m, ksk', teloTD ,
Js gJ(y) dwy =[5 9 (y) awg, 3 K

i, doncs, per a cada j,
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o k k! ~
Jo (g5 95 NIy a2 () aw) = 0

i com que (gk - g5

3 gj )IHO,kaLZ(RiXQ’E(z))’ llavors

© , k _ k!
fO (gJ(Y) gJ (Y))zl[[o’,li(]](}’) dy = 0

k k'
g](y) = gj (Y) dt@dP-q.S. SObI‘eﬁO,TkD , per a tot k'2 k.

Per tant, per a cada j =

l1,...,m, les funcions gg R k.;ko, definei-

Xen per reenganxament un procés gj de thmiﬁl, 2(2)) tal que

m ~_
- t ]
My = Moo + jal jo gj(y) SUMP

Analogament es tracta Ms

0*

b) part nul.la sobre els eixos: El métode de Cairoli-Walsh [17 ]

per a la representacid de martingales locals de gz respecte al

drap brownia es pot transferir sense dificultat al nostre context:

Designem per M° 1la martingala nul.la sobre els eixos:

0 — - — -
Mst B Mst Mso Mot * Moo

. . o k
Podem prendre com a successidé localitzadora de M~ {M ~ , k 1}, de-

finida per

D
k O
z Rz Dk Z

I

on la integral es defineix per localitzacidé de la manera usual, i

D

llavors M k S

D'altra banda, un raonament mitjangant funcions simples mostra

que si ¢ és afitat i previsible, i N una martingala local de la

forma
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ij
igj [ g,z awi(z)

amb gij eLz(]Ri x%P), tindrem

as N = ZfR gij(g)a(c) dwij(;) .

i,J z
Dk Dk'
Com que M =M si k'zk, tindrem
D D D
k k k' k! ij
M ™ = I_ M =1_ M =) [_ ni.I_ (x,y) aw (x,v) ,
Dk Dk z i, R ij Dk

d'on, prenent variacions quadratiques resulta per a cada i,j

k.. = hk.. g.s. sobre Dk, per a tot k2 k
13 1]

De nou per reenganxament es defineix un procés hij que compleix

Ltotes les propietats demanades.®
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CAPITOL IV
CALCUL DE LA MARTINGALA M EN LES FILTRACIONS PRODUCTE

I APLICACIONS

En el primer paragraf d'aquest capitol es calcula la martinga-
la M associada a una martingala M relativa a una filtracid produc-
te de dos brownianes multidimensionals independents, afitada en L?;
i la variacidé <M,M> . El cilcul de M s'efectua mitjangant el de
la martingala M*N. No €s 1l'Unica manera de fer-lo, ja que també pot
fer-se amb la fdérmula d'It8 multidimensional (teorema 1.58), perd
ens ha semblat més interessant d'aquesta manera; és un calcul llarg

i delicat, 1 mostra fins a quin punt cal afinar les eines en aquest

M

tema.

Establert en el capitol II el teorema 2.11: "Si M és una martin-
gala de gg nul.la sobre els eixos amb variacidé independent del cami,
llavors <M,M> = 0 ", en el segon paragraf s'apliquen els calculs
anteriors a estudiar en quines filtracions productes és cert el
reciproc, i es demostra que sols €s compleix quan ambdds brownians
Wi & sén unidimensionals. L'existéncia de contraexemples en el cas

n=2, m=1, permet,en el tercer paragraf, demostrar que el reciproc

del teorema 2.11 també és fals en la filtracidé d'un drap brownia.
Stestudia, en el quart parégraf, qué succeix quan la martinga-
la no és nul.la sobre els eixos, veient que el teorema 2.11 no €s
compleix en general en aquesta situacid.
Finalment, s'acompanya el capitol d'un resum sobre les rela-

cions establertes entre els distints tipus de martingales.
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§1: Calcul de M i de les variacions <M,M> i <M,M

En tot aquest paragraf i el seglient, {gz' z e]Ri} designara
la filtracid producte de de dues filtracions engendrades per dos
brownians multidimensionals independents W = (Wl,...,wn) i
& = (&l,...,&m). Comencem calculant la variacid quadratica d'una

martingala afitada en L2:

PROPOSICIOC 4.1: Sigui M = {Mz, F,, zeR2} una martingala afitada

en L? amb representacid

m ~_ n
M, o= £ad + § [Sowad + ] 7 ! (x,y)dwl]«—M .
st 1§1f =1 " TITTY h 54 Rst 00
Aleshores

n

<M> = z z f f h (X y) dxdy
z i=1 j=1

DEMOSTRACIO

<M> depen sols dels increments rectangulars de M i, doncs,

la part no nul.la sobre els eixos no intervé en agquests calculs.

Ara
<M> = ] <f, h..(x )dwij i h, (x y)dw13> +
z R R. ij 4 xy’ R. xy z
i,
yawd |, f (x, y)dwkp> )
+ 2 ) f h A%,y Xy "9 R. k o,
(1,3)#kp
Perd
yaw3 f (x y)aw, kp, o
13 Wkp>(x y)
= [ h..(x,y)hk (x,y) d<w™-, , ,
Rz p
i
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k k

<, wes WWSLwWPs =it >S<w3,wp>t =

t

= §..8 st .m

ik“jp

Per al calcul de 1la martingala M*N associada a dues martinga-
les M i N afitades en L?, ens calen els tres lemes segiients. El1
primer estableix una versid amb les hipdtesis una mica més febles

del teorema del limit iterat per a successions dobles de LP:

LEMA 4.2: Sigui {X_, n,m 2 1} una successid doble de Lp(Q,E,P).

nm

Si existeix el limit doble

lim X = X en LP -
n, m>o
i per a totm 2 1
lim X = X en probabilitat,
nm m
n-=o
aleshores,
. p . . B LP
lim X = X en L i 1lim X =X en '
n m m >

n -+«

. P . o .
€s a dir, existeix el 1imit iterat en L~ i coincideix amb el limit

doble.

DEMOSTRACIO

s . P . .
1) Comencem veient un "teorema del limit iterat en L"": Sigui

{X ,n,m 2 1} wuna successid doble de tP(q,F,P) i suposem que exis-
nm’"'T T
P d >1 exi-
: . - =X en LY 1 que per a cada m 2
teix el 1imit doble 1lim Xnm

n,mo
teix el l1limit

en Lp.
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Vegem que aleshores existeix el 1limit iterat
lim lim X__ = 1im X en LP
m-w 1 -+c0 m-»co m
i coincideix amb el 1imit doble. En efecte, (la mateixa demostracid

serviria per a qualsevol espai métric), si una successid Y — Y
n

en LP, i existeixen Z de Lp(Q,g,P) i r>0 tals que ne
(1) E[IYn -2/PJ <r peran prou gran,

llavors
(2) E[lYy - z|P] < ¢,

ja que el conjunt V ={ T ELp(Q,g,P) : E[|1-2|P]>r} és un obert,

i si Y fos de V, aleshores V seria un entorn de Y, i per a n prou

gran, Yne V, que contradiu (1). Aixi, Y ¢V i, doncs, tenim (2).

Si {xnm' n,m 2 1} és una successid doble tal que existeix el

limit doble X, per a tot £ >0, existira NeIN tal que si n,m> N,

B[ |x_ - x|P] < e.

nm
Fixem m >N; llavors

- p er a tot n >N

E[ |x . - X| ] <ep '

X —— X ’ tindrem
nm m
N>

B[ 1% - x|P] <,

i pel raonament anterior, com que

d'on resulta lim X_ = X en LP.
meo 0

~ . . . _ p
2) El1 lema es demostra ara facilment: Com quenléT Xnm—X en L%,
’ o]

la familia {'Xnmlp’ n,m 21} és uniformement integrable. Fixat m21,

s . . - en probabilitat, perd com que la familia
per hipotesi, lim xnm Xm p '

o . i =
{1x |P , n21} és uniformement integrable, llavors lim X = X en
nm o

LP. ara apliquem la part 1).8
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NOTA 4.3 Aquest lema es pot enunciar per a la convergéncia en H

i la convergencia uniforme en probabilitat. Concretament:

nm >

Sigui {m , n.m 1} una successid doble de martingales de

1 . s . nm . .
H (aixd és, M es continua per la dreta i amb limits per l'es-

. nm
querra i E[sgglMt ] <®) tal que existeixi el limit doble en le
t‘ —1
lim E[sup IMEm -m | =0,
n, m>o t -t

i suposem que per a tot m 21, i per a tot A>0,

lim P{suletm - M?I > A} = o.
n-+w t

Aleshores

lim E[sup[Mgm - M?]] =0 i 1lim E[sup[M? - Mtl]= 0.
n-+o t m-+ t

En efecte, es tracta d'un raonament com el de la part 2) del

lema anterior, pero que utilitza la completitud de 1'espai H": Si

P buplmj? - M2J>k} — 0,
t n-)oo

llavors,

P{sulezm - Mi Misx} — o.
t n,n's>

i
p ’ . m 4 . .
Perd la familia {Sulezm - Mz |, n,n' 2 1} és uniformement inte-

t
grable i, doncs,

t

E[sup [M™™ - M2 ] — o.
t - n’n'-nao

Finalment s'aplica la completitud de H™ i el teorema del limit

iterat en HY (que es demostra igual que la part 1) del lema ante-

rior.m

El segiient lema €s una versié per a la convergencia uniforme

eén probabilitat de la prOPOSiCi6 1.62:
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LEMA 4.4: Sigui (U,U) un espai mesurable, T un interval de R
+

i considerem una successig {xn, n 21} de funcions X_:TxUxQ 'R

tals que:

1) Per a tot u de U, els processos {Xﬁ(t), te T} sén con-

tinus per la dreta ( respectivament continus).

2) Per a tot t de T i per a tot n2l, X (£):Ux@ —R és

g ®g -mesurable.

3) Per a tot u de U, 1la successid {Xg, n21l} convergeix uni-

formement sobre els compactes de T.

Aleshores existeix una funcid X:TxUx§) — TR E(T)®£g®§ -mesura-

ble tal gue per a tot u de U, lim x¥ = x" uniformement en probabi-

n
n-—+o
litat sobre els compactes de T, i tal que per a tot u, les trajec-

tdries de X" sdn totes continues per la dreta (respectivament con-

tinues).

DEMOSTRACIG

Sigui C un obert relativament compacte de T. Definim, per re-

curréncia, una successidé d'aplicacions nk:U —>IN :
no(u) =1
u u -k
n, (u) = inf{m>n (u): sup P{sup IXp(t) - Xq(t)|>2 } <2
k k=1 p,q@em  teC

. . - 5 - es: Obviament ho
Demostrem, per induccio, que les n, son U-mesurabl 0

3 Aleshores, per a qualssevol p i g

€S n . Supsem que ho sigui n_q-

de IN,

-k
[ (u,w) € UxQ @ sup |X (t) - X;(t)!> 27%)
teC p

nca
®
L]

-k
[(u,w)eUxQ: sup |X(£) - Xg(t)|> 278 }e
teCnQ P
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Per Fubini, 1l'aplicacid

U—R

u —sup P{ w: sup IXu(t,w) - Xu(t,m)!>2—k }
pq Zm tec P d

és U -mesurable, i també ho serd l'aplicacid

fm:U —IN
m. I _,_ ( sup P{ w: sup X% (t,w)-x%(t,w) >p7k b,
(0,2 K p.q2m tec P k! |
f (u) =
m -k
w1 —x. ( sup P{ w: sup lxg(t,w)—xg(t,w)l > 27,
(0,27 7] p,g teC

(Amb el conveni «-0 = 0).

Llavors, f(u) = inf{fm(u), meIN} és U -mesurable, i f(u) < = (la

successid és convergent per a tot u), i, finalment, també
n, (u) = f£(u) vin, _;(u)+1)
sera U-mesurable.

Per a tot u de U i k21, posem

u _Lu
Ze(t,0) = Xy () (80)
Llavors
-k -k
P{ sup |2V ,(t,w) - ZE(t,w)I > 2%} £ 2

teC k+1

Pel lema de Bdrel-Cantelli, g.p.t. W,

-k
sup |z, (t,w) - zy(t,w)| €277, per a k2k (@) ,
t<C
i, doncs, q.p.t.w {z2(t,w) x 21} convergeix uniformement en
r Meple ey kll
t €C. Posem
lim Zi(t,w) si convergeix,
n-}oo
YY(t,w) = |
0 en cas contrari .
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Ara apliquem la proposicid 1.61 per obtenir una versid d'Y amb les

propietats desitjades.m

LEMA 4.5: Siqgui {fn, nZl} una successid de processos mesurables

b
farlaplx@ — R, amb [7 £2(t) dt<e q.s., i tals que

.f§ (£.(t) - £ (£))2 at —E2— o,

n'm—>co

Aleshores existeix un procés f:[a,b]x0—>R mesurable i amb

fg £2(t) dt <= g.s., tal que

[2 (£ (t) - £(£))2 at —B—sp .

n*

A més, si existeix un altre procé€s mesurable f:[a,blx0@—>R tal

que per a tot t efa,b],

fn(t)—¥5»f<t),

n -+

e

aleshores
f =f dt®dP -q.s..
DEMOSTRACIO
Per a tot k21, existeix un nombre N, de IN tal que si p>quk,

-k -k
p{f? (£,(t) - £,(£))F at > 27° } 52

Definim, per recurréncia,

n_ =1,
i k
p{[P - £ (£))2 at> 27%})
n = inf { men, _, S%P P{fa (fp(t) q( )
p>g2m
Com que

Per a k21, sigui g = fnk
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b
P{LOGQ: .[la (9k+1(t,w) = gk(tlw))z dat > 2-k } < @,

Nne~8

K=1
pel lema de Borel-Cantelli exitird Ac®, amb P(A)=0, i per tot weh,

podrem trobar un nombre natural ko(w) tal que si k2k (w),
O

b -
Ja (g1 (tiw) - g (t,0))? at s 27K |

d'on {gk(m), k21} és de Cauchy en L?([a,b],dt). Posem

gk(w) si weh,
gi(w) =

0 si wel.

Llavors per a tot ¢, la successid {gﬁ(w), k21} convergeix en
L?({a,b],dt). Per la proposicid 1.62, existird un procés mesurable

f tal que per a tot weQR,

f(tr(ﬂ))z dt —0 v

ko>

b '
fa (g (t,w)
i, per tant, g.p.t.we,

fz (gk(t,m) - f(t,w))? dt —0 ,

k>

i, doncs,
b , P
- t dt———-0,
Jo (g (v) - £(2)) o
d'on

[P (g (t) - £(t))? at—E—>0.
a n ks

Vegem 1'dltima part del lema: considerem la convergeéncia

P

N~

£(t) .

fn(t)

A causa de la mesurabilitat de fn i £, el conjunt
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{(t,w)ela,b]lxq : |fn(t.w) - f(t,w)[ > A}

([a,p])® E -mesurable; doncs, per Fubini, la funcid

O

S

l]vs)

h (t) = PlueQ: £ (t,w) - E(t,w)| > A}

és B([a,b]) -mesurable. Perd h_(t) — 0 puntualment, perd com que
n-+o

<
0sh(t) <1,

pel teorema de la convergéncia dominada,
b (t) at——0
a n !
n->w

i per Fubini,

b _ b _
J‘a h,(t) at = J-a E[I{(t,w)€[a,bJXQ : |fn(t,w)-f(t,w)|>A}(t’w)]dt’

€s a dir, fd"-——*E. en mesura dt ®dP. Per tant, existeix una
n-PCD

subsuccessid {fn" n'21l} i un conjunt A c[a,b]xQ de mesura

dt ®dP zero tals que si (t,w) € A,

f,(t,w) —f(t,w) .
n n'-+w

Tornem a la successid inicial del lema:

P (g () - £(x))? at ——0 ,

n > «

i, doncs,

fg (£ ,(t) - £(t))? dt —2—0 .

n'»> «©
Existird, per tant, un conjunt 0c@, P(0)=0 i una subsuccessid

{fnnr n" 21} de {fn" n' 21},tals que si we¢0 ,

fg (fnu(trw) - f(t,w))z dt — 0.

n" »>o
Com que per a cada o (fora de A) hi ha convergéncia en L?([a,b],dt),

®Xistird una subsuccessié (depenent de w) i B, cla,b] de mesura
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zero tals que si t¢ Bw ,

fn...(t,w)———-——>f(t,w)
n'''+wo

Pero com que per a t fora J'A ,

w
fn...(t,w) _—'—-E(t,w) ,
n'ttesw

tenim

f(t,w) = £(t,w) qg.p.t. tela,b], gq.p.t.weq ,
i per Fubini,

f=f dt®dpP -g.s..B

=

TEOREMA 4.6: Considerem dues martingales M = {MZ, Ez’ zre]Ri} i

N = {Nz, F .z e]Ri} afitades en L? i amb representacid

= 1]
M, IRZ f(x,y) aw “(x,y) ,

N, = [ a(xy) awfxy) .
VA
Aleshores

st . “I (s’ Cyaw) qwl gk
MAN_ = jojogz £(s ,y)dW;)(IO g(x,t')aw,)aw awg,.

DEMOSTRACIO

. . i .1 A
Per simplificar 1'escriptura, escriurem Wl =W, wJ = w2 ,

h -
W' o= W3 i Wk = w4 . Fixem un punt z, de.Ri ; podem suposar

z2,=(1,1). sigui {r™, n,m 21} una successidé de reixes sobre
(0,132 que esdevinguin arbitrariament fines, phe =F?xfg , amb
n _ (.n n _..n_n n - _
Pl = {sl,...,sp +1}, O-sl<52<...<sp +1 1 )
n n

0=t

]

m m m_,m moo_
{tl,.."tq +1}’ l<t2<.‘.<tqm+l 1
m

(SR |
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per alleugerar les notacions suprimirem els superindex minen s, i
i
tj respectivament. Per a z £ (1,1) definim

nm ) M(Al(si,tj))N(Az(si,tj)) =

' nm
(si.tj) €T,

S. t. S. t,
i+l 1 +1 4
) J . foj f(x,Y)dwxde,fol Itjj g(x,y)d&«lf{dwy .

(s.,t.)€ an 1
1’5 z

]

D'acord amb el teorema 2.1,

lim sup E[Isgm

- M*N_|] =0 .
n,m z<(1,1)
Fixem s i 1'index 'i', i apliquem el teorema de Fubini per a les

integrals estocastiques (proposicid 3.9); llavors la suma

I J

G'”m
LRI

t. s. t. S.
1 1 4
OJ US;+1 f(x,y)dwx bwf, ft;+ (.%l g(x’y)dwi)dwy

convergeix uniformement en probabilitat respecte a te[ 0,1] quan

m*>® cap a

S.

! 4
) dt,(jz fol g(x,y)dwidwy) ,

S.
t ' i+l 1.2
foUs Jo.™ £teyranauy
d'acord amb 1'observacid del teorema VIII.15 de Dellacherie-Meyer

[25), ja que

S.

: t i 3.4 . ti 1
(1){joj ° g(x,y)dwxdwy , E oo t2 0} és una martingala
afitada en L2.
i3 S t i+l ldw2 t20} és adaptat
(ii) El1 procés {fofs. f(x,y)dw y % p
i
a Ebt i continu.
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Reordenem l'expressié anterior: Per Itd i Fubini,

S. S.
tert' 1+l 1 2 t' i 3..4
I U fsi E(x,yaw, aw') a., ([ J) g (x,y)an an; )=

S. S.
t 'rUi+l 1.2 i ' 3 a
I5 (5 fsi E(x,y)aw aws [ gx,e)aw Jan;, =

S. S.
t i , 3 i+l ! 241 4
[ U alx, e )amy _Li fy £, y)awiaw, Jaiy,

Aixi, fixat i, per a tot A>0,

t. sS. t. S.
i+l 1.2 +1 i 3.4
P{iiﬁ | {_m fOJJSi £(x,y)dw, aws jt; [o5 gtx,y)awaw, -
= tjerz t
S0 g eand [ e(x, yrawlant ) awd, [} —— o
fo L% gix, X ‘s, o R AR t! moewo
i, doncs, fixats n i s,
t. s, t. S.
i+1 1.2 j+l¢71 304
P{iiﬁ | th f OJ.gi £(x,y)aw awy ftj Jo g(x,y)dw dw
= (si,tj)er‘ st
ot S ' 3 Sis1 t! 2.1 4
o 1 i Jo© glx,t)aw, fsi (Jg f(x,y)dwydwx))dwt,|>x]
Si€Ty s
que tendeix cap a 0 quan m-w .
Anomenem
S 3 Si+l ' 2 1
1 '
h (s,t') = Z‘n [ o7 alx,er)awg fsi Us f(x,y)dwy)dwx,
Siefl s

' s » . .
L'expressié anterior s'escriu
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nm t \ 4
P{ sup !Sst - fo h (s,t )dwt,{>x} —0.

tsl m >

Pel mateix teorema de Dellacherie-Meyer, hn(s,t') convergeix

uniformement en probabilitat respecte a se€[0,1] quan n» cap a

) ' 1 3 '
hs, ') = Jo(fg gbatnaw]) a , (J§ (J £(x,y)aw’)aw)) =

_ s ¢s’ y a3 et , 2 1
= jo(jo g(x,t')dw, fo f(s ,y)dwy)dws, .

Ara, fixat t', el procés hn(.,t‘) és continu i, fixat s, po-
dem prendre una versid de hn(s) Q([O,l])@E:-mesurable. Pel lema

4.4, existeix una funcid h:[0,1]2xQ —R B( o,1] 2) ® F -mesurable,

continu en s i tal que per a tot (s,t'),

¥ t 2 1
n(s,t') = [5(f3" g(x,t)aw) [5' g(s',y)aWj)awy, P -q.s..

A més, com que per a cada s, hn(s,t’) €s ot -mesurable, també

ho sera h(s,t').

Recapitulem els resultats: Hem demostrat que fixats s i n, per

tot A>0,

t 4
P{ sup |s"T - h (s,t')dw.,|>x} —0 .
{ t<l st J'o n t m s ®

Perd pel teorema 2.1 (ii), fixat s

nm .
E [ sup |STF - m*N__|] - >0
[tsll) S5t St nmae



llavors, pels resultats sobre el 1imit iterat en HY (lema 4.2, nota

4.3)
nm _ t \ 4
E [ sup ISge = Jg h(s.tr)aw, | ] —0
i E[sup |[[Ph (s,t')aw?, - m*N | ] ——0
tgl1 ¢ n t st AR

Per la desigualtat de Davis,

> 0 '

E[(f;(hn(s,t') - hn|(slt.))2dt.]l/2]
nn'+ «

i doncs,
ft(h (s,t') - h_,(s,t'))2dt" ———£—~+o
o n 7' n'""’ , ‘
nn'»> o

pero com que per a tot t'

hn(s,t-)——3—~»h<s,t-) )

n + o

pel lema 4.5,

fg(hn(s,t') - h(s,t'))zdt'———3—~»o

n—)oo
d'on

t Oyl P t ) e
Jo h(s,t)aw;, ——[_ his,t)aw;,

n o>«

i, per tant,

gt Oyl
M*N_, = fo h(s,t')aw., .=

COROL.LARI 4.7: Siguin M i N dues martingales afitades en L?

e A,

amb representacid

n m

i=] j=1 st

n . m ~ .
M, = s t J J -
st '21 [Smats T Jlamag + 1 L [y hyeyang - m,

3=1
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n s . m t -~ n m ..
= £. (x)aw> , j
N izl Jq £y (x)aw + 'Zl /s gyap + T ] f hij(x'y)dwié N

st i i1 j=1 Rst 00"
Aleshores
_ t! , -5 s d ik
M*N = h..(s',y)aw> h ' .
st LjiikffRst(Io i3 y yJ(fo ax (X 1) aw )dws,t,
DEMOSTRACIO

Només cal utilitzar que M*N = M°*N° i el teorema anterior.®

NOTACIONS 4.8

En la resta d'aquest paragraf suposarem que les martingales
sén nul.les sobre els eixos. Si M és una martingala afitada en L2,

nul.la sobre els eixos, amb representacid

n m .o~
St 1.7
M., = ) ) [2]- f,.(x,y) aw_aw’ ,
st i=1 j=1 0“0 13 Xy
escriurem
Jj n S i .21
Y'(s,t) = izl fo fij(x,t) aw, , 3=l,...,m,
Ai m t hj . 1
= . . ’ dw y, 1=1, ...,
Y (s,t) z fo flj(s y) o

Pel teorema de Fubini estocastic tenim

15 vhx,t) awt () .

vi(s,y) awd(y) = X

j=1 i

Aquesta escriptura, generalitzacié de la introduida per Nualart

I ~3
—
O
e~

Mst

en [70], permet d'escriure ﬁ de manera molt més concentrada.

Concretament:
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TEOREMA 4.9: Sigui M una martingala afitada en L2, nul.la sobre

els eixos. Amb les notacions anterios

n m

L) Jp Yeunvdey) antdiy) .
i=1 j=1 st

Mst

DEMOSTRACIO

Només cal tenir en compte les relacions establertes en el ca-

pitol II (observacions 2.2, corol.lari 2.3):

M. = M.*M. .
1 1 1

* l *
MiMj = Ml Mj + = M Ml .
! I M L
M. = M. + 2 M.M
R i i% i3

i utilitzar el teorema 4.7. 0

OBSERVACIO 4.10

1 i 0 L4 dk ~
Quan M és de la forma ffdwlJ i N és [gaw , el calcul

de M i ﬁﬁ pot fer-se també utilitzant la formula 4'Itd multidi-

mensional (teorema 1.58). No aixi el de M*N, que s'ha d'obtenir di-

—~ I
rectament, ja que no intervé (sindé a través de MN) en la formula

d'Itd citada.

M una martingala afitada en L2. Amb les nota-

TEOREMA 4.11: Sigui

Cions anteriors

M vi(x,y)¥3(x,y))dxdy .
<M,M>_, = fifg (1 1 fij(x,y)Y (x,y)Y”(x,y))dxdy



DEMOSTRACIO
Es calcula per polaritzacid:

<M,ﬁ> = %(<M+ﬁ> - <M - <M>) .m

§2: Estudi de la implicacid "Si <M,M> = 0, llavors M té

varicié independent del cami" en les filtracions producte

El teorema 2.11 afirma que si M é€s una martingala de gi nul.la
sobre els eixos i amb variacid i.d.c., llavors <M,ﬁ> = 0. Estudia-
rem ara si el reciproc d'aquest teorema €s cert. Veurem que en la
filtracid producte de dos brownians unidimensionals independents

€s cert, perd que en general no es compleix.

TEOREMA 4.12: Considerem n=m=1, aixd és, {gz’ z €B&i}designaré la

fltracid producte de dos moviments brownians independents

w={ws, seR,}i w={w , ter} siguim={m, E,, zcR?]

una martingala afitada en L2, nul.la sobre els eixos. Aleshores,

si <M,ﬁ >= 0, tindrem M = O.

DEMOSTRACIO

La representacid de M sera

- st aw_aw ,

amb £ de L2(RZxQP). Com que
o P00 2 . dxdy < o,
E [ £2(xy)
Per Fubini, g.p.t. s

E [T £ (s,y) dy < =

-135-



iq.p.t. t
E [T£2(x,t) dx < .

D'acord amb la proposicid 1.63, existira una funcid Mlzmi x —R
gtRi,)e F -mesurable, tal que q.p.t. t, el procés { Ml(s,t), seI{J
és indistingible del procés {fs f(x,t)dwx, seI{J ; 1 una funcid
M2:]Rf_ x@ — R B(R? )® F -mesurable tal que g.p.t. s, els proce-
Ssos {M2(s,t), teR, } i {fg f(s,y)d&y, t €R_}sdn indistingi-
bles.

La idea de la demostracid és la seguent: De <M,M> =0 es de-

dueix
(a) f(s,t,w)Ml(s,t,w)Mz(s,t,w) =0, g.p-t. (s,t,w) enk{gg

Com que fixat t, Ml(.,t) és una martingala, mitjancant 1la

utilitzacid del seu temps local, veure que P-qg.s.,
f(s,t,w)Mz(s,tw) = 0, g.p.t. s eﬂg'(respecte <M1(.,t) >);

d'on resulta

0, g.p.t. (s,t,w)GIRi xQ .

(b) f(s,t,w)Mz(s,t,w)
Fixat ara s, Mz(s,.) és una martingala, i utilitzant ara el
Seu temps local, veurem que P-g.s.,

f(s,t,w) = 0, g.p-t. t EIH_(respecte <M2(s,.) >);

d'on finalment obtenim

(¢) f(s,t,w) =0, g.p-t. (s,t,w)éiRi xQ .

Vegem

(a) f(s,t,uﬂMl(s,t,w)Mz(S,t,w> =0 q.p-t. (s, t,w.

En efecte,
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<M,M>Z = J‘IRZ f(X'Y)Ml(X,Y)MZ(X,y) dxdy = O q.s..

Per la continuitat de la variacid quadritica, existeix © c Q

’

amb P(@) - O' tal que si w¢@’ per a tot z, <M,F’I> = O; ir dOl’lCS;
z

existira un conjunt %Dcimi de mesura de Lebesgue zero tal que

si (s,t) €A ,
f(Srt,w)Ml(S,t,w)Mz(s,t,w) = 0,

i com que fMM, és B(R2)® F -mesurable, per Fubini resulta

f(S,t,w)Ml(S,t,w)l"‘lz(s,t,w) = O’ q‘p.t. (S,t,w).

(b) f(s,t,w)Mz(s,t,w) =0, g.p-t. (s,t,w).
En efecte, per (a), fixat t (fora d'un conjunt de mesura zero),
existeix Atc Q, P(Ae = 0, tal que si w¢At, existira Stwc]R+ de

mesura de Lebesgue zero, tal que si s estuﬂ

f(s,t,w)Ml(s,t,w)Mz(s,t,w) = 0,
i, per tant, fixat t 1i fixat weAt,
C
(1) {se]R+ : £(s,t,0)M,(s,t,w) # o} NSe, © {se]R+:Ml(s,t,w)=o}.

També, fixat t (fora d'un conjunt de mesura zero), Ml(.,t)

g . . a
€s una martingala continua (en s); designem per Ll,t(S) el seu

temps local. Existira Ft.cQ, P(Q) = 0, tal que si w%Ft, per a tot

€€IR+,

i

: St (w)
2) IO I{S:Ml(s,t,m)=o}(s)d<Ml( > (w

=f]RLElitI{0} (a) da = O.

Per tant, fixat t(fora d'un conjunt de mesura zero), fixat
’

weAtuFt, per a tot & 20, per (1) i (2)

(s) d<M,(.,t)> <
jg I{S:f(S.t,w)MZ(s,t,w)#O} r1S‘t:w 1 s
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$ IS Tisim (s, t,0)=0) () M (005 = 0,

i, doncs,

C

{s : f(s,t,w)Mz(s,t,w) # 0} n O

te mesura <Ml("t)> zero. Perd aquesta mesura &s absolutament con-

tinua respecte la mesura de Lebesgue, ja que
s
<M1(.,t)>S = fo £2(x,t) dx ,

i, com que St(ute mesura de Lebesgue zero, també tindra mesura

<Ml(.,t)> zero. Per tant,
{s : £(s,t,0)M,(s,t,w) # 0 ]
té mesura <N&(.,t)> zero. Llavors, per a tot §20,
) -
fo f(S,t,w)M2(s,t,w) d<M1(.,t)>S(w) = 0,
i, per tant,
f6 f3(s,t,w)M,(s,t,w) ds = 0,
o} 2

d'on resulta que existeix un conjunt Btwc:R4 de mesura de Lebesgue

zero, tal que si s ¢Bt(u,

f3(s,t,w)M2(s,t,w) = 0,

O equivalenment,
f(s,t,w)Mz(s,t,w) = 0,

i per Fubini

f(s,t,w)Mz(s,t,w) = 0, g.p-t. (s,t,w) .

(c) f(s,t,») =0, g.p.t- (s, t,w).

En efecte, de (b) i del teorema de Fubini deduim que g.p.t. s 20,

= 0, tal que siw¢ D, existira

eXisteix un conjunt D, c amb P(D.)

ero, tal que si t¢E
un Subconjunt de ]R+, Esw,de mesura de Lebesgue 2z . q sw
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f(S,t,w)Mz(S,t,w) = OI

i, doncs,

(3) {t20 : f(s,t,w) # 0} n E: s {tz0 : M, (s, t,uw) = o} .

Fixat s (fora d'un conjunt de mesura zero), Mz(s,.) és una
martingala continua en t. Designem per Lgs(t) el seu temps local.

Existira F_cQ, P(Fs)=0, tal que si w¢F_, per tot t20,

T
(4) IoI{tZO: M2(s,t,w)=0}d<M2(S")>t(w) =

=7 L§S<T,w>z{0}(a> da = 0.

Analogament a (b), com que

_ rte2
<M, (s,.)> = fof (s,y) dy ,

t
deduim de (3) i (4) que el conjunt {t20:f(s,t,w) # 0} té mesura

<M2(s,.)> zero, d'on resulta, pel mateix raonament,

f(s,tw) = 0, g.p.t. (s,tw)e R x .M

Per demostrar que aquest teorema no és cert quan els brownians

no sén unidimensionals (o quan un d'ells no ho é€s) ens calen tres

lemes. El primer d'ells estableix la representacié de les martinga-

les de L? en una filtracié uniparametrica que s'obte a partir

de la filtracid d'un moviment brownia ordinari. La demostracio,que

€s andloga a la de la primera part del teorema 3.12 i sols necessi-

ta modificacions de detall, s'ometra.

LEMA 4.13: sigui W ={ W, teR,} un moviment brownia 1 lg, . ter]

degudament completada. Designem per &

la seva filtracid natural,

la_ g-algebra unid v G i sigui H una o-algebra independent
—— =t -
tz20
m_, g vH, teR} de 12

de G. Aleshores tota martingala M =
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admet una representacid de la forma

M

t
t Mo + IO f(u) qu R
amb £ G vH -mesurable, G, vH -adaptat i

t
E jo £2(u) du<s per a tot t20 .

El segiient lema estableix una propietat de les solucions de

l'equacid diferencial estocastica XdX + YdY = O, amb X e Y martin-

gales locals continues:

LEMA 4.14: Sigui {gt, t G]R+} una filtracid arbitraria que complei-

xi les condicions habituals, i X = {Xt,gt, t e]R+}, Y ={Yt,§t,tel{+}

dues martingales locals continues amb XO=YO=O, i tals que

Xdx + Ydy = 0.

4
t

Llavors si E[X.] <=, tindrem E[Yi]

DEMOSTRACIO

Per la fdrmula d'Itd,

4 t 3 Y x2a x_ .
X, = 4 J, Xgaxg + 6 o x2d Xg

ct

t 3 t 23Y
4 [,y av  + 6 Jg yiavg

Com que
t = (Y vyar ,
JExgaxg = g Yga¥g
tindrem

t 2
fz X2d<x>s = ‘J.O Y d<Y>S .

Definim els temps d'atur
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= inflt>0 : |X t t
T_ = inf{ Ix.[>n 0 |¥ |>n o |5 X2ax_|>n o | [, Y2ay_|>n}.

Aleshores Tn 4 ® quan n-+»,i és una successidé de temps d'atur que

localitza X, Y, Io X3dx, fo Y?daY, i tenim
r Per a tot n2xl.

Per convergeéncia monotona

: ]

4 7 ..
E[v; ]= lim E{YtATn

n-+>ow

OBSERVACIO: Pot demostrar-se una propietat més forta (que no uti-
litzarem): Si X e Y sdn martingales locals continues tals que
XdX + YdY = 0, llavors existeix una constant C tal que E[Yé]gCE[X%].

(Preprint de D. Nualart).

LEMA 4.15: En el cas h=m=1, existeixen dos processos f i g de

Lz(]Ri "Q,g) no nuls, tals que per a tot (x,y) de ]Ri

f(x,y) fz £(x',y)dw(x') + g(x,y) fz g({x',y)dw(x',y) = 0 .

DEMOSTRACIO

Fixem e€>0 arbitrari. Per a qualsevol f:Ing — R de

~

L3R, xQ ’ (l)), a causa de la independéncia entre W i W, el
+

’ 1 2 ’ . .
Procés {fg F(x)aw(x'), E; v Ef x20} és una martingala

i 16 21}de variabes aleatodries
Com que existeix una Successio {En, n l}
independents, Fé vE? _mesurables (i per tant independents de

X
fof(x')dW(x’)) (prenem, per exemple,

- W("‘E_) )r

En = Sign (W(;?) n+l
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existira (vegeu Nualart-Sanz [82]) una martingala local

- 1 2 >
Y = {YS, gsv Ee’ S=O} tal que

Jo G (JE £(x)aw(x"))aw(x) + [Sy av =0 .

Podem elegir ara f de manera que Y siqui una martingala de L?2

Per exemple, sigui K>0 arbitrari i definim el temps d'atur

T=inf{t>0 : lw, [>k} .
Llavors
_rt -
X -fo I[O,T](S)dws = Wear

compleix les condicions del lema 4.14. (XO=O per construccid, i

prenem YO=0, ja que YO es pot agafar de manera arbitraria).

Ara apliquem el lema 4.13 a Y: Existira un procés g gl Vgg-
mesurable, g; vgg-adaptat i amb E [f: gz(s)ds]<w ,
tal que
Y. = [¥ g(x') aw(x')
X o ’
i llavors
£(x) 3 £(x')aw(x") + g(x) J3 g(xnaw(x') = o .
Definim finalment
0 si y<e, 0 si vy<e ,
f(x’y) - g(X,Y) = )
f(x) si vyz2e. g(x) si vy2e .

Clarament f(x,y) i g(x,y) compleixen totes les condicions requeri-

des. B

PROPOSICIO 4.16: Si n>1 (o m>1) existeixen martingales afitades en

L? no identicament zero i amb <M,M> = 0.

DEMOSTRACIO

N'hi ha prou d'estudiar el cas n=2,m=1. Considerem una martin-
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gala afitada en L? amb representacid

M=fp foy)anttony) + [0 gy awtlix,y).
Z Z

D'acord amb les notacions 4.8, sigui

vl(s, ) = IS £(x, t)awl(x) + IS g(x,t)aw?(x) ,
s, ) = 18 (s, pantey)
(s,0) = 5 gs,yrant(y) .

Llavors (teorema 4.11),

> = o (FeunY G y) + g y) Y20, v)) Y (x, y)dxdy .
Z

Perd pel lema 4.14, existeix una solucid no nul.la de 1l'equacid

2

Ly gy =0,

fy

d'on resulta la proposicid.m

§3: La implicacid "Si <M,M> = 0,llavors M és i.d.c." en 1la

filtracidé generada per un drap brownia

Sigui { wz, zemi }un drap brownia. En aquest paragraf designa-
rem per {EZ, zeR2 } 1a filtracidé generada per é11. Seguint la
técnica de Nualart [70] , veurem ara que el reciproc del teorema

2.11 també és fals en aquest cas. Comencarem veient un lema:

LEMA 4.17: Considerem dos brownians independents, 1'un bidimensio-

nal {(Wl W?), seR } , i l'altre unidimensional { W, , teR.},
— s’ "s"’ + t _ +

i dues funcions f i g de L?(RZ xQ,P). Sigui A de R i desig-

nem per X el procés
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- S 1 S 2
X, = A+ fo £(x,t)aw, + fo g(x,t)aw; .

Sigui h:R?Z xQ@ —R B(R?) ® F -mesurable. Llavors si

h.X =0 dx @dy ®dP -q.s.,
tindrem

h{(f%2 + g?) =0 ¢x®dy ®dP -q.s..

DEMOSTRACIO

Es tracta d'un raonament com el de la demostracid del teorema

4.12, utilitzant el temps local de la martingala | X pr SER} i
que la variacid quadratica d'aquesta martingala val
=S f2 S 42
<X 2o —_fo f£2(x,t)dx +_fo g?(x,t)dy .m

PROPOSICIO 4.18: En la filtracid {Ez' zeR2 } generada per un drap

brownia, existeixen martingales M no nul.les,amb <M,M> = 0 i

que no tenen variacid i.d.c..

DEMOSTRACIO

Fixem un punt arbitrari de Ri ; per simplificar suposem que

é€s el punt (1,1). Definim els brownians

w; = /2 w(l(1,0),(s+1,1/2)1), s20 ,
wg = V2 Ww(l(1,1/2), (s+1,1)1) ,  s20
&i = w(1(0,1),(1,t+1)1) , 20,

que sén independents perqué per a tot (s,t), els rectangles

1(1,0),(s+1,1/2)1,1(1,1/2),(s+1,1)], 1(0,1),(1,t+1)] sén disjunts
dos a dos.
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Siguin f i g els processos de la proposicidé 4.16 respecte a

la fitracid producte de les filtracions associades als brownians

(W2,wd) , seRr} i (W, ter).

Sigui D, [0,11x[1,2] i D2:[1,2]x[0,l] . Definim la funcid

‘Y((X't):(S:Y)) /2— ID (xrt)ID (S;y) (f(s_l’t_l)l

(x) (y) +
1 5 [0,11**10,1/2]

+g(s=1,=1)I 0 1 1G0Ty 0 14(0) -

Sigui M la martingala definida per aquest procés:
M, = [f Ringw(g,;) dwgdwc' .

Un raonament mitjangant funcions simples mostra que si (s,t) 2 (1,1),

llavors Mst=0; isi (s,t) 2 (1,1), llavors

1.°1
M_, = | (f(x,y)dw_dw
st Rs-l,t—l Xy

2.01
+ g(x,y)dwxdwy) .
Si (s,t)e€[1l,2]% i xe€[0,1], 1llavors

L,((x,t),s) = fRstW(x,t,g,y)dwEy =

s-1 1 s-1 _
= Ipp,17) Jo U ElEt-)aWL + T () [ g(g,t-]_)dwzg_

-1 (x) vi(s-1,t-1) .

[o,1]
si (s,t) e[1,2)* i ye[0,1],

L,((s,y),t) = fRst\Y(x,r,s,y)dwxT =

- “l _l “l

~1 “5
= 1[0'1/2 ] (Y)Y (S"l,t"l) + I[l/zll](y)Y (s-l,t—l),
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d'acord amb les notacions de la proposicid 4.16.

L, i1, sén nul.les fora de la regid indicada. Llavors

<M,M>_ = IR h(z)dcg,

z
amb
h(s,t) = fifg ¥(x,t,s,y)L,((x,t),s)L, ((s,y), t)dxdy =
= JS L,((x,t),8) (jg ¥(x,t,s,y)L ((s,y),t)dy)dx =
=I§ L2((x,t),s)[§- I[O,l](x) (f(s-l,t—l);(l(s-l,t—l) +

+ g(s—l,t-l)Yz(s—l,t—l)) dx =0,
d'on <M,ﬁ> = 0.

Perd M no te variacidé i.d.c., ja que si Dbé

g 1 ((s,y), )¥(x,t,5,y) dy = O,

per a (s,t)e[0,1]?,
fs Lz((xrt),S)W(x,t,s,y) dx =

1 1
=/2 I[D,l/ijy)f(s_l’t_l)Y (s-1,t-1) + /ﬁ'ﬁ:1/2’1](y)g(s—l,t—l)Y (s-1,t-1) .

Considerant que
v(s,t) = [ 3£(x,t)an’ (x) +[Bg(x, t)aw’ (x)

i que per construccié £ ig sén no nuls; gracies al lema 4.17,
excepte, potser, en y=1/2, 1'expressid anterior és diferent de
zero per a (s,t,w) € CGg(]Ri) ®F , amb C de mesura diferent de

zero, i, doncs, fg L2(x,t,s)Y(x,t,s,y)dx és diferent de zero

sobre un conjunt de Ié%(]Ri) ® F de mesura distinta de zero. Per tant,
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no es compleix una condicid necessaria per a que la martingala

pugui tenir variacidé i.d.c. (cfr. Nualart [70]).8

§4: Martingales no nul.les sobre els eixos

Si la martingala M no és nul.la sobre els eixos, les nocions,
"M té variacid i.d.c." i "<M,M> =0" no estan, en general, relacio-
nades, ja que el caracter i.d.c. depén dels increments lineals de
M ( i, doncs, de MSO i MOt)' mentre que la variacid <M,ﬁ>,sols

depén dels increments rectangulars de M (que no es veuen afectats

per M iM En efecte, existeixen en distintes filtracions

s0 Ot)'
martingales i.d.c. que no tenen <M,M> = 0; la seglient proposicid
permetra demostrar l'existéncia de martingales amb aquestes ca-

racteristiques en la filtracid producte de les engendrades per dos

brownians bidimensional independents (n=m=2).

PROPOSICIO 4.19: Considerem dos brownians bidimensionals indepen-

1 .2 . ~1 52 . . .
dents, {(Ws,ws), s EIHJ i {(wt'wt) ,‘téiRJ', i sigui M wuna

martingala relativa a la filtracid producte, de la forma

12 A1 %) 11
M, = A(ws + WS+ W+ W) o+ fRSt fl(z)dw (z) +

sl f@awtlz) + [ g mantiz) + [ gy(maw??(z) ,
S

st st t

amb f,,f,,g; 1 g, de L?(R2 x2 ,PB). Llavors si M té variacid

i.d.c. i <M,ﬁ> = 0, tindrem
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DMOSTRACIO

Siguin
Y'(s,t) = A+ [3 £ (00wt (x) + [ £ (x,0)aw?(x) ,
2'(s,t) = &+ [2 g (x, 0w (x) + [2 g (x,)awd(x) ,
vi(s,t) = A+ fE g (s, pant(y) + 5 g (s, )an?(y)
z'(s,t) =&+ [5 e (s,yanty) + [F g (s, y)awi(y) .

Com que M té variacid i.d.c. tenim (cfr. Nualart [70]):

le' + glz' =0,

f2Y' + g2Z' =0,

(1)

|
e

le' + fZZ'

~ ~

.le‘ + gZZ' =0 .

D'altra banda, si M° designa la martingala nul.la sobre els

eixos, com que M =M = (M)° ,

= IRZ(fl(Y'_A)(Q'_A) + f2(Y'~A)(£'-A) + gl(Z"A)(§'—A) .\
+ g, (2'-R) (z--3) )axdy =

= A2 fRz(fl(x,Y) + fz(x,y) + gl(x,y) + 92(X,y))dxdy ,

on . 1'dltima igualtat es deguda a (1).
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De <M,M> = 0, dedulm
(2) £+ £, + g, +9, =0 dx®dy ®dP -q.s.,
que juntament amb (1) proporciona
(fl + f2)(Y' -zZ') =0,

(£, + g ) (¥ - z7)

]
o

i aplicant el lema 4.17 obtenim
- 2 - 2) =
(3) (£, + £,)((£,-£,)% + (£, -g,)?) =0,

(4) (£ + g ) ((£,-£,)2 + (g, -g,)?) =0 .

Fixem un punt (s,t,w) de R2 x (fora d'un conjunt de me-
sura zero); escriurem fl en lloc de fl(s,t,w) i analogament f2, etc.;
De (3) deduim que si £,+f, # 0, llavors £1=9; 1 £5=9,; si f,=9,=0,
tindriem £f,=9,, i de (2) resultaria f,+g,=0, d'on fl=gl=f2=gz=0,
que és contradictori amb fl+f2#0. Doncs, fl=gl#0, i, per tant,
fl¥gl#0, que substituit a (4) proporciona fl=f2 i 9,=9,, que junt
amb les consequéncies anteriors, implica f1=f2=gl=g2, que per (2)
dona £,=f,=9,=9,=0, que també és contradictori. Per tant,

£f. +f, = 0, dx®dy ® dP -q.s..
Andlogament, s'arriba a una contradiccid si suposem fl+gl#0.

Tenim, per tant, en cada punt (fora d'un conjunt de mesura

zero),

1
fl+f2 = 0
fl + 9 = 0



i aleshores (1) es redueix a
1 2
fl(s,t)(jg £,(x,t)aw (x) - jﬁ £,(x,t)aw (x)) = 0 ,
que, pel lema 4.17, implica
2 _
fl(s,t) 2f1(s,t) = 0,
d'on resulta

£f. =0, dx ®dy ®dP -g.s..H

COROL.LARI 4.20: En la filtracid producte de dos brownians bidi-

mensionals independents existeixen martingales no nul.les sobre

els eixos, amb variacid i.d.c. i <M,M> = 0.

DEMOSTRACIO

Es evident en virtud de 1l'existéncia de martingales i.d.c
no nul.les amb la representacid indicada a la proposicid 4.19

(cfr. Nualart [70]).m
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RESUM

(Abreujarem martingala amb increments ortogonals per martingala I.0.)

Cas general

a) Martingales nul.les sobre els eixos:

(1)
Forta = I.0. = 1I.D.C. = <M,M> =0

i de totes les implicacions reciproques, excepte de la (1), poden

construir-se contraexemples.

b) Martingales no nul.les sobre els eixos:

Forta =» I1.0. =» 1I.D.C.

i la implicacié I.D.C. = <M,M> = 0 no és, en general, certa.

Filtracid generada per un drap brownia

Martingales nul.les sobre els eixos.

(2) (3) N
Forta &< I.0. = I.D.C. = <M,M> =0

i les implicacions (2) i (3) sén estrictes.

Filtracid producte de filtracions generades per brownians

multidimensionals independents

Martingales nul.les sobre els eixos.

a) n=m=1:

Forta < 1.0. & 1I.D.C. & <M,M> =0 <& M=0
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b) n=2, m=1:

(4)
Forta < M=0 & I1.0. & I.D.C. = <M,M> = 0

i la implicacid (4) és estricta.

c) n=m=2

(5) (6)

Forta <& M=0 <& I1.0. => I.D.C. => <M, fi> = 0

i la implicacidé (6) és estricta. Es un problema obert saber si la

implicacid reciproca a (5) és certa.
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