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INTRODUCCIÓN 

E l presente trabajo fue i n i c i a d o como tm estudio 
de l a s negaciones u t i l i z a d a s en l a s diversas lógicas^ 
tema que fue motivado por l o s trabajos que sobre ló­
gi c a algebraica vienen desarrollándose en e l departa 
mentó de Estadística. Partimos de l a definición de 
negación dada por e l profesor P. de A. Sales V a l l e s 
en /[.14!] y que es una aplicación entre ordenados y, -
en e s p e c i a l , entre retículos, que cumple l a s condici£ 
nes máximas posibles de forma que l a s negaciones u t i ­
l i z a d a s en l a s d i s t i n t a s lógicas sean, casos partícula 
res de l a definición dada. Dichas negaciones han s i ­
do objeto, anteriormente a esta memoria, de v a r i o s -
trabajos de l o s que se han publicado l o s d e l profesor 
F. de A. Sales V a l l e s [ l 4 ] y [ l 8 ] , e l de J . Plá Cl9¡ 
y e l de F. Esteva [20^ . 

La presente memoria parte de estos traba-jos y se 
dedica a l estudio de l a s negaciones en l o s retículos 
completos. En resumen, l o s resultados que se obtienen 
son l o s s i g u i e n t e s : 

En e l capítulo 1 se parte de que l a imagen por 
una negación de un retículo completo es un in f - s e m i -
rretículo completo que contiene a l máximo, y se estu 
dia.. s i , dado cualquier inf-semlrretículo que c o n t i e ­
ne a l máximo, e x i s t e siempre una negación que l o ten 
ga por imagen. La respuesta es negativa, y se dan -

3EEn este sentido^ e l estudio comparativo de l a s ne­
gaciones clásica^ i n t u i c i o n i s t a y cuántica que se hace 
en e l capítulo 1 de G. Bodiou l ^ l l j nos ha sido muy útil 



condiciones necesarias y s u f i c i e n t e s para que l a a p l i ­
cación entre negaciones e inf-semirretículos completos 
q_m contienen a l mázimo, sea I n y e c t i v a , exhaustiva o 
M y e c t i v a . Así se ve que esta aplicacián es tma Myec-
ción s i , "y s<Slo s i , e l retículo es una cadena "finita» 

I n e l capítulo 2 se estu d i a e l conjiinto HCL) de 
todas l a s negaciones que pueden d e f i n i r s e en un retí­
culo completo (Ii, A,\/ ) i En e l apartado 1 se demuestra 
que es un retículo completo que notamos (K(Ii),A,v)» 
En e l apartado 2 se dan condiciones, unas necesarias y 
o t r a l s u f i c i e n t e s , para que^ (K(li.), A , v ) sea d i s t r i b u ­
t i v o e infinitamente d i s t r i b u t i v o . En el apartado 3 se 
demuestra que l a condición necesaria y suficiente'- para 
que ( l { l > ) , A , v ) sea un álgebra de Boole es que {L,Á,V) 
sea un álgebra de Boole atómica, resultado que se com­
p l e t a en e l apartado 4 a l demostrar que toda álgebra de' 
Boole de negaciones es atómica, así como a l h a l l a r l a 
posición ocupada- -por l a complementación d e l álgebra de 
Boole en,el retículo de l a s negaciones. Por - último,^en 
e l apartado 5 se h a l l a una aplicación entre un álgebra 
de Boole y e l retículo de sus negaciones que es mi mo-
nomorfismo r e t i c u l a r , y que nos permite,, por tanto, su 
mergir toda álgebra de Boole completa en e l retículo de 
sus negaciones. 

En e l capítulo 3 se recog:en. y completan diversos r e ­
sultados bailados en los"capítulos an t e r i o r e s sobre" l a s 
negaciones en l a s cadenas completas. Así, en e l cap, 2 

se da una r e g l a para c o n s t r u i r e l supremo de dos nega­
ciones y en este -capítulo se-demuestra'que,sólo es váli 



da para h a l l a r e l supremo de f a m i l i a s f i n i t a s de negar 
clones. También en e l cap. 2 se demuestra que s i un re 
tículo es completo, atómico y d i s t r i b u t i v o , e l retícu­
l o de sus negaciones es d i s t r i b u t i v o y en e l cap. 3^al 
demostrar que e l retículo de l a s negaciones de una ca 
dena completa es siempre d i s t r i b u t i v o , se prueba que 
l a condición dada en e l cap. 2 es sólo s u f i c i e n t e . 

Por último, en una nota se da una demostración d e l 
conocido teorema de oompletación de Mac N e i l l e en e l ca 
so de cadenas, utilissando l o s retículos de negaciones. 

Creo un deber hacer constar mi agradecimiento a l 
Profesor de A. Sales 7allés de quien he r e c i b i d o , 
tanto l a sugerencia del tema por él i n i c i a d o , como l a s 
necesarias orientaciones para l l e v a r l o a término. 

Agradezco también l a ayuda que ha supuesto l a con 
cesión por parte de l a Escuela Técnica Superior de Ar­
q u i t e c t u r a de Barcelona de una dedicación e x c l u s i v a en 
l a Cátedra d e l Grupo I "Matemáticas". 

Debo agradecer también a lOs compañeros d e l Depar­
tamento de Estadística y en e s p e c i a l a J . Plá l a s apor­
taciones y sugerencias a l presente trabajo durante l a s 
discusiones que hemos tenido^sobre este temaren nuestro 
departamento. 

B'-are-e-lona f Jimio 1974 
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CAPITULO 1 

NEGACIONES EN RETÍCULOS COMPijJiTUb.-

1.- NEGACIONES EN CONJUNTOS ORDENADOS Y EN RETÍCULOS, 

l.Á,- Negaciones en oonjuntos ordenados. 

Sea (Sfé.) tm conjunto ordenado. 

Def, Una aplicación z. tS—•S diremos q.ue es una nega­
ción s i se cumple: 
1) S i Ti^j entonces • c . ( x ) ^ 3 ( y ) : 
2) Para todo x<= S es ^ ^ ( x ) ^ x. 

2 
S i además se cumple que 3 = I entonces diremos 
que Z es una negación f u e r t e , 

Prop. 1.1.- Sea (S,í ) un conjunto ordenado y -cuna negación 
en S, Entonces se cumple: 

2 2 
a) n es tm operador clausuraj t a l que -c (S) =:r(S). 
b) Z^-Z. f es d e c i r , z es fuerte sobre e l conjunto 

imagen ziS)» \^^^-s^ 
c) S i S tiene mínimo "o" entonces S tiene que tener 

máximo u ya que por toda negación z l a imagen 
d e l mínimo es e l máximo {z{o) = u ) . 

d) 3 es fuer t e s i , y sólo s i , es una biyección, 
e) S i z es fuer t e y a cubre a b entonces z:(b) cu­

bre a T^ía), 



No clamos ninguna demostración ya que estas propieda-
des son conocidas. Véase por ejemplo P. de A. Sales V a l l e s 

Pef.: 2.1.-» Sea (S,£ ) un conjunto ordenado y "Z, una negg. 
ción de S. Entonces diremos que: 
a) un elemento x£:S es p o s i t i v o respecto a "Z- s i 

t) un elemento x e S es negativo respecto a t. s i 

c) un elemento x£ S es estrictamente p o s i t i v o 
respecto a s i x P^T ( x ) . 

d) un elemento xé.S es estrictamente negativo 
respecto a z s i x -^x. ( x ) ^ - - , 

Notaremos l o s conjuntos de elementos negativos y p o s i ­
t i v o s por N^ y P^ y l o s conjxmtOs de elementos estrictamen­
te p o s i t i v o s y estrictamente negativos por y P-j; • 

Con esta nomenclatura es inmediato que N̂ lí P^^^eS] í:(x)=xj• 

y que P^= P^-(N^A P^ ) y N^- ( N ^ A P ^ ) . 

Prop. 2.1.- Sean Xj^, Xg, x^€S t a l e s que son comparables y 

x^ísf^^ , X g & N ^ n P^ y x^eP^^ . Entonces es 

En e f e c t o i 
S i x^^Xg entonces sería ^•^'^ ̂  ^^1^^^^^2^ ~ ^2 ®" con­

tradicción con e l lieclio de ser x^^Xg. 



S i X g ^ x ^ entonces sería Xg =̂  tCxg) :é t:(x^) <r x^ en 

contradicción con e l hecho de ser -̂ 3* 

Prop. 3.1»- Sea ( S , ^ ) nn ordenado y z u n a negación en S. 
Entonces se ciample: 
a) üTĵri P^ es un conjunto totalmente desordenado, 

h) I 2- ®2 un. i d e a l de orden y P̂ . un f i l t r o de 

orden. 

Prop. 4 .I." Sea (S,á) un ordenado y z una negación en S. 
Entonces: 
a) T ( P ^ )C%^ 

h) Z(Ñ^ ) C P ^ 

En efecto: 
S i X6 P-g; entonces z ( x ) < x de donde por ser Xjig;: (x) 

• 2 
tenemos ^ (x) <r x ^ z (x) es d e c i r ^ ( "21 (x)) >Z. (x) de donde 
•2i(x)€Ñc . 

S i X€Í£ entonces Z (x)> x de donde 2: (x) )J¿ E (x) 

es d e c i r Z, (x)<S. Pj^ . 

Co r o l a r i o 1.1.- Cualquiera que sea l a negación z. def i n i d a en 
un ordenado ( S , ^ ) nunca puede darse que: 

a) P2: / i2Í y Ñ ¿ = j2Í. 

b) P^r: 0 y Ñ^;^;^. 



Limitándonos a l caso de l a s cadenas tendremos que, 
a l ser todo par de elementos comparable, dada una nega­
ción "Z: todo elemento de l a cadena debe ser de uno de -
l o s subconjuntos ó j Pg;^ debe ser vacío o 
u n i t a r i o . Con estas consideraciones y teniendo presentes 
l a s proposiciones anteriores son inmediatas l a s s i g u i e n ­
tes proposiciones. 

Prop. 5*1.- S i Z es una negación en una cadena ( S , ^ ) en 
tonces debe o c u r r i r uno de l o s t r e s casos s i 
guíentes: 

a) M^j¿0, Pj. ¡á0 y H^aPx = i ^ , 

h)ñ^7^0,f^0 yH^APj.={a}. 
c) i ^ ^ ; ^ ^ ~^ ^ N^APj^ En este caso 

l a negación está d e f i n i d a de l a forma t.(x)=a 
para todo x eS, 

Prop, 6.1.- S i es una negación fuerte en una cadena (S, ¿i.) 
entonces debe darse uno de l o s dos casos s i g u i e n 
tes: 

&)E^^0,F^^0 y N^AP^ = 0. 

1D)Ñ^^0,F^^0 y IÍ^AP^=ía}. 

siendo K -j^ y P.̂  dos conjuntos isomorfos r e s ­

pecto a l o s órdenes duales. 

La proposición 6.1 nos dice que para poder d e f i n i r una 
negación fuerte en una cadena tenemos que poder d i v i d i r l a -
en dos subconjuntos P y N, cuya intersección es vacía o u n i 
t a r i a t a l e s que: 



1) Toáo elemento de N es menor o i g a a l que todo 
elemento de P» 

2) N y P son isomorfos respecto a órdenes duales. 
Por tanto, podríamos d e c i r que toda negación fu e r ­

te en una cadena es una simetría con centro de simetría 
a s i N^A Pz. = £ a | ó s i n centro de simetría s i lí^fW- =^0» 

I.B.- Negaciones en retículos. 

3ea (1,A ,V) un retículo y sea z, una negación en L. 

Def. 3 . 1 . - Diremos que una negación Z áe h ea un_antimor-
fismo s i para todo x, y e L es: 

•Z,(xs/j) = Z ( x ) A c ( y ) y z:(x/vy) ==X(x)VZ(y), 

Prop. 7 .1 . - Sea (L,A , V ) un retículo y z una negación de- . 
f i n i d a en L. Entonces: 
a) Para todo x , y 6 L se cumple: 

Z ( x v y ) = x(x)A?:(y) y z ( x A y ) > z (x)V£(y). 
to) La antiimagen de un elemento B€ZÍL) es un 

sup-semirretículo de 1 con máximo Z ( a ) . 
c) S i 2r es una negación fuerte entonces Z es 

un antimorfismo. E l reciproco no es c i e r t o , 
en general. 

d) S i es un antimorf ismo entonces X (L) es un. 
subretículo de (L,A ,V ). E l recíproco no es 
c i e r t o , en general. 

e) S i ̂- es un antimorf ismo l a antiimagen de un 
elemento a € Z(L) es un subretíoulo de Ii con 
máximo z C a ) . 



f ) S i r es l i l i antimorfismo y (I»,A,V ) es 
xm álgebra de Boo'le entonces es xm 
álgebra de Boole con mínimo z (u) y máxi 
mo u, por l o que es subálgebra de . (L,A ,V ) 
s i ^ y sólo s i , zin) = o. 

La demostración de estas propiedades de l a s negacio­
nes son'inmediatas s i se,parte de un conocimiento'de l o s 
resultados del trabajo d e l Dr. f . de A. Sales T a l l e s 
Por ^e l l o no damos ninguna demostración de l o s mismos arin­
que l o s enunciamos puesto que nos serán útiles más. adelan. 
t e . 

2.- lEGACIOMES EN RETÍCULOS COMPLETOS. 

Sea (L, A , V ) un retículo completo .con máximo u y 

mínimo c. 

Prop. 1.2.- S i (L, A ,V ) es un retículo completo entonces: 

En efecto: 
a) Yeamos que "Zi ^n^^ "-rík̂  (x)) para todo H C L. 

a) Z ( V x ) = A { Z ( x ) ) para todo HCL. 

^5 ^ ^ x & ^ > ^ x V ^ ^ ^ ) > -



- X ¿ V„x para todo x eH de donde "C-íx)? ( v x) 
XéH xtü 

y como esta desigualdad es c i e r t a para todo x e H será; 

A ^ ^ W ^ Z ( V ^ x ) (1). 

- X > A X para todo x de L; luego z(x)¿z{ 
Xfen XtJti 

y como esta desigualdad es c i e r t a para todo X 6 H será, 

2 2 Pero X ¿ z: (x) para todo x e H , de donde v„x ¿ (x) ^ ' xeH XfcH 

Teniendo presente (2) r e s u l t a : 

xen"^^ xéH^^^^^^^- ̂ ^xéH^^^^^ donde: 

^ ( x ^ H - ) ^ ' - ^ ' ( x ^ H ^ W ) ^ , ^ ^ Z ( x ) (3) 

( l ) y (3) demuestran e l resultado "buscado, 

b) Para todo xé.H es x 5̂  A x de donde •zix):á Z ( C^„(x). 
X c ^ XcJd Luego 

Prop» 2«2.- S i (L, A ,v ) es un retículo completo entonces 
Z ( L ) es un inf-semirretículo completo de L 
que contiene a u, y por tanto un retículo com 
p l e t o , aimque en general no es subretículo de 
(L, A , V ) . 

En efecto: 
Del resultado a) de l a proposición 1,2 se desprende 

que z (L) es un inf-semirretíiculo completo de L y de l a 
proposición 1.1 c) de este capítulo, que u 6 Z ( L ) , Por -
tanto z ( L ) es un retículo completo en e l que e l supremo 



está definido de l a forma: 

^ j j X =^h[je ZÍL)\ J5:X,VX€HV para todo H e Z ( I . ) . 

Además, en general (2.(1),A no es subretículo 
de Cli,A ,V ) como puede comprobarse en e l siguiente ejem 
pío: . ' 

Sea (L,A ,V ) e l retículo dado por e l grafo adjunto 
y sea Z l a negación d e f i n i d a de l a forma: 

Z ( u ) = o, r(a)=b, z. (b)=a, z. (o)=ía, •2i(c)=o. 

1^ Es inmediato que Z es una negación y que 
Z ( I ) es e l retículo completo dado por -
e l grafo adjunto. 
Entonces es eTidente que ( 2:(L),A ,V ) 
no es subretículo de (L, A , V ) ya que: 

Z{Li) a v b = c /¿ u = a v b . 

Prop. 3.2.-- S i L es completo l a antiimagen de un elemento 
a es un sup-semirretículo completo con máximo 
t ( a ) . 

En efecto: 
Sea H = £x6 1 zix) = a ^ y sea PC H entonces es: 

"^^xeP^^ "x'^P^ "xeP ^ ^® VpX6H es d e c i r 

H es un supsemirretículo completo. Además s i x éH se cum­
p l e : 

2 
X ̂  Z. (x) = Z(a) de donde •z.(a)5^x para todo x <sH 



Por último c ( a ) e H pues s i a g zils) es z (a) = a. 

Sabemos que e l cuadrado de una negación es una c l a u ­
sura y que para l a s clausuras, l a aplicación que hace co­
rresponder a cada clausura su imagen nos define una biye£ 
ción entre l a s clausuras y l o s inf-semlrretÍGulos comple­
tos que contienen a u*. Acabamos de ver por o t r a parte 
que l a imagen por una negación de un retículo completo es 
un inf-semirretículo completo que contiene a u. Vamos a 
estádiar que octirre con e l recíproco. 

feorema 1.2.- Dado un retículo Ii y un inf-seairretículo 
B' completo y que contenga a u ex i s t e n tan­
tas negaciones "2̂  t a l e s que = ü' como 
negaciones fuertes pueden d e f i n i r s e en e l -
retículo completo ( l i ' ' , A ,"Y"). 

En. efecto: 
Sea Z-j^ una negación fuerte d e f i n i d a en ( l i ' , A , V ), 

Veamos que podemos d e f i n i r una negación T en 1 t a l que 

Definimos para todo x de I» l a aplicación: 

Zix) = V{t^(y)( y e l i % J^x} = Z.^i ̂  i^jeli'\j >:x} ) 

Es inmediato que s i x éll' entonces z.(x) = '̂ .̂̂ "̂ ^ '̂ ^̂  

2:(I») = I»' puesto que para todo x s l e s x ( x ) € E ' pues 
es inf-completo. 

js Véase, por ejemplo, M. Ward^.'^l Ó J» Morgadot-^O'J , 



Veamos q.ue l a aplicación X d e f i n i d a es una negación en EÍ 

a) S i x£,j es inmediato que "2.(x)^Z ( y ) . 
b) S i xéüj entonces xé¡.Z^{x) ya que: 

Por ser Z(x)£Ij' es 

Z^{x) =z^{z{x)) =2:3^(V | ^ ^ ^ ( y ) | y e i . ' , y ^ x j ) = 

= A|x^(y) |yei .% j^x • 

Pero para todo y de L' con ygjx es X2^(y)5í-y>x de donde: 

/r^(x) = A ^ z f ( y ) | yél.', y^xl^AÍyei'ly^xl ^ X . 

Veamos por último que esta negación es única; 
Supongamos que, dada una negación Z^^ fuer t e en L' e x i s ­

t i e r a n dos negaciones Z./̂  en I t a l e s que ¿/L) =2'(L)=íL' 

y que a l a vez ZJ B/- z ' j l ' p ^ ^ . Por ser g:/ ̂ ' existirá 
por l o menos un x e L t a l que Z(x) / z ' C x ) de donde a l ser 
Zix) y z'(x) de L'es: 

• l ( x ) =:2^(Z(x)) / ^^(Z '(x)) = Z ^ ( x ) por ser S"^ una 
2 '2 2 '2 

negación fuerte en Lí luego z ^ X ? pero -z. y z: son 
dos operadores clausura que tienen e l mismo conjunto imagen 
l o que contradice e l resultado enunciado a l p r i n c i p i o de QQ 
te apartado de que e x i s t e una biyección entre clausuras e 
inf-semirretículos completos que contiene a u (a cada c l a u ­
s u r a d se l e hace corresponder ^ ( B ) ) . 

Por o t r a parte dada una negación Z en l i e s inmediato 
que Z es una negación fuerte en Z (ü) puesto que "2:3= Z« 

„2 



Corolario 1.2.- En tm retículo completo L s i tina nega­
ción T: es \xn antimorf ismo entonces, en 
general, e l antimorfismo no es c i e r t o 
para l a s intersecciones i n f i n i t a s . 

En efecto: 
Veamos un. contraejemplo: 

Sea I e l i n t e r v a l o [^-5,51 de l a r e c t a r e a l que con e l ín­
fimo y e l supremo usuales es un retículo completo y sea -
l a negación z que se obtiene como extensión única (por e l 
teorema 1.2) de l a negación fuerte d e f i n i d a en e l i n f -
semirretículo completo que contiene a l 5, 
I'= £-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5 }, por ^^(a) = -a. 

Es inmediato que por ser e l retículo una cadena es 
un antimorfismo y en cambio tomando e l subconjunto (2,3) 
es: 

Z ( A£xe (2,3)i ) = •^(2) = -2 y en cambio 

X 6 ( 2 , 3 V ^ ^^^^ ''xé(2,3)t""̂ } ̂ 'í'"̂ } P^^sto que para todo 

X €(2,3), -c(x) = r-ĵ ( Â ^ y e L ' j y $r x}) = Z^(3) =-3. 

Coro l a r i o 2.2.- S i L es completo y "C es un antimorfismo 
entonces c ( L ) no es en general un sub­
retículo completo. 

En efecto: 
Sea L e l i n t e r v a l o ¡j-5,5lde l o s real e s y sea 

L'= [-1,1) f { 5 j-que es un inf-semirretículo completo que 
contiene a l 5; sea 'Cía negación de L obtenida como exten 
sión de l a negación "c^ fuerte d e f i n i d a en L' por 

•Z;^(-l)=5, •C^(5)=-l y Z^(x)=-x para todo x d ( - l , l ) . Enton 

ees como en e l caso a n t e r i o r es un antimorfismo y en 

fífiTTil-í-í n Tt' nr» fts iin pnih-pfi-h-ímil ri notmnl o+n vn nn» 



3.- RELACIÓN ENTRE INF-SEMIRRETICÜLQS COMPLETOS QUE CONTIE­
NEN AL mXIMO, OPERADORES CLAUSURA Y HEGACIOHES. 

Como consecuencia d e l teorema 1.2 se nos plantea e l 
problema de estudiar cómo es l a aplicación entre i n f - s e -
mirretículos completos que contengan a u y l a s negaciones 
que l o s tienen por imagen o entre negaciones y clausuras 
puesto que entre l o s inf-semirretículos completos que -
contienen a u y l a s clausuras e x i s t e una biyección. S i 
llamamos N(L) a l conjunto de l a s negaciones de L, Y(L) 
a l conjunto de inf-semirretículos completos que contiene 
a u y A (L) a l conjunto de l a s clausuras de L l o que yre 
tendemos estudiar es de qué t i p o son l a s a p l i c a c i o n e s : 

f:N(L) fY(L) y f-j_:N(L)- ' - - A C L ) 

Z f-f(í:)=2(R) z __^f^(-¿)=-¿2^ 

Prop. 3.~ Una condición necesaria para que f sea i n y e c t i -
va es que L sea una cadena. 

En efecto: 
S i L no es una cadena deben e x i s t i r por l o menos dos 

elementos a,b6L t a l e s que no son comparables; entonces 
L'= - aAb,a,b,uj- es un inf-semirretículo completo y en él 
pueden d e f i n i r s e dos negaciones fuertes ^-]_ 7 ^2 ^̂ '̂ -̂̂  

por: 



a Ab ^gíu) = a 

a ZgCb) =í b 

b -CgCa) ~ a 

u ZgCaAb) = u 

Luego por e l teorema 1.2 e x i s t e n dos negaciones Z^^ X 2 

de I ( L ) t a l e s que Z£(I«) = ^ 2 ^ 1 ) ~ L ' por l o que f no será 

i n y e c t i v a . 

Prop. 2.3«~ Una condición necesaria para que f sea epiyec-
t i v a es que on e l retículo completo L no e x i s ­
t a ningún- inf-semirretículo completo que 'con— 
tenga a u d e l t i p o ( 1 ) ó ( 2 ) . 

En efecto: 
Tanto en un retículo de l t i p o ( 1 ) como d e l t i p o ( 2 ) 

no puede d e f i n i r s e ninguna'negación fuerte pues por una 
negación fuert e l o s átomos y antiátomos deben correspon­
derse biyectivamente y en ( 1 ) y ( 2 ) no es posible hacer­
l o . Luego s i en un retículo L e x i s t e un infsemirretículo 
completo que contenga a u d e l t i p o ( 1 ) ó ( 2 ) no existirá 
ninguna negación z; t a l que X^CL) = L' pues para e l l o de­
bería e x i s t i r , por e l teorema l'.-2, una negación f u e r t e 

Z^^Cu) = 

z^^Cb) = 

Z-{aAb) -



en L'. Por tanto en t a l caso l a aplicación f no será 
ep i y e c t i v a . 

C o r o l a r i o 1.3«- La condición de l a proposición 2.3 es 
equivalente a d e c i r qne s i 8.,h son de 
L y no son comparables entonces a A b=o 
y a y b =m. 

En efectos 
^ a) S i en L ex i s t e n dos elementos no comparables 

a,b t a l e s que a A b / ^ o ( a v b / ^ u ) entonces 
L'= |o,aA b,a,b,n I (L'= ̂ a Ab,a,b,a vb,u} ) es nn i n f -
semirretículo completo que contiene a u y es d e l t i p o 
(2) ( ( D ) . 

b) Por otra parte s i para todo par de elementos 
no comparables a,Ta de L es a Ab = o y av b = u es e v i ­
dente que en L no ex i s t e ningún inf-semirretículo com­
pleto que contenga a u d e l t i p o (1) ó (2). 

Co r o l a r i o 2.3.,- La condición de l a proposición 2,3 es 
equivalente a d e c i r que e x i s t e en L-^o,! 
lana partición formada por una f a m i l i a 
' ^ i j i 6 I cadenas t a l e s que todo par 

de elementos pertenecientes a dos cadenc 
d i s t i n t a s son incomparables. 

En efecto: 
a) S i L cumple l a condición de l a proposición 2.3 

entonces l a relación d e f i n i d a en L - £o,u} por: 
a sb sí, y sólo s i , a es comparable con b 



es mía. equivalencia puesto que: 
Es r e f l e x i v a ya que a = a es c i e r t o para todo a de L- £o,u]--
Es simétrica pues es inmediato que s i a ^ b es b ^ a . 
Es t r a n s i t i v a pues s i as"b y b=c entonces a^.c ya que 
s i as.b j hso entonces se cunple: 
- O bien a Ss-b y b ^ c en cuyo caso es a>c y, por tanto aac 
- O bien a éb y h en cuyo caso a-éc y, por tanto a s c j 
- O bien a>b y b-ccc en cuyo caso a debe ser comparable 

con c ya que en caso c o n t r a r i o a y c serían incompara-
l^les y a Ac ̂ b ^ o l o que está en contradicción con que 
L cumpla l a condición de l a proposición 2,3 segán vimos 
en e l c o r o l a r i o 1.3» 

- O bien a-¿ib y b>c en cuyo caso a y c deben ser compara­
ble s ya que en caso c o n t r a r i o a y o serían incomparables 
y a Sh u en contradicción con l a hipótesis de que £^ 
cumple l a condición de l a proposición 2,3 segán vimos en 
e l c o r o l a r i o 1,3» 

Luego s- es una equivalencia en L - |o,u}- y por tanto tene­
mos una partición de este conjunto en cl a s e s ; pero estas -
clases están formadas por elementos comprables y, por tan ­
to son cadenas y dos elementos de dos clases d i s t i n t a s no 
pueden ser comparables, 

b) S i e x i s t e n una f a m i l i a de cadenas |̂ Ĉ |> que 

forman una partición de L - | o , u j y t a l que dos elementos 
de dos cadenas d i s t i n t a s no son comparables, entonces l a 
relación de equivalencia d e f i n i d a por esta partición es: 
a s b s i , y sólo s i , a y b son áe una misma cadena es 

d e c i r s i y sólo s i a y b son comparables» Luego s i a y b 



son dos elementos no comparables es que son de y de 

con i 3 y como l o s elementos de dos clases d i s t i n ­
tas no son nnnca comparables es que a A b = o y a v b = u 
l o que por e l c o r o l a r i o 1.3 nos dice que L cumple l a pro 
piedad de l a proposición 2.3» 

Prop. 3.3»~ Sea (L,A ,V ) un retículo completo que cum­
ple l a condición de l a prop, 2.3 y sean 

l a s cadenas d e f i n i d a s en e l c o r o l a r i o 2,3 y 
que forman una partición de L- {o,uJ . Inton 
ees l a condición necesaria y s u f i c i e n t e para 
que f sea exhaustiva para L es que l o sea pa 
r a cada cadena C.=C. u f o,u*l • 

En efectoí 
a) S i f es exhaustiva para L l o es para cada 0^ ya 

que: 
Por ser l o s subretículos completos de L, cualquier i n f -

semirretículo completo C de un l o es de L por l o que 

s i L se ctmple que f es exhaustiva debe e x i s t i r una nega­
ción <: de I. t a l que ziL) = C , Luego z\C' es una nega­
ción fuer t e en C'C por l o que e x i s t e una negación z' 

de t a l que ^'(C^) = C' extensión, por e l teorema 1,2, 

de Z|C'. Por tanto f es exhaustiva para cada C^. 

b) Supongamos que l a aplicación f es exhaustiva para 
todo y que L' es un inf-semirretículo completo de L que 

contiene a u. Entonces L'A = 0^ es uh infsemirretíoulo 



completo q.ue contiene a u de Ĉ ' por l o que, por ser f 

exhaustiva para e x i s t e una negación de t a l 

que Z.(C.) = C'. Entonces en L podemos d e f i n i r l a a p l i 

cación z de l a forma: 

z (x) = ^j^(x) siendo i e l subíndice necesario para 

que 2 6Cj_» 
Es 4-iiinediato que Z es una negación por l a forma cómo 
ha sido construida y que Z ( L ) - L*» Luego l a aplicación 
f para L es también exhaustiva» 

Las proposiciones 1.3 y 3*3 nos inducen a e s t u d i a r 
cómo es l a aplicación f en e l supuesto de que L fue r a -
m a cadena completa. 

Prop. 4.3." S i em una cadena completa C se pueden cons­
t r u i r con origen en un elemento a dos suce­
siones, una estrictamente c r e c i e n t e y l a 
ot r a estrictamente decreciente, entonces f 
no es i n y e c t i v a . 

En e f e c t o : 
Sea a = b^<b„< b-< ....-¿rb < ... l a sucesión c r e -1 2 3 n 

cíente y a = a^> a2> a^> •.. >^^> la- sucesión decre­

ciente y sea a ~^^^±* Entonces 

L*'=4a,..a •. .a^,a,b„,.. .b ,.o VL] es un in f - s e m i r r e tí-

culo completo que contiene a u y en él pueden d e f i n i r s e 



más de una negación fuerte} por ejemplo pueden d e f i n i r ­
se l a s Zg, dadas por 

•c^(a)=u •r2{a)=u x ^ ( a . ) ^ 

^ l ^ ^ i ^ = \ iéH-{l} ^ ( a i ) = V i i N-[l,2] ¡:̂ (â )=b̂ ^̂  i e M 

^^(a)=a Z2(a2)=a r^(a)~b2 

7L^(u)=a •^Ca)=a2 2:^(b2)=a 

^^(b.)=a^ Í6N-.|1} 22Í\^=^i*l ^^N-M ^ - 3 ( t > i ) - a . ^ i i e H ^ 
^ ( u ) = a 2:^(u)=a 

luego, por e l teorema 1.2, tendremos por l o menos l a s t r e s 
negaciones z^i Xg, r.^ extensiones de x^, i g , 2^ t a l e s 

que '2^(1') - ̂ 2^^^ ~ ^^-^^ ~ tanto f no es i n y e c — 
t i v a en I . 

Prop. 5.3.~ En una cadena completa G, una condición necesa­
r i a para que f sea exhaustiva es que no pueda 
co n s t r u i r s e ninguna sucesión que sea e s t r i c t a ­
mente c r e c i e n t e o decreciente. 

En efectos 
a) S i e x i s t e una sucesión estrictamente creciente 

a. ̂ a„< ... <a < ... de elementos de C, entonces 1 <; n , 

i'-^a ^ ^ y a ^ , •.. ,a^,.., , u j es un inf-semirretículo completo 
que contiene a u y en él no puede d e f i n i r s e ninguna n e g a ­
ción fu e r t e pues en I i ' e x i s t e n átomos j no ha;y ningún a n t i ­
átomo. 

m Heouérdese e l resultado de l a prop. 6.1 de este capítulo. 



b) S i e x i s t e xma. sucesión estrictamente decreciente 
a^> a2> ., > a^>... con ínfimo a -^¿^^^t entonces 

!('= I^a,.. ,a^,a^ ^/..a^ta^jUJ es un inf-semirretículo com­
pleto que contiene a u (en r e a l i d a d es un subretículo com­
pleto que contiene a u) y en él no puede d e f i n i r s e ninguna 
negación fuerte puesto que en L' e x i s t e un antiátomo, a£, y 
ningún átomo. 

Luego en ninguno de l o s dos casos puede encontrarse una 
negación fuerte para e l inf-semirretículo L'; por tanto, por 
e l teorema 1,2, no e x i s t e en ninguno de l o s dos casos una ne 
gación Z de L t a l que ^ (L) =1', es d e c i r f no es exhausta, 
va. 

I s un e j e r c i c i o fácil probar l o s dos lemas siguientes 
que u t i l i z a n e l lenguaje de l a topología de l o s i n t e r v a l o s 
abiertos en l a s cadenas. 

Lema 1.3.~ Una cadena completa es f i n i t a s i , y sólo s i , no 
tiene puntos de acumulación. 

Lema 2.3,-' S i una cadena tiene un punto de acumulación puede 
d e f i n i r s e en e l l a una sucesión estrictamente c r e ­
ciente o decreciente. 

Prop. 6.3.- La condición necesaria y s u f i c i e n t e para que f 
sea una biyección es que L sea una cadena f i n i ­
t a . 

En efecto: 
Por l a proposición 1.3 s i L no es una cadena f no es 



i n y e c t i v a por l o que no será nuncav una biyección. S i L 
es una cadena completa que no es f i n i t a de l o s lemas 1.3 
y 2.3 se puede c o n s t r u i r una sucesión estrictamente cre­
ciente o decreciente l o que por l a proposición 5.3 impl¿ 
ca que f no es exhaustiva. Luego sólo nos queda demostrar 
que f es b i y e c t i v a s i L es una cadena f i n i t a . Pero, s i L 
es f i n i t a , l o s inf-semirretículos que contienen a u son 
todos l o s subconjuntos de L que contienen a u, por l o -
que demostrar que f es b i y e c t i v a equivale a demostrar que 
dada cualquier cadena con un niímero f i n i t o de elementos 
se puede d e f i n i r en e l l a una y sólo una negación f u e r t e ; 
e l l o es evidente puesto que s i L'= ^a^,a2,..a^,uj es -

una cadena f i n i t a con a^< o.^ a^< ,.,a^<u entonces, t e ­
niendo presentes l a s proposiciones 1.1 e) y 6,1 y sus -
consecuencias, toda negación fuerte en L' debe cumplir 
que: 

a) E l transformado d e l mínimo debe ser e l máximo, es 
d e c i r 

^(a^) = u 

b) Todo elemento que cubre a otro debe transformarse 
en uno que sea cubierto por l a imagen d e l primero. 
Luego debe ser forzosamente 

Por tanto s i L es una cadena f i n i t a para cada i n f -
semirretículo completo que contiene a u e x i s t e una nega­
ción fuerte ánica l o que nos dice , por e l teorema 1.2, 
que e x i s t e una ánica "2. cuya imagen por f es e l in f - s e m i ­
rretículo dado. 



C o r o l a r i o 3»3»- S i L es una cadena f i n i t a con n elementos 
pueden d e f i n i r s e ' en e l l a 2̂ "*̂  negaciones 

En efecto: 
S i L es una cadena f i n i t a por l a proposición 6.3 

exist e n tantas negaciones como infsemirretículos comple­
tos que contienen a u. Por ser L cadena f i n i t a todo sub-
conjunto que contenga a u es inf-semirretículo y c o n t i e ­
ne a u| por tanto habrá tantas negaciones en I» como sub-
conjuntos de 1 que contengan a u, es d e c i r , como suboon-
jTHitos de L-£uj- y, como L- |̂ u|- tiene n-1 elementos, 

tiene 2̂ ""'̂  subconjtmtos. 

Para notar cada una de estas negaciones pondremos Z,, 
xi 

donde H es e l sube on junto de L- |.u} que define l a negación; 
luego Z „ es l a negación d e f i n i d a por Z^CE) = H 'J í u} • 

n n <- j 
Ejemplo.- Sea l a cadena C =j>u,a,b,o} con u>a'>'b>o. 
l a s negaciones que pueden d e f i n i r s e en e l l a serán l a s 2 =8 
sigu i e n t e s : 

V ^{a} ' {b }' ^o } ' i a, b >»^{a, 0} ' - {b, o} ' \ a , b, o 
Para f a c i l i t a r l a notación escribiremos Z, ̂  en vez de ¿ ̂  y 

Z. en vez de Z-1 i • a {a} 

3E También se pueden d e f i n i r 2 clausuras. 

«K Esta nomenclatura se continúa u t i l i z a n d o en aquellos ca­
sos en que "C (1) es una cadena f i n i t a . En t a l e s casos "Zrr 

se r e f i e r e a l a extensión por e l teorema 1.2 de l a única 
negación fuer t e que puede d e f i n i r s e en H t> ^ . 



C o r o l a r i o 4.3»- una condición s u f i c i e n t e para que.f sea 
i n y e c t i v a es que E sea una sucesión es­
trictamente c r e c i e n t e . 

En efecto: 

Es evidente que en L hay xin átomo a^ y ningún antiátomo por 

l o que no podremos d e f i n i r ninguna negación fuer t e en L. 
Por,otra parte todo inf-semirretículo completo de L que 
contenga a u ó es una subsucesión i n f i n i t a de L con lími-

f u e r t e , ó es f i n i t a en cuyo caso, según hemos v i s t o en l a 
proposición 6.3» e x i s t e ixna y sólo una negación f u e r t e . 
Luego f es i n y e c t i v a estrictamente pues dado un i n f - s e m i ­
rretículo completo C' que contiene a u e x i s t e como máximo 
una negación "2. t a l que ^ ( L ) = C . 

Co r o l a r i o 5.3«- Una condición s u f i c i e n t e para que f sea 
i n y e c t i v a es que L sea una sucesión estri£ 
tamente decreciente con ínfimo cero. 

Su demostración es i g u a l que l a a n t e r i o r . 

Resumiendo l o s resultados obtenidos en este apartado 
tenemos: 

Teorema 1.3.- S i (L,A,V ) es.un retículo completo con ma­

cón a., «c a„< a.-áC •. • a <• .. u-̂  

te u, para l a c u a l no podemos d e f i n i r ningiina negación 

ximo u y mínimo o l a aplicación f entre nega 
cienes e infsemirretículos completos que con 
tienen a u d e f i n i d a por f{z.) = x ( L ) es: 



a) Exhaustiva s i , y sólo s i , Ir-[^o,u} es 
unión de una f a m i l i a de cadenas f i n i t a s 
y disyuntas ÍC.l t a l e s que dos e l e -l i j ^ g j 

mentes de dos cadenas d i s t i n t a s no son 
comparables» 

b) B i y e c t i v a , s i , y sólo s i , Ii es una cade 
na f i n i t a . 

En efecto: 
Es consecuencia inmediata de l a proposición 3»3 y de 

l a proposición 6.3» 

líos resultados obtenidos son a p l i c a b l e s , como ya d i ­
jimos, a l a aplicación f-̂ ^ entre 1 ( 1 ) y A (R) d e f i n i d a por 



CAPITULO 2 

EL RETÍCULO DE LAS NEGACIONES DE UN RETÍCULO COMPLETO 

1.- RETÍCULO DE LAS NEGACIONES DE UN RETÍCULO COMPLETO. 

Sea (L,A,v) tm retículo completo con máximo u y mínimo o. 

Def. 1.1.- Dadas dos negaciones 2^, de L diremos que Zj^áZ^ 

s i , y sólo s i , Z^íx)^ 2^2^^) para todo xóL. 

Es,inmediato que esta relación es una relación de orden en e l 
conjunto de l a s negaciones de L. 

Prop. 1.1.- Sea £z^)iélj un conjunto de negaciones de L. 

Entonces l a aplicación /^^ c ̂  d e f i n i d a por 

(^^j"2^^)(x) = ^ji^±(x)) es una negación de L. 

En efecto: 
1) S i xéy entonces ^^(x)^Z^{j) para todo i t i , luego 

^ ^ 3 . ( 2 i ( x ) ) ^ ^ A ^ ( ^ i ( y ) ) de donde ( ^ i ) (x) i ) ( y ) . 

2) Para todo x € L es x ^ ( ^ ^ ^ i ) (x) ya que: 

pero como i'^±ix))^z^(x) para todo k 61 será 

^kCiéjí^j^Cx))) 5=^^(x) se para todo k a i de donde 

( A -z.. )^(x) =^ (Z ( A Z. f x ) ) ) ^ Z^íx) ̂  X H e i kéi^ ic4<il i ^ ^ - ' ' k e i k^^''^ 



Prop» 2.1.- Sean y "C^ dos negaciones de I i . En-feonces 

definido por (^^vz^Xx) = ^^ix)M z^ix) no es, en 

general, m a negación. 

En efecto: 
Veamos e l siguiente ejemplo: 

/ Siendo L e l retículo definido por e l grafo 
<X c / X adjunto podemos d e f i n i r en él dos negacio­

h< \ 
nes cuya reunión 
nimos: 

no es una negación. D e f i -

V u) = 0 \ M = 0 Por l o que '^•¡^'^2 

¥ o) ss U Xgío) = u ( \ V Z g ) ( u ) = o 

\ ( a ) = c ^2(a) « b -Z^)ÍQ) = U 

= c •ẑ gCb) = a {Z^VZ2)(a) = u 

^1^ c) = a ZgCc) = 0 

( \ V Z g ) ( c ) = u. 

Pero 2 "̂ ^ ®^ negación ya que (Z ̂ VZg)'^(a) = o-^a. 

Prop. 3*1»- SI conjunto de l a s negaciones de I tiene máximo y 
mínimo. 

En efecto: 
Es inmediato comprobar que def i n i d o por Z^(x) = u para 

todo x€I« es l a negación máxima ya que para toda negación Z de 
L es ̂ éz^-
Por o t r a parte d e f i n i d a por Z^(x)=o s i x o y x^4o) = u es 
l a negación mínima ya que toda negación 'c de L cumple z.'?>z . 

o 



Prop, 4«1.- E l conjunto de l a s negaciones de I , que designa­
remos por lí(E), es un retículo completo. 

En efecto: 
Es evidente que ¿̂ ĵ ̂  i t d e f i n i d a en l a proposición 1,1, 

es e l ínfimo de l a f a m i l i a ^ X ^ ^ i e l J • Por tanto N(li) es un 

inf-semirretículo completo, con máximo luego puede conver 

t i r s e en un retículo completo definiendo: 

i l i ^ i =A[z€NCH)|-c?>z^,Vi6r:} 

= A{<:éH(R)| z(x)>> ^j(ti{x)),Mxí:R} . 

Este retículo l o notaremos ( N ( I ) , A , v ) , 

La proposición 2,1 nos sugiere.estudiar'cómo debe ser L 
para que, dadas dos negaciones cualesquiera Z^^iZ^ de N(L) 

podamos asegurar que 'c^ c ̂  seai l a aplicación d e f i n i d a por 

E l problema queda r e s u e l t o por l a proposición s i g u i e n t e : 

Prop, 5,1,- La condición necesaria j s u f i c i e n t e para que se 
pueda asegurar que para todo par de negaciones 
Z^,Z^ de K(L) es iz^^.^){x) z^ix) es 

que L sea una cadena. 

En efecto: 

1) S i L es una cadena entonces l a aplicación Z(x)=¿ (x)'̂ ¿(20 

es una negación para todo "2̂2.* ̂ 2 q^^e: 



l . a . S i x ^ y entonces r^(x)>;C^(y) y z:^(x)^Z^iy) de donde 

cCx) = ^ ^ ( x ) v r 2 ( x ) ^ ^ ^ ( y ) V X 2 ( y ) := r ( y ) . 

,2.a. Para todo x de L es x^z. (x) ya que: 

pero por estar en una cadena T^ix)vZ^(x) es e l máximo de l o s 
dos} sea ésteZ^(x). Entonces será: 

Z^(x)^Z(Z^ix))=zl{x)s/T^(z^(x))^zl(x)^x. 

luego z es una negación y es evidentemente l a mínima que es ma­
yor p i g u a l que y queZg ó sea ( Z ̂  Z^) (x)= Z^{x)v Z ^ 

2) S i t» no es una cadena habrá en L dos elementos a,b no 
comparables. Entonces se podrá c o n s t r u i r e l infsemirretículo 
completo que contiene a u, 1̂ '= £ a Ab,a,b,u'. en e l que puedo 
d e f i n i r l a s negaciones f u e r t e s y dadas por: 

i:(aAb) = u z C a A b ) = u 
•c (a) = a z (a) *= b 
T(b) = b z ( b ) = a 
z (VL) - a A b "z:(u) = a A b 

qua por extensión, segán e l teorema 1.2 del cap. 1 nos dan l a s 
negaciones z^ j'z-^ de L d e f i n i d a s por: 

I—fc'U s i xé a Ab 
A — i ^ a s i Xí^aAb, x ^ a 

"^1^^) "^Vv—ft^b s i x ^ a A b , x ^ b 
^—b-aAb s i Xí^a, x ^ b 

«»u s i X:^aAb 
b s i x ^ a A b , xsía 

*"a s i ss^a b, x ^ b 
a A b s i Xié.a, X::̂ b, 



para las cuales l a aplicacián f definida por f (x)="z^(x) V 
Tale: 

-*»-u a i X:Éa ̂ b 
f ( x ) > a v b s i x ^ a A b y x < a 6 x ^ b 

^ P'-a A b s i Xí|ia, x 4 b 

Es inmediato que f no es negación puesto que f (a)=f (u)=aAb'ía. 
Luego s i L no es una cadena no se puede asegurar que dadas dos 
negaciones Z^f2 g de Ii l a aplicación f d e f i n i d a por 

f(x ) = •2:^{x)\f 2: gCx) sea una negación. 

En e l capítulo a n t e r i o r vimos que se podía d e f i n i r una 
aplicación f ^ entre e l conjunto de negaciones N(L) y e l de -

2 
clausuras á (L) de un retículo completo haciendo f ^ ( Z) = z. • 
Siendo R(L) y A (L) dos retículos completos parece i n t e r e s a n - , 
te conocer cuando es morfismo r e t i c u l a r , 

Def. 2.1.- Llamaremos X„ a l a negación de L t a l que Z (L) = 

=s |^a,u]- es d e c i r l a negación d e f i n i d a por: 

^"'^ a s i x ^ a 

Prop. 6.1.- S i L es un retículo completo con t r e s ó más elemen­
tos entonces f ^ no es en ningún caso un morfismo -
respecto a l ínfimo. * 

En efecto: 
Vot tener L más de 3 elementos e x i s t e \m a t a l que 



ty¿ a o. Tomemos l a s clausuras X Y z t a l e s que 
^ O 

"C ( L ) = £a,u} y ^QC!") = £°»^} » entonces es conocido que a 
l a clausura ( «5 A <5" ) es l a d e f i n i d a por (<r A<J )(L) = <o,a,u}. 

Sean, por ot r a parte, l a s negaciones y Z^. Por. ser 2.̂  e l 

mínimo de H(L) es x A ^ ^ = 
a o o 

Por áltimo está c l a r o que f^{z„) =«5" y f-ni'Z)-<^^ puesto 
x a a X o o 

que z^iW -Z (Ii) =í'x,u}= <5~ (L) para todo x e L y de clausu-
ras que tengan l a misma imagen sólo e x i s t e una. En cambio 
tenemos: 

Teorema 1.1.- l a aplicación f ^ entre negaciones y clausuras 
2 

d e f i n i d a por f ^ ( z) - z es un morfismo respe£ 
to a l ínfimo s i , y sólo s i . I» está formado só­
l o por dos elementos (L= )• 

Ea efecto: 
Es una consecuencia inmediata de l a proposición 6.1 y de 

l o s grafos de L,N(L) y¿1(1) que damos a continuación para 

!• . u N(I) ^ „ A ( L ) J 1 Z 

K Recuérdese que para retículos completos una clausura 
queda determinada tmívocamente por su imagen z (L)• 
Tóase M. Ward ó J . Riguet ¡33] ó Ph. Dwinger [ 8 ] y L'^ ] 



Como consecuencia d e l teorema 1.1 es inmediato ver que, 
así como para estudi a r cuándo e l retículo de l a s calusutas 
de tm retículo completo, es un álgebra de Boole, una buena 
manera es ver que es l o que pasa con e l retículo de l o s i n f -
semirretículos completos que contienen a u , esto no puede -
u t i l i z a r s e para l a s negaciones s i exceptuamos e l caso t r i b i a l 
en que L =|o,u| • Por e l l o en l a continuación u t i l i z a m o s -
otro camino para r e s o l v e r e l problema de ver cuando l a s nega 
clones de un retículo completo, que son un retículo completo, 
forman un álgebra de Boole. 

2,- D I S T R I B Ü T I V I B A D DE ( L , /\,V ) Y S E ( N ( L ) . A , V ) . 

Sea (L, A , V ) un retículo completo con máximo u y mínimo 
Oi 

Recordemos que según l a definición 2.1 llamamos z: a l a 
negación de L d e f i n i d a p o n 

u s i x ^ a 

Frop. 1.2.~ Sea HCL. Entonces es: 

á^H^^^'^áeH^ valiendo e l i g u a l sí, y sólo s i 
H es una cadena. 

aeH ^ aeH^ 

s Véase Ph. Dwinger t")! * 



En efecto:^ 
a) S i x ^ A a es /̂̂ í̂̂ c) = u 

Pero x¿í/ka i m p l i c a x ^ a , para todo a €H, luego ( A z )(x)= u. 
a€H ^ 

S i x pueden haber elementos a de H t a l e s que Xí¿a y otros 
t a l e s que x4aí Inego por l a definióión de T::̂  es: 

( A z )(x) = A (Z (x)) = A a ^ A a 
a€H aeH a|oc a€H ' 

aeH 

Luego:, s i xéAa, ( A Z )(x) = (2:^J(x) = u ( l ) 
a€H ^. . 

s i x^Aa ( A z )(x)>(z:^ )(x)> ( 2 ) . 
aeH 

Veamos que sólo se da l a igualdad s i H es una cadena. 
S i H no es una cadena e x i s t e n dos elementos a,h no comparables. 
Entonces Z ( a ) = u y Z,(B)=bí luego ( z AZ,)(a)=b pero 

^ »x.(a) = aAb, que por ser a no comparable con b es menor aAD 
que b, es d e c i r , 

^aAb^'^^a'^^b-
S i H es una cadena entonces: 

s i x ¿ A„a ó bien e x i s t e un aeH t a l que a = A « y entonces ^ a6xi a€ i i 

Z (x) =AX (x) = ( A z ) ( x ) , o bien e x i s t e n i n f i n i t o s elemen-Aa a a 
tos de H t a l e s que x ^ a ya que s i Xíéa para todo a 6 H excepto 

un n2 f i n i t o aT,a„,..,,a entonces. A a = x A ( A a.) = a. 
. a€H i = l ̂  ^ 

siendo aj^€.H contra l o supuesto} entonces A a = A a con l o 
a£H acH 

a^x 

X Siempre que escribamos Aa, AZ„» Vz ,A(<: ( x ) ) , V ( r (x)) supone-
a a a ^ a 

mos que e l ínfimo o e l supremo se h a l l a n para e l conjunto -
obtenido a l i r variando a en H# 



que ( A Z )(x) = (•2 : ^^ )U ) . 
aeH 

TD) Por l a definición os evidente que por ser a-^a, 

para todo a €L es Z,,„^z„ para todo a e l . Luego r v z.^, 
^ .̂̂  aeH ^ 

Yeamos cuanto v a l e la aplicación V Z ' 
a€H ^ 

S i x ^ a pueden pasar dos cosas; 
ó x:ca para algún aeH y entonces Z (3r)=u y por tanto 

V ( -zix)) = u. 
a£H ^ 

ó x ^ a para todo a e H y en t a l caso Z" (x) - a para cada • a 
aeH y por tanto V (Z (x)) = V a. 

a£H ^ aeH 

S i x^Va entonces x ^ a para todo acH. Luego V (z' (x))= V a, 
aGH aeH 

Yeamos que s i T es una negación mayor o i g u a l que l a a p l i 
cae ion Vz: entonces Z'^Z, • a ' Va 

S i Z^^z entonces r ( u ) ^ V {z (u)) = V a 
^ a£H ^ aéH 

Luego ^ ( V a ) > r (u) = u 
a^H 

Por tanto: S i xáVa entonces z ( x ) ^ r ( v ^ a) = u, es deci r ^ r ( x ) = u . 

S i Xí^Va entonces es Z(x)>z(u)$^ V a 
a6H 

de donde a l ser r ^ V s es Z ? r ^ (2) 
^ aek^ 

De ( l ) y (2) se deduce que V z ^Z. ^ 
aen ^ aeH ^ 



Def. 1.2.- Para todo a, b e l con a¿:b llamaremos tr a l a ía,b] 
negación t a l que Z^^ (L) = £u,a,b^ es d e c i r , 

d e f i n i d a por: 
-t^ u s i x ¿ a 
-t^ b s i X'-f&f x^áb 
-fc> a s i Xí-^b 

Es interesante hacer notar que con esta nomenclatura 

^|a,u} " ̂ u z pues: 

u s i x.< a 
u s i X ¿u, X t^a 

- t ^ f l s i X't -U 

es d e c i r , -z.. , (x) = u V x e L . 

Como caso p a r t i c u l a r de l a definición 1.2 tenemos l a s i ­
guiente. 

Def. 2.2.- Para todo c !=L, llamaremos Z i , a l a negación 

t a l que "Z. -> (L) = {o,c,u} es d e c i r , d e f i n i d a 

por: 

HP-U s i X = o 

V 
-p-o s i x ^ c , x^o 

-^0 s i x¿c. 

Prop. 2.2.- Sea H CL y aéL. Entonces se cumple: 



En efecto: 
a) Por definición es 

s i X =5 o 

^^0,0} = r 
\ — s i X é C , X o 

de donde es: 
^ u s i X = 9 

( A c^^^^ ~ "̂̂  ° ®^ "'̂ ^̂  v^ra algún céH 
ceH c s i XjárC para todo ceH con x-̂ ( 

pero y^^c para todo ceH,xío, equivale a d e c i r XÁ A c,x/o y 
ceH 

x:^c para añgún c de H es l a negación de l a a n t e r i o r frase y 
por tanto equivale a d e c i r x ^ A c» 

C€H 
Luego es inmediato de l a s d e f i n i c i o n e s de Z. , y de {o,c} 

b) Por definición es: 

/—©-u s i X = o . 
/ <9 u s i X ' ~ a Z, , (x) í=^—í^c s i Xííc,2g¿o y Z (x) = C . i {o,cJ- ' V * ^ a^ ' ^ a s i x ^ a 
*—> o s i X ^ r C 

Luego l a aplicación f d e f i n i d a por f ( x ) - X, \ ( x ) v z (x) 
será: 

^ ^ u s i xá a 
f ( x ) = <——> a s i x-^a y x-é:C 

í^avo s i x^B. y Xíá.c. 

Zi_^ ^,vz« es l a mínima negación que es mayor o i g u a l que f : 1",C| a 



Para h a l l a r l a distinguiremos t r e s casos: 

"b . l . - S i B.^G; entonces f es una negación ya qué a l ser aMc=c 
se comprueba una d i f i c u l t a d que f = Z, que es una ne g a — 

•^a,cj-
ción. 
Luego '"^ Z = i:^ , T y ^ , como queríamos probar. 40,c} a l a , c } -Jajav c} 

b.2,- S i a^c} entonces f es negación ya que a l ser a y c = a 
una simple comprobación muestra que f = "2: . Además de l a de-

a 
firición 2,1 es inmediato que s i a5c,z:v ^ =Z, , ~Z * 

• '^\a,avo} {aja}- a 
Luego como en b . l tenemos que 

^ ^ o , c ] - ^ ^ a ^^a,av c} 

b.3«~ S i a y cjno son comparables; entonces f no es una nega­
ción ya que f ^ ( c ) = f ( a v c ) = a que no es comparable con c. 

Entonces sea una negación mayor o i g u a l que f es d e c i r t a l 
que z(x)^f{x) para todo x de L. Esta 1: debe cumplir: 

- Z ( c ) ^ f ( c ) = a v c , de donde a l ser ̂ (c)4=a y 2.(c)4:C 

tendremos f(z(c)) = a. Por tanto Z ^ C c ) ^ f ( z (c)) =̂  a 
2 2 y por ser z. una negación z (c) 2:̂c« Luego ' -z. (c)5>avc, 

- Como a v o ^ Z ( c ) será "cCa V c)'5!'z (c)fe^ av c. 

Luego s i Xícavc será z ( x ) ^ ^ ( a v c. )>. a v c (2) 

De (2) y l a definición de f tendremos que toda negación que 
sea mayor o i g u a l que f debe ciim p l i r : 

a) Z (x) = u s i X ¿ a 

b) z ( x ) ^ a v c s i xé^aN/c. 

c) ^ ( x ) ^ a s i x 4 a v c . 



Recordando l a definición 2,1 es inmediato que r ^ ^ a v e } ®^ 

una negación que ctunple a ) , b) y c") y además es l a mínima 
por l o que también en este caso es: 

"^{CcJ."^ ̂ a " '^{a,avc} * 

Teorema 1.2.- Una condición necesaria para que ( N ( L ) , ) 
sea infinitamente d i s t r i b u t i v a para e l ínfimo 
es que l o sea e l retículo (1,A,V ). 

En efecto: 
Sean HCL y c e L cualesquiera. Entonces por ser ( N ( L ) , A , Y ) 

infinitamente d i s t r i b u t i v o para e l ínfimo será: 

( V r j A Z f _ , = V ( z AZc.' . ) («) 
aeH ^ 

Vamos a ver que e l l o i m p l i c a que (V a ) A 0 = V ( a A o ) . 
aeH aeH 

a) Calculamos l a negación d e l primer miembro de ( s ) . 

Por l a proposición 1,2 es v i : = ̂  , 
aeH ^ aeH^ 

Entonces por ser 

u s i xí£ y„a _ / V j r u s i x = o 
¿€H^ \ - ^ ^ ' ^ l \ r ^ c s i x ^ c , x / o 

J j j a s i x ^ v ^ a W o s i x ^ c . 

tendremos que: 

«»• o s i X-4.C ( l ) 

^ -«>-C s i X : á C , X í É ; ^ g a ^ X ^ O (3) 
—-*-u s i X = o (4) 



b) Hallemos una cota superior de l a negación de l segundo miem­
bro de ( x ) . 

De l a s d e f i n i c i o n e s de y ty^ tendremos! 

-vo s i x ^ c 

-—-p-u s i X = o. • ' • 

de donde l a aplicación f d e f i n i d a por f(x)= V ( ( x A'Cf ^)(x)) 

será l a aplicación d e f i n i d a por: 

->o s i X í ^C (1') 

f (x) ^ 
V ( a A c ) s i xác,x^a para toda a € H (2') aeH 

— - # 1 . 0 s i X:ác,Xséa para algán. a é H ' (3') 
u s i X = o* (4*) 

En general f no es una negación pero se puede asegurar que es 
menor que l a negación z'-Zr ^. , ^\ -> d e f i n i d a por: 

{o,^Vjj(aAc),c} 

4̂.0 s i X^O (1") 
-«-g^^(aAc) s i Xíéo, x^^V^CaAc) (2") 

:^c s i x¿¿/g(aAc) (3") 

.̂.u s i X = o (4") 

Teamos que r:'(x)>f(x) para todo x e L . En efecto: 

Los elementos considerados en (!') y (4') coinciden con l o s 
considerados en ( l " ) j (4") con i g u a l imagen j l o s elementos 
considerados en (3') son un subconjunto de l o s considerados 
en (3") ya «jue: s i x ¿c y x ^ a para algán aeH es x ^ a A c pa-



ra algún a H de donde x ó ̂ v^(a A c) ;• luego para todo x del 
tipo (3') es t'(x) =c=f(x). Por último es evidente que s i 
X es del t i p o (2') puede ser de (2") o de (3") de donde -
r e s u l t a que t.'(x) = o <5 ^^^^^^ °) ambos casos es 

mayor o i g u a l que f ( x ) ~¿¡.ji^^ * 

Luego z,' es una negación mayor o igual que V ("Z- A3/ ) 
a€H ^ "̂ '̂̂ -í 

c) Por tanto de (H) y l o s resultados de a) y b) se deduce que: 

a¿H a 

0,1.- Comparemos en primer lugar l a s d e f i n i c i o n e s de estas ne­
gaciones. 

Los elementos de ( l " ) y (4") coinciden con l o s de (1) y 
(4) así como sus imágenes. Luego e l problema queda reducido a 
estudiar l o s demás casos. 

- Los elementos d e l t i p o (3") son del t i p o (3) puesto que 
s i X es de (3") es x ¿ ^ ^ ( a A c ) de donde por ser 

^ j j ( a A c) ¿ (^v^a) A c es x¿{^^a)r\o lo que nos dice que x 

es de (3). 

Los elementos d e l t i p o (2) son d e l t i p o (2") l o que es 
inmediato a l ser c i e r t o que todo elemento de (3") es de ( 3 ) , 

C.2.- Apliquemos l a desigualdad . Consideramos dos casos: 

c.2ol. Los elementos de (3") y de (3) oon l o s mismos. 
En t a l caso, por definición de (3) (x es de (3) s i y sólo 
s i x ^ ( g V ^ a ) A c ) ) y de (3") es: 

con. l o que queda demostrada l a d i s t r i b u t i v i d a d i n f i n i t a 
de L para e l ínfimo. 



0.2.2. Hay elementos de (3) que no son de (3')» 

En t a l caso puede o c u r r i r que: 

c.2.2.1,- Exist a n elementos de (2) con l o cual por ser 
l o s elementos de (2) de (2") será según (scx) 

Z-U) = V^(a A o) * ( v^a) A c v^a'^ \o,o} > 

y como en general es siempre v ( a A c ) ( "^^a.)^ c 

será ^„(aAc) = ( V„a)Ac como queríamos demostrar, aen afcü 

c,2.2.2.- No ex i s t e n elementos de (2) l o que quiere 
d e c i r que no existen X £ L t a l e s que X:ác, X r^^V^a l o 

que equivale a d e c i r que c ¿ v a y por tanto que 
aoM 

C^Vj^a} A c = c (&) 

Por o t r a parte como, por suposición, e x i s t e , por l o me­
nos un elemento x de (3) que no es de (3"), este elemen 
to X debe ser de (2"), con l o que por l a desigualdad 
(««) tendremos: 

Luego como en general es V-_(aAc)£^o tendremos: 
atu 

^V^(aAc) = c (A) 

(&) y (A) nos demuestran que también en este caso es vá­
l i d a l a d i s t r i b u t i v i d a d i n f i n i t a para e l ínfimo en 

Cor o l a r i o 1.2.- una condición necesaria para que ( N ( L ) , A ,Nr) 
sea d i s t r i b u t i v o es que l o sea e l retículo 
(L,A, V ) . 



En efecto: 
E l teorema 1,2 nos dice que s i (N(L),A ,V ) es d i s t r i ­

butivo entonces l o es también e l retículo (I», A ,v ) ya que 
l a d i s t r i b u t i v i d a d i n f i n i t a para e l ínfimo implica, l a d i s ­
t r i b u t i v i d a d para e l ínfimo y l a d i s t r i b u t i v i d a d para e l -
ínfimo y para e l supremo son equivalentes. 

Pero esta equivalencia, como se sabe, no es c i e r t a pa 
r a l a d i s t r i b u t i v i d a d i n f i n i t a por l o que damos e l sigu i o n 
te teorema. 

Teorema 2.2.- Una condición necesaria, para que CH(IÍ ) , A. y ) 
sea infinitamente d i s t r i b u t i v o para e l ou-jírs-
mo es que l o sea e l retículo ( I , A , V ) » 

En efecto: 
Sean HCL y aeL cualesquiera. Entonces, por ser (íT ,;..• 

infinitamente d i s t r i b u t i v o para e l supremo será: 

Vamos a demostrar que e l l o i m p l i c a que (^A^o)va = ̂ Â . 

a) Galculemos l a negación d e l primer miembro de (x) 
Por l a proposición 2.2 será: 

W {o,c}^^^a {o, ¿ ^ 0 } a {a,(AgC)va_f 

b) Calculemos l a negación d e f i n i d a en e l segundo mieml 
Por l a proposición 2.2. tendremos: 

\ o , c f \ = '^{a,avc} 

Recordando que por definición es, 



- f ti s i XáSL 
^{a,avc} ^ — *̂  ( a v e ) s i x ^ a , Xísavc 

-**-a s i xs^av G 
Resulta q.uo 

-*»>u s i X a 

a a i Xí£^A^(avo) 

de donde recordando l a definición 2.2 queda c l a r o que: 

o&H ^ { a , a v c } "^{a, Â̂ . ( a v e ) } 

o) luego para que sea c i e r t a l a igualdad (H) debe ser: 

es d e c i r , (L,A,V ) debe ser infinitamente d i s t r i b u t i v o 
para e l supremo. 

Cor o l a r i o 2.2.- Una condición necesaria para que ( 1 ( 1 ) , A , y ) 
seai infinitamente d i s t r i b u t i v o es que l o sea 
e l retículo (L,A ,V ). 

En efecto: 
Es consecuencia inmediata de l o s teoremas 1.2 y 2.2. 

Def. 3.2.- Un retículo (L, A , v ) diremos que es atómico cuan­
do todo elemento de I» sea unión de átomos. 

Prop. 3.2.- En un retículo completo y atómico l a restráicción 
de una negación a l o s átomos l a determina unívo­
camente. 



En efecto: 

H 

Sea x£li. Por ser L atómico es x = donde 
aeH 

• a { a.áx,a átomo} . Entonces s i se conoce e l v a l o r de l a 
negación para l o s átomos, recordando e l resultado de l a pro­
posición 1.2, a) d e l cap. 1. es: 

Z(x) =Z(^^a) = ¿eH "̂ ^̂ ^ tinívocamente determinado. 

Prop. 4 .2 . - Sean j dos negaciones de un retículo com­
ple t o y atómico (1, A,V ). Entonces l a aplicación 
de f i n i d a por 

íT X^{x)^Z^(x) s i X es un átomo ó e l mír 
x(x)==<^ ^ 

A | x (a)vx^(a)|a:éx, a átomo j- s i x no 
. es tm átomo. 

Es l a negación z:̂ \? "C^. 

En efecto: 
T es una negación ya que : 

a) S i xáy es x ( x ) ^ t ( y ) |VU£A-. 
S i X í= o e l resultado es evidente. 

S i X ̂  o entonces x =g^g a donde H= £a|a^x,a átomo} 

y = gl^na donde M = £a|a:áyjíi a átomo} 

'Por ser x ^ y es HCM y por tanto será . ' . 

"b) Para todo x eJi es z^(x) • 
Distinguiremos t r e s casos: 

b . l o S i X = o e l resultado es inmediato. 



S i X es un átomo entonces puede o c u r r i r v a r i o s casos; 
2 

Que — o en cuyo caso - T. (X) = z.{o) = u5rx como 
queríamos demostrar. 
Que z(x) o en cuyo caso por ser c(x)= z^(x) V ̂ r̂ Cx) 
debe ser ^j^i^) o ó ^. (̂x) /¿o. Distinguiremos dos 
casos: 
- Que s6lo tino de l o s Z^(x) sea d i s t i n t o de ceroj su­

pongamos que sea jé o. Entonces o Z(x) = 
= '̂ 2̂ '̂ ^ ~ aLv ̂  si6^do P=|a| aá i^gCx), a átomo} • 
Por definió ion de Z será z^ (x) =̂ Â X (a) ( ( a )v (a )X 

Pero s i afiP entonces aí^Z-^ix) de donde 
2 

rgía)^: Z gCx)̂ ? X. De ahí que para todo aeP sea 

^(a)V£-2(a)>x de donde "c^(x)=gA^(z^{a)V r ^ í a ) x 

como queríamos probar. 

- Que -̂ĵ (x) y Z ̂ (x) sean d i s t i n t o s de cero, en cuyo 

caso será ^^(x) =Q^^a y Zg^^^ ~aéP ̂  siendo 

M =|a|a^ 2'^(x), a átomo]- y P=fa| a^ '̂̂ ^Cx), a átomo} 

de ahí que por definición de Z sea 
Z^ (x) r ( S ̂ (x) V Z 2 M ) =aePüM^^^^^^^ 2 ^ 

2 
Pero s i a 6 M es a.£Z^(x) de donde 2^(a)^Z^(x)^ x 

2 
y s i a e P por ser a^z^Cx) es CgCa)̂ "2:2(x)í?'x 

luego para todo aéPUM es 'z^(B)SÍZ^(B.)^ x de donde: 
^^^^^ aepuM^ ̂ ^ ^ ^ ' ^ ^ 2 ^ ^ ^ ^ ^ ' ' c. q. d. 



b.3. S i X no 03 átomo n i cero on cuyo caso será: 

X =Q^jj a siendo H =£a|a¿:?, a átomo} de donde por l a 

definición de z: y l o demostrado en 13.2. será: 

Por último es evidente que, a l ser S una negación, es 

^1^^2"'^* 

Teorema 3.2.-" S i (L,A ,V ) es un retículo completo atómico y 

d i s t r i b u t i v o entonces (líCl»)»^ ,V.) es d i s t r i 
b utivo. 

En efecto: 

entonces para todo átomo a debe ser según.la proposición 4.2. 

T^(a)VZ2(a) =-Z^(a)VZ^(a) y Z^(a)A Z 2(a) = ̂ ^(a)AZ^(a) 

de donde por ser (L, A ,V ) d i s t r i b u t i v o debe ser ~C^ia) =^Z^ÍB.) 

para todo átomo a. luego por l a proposición 3.2 debe ser 
"Sg "̂̂ ^ dice que (N(L), A , v ) es d i s t r i b u t i v o . 

Debe hacerse notar que l a condición dada en este teorema 
es sólo s u f i c i e n t e para que (H(L),A,Ñ/ ) sea d i s t r i b u t i v o como 
se deduce de l a proposición 6.1 d e l t e r c e r capítulo en e l que 
se prueba que para toda cadena completa C e l retículo 
( N ( C ) , A ,v ) es d i s t r i b u t i v o mientras que una cadena completa 
G no es un retículo atómico en e l sentido de l a definición 3.2 
de éste capítulo. 

s Pudiera pensarse que l a s condiciones impuestas a L hacen que 
L sea un álgebra.de Boole completa y atómica pero e l l o no es 
o i e r t o j piénsese, por ejemplo, en e l retículo (1Í,A,V) de l o s 
naturales con e l cero y con e l M.c.d. y elm.c.m. que es com-



3.- ALGEBRAS DE BOOLE DE NEGACIONES. 

Def. 1.3.- Diremos que es incompatible con "Z^ s l ^ y 

sólo s i ^ ̂ i^^2 ~ ^ o " 

Prop. 1.3.- Z es incompatible con z sí, y sólo s i , "C cum-
a 

p i e : 
r ( x ) = o s i xAa Q y c(x)Aa = o s i x A a - o. 

En efecto: 
SiZhZ entonces para todo x ;̂  o debe ser 

Si o 
^z(x)^z (x) = o ( 1 ) . 
S i x ^ a , x o entonces T L ( X ) A Z (x) = •¿.(x)Au =-x(x)= o por ( 1 ) , 

a 
X por ser z una negación deducimos que: 
s i X A a o por ser x A a é a es ~t:(xAa) - o luego 
por ser x ^ x A a debe ser •c(x)á.z,(xAa) = o es d e c i r x(x)=o. 
Por tanto s i "zr es una negación incompatible con r y x/\a o 

a 
debe ser Z(x) = o. 

Por o t r a parte s i x ;¿ o y x A a = o, como Xí^a es z (x) = a; 

luego 3(x)A"z: (x) =?:(x)Aas=o. 

Por tanto s i x es incompatible con a, T: (x) también debe s e r l o , 

una comprobación d i r e c t a demuestra e l recíproco s i n d i f i c u l t a d . 
Prop. 2.3.- Sea (L, A , V ) un retículo completo. Entonces 

a) a es incompatible con c s i , y sólo s i , X f , 
es incompatible con x , 

a 

b) c es complemento de a s i , y sólo 3±,Z t ^ 

es complemento de x ^, . 



En efecto: 
a) S i c es incompatible con a entonces es incompati­

ble con 1̂  • Se t r a t a de una simple comprobación de que 

Z. ( 1 dado por l a def. 11.2 cumple l a s condiciones de 

l a proposición 1.3» 

b) Reciprocamente, s i 21, i es incompatible con x enton­
ado, cj- a 

ees z. (x) AXr (x) = o para todo x e R , x ;̂  o. (1) a lP»Or 
Pero, a p a r t i r de l a s d e f i n i c i o n e s , es: 

s i X « o 
/r-**x s i x ^ c , x-^SLf X ̂  o (^) 

V^^^%,c}^^>==C_.o s i x 4 c . 
V * a A c s i xéc, x i ^ a (*̂ ) 

luego para que sea c i e r t o (1) debe o c u r r i r que no e x i s t a 
ningún x t a l que Xíáe, x-^a, x o l o que i m p l i c a que a 
es incompatible con c. 

c) S i c es complemento de a entonces por ser.c incompatible 
a, por a) es ^ ^ A t : ^ ^ ^ ^ ^ = 

Por otra parte l a proposición 2.2, b) dice que: 

*^a^^^o,c^ ~^-[a,aYc} 

y como c es complemento de a será: 

(Recuérdese que iZi^ , ~ x„ como s&Vió en l a nota s l a 
\a,u| u 

definición 1.2). 



• ( I d) S i Zc •> es complemento de x, entonces; ^0,0 4. a 
por ser z. ̂  •» incompatible con z. , según b) debe ser 

c incompatible con a. Por o t r a parte por l a proposición 

2.2. b) es 2 : ^ 0 ^ 0 z ^ -•^^a,avc} ^ ^^^^ 
Zf , =Z debe ser a v e = u. Luego c es comple — -£a,aV C | u ° 
mentó de a. 

Lema 1.3." S i (L, A,V ) es un álgebra de Boole completa en­
tonces, dado un elemento a, e l conjunto 
k = ^cJcAaa= o • es un inf-semirretículo comple­
to con máximo e l complemento de a y B=íc|cVa = û -
es un sup-semirretículo completo con mínimo e l 
complemento de a. Además A es un i d e a l de orden y 
B un f i l t r o . 

Por ser este un resultado conocido de l a s álgebras de 
Boole no damos de e l l o ninguna demostración. 

Teorema 1.3«~ Una condición necesaria para que ( N ( L ) , A ,V ) 
sea álgebra de Boole completa es que (L ,A ,v) 
l o sea. 

En efecto: 
Por ser (N(L),A ,V ) un álgebra de Boole completa es 

infinitamente d i s t r i b u t i v o por l o que según vimos en Coro­
l a r i o 2.2, (L, A , V ) debe ser i n f initamente d i s t r i b u t i v o . 
Vamos a ver que además (L,A,V ) debe ser complementado: 

a) Sea xél», x ̂  Ot J definamos ~Ct , • Entonces, por l a 
1.0, Xj-

proposición 2.3 sabemos que s i a€:L y a Ax ~ o entonces 

*^{o,x}'^'^a'^^o* 
ser (N(L),A ,V ) álgebra de Boole 



completa segün vimos en e l lema 1.3 l a negación 

z: - V i z aAxssol es también incompatible con Zt 

luego por la'prop, 2.3 debe s e r incompatible con 
aAx—o 

X, es decirs 
Para todo x e l ' , e x i s t e e l supremo de l o s incompatibles"coa— 
X j este supremo es incompatible con x. 

b) Sea g. J sea c = v£x e 11 x A a = o^ 
Vamos a demostrar que"C:f = V í X I H A X = z: 1. 

I n primer lugar • ̂  ̂  cumple las' hipótesis de l a propo- • 

sición 1.3 y por tanto es incompatible con x . 

• Por otra, parte s i Z es una negación incompatible con T. 
Si 

entonces, teniendo presente l a proposición 1.3, r e s u l t a 
Vquesí 
- S i x A a / o entonces- "r (x) = o, pero X A a o equivale 
. a Xi^Q de. donde 

X{x) = o s i Xí^C ( l ) 

„ - S i x4a- = o entonces z.Cx)A a .= o, pero^ X A a = o equi­
vale ^ 'X £ c de donde 

' ZÍX)Á C s i xé.Q ^ (2) . , • . 

luego- T. para c u a l q u i e r negación z, incompatible' 

con t como puede comprobarse de (1) y (2) y l a d e f i n i -

oión Ae Ti, , . 'Por tanto,' por ,el lema 1.3, t. t - , es' ÍO5C} ^ xorpr 

e l complemento de de donde por l a proposición 2.3, 'c 

es complemento de a. Como además a l ser (1(1),A ,v ) d i s ­
t r i b u t i v o es ( i f A j V ) d i s t r i b u t i v o , este complemento se­
rá 'único.. '- - : ' • - , . ' • 



E l teorema 1.3 puede todavía mejorarse. Es en esto sentido 
que tiene interés l a siguiente proposición. 

Prop. 3.3.- Sea ( I , A ,V ) ̂  álgebra de Boole completa. En­
tonces l a cemplomentacion d e l álgebra de Boole 
tiene complemento en ~el retículo de l a s negacio 
nes (lí(L),A ,V ) s i , y sÓlo s i , e l álgebra de 
Boole es atómica. 

En efectos 
a) feamos en primer lugar que s i l a complementación C d e l 

álgebra de Boole tiene complemento C en (lí(I),A ,V ) 
entonces ( I , A,V ) debe ser atómica. 
llamaremos x a l complemento de x, es d e c i r G(x) = x para 
todo x € L. 

a . l . feamos que s i CAO entonces G(x) « o para todo 

X7^ o que no sea un átomo. 
Por ser OAC - debe ser C{x)AC(x) ~ o para todo 

X / o, es d e c i r C ( x ) A x = o para todo x e L de donde 
por e l lema 1.3 a l ser x e l complemento de x es: 

C(x) :éx para todo x o, x e L (1) 

De (1) s i C(x);^ o tendremos que C (x)íáC(x)íéx l o que 
_ _2 • «. i m p l i c a , a l ser G una negación, que G (x) = G(x) = x 

Luego para todo x e L , x / o es C:(x) = 0 0 C(x) = x (2) 
De (2) se deduce que G(x) - o para todo x que no sea 
átomo ya que s i x no es átomo debe e x i s t i r un yeL^j^o 
t a l qué y<:x de donde debe ser S(y)>9 ( x ) l o que im—• 
p l i c a s 



- S i C{y) =0 entonces C(x)¿C(y) = o, es d e c i r , 
C(x) = 0 . 

- S i C(y) = y entonces C(x)¿Éy l o que im p l i c a que 
C(x) = o puesto que s i G(x) = x l a desigualdad 
a n t e r i o r nos daría x < y en Contra de l a suposi­
ción de que y<x* 

a.2, Veamos que l a condición necesaria para que e x i s t a 
e l complemento de C en (H(L),A ,V ) es que (L,A,M) 
sea atómico. 
En primer l u g a r es evidente que s i L no tiene áto­
mos entonces l a única negación C incompatible con 
C es, según e l apartado a . l , T^, por l o que C no 

tiene complemento en {N(li), A , V ) pues Q\/z^~C^ Z^, 

Sea L un retículo atómico y sea A .=ía£lj a, átomo} • 

Vamos a demostrar que para que 0 tenga complemento 
debe ser ^/as=u. S i V a ^ h VL entonces l a 

mayor negación C incompatible oon C es, según e l 
resultado de a . l , l a d e f i n i d a da l a forma: 

X s i X eA. 
C(x)=<^- —p-o s i x ^ A y X / o 

^ u s i X = o 

y entonces l a aplicación f d e f i n i d a por f(x)=G(x)vC 6c) 
será: 

y—— *- u s i x € A ó x » o 
^^^5= \__ e-x s i x^A, X 7̂  0 

pero s i a = b u entonces f es menor o i g u a l 

que l a negación X,̂ *̂  d e f i n i d a por ; 

(4) Una simple comprobación muestra que es una negación. 
Puede comprobarse que es l a negación 1, que se da en 
l a (3ísf:1-5 



—*- ti s i Xí¿ b 
r ^ ( x ) = ^ i r v b s i x ^ b 

por l o que a l ser c v c -"^^ ̂  ^u* ^ ®^ 
plemen-fco de C en (N(L),A ,V ). 
Luego para que C tenga complemento en ( N ( L ) , A ,V ) 
debe cumplirse que a = u, es d e c i r , (L, A , v/ ) 

debe ser atómico (•»+). 

b) Recíprocamente, s i (L, A,V ) es un álgebra de Boole ató­
mica entonces l a negación C d e f i n i d a por 

y 'fx s i x e A . 
C(x) = ^ -^o s i x^A, X ;¿ o 

\__ î TjL s i X = o 

es e l complemento de C en N(L),A ,v ) ya que: 

- C(x) AC(x) = o para todo x ;¿ o, es d e c i r GAO = t ^ . 

- C( x ) V C ( x ) s= u para todo átomo x de donde 

(GVC)^(x) = (C V C ) ( u ) > X para todo átomo x l o que im­

p l i c a que (CVC){u)$s x = u, es d e c i r , (C VC)(u)=u. 

Luego C Y C = -c^. 

georema 2«3«-- una condición necesaria para que (N(L), A-,V ) 
sea un álgebra de Boole completa es que (L,A,v; 
sea un álgebra de Boole completa y atómica. 

(**) Es inmediato que, por ser (L,A ,V ) un álgebra de Boole 
completa, s i ̂ ^ a = u entonces todo elemento es unión 
de átomos ya que para todo x 6 L es: 

a^x 



En efecto: 
Es tina consecuencia inmediata d e l teorems 1»3 y de l a 

prop. 3.3. 
?amos a estudiar q.ue ocurre con e l recíproco: 
Recordemos que e l teorema 3»2 nos dice que s i (L, A. ,V 

es un retículo completo atómico y d i s t r i b u t i v o entonces 
{H(L), A , V ) es d i s t r i b u t i v o i en p a r t i c u l a r s i (Ii, A>,V ) es 
un álgebra de Boole completa y atómica, {N(L), A ,V ) sex'á 
d i s t r i b u t i v o . La siguiente prop, e s t u d i a que ocurre con l a 
complementación en (N(L),A,v ) 

Prop. 4.3«-- S i (L, A ,Y ) es un álgebra de Boole completa 
atómica entonces toda negación tiene complen-
to en (H(L),A,V ). 

En efecto: 
Sea A =- a€:L I a es átomo -y sea O l a complementao: 

d e l álgebra de Boole. 

a. Veamos en primer lugar que s i T. es una negación entoi 
• l a aplicación d e f i n i d a por 

/—"—^OiHix)) s i x € A 
Z^M^¿ ^^^^OizM) s i x ^ A y x = V ^ ^ , 

^VL s i X = o 
es también una negacióni En efectos 
a . l . S i x á y entonces x ( x ) > z ( y ) y a que: 

S i X = o es evidente puesto que ™ ^' 
S i X ;̂  o entonces x siendo H = A \ a¿. x' 

y - a siendo P =[aeA)ai<^} . Además por oei 

será H C P de donde 



2 
a.2« Para todo x <£.L es x ̂  z^^M. 

Para demostrarlo distinguiremos t r e s casosÍ 
a.2.1. S i X ís o es evidente. 
a.2,2. S i X es un átomo entonces distinguiremos dos 

casos: 
- S i X (x) = o entonces zî Ĉx) - u 
Entonces s i b € A debe ser x ( b ) ^ x ya que s i 
z(\>)i¿x entonces z. (b)^7 (x) = o «ib l o que 
nos l l e v a a tina contradicción oon e l hecho de 
que z es una negación. 
Por tanto para todo b €Á será "t(b )^x l o que 
i m p l i c a que C ( Z(b))^ x de donde: 

- S i Z (x) ^ o entonces x(x) ='^„'b siendo 
u 6 t l 

H = ^beÁ|b£x J. . En estas condiciones s i 
b€A y b ^ es x ( b ) ^ x ya que s i z (b)>x en-

2 ' 
tonces b ̂ Z ( b ) ^ Z ( x ) de donde bcH en contra 
de l a hipótesis. De ahí que: 
Para todo beA con b4H es C ( z (b))$> x (1) 
Luego por ser '^-^(x) = G{s (x ) = ^ Í ^ H ^ ) % | H ^ 

tendremos recordando (1) que 

a.2.3. S i X es un elemento cualquiera de L que no 
sea, o.' 
Entonces x siendo H =!^aeA|a¿x} de donde 



y como por a.2.2. para todo átomo a es •z:^(a)>;a 
seráí 

b. Vamos a Ter q.-tie Ẑ ^ es e l complemento de Z en (N(L) ,A,Y ) 

Por l a prop. 4.2, para todo átomo a de Ii seráí 

( Z ^ Y z ) ( a ) = x ^ ( a ) V Z ( a ) = C( z:( a ) ) v z ( a ) = u y 

( Z^AZ )(a) = c^(a)Az (a) = C ( r (a))AZ (a) = o 

de donde es inmediato que ZvZ- = Z„ y Z A Z - = s ; l o que 
1 u *̂  l o 

nos dice que Z^ es e l complemento de Z en (lí{L),A ,v ), 
i 

georema 3»3.- (N(li),A ,V ) es álgebra de Boole completa s i , 
y sólo s i , (L,A ,V ) es un álgebra de Boole 
completa y atómica. 

En efecto: 
S i (N(I)),A , V ) es álgebra de Boole completa, entonces 

e l teorema 2.3 nos asegura que (L,A ,V ) debe ser un álgebra 
de Boole completa y atómica. 

Por o t r a parte, s i (L,A ,V ) es un álgebra de Boole 
oompletayatómica e l teorema 3.2 nos asegura que (N(L),A ,v ) 
es d i s t r i b u t i v o y l a proposición 4.3 que es complementado! 
luego (N(L), A,Ñ7 ) es un álgebra de Boole completa. 

Ejemplo.-

Sea (L, A , V ) e l álgebra de Boole dada por e l gr a f o . 



Las negaciones posibles soni 

"^u' ^a* "^b* "^o' , C y C 

y e l grafo del álgebra de Boole de l a s negaciones es: 

Es interesante hacer notar que e l álgebra de Boole (n(L),K,v) 
también es atómica y l o s átomos son: 

-40,a} ' "^{cb} ' y ^• 

4.- CARÁCTER ATÓMICO BEL ALGEBRA BE BOOLE DE LAS NE&ACIOHES. 

Sea (L, A ,V ) un álgebra de Boole atómica y sea 
A = I a € L i a, átomo ] • 

Def» 1,4.- Llamaremos x,^ con a,b 6 A a l a negación de L de-
' - . • ' • N I .1. III iiiiinr , ñ 

f i n i d a de l a forma: 
y t>-o s i Ji^k y X O 6 x£A - ^a,b}, 

\ X s i X = b 



Es inmediato comprobar que os una negación. b 
a 

b Nótese, por o t r a parte, que s i a = b entonces x,^ = "Z^^ . 

(Véase d e f i n i c i e n 1 . 2 ) . 

Prop. 1.4.- S i (L,A ,V ) es un álgebra de Boole completa y 
atómica entonces (N(Ii),A, V ) es un álgebra de 
Boole completa y atómica cuyos átomos son l a s 

, negaciones z^ para todo a,be A. 
El 

(Suponemos que puede ser a = b^es decir^incluimos l a s nega-
cioneá del t i p o " S j ^, con aeA.) 

ta» " ! . 
En efecto: 

1) T ̂  oon a,b € A a b es átomo de (N(L) , V ) ya que 
a 

S i ^ " j ^ * ^ " ^ ^ entonces ^^.(^c) = o para todo x eA -^a,b} y 

(a) 6 Z (b) debe ser estrictamente menor que (a) ó X j. a -

Z^ (b). Sea Z-{a)<Z^ (a) = b. Por ser b €A será x (a)=o. a j. a j. 

Pero en t a l caso x^(b) = o ya que s i no sería X ^(b) = a y 

2 

entonces X^(b) =X^(a) = o <:b con l o que llegaríamos a una 

contradicción. 
Luego s i Z '¿:z^ es x_ = X , es d e c i r x ^ es un átomo, o. a X o a 
E l mismo razonamiento es válido para e l caso a = b o sea pa-
^a X j Y , •ia,o} 

2 ) Toda negación es unión de átomos. 
Para e l l o sólo hace f a l t a demostrar que l a unión de todos l o 



átomos es e l elemento máximo^es d e c i r ^ x ^ . Y esto es c i e r t o 

ya que para todo x6Á es: 

(V -chix) = V (r^íx)) = V a = u 
a,beA a,beA a€A 

Luego ( V ^ ^ ) ( ^ ) = "íi de donde tenemos que 
a,b€A 

< ̂  ^ a ) = ^ u - -a,beA ^ ^ 

De (1) y (2) r e s u l t a que N(L), A,V ) es un álgebra de Boole 
atómica. 

Co r o l a r i o 1«4.- S i e l álgebra de Boo±e atómica (L,A ,V ) t i e ­

ne n átomos entonces ( N ( L ) , A , V ) tiene 

SÍSfÜ tomos. 

En efecto: 
Por l a prop. a n t e r i o r e l conjunto de l o s átomos de 

|lí(L),A , V) está formado por l a s negaciones de l a forna 

con a,b € A. 

Luego s i A tiene n átomos, de negaciones que sean átomos babrá: 

S i a 7̂  b de negaciones d e l t i p o Z ̂  e x i s t e n C^ = ̂ ^̂ ""̂ ^ 
a n ¿ 

S i a = b de negaciones d e l t i p o "Zt , ex i s t e n n 
1 0 , a j-

Luego e l nS de átomos de lí(L) será n * = 2ÍB±ii. 

De l a prop. 1.4 y d e l teorema 2.3 se deduce inmediata­
mente e l siguiente teorema. 



georema 1»4.- (N(L), A ,V ) es im álgebra de Boole comple­
t a s i , y sólo s i , (N(L),A,V ) es xm álge— 
bra de Boole completa y atómica s i , y sólo 
s i , (Ii, A »V ) es tm álgebra de Boole. comple 
t a y atómica. 

Veamos cuál es l a posición que ocupa l a complementa-
ción C d e l álgebra de Boole en e l álgebra de Boole de l a s 
negaciones. 

Prop. 2.4.- Sea C l a complementación d e l álgebra de Boole 
completa y atómica (Lf A , V ) y sea G su com­
plemento en ( N ( I ) , A , V ) » Entonces 

G ^ V X l j 0 = V Z. , 
a A ^ a€A í^'^i 
a,beA 

En efectos 
Se t r a t a de una simple comprobación que teniendo en 

cuenta l a proposición 3*2 sólo bay que hacer para l o s át£ 
mosí por l a proposición 4.2 l o que hay que comprobar es 
quet . . . • . 

Para todo x e A C(x) « V ( Z , ^ (x)) (1) 
a6A 

y esto es c i e r t o recordando l a definición de O (prop. 3•3) 

y l a definición de z-r^ „T (def. 2,2) puesto que ambos 
•̂ o, a I 

miembros de (1) Talen x. 

Por ser G- e l complemento de C en ©1 álgebra de Boole de l a s 
negaciones e l segundo resultado es evidente» 



Corolario 2.4.- C- = A "Z, siendo A = ía l a antiátomo'-
béA ^ ^ 

En efecto: 
Sea C l a c emplomen tac ion d e l álgebra de Boole ( K ( L ) , A , V ) , 

Entonces de C = V Zr x y de l a proporción 2.3 que nos 

asegura que C ( Z r -,) ='^nf \ r e s u l t a que: 
T.0»Q-j V/ V a y 

y como a eA equivale a C(a)éA queda demostrado e l aserto. 

Corolario 3.4.- C es átomo del álgebra de Boole de l a s ne­
gaciones s i , y sólo s i , ( L , A , V ) tiene só̂  
l o dos átomos. 

En efecto: 
Sfe puede ver fácilmente que s i L tiene sólo dos átomos 

C siendo a,b l o s átomos de L. S i L tiene más de dos -

átomos entonces es evidente que C no es átomo. (Ver prop. 
2.^). 

5.- INMERSIÓN BE UN ALGEBRA BE BOOLE COMPLETA EN EL RETÍCULO 
BE SUS NEGACIONES. 

5.A.- Caso general de un álgebra de Boole completa. 

Sea ( L , A , V ,C ) un álgebra de Boole con máximo u y mí­
nimo o y llamemos x a l complemento de un elemento x de L. 



Def» 1.5«- Llamaremos 'C * a l a aplicación de L en L de­
f i n i d a por: 

Z.^(x) = a v i para todo x de L. ^ 

Prop. 1.3.- La aplicación X. es una negación de L. 

En efecto: 
a) S i x ^ y entonces x>»y de donde •r^{x)=a v x^ji a v y = ( y ) 
b) Para todo x de L es: 

x.^( r^Cx) )='Z?'(av x)=a\í ( a v x ) = a v ( a A x ) ~ ( a v a)A(avx): 

= a v x ^ x . 

Prop. 2.5.- Para todo a eL, x, es un antimorfismo r e t i c u l a r 
y ima u-complementación pero no es, excepto s i 
a = 0 , una ortocomplementación. 

En efecto: 

a) x ^ ( x v y ) = a v(xl7y)=a v(xKy)==(avx)A(avy)==-L (x)Azf (y) 

r ? { x A y ) = a v (XA y)=a V (x vy)=(av x ) v ( a v y)= r (x)^^-^') 

Luego es un antimorfismo r e t i c u l a r . 

b) x v t ? ( x ) = x v ( a v x ) = u para todo x e L 

Luego X. es una u-complementación.. 

c) X ATP'(X) = X A(av x) = (x Aa) V ( x A x ) = X A a. 

Luego para q.ue x. f u e r a una ortocomplementación de­
bería ser aA X = o para todo x de L; luego debería 
ser c i e r t o para x = a, es d e c i r , a A a = o, por l o 

ií Esta definición ha sido sacada de tm ejemplo q.ue d& 
A. V i l a en [ 2 l ] . 



que X es ortocomplemontación s i , y sólo s i , 
a = o. 
Es interesante notar que s i a = o entonces 1.° es 
l a complementación C de l Algebra de Boole (L, A ,v ) 

3. 
Cor o l a r i o 1.5»- S i L es completa entonces para todo a €L, r 

es un antimorfismo para l a s uniones e i n t e r ­
secciones i n f i n i t a s . 

En efecto: 
Sea H un subconjunto i n f i n i t o de L. Teniendo presente 

que toda álgebra de Boole completa es infinitamente d i s t r i ­
b u t i va tendremos: 

= = - ^ < X Í H 5 ) = X ^ H ( ^ ^ 2 ' = X ^ H ^ ' W -

r ^ ^ A ^ x ) = a v ( ^ A ^ ) = avC^V^S) =,V(av;) ^ ^ V ^ t ^ W . 

Prop. 3.9.- E l conjunto Z^(L) para todo a de L es el seg­
mento La,uJ . 

En efecto: 
a) T^(u) = a v ü = a y o = a. Luego el mínimo de X ^ C L ) 

es a por lo que z ^ ( L ) c £a,u3 • 

b) S i xeCa,uJ entonces xéX.^(L) ya que es la imagen 

de X puesto que: 

Z^(x) = a v l = avx = x puesto que a<:x. 



Prop. 4*5«- Para todo a,b de I* se cumple que. 

a) t: A z. =: e 

b) l a aplicación Z d e f i n i d a por 

Z{x) = Z^{x) V Z.^(x) es l a negación z.^^ ^. 

En efectos 

a) (•zfA¿)(x)-f(x)Az'{x)=Cavi)A(bvi)=CaAb)vi=^*'^{x)^|rxeI. 

b) zCx)=z^(x)vz^(x)=(avx)v(bvx)=(avb)vi=:Z^^'^(x) V x a l , 
T 

l o que nos dice que "2. es una negación pues vimos que para 

todo elemento x de ü, i::^ es una negación. De aJil es eviden~ 
. a — b a v b te que Z V t. = z-, • 

Prop» 9.5.-* S i I» es completa entonces para todo HCI» es: 

En efectos 

feorema 1.5.~ S i E es un álgebra de'Boole,completa,-entonces 

e l conjunto N'(L) a e l } es una-, álge­
bra de Boole iaomorfa a L y es, a su ves; un 
subretículo completo de (lí(If), A , V ) • 



En efecto: 
a) Por l a proposición 5.5 es inmediato que N ' ( L ) es un sut-
retículo completo de ( N ( L ) , A , v ). 
b) Es inmediato que l a aplicación f : L «^N(L) d e f i n i d a por 

f(a) = Z;̂  es un wcfsomorfismo r e t i c u l a r , l o que hace que 
( N ' ( L ) , A ,V ) sea isomorfa a I y por tanto sea un álgebra 
de Boole. 

Es interesante hacer notar que así como e l máximo de N ' ( L ) 

es •C^= "̂ ^ ®s ®1 máximo de N ( L ) , e l mínimo de N ' ( L ) es 

Z. = O que no es e l mínimo de N ( L ) . 

Es interesante también recordar que s i L no es atómica, 
cosa que no hemos exigido, N ( L ) no es un álgebra de Boole pê  
ro en cambio tiene un subretículo que es álgebra de Boole. 

5.B.~ C$.30 de un álgebra de Boole completa y atómica. 

Sea ( I , A , \J , CÍ ) un álgebra? de Boole completa y atómica. 

Teorema 2.5.'»̂  S i L es un álgebra de Boole completa y atómica 
entonces e l álgebra de Boole N'(Ii) es e l seg­
mento d e l álgebra de Boole ( N ( L ) , A J'V ) 

En efecto: 

a) S i a es un antiátomo de L entonces X = t , ya que: 
a 

s i x ^ a entonces xssa de donde Z^{x) = a v x ^ a v a = u por 

lo que z, (x) = u. 



s i X i¿a entonces s i A es e l conjunto de l o s átomos de L 
será, X = V{b^e A (-b í̂É x} y a=vJb^éA| b^¿ a} . 

Pero a l ser a antiátomo sólo e x i s t e un h^^A t a l que 

bĵ í̂ a de donde a = k \ i/ík j-. Por tanto s i X:^a 

debe ser ĥ é̂ 2 l o que im p l i c a b̂ ;̂̂  x por l o que x £a, de 

donde z (x) = a v x = a. 

Luego recordando l a definición de Z. es evidente que 

Z.^~.Z • Por tanto e l álgebra lí'(L) contiene a todos l o s a 
antiátomos de N(L) de l a forma Z. para a antiátomo de L. 

b) Como IT'(L) es un subretículo completo de N(L) está o l a 
ro que N'(L) debe contener a l subretículo completo genera 

do por l o s Z para a antiátomo. Por tanto como 

Alz„ a antiátomo de L } = C r e s u l t a que N'(L)OtC, Z 1 . 

c) Por otra parte sabemos que e l mínimo de N'(L) es •̂ =̂0 
por l o que N ' ( L ) C t c , t ^ j . 

c) y b) demuestran e l aserto. 

Sea ( L , A ) un álgebra de Boole atómica y sea A e l 
conjunto de sus átomos. 

Bef. 2.5.- Llamaremos Z a l a aplicación de L en L d e f i n i ­
da por: 

y lyx s i x e A y X:¿a. 
= ^ ^ -0 s i x € A y X : ^ a ó x^A y x^^ 

>«u s i X = o 



Prop. 5»5«- X, es una negacidn en L. 

En efecto: 
=ia/^v. - a a) S i X l e y entonces X, ( x ) ^ x (y) puesto que: 

S i siendo x o es x ^ A 6 x^^a entonces será x^(x)=o=lf'(y) 

S i X / o,x€A y x ^ a entonces r ^ ( x ) .= x Ŝ 'Ê Cy) pues o 

bien y s= I con l o que se daría l a igualdad o bien y > x 

en cuyo caso ^ ^ ( y ) = o por definición. 

b) {% ) ( x ) > x para todo x de L pues: 

S i x € A y x ^ a entonces (-z:^)^(x) = ( x ^ ) ( x ) = x 

S i siendo x. ;̂  o es x ^ A y x ^ a ó x<̂ A;, entonces 

( 2 ^ ) ^ ( x ) «^^(o) = u ^ x 

S i X = o es evidente que siempre es (i::- ) { o ) ^ o . 

Prop. 6 .5 . " Para todo a de Ii l a negación cumple: 

a) 2^(1) ={xeA I x¿a\U (o,u} . 

c) La aplicación Z. d e f i n i d a por" 

es l a negación Z, , 

d) Las negaciones z. no son, en general, a n t i -
[ aorfismos. 

En efecto: 
a) Es inmediato de l a definición de 2.5. 
b) .—b-o s i xfo y XíjÍA ó xeA y x^aAls t 

{z'Kz)\^)'^i^)f^\^)^ s i xéA y x ^ J 
s i X ~ o 



y como puecLe comprobarse esta es l a definición de 
•= aAb - . - a — b _ a A b ü por l o que será ~c -c . z. • 

o) I—>o s i X ̂ 0 y xjK 6 x6A,Xí|a y X4j3 
r( x ) = "^^(x)V x^(x)=,~—»»x s i x£A y X:é.avb. 

^—>u s i X = o 
• a V b 

pero esto es l a definición de z. pues s i un átomo x 
cumple que X/¿a y x 4^ entonces x^^av b. Por tsuito l a a p l i 

a V b 
cación z: es l a aplicación que vimos es una negación 
(Proposición 5»5). 

d) Veamos un contraejemplo. 
Sea (li,A ,V ) un álgebra de Boole completa y atómica con 
más de dos elementos átomos. Sean a y b dos átomos d i s ­
t i n t o s de I i . Entonces tenemos: 

_ a v b / , v -a*Vb/ X 
% (aAb) = (o) =-u 

mientras que 

^ (a) = a y z (b) = b 

de donde 

'2.^''^(aAb) - u ; ^ a v b = ^ ^ ^ ^ ( a ) V ^ , ^ • - ^ ( b ) . 

Prop. 7*5»- S i L es un álgebra de Boole atómica y completa 
entonces para todo conjunte HCL es: 

A a • *̂  a ^ A ^ a - aeH , » v7 ̂  a -aeH 

En efecto: 
a.) >—b, o s i x^Q y x^A ó xek y x4.a, '̂ 'â H 

^afeH^^^ ̂ ^^~aCH^'^^^'^^^^~f~~*'^ y xí^a para todo a%*H 
«•>«—̂ u s i X = o 

• • asH • y como puede comprobarse ésta es l a definición de " , 
^ • A„a 

por l o que a6H ^ ^ 



' r-»-o s i üjA y 6 s i xeA y xáa 
— ^ a / para todo aeH 

^a6H^ ^^^^^aeH^^ = s i XéA y X6a para algún aéH 
s i X = o 

aeH^ 
pero esto es l a definición de z, pues s i un átomo x cum­
ple x ^ a para todo a de H entonces x ^ ^ ^ a . luego l a a p l i c a — 

a aeH^ a ción X — t f (x) es l a negación z. de I»» Luego v * , aéJti afcJti 
q.ue es l a minima negación que es mayor o i g u a l que todas l a s 

a — a^H^ z, --para todo a de H, será l a negación x, • 

Teorema 3»5»- En un álgebra de Boole atómica y completa 

( L , A,V ) e l conjunto Ñ(L) =|z,^l a e L } con 
l a s operaciones A y V* constituye un álgebra de 
Boole isomorfa a L que coincide con e l segmen­
to rzL^,cn d e l álgebra de Boole ( l ( L ) , A , v ), 

En efecto: 
a) Por l a proposáición 7*5 l a aplicación f : L — ^ I ( L ) d e f i n i -

da por f ( a ) ="2. es un monomorfismo r e t i c u l a r por l o que 
l a imagen de f , f(L)=Ñ(L) es un álgebra de Boole isomorfa 

a L con mínimo z.°= z.̂  y máximo z' - O, Además Í(L) es un 

subretículo completo de ( I C L ) , A ) pero no es subálgebra 
de Boole pues e l máximo de Í ( L ) es C d i s t i n t o d e l máximo 
de N(L) que es l.̂ » 

b) S i a es un átomo de B entonces es un átomo de N(L) 

pues es fácil comprobar que s i a es átomo ='Cf^ ̂ , , que 

según se TÍÓ en l a proposición 1.4 es un átomo de N ( L ) » 



c) Por tanto Ñ(L) contiene a l subretículo completo genera­
do po] 
Luego 
do por l a s negaciones z^^ ^-^ - para todo átomo a de L. 

pero por o t r a parte "Ĉ  y C sabemos que son e l mínimo 

y máximo de Ñ(L) de donde Ñ(L) C ]|i:̂ ,C 

Luego queda probado que Íí(L) = J^z. , 

Resumiendo, l o s resultados más importajites obtenidos en 
este apartado son: 
1) S i (L,A ,V ) es "on álgebra de Boole completa entonces 
H'(L), que es e l conjunto de l a s negaciones de l a forma Z^, 
constituye mi subretículo completo d e l retículo completo 
(lí(L),A ,V ) y es además un álgebra de Boole isomorfa a L. 

2 ) S i (L, A,V ) es xm álgebra de Boole completa y atómica 
entonces l o s conjuntos N'(L) y Ñ(L) son l o s segmentos 
] j . ^ , c l y C"^Q,cJ d e l álgebra de Boole atómica de l a s 

negaciones (N(L),A,V ), son subretículos completos de N(L) 
y a su vez álgebras de Boole isomorfas a L, pero no son 
subálgebras de Boole de Ií(L). 



CAPITULO 3 

EETICnLO DE LAS NEGACIONES DE UNA CADENA COMPLETA. 

Sea (C,:é) Tina cadena completa, quB como se sabe es 
un retículo completo e infinitamente d i s t r i b u t i v o , y sea 
(N(C),A,V) e l retículo de sus negaciones. 

lecordemos q.ue en e l caso de l a s cadenas e l supremo 
de dos negaciones T^j^, Zg de N(C) es l a negación d e f i n i ­
da por: 

según demostramos en l a proposición 5.1 d e l capítulo 2. 
Esta r e g l a no es c i e r t a en general para cualquier fami­
l i a de negaciones como prueba l a siguiente proposición. 

Prop. 1.1.- Siendo C una cadena completa no es c i e r t o en 
general que para cualquier f a m i l i a de i i e g a — 
clones {"^j^]" sea 

( 2i^±)M = (^iW). 

En efecto: 
Lo que debe probarse es que en general l a aplicación 

tix) = ( V (Z,(x)) no es una negación, puesto que s i f es 
. Í€I ^ _ ^ 

una negación es evidente que f = V 1^ , 
i € I ^ 

Veamos tm ejemplo en e l que l a aplicación f no es ne­
gación: 



Sea C l a caaena lormaaa por l o s r e a l e s p o s i t i v o s con 
e l o y un máximo que llamaremos u. Sean l a f a m i l i a de ne-
gaoiones variando n dentro de l o s naturales-

Recordemos que: 

1' 
n •> 

* n 4 l 
(x) « 

U s i X ss o 
n . ^ n / — s i X ^ X ̂  o 

n. 

D© donde l a aplicación f será: 
S i X = o f (x) = u 

Si x ^ ~ £ para algán n é N fCx) ~ V 

S i 2C:^~j para todo n e N , f ( x ) = o 

n 
n * l neN, X 

Pero, por est a r en una cadena completa y cumplirse que 

(A) yl^\r.e,}^l4\^\nen 

a) S i X:^ para todo n € H ©s x > para todo n de H de 

donde x ̂  V n n e N 1 n-frl 

l i d o e l signo =, es d e c i r que: 

xeC 

1. De (1) queda c l a r o que es vá 

X ^ ^ , ¥ t t € N ] - - |xeC|x:5.l]-

b) S i X é para algún n € l es x<:l puesto que este caso 

es l a negación d e l caso a n t e r i o r , 

c) S i X es un elemento de C t a l que í n I - ~ r :^x]- ̂  0 

entonces V | -S_ | ̂  >̂  ̂ , HJ = V ) n e H J = 1 



Iluego f es l a aplicacióa d e f i n i d a por: 
^—*-u a i x.!= o 
í^l s i x<:i f U ) = 

o a i Xjr 1 

j esta aplicación no es una negación puesto que s i o < x <1 
©s 

f^Cx) « f ( l ) = o<x. 

Prop./'2.1«- E l retículo 1(0) es una cadena s i , y sólo s i , 
C tiene como máximo 3 elementos. 

En efecto: 
a) S i C tiene más de 3 elementos existirán dos a,b t a l e s 

que o;¿a/íu,o/^b;¿u| supongamos a >b y definimos 
l a s negaciones "^^Q Q-̂  3̂  "̂ "b* •^^ proposición 2»2 b) 
d e l capítulo 2 es: 

{o,a}^ "^b ~"^{b,avb} ^ib,a¿ 

y como •¡̂ £o,a} ̂  ^íb,al ̂  b ^^^^^.ta que z l o , a} y z 

no son comparables por l o que H(0) no es una cadena, 
b) S i C = {o,m} ó C = {o,a,u} entonces H(C) es una cade­

na como puede Terse eii l o s grafos de C y N(C) en ambos 
casos que ad¿tintamos a continuación; 

O Z 

a, 
4 Z 

(a) Lo mismo pasa en toda cadena completa G para c u a l q u i e r 
f a m i l i a be t •% l \p,a> ^a€H 
probarse s i n d i f i c u l t a d 

siempre que ^ j ^ a ^ H como puede com-



Prop. 3.1.- E l conjunto "̂2̂ ^ ! ̂ ^^} ®^ cadena comple­
t a isomorfa a C y un subretículo completo de 
( N ( C ) , A , V ) . 

En efecto: 
La aplicación f:C—&-N(G) d e f i n i d a por f ( a ) - t es 

a 
una aplicación i n y e c t i v a y además un morfismo r e t i c u l a r 
pues l a proposición 1.2 del capítulo 2 nos dice que: 

V " C o = ' ^ v o ^ ^ cadena A Z ='Z , • 
^ aeH ^ aeH^ B^E ^ 

Luego f es tm morfismo r e t i c u l a r que a l ser iny e c t i v o nos 
dice que f(C) = aéCJ- es un subretículo de N(C) i s o ­
morf o a C. 

Prop. 4.1.- S i G es tma cadena completa, entonces: 

Jin^io'or-^io,.^"} ''-^ 

En ef e c t o : 
Recordemos que 

y VL s i X == o 
" ^ £ 0 , 0 } . ^ ^ ^ = ^ s i x á o , x / o 

^ O BÍ 

dé donde l a aplicación g d e f i n i d a por g(x) = '^niZr \ ( x ) ) 
C fcii i o , C V 

Viene d e f i n i d a por: 
^ u s i X = 5 o 

g^^j CVH^ ^̂ ""̂ ^ ^ ^ ^ ^ -^^^ algún c de H 
o^x 

p-o s i x4-0 para todo o de H 



Por ser C una cadena se cimple: 

a) S i £o e H 1 o >: x} /¿ ¡6 entonces V :Ĵ c e H¡x¿c}=\/£c e H ; 

ya que por ser [oGH o S t x j C H es V[o e H I X £ c } éV|c6H| (1) 

pero por o t r a parte s i o< = \/£c6H|xéoj. entonces o< es 
cota superior de H puesto que es mayor que x y que todos 
l o s c é H .tales que c ^ x . Luego o(> c para todo c de H d© 
donde es V£oéH| xóc}^: ^V^c ( 2 ) 

(1) y ( 2 ) nos demuestran l a igualdad que queríamos demos-
.-ferar. ' ' • 

"b) S i xác para algún c de H entonces x ¿í- VrrO siendo 

£x ( X para algún c de H } ={X | X ^ SÍ ^YH^ 

o) S i x ^ c pEira todo c de H es x > c para todo c de H, es de­
c i r x ^ V„c siendo 

C€I1 
{x 1 X > c para todo c 6 HJ = ^x j x ̂  ^ c^H^i 

. £ x ^ ^ ceñ^S s i ^ H C < &H . 

Luego de a ) , b) y c) tenemos que l a definición de g serás 

u s i X = o 
g(x) = C ^ V j j C s i X < Vj^c, x^o 

-«"O s i X > '^«c 
Ccn . 

con g( VgC) = VjjO Bl VjjO^H 

= o 

S i se-da e l caso (+) entonces g es exactamente l a d e f i ­
nición de l a negación Zt^ , con l o que queda probada l a 
proposición. 



S i se da e l caso (•§•+) entonces g no es una negación 
ya que: , 

2 
para todo o 6 H es g (c) = g| ̂ gO) = o<c. 
pero s i X es una negación mayor o i g u a l que g debe ser: 
Para todo c 6 H , T::.(C)?-§'(C) =* pero como z es una nega-

2 
ción e l l o i m p l i c a que i:( ĵ ||<5) ( c ) ^ c para todo c e H . 

Por tanto x ( ¿ ¿ g C ) > V^o. 

luego, una negación Z que sea mayor o i g u a l que g en e l 
caso'(4-I-) debe ser mayor o i g u a l que t ̂  ^ \ • Luego, tam 

t°'cfrH°-̂  
bien en este caso, es 

Prop. 9«1«- E l conjunto {"Ẑ  1 a ^ ̂ } es un subretículo 

completo de ( N ( C ) , ^ ,v ) y una cadena isomorfa 
a C. 

En efecto: 
La aplicación f:C ^-NCC) d e f i n i d a por f ( a ) ~ Z r ©g 

lo,ay 
una aplicación i n y e c t i v a y además un morfismo r e t i c u l a r pues 
l a proposición 2.2 d e l capítulo 2 y l a 4.1 a n t e r i o r nos dicer 
que: 

t -

Luego f es morfismo r e t i c u l a r i n y e c t i v o por l o que 
f ( C ) = | X j > a C G es un subretículo completo de (N(G),A,V' 

isomorfo a ( C , A ,,v ). 



Prop. 6,1.- E l retículo (NCC), A , \7 ) es d i s t r i b u t i T O . 

En efecto: 
S i "^2* "̂ 3 negaciones de I(G) t a l e s que 

y 

entonces por definición de A y V será para todo x e C 

l o q.ue, por estar en uija cadena, que es un retículo d i s t r i b u ­
t i v o , i m p l i c a que ZAx) =Z (x) para todo x de G, es d e c i r 

^2 " ^ 3 -
Luego H(C) es d i s t r i b u t i v o , 

Prop. 7.1." E l retículo (N(0),A , v ) ee infinitamente d i s t r i 
butivo respecto a l supremo. 

En e f e c t o r 
Sea { z ^ - una f a m i l i a cualquiera de N(C), Enton­

ces para todo Z€ N(C) es 
•C V ( A r ) = A ( r v z ) ya que para todo x e C 

ifel i € I ^ 
es 

t v . ( A X ^ ) ] ( x ) = Z ( x ) v | A z j ( x ) = r ( x ) v C A (Zjx))) 
i € I i € l i € l 

« A TrCx )vz . (x ) ] = A T c t v t . X x O -
Í6I ^ Í6I ^ 

= [ A ( t v x . ) ] (x). 
i € I ^ 

(+) Recuérdese que m a cadena completa es un retículo i n f i n i -
tamente d i s t r i b u t i v o • 



Ejemplos de retículos de negaciones para cadenas f i n i t a s 

Sea C = J^o,b,a,u 
Según vimos en e l Cap. 1 e l conjunto N(C) tendrá 

^4-1 _ 2^ „ g eXementos que son l o s siguientes: 

^o'^^b' ̂ a» ^u» "^lo,b} •"^\o,a} ' \a,b} V ̂ ^a,b,o} ' 

que se corresponden con l o s 8 subconjuntos de £o,b,a|. 
E l grafo del retículo (N(C),A,V ) es e l siguiente: 

siendo C: 

" Sea C = |^o,c,b,a,u| 

En este caso babrá 2 
X 

4 = 16 negaciones cuyo grafo será: 

44 

siendo Cj 



A N E X O 

UNA DEMOSTRACIÓN BEL TEOREBIA DE M G NEILLE PARA CADENAS. 

A p a r t i r de l o s resultados obtenidos en e l presente 
trabajo se puede demostrar e l conocido teorema de inmer­
sión de toda cadena en una cadena completa, conservando 
l o s ínfimos y supremos, caso p a r t i c u l a r d e l teorema de 
Mac N e i l l e ^ para conjuntos parcialmente ordenados. Damos 
aquí l a demostración d e l mismo u t i l i z a n d o l o s retículos 
de negaciones. 

feorema.- Toda cadena C puede ampliarse a una cadena C 
completa, conservando e l ínfimo y e l supremo 
de cualquier subconjunto de C que l o s posea. 

En efectos 
Sea (Oféí) una cadena completa y notemos por A y v 

e l ínfimo y e l supremo que e l orden JÓ-define en C. Sea 
( f P ( C ) , A , U ) e l álgebra de Bbole atómica de l a s partes 
de C y sea (Ií(f^(C)), A , U ) e l álgebra de Boole atómica 
de l a s negaciones. 

Definimos f : C — — > a ( 9 ( C ) ) de l a forma s i g u i e n t e : 

f ( x ) para todo x de G siendo A^= |̂ y ec[yéxj=('^,x] 

Vamos a demostrar que f es una inyección que conserva e l 
orden y e l ínfimo de c u a l q u i e r subconjunto de C que l o -
pósese pero no e l supremo. 
1) lia aplicación f es i n y e c t i v a l o que es evidente. 

«Véase e l capítulo V de P. Dubreil -M.L. D u b r e i l J a c o t i n O^Q 



2 ) Conserva e l orden ya quei 

s i x^^y entonces A c A de- donde Z- . ̂  "ZT . 
X y A^ Ay 

3) Conserva ©1 ínfimo de cualquier subconjunto de C que l o 
posea. 
Sea HCC con A „ x = y e C Entonces r e s u l t a que: 

Xéii 
xQi ^x = ̂ y 
- S i a é A^ es que aóx para todo x e H ; luego 

a ¿ X = y de donde a e A^. 

- S i aéA entonces a á y = A x, es d e c i r a é x 

para todo x é H de donde a €A para todo x e H l o 

que. i m p l i c a que a e. (\A , 
XEa X 

3.t>. Por o t r a parte í A x £ H } es subconjunto t o t a l -
mente ordenado de ) por l a inclusión; luego 
por l a proposición 1.2 a) d e l capítulo 2 será: 

^ • ^ A : H A - "^A xeH X xelTx y 
4) En general no conserva e l supremo como puede verse en 

e l siguiente ejemplo: 
Sea l a cadena (Q,:ó) de l o s racio n a l e s con e l orden 

us u a l , que no es completa y sea H = (0,1). Entonces 
sup H = 1 en Q y en cambio por l a proposición IL2 d e l 
capítulo 2 es: 

^ A = ^ A ̂  A ya que 
X €(0,1) X xe(0,l) X ^1 

\J , x j = (^ ,1) j¿ ,11= A 
X6(0,l) 



Por tanto e l conjunto N(^(C)) no nos soluciona e l pro­
blema. Tomamos entonces e l subconjunto de (C)) d e f i 
nido de l a forma? 

XfeETx 
V HCC 

Este conjunto es un inf-semirretíeulo completo de 
(H{Í^(G)),A,U) q.ue contiene a l máximo Znt VOT l o que 

(N',/^, U) ©s tm retículo completo s i definimos 

Es inmediato que f (C) CN' por l o que puedo conside­
r a r f como una aplicación de C en H' y es inmediato por 
l a definición de N' q u e f será igualmente i n y e c t i v a j 
conservará e l ínfimo. Yeamos que*también conserva e l su. 
premoí , • * 

Supongamos HCC t a l que V x s y eC. Tamos a ver 
_ .. . x6H 

que • U Z . = n U e l ' ( m , V X € L H ' } . = 
, • ̂  ,• X y x€H . X ' X 

" X C H rj^tl-V rr »' ZSiVX 25 VX 

Luego queda demostrado que f es un monomorfismo r e t i c u l a r 
por l o que f(C) es una cadena contenida en isomorfa s 

Teamps, por último, que N' es una cadena. 
- S i x ^ y con x,y€C,es inmediato que ^ j ^ í á , es decir' 

x^. ' ^y;.; 
son comparables. 
Por tanto l o qué debeÉds probar es que son comparables 
n X.. siendo A x4c» con cuaílquier t para xe:C'y 

-x£H , ^X ; XéH, \ 
con c u a l q u i e r / ^ Z . siendo A x^G. 

' xm X • xem • 



Veamos en primer lugar que s i A„X 4^» O I ^ A es 
X 

comparable con todas l a s negaciones de l a forma Z con 
z 

z ec. 
Para e l l o definimos P =£y€Cl y ^ x , V x 6 H } . Entonces ten­
dremos: 
- s i y €P es xeE^ k ^ A ^^^^ 

y X y X 
puesto que s i x ^ y entonces A 3 A . 

X y 
- s i y ^ P es Z^^ ̂  xfeH^A ''̂ "̂̂  ®® ^̂ "''̂  V^Ta 

y X • 
algún x£H de donde A l o que i m p l i c a que A D CVrA 

Veamos, en segundo lugar que s i x^C y ^^4^ 

entonces O T ̂ « ©s comparable con Cl^^» • XfeH A • X£M A 
X X 

Sea Pg = [ye C I y¿x, V x 6 H } y Pj^ =[y e c | y ̂  x, V x e M } . 

Distinguiremos t r e s casos: 

a) I*upP|̂ j» Entonces e x i s t e un yCP^^ t a l que y i^Pjj de donde, 

X y X 
b) 1*3̂ 9-̂ H* ®^ c^yo caso ocurrirá^según hemos v i s t o en a.^ 

que 
^ z n 2. 
xeM A xeH A 

X X 
o) Pj^ = Pjj, en cuyo caso por ser c i e r t o s a, y b. será 

Z r\z 
xeH A xeM A 

• X X , 
Luego queda probado que todo par de elementos de N'son 

comparables l o que nos dice que N' es una cadena. 
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