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INTRODUCCION

Pttt 1

El presente tfabajo fue iniciado como uﬁ estudio
de laé negaciones utilizadas en las diversas légicas)
tema que fue motivado por los trabajos que sobre 1l6-
gica algebraica viénen desarrolléndose en el depértg
mento de Estedfstica. Partimos de la definicién de
negacién dada por el profesor F. de A. Saies.Vallés
en T14] y que es una aplicacidn entre ordenadds Yy -

. en especial, entre:retioulos, que cumple las condicio
nes médximas posibles de forma que las negaciones uti-
lizadas en las distintas‘légicas sean casos particula
res de la definieién dgda.i'Dichas negaciones han si-
do objeto, anteriormente a esta .memoria, de varios -
trabajos de los que se han publicado los del profeéor
'F. de A. Sales Vallés [14] y (18] , el de J. P13 [197
y el de F. Esteva [20] . ' '

La presente memoria parte de estos trabajos y se
dedica al estudio de las negaciones en los retfculos
completos. En resumen, los resultados que se obtienen
son los siguientes: 4 | |
) En el capftulo 1 se parte de qué'ia imagen pér
una negacibén de un retfculo completo es un inf-semi-
rfeticulo'completo qué contiene al mdximo, y se estu |
diai si, dado cualquier inf-semirretfculo que contie- :
ne al méximo, existe siempre una negacién que 1o teg'

ga por imagen. La respuesta es negativa, y se dan -

%En este sentido, el estudio comparativo  de las ne-
gaclones clésicalintuicionista y cudntica que se hace

en el capftulo 1 de G. Bodiou [11]nos ha sido muy dtil.



condiciones necesarias y suficientes para que la apli-
cacidn entre negaciones e inf-semirretfculos completos
que contienen al méximo, sea inyectiva, exhaustiva o

biyectiva- Asi se ve que esta aplicacién es una biyec-

eibn si, y s6lo si, el retficulo es una cadena finita.

1 E§ ai capitulo‘a*se estudia el conjunto N(L) de
todas las negaciones que pueden definirse en un reti-
culo completo (L, A,V ). En el apartado 1 se demuestra
que N(L) es un reticulo completo que nétamos (N(L), A ,V).
En el apartado 2 se dan condiciones, unas necesarias ylA
atra§vsufioientes, para que (N(L), A,V )~sea'ﬁistribu~‘
tivo e inflnltamente &istributlvo. En el apartado 3 se;
demuestra que la con&mcién necesaria y suflczenﬁe para
que (N(I}) A, v} sea un 4lgebra de Boole es que (L,A ‘4’)
‘gea un 4lgebra de Boole atémlea, resultado que se. CONMw-
pleta en el apartado 4 al demostrar que toda élgebra &e
Boole de negaciones es atémmca, asi como al hallar la
pdsicién.ocupada~por la complementaclén‘del élgebra de
Boole en el reticulo de las negaciones. Por Wltimo, en
‘el apartado 5 se halla una aplicacidén entre un élgebré
de Boole y el reticulo de sus negaciones gque es un mo=-
nomorfismo reticular, y que nos permite,. por tanto, sn
mergir toda‘élgehra de Boole completa en el reticulo de
sus negaciones. | - |

“En el eapitulé 3 se fecogen’y caﬁplétanrﬁiversos re~‘
sultados hallados en los capi%ulas amterieres sobre 133 \
negaciones en las cadenas completas¢ Asi, en el cap. 2
gse da una regla para construir el supremo de dos nega~

ciones y en este ecapitulo se aemuestra que sélo es véli |



da para hallar el supremo de faqilias finitas de nega-
ciones. También en el cap. 2 se demuestra que si un re
ticulo es completo, atbémico y distributivo, el retfcu-
lo de sus negaciones es distributivo y en el cape 3,al
demostrar que el reticulo de las negacicnes‘de una cg
dena completa es siempre distributivo, se prueba que

la condicién dada en el cap. 2 es sélo suficiente.

Por ltimo, en una nota se da una demostracién del
congcido teorema de completacién de Mac Neille en el ca

g0 de cadenas, utilizando los retfculos de negaciones.

Creo un deber hacer constar mi agradecimiento al
Profesor F. de A. Sales Vallés de quien he recibido,
~ tanto la sugerencia del tema por &1 iniciado, como las

~Onecesarias orientaciones para llevarlo a término.

: Agradezco tambidn la ayuda que ha supuesto la con
cesmén por parte de la Escuela Técnica Superior de Ara‘r
quitectura de Barcelona de una dedicacién exclusiva en
1la Céte&ra del Grupo I "Matemdticas".

Debo agradecer también'a 1los compafieros del Depar-
tamento de Estadistica y en egpeoial a J. P14 las apor-
taciones y sugerenéias al presente trabajovdurante las
discusiones que hemos tenido, sobre este tema,en nuestro

~ departamento.

Barcelons , Junio 1974
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CAPITULO 1

NEGACIONES EN RETICULOS COMPLELUS .=

————— e e g
——— —
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l.- NEGACIONES EN CONJUNTOS ORDENADOS Y EN RETICULOS.

1.A.- Negaciones en conjuntos ordenados.

Sea (s,

Def.’i.llé

Props lel.—

<) un'con;junto ordensado.

Una aplicacién T :S—S diremé.s que es una nega~
cibén si se cumple: .

1) Si x <y entonces zZ(x)=Z (y):

2) Para todo XES es z2(x)= X.

Si ademds se cumple que 22 = I entonces diremos

que T es una negacién fuerte.

Sea (S,< ) un conjunto ordenado y z una negacién

en S. Entonces se cumple:

- a) 'C2 es un operador clausurm tal que ze(s) ~-~‘Z(S)'.

b) t3=t, es decir, z es fuerte sobre el conjunto
~ imagen z(s). D2y -
c) Si S tiene minimo "o" entonces S tiene que tener
mdximo u ya que por toda negacién .z:'la imagen

del minimo es el mdximo (z (o) = u).
d) Z es fuerte si, y sélo si, es una biyeccién,
e) 51 z es fuerte y a cubre a b entonces z(b) cu-

bre a z(a).



No damos ninguna demoétracién ya que estas ‘prOpieda-'

des son conocidas. Véase por ejemplo F. de A. Sales Vallés

]y W’]

Defo: 2.1.- Sea (s,<£) un conjunto ordenado y < una nega

‘016n de S. Entonces dlremos que'
a) un elemento x &S es pos:.t:x.vo respecto a ¢ el
x=T(x). B
D) un elemento xes es negat:.vo respecto a z sk
x<z(x). ,
¢) un elemento xe€ S es estrictaﬁente_posi‘tivo
‘-respecto azselix>T (x).
d) un elemento xeS es estrlctamente negatlvo :
respecto a Tsi x «T(x).
R‘otaremos los conjuntos de elementos negé‘tivosky”pcs:i}-
‘t;n,whs por N‘Z v 'g y-ios conjuntos de elementos és;trictamen-?

te posn.tlvos y estric’camen‘ce nefrafivos por ﬁt y B .
Con esta nomenclatura en inmediato que N nP.c {xeslz(x)-x ;

V yque}? -P -(N an ) yN "*H*c.“ (N.c_ﬂP.zp).a

Prop. 2.1.- »sean»x‘l,A xz, x3€S ‘*t:ales que son eomﬁarables[y

x, €N, . xze;'Niﬂ P, y xje P, . Entonces es
M.
-~ En efec’co'

- 81 X, =X, entonces seria xl-a z (x )£ Z(x ) = x, en con-

| "tra&icc‘ién con el hecho de sexf xlé Xy



Si x

2 =7

= < ' ‘
xq entonces seria Xy Z(x2)~t(13)<x3 en

contradiccién con el hecho de ser X.> X..

2~ 73

Prop., 3.1l.- Sea (S,< ) un ordenadb ¥y Z una negacién en S.

Pré?o‘d;lo*

,En efecto.

Entonces se cumple:

a) Ncl’\ P, es un co‘n;}unto to;balmenfe desordenado.
b) Nz es un ideal de orden y P un filtro de

orden.

Sea (S,<) un ordenado y ¢ una negacién en S
Entonces: ' N
a) T (ﬁz )C ﬁ—c

' b) -c(ﬁz )C P,

Si xe P-C entonces ’z(x)< x de donde por ser Xda (x)

tenemos Z(x)dxéz (%) es decir 2(2(x))>?_ (x) de donde

t(X)éNC -

Si xe N, entonces 4 (x)> x de donde z(z(x))<2(x)

es declr z (x)c B, oo :

' ‘Corolamo lelae— Cualqulera que sea la negaoién z definlc‘za en

un ordenado (S, £ ) nunca puede darse que'
a) P ;éﬂ y Neg=g.
>b) }?Z ﬁ y‘ i&z&é£50.’

N



Limitdndonos al caso de lasAcadenés tendremos que,
al ser todo par de elementos comﬁarable, dada una nega-
cién € todo elemento de la cadena debe ser de uno de -
los subconjuntos N, 6 P, y P_./N\ N, debe ser vacio o
unitario. Con estas consideraciones y teniendo presentes
las proposiciones anteriores son inmediatas las siguien-

tes proposiciones.

Prop. 5.1.~ Si T es una negacién en una cadena (S,<) en
| tonces debe ocurrir uno de los tres casos si -

guientes: _
a) N #0, P, A8 y N.aPp=fg.

c) ﬁaf-‘g‘, P, =% ¥ Na/\ P ={a}. En este caso .

la negacidén esté definida de la forma a(x)za‘

para todo x &S.

Prop.-G.l,— Si T es una negacibn fuerte en una‘cadeha (s, £)

entonces debe darse uno de los dos casos siguien

teg: . .
a) Ny # 8, P £#8 y N,AP. = 4.
v) N, £ 8, ?a',%ﬁ ¥y NonP, ={a} .
-siendo N, y P, dos conjuntos iéomorfos res-
pectoya los é6rdenes duaies.
La proposicién 6.1 nos dice que para §0dér definir una
negacidén fuerte en una cadena tenemos‘que poder dividirla -

en dos subconjuntos P y N, cuya interseccién*es]vacia 0 uni 3

taria tales.que:



1) Todo elemento de N es menor o .igual que todo
elemento de P.
2) N y P son isomorfos respecto a Srdenes duales.
Por tanto, podriamos decir que toda negacién fuer-
te en una cadena es una simetria con ’cen't:ro de simetrig

a si N NP, z{a} 6 sin centro de sime?r:’.a si N NP, =

1.B.~ Negaciones en reticulos.

sea (I, A,V ) un reticulo y sea T una negacidén en L.

Def. 3.1.— Diremos que una negacién T de L es un antimor-

fismo si para todo X, yel es:

2(xv ;sr)v =“cl(x?l\,?:(y) R ~zb.(:v;/\y) =z (x)Ve(y).

Prop. 7.l.— Sea (L,A ,Vv ) un reticulo y < una negacién de-—

finida en L. Entonces:

'a) Para todo x,y €L se cumple: |
Z(xvy) =xx)azly) ¥y zl=xay)zelx)vely).

b) La antiimagen de un elemento a€7(L) es un
sup-semirreticulo de I con méximo Z (a).

c) Si Z es una negacién fuerte entonces € es
un antimorfismo. E1 reciproco no es cierto,
en general. ‘ |

4) Si ¢ es un antimorfismo entonces <T (L) es un
subreticulo de (L,A ,Y ). El reciproco no es
cierto, en genereil. |

e) 51 ¢ es un antimorfismo la antiimagen de un
elemento a€ T(L) es un subre‘ticﬁlo de L con
médximo <T(a). |



f) 81 Z es un antimorfismo y (L, A,V ) es
un 8lgebra de Boole entonces (L) es un
4lgebra de Boole con minimo z(u) y mdxi
mo u, por lo que es subdlgebra de .(L,A,V)
si, y 86lo si, <T(u) = o.

Lae demostracidén de estas propiedades de las negacio-
nes sdn'imediatas gi se par‘te de un cono‘cimien‘to de loé
resultados del trabajo del Dr. F. de A. Seles Vallés [44]
Por ello no damos ninguna demostracidén de los mlsmos aun- -
que’ los enunclamos puesto que nos serén titiles més. a&elan |

te.

2.~ NEGACIONES EN RETICULOS COMPLETOS.

" Sea (L AyW)un reticulo comple'ho con méximo uy
‘minimo c.

Pfop.‘. 1.2.- 81 (I, A,V ) es un retfculo completo entonces:

a) ‘Z(Vx) = eH( T(x)) para todo HCIL.
b) z(m 0> v ).

En efec‘co :

a) Veamos que Z(xe N(z (x)) para todo HC L.

H er



- , - > \Y4
xs x\e/Hx para todo x eH de donde ;(x)/ z (er x)

y como esta desigualdad es cierta para todo x€ H serds

Z(x)> 2 (Y x) (1).

er

- A . . A
X » A% para todo x de L; luego T(x)s< Z(erx)

y como esta desigualdad es cierta para todo x€H serd,

v Z(x)c c:(

xeH xeH> ) (2).

o 2 ' S 2
P 4 &« V. 7
Pero x £ ¢ (x) para todo x€H, de §onde A S 2 (x)

Teniendo presente (2) resulta:

A er _(Z(x))~ Z(N Z‘(x)‘_) de donde:

xeH

2y 2 T (ST )2 AT (3)

xeH

(1) y (3) demuestran el resultado buscado.

b) Para todo xeH es xz N x de donde z(x)é zZ (

xeH er(X) ¢
Luego
<z

 Prop. 2.2.- Si (L, A ,\( ) es un retfculo completo entonces

Zz (L) es un inf-semirreticulo completo de L
que contiene a u,' 'y por tanto un reticulo com
pleto, aunque en general no es subreticulo de
(Ly,A, V).

En efecto:

Del resultado a) de la proposicién 1.2 se desprende
que < (L) es un inf-semirret:ﬁculo completo de L y de la
proposicién 1.1 c¢) de este capitulo, que nwe Z(L). Por -

tanto 2 (L) es un reticulo completo en el que el supremo



esté. definido de la forma:

erx -'Af\ye; o(L)\ y>xchHlf para todo HCZ(L)

- Ademés, en general (E:(L),A y \/) no es subretfculo
de (L,A ,V ) como puede comprobarse en el Siguiente ejem
plo: 'j | o | | | A

Sea (L,A,VY ) el reticulo dado por el grafo adjunto
y sea T la negac:Lén definida de la forma:. o

'Z.(u) = 0, z(a)=b, z(b)ua, z(o)m, z(c)-o.

L Es inmediato que T es une negacién y que
b ‘Z(L) es el reticulo completo dado por -
' el grafc ad;}unto., , o , ‘

Ena’:onces es evidente que (Q(IJ) AL,Y)
no es _subreticu_lo de (L,A,V ) ya que:

b‘z(t‘) o av’o,-—:é,éu-—-’a’\?b’.w

: Prop. 3 2o Si L es completo la a.ntllmagen de un elemento .

‘& es un sup~sem1rreticulio comple*t;o ccn mé:xxmo
2 (a) |

En efecto.. A ‘ -
~ Sea H {’xe I: lc(x) = a} ' y sea PC H entonces es: '

N - _ iy . . . . N
ra (XCPX), xcP (x) xeP a = a de donde x\épx eH es‘ decl‘r
H es un supsemirreticulo completo. Ademds si x €H se cum- .
‘ple: | -

xézz(x) =7(a) de donde " “Z.y(a)';x para todo x ¢H



Por dltimo z(e)EH pues si a ¢ (1) es 32"(3) =

Sabemos que el cuadrado de una‘ negacién es una clau-
sura y que para las clausufas, la aplicaeién que hace «cb- :
i’responder ? cada clausura su image'n. nog define una biyec
' cién entre las clausuras y los inf-gemirret{culos comple-
tos' que contienen a u¥*, Acabe.mos de ver por otra parte |
que la 1magen por una negaca.én de un retfculo completo es
un inf~sem1rre'biculo completo que contiene a u. Vamos a

es’dzdiar gque ocurre con el reci{proco.

Teorems 1.2.- Dado un retieulc Ly un iﬁf—ksemirreticu}_o

| completo y que contenga au existen tan-
tas negaciones z tales que ‘C(L) L’ como -
negaciones fuertes}pueden definirse en el -
reticulo completo (L7,A, V). ‘

‘ En efecto'

Sea T, una negac:.én fuerte definida en (L' ALY ).

1
: 5‘?’eamos que po&emos definir una negacién '?: en B tal que
z(L) = | | |

Definimos para todo x de I la aplicacwn"
2(x) = V{Z (y) | ye 17, y>X} o (A &_yefﬁ \y>X} )
Es inmediato que si x eIi' en‘tonces ‘c(x) =Z (x) ¥y que

Z(L} L’ puesto que para todo xe&ﬁ es 'a(x)en pues L
~es inf«completo. B )

% Véasé, por e;je.m‘plo,’ M. Ward E,g] 6 J. Morgado [AO‘] .



Veamos que la aplicacién <z definida es una negacidn en It

a) 81 x<y es inmediato que Z(x)=T (y).
b) Si x€T entonces x < z2(x) ya que:

Por ser 2(x)E€L’ es

Cx) =t (2 (x)) =2 (V{‘C .(y)l&eL', y>x{) =

|

/\{‘c (y) yeL’, y/x}

Pero para todo y de I:' con yZX es -z:l(y) y>x de donde-'
(x) -/\{Z (y) yem’ y>x}>/\{y€:1= y:»x}

| Veamos ~p0r dltimo que esta negacién es Unica: -
Supongamos que, dada una negacién 21 fuerte en L' exis-

: tieran dos negaciones Z;é z*%en L “.;ales que Z(L) =z (L)~—L
Y que a la vez Z|h'= ¢ ‘E'"Zl.' Por ser Z%Z *:'c'tiré

:por lo menos un xc-.L tal que t(x) ;é z’ (x) de donde al ser
kZ.(x) Yyt (x) de L'es:

1 Wne

negacién fuerte en L! Luego t ;é 'Z ; pero 2,2 y 22 son

B =z,(2@) £ 72 ) ='~c'2(x) por ser Z
dos oPeradores clausura que tienen el mismo congunto imagen
‘lo que contradloe el resultado enunciado al pm.ncmpio de es' A
te apartado de qae existe una biyeccién en*t;re clausaras e
“inf-semirretfculos ecmpletos que conmene a u (a ceda clau- |
'sura 5 se le hace corresponder o (E)). .

Por otra parte dada una negacidn Z en Ii es inmediato

: que T es ung negaclén fuerte en Z (Is) pues’co que z3=2.



Corolario 1.2.- En un reticulo completo L si una nega-

cién z es un antimorfismo entonces, en
general, el antimorfismo no es cierto

para las intersecciones infinitas.

En efecto:

Veamos'un contraejemplo:
Sea L el intervalo [-5,5] de la recta real que con el in-
fimo y el supremo usuales es un reticulo completo y sea -
la negacibn T que se obtiene como extensidn Unica (por_el}

teorema 1.2) de la negécién fuerte definida en el inf-

<1
semirreticulo completo que contiene al 5,
Il': {-5,—4”-3,—2"-1,0,1,2,3,4,5 }, por .Cl(a) = c-a.

'Es inmediato que por ser el retfculo una cadena es
un entimorfismo y en cambio tomando el subconjunto (2,3)

es:

L}

: Z(/\{x&(z,j)} ) = ©(2) = -2 y en cambio
X 6(2 3)(t (x)) xc(g 3} “3} ={-3} puesto que para todo

x 6(2,3)','6(::)_ = T, (A}, vyel'ly = x})=24_(3) = =3,

Corolario 2.2.- Si L es completo y < es un antimorfismo
| entonces T (L) no es en general un sub-

reticulo completo.

En efecto: . _ |
Sea L el intervalo [75,§]de los reales y sea
L'= [—l,l)ﬁJ{_S}-que es un inf-semirreticulo completo que
contiene al 5; sea ¢ la negacidén de L obtenida como exten
sién de la negacién <z, fuerte definida en L’ por
Cl(_1)=5, t1(5)=-1 y Zl(x)=-x para todo x €(-1,1). Enton
‘ces como en el caso anterior T. es un antimorfismo y en

1

Areombhin T.7 na oa 1n anthratdfenlns ~comnleata va Ao



3.~ RELACION ENTRE INF—SEMIRRET&CULOS COMPLETOS QUE CONTIB-
NEN AL MAXIMO, OPERADORES CLAUSURA Y NEGACIONES.

Como consecuencia del teorema 1.2 se nos plantea el
problema de estudiar cémo es la aplicacidn entre inf-se-
mirreticuios cdmpletos'que contengan a u y las negaciones
que los tienen por imagen 0 entre negaciones y clausuras

pugpto que entre los inf-semirretfculos completos que

contienen a u y las clausuras existe una biyeccidn. Si
1lamamos N(L) al conjunto de las negaciones de L, Y(L)
al conjunto de inf-semirretfculos complétos gque contiene
auwy A (L) al conjunto de las clausuras de L 10 que pre

tendemos estudiar es de qué tipo son las aplicaciones:
- £:N(L) ——+Y(L) y fl:N(L)f—wo-[;\(L)

Z ——+f(z)=2 (R) z ._;.-b,fl(z)qzo

'ProE. 3.~ Una condicidén necesaria parae que f sea inyecti-

va es que L sea una cadensa.

En efecto:

Si L no es une cadena deben existir por 1o menos dos
elementos a,b€ L tales que no son comparables; entonces
L'=<{a/\b,a,b,u} es un inf-gsemirreticulo completo y en é1

pueden definirse dos negaciones fuertes Zl y 32 dadas

por:



Zl(u) = alAb 12(11)" = aAb.

Zl(b) =a | z,(b) =D
Zl(a) =D 'zz(a) =a
Zl(aAb} = nu Zz(al\b) = u

Tuego por el teorema 1.2 existen dos negasciones ‘zi)'z.é

de N(L) tales que ‘(L) =2.(L) = L’ por lo que f no sers
O 2

inyectiva.

Prop. 2.3.-~ Ung condicidn necesaria para gue f sea epiyec-

tiva es que en el retfculo completo L no exis-
te ningin inf-semirreticulo completo que ‘con--
tenga a u del tipo (1) 6 (2).

W

avb

L @)

onb

En efect0° .
Tanto en un retfculo del tipo (1) como del tipo (2)
'no puede definirse n1ngqna~negac;6n fuerte pues por uns
‘negacibén fuerte los dtomos y antidtomos deben correspon-
derse biyectivamente y en (l) y (2) no es posible hacer-
lo. Luego si en un reticule L exista un infsemirreticulo
completo que contenga a u del tipo (1) é (2) no ex1st1ré
ninguna negacién T tal queﬁ‘t&ld L’ pues para_ello de~

‘beria existir, por el teorema 1.2, una negacidn fuerte



en L’. Por tanto en tal caso la aplicacién f no serd

epiyectiva.

Corolario 1l.3.- La condicién de la proposicién 2.3 es

equivalente a decir que si a,b son de
L y no son comparables entonces a A b=0

y avb =u.

. En efecto: ) , ,
, 2) Si en L existen dos elementos no comparables
a,b tales que aAb # o (avb # u) entonces | . |
L= {o aAb,a,b u} (L= {éf\b a,b avb,u‘l ) es un inf-
semirreticulo completo que contiene &8 u y es del tlpo
(2) ((1)) o

b) Por otra perte si para todo par de elementos
- no comparables a,b de L es a/\b 0yavb=1ues evie
“dente que en L no existe ningin inf-semirretfculo com-

pleto gue contenga a u del tipo (1) 6 (2).

Corolario 2.3.- ILa condiciéﬁ de la proposicibn 2.3 es

equivalente a decir que existe en IL-{o,:
una particién formada por una femilia

{C }’iﬁEI de cadenas tales que todo par

de elementos perteneclentes a dos cadenx

distintas son incomparables.

En efecto:
a) Si I cumple la conalclén de . la proposicién 2. 3
entcnces la relacién defmnmda en I ~ {p ul por:

a=b si, y sblo si, a es oomparable con b



es una equi\ralencn.a pues*bo que:

Es reflexiva ya que a=a es cierto para todo a de I~ {o ul.

Es s:.métmca pues es inmediato que si a=b es b=a.

Esﬂ transitiva pues si az=b y b=c entonces a ...c ya que

si a=b y b=c entonces se cunple:

-~ O bien aé-b ¥y b=c en cuyo caso es a ¢ y, imr tanto as=c

-~ O bien a<b y b<c en cuyo caso a <¢ y, por tanto e=o

= 0 bien a>by b<c en cuyo caso a debe ser comparable

con ¢ ya que en caso contrario a y ¢ serian Aincompara--

| bles yaneczb # 0 1o que estd en contradiccién con que
L cumpla la condlczén de 1a prOpos:Lc:xén 2.3 segdn vimos

~en el corolario l. 3. _

- O bien a<b y b>c en cuyo caso a y ¢ deben ser compara-
bles ya que én cas_)o contrario“a y ¢ aeri‘anwinéomparableys
y avy £b ‘;5 u en contradiccién coix"la'hipétesis de ime if

cumple la condicibn de la proposicién 2, 3 segxin vimos en

el corolario 1.3. ; ;

;‘.Luego = es una equivalenc:ta en L - {o,u}- ¥y por tanto tene-—

mos una particién de este cqnaum:o en clasess pex;o estas;-—-

clases estén formadas por elementos Vcomprab‘lesvy, por tan-
to son cadenas y dos elemem;osbe dos clases Cﬁi_'stini:as no
 pueden ser comparables. | | -

: b) Si 'e‘x:isteg una familia de cadenas {Ci} ieT ‘que
fofma{l une particién de L - {o,u} 'y tal que dos eléménto‘s‘
~de dos cadenas distintas no son comparables, entonces la
relacién de equivialenc‘ia definida por ésta particidn es:

a=b si, y s6lo si, a y b son de una misma cadena Ca. es

decir si y sblo si ay b son cbmparablesq Luégd siayb



‘son dos elementos no comparables es gque son de Ci y de

C,coni # jycomo los elementos de dos clases distin-

J
tas no son nunca comparables es Que aAb = o y'é‘vb = 0
lo gque por el corolario 1.3 nos dice que L cumple la pro

pieda& de lanroposicién 2.3.

Prop. 3.3.- Sea (L,A ,V ) un retfculo completo que cum-

ple la condicién de la prop. 2.3 y sean C,

las cadenas definidas enAel corolario 2,3 ¥

que forman una particién de L~ {o;u} . Enton
ces la condicibn necesaria y suficiente para
que f sea exhaustiva para L es que lo sea ps

ra cada cadena C,=C, v{o,u} .
~ ii

En efecto: |
a) Si f es exhaustivae para L lo es para cada 61 ya
que: |

Por ser los G, subretfculos completos de L, cualquier inf-

i
gsemirret{culo completo C’ de un 61 1o es de L por 1o~que

si I se cumplekque f es exhaustiva debe existir una negaQ
cién Z de L tal que z(L) = C’. Iuego 2]|C’ es una nega-

cién fuerte en C’C C, por 1o que existe una negaciénlla’

i

de C tal que z'(ai) = €’ extensibn, por el febremg 1.2,

i

de Z|C’. Por tanto f es exhaustiva para cada 51.

-b) Supongamos que la aplicacién f es exhaustiva para

~todo §i y que L’ es un inf~semirreticuloycompieto de L que

contiene a u. Entonces LN G, = G

i i es ﬁn'infsémirreticulow



completo que contiene a u de C, - por lo que, por ser f

i

existe una negacién T, de ¢

i i

que Zi(ﬁi) = 5{. Entonces en L podemos definir la apli

exhaustiva para C tal

cacién T de la forma:

z(x) = ti(x) siendo i el subindice necesario para
gque xecio ‘ |
Es inmediato que T es una negacién por la forma cémo

ha sido construida y que = (L) = L’. Luego la aplicacién
f para L es también exhaustiva. '

Las proposiciones 1.3 y 3.3 nos.inducen a estudiar
cbmo es la amplicacién f en el supuesto de que L fuera -

una cadena completa.

Prop. 4.3.~ Si ea‘ﬁna cadena completa C se puedenréons~‘
truir con origen en un elemento a dos suce-
siones, una estrictamente creciente y la
otra'estrictamenteAdecreciente, entonces T

no es inyectiva.

En efecto:

= < < : ce e < a;c i bt
Sea a = by <b, b3<¢ ee<b < la sucesién cre-

clente y a =falwfa2>-a3>*..':>an> «+ 1la sucesién decré—

aie. Entonces

ciente a ="
y sea a =/ | |
L’= §E’°‘an“'aé’a’b25“’bn"° u} ~ es un inf-gsemirreti-

- culo completo que contiene a u y en é1 pueden definirse



% : : '
més de una negacidn fuerte; por ejemplo pueden &efinir~

ge las Zl, Tos 53 dadas po?

ENCE T z,(3)=u ACES

'"c:l(ai)=bi ;em-{l} 2, (a,)=b, iﬁ-{l,z} 33(ai)=bi*liié},\¥-§
2 (a)=a z,(a,)=a - Zyla)=b,

2, (u)=2 Cgla)m, g (m)ea

e 1 - :N-§11 = (b, )=a, .ieN-07
zy(by)=a; deN-f1}  Z(by)=a, , 1eN-31} =, (by)=a, ,ieN-17
H@=E gw=E

Luego, por el teorema 1.2, tendremos por 1o menos las tres

4

N “w . r - ‘
negaciones cl,'cg, u3}extensiones de ﬁl, 22,‘23 tales
que zi(L) = Zé(L) = Zé(L) = L"; por tanto f no s inyecw-

.tiva envL.

- Prop. 5.3.~- En una cadena completaVC, una condicién necesa-
ria para que f sea exhaustiva es que no pueda
construirse ninguna sucesién que sea estricta-

mente creciente o decreciente. -

. En efecto: | |
a) Si existe una sucesidén estrictamente creciente

alz:aa<.... <& < «.. de elementos de C, entonces
L'#<{al,a2,.;.,an,.,.,u}- es un inf-semirretfculo completo

que contiene 2 u y en &1 no puede definirse ninguna nega-—-
cién fuerte pues en L’ existen &tomos y no hay ningin anti-
-~ étomo, . | | |

= Reoudrdese el resultado de la prop. 6.1 de este”capitulo.



b) Si existe una sucesifn estrictamente decreciente

’ r rd .
Y s e n in-f mo' a =..«".\ a, nLwong
al> 32>. >ah}. co i AL ent es

L’= {a,...aé,a; l,..aé,ai,u} es un inf-semirreticulo com-

pleto que contiene a u (en realidad es un subreticulo com-
pleto que contiene a u)}y en é1 no puede definirse ninguna
negaéién fuerte puesto que en L existe un antidtomo, ai; y
ningin 4tomo.

Luego en ninguno de los dos casos puede encontrarsé una
negacién fuerte para el inf-semirreticulo L’; por tanto, por
el teéremé 1.2, no existe en ninguno de los dos casos una ne
gacién Z de L tal que % (L) = £’, es decir f no esreXhauSti
va.

Es un ejercicio fdcil probar los dos lemas siguientes
que utilizan el lenguaje devla topologfa de los intervalos

- abiertos en las cadenas.

Tema 1.3.- Unag cadena completa es finita si, y sblo si, no

tiene puntos de acumulacién.

Tema 2.3.~ S1 una cadena tiene un punto de aoﬁmulacidn,pﬁede

definirse en ella una sucesién estrictamente cre-

ciente o decreciente.

Prop. 6.3.~‘Lalédndioién necesaria y suficiente para que f

sea una biyeccidén es que I sea una cadena fini-

ta.
En efecto:

Por la proposicién 1.3 si I no es una cadena f'nores‘



inyectiva por 1o que no serd nunca una biYeccién. Si L

es una cadena completa que no eg finita de los lemgs 1.3
Y 2.3 se puede construir una sucesién estrictamente cre-
ciente o decreciente lo que por la proposicién 5.3 impli
ca que f no es exhaustiva. Luego s6lo nos queda demostrar
que f es biyectiva si L es una cadena finita. Pero, si L
es finita, los inf-semirretfculos que contienen a u son
todos los éubconjuntos de L que contienen a u, por lo -
que demogtrar que f es biyectiva equivale a demostrar que
dada cualquier cadena con un nimero finito de elementos
se éuede definir en ella una y‘sélo una negacién fuerte;v

ello es evidente puesto que si L’'= {al,az,..an,U} es -

1 2 3

niendo presentes las proposiciones 1.l e) y 6.1 y sus -

una cadena finita con a.< a,< a.< ,..an<:u entonces, te-

consecuencias, toda negaéién fuerte en L” debe cumplir
que:
a) El1 transformado del minimo debe ser el méximo, es
decir |

'C(al) =

b) Todo elemento que cubre a otro debe transformarse
en uno que sea cubierto por la imagen del primero.

Iuego debe ser forzosamente

2(a;) =& 4,0

| Por tanto si L es una cadena finita para cada inf-
semirreticulo completo que contiene a u existe una nega-
cién fuerte ¥nica lo que nos dice, por el teorema 1.2,

que existe una dnica T cuya imagen por f es el inf-semi-

rretfculo dado.



Corolario 3.3.- Si L es una cadena finita con n elementos

pueden definirse- en ella oh=1 negaciones .

En efecto:

Si L es una cadena finita por la proposicibn 6.3 .
existen tantas negaciones como infsemirret{culos comple-
t0s que contienen a u. Por ser L éadena finita todo sub-
conjunto que contenga a u es inf-semirreticulo y contie-
ne a u; por tanto habrd tantas negaciones en L como sub-
conjuntos de L que contengan a u, es decir, como subcon-

; |
juntos de L~€u} y, como I~ {u}- tiene n-1 elementos,

 tiene 2n.1‘subconjuntos.

Para notar cada una de estas negaciones pondremos’ZH

donde H es el subconjunto de L~.§u} ique define la negaciédn;
" luego Z g es 1a-nevaci6n‘definida por T, (E) = HU{u} .

Egemplo.-— Sea la cadena C ~2u ,a,b,0} con u>a>b >0

r4-1

Las negaciones que pueden definirse en ella serdn las 2 =8

"giguientes:

-

Cla} * “iv)’ "{o}’ “‘sa ,b}' “ia, 0}’ “Qb 0}’ a,b,0
‘Para facilitar la notaciébn escribiremos T, en vez de k‘ﬁ y

HE

&a en vez‘de i a}‘

(.)«.r-

#

# También se pueden definir 27 ~ clausuras.

%% Esta nomenclatura se continﬁa utilizando en agquellos caav
'ség en que T (L) es una cadena finita. En taleS‘casos;Zﬁ
se refiere a la extensién por el teorema 1.2 de la tnica

negacién fuerte que puede definirse en'HKZ{u} .



Corolario 4.3.~ Una condicién suficiente para que.f sea

inyectiva es que I sea una sucesién es-

' trictamente creciente. -

En efecto:

| Sea L = {al,aa,...,an,..u} con 8, L 8,< 8L ses B Jaeo e

| 3
Es evidente que en L hay un 4tomo 8, ¥ ningin antidtomo por

lo que no podremos definir ninguna negacidn fuerfa en L.
Por;otra parte todo inf-semirreticulo completo de L que
contenga a u 6 es una subsucesién infinita de I con 1{mi~
te u, para la cual no podemos definir ninguna negacién -
fuerte, 6 es‘finita eﬁ cuyo caso, segin hemos visto en la
proposicién 6.3, existe una y s6lo una negacibn fuerte.
Ivego f es inyectiva estriétamente pues dado ﬁn inf-semi-
rreticulo completo C’ qﬁe contiene a u existe como mdximo

una negacién 'Z tal que (L) = C“.

Corolario 5.3.- Una condicién suficiente parae que f seag

inyectiva es que L sea una sucesién estric
tamente decreciente con Infimo cero.

Su-demostracién es igual que la anterior.

Resumiendo los resultados obtenidos en este apartado

_‘tenemos:

Teorema, 1.3.- 81 (L,A,V) es.un retfculo completo con ﬁéf

ximo u y minimo o la aplicacién f entre nega

ciones e infsemirretf{culos completos que con

tienen a2 u definida por £(T) =T(L) es:



a)’Exhaustiva si, .y sélo si, L-{p,u} es
unién de una familia de cadenas finitas

y disjuntas {Ci}  tales que dos ele-
i€l '

mentos de dos cadenas distintas no son
comparables. V
b) Biyectiva, si, y s6lo si, L es una cade

na finita.

En efecto: , - ‘ o
Es consecuencia inmediata de la proposicibn 3.3 y de
la proposicién 6.3. | ‘

Los resultados obtenidos son aplicables, como ya di-
 jimos, a la aplicecién f; entre N(R) ¥ A (R) definida por



CAPITULO 2

EL RETICULO DE LAS NEGACIONES DE hN RETICULO COMPLETO
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l.-~ RETICULO DE LAS NEGACIONES DE UN RETICULO COMPLETO.

Sea (L,A,V) un retfculo completo con médximo u y minimo o.

Def. 1.1.- Dadas dos negaciones 2,02, de L diremos que T4,

si, y sb6lo si, ’Zl(x)ézz(i) para todo x&L.

Es,inmediato que esta relacidén eg una relacidén de orden en el

conjunto de las negaciones de L.

. Prop. l.1l.- Sea {Zi}ivé I} un conjunto de negaciones de L.

| Entonces la aplicecién /\I T, definida por '

(:wI i) (x) = i«:I( i(x)) es una negacién de L.

En efecto:

1) Si x<y entonces g (x)Z“C (y) para todo i€1I, luego

iEI( i(x)) ieI( 1(3’)) de donde ( i)(X) (iel i)(y)

2) Para todo x€L es xé( 1) (x) ya que:s

()’ - (l’e\fi)((/‘ i)(xn-—mo—i( L EED).

' pero como i T (t—i(x)) 2y (x) para todo k €I seri
zk(ié\x(zi(x)))?tk(x) se para todo k&I de donde

(ieI 05 =y aelier © 1(2)))> kfe\Itk(x)



Prop. 2.1l.~ Sean T

1 ¥ '52 dos negaciones ée L. Entonces Zlv 2:2

definido por (‘L'lV‘Cz)(x) = Zl(x)\f tz(x) no es, en
general, una negacidn.

En efecto:

Veamos el siguiente ejemplo:

w Siendo L el reticulo definido por el grafo

o adjunto podemos definir en é1 dos negacio-
b C nes cuya reunién no es una negacién. Defi-

nimos:
o .

Z = ‘ z |z H ’
l(u) o 2(~u)’ ) Por‘lo que Z,V T, serd
l(o? u 22(0? u (Zyv t&(u? 0
z &~ = o
1(9) ¢ ;2(8.? b (Clv ‘52)(0) u

z &= z - -

| 1(‘0“)- c 2(.b)" a (Tve 2?(a) u

Zl(c) a 22(0} c' ; ( N Za)(b)} u

(‘Cl\/‘c 2).‘(cy) = Ue

vzz)z(a) = 0<8a.

Pero T,vZ , no es una negacién ya que (¢ 7

‘ Prop.‘3'.1.-—’ El conjunto de las negaciones de L tiene méximo y

minimo.

En efecto: ;

Es inmediato comprobar que z,, definido por zu(x) = u para
todo x €L es la negacién mixima ya que para toda negaciéﬁ Z de
L es ‘Cézu.

-

Por otra parte z definida por Zo(;i)=o six#£oy ‘6040)’ = u es

la negacién minima ya que toda negacién © de L cumple Z?«“&o.



Prop. 4.1.~ El conjunto de las negaciones de L, que designa-

remos por N(L), es un reticulo completo.
- En efecto: _

Es evidente que f@IZ:i’ definida en la proposicién 1.1,
es el Infimo de la familis {Ci\iei} . Por tanto N(L) es un
inf-semirreticulo completo,'con médximo Zﬁ; luego puede conver

tirse en un retfculo completo definiendo:

i\éxzi /\{zeu(n){wz ‘vier.x::}‘

-A{bcn(n){ (=) N2y (x)) ¥ xeR} .

Este reticulo lo notaremos (N(L) A. V’)..

La proposicidén 2.1 nos sugiere.estudiar cémo debe ser L

para que, dadas dos negaciones cﬁalesquiera z. de N(L)

17 %2
podamos asegurar que'ﬁi?i:z sea la aplicacién definida por
(Z]_\v't )(X) =% (x)\'a (X)-

El problema queda resuelto por la prOposlcién siguiente:

Prop. 5.l.~ Ia condicidn necesaria y suficiente para que se

pueda agsegurar que para todo par de negaciones
1,32 de N(L) es (6.v?32)(x) =7 (x)v Eg(x) es

que L sea una cadena.

En efecto:

‘1) Si L es una cadena entonces la aplicaeién'Z(x)zil(x)V%Fﬂ

es una negacién para todo 2,5, de N(L) ya que:



l.a, Si x<y entonces (x)';:Z fy) ‘y zZ (x);:-?:z(y) de donde
z(x) =T, (x)VT, (X)>?l (yIve,(y) = zT(y)-

' 2.a, Para todo x de L es x<1T (x) ya que:s

z%(x) =ft(z: L)V T, (x))

pero por estar en una cadena [N (x)vZ (x) es el méximo de los

dos; sea 8ste T (x). Entonces seré.

. ) 2 .
| T (x),-'C('?l(x).)‘-zl(vx)vtz(tl(x)?zzl(x)?ax.
'Luegé Z es una negacidn y es evidentemente la mf{nima que es ma-
yor p iguel que z; y quez, 6 sea (Zlv Cz).(x)‘=zl‘(x)AvZZ(x);. |
2) Si L, no es una cadena habrd en L dos elementos a,b no

‘comparables. Entonces se podréd construir el infsemirreticulo

completo que contiene & u, L'={aAb,a,b u} en el que puedo

definir las negaciones fuertes y dadas por:

z(a'/\b) = Z(aAb) = u

~z(a) = a | ' Z(a) =D
z(b) = b Z(b) = a
z(u) = aAb Z (u) ) = anb

que por extensién, segin el te{ore‘ma 1.2 del cap. 1 nos dan las
negaciones .'tl ¥y 2 de L definidas por: B |
| | u_svi X<£aAb
/+—>a si x¢aAb, x<a
b 8i xkaAb, x<b
aAb si x4a, x4b

'X£&Aﬁ
X#£aAb, x=<a
m4a b, x=b
si x<t|, x£b.,




para las cuales la aplicacién f definida por f(x)=’£l(x)v'il(x)

vale:

ugi x=aAb

f(x) s=.———+tavb si x4aAb y x<a § x=b

\——-eai\b si x4a, x4b

Es inmediato que f no es negacién puesto que fz(a)::f(u):az\ma.
Luego si L no es una cadena no se puede asegurar que dadas dos
negaciones Zy12 5 de I la aplicacidn £ definida por

f(x) :.zl(x)vz: z(x) sea una negacién.

¥

En el capitulo anterior vimos que se podfa definir una
aplicacién fl entre 31 conjunto de negaciones N(L) y él de ~

clausuras A (L) de un reticulo completo haciendo fl( T) = 2’:2.'

Siendo N(L) v A (L)' dos reticulos completos parece interesan— .

te conocer cuando f, es morfismo reticular.

Def. 2.1.~ Llamaremos T, & la negacién de L tal que Za(L) =

= {a,u} es decir la negacibn definida por:

8 T~ a sl xia

Prop. 6.1.- Si L es un reticulo completo con tres 6 mds elemen-
' tos entonces fl no es en ningin caso un morfismo -

respecto al {infimo. -

En efecto:

Por tener L més de 3 elementos existe un a tal que



u# a # o. Tomemos las clausuras T, ¥ Z, tales que
x .

‘Za(L) =f{a,uly ZO(L) = {o,u} ;eentonces es conocido que
la clausura ( 58.A Sg)-es la definida por (Sg/\Jo)(L)=i9,a,u}.
Sean, por otra parte, las negaciones ‘ca y Zo. Por gser 2;0 el
minimo de N(L) es ?:aA‘ZO= T, e |

3 , ™ = ] CS-
Por dltimo estd claro que fl("a) t§a y fl(Y:o) o, puesto
que zi(L) =ZX(L) ==£;x,u}= JX(L) para todo x&L y de clausu=-

ras que tengan la misma imagen g6lo existe una. En cambio

tenemos:

£ ( T AT )=t (2 )= 50;4 59_5 So::f‘l('z: 2) /\fi(’c: S

Teorema l.l.- La aplicacién f

1 entre negaciones y c¢lausuras
definida por fl( Z) = 22 es un morfismo reépeg_

to al Infimo si, y 86lo si, L estd formado sbé-

lo por dos elementos (I= {_o,u} )e

En efecto: , 7
Es una consecuencia inmediata de la proposicién 6.1 y de
los grafos de L,N(L) yA(L) que damos a continuacién para

L= {o,u}

- MO A s

L y

s
&

Co o

% Recuérdese que para reticulos cémpletos una clausura
queda determinada unfvocamente por su imegen = (L).
Véase M. Ward [4] 6 J. Riguet [ 3] 6 Ph. Dwinger [8]yT9a J.



Como consecuencia del teorema 1.1 es inmediato ver que,
as{ como para estudiar cudndo el reticulo de las calusuras
de un reticulo completo, es un dlgebra de Boole, una buena
manera es ver que es 1o que pasa con el reffculo dé los inf-
semirreticulos completos que contienen a umi esﬁo no puede -
utilizarée para las negaciones sl exceptuamos el caso tribial
en que L ={:o;u} « Por elio en la continuacidén utilizemos -
otro camino para resolver el problema de ver cuando las nega
ciones de un reticulo completo, gque son un reticulo completo,

forman un 4lgebra de Boole.

2.~ DISTRIBUTIVIDAD DE (L, A,V ) Y DE (N(L),A V).

Sea (L, A,Y ) un reticulo completo con mdximo u y minimo
0. |

f Recordemos que segun 1a.definicién 2.1 1lamamos [ la
negacién de I definida por:

/v u sl x=8
Ca(x) =

T a sl X4 a.

Prop. 1.2.~ Sea HCL. Entonces eg:
2y N\ 7. > ' ; '
a) A a,Jfggﬂa valiendo el igual si, ¥y 5610 si |
H es una cadena.

)V T =T
aeH 2 oip®

% Véase Ph, Dwinger [9] .



En efezcto:3§
a) 51 xzha es T, (x) =a
Pero x dAa implica x<a, para todo a €H, luego (/\Za) (x)= u.
aeH | ,
S5ix :;aa pueden haber elementos a de H tales que x<a y otros
tales que x<da; luego por la definieidn de T, e8!

(Az)(x) = A (g(x) =AazA e

aeH & = acH ' afx acH
- aeH
Lusgos, si <Aa, (/\Z )(x) = ( )(x) =u | (1)
: ; : aeH . '. . ’ .
st x;{?\a (Az )(X) ( )‘(X)-,[.x o (2)*
: aeH

Vea.mos que sblo se da la igualdad si H es una cadena.
Si H no es una cadena existen dos elementos a,b no comparabies.

Entonces z (a)-u ¥y T, (a)-b* luego (t AZ )(a)*b pero
Zaf\b( a) = aAb, que por ser a no ccmparable con b es menor

que b, es decir,
| . za/\b‘:za/\zb"
Si H es una cadena entonces:
si x‘}_%, g® 6 bien existe un aeH tal que a = /2.a y entonces
[4 (ic) =AT (x) (AT )(x), o bien existen infinitos elemen-—

tos de H tales que x¢a ya que si x<a para todo a¢ H excepto -

un nﬂ finito al,az,...,an entonces. N\ a = x A( /\ a, ) =

; , acH 4 l "t
siendo a’heﬂ contra lo supuesto; entonces /\ a = N\ a con lo \
‘ ' ' acH - acH

_a#x

¥ Siempre que escribamos /\a, I\Z Vz: ,!\(t (x)) V(c’.’ (x)) supone-
mos que el {nfimo o el supremo se hallan para el con;}unto -
obtenido al ir variando a en H.



que ( QHZ o) (x) = (.ZAa)(X)-

b) Por la definicién es evidente que por ser e a>a,

para todo a €L es T z, para todo a €L. Luego “cva;"\"/ [ (1)

>
v 'l
a acH

Veamos cuanto vale la aplicacibén V z _:
: acH

S5i x4/= pueden pasar dos cosas:
6 x<a para algin acH y entonces Za(x)zu y por tanto
acH
6 x£a para todo eeH y en tal caso Z'a(x) = a para cada -

aeH y por tanto V ( _‘Z,a(x) ) = VY a.
acH a€cH

Si X$Va,entonces x«%&: para todo acH. Imego V (2’3(x))= \V a.
acH acH

Veamos que si T es una negacién mayor o igual que la apli

. -5, _
cacién VZa entonces Z37, .

51 T3V, entonces T(u)z V (7 (u)) = V a
, ; acH acl

Tuego Z2(V ‘a)}zz(u) = U
acH

Por tanto: Si x<Va entonces r(x)z (Vv a) = u, es decir)t(x)-:u.

Si x4Va entonces es T(x)z22(u)= V a
' acH
de donde &l ser t)\fza es Zzz,, , (2)
: acH
De (1) y (2) se deduce que Vz =T

A4
aeH &  gaém ?



ala‘

Def., 1.2.- Para todo a, be&l con aéb llamaremos r.’i{ b}
’

negacién tal que Z{ by ¢ (1) = fu a,bl es decir,

definida por:

> W 81 X LA

si x+4a, xX<b

z (x) = +> b
s b
{3 } \_—.___—-»a gi x:'f_l'b

Es interesante hacer notar que con esta nomenclatura

Z{a,u} = T, bues:
!

/————a—u 81 x<£a
(X) = -+

1
= - 181 X<u, Xf£a

{a g \_,’_..«r-,a si xfu

es decir, z{a u} (x) = w¥xel.
, .

Como caso particular de la definicidn 1.2 tenemos la si-

Def. 2.2.- Para todo ¢ €L, llamaremos d{ c} a la negacién
!

tal que Z{o o} (L) ={o,e,u} es decir, definida

por:

—xu 81l X = o

{o e} (x) = —————>c sl x=c, X #0

\___-__,.‘———vo si x4c.

PrOp.' 2.2.= Sea HCL y aeL. Entonces se cumple:

a Nz
) ceH {o,c} ‘-o’ceH }

b) Z{‘o;c_;\u/ {‘a avel



En efecto:

a) Por definicidn es

/-—————wu sl x=o0
%0 8l xdo,

N5 81 x<¢, x £ 0

~/-"—"VIZSZLX = @

Z o0 81l x£c¢ para algin ceH

\____,;-» ¢ si x<c para todo ceH con x#¢

pero ngs-c para todo ceH,x # o, equi*rale a decir x= A ¢,xfo y
' , : ceH

(x)

Z{o,c} p

de donde es:

]

(/\z{o’cy(X)

ceH

x ¢c para afigin c de H es la negacidén de la anterio’r frase y

-por tanto equivele a decir x4 A c..
ceH

Iuego es inmediato de las definiciones de Z{O c}- y de
: 1

T ue
fo, n c} q

ceH

b) Por definicidn es:

<cu gl x=0

u si x=8
{0 o} (x) =71 —+»¢ 8l xsc,xf0 vy Za(x) ={.a sl xda
] sl x%c , . _
.Luego la aplicacidén f definida por f(x) = *«*:JL }(x)v [ (x)
seri: o -
' /—;»u si x<a
£(x) =Z—>a sixday xde
ave si x&a y x<c.
t{b c}‘v‘ T, es la minima negz‘acién} que es mayor o iguai qﬁe f;}
J ’ . :



Para hallarla distinguiremos tres casos:
b.le—~ Si a<c; entonces f es una negacidén ya que al ger ave=c

{a;c}

se comprueba una dificultad que f =7
- cidn.

Imego Z{o,c}v Za= zia,vc} =

que es una nega--

< ’ com u 09
)a,av c} omo quer{amos probar.

b.2.-¥ Si a> ¢; entonces f es negacidén ya qtie al ser ave= a

una simple comprobacién muestra que f =T Kdemds de la de~

fideidén 2.1 es inmediato que gi a>c,z)la ave} =T .

-{a’,a}
‘ Luego ‘como en b.1l tenemos que
;{o,c}v ¢a © “la,av c)

b.3.~ Si a y c:no son comparables; entonces f no es una nega-

cién ya que fz(c) flave) = a que no ‘es comparable con ce.

Entonces sea t una negacién mayor o igual que f es. decir tal

que z(x) >f(x) para todo x de L. Esta z debe cumplirs:

- Z(c)>f(c) = ave, de donde al ser “’(c)é:a ¥ Z(C)J-c
tendremos £( z(c)) = a. Por tanto "2(c)r’ f(zc (c))

y por ser z una negacién < (c) zc. Luego 22 (e)z ave,
- Como avc«=2.(c) seré t(aVc) Z (c)-—'-av Ce
Luego i x<ave serd z(x) =ave.)zave (2)

De (2) y 1a definicién de £ tendremos que toda negacién qué'

sea mayor o igual que f debe cumplir:
a) Z(x) =u si x<a
b) ‘Z(x) ave si x«-ax/c.'

c) T(x)za si xdave.



Recordando la definicién 2.1 es inmediato que z{a avc} es
. y

una negacién gue cumple a), b) y ¢) y ademds es la minima

por lo que también en este caso es:

r’{o;c}v o = z{a,av c}

——u

V)
sea infinitamente distributiva para el Infimo

Teorema 1.2.- Una condicién necesaria para que (N(L), A

es que lo sea el retfculo (I, A,V ).

~ En efecto: , o , .
Sean HCL y c €L cualesquiera. Entonces por ser (N(L),A,V)
infinitamente distributivo para el Infimo seri:

Y vV |
(ath )A-C{o 0} aeﬂ( (4 AZ{O 0} (%)

' Vamos 8 ver que ello implica que ( Vane =V (aac).
aeH - aeéH

2) Calewlamos la negacién del primer miembro de (x).

" Por la proposicién 1.2 es W ‘z =Ty
. | ' a€H aeH

Entonces por ger

usix=0

v z{d,c} (x)=

atH™ \ - \ ® ¢ sizxs«c,x#0
a\é,Ha si x¢a\éHa : ; o si X%Co ‘
- tendremos que: : ‘

/——-—‘v 0 si x<c 0 (1)

‘ ) Ly
(T )(x) = /—e—-w(acHa)Ac ai x40, x.,. A (2)
a¢H® {o c} : , :
c sl xse, xzNua, X0 (3)

wsix=o0 " (4)



b) Hallemos una cota superior de la negacién del segundo miem-
bro de ().

De las definiciones de <¢ 8 y de 7:{0’ ey tendremos:

>0 si x&e
(2 Az, ) (x) = _——8a NC sl X<£C,X%a
a” “{o,e} ’ \<-—-—-—-+-c si x<o, x<8
u sl x = 0.
de donde la aplicaciédn f definida por £(x)=V ((z A7, )(x))
serd la aplicacién definida por: '

0 8i x4e - (1)
/ (a.e\c) si x <o 1) para toda a€H (2
mrmereie L

-
\.._..,.c si x<€c,x<a para algin aelH (3%)
uelx= o0, . (4°)

En general f no es una negacién pero se puede asegurar que es

menor que la negecién z'zt{O definida por:
b J

a\éﬂ(a Ac),c}

—0 81 xde | (1)

S ‘ Caeﬁ(anc) si x<c, x& A(a./\c) | (2“‘)
"Z»(X') = c si X'caeg(ahc) . ' | : (3n)
asix=0 . ‘ . ‘(4n)

Veamos que 2’ (x)> £(x) para todo xeL. En efecto:

Los elementos considerados en (1) y (4°) coinciden con los
considerados en (1") y (4") con igual imegen y los elementos
considerados en (3’) son un subconjunto de los considerados

en (3") ya gue: si x<c y x <& para algin asel es X<aAC Pa-



ra algin a H de donde xéa\éﬁv(é/\c);r luego para todo x del -
tipo (37) es ¢’(x) =c=f(x). Por ¥ltimo es evidente que si
x es del tipo (2’) puede ser de (2") o de (3") de donde -

resulta que ¢’(x) = ¢ 6 aéH(aA ¢) que en ambos casos es
mayor o igual que f(x) =a\éH(a/\c).

)

Luego 7’ os una negacidén mayor oigual que V (= AZ,
| - aeH a 0,c}

¢) Por tanto de (#) y los resultados de a) y b) se deduce que:

<" = (;\'/;HC e.)/\C{o,c} | (mf)

Cele~ Comparemos en primer lugar las definiciones de estas ne-

gaciones.

Los elementos de (1") y (4") coinciden con los de (1) y
(4) asi como sus imégenes. Luego el problema queda reducido a
estudiar los demds casos. .

- Los elementos del tipo (3") son del tipo (3) puesto que

8i x es de (3") es xsa\(/;H(aA ¢) de donde por ser

\4 < (V (Vv
aeH(aA c) < (aeHa)Ac es x4 (a Ha)/\c lo que nos dice que x

es de (3).

Los elementos del tipo' (2) son del tipo (2") lo que es

inmediato al ser cierto que todo elemento de (3") es de (3).
C.2.,~ Apliquemos la desigualdad (x:x). Consideramos dos casos:

c.2.1. Los elementos de (3") y de (3) con los mismos.
En tal caso, por definicién de (3) (x es de (3) si y sélo
\A " s
si xé(aeHa)Ac)) y de (3") es
v c =V
(aeHa)A ¢ aeﬂ(a’\c)

con lo gue queda demostrada la distributividad infinita

de L para el infimo.



c.2.2. Hay elementos de (3) que no son de (37).
En tal caso puede ocurrir ques

¢.2.2.1.~ Existan elementos de (2) con lo cual por ser
los elementos de (2) de (2") serd segin (sex)

. = = oA T
v’ (x) a\é{(a'\c) ( a) AC (z fo,c} ) (x)
‘ Y | \Y
y como en generasl es siempre aeH(a Ac) .é(aeﬁa)l\ c
A = (V | .
serd aeH(a AC) (aeHa)A ¢ como queriamos demostrar.

c.2.2.2,~ No existen elementos de (2) lo que quiere

decir que no existen x €l tales que x<«c, ‘x:}ea\éﬂa 1o
gque equivele a decir que céa\éﬂa ¥y por tanto que

-

Por otra parte como, por suposicidén, existe, por lo me-

aeﬁa) rC = ¢ (&)

‘nos un elemento x de (3) que no es de (3"), este elemen
to x debe ser de (2"), con lo que por la desigualdad
(#x) tendremos:

- (x) -aeH(aA c)>c = (2 vy eHa"T{o’c}- ) (x)

Iuego como en general es a\efH(aA c) éc' tendremos:
\"4 c) =
Yylane) =c¢ (s)

(&) Y (a) nos‘demuestran que también en este caso es vi-
1lida la distributividad infinita pars el {nfimo en
(L, A,Vv).

Corolerio 1.2.— Una condicién necesaria para que (N(L),A , V)
| sea distributivo es que lo sea el retfculo
(I’; Af v )’ |



En efecto: ‘

El -teorema 1.2 nos dice que $i (N(L),A,V ) es distri-
butivo entonces 1o es también el retfculo (I,A,V) ya que
la distributividad infinita para el Infimo implica la dis-
tributividad para el infimo y la distributividad pars el -
Infimo y para el supremo son equivalentes.

‘ Perersta equivalencia, como se sabe, no es cierta pa
ra la distributiﬁidad infinita por lo que damos el siguien
te teorems. '

Peorems 2.2~ Una condicibn necesaria. para que (N(TL)y. A, V)

4

sea infinitamente distributivo para el sunro-
mo es que lo sea el retfculo (L,A ,V).
En efecto: |
Sean HCL y ael cualesquiera. Entonces, por ser (¥ .
infinitamente distributivo para el supremo‘serét
AT, YWz = A T ) %)
~(ceH &_o,c})vza cel (t{o,c}Vta) (ze)
Vemos a demostrar que ello implica que (ééHc)v'a = éév~

a) Calculemos la negacién del primer miembro de (=)

Por la proposicidén 2.2 serd:’

b) Célculemos’la negacidén definida en el segundo‘miemEA* 5
Por la proposicién 2.2. tendremos: |

t{o‘,c}v ¢a = Z’{a,av c}

Recordando que por &efinicién;es,



/————-vusi ‘xs‘za.

(ave) ai xda, x=<ave

z{a,avc} x« BN
; a si x<fave

Resulta que
| V | : u s8ix a .
N T =/ _w A A
(eeH {a,av o})(x) Hceﬁ(a’vc) si x<a, XéceH(.e‘Vc)'
\ \———rr N
| a sgi xéceﬂ(gVO)

 de donde recordando la definicién 2.2 queda claro que:
A T ‘ =T .
~oeH “{a,ave} {a, Oy (av c)}
o) -L’uegd para que sea‘eiertaw la igualdad (x) debe ser:
' A = A
(ceﬂc?v a = ex (8ve)

es decir, (L,A,V ) debe ser infinitamente distributivo

para el supremo.

Corolario 2.2.- Una condicién necesaria para que (N(L), A,V )
| sea: infinitamente distributivo es que lo gsea
el retfoulo (L,A,V).

En efecto:

Es consecuencia inmediata de los teoremas 1.2 y 2.2.

Def. 3.2.- Un reticulo (L, A~ ,v ) diremos que es atbémico cuan-

do todo elemento de I sea unién de 4dtomos.

~ Prop. 3.2.- En un reticulo ‘completo y atémico la restriceidn

de una negacién a los &tomos la determina univo-

camente.



En efecto:

Sea xeL. Por ser L atémico s x = Y _a donde

GH

= {a | a<x,a &tomo} . Entonces si se conoce el valor de la
negacién para los 4tomos, recordando el resultado de la pro-
posicidén 1.2, a) del cap. l. es: ‘

T(x) =T(V

pen® ) t(a) univocamente determinado.

Prop. 4.2.~ Sean T, ¥ T, dos negaciones de un reticulo com-

pleto y atémico (L, A,V ). Entonces la a;ﬁlicacié’n
 definida por |

T (x)v‘c (x:) 81 x es un dtomo § el m:{r

/ mo no“ .

N /\{'C (a)V'C- (a)‘a £Xx, 8 étomo} si x no

.es un 4dtomo.

z(x)=

B3 la negacibn 2:1'\7 T,.

En efecto:
T es una negacién ya que:
a) si x&y es 'r.(x)«‘*'C(Y) ‘{W-ﬁb
' S1 x = o0 el resultado es evidente.

Si x% o entonces x aXH a donde H= {a a<x,a dtomo}

y"em

‘Por ser x <y es HCM y por té.ﬁtc gerd

o donde M = {aljac TR & dtomo }

T(x) = T @z TR =z,

b) Para todo x €L es x< z%(x).

Digtinguiremos tres casos:

b.l. Si x = 0 el resultado es inmediato.



b.2. S1 x es un dtomo entonces puede ocurrir varios casos:

Que T(x) = o en cuyo caso - ta(x} = 2(0) = uzx como
querf{amos demostrar.

Que ¢(x) # o en cuyo caso por ser T(x)= Zl(x)vzz(x)

debe ser ‘Cl(x) Ao 6 “Cz(x) # 0. Distinguiremos dos
casos:

- Que sblo uno de los Zi(x) sea distinto de cero; su-
pohgamos que sea Zg;(x) # 0. Entonces o £ 7(x) =
= '22(.3:) = a\éf & siendo ‘Pz{a]aé ‘Za(x); a &tomo} . |
" Por definicién de T serd tz(x)=aQP’C (é)za/é’_\é(‘zl(a)\f’cz &)
Pero si a€P entonces aétz(ic) de donde
Zz(a)?— tg(x)?,x, De ahi que para todo aeP sea
v Z-L(ajVé"g(a); x de donde ?.: (x)~ (Z (a)\! T (a))> X
como ‘queriamos prcb‘ar. o
- Que ¢ (x:) y 2z '(x) sean distintos de cero, en cuyo
caso serd ¢ (x) = Vma y z, (x) = ' VP a siendo
M= {a lagz (x), a 4tomo} y P-Ja]aéz (x), a étomo;
ae ahi que por definicibén de € sea
@)= Tz VT H)) = N (E (VT (@)
Pero si 8EMes age (x) de donde € (a)zz»"?(x)a x

y si a ¢P por ser a<Z (x) es 52(8.)>’Z (x)=x

Iuego para todo a&:PUM es ¢ (a)\!c. (2)= x de donde:

z (x) = a&PuB&( z (a)V'E ,(a))>x Ce Qo d.



b.3. Si x no es 4tomo ni cero en cuyo caso serd:

_V _f '
x =V a siendo H ={alacx, a dtomo} de donde por la

definicién de T y lo demostrado en b.2. S8ré:

2
2% (x) =T(Mp(e(@)) > Vot (a)> Vg8 = X

Por dltimo es evidente que, al ser T una negaciébn, es
TVZ. =¢.
lv

;;;;;

distributivo ¥, entonces (N(L),A ,V.) es distri
butivo. |

En efecto:

v = LY | - T .AZ = ‘Z
Si Zl\(Za, ’ClVZB y N, ‘Zl}\, 3

entonces para todo 4tomo a debe ser segin la proposicidn 4.2.
. -t ‘ '= =z ‘
Zl(a)vzg(g) Zl(a).vzs(a)‘ y Zl(a)uAZZ(a)‘ l(a);}\ZB(a)

de donde por ser (L,A,V ) distributivo debe serf?bz(a)zté(a)

para todo dtomo a. Iuego por la proposicibén 3.2 debe ser -
;‘2:‘2 =T, 10 que nos dice'quev (N(L),N,V ) es distributivo.

o Debe hacerse notar que la condiciébn dada én‘egte teofemé
es;sélo suficiente pars que (N(L), A,V ) sea distributivo como
se deducé de la proposicién 6.1 del tercer capitulo en el gque
gse prueba que para toda cadena completa C el reticulo A
(N(C) A, v ) es distributivo mientras que una cadensa oompleta
¢ no es un retfculo atémico en el ‘sentido de la definicién 3.2
de este capitulo. ' |

s Pudiers pensarse que las condiciones impuestas & L hacen que
L gsea un 4lgebra de Boole completa y atémica pero ello no es
cierto; plénsese, por ejemplo, en el reticulo (N,A,V) de 1os
naturales con el cero y con el M.c.d. y elmc.m. que es com-



3.- ALGEBRAS DE BOOLE DE NEGACIONES.

Def. 1l.3.~ Diremos que ”Cl es'incoxﬂpa‘cible con _Z?; s,y

s6lo 81, T AT, =T .

Prop. 1l.3.~ Zes incompatible con ?:a si, y s6lo si, T cum-
ple: . .
z(x)= 0 si xAna #@ y z(x)ra = o 81 XAl = o.
En efecto:
Si ZAZ'an “Co entonces para todo x ,4 o0 debe ser
"Z(x)l\’ca(x) = o (1).
Si x<a,x £ o entonces z(x)A ‘Za(x) = T(x)Au =T(x)= o por (l)'i

|

Y por ser  una negacién deducimos que:
si xAa # 0 por ser xna<a es T(xAaa) = o luego |
por ser xzxna debe ser T(x)<z(xAa) = o es decir T(x)=o0.

- Por tanto si 7 es una negacibn incompatiblé con ta y xAna £ o

 debe ser 7 (x) = o.

Por otra parte si x # 0y XAa = o, como x<a es ‘é:a(x) = é;
luego Z(x)A z (x) =T(x)Aa=o.
Por tanto si x es incompatible con 8, T(x) también debe 4serlo.

Una comprobacién directa demuestra el reciproco sin dificultad.

Prop. 2.3.- Sea (L, A,V ) un reticulo completo. Entonces
a) a es incompatible con ¢ si, y sélo si, T,

es incompatible con ‘Ca".
b) ¢ es complemento de a si sélokksi T
) P 7 | ’ y 2050 ’ {O,C}

eg complemento de T o



En efecto:

a)

Si ¢ es incompatible con a entonces Z{o ey es incompati-
. ]
ble con ¢ a* Se trata de unas simple comprobacién de que
Z{o c} dado por la def. 2.2 cumple las condiciones de
.

la proposicién 1.3.

Reciprocamente, si Z& eg incompatible Vcéon za enton-

o,c}
ces 'za(x) /\2’.{0'0} (x) = o para toc}o xeR , x £ 0. (1)
Pero, & partir de las definiciones, es:

usix=o0
: x si x<c, x<8, X £ 0 (%)
Za(x) '\Z{o,c} (X)zto si x4.c.

anc sixze, xda (k%)

Luego para que sesa cierto (1) debe ocurrir que no exista
ningdn x tal que x<c¢, x<8, X # 0 1o que implica que =&
es incompatible con c.

Si ¢ es complemento de a entonces por ser ¢ incompatible

a, por a) es za’\z{_o,c} =7,

Por otra parte la proposicién 2.2. b)_dice que:

“aVY Tlo,c} {asav c}
y como ¢ es complemento de a gerd:
v = o =L
TaV z{o,c} t{a,u} u

(Recuérdese que a =7, como sefviéS en la nota & la

“ le,u}
dafinicidn 1.2).



Cf

' B |
1) si ¥, es complemento de T, entonces:

205C}

por ser T » incompatible con = _, segin b) debe ser
: {.O!c_( . a

¢ incompatible con a. Por otra parte por la proposicién

2.2-. b) es .ZLo,c}V Ty = -c'{_a,av o} ¥y para que

Z{a,ave} - Ty d6be ser ave = u. Iuego ¢ es comple~-

mento de a.

Iema 1.3.~- Si (L, A,V ) es un dlgebra de Boole completa en-
’ tonces, dado un elemento a, el conjunto
A = g_c‘cl\ a = o} es un inf-semirreticulo comple-
to con méximo el complemento de a y B——écléV& = u}
es un sup-semirreticulo completo con minimo el
complemento de a. Ademds A és un ideal de orden y
| B un filtro. | B , -
Por ser este un resultado conocido de las dlgebras de

Boole no damos de ello ninguna demostracién.

Teorema 1.3.- ‘Una condicién necesaria para que (N(L),A,V )

sea 4lgebra de Boole completa es que (L , A ,V)

lo sea.

En efecto:

Por ser (N(L), A,V ) un dlgebra de Boole completa es
infinitamente distributivo por lo que segin vimos én Coro~
lario 2.2, (L,A,V ) debe ser infinitamente distributivo.

Vamos & ver que ademds (L,A,V ) debe ser complementado:
8) Sea x€L, x # o, y definamos ¢ . Entonces, por la
| , | | {o,x} * . ,
proposicién 2.3 sabemos que si a&€l y a Ax = o entonces

‘C{o,x}!\‘tazzo. Pero al ser (N(L),A,V )-élgébra de Boole



b)

conmpleta segin vimos en el lema 1.3 la negacién

= \éx a, = VfL?: aa\xw} es también incompatible con T {o x}

Luego por la prop. 2.3 debe ser a/&:aa incompatible con

X, es decir: o ‘
Para todo x€T existe el supremo de los incompatibles com-
x y este supremo es incompatible con x. '

Sea T _y seac zV{xe.L\':x:Aa& o}

Vamos a demostrar que T {0, c} = V &Z\‘Cl\'& [~ } |
En px‘imer lugar ’C'\ 0,0% ° onmple las hipétesis de la propo-— ,
(sicién.ld y por tanto es incompatlble aon ‘Z‘a'-

Por otra parte si Z es una negacién incompatible con z,

entonces, teniendo presente la proposicién 1.3, resulta

quesn

- Si xAa # o entonces T (x) = 0, pero xAa £ o equivale
& x4c¢ de donde

z(x) = 0 si xdc (1)

.- S% an = 0 entonces t(:x:)'A a = o‘, péro, xA\a‘.‘ = 0 equi-
vale a.xco de donde o

T(x)ec sixso ) (2)

Iuego T Lo ' c}z«z para cualquier negacién Z in'coxizpa’ci‘ble'

. *

con T, como puede oomprobarse de (1) y (2) y 1la defini-

016n de ?:&0 ¢} * Por tanto, por el lema 1.3, T LLog e}

el complemento de T al de &_onde por la jpro;pos:.cmdn 2.3,

es complemeﬁté de a. Como ademés al ser (N(L), AN, ) dig~

“tributivo es. (L,A V) distributmvo, este ccmplemento se-

ré ﬁnic:o., V



El {eorema 1.3 puede ft;odavia mejorarse. Es en este sentido

que tiene interds la siguiente proposicidn.

Prop. .3.3.-- Sea (L,A,V ) un dlgebra de Boole compléta. En-
tonces la complementacibén del #lgebra de Boole
| tiene complemento env"el reticulo de las negacip
nes (N(L), A ,V ) 8i, y 86lo si, el Algebra de
Boole es atémica.

En efecto :

a) Veamos en primer lugar que si la complementacién C del
d1gebra de Boole tiene complemento G en (N(L) Y, )
entonces (L, A,V ) debe ser atémica.

Llamaremos x al complemento de x, es decir C(x) = X para
t0d0 x € L.

a.l. Veamos que si CAC ::‘to entondes C(x) = o para todo |

% # 0 que no sea un &tomo. ,
Por ser CAC = 2, debe ser C(x)ANC(x) = o para todo

x # 0, es decir C(x)AX = o para todo xeL de donde
‘por el lema 1.3 al ser x el complemento de X es:

C(x) £x para todo x # 0, x€lL (1)
De (1) si C(x)# o tendremos que 52(x)£5(x):§x lo que
implica, al ser C una negacidén, que ﬁz(x) = C(x) =
Inego para to0do xeL, x £ 0 o8 G(x) = 0 6 G(x) = x (2)
De (2) se deduce que C(x) = o para todo x que no sea
&t6mo-ya que si x no es dtomo debe existir un yel,y#o

tal que y<x de donde debe ser C(y)> 8(x) 1o que im--
plica: | |



- 8i G(y) = o entonces C(x)<C(y) = o, es decir,
C(x) = o.

-81C(y) =5 entonces C(x) < ¥y lo que vimz')lica que
C(x) = o puesto que si C(x) = x la desigualdad
antérior nos daris x<y en contra de la suposi-
cidn de que y< x.

2.2, Veamos que la condicién necesaria para que exista
el complemento de C en (N(L),A,V ) es que (L,A,V)
sea atdémico. ’

En primer lugar es evidente que si L no tiene dto-

mos entonces la Wnica negecién ¢ incompatible con

c és, segin el apartado a.l, Z,y Por 1o que C no

tiene. compiemento en (N(L), A,V ) pues C V'COQC# ..
Sea L un reticulo atdmicq y sea L:{aé L 'a,é'bomo} .
Vamos a demostrar que para que C tenga complemento

acA acA
mayor negacidn ¢ incompatible con C es, segin el

resultado de a.l, la definida ds la forma:

' /———————vx gl x €A,
Cx)= w0 sl xdAy xFo0
\."’“—"’u gix =

= 0

debe ser M a =u. Si V a=D>b #u entonces la

y entonces la aplicacién f definida por f(x)=C(x)vC &)
serds

/_—;—————t»u gi x€A 6§ x =0
f(x)=

Ne————Xx sixénr, x£oO
‘pero si oYy @ = b £ u entonces f es menor o igual

que la negaciédn T.I)‘ definida por :

- (¢#) Una simple comprobacién muestra que ‘Cl es una negacidn,
-Puede comprobarse que ‘Ll es l1la negacidn 'Lb que se da en

1a def:15



u sl x<bd
zl(x) = <-——---°';cvb si x4b

por lo que al ser CV{C €T, AT, ¢ no es el com~
plemento de C en (N(L),A,V).

Luego para que C tengé complemento en (N(T),~,V)
debe cumplirse que a\éA a =u, es decir, (L,A,V )

debe ser atémico (-e-+).

b) Reciprocamente, si (L, A,V ) &s un élgebra ae Boole até-

m:.ea entonces la negacién C definida por
/——-vx sl x€A.
C(x) = \—————-"o sl x¢A, x £ 0
Me—y gix=o0
es el complemento de C en N(L) [ NIRYZ ) ya que:
- C(x)AT(x) = o para todo x ,4 o, os decir CAC =T
- C(x)VC(x) = u para todo étomc x de donde

(G“\'J"('}')g(x) (CVG)(u)> x para “Eodo dtomo x lo que im-

i

plica gque (CVC)(u)> VA X =u, es decir, (c VC)(u)-u.

Luego cv C =T,

Teorema 2.3.- Una condicién necesaria pera que (N(L) Ay )

sea un élgebra de Boole completa es que (L AN
sea un 4lgebra de Boole. comple’ca y atémica.

(#+) Es inmediato que, por ser (L, A ,V ) un élgebra de Boole

. completa, si a\éﬁa = u entonces 't;odo elemento es tmién

de 4dtomos ya que para todo x €L es: ,
- W/

aeA(X I\a) B.GA Se
' a<x

= N = { Vi =
x =xAhu X’\(aeAa),



En efecto:
Lz una consecuencia inmediata del teorems 1.3 y de la
prop. 3.3.

Vamog a estudiar que ocurre con el reciproéo:

Recordemos que el teorema 3,2 nos dice que si (L,A ,V '
es un reticulo completo atbémico y distridbutivo entonces
(N(L), A,V ) es distributivo; en particular si V(L, A,V ) es
un 41lgebra de Boole completa y atémica, (N(L),A ,V) serd
distributivo. La siguiente prop. egstudia que ocurre con la
complementacién en (N(L), A,V )

Prop. 4.3.~ Si {L A,Y ) es un dlgebra de Boole compleds -
atémica entonces toda negacién tiene complexn-
to en (N(L), A,V ). '

En efecto.

~ Sea A -{aC.L \a es é.tomo}y sea C le eomplementao-
del 4lgebra de Boole.

a., Veamos en primer lugar que si T es una negacidn ento:

la aplicacién T. definida por

1
; /"""‘”v c(z(x)) sixehA |
T = —r A (T (a)) sixéAyx =olH

\~————Vu ‘si X = 0

es también una negacidn: En efecto:
a.1l. Si xéy entonces ‘Z(x)>z(y) ya que:
Si x = 0 es evidente puesto que < (x) e

Six#o entonces x a\élﬂa giendo H ~§a&A asx

V= Yp e signdo P ={ae Ala <¥] . Ademds por ge:
serd HCP de donde
ot = ‘M\*
4 (0 =0y 1(3)/ aep 1("') =Ty



8.2. Para todo x&L es x < Zi(x).'
Para demostrarlo distingﬁiremos tres casos:
a.2.1. Si x = 0 es evidente.
2.2.2., Si x es un 4dtomo entonces distinguiremos‘ dos
casos:
- Si ‘C(;x) = 0 entonces zi(x) =
Entonces si b€ A debe ser Z(b)$¥x ya que si

Z(b)< x entonces Za(b).éZ(x) = 0<b lo que
nos lleva a una contradiccién con el hecho de
que Z eé una negacién; |
Por tanto para todo b €A serid t(’b)%x lo que »
:!.mpliea que C( Z(b))>x de donde:

N (z. 1(6)) > x'

- 5i Z (x) ;é o entonees 'c(x) ﬁbVHb siendo

'*{béA bfx} . En estas condiciones si
beA v bfﬂ es ‘t(b):f:x ya que si < (b)>x en-

: tonces b 4& (b)‘t (x) de donde be.H en contra
‘de la hipétasis. De ahi que: V .
‘ Para todo beEA con b¢H es C(z (b))> X (l).

Luego por ser T (x) =C(z (x) = c(beH )= bgﬁb

tendremcs recordando ( 1) que |
\ .

a.2).3. Si X es un elemento cualqulera, de L que no
- sea 0. : S
Entonces x = _Y.a siendo H 'zgae A‘asx} de donde
A acH

) =2 (7, ()= ‘1‘aes"1‘a)>f Vo (a)



Yy como por a.2.2. para todo dtomo a es zi(a)aa
serd: .

z (x)./ o 1(a) a=x

b. Vamos a ver que T, es el complemento de Z en (N(L),A,V)

Por la prop. 4.2, para todo Atomo a de L seri:

u oy

i

(2 ¥2)(a) =2, (a)VZ(a) = C(Z(a))VE(a)

(Z AZ)(a) T (a)ﬁ‘l (a) = C(t(a))AZ(a) = 0

de donde es inmediato que ZV zl = z Yy ZAZ 1= zo lo que

~nos dice que Z, es el complemento de T en (N(L),A VA

i

Teorema 3 3.- (N(L), A,V ) es dlgebra de Boole completa si,

Yy sélo si, (L,A ,V ) es ‘un d1lgebra de Boole
completa y atémica.

: En efecto:

Si (N(I.) A V) es élgebra de Boole completa, entonces
el teorema 2.3 nos asegura que (IL,A ,V ) debe ser un élgebra
de Boole completa y atémica. |

Por otra parte, si (L,A,V ) es un-dlgebra de Boole
completayatémica el teorema 3.2 nos asegurea que (N(L), A,V )
es dis{:ributivo y la proposicién 4.3 que es complementado;
luego (N(L), A,V ) es un 4lgebra de Boole completa.

Ejemplo.-

Sea (L,A,V) el dlgebra de Boole dada por el grafo.



Las negaciones posibles sont

Zu, Cq? T-bv —CO’ ’&]\o,a}t Z{O,b} y CyC

y el grafo del 4lgebra de Boole de las negaciones es:

Tu
T w fV'CD)
T ¢
a b
<
g

; ‘
Es interesante hacer notar que el 4lgebra de Boole (N(L),A,V)
también es atémica y los 4tomos son:

1.5_0,9.} ’ -(’{o,b} » ¥ C.

.

4.~ CﬁRACTER ATOMICO DEL AIGEBRA DE BOOLE DE LAS NEGACIONES.

Sea (L, A,Y ) un 4lgebra de Boole atémica ¥y sea
A =1La.eL{ a, dtomo} .

Def., le4e~ Llamaremos t:. con a,be A a la negacién de L de-

finida de la forma: o ,

| /—'—9‘0 si x¢Ayx;éod‘xeA.- fa,b}.

Z‘Z(x)z\<_—m‘?b~81x:a’ - : -

. —>a 81l x =D
ru gl x o}



Es inmediato comprobar que ¢ _ es una negacién.

8 oo

Nétese, por otra parte, que si & = b entonces ‘cb = Z .
‘ a la,0}
(Véagse definicidbn 2.2).

Prop. l.4.- Si (L,A,V) es un dlgebra de Boole completa y
‘atémica entonces (N(L), A, V) es un dlgebra de

Boole completa y atémica cuyos dtomos son las

. negacionea‘ zg para todo a,be A.

(Suponemos que pgede ger a = b,es decir,incluimos las nega-

ciones del tipo 'z:{a o} con a€A.)
V , . L.

En efecto: ,
1) zg con a,b€h a £ b es &tomo de (N(L),A,V) ya que:

Si Zlcj.a - entonces Zl(x) = 0 para todo x €A - { a,b} y\ ,
zl(a.) § T l(b) debe ser estrictamente menor que tz (a) 8
b | b, | R
[ (b). Sea Zl(a)<za (a) = be. Por ser b €A serd tl(a)=o.
Pero en tal caso zl(b)- = 0 ya que si no seria tl(b) =ay

entonces 'Ci(b) =Zl(a) = 0<b con lo que llegariamos a una

contradiceidn.,

, | . ,
Iuego si ?1142& es T,

El mismo razonamiento es valido para el caso a = b 0 sea pa-

_ ra Z‘{a"o} .

=Ty es decirtz es un dtomo.

2) Toda negacidn es unién de dtomos.

Pars ello sélo hace falte demostrar que la unidén de todos los



dtomos es el elemento mé.ximo,es decir,“c.u. Y esto es cierto

ya que para todo x€A es:

(V‘C)(x) V (<t (x)) a =u
abEA 8,b€EA : aEA

Imego ( V z )(u) u de donde tenemos que
a, bea® - '

<\/"c’°)=z .
a,ber ® u

De (1) y (2) resulta que N(L), A,V) es un 41lgebra de Boole
atdmiéaQ ‘

f}oi‘blério‘l'.t%;- Si el Algebra de Boole atomica (I,A ,V ) tie-

ne n Adtomos em;onces (N(L), A, V) tiene -

M étomos .

En efecto:
Por la prop. anterior el conjunto de los 4tomos de
gN(L),A ’ V) estéd formado por las negaciones de la forma

‘22 con a,b€A.

~ Luego si A tiene n 4tomos, de negaciones que sean dtomos habré:
81 a # b de negaciones del tipo z::i existen (32 n(zzl-l?

'Sia="D de riegaciones del tipo 'z:{o a} existen n
, | | ,

 Imego el n? de &tomos de N(L) serd n + n(g-l) - n(g-&:{_) . -

De la prop. 1 4 y del teorems 2 3 se deduce inmedlata-

mente el s:Lguiente teoremsa.



Teorema l.4.- (N(L), A,V ) es un dlgebra de Boole comple-
ta si, y sélo si, (N(L),A,V ) es un dlge—-
"bra de Boole completa y atémica si, y sblo

si, (I,A,Y ) es un 4dlgebra de Boole comple
ta y atémica,.

Veamos cudl es la posicidén que ocupe la complementa-
cién C del dlgebra de Boole en el 4lgebra de Boole de las

negaciones.

Prop. 2.4.- Sea C la complementacién del dlgebra de Boole.

completa y atémica (LgA,V ) y sea C su com—-
plemento en (N(L),A,V ). Entonces -

¢ = \/ t y ---
a#b ) | aeA {° a}
a,becA

En efecto: o

.~ Se trata de una simple comprobacién que teniendo en
cuenta la proposicién 3.2 sblo hay que hacer.paré los dto
ﬁos;~por la proposicién 4.2 ld’que hay que comprobar es
ques |

Para todo €A C(x) = a\éA(t{o 8} (x)) - (1)

y esto es cierto reccrdando la definicién de C (prop. 3.3)
y la definioién de ‘t{p a} ;(aef.'2.2) puesto que'ambOS‘ '
’ .

‘miembros de (1) valen x.

Por ger C el complemento de C en el dlgebra de Boole de las

negaciones el segundo resultado es,evidente,



Corolario 2.4.- (' = /\_“Cb siendo A =‘{a la antiétomo}- o
beA :

En efecto:

Sea E la complementacién del dlgebra de Boole (N(L),A,V)

—

Entonces de C = a.\e/A Z{_o,a} y de la proporcién 2.3 que nos

asegura que ]: (Z{o,a}) =ZC(a) resulta que:

c —-E(C) —E( VA fo, a} ) aeAU:' {9 a})) ‘atA C(a)

Yy como a €A equivale a C(a)e d queda demostrado el aserto.

Corolario 3.4.—- C es 4tomo del 41lgebra de Boole de las ne-

gaciones si, y sélo si, (L,A,V ) tiene sé
lo dos 4tomos.

En efecto: .
Se puede ver fécilmente que si L tiene sélo dos dtomos
C =“C: siendo a,b los dtomos de L. Si L tiene méds de dos -

dtomos entonces es evidente que C no es dtomo. (Ver prope.
2.%). |

5

5.- INMERSION DE UN ALGEBRA DE BOOLE COMPLETA EN EL RETICULO
.~ DE SUS NEGACIONES.

5.A.- Caso general de un 4lgebra de Boole completa.

Sea (Ly,A,V,C) un élgebra de Boole con méximo u y mf-

nimo o y llamemos x al complemento de un elemento x de L.



Def. 1.5.— Llamaremos Z7 a la aplicacién de L en L de-
finida por: )

a = : S
z(x) =avx para todo x de L.

Prop. 1l.5.~ La aplicacidn z% es una negaéién‘de L.

En efecto:
a) 51 x<y entonces X»y de donde za(x):avxa avy:é}(y)
b) Para todo x de L es: '

22 (2% (x))=(av)=av (avi)= a v(EAx)=(av 8)A(avx)=

= 8VXEXe

Prop. 2.5.~ Para todo a el, z? es un antimorfismo reticular

y wna u~complementacidn pero no es, éxceptc gi
a =.0, una ortocomplementacibn.
En efécto:
‘a Oy - - - - B8 2 .
) T(xvy)=av(zVy)=a v(zny)=(av x)alavy)=T (x)AT" &)
Zxny)=av (XAY)=av (xvF)=(av X)vlay 7)= £ (x)ve(
Iuego T es un antimorfismo reticular.
b) xvT (x) = xv(avX) = u para todo xeL
Inego tZ es una u-complementacidn..
c) x At (x) = x /\(av x) = (xA8) v(x/\x) = XAQs

Luego para que 'ca fuera uns ort‘ocomplementacn;é\n de-
beria ser aAx = 0 para todo x de L; luego deberfa

ger cierto para x = a, es decir, ana = 0, por 1o

# Esta definiciédn ha sido sacada de un ejemplo gque dé.,
A. Vila en [21] .



que <2 es ortocomplementacién si, y sélo si,
8 = 0.
Es interssante notar que ai a = o entonces 'z_o,es

la complementacién C del Algebra de Boole (L, A ,v ).

e

Corolario 1.5.~ Si L es completa entonces para todo a €L, T
es un antimorfismo para las uniones e inter-

secciones infinitas.

En efecto:
" Sea H un subconjunto infinito de L. Teniendo presente

que toda dlgebra de Boole completa es 'infinitamente distri-
butiva tendremos:

o

\A = VvV = A =N = A

T (_erx) av (erx) a V(erx. er(av.x) :ceHt (x)v. .
N = = =V =V

T (_erX)_ av(fgx) =av (¥gm) =glave) =T (x).

Prop. 3.5.- El conjunto ‘ca(L) para todo a de I es el seg-
mento [a,u] .

En efecto: ,
a) 'ca(u) ="av:5. =avyo = a, Iuego el minimo de 'ca(L)
~es a por lo que z3(L)c [a,u] . |

b) Si xe€[a,u] entonces xe ’(_a(L) ya que es la imagen
de x puesto que:

a,~ =
T (x) =avX = avx =x puesto que a<x.



Prop. 4.5.~ Para todo a,b de L se cumple que.

a) €2Ae? = NP,

b) La aplicacién T definida por

z(x) = ta(x)vab(x) es la negacién Z&V}?.

En efecto:

8) (FAD) (x)= (A (x)=(avX) a(bvE) =(anblv 3= £ (x) ¥z e T

b) T(x)=¢ (x)\!?: (x) (avx)v(bvx) (avb)vx=1 \b( ) Vel
lo que nos dice que Z es una negacién pues vimos que pars
%odo elemento x de L, zx es una negacién. De ahi es eviden-

A\
“teque z vzb o b

Prop. 5.5.~ Si L es completa entonces para todo HCIL es:

.  Ax ~ VX
, N % _  x6H : = X xeH
8) gpc =T b) »

En‘efectéz
/\
a) (XGH )(y) xQH(z. (¥))=L(xv¥)=(Q X)vy-- (y) Vyel
v

(<*(y))= 20 (xvy) ( HX)vy-— X 2y (y). Iuego VHu o

b) xe‘fi

Teorema 1.5.- Si L es un 4lgebra deBoole(compléta, :en“b'onces

el conjunto N’(L) «_{“a ae L} es una. élge-m.
~bra de Boole isomorfa a L y es, a su vez un
subreticulo completo de (N(L),A RVAR



En efecto:

a) Por la proposicién 5.5 es inmediato que N’(L) es un sub-
reticulo completo de (N(L), A,V ). .

b) Es inmedimto que la aplicacién f£f:L——>N(L) definida por

f(a) =% es un meomorfismo reticular, 1o que hace que
(N‘(L),A ,V ) sea isomorfa a L y por tanto see un dlgebra
de Boole. '

Es interesante hacer notar que asi como el méximo de N’ (L)

es z?=‘tu que es el méximo de N(L), el minimo de N’(L) es

-

t?': C que no es el minimo de N(L).
Es interesante también recordar que si I no es atémica,
cosa que no hemos exigido, N(L) no es un 4lgebra de Boole pe

ro en cambio tiene un subreticulo que es dlgebra de Boole.

5.B.~ Caso de un &lgebra de Boole completa y atémica.

Sea (L, A,V ,C ) un dlgebra: de Boole completa y atémica.

Teorema 2.5.» Si L es un dlgebra de Boole completa y atémica

entonces el 4lgebra de Boole N'(L) es el seg-
mento Yg ] del élgebra de Boole (N(L), A y V)

En efecto:
a) Sia es un antlétomo de L entonces To= Za’ ya que:
si x<a entonces X>8 de donde ¢%(x) = avizava =u por‘

lo que z°(x) =



si x<a entonces si A es el conjunto de los dtomos de I
serd, x =v{bie Albiex} ¥ a::V{bie Al b<a} .
Pero al ser a antidtomo sélo existe un bkEA tal que

b 4@ de donde a = V{be A| 1k }. Por tento si xfea
debe ser b, < x lo que implica bk:,éi por lo que x <a, de
donde T2%(x) = avx = a.

Iuego recordando la definicién de [ evidente que
29’:.2&. Por tanto el &lgebra N’(L) contiene a todos los

4 ) .
antidtomos de N(L) de la forma T g Para a antidtomo de L.

b) Como N’(L) es un subretfculo completo de N(L) estd cla

ro que N’(L) debe contener al subreticulo completo genera
do por los z? pare a antidtomo. Por tanto como

/\{Zala antidtomo de I:} = C resulta que N‘(1)Dlc, tu] .
¢) Por otra parte sabemos ‘que el minimo de N'(IL) es T°=C
por lo que N’(L)C]g, ‘Cu] . |

c) y b) demuestran el gserto.

Sea (L,A ,V) un élgebra de Boole atémica y sea A el

conjunto de sus 4tomos.

Def, 2,5.= Llamaremos —Z'a a la aplicacién de L en L defini-

da por:

/—————c-x 8l xeA y x<a.
Z8(x) = po sixeAy xga 6 xfA y xb
\__-—»u gl x = o




Proi::. 5.5.- 2% es una negacién en L.
En efecto: )
8) Si x=y ‘entonces Z%8(x)> T%(y) puesto que:
Si sienﬁo x £ 0 es _xdiA 6 x+4a entonces serd %a(x)zof‘a(y)
Six#o,xeA yx<a entonces ?a(x) = x 22%(y) pues o
bien y = x con 1o que se daria la igualded o ‘bien y>x
en cuyo caso (y) = o por definicldn.
b) ( ) (x)> x ﬁara to&o x de L pues:
| Si xeA y xe—’-a entonees ('z: ) (x) = (2® )(x)
- 81 siendo x Aoes x€A Y x%‘a 6 xgéA entonees
(29%(x) =2%0) = uzx |

Si x = 0 es evidente que siempre es (’Ea)z(o)_:; O.

Prop. 6 5.- Para todo a &e L la negacién z cumple:

. a)» "8‘(1)) —.{xeAl x<alV {o u}

c) La aplicacién z defs.m.da por z(x)=7 (x)v Zk (,.)

es la negacién Z. Mb.

) - » —_ a : B ’ P ) N
.d) Las negaciones T no son, en general, anti-
" morfismos. . B

En efecto' .

a) Es inmedlato de la definlcién de 2 5 | -
L -~ ,wo.si xfoy xfh 6 xeh y ngank ¢
('C AT )(X)""’Z (X)A‘Z, (X)"‘ o X si xeh y x:—a&b‘ R

usix::‘o



y como puede comprobarse esta es la definicién de

anb

T por lo que serd Z°a "'E:b  ARAL
o) | o 81 X A0 y x¢A 6 xcA,xfa y x<b
z(x)=22(x)vZT (x)- x si x€A y x<avb.
. \\——au si x = o
' . ~.ay¥b .
pero esto es la deflnicidn de T pues si un étomo X
cumple que x#a y x b entonces x4aVv b. Por tanto la apli
cacién Z es la apllcacién =BYD que vimos es una negacién

(Prop031016n 5¢5)e
d) Veamos un contraejemplo.
'~ Sea (L,A ,V ) un élgebra de Boole completa ¥ atdmica con
més de dos elementos Atomos. Sean a y b dos 4dtomos dig-
tintos de L. Entonces tenemos:

¢aVb (a AD) *za\{b(o) =1
ﬁientras que | R
" 22 P@) =a y 2%V %0) = b
- de aonde‘w ;
2% Panb) =u favy =2 "(a) vz ).

Prop. '7 5e= Si L es un élgebra de Boole aﬁémlca vy completa

entonces para todo conjunte HCL es‘

( Aa - ’

‘ ‘A 38 _=acH V"am"'aﬁﬂ

8) gem® =% | b) gyt =%
En efectos , ,
a) | S /—e-o ei xf0 ¥ xdA 6 xeA y xéa, YacH

(aeH (X) aeH(" (x)))--——-a-x si xeh y x<e para $0d0 aH
: J—wu 81 X = 0

| A g
vy como puede comprobarse ésta es la definlclén de e B5H

o . [}

‘ - =
por 1o que a&H .
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¢
o si xdA y xfo 6 si xeA ¥ xde
para todo acH

\\+x si Xxe¢A y x¢a para algin aeH

usglix=o0

b)

(ol B5) (202 3 (22 (x))=

v.8a
pero esto es la definicidén de "‘E*';:.'(‘u'H pues si un dtomo x cum—

ple x#4a para todo a de H entonces xéa\éﬁa. Inego la aplicg-——

a ‘ a\éHa | a
- ¢ién x —o aly © (x) es la nggacidn z de L. Luego ;ZH?; .
que es la minima negacidén que es mayor o igual que todas las -

8’ . a¥n®
T -para todo a de H, serd la negacidén T .

Teorema 3.5.~ En un élgebra de Boole atémica y completa

(L, A,V ) el con;}uh*bo N(L) :5‘&8’1‘36-14} con
las operaciohes A ¥ ¥V constituye un 4lgebra de
Boole isomorfa a T que coincide con el segmen-
to [to‘,'(?)] del dlgebra de Boole (N(L),A ,V ).

En efecto:

a) Por la proposiicién 7.5 la aplicacién £:L —+N(L) defini-

da por £(a) =22 es un monomorfismo reticuler por lo que
la imagen de f, £(L)=N(L) es un 4lgebra de Boole isomorfa

a L con mfnimo 2= Z, ¥ mdximo T = C. Ademss N(L) es un
subreticulo completo de (N(L),A ,¥ ) pero no es subdlgebra
de Boole pues el méximc_: de ﬁ(}&) es C

de N(L) que es Zye

distinto del méximo

a

b) Si a es un dtomo de B en‘bonckesv ©? o5 un dtomo de N(L)

L , . o Ca B
‘pues es fdeil comprobar que si a es dtomo T ”tia,o}’ que

segin se vid en la proposicidén 1.4 es uncé’homé *deVN(L). E



¢) Por tanto N(IL) contiene al subreticulo completo genera-

- do por las negaciones ‘Zio a} - para todo 4dtomo a de L.
?
Luego

N(L) :)[z QZA o, a} [20’61 *

pero por otra parte T,y C sabemos que son el minimo
y méximo de N(L) de donde N(L)c[z C |

Luego queda probado que N(L) [2.0,5] .

Résumiendo, los resultados més importantes obtenidos en
este apartado son:
1) si (L,A ,¥Y ) es un 4lgebra de Boole completa entonces
N'(L), que es el conjunto de las negaciones de la forms Tta,
,cbns%ituye un subretf{culo completo del retf{culo completo

(N(L) ALV ) y es ademds un élgebra de Boole isomorfa g L.

2) Si (L A V ) es un dlgebra de Boole oompleta y atémlca
entonces los conjuntos N'(L) ¥y N(L) son los segmentos
, E;u,c] ¥y [Zb,ﬁl del dlgebra de Boole atémica de las

negaciones (N(L), N 77 ), son subreticulos completos de N(L).
y & su vez dlgebras de Boole isomorfas a L, pero no son
subdlgebras de Boole de N(L)



CAPITULO 3

RETICULO DE LAS NEGACIONES DE UNA CADENA COMPLETA.

J T T R e R T T————
i s ol s T S e S o o, o o e St SO, o O S S Mt A Foa B e e S At SN S, AP O S S Wt 4P . S, W, W P Tt $hL S S o S B .

Sea (C,<4) una cadena completa, que como se sabe es
un reticulo completo e infinitamente distributivo, y sea
(N(C), A,V ) el reticulo de sus negaciones,

Recordemos que en el caso de las cadenas el supremo
- de dos negaciones T, T, de N(G) es la negacién defini-
. da por'

1‘5 vze )(x) =T, (®)V T ,(x)

- segdin demostramos en 1a proposicién 5, l del capitulo 2.
Esta regla no es cierta en general para cualguier fami-
lis de negacicnes como prueba la sigulente proposicidn.

Prop. l.1.- Siendo C una ca&ena completa no es cierto en

genaral que para cualquier familia de hega~«
ciones {‘Z:i} jep See

NP6 = Yy (236,

| En efecto: \
Lo que debe proﬁarse es que en general 1a(ap1icaeién =

f(x) A \’(Z (x)) no es una negacién, puesto que si f es
iel

una negacién es evidente que f ‘J ?:
i&I

Veamos un eaemplo en el que 1a aplxcac16n f no es ne«
‘gacién- '



Sea C la caaena rormada por los reales positivos con
el 0 y un mdximo que llamaremos u. Sean la familia de ne-

io’n-c-l}

Recordemos que:

gaciones variando n aentrc de los naturales.

> uw slix=o0
n " n
__Z‘__/,vg;i'sixé-—;]—_,x#o

T (x) =
{o,ﬁikx \-——vosn.x%

De donde la aplicacibén f sgeré:
14
Six=0 T (x)=

n+l

]

‘n | n
“n+l V{m-l‘nm’ XS

Si x&—— para todo neN, £(x) = o

Si x./:.-—&-» para algin neN f(x)

Pero, por estar en una cadensa completa y cumplirse que ’
(A) \Y, {&\‘n63}=1¢{~3~‘n61‘f} es:
a) Si x$ --—- para todo neN es x > l - para tcdc n de N de

@onde x‘?,V{}m‘ geN}: l. De (l) queda cv:‘laro que es j_é_.

. 1ido el signo =, es decir que:
o , B
{xe.(jl x4 m,aneN} = {xeClxa:l}
b) 81 x £ ;%i- para algtin nelN es x<1 puesto que este caso
es la negacibn del caso anterior.

c’) Si x es un elemento de C tal que {n \ T ,x};é 25

V. 2 =1
~ entonces . n-u-l\ TITE neN} \/ n+1 neN} 1



Iuego f es la aplicacién definida por:

/-—-—————-»u gl x.= 0

£f(x) = 41 si x<1

AN

y esta aplicacién no es una negacién puesto que si o<x <l
es '

»o0o s8ix>1

'fz(x). = f(i) = 0 <X (2)

Prop. 2.1l.- E1 re’ciculc H(C) es una cadena si, y sélo si,

C tiene como méximo 3 elementos.

En efecto:

a) Si C tiene mds de 3 elementos existirén dos a,b tales
que o0 £ & #u,0 # b # u; supongamos a >b y definimos
las negaciones Z{Q,a} Y Ty Por la proposicién 2.2 b;

del cap:(_tulo 2 es:

‘2:{0 a} b = “fb,avb} T “{b,a}
y como t{o,a} ;é ’C{b’ a} # ‘C resulta que E{o a} ¥y T,
‘no son comparables por 10 que E(C) no es una cadena.
b) S1 C = {o u} 6 C = {o a,u} entonces N(C) es una cade-

na como puede verse eh los grafos de C ¥y N(C) en ambos

casos que adjuntamos a continuacién:

G N@ G NE) T
" .c“ ) | 3 : L
1 | 1 . a :& Ca
o] T° ‘ E | o o ‘ 0 K{a‘a}
- | ¢§‘C°

" (=) Lo mismo pasa en toda cadena completa C para :cualquier‘ A
familia g“c Qo,a}} e siempre? que eHa;"éH como ‘puede‘ com
probarse sin dificultad.’ - '



Prop. 3.l.— El conjunto {:«;a { aeC} es una cadena comple-

ta isomorfa a C y un subreticulo completo de
(N(C), A, V).

En efecto: - |
La aplicacidén f£:C—eN(C) definida por f(a) = ta es

una aplicacién inyectiva y ademdés un morfismo reticular

pues la proposicién 1.2 del capitulo 2 nos dice que:

\/?: =C o Y por ser C una cadena N T =7, .

; acH acH aeH & dep®
Luégo f es un morfismo reticular que al ser inyectivo nog

dice que £(C) {‘Ca’laeC} es un subreéticulo de N(C) iso-

i

morfo a C.

Prop. 4.1l.- Si C es una cadena completa, entonces:

| 0€H {o,o} iQ’c%’H"}

parsa todo Hc C.

En efecté‘:

Recordemos que

./-—-e»u silx=o0

Z{d'c} (X) = ——pe O si Xéc*, X}é o

= 0 8i x£c.

de donde la aplicacién g definida por g(x) = ceH( Z%'O e}(x))

viene definida por: _ , *
. /——D u 8l x =0
| | c\é/HO para todo x<¢ para algin ¢ de H

g(x) = —v

\  exx |
" M——»o0 9i x<c para todo ¢ de H



Por ser C una cadena se cumple:
a) Si {oeH( oxx} £ 4 entonces VcheH}xéc}::V{c eH}
y& que por ser {GGH c?x}CH es V{ceﬂixe‘.c}é‘\/{c}eﬁ} (1)

pero por otra parte si ol=V{ceH|x <o} entonces o o8
cota superlior de H puesto que es mayor qus x y que todos
los c€H }tales que c.},'x. Tuego = ¢ para todo ¢ de H de
donde es VliceH| x¢e}z Ve (2)

(1) y (2) nos demuestran la igualdad que guerfamos demos—
{rar.

'b) Si x<c para algin ¢ de H entonces x < ééH

{x | x ¢ para algin ¢ de H} #{x | x< é/eﬂc} sl c\C{Hc dH

¢ siendo

= e V Ve
‘ {x x X< ceHc}. si ceHe eﬁ
¢) Si x4c para todo ¢ de H es x>c para todo ¢ de H, es de-

. . v
eir x> €Hc giendo

AY)
{xlx>c para todo céHl {xtx GHG}.si ceH°¢H
= V ol : ‘
{x * x> ceﬂc} si M. c€H.
. | ‘ ceH
Iuego de &), b) y ¢) tenemos que la definicién de g seré:

/-Q——vu gl x=o0
V. e

glx) =f—— = si xc\fe,x;éo

ceH el

0 si x> VHc |

"con'g(c‘éﬁc) = c\éHC svi otgc €l (+)
2o sl eyt ¢u k’('M');

Si se -da,ei caso (+) entonces g es exactamente la defi-

nicién de la negacién Zi" v c} con lo que queda probada la |
pmpcsicién.



Si se da el caso (++) entonces g no es una negacidn
ya que: |

para toéo ceH es g (c) =gf V.e) = o<ec.

ceH
pero si T es una negacidn mayor o igual que g debe ser:

Para todo ¢ €H, z(c)mg(e) = c pero como T es una nega-

ceH
eldén ello implica que c..( EHO) >T (c);»,.c para todo c &H.

Por tanto T ( céHc) = C.

ceH
Inego, una negacidén T que sea mayor o igual que g en el

, oaso ’(-H-) aebe ser mayor o igual que z&o } . Iuego, tam
’ . . :

c€-H
bién en este; caso, es

ceH {° c} &°"¢;’éﬁ°} )

Prop. 5.1l.- El ecn;;unt;) \{’c. {o,a}‘\ ge C} 'e)s un subreticulo
completo de (N(Q),I\ V) y une cadena isomorfa
a C. | |

En efecto: . ‘
xa aplieacién £ C~*va(C) definlda por f(a) "‘c{p a} es

ung aplieacién inyeetlva ¥ a&emés un morfismo reﬁicular pues
la proposieién 2. 2 del capitulo 2 y la 4 1 anterior nos dicer
que:

y i
Q&H {o c} {o’céﬂ } ‘ ceH }Lo e} {o’ceﬁ }
Iuego f es morflsmo reticular inyectivo por lo que :
£(¢) = {1{0 }‘ 2a€C es un subreticulo completo de. (N(C) AV
'

‘iscmorfo a (C, A,V )‘



Prop. 6.1.- E1l retfculo (N(C), A,V ) es distributivo.

En efecto:

Si 2y,T,s g sOD negaciones de N(C) tales que

TV, =7, Ve, 3 TINT, =T AT,

entonces por definicién de A y V serd para todo xe€C
T (x)VZ (x)=¢, (x)VZ (x) y < (x)l\Z (x)=1 (y)l\t (z.)

lo que, por estaer en uga cadena, que es un reticulo di.atribu—~

tivo, implica que T (x) =T (x) para todo x de C, es decir
!’ B . . :

Ty =715 |
I.uego N(C) es distributivo.

I

Prop. 7 1.~ E1 reticulo (N(O) ALV) es infini*tamente dmstrw,
- butivo respecto al SUpPremo.

En efecto*

Sea {*c i} jeq une familia cualquiera de N(G). Enton-
ces para todo ze N(C) es |

TV (A ‘Ci) = N (“CZVZ ) ya que para todo xe&C es

e’w
St

1€1 eI
[tv(/\ ' )](x) =Tx)VIAT )(x)‘*Z(X)V(/\(‘C (X)))
je1 L je1 * eI
=N\ z()vt() AN YTve,)(x)] =
1&3:[ x x] éIY.« 'Sy x];

[A (v D] (x). |
i€1 <

(+) Reeuérdese que una cadena oompleta es un reticulo ini‘:x.m.~

tamente distrlbutivo .



Ejemplos de reticulos de negaciones para cadenas finitas:

l.- Sea C = {o,b,a,u },. |
Segin vimos en el Cap. 1 el conjunto N(C) tendrd

-

= 8 elementos que son los siguientes:

zotz'bf za’ zut Z{O,b} y ‘Z.,lo,a} s Z{a,b} Yy z&&,b,O} .

que se corresponden con los 8 subconjuntos de {o,b,a},Q
El grafo del reticulo (N(C), A,V ) es el siguiente:

Tu
| . A
1
zio‘“’} ¢ O
‘Zb z‘{alol_. .
siendo C: L
t{"'(”;o} k ‘ \ ' .
[4
A, : by
[% ‘ ‘

2.- Sea Cv; {o,e,b,a,u}

En este caso habrd 2%




UNA DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE MAC NEILLE PARA CADENAS.

A partir de los resultados obtenidos en el presente
trabajo se puede demostrar el conocido teorema de inmer—
gién de toda cadena en una cadena\completa, conservando
los Infimos y supremds, caso particular del teorema de
Mac Iife:i.:f’.leﬁz para conjuntos parcialmente ordenados. Damos
aqui la demostracién del mi smo utilizando los retfculos
‘de negaciones.

Teorema.~ Toda cadena C puede ampliarse & una cadena C
completa, conservando el infimo y el supremo

de cualquier subconjunto de C que 10s posea.

En efecto: }

Sea (C,<£) una cadena completa y notemos por A yV
el Infimo y el supremo que el orﬁen‘é-define en C. Sea
(P(C),N,U) el dlgebra de Bbole aetémica de las partes
de C y sea (N(%(C)), f\ k}) el 4lgebra de Bcale atémica

de 1&5 negaciones.

Definimos £:C ——N(P (C)) de 1a forma s:.guiente°

f(x) = A para todo x de C siendo A= {ywzc]y<x} (o, x] :

Vamos a &emostrar que f es una inyeccidén que conserva el
~orden y el inflmo de cualquler subconaunto de C que lo -
poses: pero no el supremo.

1)‘La aplieacién f es 1nyectiva io que es evidente.

£ Véase ol capitulo V de P, Dubreil -M.L. Dubreil Jacobin CA6]



2)

3)

4)

Conserva el orden ya que;

si x<y entonces AxC‘Ay de- donde T Le T A

, x ¥
Conserva el infimo de cualquier subconjunto de C que lo
posea.

Sea HCC con QH x = y €C. Entonces resulta que:

f\ 7: ‘ -4
3.2, xeH AX Ay y&a que:

- 51 a € eH A es que & <X para todo x eH; luego

a< N x = A .
a < AR I de donde aeAy

- Si aeAy entonces af-y /(_;\H X, 63 decir a<x
para todo x €H de donde a €A_ para todo xcH lo
. c A .
que implica que a . erAx
3.b. Por otra parte {Ax\xéﬁ} es un subconjunto total-

‘mente ordenado de @(C) por la inclusién; luego
por la proposicién 1.2 a) del capitulo 2 seri:

xeH x - xe x- y

En general no conserva el supreino como puede verse en
el s:.guienm ejemplo.

Sea la cadena (Q, <) de los raclonales con el orden
usual, que no es completa y sea H = (0,1). Entonces -

sup H = 1 en Q y en cambio por la proPOSicién 1.2 del-
capitulo 2 es: |

| U ZA".‘ZU N #.ZAA ye que
xE(Ol) x x€(0,1)'x - "1

U (G"‘ ,X] = (4' yl) ié (4" 91] A
xe(O 1) ‘



Por tanto el conjunto N(P(C)) no nos soluciona el pro-
blema. Tomamos entonces el subconjunto de N(%(C)) defi
nido de la formas

e {0T,

Este conjunto es un inf-semirretfculo completo de

vacckuizc} .

(N(P(c)),Nn,U) que contiene al méximo Tgs POT lo que

(n°,N,U) es un reticulo completo si definimos

r
1&1 z, _ﬂ{zen lt>z,, Vier}.

Es inmediato que £(C) CN’ por lo que puedo conside-

rar £ como una aplicacién de C en N’ y es inmediato: por
“ la definicién de N’ que f seré igualmente inyectiva N
conservard el :(n:fimo. Veamos que’ ﬁa,mbién consorva el Su.
premo:

Supongamos HCC *kai que. V x = yeC. Vamos a ver
‘ . ' x€H

- que -UJ:A a‘ZA;. U ‘C &ZeN 1 ,Vxeﬁ}::\

R < y Xx€H x

#‘ﬂ{zAx‘ sz,v:er} mlt 22V x}=T A A_f;_z?

z er __z?-vxz~ X

.I,uege queda demostrado que f es un monomorfismo remcular ‘
| por lo que £ (C) S una cadena contenida en K’ isomorfa. a

h véam0's, por ﬁltiﬁo, que N’ es una ‘cadena. ‘
- Si x<y con x,y eC es imnediato que ?.‘A.._ "C.A ’ es‘&aci‘r‘
son‘ éoz‘np‘arable‘s.‘ ’ .' |
‘ Por) tanto 1o(qu‘e debexﬁ‘dé”proﬁar es que son éomﬁarablés»

Al Ty siendo A xq‘;c, con euailquier ZA para xec y
x€H ax . xeH : :

con cualquier /\ZA ‘siends A xéc‘
’ , xeM X - xe€M



' N
Veamos en primer lugar que SixéHx éc, xeH ’CA)c es

comparable con todas las negaciones de la forma T con

A
zZ

z €C,
Para ello definimos P = {y ecC | yéx,‘c/xeﬁ}. Entonces ten-~
dremos: |

-8l y€Pes T,< N

er‘c‘: Ax ya que _‘a:A_g T , bpara todo xeH

Yy
puesto que si x>y entonces A DAy.

— M
si y¢P es zA}v x&HzA ya que si y€&P es y >x para

algin x€H de donde Ay:) A lo que implica que Ay:) Q

N
Veamos, en segundo lugar que si er x¢C y xemxéc |

N z . Nz
en“cnonces xeH “A_ es comparablg con fou Ax.
Ser:v.‘l’H = {ye Cc lysx, Vxe H} ¥ PM =£y‘eck\y-_4_ x, Vxe M} .

Distinguiremos tres casgog:

’a}_'PHgPM. Entonces existe un yGP tal que ;gr.ééPH de donde,

M
Nt s > M
xeM A"’ZA; eEzA
b) P ;&PH' en cuyo caso ocurrird,segin hemos 'visto en a. "
quse

Nz ¢« Nz
xeM Ax xgH Ax»
o) -PM’ = Py, en cuyo caso por ser ciertos a. y b. serd
N =Nz ’ |
erzA a xeM A_
Luego queda probado que todc par de elementos de N'son

comparables 10 que nos dlce que N’ es una cadena.
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