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Prólogo. 

C u a n d o in ic iamos la e l aborac ión de la p re sen te memor i a , n u e s t r o obje t ivo 

pr inc ipa l era el es tud io probabi l i s t ico de u n a clase de funciones de dens idad de 

p robab i l idad q u e c o m b i n a r a las p rop iedades de capac idad de a d a p t a c i ó n a u n a g ran 

var iedad de da tos y a u n m i s m o t i empo q u e poseyera p rop iedades geomét r i cas sencillas 

q u e facili taran la ap l icac ión sob re ellas de los m é t o d o s es tadís t icos b a s a d o s en las 

técnicas de geomet r í a diferencial. El p r imer c o n t r a t i e m p o con el q u e t u v i m o s q u e 

enf ren ta rnos fue la apar ic ión de p r o b l e m a s al ap l icar sobre las m e n c i o n a d a s familias 

los m é t o d o s clásicos de es t imación de p a r á m e t r o s , b á s i c a m e n t e el m é t o d o de la 

m á x i m a verosimili tud. L o s resu l t ados ob ten idos al aplicar de forma di rec ta la 

es t imac ión m á x i m o verosímil eran insa t i s fac tor ios pa ra n o s o t r o s . D a d a la 

ex t raord inar ia flexibilidad de las funciones emp leadas , la misma filosofia de la m á x i m a 

verosimil i tud c h o c a b a con el p r o p ó s i t o de ob tene r e s t imac iones út i les a pa r t i r d e u n a 

m u e s t r a de d a t o s a lea to r ios , fu imos consc ien tes de la insuficiencia d e la max imizac ión 

de la verosimil i tud de u n a mues t r a , sin n i n g u n a o t r a cons iderac ión c o m p l e m e n t a r i a . 

C r e í a m o s necesar ia la b ú s q u e d a de a lguna a l t e rna t iva r a z o n a b l e al p roced imien to 

u t i l i zado h a s t a el m o m e n t o . Ta l a l te rna t iva podr í a consist ir en u n a modif icación n o 

drás t ica , en el sen t ido de a l g u n a s t en t a t i vas ya e fec tuadas p o r a l g u n o s inves t igadores 

m e d i a n t e la ad ic ión de a lguna función pena l i zadora a la verosimil i tud, o bien i n t e n t a d o 

c o m p l e m e n t a r la idea de max imiza r la veros imil i tud c o n la de max imiza r o min imiza r 

a lguna o t ra can t idad r e l ac ionada de fo rma que se e l iminaran los inconven ien tes 

p r e sen t ados . Q u é can t idad o can t idades deber ían ser és tas es u n a cues t ión a la q u e 

todav ía n o h e m o s e n c o n t r a d o u n a re spues ta sa t i s fac tor ia , sin e m b a r g o surgen n o m b r e s 

o ideas , c o m o p o r e jemplo los de comple j idad , es tabi l idad, i nce r t i dumbre , ... , q u e sin 

es ta r h a s t a el m o m e n t o y p a r a n o s o t r o s , definidos de u n a fo rma clara , e s t a m o s 

convenc idos de q u e deben d e s e m p e ñ a r u n pape l i m p o r t a n t e en u n fu turo n o m u y 

lejano. 



T a m b i é n existía la posibi l idad de desar ro l la r u n m é t o d o b a s a d o en 

cons iderac iones t o t a l m e n t e diferentes. L a línea de t r aba jo q u e lleva n u e s t r o equ ipo de 

invest igación n o s inducía a cons iderar u n a a p r o x i m a c i ó n geométr ica al p r o b l e m a de la 

es t imación. Pa ra t a l fin n o s p r o p u s i m o s real izar u n es tud io q u e significara u n a n u e v a 

visión geomét r ica de los mode lo s es tad ís t icos , en pa r t i cu la r de los indiv iduos 

es tadís t icos y de las var iables a lea to r ias . E n g r a n med ida i n t e n t a m o s la cons t rucc ión 

de u n a geomet r í a sobre el espac io mues t r a l , q u e permit iera desar ro l la r ba jo 

cons iderac iones m e r a m e n t e geomét r i cas , las técnicas hab i tua les de la inferencia 

estadís t ica, c o m o p o r e jemplo la e s t imac ión de p a r á m e t r o s , el c o n t r a s t e de h ipótes i s o 

las técnicas de clasificación de los ind iv iduos . Ta l c o n s t r u c c i ó n pe rmi t e ofrecer u n a 

vis ión global y uni f icadora de las diferentes técn icas . F r u t o de los es tud ios an te r io res 

h a sido el desarrol lo de las d is tancias en t r e ind iv iduos y de sus pos te r io res ap l icac iones 

d iscut idas en la p re sen te m e m o r i a . 

La d is tanc ia inmed ia t a con su s implic idad conduce a la r ecupe rac ión de gran 

p a r t e de los r e su l t ados de la es tadís t ica clásica, la d i s tanc ia e s t ruc tu ra l , m á s comple ja 

en su fo rmulac ión y m a n i p u l a c i ó n , es qu izá m á s sugeren te de ca ra a fu turas 

in te rp re tac iones al s u p o n e r u n m a y o r a p r o v e c h a m i e n t o de la in formación y de la 

e s t ruc tu r a geométr ica m á s ín t ima de los m o d e l o s es tadís t icos . Es tá t o d a v í a p o r 

di lucidar la i m p o r t a n c i a q u e las d i s tanc ias en t re indiv iduos p u e d a n t ene r en u n a 

pos t e r io r definición de los concep to s de comple j idad o simplicidad. 

C o m o u n a solución p rác t i ca y a u n t i e m p o sencilla a los p r o b l e m a s de es t imac ión 

surg idos al t r aba j a r con familias Hexibles, h e m o s p r o p u e s t o el a lgo r i tmo s tepwise de 

es t imac ión n o p a r a m é t r i c a , c u y o s resu l tados d e n t r o del c a m p o de la es tadís t ica clásica 

p u e d e n ser cons ide rados sat isfactor ios al t r aba j a r c o n las familias de funciones de 

dens idad p rev i amen te m e n c i o n a d a s . 
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I - Introducción 

/. Introducción 

A m o d o de in t roducc ión e r ec tuamos u n p e q u e ñ o recorr ido p o r la h is tor ia de la 

ap l icac ión de técnicas y c o n c e p t o s geomé t r i cos en la es tadís t ica , c o n especial énfasis 

en las técnicas d e geometr ía diferencial ap l i cadas a la ob t enc ión de d is tancias en t r e 

d is t r ibuciones y al es tudio de la inferencia es tadís t ica . 

1.1. G e o m e t r í a en la Estadís t ica . 

1.2. G e o m e t r í a diferencial en Estadís t ica . 

1.3. G e o m e t r í a diferencial en inferencia es tadís t ica . 
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1.1. Geometría en la estadística 

La ut i l ización de técnicas y c o n c e p t o s geomét r i cos en estadís t ica n o es un 

f enómeno reciente. La rep resen tac ión de d a t o s multidimen-sionales c o m o p u n t o s de 

un espac io eucl ideo n -d imens iona l ha faci l i tado u n a c o m p r e n s i ó n intuit iva de las 

re laciones y p rop iedades es tadís t icas en t r e los m i s m o s . G r a n can t idad de concep to s 

hab i tua les en es tadís t ica t ienen su or igen inmed ia to en concep to s geomét r icos : rec tas 

y curvas de regresión, m o d e l o s l ineales, d i s tanc ia o cu rva tu ra , son sólo a l g u n o s de 

ellos. 

U n o de los t r aba jos p i o n e r o s en el desar ro l lo de u n a formal ización geomét r i ca 

de la estadíst ica se lo d e b e m o s a K. P e a r s o n (1857-1936) . En 1890 fue invi tado a da r 

un ciclo de cua t ro conferencias sobre geomet r í a en el G r c s h a m Col lege , con el t í tu lo 

g lobal de " A m b i t o y C o n c e p t o s de la Ciencia M o d e r n a " . A su visión del u s o de la 

r ep resen tac ión geomét r ica se deben p r inc ipa lmen te .sus descubr imien tos en el c a m p o 

de la corre lac ión, d o n d e d e s t a c a n la teor ía j e n e r a l de cor re lac ión p a r a tres var iab les , 

los coeficientes de las ecuac iones de regres ión múl t ip le , o el coeficiente de cor re lac ión 

c o n o c i d o c o m o "r" de P e a r s o n , P e a r s o n (1896). 

O t r o gran n o m b r e en t r e los p i o n e r o s d e la geomet r í a en la es tadís t ica es el de 

R . A . Fisher (1890-1962), qu ien desde sus p r imeros t r aba jos F isher (1912,1913,1915) 

t i ene a la geomet r í a p resen te en ellos. D e s t a q u e m o s en t re sus con t r ibuc iones el cri terio 

p a r a a justar cu rvas de frecuencia, F i sher (1912) , o la o b t e n c i ó n de la d is t r ibución del 

coeficiente de cor re lac ión , Fisher(1915) . P o s t e r i o r m e n t e en var ios t r aba jos se in te resa 

p o r el es tudio de la inferencia es tadís t ica , d e s t a c a n d o la i n t roducc ión de la e s t imac ión 

m á x i m o verosímil así c o m o u n a p ro fund izac ión en la teor ía de la es t imac ión d o n d e 

apa recen los c o n c e p t o s de eficiencia, suficiencia, can t idad de in formac ión en u n a 

obse rvac ión y pérdida de in formac ión al uti l izar u n es tad ís t ico . Def ine c o m o 
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estadíst icos suficientes aque l los q u e p o s e e n t o d a la in fo rmac ión re levante con ten ida 

en los da to s Fisher (1925). T a m b i é n i n t roduce el c o n c e p t o de es tadís t ico auxil iar con 

la in tención de r e c u p e r a r p a r t e de la in fo rmac ión perdida al ut i l izar u n es tadís t ico . 

Tales concep tos , t an solo a p u n t a d o s p o r Fisher , c o m o ve remos p o s t e r i o r m e n t e t e n d r á n 

gran impor tanc ia en el desar ro l lo pos te r io r de u n a teor ía geométr ica de la es tadís t ica . 

Un cambio cual i ta t ivo i m p o r t a n t e se p rodu jo en el m o m e n t o en q u e la geomet r ía 

n o so l amen te p r o p o r c i o n ó u n a h e r r a m i e n t a i m p o r t a n t e , s ino q u e los concep to s 

geomét r i cos e n t r a r o n a fo rmar p a r t e p l e n a m e n t e de la es tadís t ica . E s t e c a m b i o p u e d e 

es ta r r ep re sen t ado p o r la ut i l ización en es tadís t ica del c o n c e p t o geomét r i co de 

dis tancia . U n o de los objet ivos bás icos de la es tadís t ica es la real ización de 

c o m p a r a c i o n e s en t r e diferentes obje tos en base a la in fo rmac ión q u e .se posee s o b r e los 

mismos . U n a forma na tu ra l e in tui t iva de efectuar d icha c o m p a r a c i ó n es a t ravés de la 

definición de u n a dis tancia . Es m u y a m p l i o el a b a n i c o de posibi l idades q u e se n o s ab re 

p a r a ap rovecha r l a con vis tas a efectuar análisis es tadís t icos , p o r e jemplo , 

clasificaciones en t r e los obje tos , real izar anál is is d i sc r iminantes , r ep resen tac iones 

gráficas de los m i s m o s en d imens iones reduc idas o incluso uti l izarla pa ra definir a 

t ravés de ella p rocesos de inferencia es tadís t ica c o m o puede ser la es t imación de 

p a r á m e t r o s , real ización de con t ra s t e s d e h ipótes is , e tc . 

La d is tanc ia eucl idea hab i tua l en t r e dos p u n t o s de u n espac io n -d imens iona l ha 

sido ut i l izada desde pr inc ip ios de siglo, P e a r s o n (1901), I lo tc l l ing (1933) . Sin e m b a r g o 

p re sen ta c o m o inconven ien tes i m p o r t a n t e s el hecho de c a m b i a r de fo rma n o m o n ó t o n a 

si e fec tuamos u n c a m b i o de escala en las med idas de las var iab les , o t a m b i é n q u e 

ignora el h e c h o de q u e las var iables a l ea to r i a s sean o n o e s tocá s t i c amen te 

independien tes . Para i n t e n t a r pa l ia r es tos defectos p r o n t o surg ieron a l g u n a s 

a l t e rna t ivas , d e s t a q u e m o s en t r e ellas el coeficiente de semejanza racial de P e a r s o n , 

Pea r son (1926), que t iene la p rop i edad de resul tar invar ian te frente a c a m b i o s de 
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escala, pero n o frente a t r ans fo rmac iones lineales en genera l , t amb ién ignora el h e c h o 

de que las var iables a lea to r ias sean e s tocás t i camen te dependien tes o n o . 

Pos t e r io rmen te se definió la d is tanc ia de M a h a l a n o b i s , M a h a l a n o b i s (1936) , cons t ru ida 

en t re pob lac iones es tadís t icas d o n d e t e n e m o s definidas n var iables a lea tor ias q u e se 

dis t r ibuyen según u n a d is t r ibución n o r m a l con jun ta , c o n la hipótesis adic ional de q u e 

t o d a s las pob lac iones poseen la m i s m a ma t r i z de covar ianzas . La dis tancia de 

M a h a l a n o b i s p re sen ta la ventaja de resu l t a r i nva r i an t e frente a t r ans fo rmac iones 

lineales b iyect ivas , en pa r t i cu la r frente a c a m b i o s de escala , asocia a d e m á s el c o n c e p t o 

de o r togona l idad c o n el de independenc ia cs tocás t ica . La dis tancia de M a h a l a n o b i s 

h a j ugado u n des t acado pape l en m u c h a s técn icas es tadís t icas , d e s t a c a n d o el Anál i s i s 

C a n ó n i c o de Pob lac iones o el Anál is is D i sc r iminan te . Bose (1936) calculó la 

d is t r ibución exacta de la dis tancia de M a h a l a n o b i s . P o s t e r i o r m e n t e se h a n p r o p u e s t o 

ex tens iones a o t r a s d is t r ibuc iones diferentes de la n o r m a l , sin e m b a r g o se p ierden p a r t e 

de las p rop iedades de la mi sma . 

. M u c h a s o t r a s d is tanc ias h a n sido p r o p u e s t a s , sin á n i m o de hace r u n r e c u e n t o 

exhaus t ivo c i te inos en t r e o t r a s a la d is tancia de B h a t t a c h a r y y a (1946) en t r e 

p o b l a c i o n e s en las cuales o b s e r v a m o s n var iab les a lea tor ias q u e siguen u n a 

d is t r ibuc ión mul t inomia l de n sucesos m u t u a m e n t e exc luyentes . B h a t t a c h a r y y a asoc ia 

a cada pob lac ión u n vector del espac io eucl ideo n -d imens iona l de forma q u e los 

cosenos d i rec tores al c u a d r a d o coinciden con los p a r á m e t r o s que definen la 

d i s t r ibuc ión mu l t i nomia l a soc iada a c ada pob l ac ión . La d is tancia equivale al á n g u l o 

f o r m a d o en t re los vectores a soc i ados a dos p o b l a c i o n e s , o t a m b i é n a la d is tancia 

induc ida p o r la d is tancia eucl idea sobre u n a hiperesfera de rad io 2 e n t r e los dos p u n t o s 

q u e definen los dos vec tores al c o r t a r la superficie de la hiperesfera. R a o (1949) 

p r o p u s o u n a ex tens ión a la d is tanc ia de B a t t a c h a r y y a p a r a el caso de d i s t r ibuc iones 

c o n t i n u a s . 
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O t r a d is tancia a m e n c i o n a r puede ser la d is tanc ia j i - cuadrado , u t i l izada en el 

Anális is Fac tor ia l de Cor r e spondenc i a s , Benzecri (1976). Y finalmente, por sólo ci tar 

a lgunas de las m á s des t acadas o úti les en a lgunos c a m p o s concre tos , t e n e m o s M a t u s i t a 

(1964), Caval l i -Sforza (1969) , Prevost i et al. (1975) , Nei (1978), etc . 
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1.2. Geometría diferencial en estadística. 

U n a nueva visión se p rodu jo con la i n t roducc ión de las técnicas de geomet r í a 

direrencial . La geomet r í a direrencial , c u y o s orígenes se r e m o n t a n a los t raba jos de 

N e w t o n y Leibni tz , qu ienes es tablec ieron los pr inc ip ios del Cálculo infinitesimal, 

exper imen tó u n g ran avance a pa r t i r de los t r aba jos de R i e m a n n , Levi-Civita , Ricci y 

ChristoíTel, qu ienes en t re o t r o s , p r o p o r c i o n a r o n u n en foque genera l y d o t a r o n a la 

geometr ía diferencial de las he r r amien t a s necesar ias p a r a su expans ión . Los t r aba jos 

de Einstein sobre el Pr incipio G e n e r a l de la Rela t iv idad supus ie ron u n g ran desar ro l lo 

y p r o p o r c i o n a r o n u n a n u e v a visión sobre la ut i l ización de geomet r í a s n o eucl ídeas en 

la realidad na tu ra l . 

R a o (1945) fue el p i o n e r o en ut i l izar u n en foque geomét r i co diferencial en la 

cons t rucc ión de u n a dis tancia en t r e m o d e l o s es tad ís t icos . El m é t o d o desa r ro l l ado p o r 

R a o consis te en la i n t roducc ión de u n a mét r íca R i e m a n n i a n a en la va r i edad 

p a r a m é t r i c a a soc iada a los p a r á m e t r o s de las funciones de dens idad. P a r a ello ut i l iza 

c o m o mat r i z de la mé t r í ca , la ma t r i z de in fo rmac ión de Fisher. S iguiendo las técnicas 

hab i tua l e s de la geomet r í a R i e m a n n i a n a , es pos ib le la ob t enc ión de la d is tanc ia 

geodésica en t re dos p u n t o s cua lesqu ie ra de la var iedad , r ep resen tac ión de diferentes 

m o d e l o s es tadís t icos . E n su t r aba jo , R a o , n o t a b l e m e n t e influido po r los 

descubr imien tos de M a h a l a n o b i s y B h a t t a c h a r y y a , es tudia la cons t rucc ión de 

d is tanc ias en t re d i s t r íbuc ioncs n o r m a l e s un iva r í an t e s y mul t inomia les . La dis tancia de 

M a h a l a n o b i s a p a r e c e c o m o u n caso pa r t i cu la r de la d is tancia de R a o en el caso de 

d is tanc iar pob lac iones n o r m a l e s mul t iva r i an tes con ma t r i z de cova r i anzas c o m ú n . La 

dis tancia de R a o resul ta invar ian te frente a t r ans fo rmac iones n o s ingulares t a n t o de las 

var iab les c o m o de ios p a r á m e t r o s . 
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En la misma linea q u e R a o y p o r la m i s m a época d e s t a c a m o s los t raba jos de 

JeíTreys (1946), t a m b i é n en la l ínea de in t roduc i r u n a métr ica R i e m a n n i a n a a t ravés 

de la mat r iz de in ro rmac ión de Fisher , def iniendo dis t r ibuciones a pr ior i no 

informat ivas e invar ian tes . 

Las dificultades m a t e m á t i c a s inhe ren tes a la ap l icac ión del m é t o d o desar ro l lado 

p o r R a o fueron lo suf ic ientemente i m p o r t a n t e s p a r a de tener el desar ro l lo de la 

ob tenc ión de n u e v a s dis tancias en t r e diferentes d i s t r ibuc iones d u r a n t e b a s t a n t e t i e m p o . 

Un esfuerzo e n c a m i n a d o a la ob t enc ión de la d is tancia de R a o pa ra u n g ran 

g r u p o de d is t r ibuciones de p robab i l idad , al m e n o s las m a s conoc idas , no se llevó a 

cabo has ta a ñ o s después con los t r aba jos de A t k i n s o n y Mitchcl l (1981) , influidos p o r 

los t raba jos de Efron y A m a r i , en t re o t ros . Q u e r edescubr i endo la apl icación del 

enfoque geomét r ico diferencial en es tadís t ica , o b t u v i e r o n la d i s tanc ia de R a o p a r a 

a lgunas de las d is t r ibuciones u n i p a r a m é t r i c a s m á s conoc idas , Po isson , b inomia l , 

exponenc ia l , g a m m a , n o r m a l u n i v a r i a n t e con m e d i a conoc ida , n o r m a l u n i v a r i a n t e con 

var ianza conoc ida ; pa ra la d is t r ibución n o r m a l un iva r i an te , la n o r m a l mul t iva r i an te 

con mat r i z de cova r i anzas conoc ida , la n o r m a l mul t iva r i an te con vec tor de med ias 

c o n o c i d o , y la m u l t i n o m i a l , co inc id iendo en este ú l t imo caso con la d i s tanc ia de 

He l l inge r -Bha t t acha ryya . P o s t e r i o r m e n t e o t ros a u t o r e s h a n a m p l i a d o la lista de 

d is t r ibuciones p a r a las cuales se posee la d is tanc ia de R a o , Oller y C u a d r a s (1985) la 

ob t i enen p a r a la mu l t i nomia l nega t iva , R ios y C u a d r a s (1986) p a r a los m o d e l o s lineales 

n o r m a l e s , Oller (1987) p a r a la logística y va lores ex t r emos . En c u a n t o a la d i s t r ibuc ión 

n o r m a l mu l t i va r i an t e t odav ía n o ha sido pos ib le o b t e n e r la expres ión explícita de la 

d is tanc ia pe ro d e s t a q u e m o s los e s tud ios rea l izados sob re la geomet r í a del m o d e l o 

n o r m a l mu l t i va r i an t e deb idos a Skovgaa rd (1981,1984), Oller (1982), Sa to et al, (1979) 

en el m o d e l o b iva r i an te , Burbea y Oller (1988) e s t u d i a n d o los mode lo s l ineales 
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elipticos, Er iksen (1986) y C a l v o (1988) o b t e n i e n d o las ecuac iones de las geodésicas 

así c o m o a c o t a n d o la dis tancia de R a o p a r a el m o d e l o no rma l mul t ivar ian te . 

O t ro s es tud ios se h a n e n c a m i n a d o a o b t e n e r u n m é t o d o q u e p r o p o r c i o n e u n a 

ap rox imac ión a la d is tancia de R a o útil p a r a aque l los casos en q u e n o se p o s e a u n a 

expresión explícita de la d is tancia , Mifüarro (1985) , M i ñ a r r o y Oller (1990), Ca lvo y 

Oller (1990). 
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1.3. Geometría diferencial en inferencia estadística. 

T r a b a j o s p o s t e r i o r e s de R a o se e n c a m i n a r o n al e s t u d i o de la e s t i m a c i ó n , 

c lar i f icando a l g u n o s d e los c o n c e p t o s p r e v i a m e n t e i n t r o d u c i d o s p o r F i sher . E n 

p a r t i c u l a r R a o (1961,1962) t r a t a c o n los c o n c e p t o s de eficiencia y eficiencia de s e g u n d o 

o r d e n , c o n c e p t o s r e l a c i o n a d o s c o n la r e c u p e r a c i ó n d e la i n f o r m a c i ó n p e r d i d a al 

t r a b a j a r c o n e s t ad í s t i cos en luga r d e c o n la m u e s t r a rea l u t i l i z a n d o d e r i v a d a s supe r io r e s 

del l o g a r i t m o de la func ión de d e n s i d a d . F i s h e r h a b í a a p u n t a d o t a l e s c o n c e p t o s , p e r o 

el desa r ro l lo d e R a o s u p u s o u n a c lar i f icación cons ide r ab l e . E n R a o (1961 ,1962) 

p o d e m o s e n c o n t r a r e j emp los r e l a c i o n a d o s c o n la p é r d i d a de i n f o r m a c i ó n , c a l c u l a n d o 

exp l í c i t amen te su va lo r en la d i s t r i buc ión m u l t i n o m i a l p a r a d i ferentes m é t o d o s de 

e s t imac ión . 

V a r i o s a u t o r e s h a n t r a t a d o a p a r t i r d e e n t o n c e s de c o n s t r u i r u n a t eo r í a 

g e o m é t r i c a de la e s t ad í s t i ca c o n a p l i c a c i ó n a la inferencia . E n 1959 en n o t a s n o 

p u b l i c a d a s , A m a r i seña la q u e el e s p a c i o p a r a m é t r i c o c o r r e s p o n d i e n t e a la d i s t r i buc ión 

n o r m a l u n i v a r i a n t e es u n e s p a c i o p a r a m é t r i c o d e c u r v a t u r a c o n s t a n t e y n e g a t i v a . E n 

la m i s m a l inea p o d e m o s d e s t a c a r los s igu ien tes t r a b a j o s , A m a r i (1968) , Y o s h i z a w a 

(1971) , T a k i y a m a (1974) o S a t o et al . (1979) . 

U n n u e v o c o n c e p t o a s o c i a d o al e s t u d i o de las v a r i e d a d e s e s t ad í s t i ca s fue 

i n t r o d u c i d o p o r el sov ié t ico C h e n t s o v (1972) , d o n d e i n t r o d u c e u n a familia de 

c o n e x i o n e s afines en u n a va r i edad e s t ad í s t i ca . E n los t r a b a j o s r e a l i z a d o s h a s t a el 

m o m e n t o t a n so lo se h a b í a u t i l i zado la c o n e x i ó n de Levi -Civ i ta . T a m b i é n p r o b ó q u e 

la i n f o r m a c i ó n de F i she r y las c o n e x i o n e s afines son ú n i c a s e n la v a r i e d a d de 

d i s t r i buc iones de p r o b a b i l i d a d s o b r e u n n ú m e r o finito d e á t o m o s . C o n su t e o r í a 

c o n t r i b u y ó a e luc ida r las e s t r u c t u r a s g e o m é t r i c a s de la familia e x p o n e n c i a l . Sin 
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e m b a r g o en su t r a b a j o n o t u v o en c u e n t a el c o n c e p t o de c u r v a t u r a de u n a va r i edad , 

c o s a q u e si h izo en u n t r a b a j o p o s t e r i o r de g r a n i m p o r t a n c i a Efron , Ef ron (1975) . 

A g r a n d e s r a sgos el t r a b a j o de Ef ron es u n a cuan t i f i cac ión de lo di ferente q u e es 

u n m o d e l o es tad í s t i co d e la familia e x p o n e n c i a l , m e d i a n t e la def inic ión del c o n c e p t o 

de c u r v a t u r a de u n m o d e l o . Se señala q u e la c u r v a t u r a j u e g a u n i m p o r t a n t e pape l en 

la t eor ía a s in to t i ca d e la inferencia e s t ad í s t i ca y e s t á í n t i m a m e n t e r e l a c i o n a d a c o n la 

t eo r í a de la eficiencia d e s e g u n d o o r d e n de R a o y F i sher . S e g ú n la def inic ión de Efron , 

la c u r v a t u r a es i d é n t i c a m e n t e cero si la familia es e x p o n e n c i a l , o m a y o r q u e ce ro en 

c a s o c o n t r a r i o . El ob je t ivo t a m b i é n es m o s t r a r q u e famil ias q u e p o s e e n u n a p e q u e ñ a 

c u r v a t u r a g o z a n de las b u e n a s p r o p i e d a d e s es tad í s t i cas q u e son r e c o n o c i d a s p a r a la 

familia e x p o n e n c i a l , p o r e j emplo q u e el tes t l o c a l m e n t e de p o t e n c i a m á x i m a es 

u n i f o r m e m e n t e de p o t e n c i a m á x i m a , q u e los e s t i m a d o r e s m á x i m o veros ími les s o n 

es tad í s t i cos suf ic ientes o q u e se a l canza la c o t a d e C r a m e r - R a o si h e m o s e s c o g i d o la 

a d e c u a d a func ión p a r a e s t imar . Ef ron c o n s i d e r ó subfami l ias u n i p a r a m é t r i c a s d e 

famil ias e x p o n e n c i a l e s , a las q u e d e n o m i n ó famil ias e x p o n e n c i a l e s c u r v a d a s , n o t a n d o 

a d e m á s q u e c u a l q u i e r familia c o n p r o p i e d a d e s r egu la res p u e d e ser l o c a l m e n t e 

a p r o x i m a d a p o r u n a familia e x p o n e n c i a l cu rva , D e m o s t r ó p a r a e s t a s fami l ias 

e x p o n e n c i a l e s c u r v a d a s q u e el e s t i m a d o r m á x i m o veros ími l m i n i m i z a la p é r d i d a d e 

i n f o r m a c i ó n , i n t e r p r e t a n d o es ta pe rd ida c o m o la c u r v a t u r a de la subfami l ia . 

En el t r a b a j o de Ef ron se u s a el e s p a c i o p a r a m é t r i c o n a t u r a l c o n el p r o d u c t o 

esca la r def in ido p o r la m a t r i z d e i n f o r m a c i ó n de F i s h e r en u n p u n t o p . S i e n d o necesa r i a 

la c o n s t r u c c i ó n de u n n u e v o e spac io c o n o t r o p r o d u c t o esca la r p a r a e s tud i a r la 

c u r v a t u r a en u n p u n t o d i fe rente . P a r a r e l a c i o n a r a m b o s e s p a c i o s d e b e m o s u t i l izar u n a 

c o n e x i ó n afín. D a w i d (1975) seña la en c o m e n t a r i o s al a r t í cu lo d e Ef ron q u e a u n q u e 

Efron h a b í a u s a d o la m e t r i c a R i e m a n n i a n a def inida p o r la m a t r i z de i n f o r m a c i ó n d e 

F i sher , h a b í a u t i l i zado , a u n q u e n o d e m o d o exp l íc i to , u n a c o n e x i ó n afm n o 
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R i e m a n n i a n a , q u e p a s ó a rec ib i r el n o m b r e de c o n e x i ó n e x p o n e n c i a l . D a w i d t a m b i é n 

sugi r ió en su t r a b a j o la pos ib i l idad d e i n t r o d u c i r o t r a c o n e x i ó n afin q u e d e n o m i n ó 

c o n e x i ó n mezc la ( " m i x t u r e c o n e x i ó n " ) . L o s n o m b r e s de las c o n e x i o n e s p r o v i e n e n del 

h e c h o de q u e geodés icas c o n r e s p e c t o a la c o n e x i ó n e x p o n e n c i a l f o r m a n familias 

e x p o n e n c i a l e s , m i e n t r a s q u e geodés i ca s c o n r e s p e c t o a la c o n e x i ó n m e z c l a f o r m a n 

famil ias de mezc l a s . O t r o s t r a b a j o s g e n e r a H z a n d o e s t a s ideas son R e a d s (1975) o 

M a d s e n (1979) . 

A m a r i (1980 ,1982) c o n t i n ú a en la l inea del e s t u d i o de p r o p i e d a d e s del m o d e l o 

e s t ad í s t i co en esca la n o local m e d i a n t e la i n t r o d u c c i ó n de c o n e x i o n e s afines e n t r e 

d i fe rentes e spac ios t a n g e n t e s e n p u n t o s vec inos . Su t r a b a j o se e n c a m i n a a e s t u d i a r 

p r o p i e d a d e s a s i n t ó t i c a s de o r d e n e s supe r io r e s . I n t r o d u c e u n a famil ia d e c o n e x i o n e s 

d e n o m i n a d a s a - c o n e x i o n e s , d o n d e p a r a u n va lo r d e a igual a 1 o b t e n e m o s la 

c o n e x i ó n exponenc i a l , y p a r a a igua l a - I la c o n e x i ó n m e z c l a . E s t a famil ia co inc ide 

c o n la i n t r o d u c i d a p o r C h e n t s o v p a r a la d i s t r i b u c i ó n m u l t i n o m i a l . A p a r t i r de las 

a - c o n e x i o n e s t o m a n d o d o s d i s t r i buc iones d e p r o b a b i l i d a d p e r t e n e c i e n t e s a u n a famil ia 

d e c u r v a t u r a ce ro c o n r e s p e c t o a la a - c o n e x i ó n , es pos ib l e definir u n a m e d i d a d e 

d ivergenc ia d e n o m i n a d a a -d ive rgenc ia , la d i s t a n c i a de I le l l inger , la i n f o r m a c i ó n d e 

K u l l b a c k - L e i b l e r (1951) y o t r a s m u c h a s m e d i d a s d e d ive rgenc ia p e r t e n e c e n a la c lase 

de a -d ive rgenc ias . La def inic ión de las a -d ive rgenc i a s p r o p o r c i o n a u n n u e v o m é t o d o 

de e s t i m a c i ó n , s egún c o m e n t a K a s s (1987) "El e l e m e n t o d e u n a familia e x p o n e n c i a l 

c u r v a q u e m i n i m i z a la a -d ivergenc ia desde u n p u n t o en el e spac io p a r a m é t r i c o de la 

famil ia e x p o n e n c i a l p u e d e ser e n c o n t r a d o s igu i endo la a - g e o d é s i c a q u e c o n t i e n e d i c h o 

p u n t o y es p e r p e n d i c u l a r a la familia cu rva" . E s t o g e n e r a u n a n u e v a c lase d e 

e s t i m a d o r e s de m i n i m a a -d ivc rgenc ia , d o n d e el e s t i m a d o r m á x i m o veros ími l seria el 

e s t i m a d o r d e m í n i m a -1 -d ive rgenc ia . 
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E n o t r a d i recc ión h e m o s d e d e s t a c a r los t r a b a j o s e n c a m i n a d o s al e s t u d i o d e 

t é c n i c a s inferenciales u t i l i z ando la d i s t anc ia d e R a o . A pa r t i r de la d i s t anc ia es pos ib le 

la c o n s t r u c c i ó n de c o n t r a s t e s de h ipó te s i s , p o r e j emplo p o d e m o s c o n t r a s t a r la 

ex is tenc ia de di ferencias s ignif icat ivas e n t r e d o s p o b l a c i o n e s m e d i a n t e u n t e s t sobre su 

d i s t anc ia , c o n s i d e r a n d o q u e n o ex i s t en d i ferencias si p o d e m o s a c e p t a r q u e su d i s t anc ia 

es n u l a . U n p r i m e r p l a n t e a m i e n t o s o b r e es te t e m a p u e d e e n c o n t r a r s e en Oller (1982) 

y a l g u n o s de los t r a b a j o s m a s r e l e v a n t e s en e s t e c a m p o s o n R i o s y C u a d r a s (1986) c o n 

los m o d e l o s l ineales n o r m a l e s , B u r b e a y Oller (1988) con los m o d e l o s l ineales e l ípt icos 

y B u r b e a y Ol le r (1989) o b t e n i e n d o la d i s t r i buc ión a s i n t o t i c a y p l a n t e a n d o c o n t r a s t e s 

p a r a c ie r tas fami l ias d e func iones de d e n s i d a d . 
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//. Geometría de los Modelos Estadísticos, 

E n es te c a p i t u l o p r e s e n t a m o s u n a vez i n t r o d u c i d o el c o n c e p t o d e m o d e l o 

e s t ad í s t i co , va r i a s c o n s i d e r a c i o n e s s o b r e la i n t r o d u c c i ó n de d i s t anc ias e n t r e m o d e l o s 

b a s á n d o n o s en r e p r e s e n t a c i o n e s g e o m é t r i c a s d e los m i s m o s . I n t r o d u c i m o s m e d i a n t e 

d iversos en foques la mé t r i c a i n f o r m a c i o n a l r e s u m i e n d o sus p r o p i e d a d e s así c o m o 

t a m b i é n i n d i c a m o s la i m p o r t a n c i a es tad í s t i ca d e o t r o s c o n c e p t o s g e o m é t r i c o s c o m o la 

c u r v a t u r a . 

2 . 1 . M o d e l o e s t ad í s t i co . 

2.2. D i s t anc i a e n t r e m o d e l o s e s t ad í s t i cos . 

2 .3 . D i s t a n c i a e n t r e func iones d e d e n s i d a d . 

2.4. Mé t r i ca i n f o r m a c i o n a l . D i s t a n c i a de R a o . 

2 .5 . C o n e x i o n e s y c u r v a t u r a . 

13 
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2.1. Modelo estadístico. 

G r a n p a r t e de los e s t u d i o s e s t ad í s t i cos se l levan a c a b o s o b r e o b s e r v a c i o n e s 

e fec tuadas al r ea l i za r u n e x p e r i m e n t o . P a r a m a n e j a r de f o r m a efectiva t a les 

o b s e r v a c i o n e s , se h a c e necesa r i a u n a f o r m a l i z a c i ó n m a t e m á t i c a del p r o c e s o de 

o b s e r v a c i ó n . El c o n c e p t o de m o d e l o e s t ad í s t i co se h a c o n v e r t i d o e n la m á s út i l 

h e r r a m i e n t a p a r a l levar a c a b o ta l p r o p ó s i t o . 

El p r i m e r p a s o cons i s t e en la fijación de u n e s p a c i o med ib l e , m e d i a n t e la 

c o n s t r u c c i ó n de u n a o - á lgebra de c o n j u n t o s s o b r e el e spac io m u e s t r a l a s o c i a d o al 

e x p e r i m e n t o . N o t a r e m o s a d i c h o e spac io m e d i b l e p o r (x. A). El á l geb r a de c o n j u n t o s 

es c o n s t r u i d a c o m o r e p r e s e n t a c i ó n de u n á lgeb r a de sucesos , d o n d e los e l e m e n t o s de 

es ta ú l t i m a son los d e n o m i n a d o s sucesos o b s e r v a b l e s , c o n d i c i o n a d o s p o r la c a p a c i d a d 

de o b s e r v a c i ó n del e x p e r i m e n t a d o r y def in idos c o m o a q u e l l o s e n u n c i a d o s re fe ren tes a 

u n e x p e r i m e n t o , d e los cua l e s p o d e m o s a f i rmar sí se h a n c u m p l i d o o n o al e f ec tua r lo . 

La r e p r e s e n t a c i ó n se logra h a c i e n d o c o r r e s p o n d e r a c ada suceso el c o n j u n t o de 

r e s u l t a d o s pos ib l e s de la expe r i enc ia q u e verif ican el e n u n c i a d o q u e ca r ac t e r i za al 

s u c e s o m e n c i o n a d o . 

U n a vez c o n s t r u i d o el e s p a c i o m e d i b l e e f e c t u a r e m o s la i n t r o d u c c i ó n d e u n a 

m e d i d a s o b r e él. E n el c o n t e x t o d e la p r o b a b i l i d a d , la m e d i d a q u e se i n t r o d u c e b u s c a 

cuan t i f i ca r el g r a d o de expec t ab i l i dad d e c a d a u n o d e los sucesos del á lgebra . D i c h a 

m e d i d a , a la q u e d e n o m i n a r e m o s p r o b a b i l i d a d , P, g ene ra j u n t o c o n el e spac io m e d i b l e 

u n a n u e v a e s t r u c t u r a q u e d e n o m i n a r e m o s Espac io de Prohabi l idad , y q u e n o t a r e m o s 

p o r {x,A,P). 

S o b r e u n m i s m o e spac io m e d i b l e es p o s i b l e definir d i fe rentes m e d i d a s d e 

p r o b a b i l i d a d , es deci r , m a n t e n i e n d o ina l t e r ab l e s los sucesos p e r o m o d i f i c a n d o el g r a d o 

de expec t ab i l i dad d e los m i s m c s . E s t o n o s lleva a la ex is tenc ia de u n a g r a n c a n t i d a d 
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de e spac ios de p r o b a b i l i d a d q u e p u e d e n reflejar u n e x p e r i m e n t o . El i n v e s t i g a d o r p u e d e 

t ene r r a z o n e s p a r a res t r ingi r a u n c ie r to s u b c o n j u n t o d e los pos ib l e s e spac io s d e 

p r o b a b i l i d a d , aque l l o s q u e p e r m i t e n reflejar los r e s u l t a d o s de su exper ienc ia . 

De f in i r emos d e u n m o d o genera l a u n M o d e l o es tadís t ico sobre u n e spac io m e d i b l e 

(X,/<), c o m o u n a famil ia de e spac io s de p r o b a b i l i d a d , familia q u e g e n e r a l m e n t e es 

c o n s t r u i d a d e fo rma q u e p e r m i t a descr ib i r n u e s t r o e x p e r i m e n t o . 

C o n f recuencia surge la neces idad de e fec tuar c o m p a r a c i o n e s e n t r e los d i fe rentes 

e s p a c i o s de p r o b a b i l i d a d c o n v is tas a e fec tua r d iversos t i p o s de t r a t a m i e n t o s 

es tad í s t i cos : p r o c e s o s de inferencia , e s t u d i o de a f in idades en t r e p o b l a c i o n e s , e tc . T a l 

y c o m o h e m o s s e ñ a l a d o en el c a p í t u l o p r e c e d e n t e , u n b u e n n ú m e r o de i nves t i gado re s 

se h a n inc l inado p o r las t écn icas g e o m é t r i c a s p a r a a f r o n t a r tales p r o b l e m a s , la filosofia 

de n u e s t r o p r e s e n t e t r a b a j o es seguir en e s a m i s m a l ínea , p r o f u n d i z a n d o e n las t é cn i ca s 

y fo rma l i zac iones g e o m é t r i c a s r e l a c i o n a d a s c o n la t eo r í a de la p r o b a b i l i d a d . S e r á p o r 

t a n t o i m p o r t a n t e posee r u n a r e p r e s e n t a c i ó n g e o m é t r i c a a d e c u a d a de los m o d e l o s 

e s t ad í s t i cos . D i c h a r e p r e s e n t a c i ó n n o s p e r m i t i r á i n t r o d u c i r , de fo rma n a t u r a l , 

c o n c e p t o s g e o m é t r i c o s q u e n o s se rán de g r a n a y u d a p a r a i m p l e m e n t a r o i n t e r p r e t a r 

t é c n i c a s p r o p i a m e n t e estadj.sticas. 

E n t r e los c o n c e p t o s g e o m é t r i c o s q u e c o n s i d e r a m o s m á s i m p o r t a n t e s se e n c u e n t r a 

el d e d i s t anc ia , e n los a p a r t a d o s s igu ien tes v a m o s a e s t u d i a r la c o n s t r u c c i ó n de 

d i s t anc ias e n t r e e s p a c i o s de p r o b a b i l i d a d . 

P r e v i a m e n t e a c o n s i d e r a r c u a l q u i e r def in ic ión d e d i s t anc ia e n t r e e spac ios de 

p r o b a b i l i d a d v a m o s a ci tar , b a s á n d o n o s en c o n s i d e r a c i o n e s e x p u e s t a s en M a h a l a n o b i s 

(1936) , R a o (1945 , 1949), Ol ler (1982) y Ol le r y C u a d r a s (1985 ,b ) , Ol ler (1989) , a l g u n a s 

de las p r o p i e d a d e s q u e c r e e m o s acon.sejables q u e d e b e c u m p l i r u n a d i s t anc ia . 

I S 
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1. D e b e e s t a r r e l a c i o n a d a c o n el c o n c e p t o de i n f o r m a c i ó n , p u e s t o q u e la 

d i s tanc ia e n t r e va r ios ob j e to s se b a s a en la i n f o r m a c i ó n q u e p o s e e m o s s o b r e 

las a n a l o g í a s y diferencias en t r e e l los . 

2. L a d i s t anc ia d e b e a u m e n t a r al a u m e n t a r la i n f o r m a c i ó n acces ib le s o b r e 

los ob je tos , p o r e jemplo al a u m e n t a r el n ú m e r o de var iab les e s t u d i a d a s en 

u n e x p e r i m e n t o . 

3. D e b e p o s e e r p r o p i e d a d e s d e i n v a r i a n c i a f rente a d e t e r m i n a d a s 

t r a n s f o r m a c i o n e s d e los e spac io s de p r o b a b i l i d a d , e n c o n c r e t o frente a 

aque l l a s q u e m a n t e n g a n i n v a r i a n t e la c a n t i d a d de i n f o r m a c i ó n . Véase al 

r e spec to F i s h e r (1925) y K u l lback y Leib ler (1951) . E n genera l , t a l y c o m o 

señala Oller (1989) , es c o n v e n i e n t e q u e la d i s t a n c i a e n t r e e s p a c i o s d e 

p r o b a b i l i d a d t r a n s f o r m a d o s m e d i a n t e u n a func ión med ib l e T sea m e n o r q u e 

la d i s t anc i a e n t r e los e s p a c i o s de p r o b a b i l i d a d s in t r a n s f o r m a r , e x c e p t o si T 

es u n e s t ad í s t i co suf ic iente , e n c u y o c a s o la d i s t anc ia d e b e ser i n v a r i a n t e , y 

T p u e d e ser l l a m a d a e n t o n c e s , u n a t r a n s f o r m a c i ó n admis ib le . 

4 . D e b e p e r m i t i r u n a re lac ión e n t r e los c o n c e p t o s de o r t o g o n a l i d a d e 

i n d e p e n d e n c i a e s tocás t i ca . E n p a r t i c u l a r si 

= {Xi,v4,,/*,} y £2 = {X2'^^2'^2} soí^ e s p a c i o s de p r o b a b i l i d a d , y 

c o n s t r u i m o s el e s p a c i o c o n j u n t o s u p o n i e n d o i n d e p e n d e n c i a 

X £2 = (Xi ^ X2"^i ® ^^2/1 ^ ^2} > '3 d i s t a n c i a en es te ú l t i m o sería 

c o n v e n i e n t e q u e fuera la s u m a d^{E^ x F , x F2) = d^{E^,F^) + dl^E^.F^) . 

5. D e b e e s t a r r e l a c i o n a d a c o n a l g u n o s de los e s t ad í s t i cos c lás icos c o n o c i d o s . 

Ta l y c o m o h e m o s s e ñ a l a d o a n t e r i o r m e n t e , la d i ferencia e n t r e los e spac ios de 

p r o b a b i l i d a d p e r t e n e c i e n t e s a u n m o d e l o r ad i ca ú n i c a m e n t e en la m e d i d a de 
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p r o b a b i l i d a d q u e se a s igna a los sucesos del á l g e b r a , m a n t e n i é n d o s e i na l t e r ab l e el 

e spac io d e m e d i d a . P o r t a n t o , si ex is te la pos ib i l i dad d e i n t r o d u c i r u n a d i s t anc ia e n t r e 

las di ferentes m e d i d a s de p r o b a b i l i d a d , p o r e x t e n s i ó n , p o d e m o s c o n s i d e r a r c o m o 

d i s t anc ia e n t r e d o s e spac io s de p r o b a b i l i d a d aque l l a q u e exis te e n t r e sus r espec t ivas 

m e d i d a s p robab i l í s t i c a s a s o c i a d a s . 
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2.2. Distancia entre modelos estadísticos. 

U n a p r i m e r a pos ib i l idad p a r a e s t ab l ece r u n a d i s t anc i a e n t r e m e d i d a s de 

p r o b a b i l i d a d , cons i s t e en t r a b a j a r d i r e c t a m e n t e s o b r e las m e d i d a s . 

Sea (x, A), u n e s p a c i o m e d i b l e s o b r e el q u e e s t á n def in idas d o s m e d i d a s 

p r o b a b i l í s t i c a s , Pj y • D e f i n a m o s la d i s t anc i a e n t r e a m b a s m e d i d a s c o m o : 

d{Pi,P2) = supremo]Plia) - P j í a ) ! 

U n a fó rmula a n á l o g a a la e x p u e s t a a n t e r i o r m e n t e h a s ido u t i l i zada e n t r a b a j o s 

d e m e c á n i c a c u á n t i c a p a r a definir u n a d i s t anc i a e n t r e pos ib les e s t a d o s d e u n s i s t ema 

fisico. L a equ iva lenc ia en t r e la f o r m u l a c i ó n de la t e o r í a d e la p r o b a b i l i d a d a pa r t i r de 

la t eo r í a d e la m e d i d a d e b i d a a K o l m o g o r o v , con la f o r m u l a c i ó n de v o n N e u m a n n de 

la t eo r í a c u á n t i c a , d o n d e los e s t a d o s de u n s i s t ema son e q u i p a r a d o s a m e d i d a s de 

p r o b a b i l i d a d , p u e d e e n c o n t r a r s e p o r e j emp lo en M a c k e y (1963) y J a u c h (1968) . La 

def in ic ión de la d i s t anc ia e n t r e e s t a d o s p u e d e verse en M i s r a (1974) y H a d j i s a v v a s 

(1981) . 

E f e c t i v a m e n t e , el r e s u l t a d o se p u e d e c o n s i d e r a r u n a d i s t a n c i a e s t ab l ec ida 

d i r e c t a m e n t e en t r e m e d i d a s . E s pos ib l e sin e m b a r g o , de sa r ro l l a r o t r o s m é t o d o s q u e 

p e r m i t e n ut i l izar p r o p i e d a d e s g e o m é t r i c a s a d i c i o n a l e s , en p a r t i c u l a r el c o n c e p t o d e 

o r t o g o n a l i d a d . 

U n a f o r m a d i fe ren te de e s t ab l ece r d i s t a n c i a s e n t r e m e d i d a s d e p r o b a b i l i d a d la 

d e s a r r o l l a m o s m e d i a n t e u n a r e p r e s e n t a c i ó n f u n c i o n a l del m o d e l o e s t a d í s t i c o . T r a s l a d a r 

el p r o b l e m a de d i s t a n c i a r m e d i d a s a d i s t a n c i a r func iones n o s p r o p o r c i o n a u n a m a y o r 
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c o m o d i d a d de m a n e j o m a t e m á t i c o , y c o m o v e r e m o s , n o s p e r m i t i r á u n r e p r e s e n t a c i ó n 

g e o m é t r i c a con b u e n a s p r o p i e d a d e s . 

H e m o s d e d e s t a c a r q u e n o s i e m p r e exis te u n a r e p r e s e n t a c i ó n func iona l de t o d o 

el m o d e l o es tad ís t ico . Será fact ible d icha r e p r e s e n t a c i ó n si exis te u n a m e d i d a d e 

referencia q u e d o m i n e a t o d a s las m e d i d a s del m o d e l o . Es decir si exis te u n a m e d i d a \i 

ta l q u e p a r a c u a l q u i e r o t r a m e d i d a P, P{d) = O p a r a t o d o aeA p a r a el q u e ¡1(0) = 0. 

Sin e m b a r g o , a u n c u a n d o n o ex is ta d icha m e d i d a d e referencia , s i e m p r e es pos ib l e 

e n c o n t r a r u n a m e d i d a de referencia q u e d a d a s d o s m e d i d a s , las d o m i n e a a m b a s , p o r 

e j emplo d a d a s d o s m e d i d a s /*, y P2, s i empre p o d e m o s ut i l izar c o m o m e d i d a q u e 

d o m i n a a a m b a s : + ^2)-

Si exis te u n a m e d i d a g loba l de referencia p a r a t o d o el m o d e l o , g e n e r a l m e n t e se rá 

e legida d e a c u e r d o a la n a t u r a l e z a del e spac io m u e s t r a l y del m o d e l o es t ad í s t i co . P o r 

e j emplo p o d e m o s u t i l i za r la m e d i d a d e L e b e s g u e si el e s p a c i o m u e s t r a l es R", o b i e n 

u n a m e d i d a d i sc re ta s o b r e los c o n j u n t o s del e s p a c i o m u e s t r a l si és te es d i sc re to . 

E n a m b o s s u p u e s t o s , t a n t o si exis te u n a m e d i d a g loba l , c o m o si h e m o s de t o m a r 

u n a m e d i d a di ferente p a r a c a d a p a r de e s p a c i o s d e p r o b a b i l i d a d , la r e p r e s e n t a c i ó n 

func iona l se b a s a en el p r o c e d i m i e n t o q u e d e s c r i b i m o s en el s igu ien te p á r r a f o . 

Sea ]i u n a m e d i d a pos i t i va a c o t a d a s o b r e la cf-álgcbra A en x, ta l q u e d o m i n e a 

t o d a s l as m e d i d a s p r o b a b i l í s t i c a s del m o d e l o P < < jj. PB PJ^. P o r el t e o r e m a d e 

R a d o n - N i k o d y m , I l a l m o s (1950) , p o d e m o s r e p r e s e n t a r las m e d i d a s del m o d e l o p o r 

u n a familia de func iones med ib le s <= F a t r a v é s de la ap l i cac ión : 
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d o n d e k es u n a func ión real C°° m o n ó t o n a es t r i c ta y F el c o n j u n t o d e t o d a s las 

func iones med ib les s o b r e (x, A). 

D e n o m i n a r e m o s a la X- rep resen tac ión del m o d e l o e s t ad í s t i co . P o d e m o s 

d e s t a c a r los c a s o s s iguientes : 

- X(jr) = X, d o n d e r e p r e s e n t a r á u n a famil ia de func iones d e dens idad 

p{x)e^\\i), O ¿ p{x) < 00 , y d a d o q u e '=Sf\\i) l l a m a r e m o s a = D ' la 

1 - represen tac ión del m o d e l o e s t ad í s t i co . 

2-J7 e n c u y o c a s o y p o d e m o s l l a m a r a = la 

2 - r e p r e s e n t a c i ó n del m o d e l o e s t ad í s t i co . 

- Xix) = log;c, o b t e n i e n d o la q u e d e n o m i n a r e m o s / - r e p r e s e n t a c i ó n del m o d e l o 

e s t ad í s t i co . 

C a d a e spac io d e p r o b a b i l i d a d del m o d e l o es a s o c i a d o m e d i a n t e <í>x a u n a func ión , 

i n t r o d u c i e n d o u n a d i s t a n c i a e n t r e las func iones , p o r e x t e n s i ó n la p o d e m o s c o n s i d e r a r 

c o m o la d i s tanc ia e n t r e las r e spec t i va s m e d i d a s p r o b a b i l í s t i c a s a s o c i a d a s . 
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E n es te m o m e n t o v a m o s a a ñ a d i r u n a c o n d i c i ó n ad i c iona l a las ya m e n c i o n a d a s 

c o m o deseab les p a r a l as d i s t anc i a s . U n a d i s t a n c i a debe r í a ser i n v a r i a n t e f rente a 

c a m b i o s d e la m e d i d a d e referencia u t i l i zada p a r a c o n s t r u i r l a s func iones de dens idad . 

C o n es te n u e v o s u p u e s t o , v a m o s a definir c u a l d e b e ser la func ión (p, p a r a q u e la 

d i s t a n c i a sea i n v a r i a n t e . 

2.3. Distancia entre funciones de densidad. 

V a m o s a c e n t r a r n o s en el p r e s e n t e a p a r t a d o e n el e s t u d i o de u n a d i s t anc ia e n t r e 

func iones de dens idad . C o m o h e m o s vis to en el a p a r t a d o a n t e r i o r , las func iones d e 

d e n s i d a d p e r t e n e c e n al e s p a c i o :5?'(ц). U n p r o c e d i m i e n t o p a r a d i s t anc i a r d o s func iones 

cons i s t i r á en ap l i ca r d i c h a s func iones s o b r e i f^ (n) . Sea ф: R R , ta l q u e n o s 

p e r m i t e definir la ap l i cac ión d e e n , del m o d o s igu ien te : 

[ 2 .2 ] 

Si n o exis te u n a m e d i d a de referencia g l o b a l , ц var ía p a r a c a d a p a r d e func iones 

q u e c o n s i d e r e m o s , los e spac ios SC^iix) t a m b i é n v a r i a r a n , sin e m b a r g o c a d a p a r d e 

func iones p u e d e n ser a p l i c a d a s a u n m i s m o e spac io y d i s t a n c i a d a s allí. Si ex is te u n a 

m e d i d a de referencia g loba l , t o d a s las func iones d e d e n s i d a d del m o d e l o se p u e d e n 

ap l i ca r sob re el m i s m o e spac io JSí'^(n) y p o d e m o s c o n s i d e r a r n u e s t r a a c c i ó n c o m o u n a 

ap l i c ac ión g loba l del e s p a c i o de func iones d e d e n s i d a d en el e s p a c i o de H i l b e r t 

E n JSf^(n) se e n c u e n t r a n def in idos los c o n c e p t o s de p r o d u c t o esca la r y 

o r t o g o n a l i d a d , y la d i s t anc i a e n t r e d o s func iones p y q la o b t e n d r e m o s c o m o la 

d i s t a n c i a euc l idea h a b i t u a l en J5f ̂  

21 
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p^dP_^dP_d^^^ 
^ dv d]í rfv ^ 

d o n d e / í e i f ' ( v ) , e n t o n c e s , la i nva r i anc í a e n la d i s t anc i a se logra si se c u m p l e la 

s igu ien te igua ldad : 

J^{<P(P(>:)) - ^{^(x))f d\x(,x) = l^{^(jy{x)Kx)) - <f>iqix)hix))f rfv(x) [ 2 . 3 ] 

T r i v i a l m e n t e p o d e m o s d e m o s t r a r la c o n d i c i ó n de suf ic iencia . 

^ {ayjp{x)hix) + p - ayjqix)hix) - p ) V v ( x ) = ^a.^{yjp(x) - ^qix) )^ hix) dv{x) ^ 

V a m o s s e g u i d a m e n t e a c o m p r o b a r la c o n d i c i ó n n e c e s a r i a . 

Propos ic ión 2 . 1 . P a r a c u a l q u i e r e s p a c i o m e d i b l e (%, À) y p a r a cua lqu i e r p a r d e func iones 

d e d e n s i d a d p, q,la d i s t anc ia n a t u r a l d e .Sf̂  e n t r e func iones de dens idad t r a n s f o r m a d a s 

p o r (2.2J r e su l t a i n v a r i a n t e frente a c a m b i o s d e la m e d i d a d e referencia , si y so lo si: 

(p(x) = a \ / x + p O 

Es decir t r a b a j a n d o c o n la q u e h e m o s d e n o m i n a d o 2 - r e p r e s e n t a c i ó n del m o d e l o 

e s t ad í s t i co . 

D e m o s t r a c i ó n . E f e c t u e m o s u n c a m b i o en la m e d i d a d e referencia y p a s e m o s a 

c o n s i d e r a r u n a n u e v a m e d i d a v, ta l q u e \i < < v. L a n u e v a m e d i d a i n d u c e u n c a m b i o 

e n las func iones de d e n s i d a d 

22 
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'm ' para xeM 

• r . 
h{x) = X e R para todo xex 

O para x^M 

' n ~ ' para xe N 

para x^N 

d o n d e p , q y h t i enen el m i s m o s ignif icado q u e a n t e r i o r m e n t e . 

D e [2.3] se s igue 

J ^ ( ( p ( / n - ' ) - 9 ( 0 ) ) ' dii + J^(<p(0) - ip{n-')f dM = 

= J^(<p(Xw ' ) - (p(0))' rfv + y ( p ( 0 ) - <p{ln ' ) ) ' rfv 

I m p o n g a m o s a h o r a la c o n d i c i ó n m = n 

X(<p(m~') - (p(0))^ = ((p{X/«~') - (p(0))' 

\ / x < p ( , 7 i ~ ' ) + (f)(0)(l - 7x) = (p(X;n~') 

T o m e m o s m = 1 y l l a m e m o s a = (p(l) — (p(0) y P = <p(0). 

23 

Sea u n espac io m e d i b l e (x^A) d e t e r m i n a d o tal q u e p o d a m o s definir d o s c o n j u n t o s 

c o m p a c t o s M y N , p e r t e n e c i e n t e s al á lgeb ra A ta les q u e : 

M f\ N = ^ \i{M) = m ií{N) = n 

D a d a la a r b i t r a r i e d a d d e las func iones de d e n s i d a d y d e la func ión h d e f i n a m o s : 
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p{x) . qix) e R + 

íp{x)d)l{x) = i q{x)d\iix) = 1 
X X 

el c o n j u n t o d e d e n s i d a d e s n o es a p l i c a d o s o b r e t o d o el e s p a c i o Sí^ip) , s ino sob re u n a 

p o r c i ó n d e u n a superf icie esférica d e r ad io a en JSf̂ . P a r a ca lcu la r la d i s t a n c i a e n t r e 

d o s d e n s i d a d e s , p o d e m o s ut i l izar , n o la d i s t a n c i a euc l idea q u e c o r r e s p o n d e a la m é t r i c a 

g loba l d e jSf^(^), s ino la mé t r i c a i n d u c i d a s o b r e la superf ic ie esférica. L a curva q u e 

c o n e c t a a m b a s dens idades y h a c e m í n i m a su d i s t anc ia c o r r e s p o n d e a u n a r c o d e u n 

c í rcu lo q u e p a s e p o r el las . La d i s t a n c i a s o b r e es te c í rcu lo en la esfera es igual a: 

^^ÍP< <7) = a eos pq d\í) 

C o n o c i d a c o m o Dis t anc ia de H e l l i n g e r - B h a t t a c h a r y y a , ver e n t r e o t r o s , B h a t t a c h a r y y a 

(1943) , R a o (1949) , D a w i d (1977) y B u r b e a (1986) . 

24 

y p o r lo t a n t o , al d e m o s t r a r la neces idad de la t r a n s f o r m a c i ó n «p(jc) = a + p p a r a 

c i e r tos e s p a c i o s m e d i b l e s , y t a m b i é n su suficiencia, q u e d a d e m o s t r a d o el e n u n c i a d o d e 

la p r o p o s i c i ó n • . 

La d i s t anc ia r e su l t a ser finalmente: 

C o n o c i d a p a r a u n a d e t e r m i n a d a c o n s t a n t e d e p r o p o r c i o n a l i d a d , c o m o Di s t anc i a de 

Hel l inger . 

D e b i d o a las r e s t r i cc iones a q u e e s t á n su je tas las func iones d e dens idad 
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2.4. Métrica Informacional. Distancia de Rao. 

Sea n u n a m e d i d a adi t iva a-f in i ta s o b r e la с - á lgeb ra d e los s u b c o n j u n t o s de x-

D e s i g n e m o s p o r jSf + (¡i) al e spac io de fiínciones ц -med ib l e s p s o b r e x. ta les q u e 

PÍx)eR^ p a r a casi t o d o xex r e s p e c t o ц y ^p\\^^ = |p | ф < oo. F i n a l m e n t e sea D el 

s u b c o n j u n t o c o n v e x o de if'+Ct^i) fomnado p o r t o d a s las func iones pe^\.i\i) ta les q u e 

llpllp = 1 - es i n t e r p r e t a d o c o m o el c o n j u n t o de func iones d e dens idad 

c o r r e s p o n d i e n t e s a la m e d i d a \i . 

E n b a s t a n t e s o c a s i o n e s , las func iones de d e n s i d a d q u e r e p r e s e n t a n u n m o d e l o 

e s t ad í s t i co , p e r t e n e c e n a u n a d e t e r m i n a d a familia p a r a m é t r i c a F^^^ , q u e p o d e m o s 

r e p r e s e n t a r f r e c u e n t e m e n t e a t r avés de u n a func ión a u x i l i a r / po r : 

^ ( Л 0 ) = {P^^-P = / ( - , 0 ) 0 e © } 

d o n d e 0 es u n a v a r i e d a d real C**' n - d i m e n s i o n a l y / : x ^ 0 R c o n las c o n d i c i o n e s 

d e ser / ( x , 9) S; O en cas i t o d a s p a r t e s y 0) ф(д:) = 1, a m b a s p a r a t o d o O e 0 . 

P o r ser 0 u n a n - v a r i e d a d C*" exis te u n a famil ia m a x i m a l d e n - c a r t a s loca les 

(<p/, ü¡) c ada u n a de el las C"^ r e s p e c t o a t o d a s las d e m á s , ta l q u e la u n i ó n d e los íy¡ es 

0 , d o n d e 9 / : í / , - » R " . P o d e m o s induc i r e n /"(^.©) u n a e s t r u c t u r a de va r iedad 

d i m e n s i o n a l m e d i a n t e la def in ic ión de la a p l i c a c i ó n \\r^:@-*D de fo rma q u e 

Yy(0) = я = / ( • , в) , r e s u l t a n d o q u e y / ( 0 ) = F^^^ y c o n s t r u y e n d o u n a familia de c a r t a s 

locales (4;, Wf) d o n d e W¡ = ^f{Ui) y 4г = ( p j o v / ' \ w¡ C o m o c o n d i c i ó n a verificar, 

d e b e ser inyec t iva , en p a r t i c u l a r se c u m p l i r á si y^r es g l o b a l m e n t e inyec t iva , en c a s o 

c o n t r a r i o u n a m i s m a func ión d e d e n s i d a d p o d r í a e s t a r r e p r e s e n t a d a p o r d i fe ren tes 

c o o r d e n a d a s , c a r e c i e n d o p o r t a n t o de la p r o p i e d a d de idcnt i f icab i l idad . 
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E n m u c h a s o c a s i o n e s , la va r i edad © será u n a b i e r t o c o n e x o de R " , y en ta l c a s o 

c o n s i d e r a n d o el n - s u b a t l a s ( / , 0 ) , exis t i rá u n a n - c a r t a local q u e a su vez será u n 

n - s u b a t l a s s o b r e F(/^,©) , (y~ ' ,F(^_®)) d o n d e y " f -• 0 < = R " Y ~ ' ( P ) = 0 c o n 

P — / ( - . 0 ) y c a d a func ión d e d e n s i d a d v e n d r á a h o r a ident i f icada p o r u n a s c o o r d e n a d a s 

en © q u e co inc id i r án c o n sus p a r á m e t r o s . 

A p a r t i r de e s t a s c o n s i d e r a c i o n e s p o d r e m o s , y g e n e r a l m e n t e n o s i n t e r e sa rá , 

r educ i r el e s t u d i o de F ^ 0^ al e s t u d i o de la v a r i e d a d 0 . 

L a def inic ión de la d i s t anc ia e n t r e d o s p u n t o s d e u n a v a r i e d a d R i e m a n n i a n a 

c o n e x a , c o m o el ín f imo d e las l ong i t udes d e las c u r v a s q u e b r a d a s C°° q u e u n e n a m b o s 

p u n t o s requie re , c o m o c o n d i c i ó n genera l p a r a ser e f ec t ivamen te u n a m é t r i c a , q u e la 

v a r i e d a d sea H a u s d o r f T A l ser 0 , en el c a s o gene ra l de q u e sea u n a b i e r t o c o n e x o d e 

R " , u n a v a r i e d a d t r i v i a l m e n t e H a u s d o r f f y u n h o m e o m o r f i s m o e n t r e 

y 0 , F ( / ; 0 j r e su l t a ser t a m b i é n u n a v a r i e d a d Hausdor f f . 

L a s ideas e x p r e s a d a s p r e v i a m e n t e p u e d e n gene ra l i za r se de fo rma i n m e d i a t a al 

c o n s i d e r a r o t r a s X- rep rc sen tac iones a d e c u a d a s del m o d e l o es t ad í s t i co . P o d e m o s definir 

el m o d e l o a t r avés de las v a r i e d a d e s q u e n o t a r e m o s p o r (cp^x, D^), d o n d e <p^j es u n 

a t l a s m a x i m a l C°° s o b r e D^. 

D e a h o r a en a d e l a n t e n o s l i m i t a r e m o s al e s t u d i o de v a r i e d a d e s q u e r e p r e s e n t e n 

u n m o d e l o e s t ad í s t i co , a las q u e s u p o n d r e m o s u n a serie de c o n d i c i o n e s de r egu la r idad ; 

A l . X(p(x|0)) se rá d e r i v a b l e t a n t a s veces c o m o sea n e c e s a r i o r e s p e c t o a c a d a 

A 2 . L a s ^^(P(^|0)) 1 , . . . , n p e r t e n e c e n a u n a d e c u a d o e s p a c i o 

^V(lo)rfM). 
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A la h o r a de d i s t a n c i a r d o s d e n s i d a d e s , t e n e m o s la pos ib i l idad d e h a c e r l o n o en 

la h ipersuper f ic ie de i n d u c i d a p o r t o d a s l as func iones de d e n s i d a d , la q u e 

p o d r í a m o s c o n s i d e r a r en u n sen t ido a m p l i o , v a r i e d a d inf in i to d i m e n s i o n a l d e t o d a s las 

func iones de dens idad re la t ivas a n, s ino e n la v a r i e d a d i nduc ida p o r c a d a famil ia 

p a r a m é t r i c a /"^^ ©), q u e a su vez e s t á n i nc lu idas en la a n t e r i o r . 

S e a n pi\0) y p{\0) + dp{]Q) d o s p u n t o s c o n t i g u o s de u n a va r i edad F^^0^ 

r e p r e s e n t a d o s e n el e s p a c i o p a r a m é t r i c o 0 p o r 

(0 j , 02, . . . . 6„) y (9, + cíe,, 02 + d02,...,Q„ + dB„) r e s p e c t i v a m e n t e . L a d i s t a n c i a e n t r e 

a m b o s p u n t o s será , s igu iendo el de sa r ro l l o e l a b o r a d o en el a p a r t a d o p r e c e d e n t e : 

ds^ = ct'í^(\/Kx|0) + dpixm - yjpixm f rfji(x) 

D e f i n a m o s y^O) = J^ÍV p{x\0) - v p(x|a) f d^{x) y e f e c t u e m o s u n d e s a r r o l l o de T a y l o r 

d e s e g u n d o o r d e n e n el p u n t o O = a. Es fácil c o m p r o b a r q u e J{a) = O y q u e 

^•^(a) = 0 /• = 1 , . . . , n a d e m á s : 
39, 
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A 3 . L a s funcioi ies ^^^^^^^^ ^ 8k(^^^y)_ Hnea lmen te i n d e p e n d i e n t e s . 
50, dd„ 

A 4 . L a s d e r i v a d a s pa rc ia l e s d/dQ¡ y la i n t e g r a c i ó n c o n r e s p e c t o a la m e d i d a 

d e referencia pi\9)dix p u e d e n ser i n t e r c a m b i a d a s . 

N ó t e s e q u e c o m o c o n s e c u e n c i a i n m e d i a t a de A 4 , c a s o de c o n s i d e r a r u n a va r i edad d e 

func iones de dens idad : 
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d o n d e a, = 

р о г lo t a n t o у t o m a n d o la a p r o x i m a c i ó n de s e g u n d o o r d e n , la d i s t anc i a e n t r e 

(0], 6 3 , Q „ ) y (Oi + rfOj, 02 + + d^n) . la p o d e m o s exp re sa r p o r 

y d e n o m i n a n d o 

p o d e m o s escr ibir 

ds^ = 4 - Ь EimdQidQj [ 2 .5 ] 

L a m a t r i z G = (^y(0)) son las c o m p o n e n t e s de u n t e n s o r de s e g u n d o o r d e n , 

c o v a r i a n t e , s imét r i co y def in ido pos i t i vo q u e co inc ide c o n las c o m p o n e n t e s d e la m a t r i z 

de información de F i sher . P o r t a n t o [2.5] es la m é t r i c a de u n e spac io de R i e m a n n c o n 

t e n s o r m é t r i c o gyiQ). 

T o m a n d o a = 2 e n (2 .5], r e c u p e r a m o s la m é t r i c a p r o p u e s t a p o r R a o (1945 , 1949), 

c o n o c i d a c o m o mé t r i ca i n f o r m a c i o n a l . 

ds^ = I gimdQtdOj [ 2 . 6 ] 

Bajo las c o n d i c i o n e s de r e g u l a r i d a d gene ra l e s , la m a t r i z de i n f o r m a c i ó n de F i she r 

se p u e d e escr ibir c o m o : 

%(0) = - Í M 5 / logp Ф = - EQÍSI dj\ogp) 

28 
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Sea O = 0 (0 . í, ^ í ^ ?2» " " ^ c u r v a en © u n i e n d o los p u n t o s 

e', 0^ e © , con & = 0(/y) (/ = 1,2). L a d i s t anc i a e n t r e a m b o s p u n t o s s o b r e e s t a cu rva es: 

P(O'.O^) = 
1 
Tdt C2.7] 

d o n d e el p u n t o ind ica de r ivac ión r e s p e c t o al p a r á m e t r o de la cu rva . I n t e r e s a 

e s p e c i a l m e n t e , c a so d e existir, la c u r v a q u e u n i e n d o a m b o s p u n t o s sea de m e n o r 

l ong i tud , a la q u e d e n o m i n a m o s geodés ica o c u r v a geodés ica i n f o r m a c i o n a l . D i c h a 

c u r v a se o b t i e n e c o m o so luc ión de las e c u a c i o n e s de E u l e r - L a g r a n g e : 

i ^/*(0)0, + X íij,k-]biQj = O 
/=1 /,7=1 

/c = 1, ...,n 

o b ien: 

0, jí^jk^Pk = O 

c o n las c o n d i c i o n e s d e c o n t o r n o : 

i = 1 n; j = 1,2 

Las c a n t i d a d e s íij,k'} son c o n o c i d a s c o m o s í m b o l o s de Chris toffel de p r i m e r a espec ie 

y v i enen d a d a s p o r : 

39, 50, 
í, j,k = 1 , n 
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E n A t k i n s o n y Mi tche l l (1981) , B u r b e a (1986) , B u r b e a y R a o (1984) , Oller y 

C u a d r a s (1985 ,b) , e n t r e o t r o s , p o d e m o s e n c o n t r a r e jemplos d e la m é t r i c a 

i n fo rmac iona l ap l i cada a famil ias c o n c r e t a s d e d i s t r i buc iones . D i c h a mé t r i ca c o n d u c e 

a la d e n o r r ú n a d a Dis tanc ia de R a o e n t r e func iones de d e n s i d a d . 
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y las c a n t i d a d e s rj¿ s o n los d e n o m i n a d o s s í m b o l o s de ChristoíTel de s e g u n d a especie 

q u e v ienen definidos p o r : 

rL = Íg"ilk.Ú i.J,k = 1 n 
/=1 

L a d i s t anc ia p es la l l a m a d a d i s t anc i a geodés ica i n f o r m a c i o n a l o d i s t anc ia d e R a o , cuya 

exp re s ión ana l í t ica p a r a a l g u n a s d i s t r i buc iones c o n o c i d a s , se p u e d e e n c o n t r a r en las 

referencias m e n c i o n a d a s a n t e r i o r m e n t e . 

E n A t k i n s o n y Mi tche l l (1981) p o d e m o s e n c o n t r a r e n f o q u e s a l t e r n a t i v o s p a r a 

o b t e n e r las e c u a c i o n e s de las geodés icas , p o r e jemplo m e d i a n t e las e c u a c i o n e s de 

H a m i l t o n - J a c o b i , o r e d u c i e n d o la m é t r i c a a la d e a l g u n a g e o m e t r í a c o n o c i d a , p o r 

e j emplo la eucl idea, h ipe rbó l i ca o esférica. 

Se c o m p r u e b a fác i lmente q u e d icha m é t r i c a p o s e e las p r o p i e d a d e s de i n v a r i a n z a 

frente a t r a n s f o r m a c i o n e s admis ib l e s de los p a r á m e t r o s , de las va r iab les xexy q u e la 

d i s t anc ia se i n c r e m e n t e al a g r e g a r n u e v a s v a r i a b l e s e s t o c á s t i c a m e n t e i n d e p e n d i e n t e s . 

E n B u r b e a (1986) se genera l i za el c o n c e p t o d e m é t r i c a i n f o r m a c i o n a l def in iendo 

el t e n s o r mé t r i co c o m o : 

^ ^ ( 0 ) = EQÌif'p)(d,ìogp(-\mdjìogpm):ì 

y el e l e m e n t o de l inea po r : 

dsf(_0) = EqIí/o p)(d ios pfl 

d o n d e f e s u n a func ión c o n t i n u a y pos i t i va s o b r e R"^y d¡iogp{-\0) = 3iogpi\0) j^jj,}^^ 

m é t r i c a es d e n o m i n a d a m é t r i c a f - in formac iona l . La e lección àe/{x) = x " " ' d a l u g a r a 

30 
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la mé t r i c a i n fo rmac iona l d e o r d e n a, q u e co inc ide c o n la m é t r i c a i n f o r m a c i o n a l p rev ia 

t o m a n d o a = l. 

E n t r e las p r o p i e d a d e s c o n q u e c u e n t a la mé t r i ca i n f o r m a c i o n a l , d e s t a q u e m o s las 

s igu ien tes ex t r a ídas de B u r b e a (1986) y p a r a m á s de ta l les R a o (1973) 

1. Sean Ff y F2 las m a t r i c e s d e i n f o r m a c i ó n a s o c i a d a s a dos va r i ab le s a l ea to r i a s 

i n d e p e n d i e n t e s , y X^. E n t o n c e s F =^ F^ + F2 es la m a t r i z d e i n f o r m a c i ó n d e b i d a 

aX = + X2. 

2. Sea Ff la m a t r i z de i n f o r m a c i ó n deb ida a u n a func ión T de A' . E n t o n c e s 

F ~ Fj-es semidef inida pos i t i va , y es la m a t r i z c e ro si y só lo si T es u n e s t ad í s t i co 

suficiente, K u l l b a c k y Le ib le r (1951) . 

3. Sea p ( | 0 ) e F y 0) c o n la c o r r e s p o n d i e n t e m a t r i z de i n f o r m a c i ó n F S u p o n g a m o s 

q u e f = (f\,f2<—^fm) v e c t o r de m es tad í s t i cos y d e f i n a m o s 

g(.^) - C?i(0). •••.gm(*')) ~ F{f¡) I = l,...,m . C o n s i d e r e m o s las m a t r i c e s m 

X m y m X n F = [ K y ] y и = [ í / y ] def in idas p o r 

V,j = EqÍíTj - gi){f¡ - g,)l i,j=\,...,m 

Uij = Eq[S^j log/>] / = 1, ...,m ; j = 1 n 

E n t o n c e s : 

(i) La m a t r i z m x m V - UF~' U' es semidef in ida pos i t i va p a r a t o d o O e 0 , La 

m a t r i z es ce ro en a l g ú n O 6 0 si y so lo si f={f] f„) es de la f o r m a 

(ii) S u p o n g a m o s q u e dj¡f¡{x)p{x\Q)d\i{x) = ^fidjp{x\Q)d\i{x) i= l,...,m;j= l,...,n. 

E n t o n c e s и es la m a t r i z j a c o b i a n a d e g = (g^, gm) c o n r e s p e c t o a 
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d o n d e : 

g, /0) = E{{^'{p{xmfdfp{x\Q)djp{xm i, j = 1 n [ 2 .8 ] 

son las c o m p o n e n t e s de u n t e n s o r c o v a r i a n t e s imé t r i co y def inido o semidefmido 

pos i t i vo . 

O = (Gj,. . . . 9„). E n pa r t i cu l a r , c u a n d o w = n y ^(0) = O, e n t o n c e s K - F " ' es 

semidefinida pos i t iva . 

La ú l t i m a p r o p i e d a d c o n s t i t u y e el t e o r e m a de C r a m e r - R a o . 

Ex i s t en o t r o s e n f o q u e s q u e c o n d u c e n a u n a mé t r i ca a n á l o g a , en el cap í tu lo 

s igu ien te v e r e m o s c o m o l legar a ella a t r avés del p r o d u c t o esca la r definido en el e spac io 

t a n g e n t e a la va r i edad en u n p u n t o . Oller y C u a d r a s ( ] 9 8 5 , a ) t a m b i é n l legan a u n 

r e s u l t a d o similar p a r t i e n d o de c o n s i d e r a r la d i s t a n c i a e n t r e d o s p u n t o s p r ó x i m o s 

p{x\0) y pix\0 + dO) p r o p o r c i o n a l a la e s p e r a n z a del i n c r e m e n t o de i n f o r m a c i ó n al 

c u a d r a d o 

às^ oc EQÍAI'^) 

d o n d e de f in imos d e f o r m a genera l la i n f o r m a c i ó n , c o m o u n a c ier ta func ión real de las 

func iones de dens idad , /(x|0) = 0(p(x|O)), d o n d e <I> es u n a func ión real , c o n d o m i n i o en 

los r ea les pos i t i vos y d i ferenciable t a n t a s veces c o m o sea necesa r io . S u p o n i e n d o las 

c o n d i c i o n e s de r egu la r idad h a b i t u a l e s y s i endo k u n a c o n s t a n t e pos i t iva o b t e n e m o s : 

.2: 

32 
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~_dP_dP - „L 

d o n d e Ae.5? ' (v) . 

La i nva r i anc i a en el t e n s o r m é t r i c o se logra si 

E{i<t>'ip)fdp{x\ü) djpixm = E{h\<:>'ihp)fdpixm djpixm «, j = i « 

D e m o s t r e m o s la c o n d i c i ó n d e suficiencia, si <t>{x) = a l o g x + p, e n t o n c e s 

E{h\x){<l>'{h{x)p{x\0))fd¡pixm djpixm = Eih\x)i " )'5¿P(x|0) djp{xm = 
n\X)P(X\u) 

= ^ ( ( - ^ ~ ^ ) ^ 5 ^ ( x | 0 ) djpixm = E{{t>'{p{xm)fd¡p{x\0) djpixm 

33 

O p t e m o s p o r la func ión * q u e m a n t e n g a i n v a r i a n t e el t e n s o r [2.8] al e fec tuar u n 

c a m b i o en la m e d i d a d e referencia . 

Proposic ión 2 .2 . El t e n s o r m é t r i c o def inido e n {2.8J es i n v a r i a n t e frente a 

t r a n s f o r m a c i o n e s de la m e d i d a de referencia p a r a c u a l q u i e r e s p a c i o med ib l e (x, A) si y 

so lo si 

0(x) = aiogx + p 

o lo q u e es lo m i s m o , t r a b a j a n d o c o n la / - r ep re sen t ac ión del m o d e l o es tad í s t i co . 

Demos t r ac ión . E f e c t u e m o s el s igu ien te c a m b i o en la m e d i d a de referencia ^ -» v d o n d e 

H < < v . La n u e v a m e d i d a i nduce u n c a m b i o e n las func iones de d e n s i d a d 

„ _ dP _ dP 
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V e a m o s a h o r a la cond i c ión necesa r ia . C o n s i d e r e m o s h{x) = ^eR"*^ para todo xex, 

b a j o es te s u p u e s t o se d e b e verificar: 

D a d a la a rb i t r a r i edad del e spac io d e p r o b a b i l i d a d , p o d e m o s t r aba j a r c o n el ca so 

p a r t i c u l a r en q u e t e n e m o s dos c o n j u n t o s d i s j u n t o s M,N e A ta les q u e ^{Af) = \i{N) = 1 

y 

/Kx|0) = 

0, XBM 

XEN 

O en caso contrario 

e v i d e n t e m e n t e 83 = 1 - 0,. La c o n d i c i ó n a verif icar se t r a n s f o r m a en: 

(<D'(0,))^e, + {<t>'{02))\ = >.^[(«t'{^0i)f O, + mxQ2))\ 

d o n d e t o m a n d o en p a r t i c u l a r 01 = 02 = -j, r e su l t a : 

!<!>'( 1/2)1 = xmh] 

o lo q u e es lo m i s m o : 

o b t e n i e n d o : 

O b t e n i é n d o s e p o r t a n t o : 

<3>(x) = a l o g x + n • 

g¡jm = ka^E{8ip{x]{i)djp{xm) i, j = 1 n 

3 4 
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d o n d e t o m a n d o ká'' — 1 r e c u p e r a m o s la mé t r i c a i n f o r m a c i o n a l [2.6]. 

D e s t a q u e m o s finalmente q u e B u r b e a y R a o (1982) a pa r t i r de un func iona l <I> 

- e n t r o p í a , u t i l i zando la e n t r o p í a de S h a n n o n o b t i e n e n u n r e s u l t a d o a n á l o g o . 

Sea <t> u n a func ión c ó n c a v a , de c lase C^, c o n d o m i n i o en R ^ . Se define el 

func iona l í>-entropía c o m o : 

= ¡^<Í>(p{x))dMÍ,x) [ 2 . 9 ] 

D e f i n i m o s la función e n t r o p í a de o r d e n a, <!>„ , po r : 

(a - 1) \s - s") a f 1 
r ( a - 1) 

log.r a = 1 

p a r a a e R ^ y <t)^(0) = 0. L l a m e m o s a h o r a / / „ = H^. B u r b e a y R a o d e m u e s t r a n a p a r t i r 

del H e s s i a n o de HJj>) 

àjH^ip) = 4j^4>"(p(^))l/(^)l Vц(x) 

q u e exis te u n a m é t r i c a diferencial a s o c i a d a c o n / / „ 

^•^a(0) = - 4-4<I>"(;>(xI0))|5p(x|0)|Vn(x) 

e x p r e s a b l e c o m o : 

35 
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definida pos i t iva y p o r t a n t o m é t r i c a de u n e spac io de R i e m a n n d e n o m i n a d a mé t r i ca 

e n t r ò p i c a de o r d e n a. T o m a n d o a = \, H\ es la e n t r o p í a d e S h a n n o n y la mé t r i ca , la 

y a famil iar mé t r i ca i n f o r m a c i o n a l . 
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o b i e n : 
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2.5. Conexiones y curvatura. 

U n a vez c o n s t r u i d a u n a r e p r e s e n t a c i ó n g e o m é t r i c a de los m o d e l o s es tad í s t i cos , 

es i m p o r t a n t e el e s t u d i o de las p r o p i e d a d e s q u e p u e d a p o s e e r el e spac io p a r a m é t r i c o 

a s o c i a d o a los m o d e l o s , c o n v i s ta a u t i l izar d i c h a s p r o p i e d a d e s en e s tud ios es tad ís t icos . 

A d e m á s de la d i s t anc i a , la c u r v a t u r a es u n a n o c i ó n g e o m é t r i c a q u e c o m o v e r e m o s 

m á s a d e l a n t e t i ene g r a n i m p o r t a n c i a . P a r a i n t r o d u c i r el c o n c e p t o de c u r v a t u r a es 

necesa r io p r e v i a m e n t e t ene r d e t e r m i n a d a u n a conex ión lineal q u e n o s define el 

c o n c e p t o de p a r a l e l i s m o e n la va r i edad , es decir , el d e s p l a z a m i e n t o de u n v e c t o r 

p a r a l e l o a sí m i s m o a lo la rgo de u n a cu rva . 

R e c o r d e m o s q u e , en u n a va r i edad , los coef ic ientes de u n a c o n e x i ó n afín p u e d e n 

ser def in idos de f o r m a a rb i t r a r i a ver i f i cando c ie r tas c o n d i c i o n e s de r egu l a r idad , p u e s t o 

q u e r e p r e s e n t a n los coef ic ientes d e la c o m b i n a c i ó n l ineal q u e , u s a n d o c o m o b a s e , u n a 

b a s e del espac io t a n g e n t e a la v a r i e d a d e ñ u n p u n t o Tg, n o s p r o p o r c i o n a el i n c r e m e n t o 

q u e sufre u n v e c t o r del e spac io t a n g e n t e e n c a d a d i recc ión al r e p r e s e n t a r l o en o t r o 

e spac io t a n g e n t e a la v a r i e d a d , en u n p u n t o i n f in i t e s ima lmen te d e s p l a z a d o del a n t e r i o r . 

Si O = ( 6 , , e „ ) es u n p u n t o d e la v a r i e d a d , TQ el e spac io t a n g e n t e e n O, T^ + ^Q el 

e s p a c i o t a n g e n t e en O + ¿fl), l l a m a n d o e¿(0) / = 1, ...,n a los v e c t o r e s d e la base de T^, 

al e s t ab l ece r u n a c o r r e s p o n d e n c i a e n t r e 7g y Tg + dG, al v e c t o r e¡ se le h a c e c o r r e s p o n d e r 

el v e c t o r e/O) + 5c, e + d o n d e h a c i e n d o u s o del c o n v e n i o d e s u m a c i ó n de los índ ices 

r epe t idos : 
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d o n d e Dejíi es la t a s a d e c a m b i o de e¿ en la d i recc ión ey, y es l l a m a d a la de r ivada 

c o v a r i a n t e de en la d i recc ión Cy Se p u e d e r e p r e s e n t a r m e d i a n t e el p r o d u c t o esca la r 

en el e spac io t a n g e n t e : 

A m a r i (1968 ,1980) b a s á n d o s e en t r a b a j o s a n t e r i o r e s , i n t r o d u c e u n a familia 

u n i p a r a m é t r i c a d e c o n e x i o n e s afines definida p o r : 

= £ ^ [ ( 3 , a / o g / , ) ( a ; t l o g p ) ] + -^ -^T^y jk 

d o n d e Ty/j es u n t e n s o r c o v a r i a n t e de te rcer o r d e n def in ido po r : 

Tl]k = ^C(3ilog /7)(í5ylog;>)(5¿logp)] 

L a a - c u r v a t u r a de R iemann-Chr i s t o f f e l v e n d r á e x p r e s a d a , h a c i e n d o u s o del 

c o n v e n i o de s u m a c i ó n d e los índices r e p e t i d o s q u e u t i l i z a r emos l i b r e m e n t e de a h o r a 

en ade l an t e , p o r el t enso r : 

Tilt a e R 

^Ijkl - ^Jkl Sml 

d o n d e : 

i n d i c a n d o d¡ de r ivac ión parc ia l r e s p e c t o G, y s i endo Ty = T y ^ g ' " * , d o n d e g'^ s o n los 

c o m p o n e n t e s de la inversa de la m a t r i z d e i n f o r m a c i ó n d e F isher . 
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iSlk Sji - giigjk) xiyj Xky¡ 

Se d e n o m i n a va r i edad p l a n a a a q u e l l a v a r i e d a d q u e p o s e a c u r v a t u r a c e ro , y si la 

c u r v a t u r a es c o n s t a n t e , d e n o m i n a m o s a la v a r i e d a d i s ó t r o p a , es decir la c u r v a t u r a es 

i n d e p e n d i e n t e de la d i recc ión . 

D e e n t r e las di ferentes a - c o n e x i o n e s , d e s t a q u e m o s la 1-conexión, q u e c o m o 

h e m o s c o m e n t a d o en el c a p í t u l o I se e n c o n t r a b a impl íc i ta e n el t r a b a j o de E f r o n 

(1975). L a c u r v a t u r a a s o c i a d a c o n la 1-conexión o c o n e x i ó n d e Ef ron , se h a c e n u l a 

p a r a aque l l a s d i s t r ibuc iones de p r o b a b i l i d a d p e r t e n e c i e n t e s a la famil ia e x p o n e n c i a l . 

Efron sugi r ió es ta c u r v a t u r a c o m o u n índice de lo " e x p o n e n c i a l " q u e l l egaba a ser u n a 

d e t e r m i n a d a d i s t r ibuc ión . Es t e índ ice es i m p o r t a n t e d e b i d o a las b u e n a s p r o p i e d a d e s 

es tad í s t i cas q u e p o s e e la familia e x p o n e n c i a l , p o r e jemplo q u e los e s t i m a d o r e s m á x i m o 

veros ími les d e los p a r á m e t r o s a l c a n z a n la c o t a d e C r a m e r - R a o o q u e son es tad í s t i cos 

suficientes , p o r c i ta r a l g u n a s . 

D a w i d (1975) p r o p u s o la - 1 - c o n e x i ó n o c o n e x i ó n de D a w i d , cuya c u r v a t u r a 

a soc i ada se a n u l a p a r a el e spac io f o r m a d o p o r u n a mezc la d e d i s t r i buc iones de 

p r o b a b i l i d a d l i n e a l m e n t e i n d e p e n d i e n t e s . 

F i n a l m e n t e en u n a va r iedad R i e m a n n i a n a exis te u n a ún i ca c o n e x i ó n afin, 

d e n o m i n a d a c o n e x i ó n R i e m a n n i a n a , l ibre de t o r s i ó n , y en la q u e el d e s p l a z a m i e n t o 

pa ra le lo de u n vec to r n o c a m b i a su l o n g i t u d , es deci r , es c o m p a t i b l e c o n el t e n s o r 

mé t r i co gy en el s en t ido d e q u e c o n s e r v a el p r o d u c t o esca lar . D i c h a c o n e x i ó n , t a m b i é n 

d e n o m i n a d a c o n e x i ó n de Levi-Civi ta o c o n e x i ó n i n f o r m a c i o n a l se o b t i e n e a p a r t i r de 
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F i n a l m e n t e , la a - c u r v a t u r a i n f o r m a c i o n a l en las d i recc iones de 

X = (jc,, ...,x„) e y= {yi,...,y„) de R" v i ene d a d a po r : 
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la Familia de a - c o n e x i o n e s m e d i a n t e la e lección a = 0. U n a c o n e x i ó n q u e c u m p l e ta les 

cond ic iones se d e n o m i n a mé t r i ca , en genera l , las a - conex iones n o son mé t r i ca s e x c e p t o 

p a r a a = O, A m a r i (1980) . D e s t a q u e m o s finalmente q u e la 0 - c o n e x i ó n co inc ide c o n los 

s ímbo los de ChristoíTel d e p r i m e r a especie o b t e n i d o s a pa r t i r del t e n s o r mé t r i co , y q u e 

las "l íneas r e c t a s " con es ta c o n e x i ó n s o n las c u r v a s de l ong i tud m í n i m a o geodés icas . 

Oller (1988) en u n a c o m u n i c a c i ó n p e r s o n a l , c o n s t r u y e la r e p r e s e n t a c i ó n : 

P 

T o m a n d o ^r^P^ 1 . — . " c o m o b a s e del e s p a c i o t a n g e n t e en u n p u n t o p y 

c o n s i d e r a n d o el p r o d u c t o esca la r en £p 

<f,g> = Ifgp'' d\i 

o b t i e n e q u e el p r o d u c t o esca la r es i n v a r i a n t e fi-ente a c a m b i o s d e la m e d i d a de 

referencia [i si y = 1 — 2p, y p o r t a n t o , es i n d e p e n d i e n t e del p u n t o p e legido si y solo 

si p = - i - es decir , la i nc lus ión de p se real iza t a l y c o m o h e m o s v i s to en u n e spac io 

P o s t e r i o r m e n t e i n t r o d u c e u n a famil ia b i p a r a m é t r i c a de c o n e x i o n e s definida p o r : 

^fù'^ = ^^WfjP^]àk\p')p'dM 

n e c e s i t á n d o s e y = 1 — 2P p a r a o b t e n e r i nva r i anc ia f rente a c a m b i o s de la m e d i d a de 

referencia . R e s u l t a finalmente la famil ia u n i p a r á m é t r i c a 

^ijk = (P - l)£'(5,log/> djlogp a^logp) + didjp dk\ogp) 

y t e n i e n d o p r e s e n t e q u e 
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Eidtdjlogp d^Xogp) = - E{d¡\ogp 5 , log/ ; d^logp) + E{-j dfijp d¡,\ogp) 

la familia d e p - conex iones co inc ide c o n la famil ia de a - c o n e x i o n e s d e A m a r i t e n i e n d o 

e n c u e n t a q u e a = 1 - 2p , p o r t a n t o la c o n e x i ó n d e Levi -Civ i ta q u e c o r r e s p o n d e a 

a = O se o b t i e n e t a m b i é n c o n P = - j -
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///. Distancias entre individuos estadísticos. 

E n es te c a p í t u l o d e s a r r o l l a m o s d i s t a n c i a s e n t r e va lo res m u é s t r a l e s , a los q u e 

d e n o m i n a r e m o s ind iv iduos es t ad í s t i cos , p e r t e n e c i e n t e s a u n a m i s m a p o b l a c i ó n 

es tad ís t i ca , iden t i f i cando a los ind iv iduos c o n f o r m a s l ineales p e r t e n e c i e n t e s a l e spac io 

t a n g e n t e a la va r i edad p a r a m é t r i c a en el p u n t o c o r r e s p o n d i e n t e a la p o b l a c i ó n . 

P r e s e n t a m o s d o s c o n s t r u c c i o n e s a l t e rna t i va s b a s a d a s en diferentes d i s t anc ias e n t r e las 

f o rmas l ineales a s o c i a d a s a los va lores m u é s t r a l e s , y finalmente o b t e n e m o s exp re s iones 

expl íc i tas de la d i s t anc ia en a l g u n o s e j emplos c o r r e s p o n d i e n t e s a d i s t r i buc iones 

c o n c r e t a s . 

3 .1 . U n a r e p r e s e n t a c i ó n del E s p a c i o t a n g e n t e de u n m o d e l o es tad í s t i co y su d u a l . 

3.2. D i s t a n c i a i n m e d i a t a . 

3.3. A l g u n o s e j emplos de d i s t anc i a s . 

3.4. D i s t a n c i a e s t r u c t u r a l . 
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3.1.1. Representación del Espacio tangente. 

R e c o r d e m o s q u e si M es u n a n - v a r i e d a d C°° y s e ñ a l a m o s p o r C'^iq) el c o n j u n t o 

de funciones rea les e n a l g ú n e n t o r n o de u n p u n t o qsM, u n vector tangente en q, 

Hicks (1965) , es u n a func ión real X s o b r e C°°iq) q u e verifica: 

l ) X ( a f - h b g ) = a ( X O + b ( X g ) 

2) X(fg) = ( X O g(q) + f lq) ( X g ) 

d o n d e f y g son de C"^{q) y a y b son de R. 

El espacio tangente a M en u n p u n t o q de M , r e p r e s e n t a d o p o r es def inido 

c o m o el c o n j u n t o de t o d o s los vec to r e s t a n g e n t e s e n q. 

El e spac io t a n g e n t e t iene u n a e s t r u c t u r a de e s p a c i o vec tor ia l sob re el c u e r p o de 

los n ú m e r o s rea les c o n las s igu ien tes o p e r a c i o n e s : 

( X + Y ) f = X f + Y f 

( b X ) f = b ( X f ) 

d o n d e X e Y son de A / , , / d e C~((?) y b de R. 
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3.1. Una representación del Espacio tangente de un modelo estadístico y su 

dual. 
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D a d a u n a n - c a r t a local (4, U) s o b r e M con qe U y el s i s t ema de c o o r d e n a d a s 

i n d u c i d o p o r ella x¡ = Uf"^, i = l,...,n d o n d e u¡:R" -* R = a, , la familia de 

vec to re s t a n g e n t e s en q r e p r e s e n t a d a p o r i-^)q definida po r : 

^ ^ g ^ 'hm) = D^^%-'mq)) i = 1 « 

d o n d e la d i ferenciac ión a la d e r e c h a es la u sua l en R " , fo rma u n a b a s e de M^. 

L l a m a r e m o s a la b a s e an t e r i o r , la b a s e n a t u r a l a s o c i a d a al s i s t ema de 

c o o r d e n a d a s x¡ i= l,...,n. D e f o r m a a b r e v i a d a , c u a n d o q u e d e c l a r o el s i s t ema de 

c o o r d e n a d a s , r e p r e s e n t a r e m o s cada vec to r de la b a s e p o r {d¡)g. C u a l q u i e r vec to r 

t a n g e n t e de p o d r á ser e x p r e s a d o c o m o u n a c o m b i n a c i ó n l ineal de los vec to re s 

id,), 

í x , (3,), 

d o n d e x¡ se rán las c o o r d e n a d a s de A'̂  r e s p e c t o a la b a s e n a t u r a l . 

C o n s i d e r e m o s a h o r a u n m o d e l o e s t ad í s t i co , c o n la m i s m a n o t a c i ó n b á s i c a q u e en 

el c a p í t u l o 2 , y su A,-representación c o r r e s p o n d i e n t e (cp^x, D^) . Sea U) u n a c a r t a 

local y sea q u n p u n t o de la va r i edad qe U<=D^. N o t a r e m o s p o r Tq al e spac io t a n g e n t e 

a en el p u n t o q de c o o r d e n a d a s O q = '(0) . A la b a s e n a t u r a l de T^, r e s p e c t o 

del s i s tema d e c o o r d e n a d a s def inido p o r (4, LO, la n o t a r e m o s p o r i = 1 n. 

A c o n t i n u a c i ó n v a m o s a i n t r o d u c i r u n a r e p r e s e n t a c i ó n a d e c u a d a del e spac io 

t a n g e n t e a en q, de la cual p r e s e n t a m o s u n a jus t i f icación d e t a l l a d a , q u e n o s va a 

pe rmi t i r i n t r o d u c i r d e f o r m a n a t u r a l u n p r o d u c t o esca la r de f in iendo u n a m é t r i c a 

R i e m a n n i a n a en la va r i edad D^. 
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D e f i n a m o s a h o r a la func ión T c o m o T = / » ^ T es u n a func ión d i ferenciable 

sob re u n a b i e r t o d e R" q u e c o n t i e n e el p u n t o l,{q) = O . 

I m p o n g a m o s a p a r t i r d e a h o r a la s igu ien te c o n d i c i ó n d e r egu l a r idad , úti l p a r a la 

d e m o s t r a c i ó n de la p r o p o s i c i ó n q u e e n u n c i a r e m o s a c o n t i n u a c i ó n . Exis te u n a func ión 

g e jSf^(<D(^(|0)) d\i) ta l q u e p a r a t o d o O e 0 

¿. g{x) i = 1 , . . . , n 

p a r a casi t o d o p u n t o x r e s p e c t o \i. 

Proposición 3 . 1 . La t r a n s f o r m a c i ó n l ineal TrR" - if^{O(/?(|0))£/n) def inida del m o d o 

s iguiente : 

n^y. ¿ M I , , 
, 39, 

es la diferencial de en Uq), es dec i r \'^{q)){h) = T{h) . 
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A d m i t a m o s q u e p a r a t o d o qeD^ exis te u n a c a r t a local í/) y u n a func ión 

4> : R R"^ ta l q u e p a r a t o d o p e ^( t / ) se c u m p l e q u e X(p(|p)) e J5f^(a>(/>(10)) d\i). N ó t e s e 

q u e es ta cond ic ión es fácil de verif icar p a r a c u a l q u i e r a de las ^ - r e p r e s e n t a c i o n e s 

h a b i t u a l e s c o m e n t a d a s en el c a p í t u l o a n t e r i o r . C o n s i d e r e m o s t a m b i é n la ap l i cac ión 

H ^ c R " :Sf^(«D03(|0))rfn) ta l q u e (p) = X(p(|P)), d o n d e W es u n a b i e r t o de R " 

q u e c o n t i e n e a G. L a n o t a c i ó n ^~ ' p a r a la ap l i cac ión s u p o n e u n re la t ivo a b u s o del 

lenguaje , sin e m b a r g o la m a n t e n e m o s c o n ob je to d e n o r e c a r g a r e x c e s i v a m e n t e la 

n o t a c i ó n e m p l e a d a . 
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Demostración. Sea 

IIX(p(|o + h)) - X(p{\o)) - nh)f _ 

IIAIP = 1 
X(p(x|0 + h)) - X(p{xm - T{h) 

\\h\\ 

= 1 m 
<D(p(x)0)) áji(x) 

T o m e m o s el l ími te c u a n d o A 0: 

lim f 

B a s á n d o n o s en el T e o r e m a de la C o n v e r g e n c i a D o m i n a d a de L e b e s g u e , R u d i n 

(1966) , al h a b e r i m p u e s t o la c o n d i c i ó n de r egu la r idad an t e r i o r , p o d e m o s c o n m u t a r la 

in tegra l con el l imi te , r e s u l t a n d o : 

f lim /=1 
ll^ll 

cD(/>(x|0)) dv.[x) 

El l ímite i n t e r i o r de la in tegra l es fácil ver q u e se a n u l a en casi t o d a s p a r t e s 

r e spec to ji, i m p l i c a n d o p o r t a n t o : 

ll?-(P(|0 + h)) - X(/>(-|0)) - T{h)f _ ^ 
h->0 

y la p r o p o s i c i ó n q u e d a d e m o s t r a d a • 

L L a m e m o s al s u b e s p a c i o g e n e r a d o p o r las n func iones ^ ^ ^ ^ ' 1 ^ ^ ^ = n 
59, 

y de f i namos s o b r e él u n a ap l i cac ión l ineal Hj- d e la f o r m a s iguiente : 

fA^^^^"^(r-v')me,) . - - 1 
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d o n d e e, / = I , . . . , n es la b a s e c a n ó n i c a de R". 

P o r el t e o r e m a d e H a h n - B a n a c h , R u d i n ( I 9 6 6 ) , al ser u n s u b e s p a c i o del e spac io 

vector ia l Sí'^(<J>(pi-\0)) 4i) , p u e d e ser e x t e n d i d o c o m o ap l icac ión lineal sob re t o d o el 

e spac io vec tor ia l , y ba jo e s t a s c o n d i c i o n e s / / / -puede ser i n t e r p r e t a d a c o m o el diferencial 

de F r é c h e t de u n a e x t e n s i ó n di ferenciable d e / , / , en u n a b i e r t o d e .íf^(<I>(p(|0))</|i), 

r e s t r ing ido al s u b e s p a c i o E^, 

Sea a h o r a u n vec to r de 

= + - + x„{d„). 

P o r las def inic iones a n t e r i o r e s t e n d r e m o s : 

í= i ^ /=1 oO¡ í= i oQ¡ 

E n es tas cond ic iones c a d a v e c t o r p u e d e ser r e p r e s e n t a d o p o r la c o m b i n a c i ó n : 

X^^^iX,) - X, 4- + x„ 

P o d e m o s p o r t a n t o es tab lece r u n a c o r r e s p o n d e n c i a n a t u r a l e n t r e el e s p a c i o TQ y 

el e spac io E¡^ d o n d e 

^ ~ ae, 5G„ ^ ^ ' - ' ^ 

d o n d e < > ind ica e spac io g e n e r a d o . 

X -.^(X)-x ^ ^ ^ ' " ^ ^ + + ^ ^>^(P(-|0)) X, -(A-,) - X. + - + 
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dv d\i dv 

d o n d e /i e ^ ' ( v ) . 
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El espac io íE^ es e n t o n c e s un e spac io vec tor ia l de funciones medió les , va r iab les 

a l ea to r i a s , d o n d e p o d e m o s i n t r o d u c i r de f o r m a n a t u r a l u n p r o d u c t o escalar . D a d o s 

d o s e l e m e n t o s X, Y BE^ p r o d u c t o esca la r es : 

<X,Y> = J >^(x)r(x) <I>(p(x|0)) rf^(x) 
•'x 

d o n d e < , > indica a q u í el p r o d u c t o esca lar . 

E s t o nos p e r m i t e definir u n p r o d u c t o esca la r en t \ a t r avés d e la r e p r e s e n t a c i ó n 

p o r £fl. D a d o s d o s vec tores X ^ , g 7^ 

<X^,Y^> = < H(A',),E(K^) > = £(E(AV)E(r̂ )) = 
= J ^ i » ^ » ^ ( , , , 1 0 ) ) . . ( x ) = 1 n [ 3 .2 ] 

Proposición 3.2. El p r o d u c t o esca la r def in ido en [3.2] es i n v a r i a n t e f rente a c a m b i o s 

admis ib les de la m e d i d a de referencia , n v ta l q u e < < v, p a r a c u a l q u i e r e spac io 

med ib l e (x , / í ) , si y só lo si 

(D(j;) = — _ ^ > o , ^ ( 0 ) = O 

Demos t rac ión . V a m o s a seguir u n de sa r ro l l o a n á l o g o al u t i l i zado en la d e m o s t r a c i ó n 

d e la P r o p o s i c i ó n 2.2. La n u e v a m e d i d a i n d u c e u n c a m b i o en las func iones de dens idad 
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La inva r i anc ia en el p r o d u c t o esca la r se logra si: 

rsxipi^m ax(p(x|o)) = f dmx)pim) sxiK^pim) ^(,(,)^(,,g)) ^,( ,) 

ij = I, ...,n 

D e m o s t r e m o s la cond i c ión de suficiencia, si ^(y) = —^——, e n t o n c e s 

U(Mx|oWlB) ''^''^'^ '^^^'^ ''^'^'"^^ '^"^ ^̂ ^̂ ^ = 

= U w x M x I o W m x I O ) ^^-^^ ^'^^^'"^ ^ ^ ^ ' " ^ *(^(-MxIO)) .v(x) 

c o n lo q u e q u e d a d e m o s t r a d a la cond ic ión d e suficiencia. 

V e a m o s a h o r a la cond ic ión necesa r i a . C o n s i d e r e m o s h{x) = a e R ^ para todo x e x » y 

d a d a la a rb i t r a r i edad del e spac io de p r o b a b i l i d a d , p o d e m o s t r a b a j a r c o n el c a s o 

p a r t i c u l a r en q u e t e n e m o s d o s c o n j u n t o s d i s jun tos M,NeA ta les q u e [i{Af) = ii{N) = 1 

y 

/Kx |0) = 

o, xeM 

G2 XBN 

O en caso contrario 

02 = 1 - O, . La cond ic ión a verificar se t r a n s f o r m a en : 

d o n d e t o m a n d o e n p a r t i c u l a r 0, = = - j , r esu l ta : 

X'(l/2)^<l>(]/2) = a{X'{al2f <l>iaf2)) 

o lo q u e es lo m i s m o : 
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P o r t a n t o el p r o d u c t o esca la r en el e spac io t a n g e n t e en cada p u n t o de la va r i edad 

define u n a m é t r i c a r i e m a n n i a n a en es ta ú l t i m a q u e v iene especi f icada p o r u n t e n s o r 

mé t r i co de la fi^rma 

S e ñ a l e m o s en es te p u n t o la semejanza e n t r e el t e n s o r mé t r i co def in ido e n [3.3] c o n 

aque l o b t e n i d o en [2.4] t o m a n d o k = \. A d e m á s el p r o d u c t o esca la r o b t e n i d o es 

i ndepend i en t e de X, c o n lo q u e p o d e m o s c o n s i d e r a r equ iva l en t e s d e s d e es te p u n t o de 

vista t o d a s las X - r e p r e s e n t a c i o n e s . 

A pa r t i r de a h o r a c o n s i d e r a r e m o s = f̂ " . 

R e c o r d e m o s q u e las cond ic iones de r egu la r idad e x p u e s t a s en el c ap í tu lo II h a c e n 

q u e log/>(x|0)) = O y p o r t a n t o el p r o d u c t o esca la r co inc ide c o n la c o v a r i a n z a 

deb ido a q u e E{XY) = cov {X, V) . 

SO 
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d o n d e 5y = 1 si / = y y 5y = O si if j . Es i n m e d i a t o c o m p r o b a r q u e la familia de 

fo rmas l ineales es u n a base de M* . D i c h a b a s e es c o n o c i d a c o m o b a s e d u a l de 

la b a s e ( ^ ) , . 

E n n u e s t r o ca so n o t a r e m o s p o r £¿ al d u a l d e la r e p r e s e n t a c i ó n definida en el 

a p a r t a d o a n t e r i o r del e spac io t a n g e n t e a la va r i edad en u n p u n t o q = ^ " ' ( 0 ) . 

L a base dua l d e la b a s e / = I,..., n la n o t a r e m o s p o r 

^ ^ l o | ^ ^ . . ^ j ^^^^^ y ^ ^ ^ ^ ^ a b r e v i a d a d] log p m = ( Ü S i ^ m ) ' 

5¡ log/j( a, log 10)) = 5y V = 1 n 

d o n d e 5y son las de l tas de K r o n e c k e r . 

T o d o e l e m e n t o K * e £ ^ se p o d r á e x p r e s a r c o m o u n a c o m b i n a c i ó n l ineal de la 

f o r m a 
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3.1.2. Representación del Espacio tangente dual. 

D e n o m i n a r e m o s Espacio tangente dual A / * de u n a va r i edad di ferenciable M en u n 

p u n t o í g A / al d u a l del e spac io t a n g e n t e en q. 

E s b ien s a b i d o q u e A / J es a su vez u n e spac io vec tor ia l de d i m e n s i ó n igual a la 

de Mg. Sea i-^)q' ~ ^ " b a s e d e Mg, p a r a cada / = 1,..., n existe u n a fo rma l ineal 

q u e n o t a m o s p o r i-^)q QU^: 
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5f = Í l si i 

O si /• 

= к 

^ к 

U n a m a y o r infiarmación s o b r e los c o n c e p t o s de g e o m e t r í a diferencial p r e s e n t a d o s 

h a s t a el m o m e n t o p u e d e e n c o n t r a s e en los c lás icos t e x t o s de Sp ivak (1979) o H i c k s 

(1965) . 
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Y* = ууд] l ogp + - + уХ Iog/7 [3 .4 ] 

Si (7(0) = lg¡j{0)] es la mé t r i ca definida p o r el p r o d u c t o esca la r en EQ, se define la 

m é t r i c a dua l G ~ \Q) = [g'\o)] p o r gy^'^ = g'^ gji= b'¡ , s i endo 5* u n t e n s o r m i x t o 

def inido p o r : 
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3.2. Distancia inmediata. 

Sea (x. A ) u n e spac io med ib l e s o b r e el q u e t e n e m o s definido u n m o d e l o es tad í s t i co 

r e p r e s e n t a d o p o r la familia p a r a m é t r i c a F^^ = { / ; = / ( , O):O€0} , d o n d e 

O = (9,,. . . , 9„) son los p a r á m e t r o s d e la d e n s i d a d y 0 u n ab i e r to de R" q u e r e p r e s e n t a 

el con jun to de p a r á m e t r o s p a r a el cua l la d e n s i d a d es tá definida. L o s e l e m e n t o s de % 

son los q u e d e n o m i n a r e m o s ind iv iduos es tad í s t i cos . 

C o n s i d e r e m o s la s iguiente ap l i cac ión e n t r e el e spac io m u e s t r a l x y el e s p a c i o 

dual de la r e p r e s e n t a c i ó n EQ del e spac io t a n g e n t e dua l a Fy^ el p u n t o de c o o r d e n a d a s 

e = (O, 9„): 

[ 3 . 5 ] 

X -> 5(x) = Y 

ta l q u e }'*(}0 = K(x) para todo Y e E^. 

Fi jado O, t o d o e l e m e n t o x e x , se identifica m e d i a n t e 5 c o n u n a fo rma l ineal 

p e r t e n e c i e n t e a E^ q u e apl ica c a d a v e c t o r t a n g e n t e de £^ al v a l o r q u e t o m a d i c h o v e c t o r 

sob re el i nd iv iduo x . Si c o n s i d e r a m o s el c a s o genera l sin fijar 9, c a d a ind iv iduo se 

identif ica con u n c a m p o tensor ia l c o v a r i a n t e d e p r i m e r o r d e n . 

E n es tas c o n d i c i o n e s se c u m p l e lo s iguiente : 

y p o r t a n t o de la r e p r e s e n t a c i ó n [3.5] se s igue q u e t o d o ind iv iduo es tad í s t i co p u e d e ser 

r e p r e s e n t a d o en E^ m e d i a n t e u n a s c o o r d e n a d a s i = i,...,n q u e s o n los va lo res q u e 

t o m a n las n va r i ab le s a l ea to r i a s y¡ = diiogp{x\0) i=\,...,n s o b r e los di ferentes 

ind iv iduos 
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X ^ (3 , log/j(x!0) d„ log/>(x|0)) [3 .6 ] 

L a d i s tanc ia en t re dos ind iv iduos es tad í s t i cos x , x e x la def in i remos c o m o la 

d i s tanc ia eucl idea en £^ e n t r e sus r e spec t ivas f o r m a s l ineales a s o c i a d a s : 

d j ( x , x ) = dl^ir\r) = < r*,r = 

= (5o logMxIO) - 5o iogpixm'G~ '(0)(5o logMxjO) - 5« logMx|0)) [3 .7 ] 

d o n d e h e m o s u t i l i zado la s iguiente n o t a c i ó n : 

;5 i o a « í , i m - ,^JoB/>(x|0) 51og/>(x|0) aologMxIO) = ( — ) 

y G~ '(0) es la m a t r i z del p r o d u c t o e sca l a r en el e spac io t a n g e n t e dua l , q u e c o r r e s p o n d e 

a la inversa de la m a t r i z de i n f o r m a c i ó n de F i sher . 

Q u e r e m o s h a c e r n o t a r q u e la d i s t a n c i a o b t e n i d a , n o es u n a d i s tanc ia in t r ínseca 

en t r e los ind iv iduos , en el s en t i do u t i l i zado p o r R a o (1982) , s ino q u e d e p e n d e de la 

p o b l a c i ó n a la q u e p e r t e n e z c a n los i nd iv iduos , q u e n o s d e t e r m i n a el p u n t o p = <p~ '(0) 

en el cua l es tá c o n s t r u i d o el e spac io t a n g e n t e dua l . 

P a r a q u e la d i s t anc ia d sea u n a v e r d a d e r a d i s t anc ia mé t r i ca y n o s o l a m e n t e u n a 

d i s tanc ia p s e u d o m é t r i c a o p s e u d o d i s t a n c i a , es necesa r io q u e se c u m p l a d^{x, x) = O si 

y sólo sí X = X. E n n u e s t r o c a s o n o será c ie r to en genera l , y a q u e </^(x, x) = O c u a n d o 

d logp(x|0) _ 5 log/7(x|0) . _ , 

— de,— ' 

Si q u e r e m o s o b t e n e r u n a a u t é n t i c a d i s t anc ia s i empre p o d e m o s definir u n a 

re l ac ión de equ iva lenc ia en x- D i r e m o s q u e x ~ x si y só lo si d'^{\,x) = O, y é s t o es u n a 

re l ac ión de equ iva lenc ia en x q u e p a r t i c i o n a % en c lases de equ iva lenc ia . C a d a clase 
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c o n s t a de t o d o s los ind iv iduos equ iva l en t e s a u n o d a d o . Si A', y son d o s c lases de 

equ iva lenc ia , t o m e m o s x e A ' j ухвХ^ y d e f i n a m o s rf^(A',,A'2) = rf^(x,x). N ó t e s e q u e 

h e m o s u t i l i zado el m i s m o s ímbo lo p a r a la d is tanc ia a u n c u a n d o son c l a r a m e n t e 

diferentes , al a c t u a r u n a sob re x У otra s o b r e las clases de equiva lenc ia . 

C u a n d o c o n s i d e r a m o s el c o n j u n t o de las clases de equ iva lenc ia , d se conv ie r t e en 

u n a a u t é n t i c a d i s tanc ia m é t r i c a . A p e s a r de t o d o , p a r a simplificar y h a c i e n d o u n a b u s o 

del lenguaje c o n t i n u a r e m o s h a b l a n d o de d i s t anc ia sob re los ind iv iduos d e x en vez de 

sob re las clases d e equ iva lenc ia . 

O t r a c o n s t r u c c i ó n es pos ib le si c o n s i d e r a m o s el caso genera l de las v a r i e d a d e s 

(ФдХ, D^), e i n t e r p r e t a n d o a los i nd iv iduos c o m o funciones esca la res s o b r e 

X -> /x : ^ ^ / x (<?) = «7(x) = X(p(x|0(^))) para todo двО^ 

P o r o t ra p a r t e c a d a e s t a r í a r e p r e s e n t a d a p o r un c a m p o tensor ia l c o v a r i a n t e 

Y' BEQ' У\Г)= Yf^ para todo Y в 

y los ind iv iduos p o r t a n t o p o r : 

X ^ (5,X(p(x|0(<7))), ... , д„Х(р{хЩд)))) 

R e s p e c t o la b a s e dua l de la b a s e c a n ó n i c a a s o c i a d a al s i s tema de c o o r d e n a d a s . 

Si i m p o n e m o s la cond ic ión de i n v a r i a n z a frente a t r a n s f o r m a c i o n e s de la m e d i d a 

de referencia, t a l y c o m o h e m o s c o m p r o b a d o en a p a r t a d o s p r e c e d e n t e s h e m o s de 

t o m a r X(x) = log(x), co inc id i endo c o n los r e s u l t a d o s a n t e r i o r e s . 

D e fo rma a n á l o g a es pos ib l e la s igu ien te i n t e r p r e t a c i ó n p a r a las va r i ab les 

a l ea to r i a s . Sea V el e spac io vec tor ia l de t o d a s las va r i ab les a l e a t o r i a s def inidas s o b r e 
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u n espac io de p r o b a b i l i d a d ix,A, P) . Sea Z el s u b e s p a c i o vec tor ia l de V f o r m a d o p o r 

las var iab les a l ea to r i a s c o n los dos p r i m e r o s m o m e n t o s fmitos , y ZQ el s u b e s p a c i o de 

Z f o r m a d o p o r las var iab les a l ea to r i a s c e n t r a d a s . L a ap l icac ión : 

ZQXZO ^ R 

i r . Y') -* Cov (A", Y') 

es un p r o d u c t o esca lar n o d e g e n e r a d o en ZQ. ZQ es e n t o n c e s u n e spac io de Hi lbe r t y 

p a r a c a d a v a l o r de O t e n e m o s u n s u b e s p a c i o vec to r ia l EQ del m i s m o . T o d a va r i ab le 

a l ea to r i a XeZ p u e d e ident i f icarse c o n u n e l e m e n t o de m e d i a n t e la ap l i cac ión 

Ti: Z EQ, d o n d e n{X) es la p r o y e c c i ó n o r t o g o n a l de X - E{X) sobre E^. Si la 

d i m e n s i ó n de V es finita, n o es necesa r ia la c o n d i c i ó n de exis tencia de los p r i m e r o s 

m o m e n t o s , al existir s i empre u n s u b e s p a c i o s u p l e m e n t a r i o de EQ de f o r m a q u e 

V = E^ Q H y t o d o XBV p u e d e escr ib i rse de f o r m a ún ica c o m o A' = w + v, d o n d e 

UEJEO y v e / / . Iden t i f i ca remos t o d a v a r i a b l e a l ea to r i a c o n el e l e m e n t o d e E^ q u e 

d e n o m i n a r e m o s p r o y e c c i ó n de X , n{X) , y q u e será U{X) = u. 

P o r lo e x p u e s t o a n t e r i o r m e n t e las va r i ab les a l e a t o r i a s p u e d e n ident i f icarse c o n 

t e n s o r e s c o n t r a v a r i a n t e s de o r d e n I e n o en el c a s o genera l , sin fijar O, c o n u n 

c a m p o tensor ia l c o n t r a v a r i a n t e de p r i m e r o r d e n en la va r i edad . 

P r e v i a m e n t e a ver a l g u n o s e jemplos de c o n s t r u c c i ó n de la d i s tanc ia , e x a m i n e m o s 

a l g u n a s p r o p i e d a d e s i m p o r t a n t e s . E n las s iguientes p r o p o s i c i o n e s s u p o n d r e m o s vá l idas 

las cond ic iones de r egu la r idad a s u m i d a s g e n e r a l m e n t e y ya m e n c i o n a d a s en a p a r t a d o s 

p r eceden t e s . 

Proposic ión 3 .3 . La d i s t anc i a [3,7] es i n v a r i a n t e f rente a c a m b i o s admis ib les de la 

m e d i d a d e referencia -» v t a l q u e ^ < < v . 
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Demostración. I n m e d i a t o a pa r t i r de la invar ianc ia de la m a t r i z d e i n fo rmac ión de 

F i she r y de las c o o r d e n a d a s y¡ = 5, logp{x|0)" 

Sea T u n a func ión med ib le q u e t r a n s f o r m a el e spac io med ib l e ( x M ) en o t r o 

e spac io med ib le (x ' , / í ' ) - T i n d u c e u n c a m b i o e n los e spac ios de p r o b a b i l i d a d a t r avés 

d e los c a m b i o s e n las m e d i d a s p robab i l í s t i c a s d e la fo rma s iguiente P' = PT~\ 

Proposición 3.4. S u p u e s t a la exis tencia de u n a m e d i d a v pos i t iva y a c o t a d a s o b r e A' y 

q u e la func ión de dens idad r e s u l t a n t e sea d e t i p o p a r a m é t r i c o 

g{t, 0) e JSf'(v) P'{B) = J ^ í , 0) dv{t) para todo B e A'. E n t o n c e s si T es u n e s t ad í s t i co 

suficiente: 

d o n d e f = r ( x ) y F = r ( x ) . 

Demostración. Ta l y c o m o h e m o s i n d i c a d o en el a p a r t a d o 4 del c a p í t u l o I I , la m a t r i z 

de i n fo rmac ión de F i she r es i n v a r i a n t e f ren te a t r a n s f o r m a c i o n e s p o r e s t ad í s t i cos 

suficientes. A d e m á s y d e b i d o al T e o r e m a de f ac to r i zac ión de N e y m a n - F i s h e r , si T es 

u n es tadís t ico suficiente, ba jo las supos i c iones del e n u n c i a d o : 

/KxiO) = g(í|0) A(x) 

P o r t a n t o y a p a r t i r de la definición [3.7] se s igue i n m e d i a t a m e n t e [3.8] • 

Proposición 3 .5 . La d i s t anc ia [3.7] es n o dec rec ien te al a u m e n t a r el n ú m e r o de 

c o o r d e n a d a s . 

Demostración. E n efecto, [3.7] p u e d e ser r e p r e s e n t a d a m e d i a n t e la fo rma c u a d r á t i c a 

U'G~'U d o n d e u = (5o!ogp(xl0) -r 3Qlogp(x|0)) , y r e c o r d e m o s q u e G es s imét r ica y 

definida pos i t iva . C o n s i d e r e m o s u = (u, , u^) y 
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G = 

la a f i rmac ión del e n u n c i a d o q u e d a r á d e m o s t r a d a si c o n s e g u i m o s d e m o s t r a r q u e 

U'G~\ - u ' iGiV"! ^ O, d o n d e : 

^ 2 1 ^ 2 2 

D e s c o m p o n g a m o s u = v + w d o n d e v = ( G , , G , V u i . í ?2 I^ iV" i ) ' y 

w = (O , UJ - Gj iGjVu] ) ' , e n t o n c e s U ' G ~ ' u = W ' G ~ + V'G~V + 2V'G"' 'W. ES 

i n m e d i a t o c o m p r o b a r q u e el p r imer t é r m i n o W'G~'W ^ O, p u e s t o q u e G ~ ' es t a m b i é n 

definida pos i t iva , i g u a l m e n t e se c o m p r u e b a q u e 

v'G 'v = ( u Í G . i ' G n . " i < ^ n ' í 7 2 . ) 
( G " G , , + G ' ' G 2 , ) < 7 n ' « f 

( G ^ ' G , , + G"G2, )C7 iV" i 

( U { G , , ' G , ) , U jG j i 'G j j ) 
G , , ' u , 

a d e m á s : 

v'G 'w = v' 
0'\»2 - ( ? 2 i G n ' " i ) 

G ' % 2 - G 2 , G , V u , ) 

= u Í G , , ' ( ( 7 n í ? ' ^ + G,2Í7^^)(U2 - G 2 , G , , ' u , ) = O 22V , - 1. 

P o r t a n t o U'G 'U - u ' ,G, , 'u , = W'G SV ^ O 
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Proposición 3.6. Sean 0J , . . . . QÁ,, O ? . - . 0nj. •••> ••. los p a r á m e t r o s de la d e n s i d a d 

c o r r e s p o n d i e n t e a u n m o d e l o es tad í s t i co , d o n d e n, + ... + n/^ = n. Si el t e n s o r m é t r i c o 

es de la forma: 

C(0) = 

O ... O 

O A2 ... O 

O O ...A. 

d o n d e A¡ son ma t r i ce s ni x n¡. El c u a d r a d o de la d i s tanc ia en t re d o s ind iv iduos e n el 

espac io t a n g e n t e dua l d e la va r i edad /^(/;©) = O = / ( • , 0 ) : O e G } d o n d e O = ( G , , . . . , 9 „ ) , 

es igual a la s u m a de las d i s t anc ias al c u a d r a d o en t r e los i nd iv iduos en cada u n o de los 

espac ios t a n g e n t e s dua les de las k va r i edades O = y/(-,0,):Of e 0^}, d o n d e 

0/ = (G', Q'n) i^i,...,k. 

Demos t rac ión . E v i d e n t e a p a r t i r de la def inición de la d i s tanc ia en [3.7] y del h e c h o de 

q u e la inversa del t e n s o r mé t r i co es de la f o r m a 

G '(0) = 

/ir' o 

o A - 1 

O o ...A 

O 

o 

- 1 
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3.3. Algunos ejemplos de distancias. 

3.3.1. Distribuciones uniparamétricas. 

E n es te c a s o £¿ es u n e spac io vec to r i a l de d imens ión u n o , y t o d o ind iv iduo x e x 

v e n d r á r e p r e s e n t a d o p o r u n a ú n i c a c o o r d e n a d a y - ^ ^°^PJ^^^^^. La mét r ica de E¡¡ 

v e n d r á d a d a p o r G~\Q) = ^ " ( 9 ) = l / £ ^ ( ( - ^ - ^ ^ ^ ¿ ^ ) ' ) . P o r t a n t o el c u a d r a d o de la 

d i s tanc ia en t re d o s ind iv iduos x e y será: 

^ 2 / , , s _ i i ,^ iog/>(x |9) aiog/Kyie) 2 
d(x,y)-g ( - - - - - - ) 

P r e s e n t a r e m o s a c o n t i n u a c i ó n r e s u l t a d o s c o r r e s p o n d i e n t e s a ca sos en q u e los 

ind iv iduos son: 

i) Muestras de tamaño m de una distribución de Poísson de parámetro X. 

P{Xi x^\X) = exp( - mX)—-
x,l ...x„l 

XsR^ iXi,....x„)siZ^r 

d o n d e = {O, 1, 2 , . . . } , y mx = ^^Xj. 

Las c o o r d e n a d a s d e u n ind iv iduo v ienen d a d a s por : 

diozp{x^,...,xJX) _ _^_^jnx_ 

dX X 

El t enso r mé t r i co es d e la fo rma : 
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L a d is tanc ia en t r e d o s ind iv iduos x = {x^, ...,x„) e y = (yi,...,}>„,) r esu l ta : 

d\x.y) = -^{x-yf [3 .9 ] 

d o n d e X = -¿- T JCi. 

ti) M u e s t r a s de t a m a ñ o m de u n a dis tr ibución WeibuII de p a r á m e t r o X. 

p{x^ xJX) = r"" >r exp( - X X x¡) fi ' 
/=1 /=1 

X e R - " (X, x „ ) € ( R " ' ) ' " r > 0 

L a s c o o r d e n a d a s de u n ind iv iduo v ienen d a d a s po r : 

El t e n s o r mé t r i co es de la fo rma: 

„11 n ^ -g (M -

L a d i s tanc ia e n t r e d o s ind iv iduos x = (x , , . . . . x^ ) , y = O'i J'm) resu l t a : 

d\x,y) = x¡ - 'iylf [3 .10] 

iii) M u e s t r a s de t a m a ñ o m de u n a dis t r ibución G a m m a de p a r á m e t r o a conocido el valor 

de p . 

P(^i xja., PQ) = ^ exp( - a Z x,) n xf" 

(r(A))) ^=1 í= i 

a G R + ( x , , . . . , x ^ ) e ( R ' " ) - ' 
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Las c o o r d e n a d a s de u n ind iv iduo v ienen d a d a s po r : 

dìogpjx xJa,po) _ p^m m 
^ 5 - -

i= 1 

El t enso r mé t r i co es de la fo rma : 

La d i s tanc ia en t re d o s ind iv iduos x = (JC,, ...,X^) , y = O ^ i , ^ s : 

rf'(x,y) = - ^ ( x - y ) ' [3 .11] 

iv) Muestras de tamaño m de una distribución exponencial de parámetro X. 

Es u n c a s o pa r t i cu l a r del a n t e r i o r p a r a p = 1, p o r t a n t o , la d i s tanc ia en t r e dos 

ind iv iduos X = (x,, ...,x„) , y = O, es: 

c/^(x,y) = wX^Cx - y)^ [3 .12] 

v) Muestras de tamaño m de una di.stribución Binomial de parámetro p. 

• o 
m, x e Z " ^ , 0 < / ? < I 

L a s c o o r d e n a d a s de u n ind iv iduo v ienen d a d a s por : 

¿logp(x|p) _ X - mp 

dp Pil - P) 

El t enso r mé t r i co es de la fo rma: 
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g (P) jfi 

L a d i s t anc ia en t r e dos ind iv iduos x e y es: 

vi) Muestra correspondiente a una distribución Binomial negativa. 

(fc + X - IN p{x\p)=í \pH\-pf 

k, XBZ^, O < p < 1 

L a s c o o r d e n a d a s de u n ind iv iduo v i enen d a d a s p o r : 

d\ogp{x\p) _ k X 

dp P 1 - /> 

El t e n s o r m é t r i c o es de la fo rma : 

,1 .0,) = 

L a d i s tanc ia en t r e d o s ind iv iduos x e j ; es: 

vii) Muestras de tamaño m de una distribución Normal univariante con varianza conocida. 
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/ - î{xi- Vif X 

Las c o o r d e n a d a s de u n ind iv iduo v ienen d a d a s po r : 

m 

dìogpixi,...,x^\[i,CTQ) ^ / ? / ^ ' 

5|i al 

El t e n s o r m é t r i c o es de la Forma: 

L a d i s tanc ia en t r e d o s ind iv iduos x = (x , , ...,x„) , y = (pi , . . . ,^^) es: 

rf'(x,y) = - 4 - ( x - y ) ' D . 1 5 ] 

viii) Muestras de tamaño m de una distribución Normal univariante con media conocida. 

/>(x„ . . . .x„ |Ho.a ' ) = ( . J _ r exp i ' , I 

Jlnr.^ V 2a^ / 

L a s c o o r d e n a d a s de u n ind iv iduo v ienen d a d a s por : 

2 2 

5a 

64 



III - Distancias entre individuos estadísticos 

El t en so r mé t r i co es de la fo rma: 

La d i s tanc ia e n t r e d o s ind iv iduos x = (x, , . . . .x^) , y = (yi,...,yf„) es: 

d\x,y) = - ^ i S \ x ) - S\y)f [3 .16] 
2 o' 

d o n d e ^^(x) = - i - X (x, - Mo)^ 
í= 1 
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dp¡ Pi \ - P \ - - - Pn 

El t e n s o r mé t r i co t o m a la fo rma: 

y su inve r so es = -¿-(Sy/?' ~ PiPÍ> = • 

La d is tanc ia e n t r e d o s ind iv iduos x = (x, , . . . ,x„) , y = O r , - , y „ ) v iene e x p r e s a d a po r : 
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3.3.2. Distribuciones multiparamétricas. 

El e spac io £¿ t e n d r á u n a d i m e n s i ó n igual al n ú m e r o de p a r á m e t r o s , los ind iv iduos 

v e n d r á n r e p r e s e n t a d o s p o r las n c o o r d e n a d a s [3.6] y la d i s tanc ia e n t r e dos ind iv iduos 

se o b t e n d r á a p a r t i r d e la expres ión [3.7]. 

V e a m o s a l g u n o s e jemplos : 

i) Muestras de tamaño m de una distribución multinomial. 

/ ' (^l ^ n + l \P\ Pn) = •^iP\f'-'iPn+\f'*' 

(x , , . . . , x„ + , ) e ( Z ^ ) ' ' ' Txi^m X / ' , = l 

/=1 /=1 

d o n d e x! = x j ! ... x„+ , ! . 

L a s c o o r d e n a d a s de u n ind iv iduo v ienen d a d a s p o r : 
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E n el caso de m u e s t r a s d e t a m a ñ o u n o o b t e n e m o s q u e la d i s tanc ia en t r e los ind iv iduos 

X = (O O, 1. O,..., 0) e y = (O,..., O, j . O,..., 0) resu l ta : 

d\x, y) = (1 - 6y)(-l- + ij = 1 n + 1 [3 .18] 

ii) Muestras correspondientes a una distribución multinomial negativa. 

Las c o o r d e n a d a s de u n ind iv iduo v i enen d a d a s por : 

31og/>(xi, •..,X„|/7l, ....Z)^) _ Xi r 

dpt Pi 1 - l p l 

d o n d e IPI = p , + ••• + p„. 

E n Oller (1982) e n c o n t r a m o s : 

r_ 
1 - IPl 

1 X 4 . 1 
iPi 1 - IPI J 

y la d i s t anc ia e n t r e dos ind iv iduos x = (X5,...,x„) , y = (j;^,..., j;„) v iene d a d a po r : 

pj 
- 1 (x, - y^{xj - ;;y) = 

_ 1 - IPl [3 .19] 
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iii) Muestras de tamaño m de una distribución normal univariante 

p{x, x̂ lti.â ) = ( A T^M 
V ( ^ ) 

L a s c o o r d e n a d a s de u n ind iv iduo v ienen d a d a s por : 

5M 

m 2 2 
a i / 1 2x {Xi — \í) - me 

aiog/?(xi....,xJ[x.a ) _ ^ ^ 

T e n i e n d o p r e s e n t e q u e el t e n s o r mé t r i co es d e la fo rma : 

G = 

m O 

2m 

a J 

a pa r t i r de la p r o p o s i c i ó n 3.6. y de [3.15] y [3.16], la d i s t anc ia e n t r e dos ind iv iduos 

X = , y = (yx,...,y„) es : 

rf'(x,y) = - ^ ( 2 a ' ( x - y)2 + {S\x) - sHy)f) [3 .20] 

m 
d o n d e X = -^zxiysHx) = -^Í¿^{x¡ - ix)\ 

iv) Muestras de tamaño m de una distribución de Wald ( inversa gaussiana). 

x „ | X , r t = n ( - ^ ) T e x p - ( ' ^ < a ^ ) 
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L a s c o o r d e n a d a s de u n ind iv iduo v i enen d a d a s p o r : 

dÍogp{Xi,...,x„\k, \i) 
m 

diogpiXi,...,xJX,ii) ^ 

m 

1 / m _ t= t _ V 1 s . m 

El t enso r mé t r i co es de la fo rma: 

G = 

m 

rrík 

y la d i s tanc ia e n t r e d o s ind iv iduos x = {x^,...,x„) , y = O'i ym) r esu l ta : 

à\x,y) 
2 mil" 

v) M u e s t r a s de t a m a ñ o m de u n a dis t r ibución logíst ica. 

p { x ^ I a, P) = U-rrr sech\{x¡ - a)/ 2 P) 
/=1 4 p 

(X, , . . . .XJÊR'" a e R PeR^" 

L a s c o o r d e n a d a s de u n ind iv iduo v i enen d a d a s p o r : 

51og/Kx, 1 xja, p) _ 1 . , / - g ^ 

T í / ^ H - 2 p - ; 

51ogp(xi,...,A:^|ra;p) ^ 

ÔP 
m - I 

m X, — 

P í=l P̂  
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El t e n s o r m é t r i c o es de la fo rma: 

G = 
m O 

% mjn^ 1- 3) 

9f 

y la d i s t anc ia e n t r e d o s ind iv iduos x = (x, x„) e y = (p, j ; ^ ) resul ta : 

rf'(x, y) = 3 S (T(x,) - Tiyi)) 
lt=\ 

+ 
P^(n^ + 3) L/=i 

I {X, r(x,) - y, T(y¡) + a{T(x,) - Tiyi))] 

[3 .22] 

d o n d e nx,) = f g A ^ i L f L ^ . 

vi) Muestras de tamaño 1 de ima distribución normal multivariante con matriz de 

covarianzas conocida. 

/KAHíi.Io) = (2") t i Z o l Í e x p ( - -^{X - |i)'Zo \ ^ - »0) 

d o n d e P„iR) es el g r u p o de m a t r i c e s regu la res s imét r icas y def inidas pos i t i va s a 

coeficientes rea les . 

L a s c o o r d e n a d a s de u n ind iv iduo las e x p r e s a m o s en n o t a c i ó n mat r ic ia l : 

--Zo iX-ii) 

El t e n s o r m é t r i c o es: 

G '(0) = Zo 
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5e„ 2 2 [ | I | düij p = i^ = i 2 f p 1 •< 

d o n d e G„ = a = 1,—, " ^ " ^ a = (/ — i){n — -^) + j y i ^ J y d o n d e a'^ son los 

e l e m e n t o s de Z " ' . 

El t en so r mé t r i co resu l ta : 

G '(0) = H 

d o n d e / / B P n { n + \ ) def inida p o r = '^ikPji^iPjk^ d o n d e 
2 

a, 3, ijXl - l."-. n con i ^ J y k ^ l. 

y la d i s tanc ia e n t r e dos ind iv iduos X e Y es: 

d\X,Y) = {X- Y)% \ X - Y) [3 .23] 

exp res ión q u e co inc ide f o r m a l m e n t e , c o n la c o n o c i d a d i s tanc ia de M a h a l a n o b i s , 

a u n q u e es ta ú l t i m a definida en t r e p o b l a c i o n e s , M a h a l a n o b i s (1936) . 

vü) Muestras de tamaño 1 de una distribución normal multivariante con vector de medias 

conocido. 

p{X\^,T) = (271)- f | S r Í e x p ( - 1-iX - » i o ) ' Z ' ' ( ^ " |io)) 

X.iioeR" I.eP„{R) 

d o n d e P„{R) es el g r u p o d e m a t r i c e s r egu la res s imétr icas y def inidas pos i t i vas a 

coeficientes rea les . 

L a s c o o r d e n a d a s de u n ind iv iduo v ienen d a d a s po r : 
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L a d i s tanc ia e n t r e dos ind iv iduos X = {xi,...,x„) e r = {y\,.,.,y„) r esu l ta finalmente: 

d\x,r) - M i {o,kOj, + o¡pj,)i^ - 1 ) ( - ^ - 1) 

4 IJ,kJ= 1 ^ 2 2 

I L {oV + oP-'a")|0 'p - mp)(y^ - m^) - {x^ - mj,){x^ - m^)] 

[ i (a'"^a*' + a^'a'*)[Cyp - m^)0' , - - (x^ - m^){Xg - m,)ll} [3 .24] 
P.9 = l 

d o n d e Ho = (w, ^ ) . 

E n n o t a c i ó n ma t r i c í a l l l egamos a la s igu ien te expres ión : 

d\x,Y) = M{^Y'I.~^ Í^Yf + {AX'-L'^ Ù^X)^ - 2{^Xl: ' A y ) ^ ] [3 .25] 

d o n d e AX = X- Hoy AY= Y - Ho-

viii) Muestras de tamaño 1 de una distribución normal multivariante. 

/ 7 № . X ) = ( 2 n ) - f H r T e x p ( - ^{X - \X - p)) 

A-, M e R" Z G P„{R) 

d o n d e P„(R) es el g r u p o de m a t r i c e s regu la res s imét r icas y def inidas pos i t i va s a 

coeficientes rea les . 

T e n i e n d o en c u e n t a q u e el t e n s o r mé t r i co es de la fo rma : 

G = 
O / / - 1 

e Pn{n + \){R) 
2 
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d\x, Y)=^{X- Y)'1.~\X - n + 

I r + ^ [ ( A K ' E ' AIO ' + {AXJ.~' ^X)'• - 2 ( A A ^ - ' A r ) ' . - 1 1 
[3 .26] 

d o n d e A A ' = A ' - n y A r = K-ji. 
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d o n d e H t i ene el m i s m o signif icado q u e en el a p a r t a d o an t e r i o r , y c o n s i d e r a n d o la 

p r o p o s i c i ó n 3.6. la d i s t anc ia en t r e d o s ind iv iduos X = {x^,..., x„) e. K = {y^ y„) r e su l t a 

ser la s u m a d e las exp re s iones [3.23] y [3.25]. 



I l i - Distancias entre individuos estadísticos 

74 

3.4. Distancia estructural 

E n el desa r ro l lo del p r e s e n t e a p a r t a d o , {x,À) será u n espac io medib le , c o n la 

supos ic ión ad ic iona l de q u e x t i ene u n a e s t r u c t u r a d e e spac io de B a n a c h real (x. II ll̂ )̂ 

d e d i m e n s i ó n m < oo, d o n d e es u n a n o r m a en x q u e t e n d r á a s o c i a d a u n a m é t r i c a 

d. 

L a d i s t anc ia al c u a d r a d o en t r e d o s p u n t o s p r ó x i m o s x , x + dxex, v e n d r á d a d a 

u t i l i z ando d icha mé t r i c a p o r : 

ds^ = \\dxf^ 

La definición de la ap l i cac ión [3.5] 5:x E^, n o s p e r m i t e la i n t r o d u c c i ó n d e u n a 

mé t r i ca en x def in iendo la d i s t anc ia e n t r e d o s p u n t o s x , x + dxmx, c o m o la d i s t anc ia 

en S e n t r e sus r e spec t ivas f o r m a s l ineales a s o c i a d a s , d o n d e 5 es el c o n j u n t o i m a g e n de 

X p o r la ap l i cac ión 5, 8(x) = S. 

5(x) = K* 

5(x + dx)= Y* + dY* 

Bajo c o n d i c i o n e s gene ra l e s , 5 es u n a v a r i e d a d , d o n d e i n t r o d u c i e n d o la m é t r i c a 

G ~ \0) el e l e m e n t o de l ínea resu l ta : 

ds^ = g^dytdyj ij=i,...,n [3 .27] 

d o n d e son las c o o r d e n a d a s en 

C o n t i n ú a s i endo vá l ido el c o m e n t a r i o e f e c t u a d o en el a p a r t a d o 3.2. en el s e n t i d o 

de q u e és sob re l as c lases de equ iva l enc i a d e x sob re las cua les es tá r e a l m e n t e def inida 

la d i s t anc ia , a p e s a r d e refer i rnos a e l e m e n t o s de x-
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r e s u l t a n d o : 

= ijS'lo^pixm a^logp(xlO) 
* dQfix^ « dQjdx^ P 

_ j ; a ' l o g p ( x | 0 ) logp(x |0) 

d o n d e l l a m a n d o : 

_ _y3^1og/Kx|0) a^log/KxIO) p_ 

p o d e m o s escribir: 

ds^ = g„^dx^dxp [3 .30] 

La m a t r i z G = [gy] son las c o m p o n e n t e s d e u n t e n s o r de s e g u n d o o r d e n , c o v a r i a n t e 

s imét r i co y e n genera l semidefmido p o s i t i v o . L a v a r i e d a d r e s u l t a n t e será p o r t a n t o e n 

genera l u n a va r i edad s e m i - R i e m a n n i a n a . 
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Ta l y c o m o d e s a r r o l l a r e m o s a c o n t i n u a c i ó n , es pos ib l e , ba jo c o n d i c i o n e s 

genera les , t r a s l a d a r el cá lcu lo de la d i s t anc ia al e spac io % i n t r o d u c i e n d o en es te ú l t i m o 

u n a fo rma c u a d r á t i c a diferencial m e d i a n t e u n a t r a n s f o r m a c i ó n de las c o o r d e n a d a s . 

I m p o n g a m o s c o m o c o n d i c i ó n de r e g u l a r i d a d la ex is tenc ia de las de r i vadas 

pa rc ia l e s - ~ - , es pos ib l e e n t o n c e s e fec tua r la t r a n s f o r m a c i ó n s iguiente : 
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S igu iendo el cr i ter io u t i l i zado h a s t a es te m o m e n t o , p a r e c e m á s c o n v e n i e n t e , en 

aque l l o s ca sos en q u e sea pos ib l e , la u t i l i zac ión de la d i s t anc ia en el c o n j u n t o 

S(x) — S, en l u g a r de la d i s t anc ia euc l idea o rd ina r i a en el e spac io t a n g e n t e d u a l , p u e s t o 

q u e s u p o n e en c ier ta m a n e r a a p r o v e c h a r m a s la i n f o r m a c i ó n p r o p o r c i o n a d a p o r la 

o r g a n i z a c i ó n del " e spac io" en el cua l se e n c u e n t r a n los ind iv iduos . 

T e n g a m o s en c u e n t a los s igu ien tes r e s u l t a d o s : 

Proposición 3.7 . Si el s u b c o n j u n t o del e s p a c i o t a n g e n t e d u a l q u e c o r r e s p o n d e a la 

i m a g e n de x p o r la ap l i cac ión 5 definida en [3.5], 5(x) = -S", es u n c o n j u n t o c o n v e x o , la 

d i s t anc ia e s t r u c t u r a l e n t r e d o s fo rmas l ineales pe r t enec i en t e s a S , co inc ide c o n su 

d i s t anc ia i n m e d i a t a e n £ ¿ . 

Demos t r ac ión . Ev iden t e a p a r t i r d e las def in ic iones p r o p o r c i o n a d a s e n el p r e s e n t e 

c a p í t u l o • 

Coro la r io . La d i s t anc ia i n m e d i a t a [3.7] b a s a d a en la e s t r u c t u r a euc l idea del e spac io 

t a n g e n t e dua l co inc ide c o n la d i s t anc i a e s t r u c t u r a l si los i nd iv iduos p e r t e n e c e n a 

d i s t r ibuc iones u n i p a r a m é t r i c a s . 

Demos t r ac ión . E v i d e n t e a p a r t i r de la P r o p o s i c i ó n 3.7., al ser en es te caso la d i m e n s i ó n 

de £¿ igual a l . " 

I n t e r e s a r á e s tud i a r la c o n v e x i d a d del c o n j u n t o S p a r a decidir la u t i l i zac ión de u n a 

u o t r a d i s tanc ia . V e a m o s el s igu ien te r e s u l t a d o : 
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Proposición 3 .8 . Sea la d i m e n s i ó n del e spac io m u e s t r a l igual a 1. Si las de r i vadas 

pa rc ia l e s diiogp{x\0) / = l,...,n s o n l i nea lmen te i n d e p e n d i e n t e s , el c o n j u n t o 5 n o es 

c o n v e x o . 

Demos t r ac ión . E n efecto , si la d i m e n s i ó n de x es 1 , 5 r e p r e s e n t a u n a c u r v a en y será 

c o n v e x o ú n i c a m e n t e si d icha cu rva es u n a r e c t a c o n t i n u a . Las c o o r d e n a d a s de u n 

ind iv iduo X s e r á n 3, log/7(jc|0) / = 1 , . . . , n . Si 5 es u n a recta las c o o r d e n a d a s se rán u n a 

func ión l ineal 

3, log/<x|0) = X{x)v, + ti i = 1 , . . . . « 

d o n d e X(x) es u n a func ión c o n t i n u a . 

D e b i d o a q u e log/)(x|0)) = O / = l,...,n , o b t e n e m o s q u e 

= - V, E{X{x)) i = 1 , . . . , n, y p o r t a n t o : 

d,logp{x\0) = v¡{X{x) - E{X{x))) = viix{x) 

c o n lo q u e d a d a s d o s c o o r d e n a d a s : 

d¡\ogp[x\Q) = v,\x{x) 

djìogp{x\(ì) = vj[iix) 

se c o m p r u e b a i n m e d i a t a m e n t e su d e p e n d e n c i a l ineal . 

Si S es c o n v e x o las de r ivadas pa rc i a l e s del l o g a r i t m o de la dens idad r e s p e c t o a 

los p a r á m e t r o s son l i n e a l m e n t e d e p e n d i e n t e s dos a d o s • 

C o m o u n caso p a r t i c u l a r de la p r o p o s i c i ó n a n t e r i o r c o n s i d e r e m o s q u e o c u r r e 

c u a n d o los i nd iv iduos son m u e s t r a s de t a m a ñ o l de u n a d i s t r i b u c i ó n n o r m a l 

u n i v a r i a n t e . 
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5n -2 a 

2 2 

da ^ 3 

El s u b c o n j u n t o 5 = 5(x) será c o n v e x o si p a r a cua lqu ie r x,yBS y para O ^ t ¿ l se 

c u m p l e q u e íx + (1 — í)yeS. Se d e b e c u m p l i r p o r t a n t o la ex is tenc ia de u n o s va lo re s 

zj z„ ta les q u e : 

f i ^ J — + ( 1 _ , ) - ' = > -

Z (x, - ]iy - mo' £ D'i - il) - mo X (z, - \iy - w k t ^ 

, ÍZJ + ( , _ , ) i ^ J = i z j ^ 

o^ a-* 

l l egándose finalmente a las i g u a l d a d e s : 

z = í J + (I - {)y 

(z") = í(x2) + (1 - OO") 
[3 .31] 

d o n d e mx = T x, y m(x^) = ¿ x? . 
/=1 ' ^ /=1 ' 

Es te s i s tema es i n c o m p a t i b l e p a r a m u e s t r a s de t a m a ñ o u n o , c o n lo cua l el c o n j u n t o 5 

n o será c o n v e x o , ta l y c o m o y a s a b í a m o s d e b i d o a la p r o p o s i c i ó n 3.8. V a m o s a 
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Proposición 3.9. La i m a g e n del e spac io m u e s t r a l % p o r la ap l i c ac ión [3.5] c u a n d o los 

ind iv iduos son m u e s t r a s de t a m a ñ o m d e u n a d i s t r ibuc ión n o r m a l u n i v a r i a n t e , es u n 

s u b c o n j u n t o c o n v e x o de £^ si y sólo ú 2. 

Demos t rac ión . L a s c o o r d e n a d a s son: 
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Llamerrtos a ^ z y ¿» = (z^) y t o m e m o s so luc iones de la f o r m a 

7, = a + A, / 1 tri, r e s u l t a e n t o n c e s q u e a = z = a + A y p o r t a n t o A = 0. A d e m á s 

h = (z^) = + loh + (A^) = + (A^). Las s o l u c i o n e s se o b t e n d r á n de: 

t o m e m o s hj ^ O / = 3,...,m y A, = — Aj, e n e s t a s c o n d i c i o n e s A] = )'^^-

Exis t i rá so luc ión s iempre q u e 6 - O, c o m p r o b e m o s q u e é s to ú l t imo es c ie r to 

s iempre . R e c o r d e m o s q u e {x^) ^ (x)^, p o r t a n t o : 

b-a^ = í{x^) + O ~~í){y^) ~ t\xf - 2í(l - t)xy - (I - tfiyf > 

^ t(x^) + (l ^ t^xha ~ 2í(l - t)5Ey - (1 - oV̂ ) = 

= í(l - t){x^) ^ lO- l){y^) ~ 2/(1 - ()xy = /(1 - 0((^^) + (y^) - 23cJ) ^ 

^ í(l - í){{x)^ + (yf ' Txy) = /(1 - t){x -y)^ >0 • 

La distaí icia en t re i n d i v i d u o s q u e c o r r e s p o n d e n a m u e s t r a s de t a m a ñ o u n o de u n a 

d i s t r ibuc ión N o r m a l u n i v a r i a n t e , se rá p o r t a n t o c o n v e n i e n t e ca lcu la r la u t i l i z a n d o la 

d i s t anc ia geodés ica en t re i nd iv iduos . P r o c e d e r e m o s a c o n t i n u a c i ó n a su o b t e n c i ó n . 

V2;to^ 

X, ц e R CTeR^ 

La m a t r i z inversa del t e n s o r mé t r i co es igual a: 
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c o m p r o b a r a h o r a q u e el s i s t ema t i ene so luc ión p a r a m u e s t r a s de t a m a ñ o m a y o r o igual 

a dos . 
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- ^2 22 _ a „12 _ „21 _ ri 
^ = CT g = — g - g = 0 

a^log/>(x|n,CT^) _ 1 3Mogp(xJn,a^) _ 2(x - yi) 
ô[idx dodx 

El e l e m e n t o d e l inea resu l ta : 

ds [3 .32] 

La d i s tanc ia e n t r e d o s p u n t o s jc' y x^ será: 

[3.33] 

E f e c t u a n d o el c a m b i o V, o b t e n e m o s : 

q u e m e d i a n t e el n u e v o c a m b i o y = sht = -——, resu l t a : 

4V2 2 2 

o b ien: 

J = — r = r { s h 2I2- sh2t] + 2Í2 - 2/,) 
4 V 2 

[3..34] 

U n c a m b i o a l t e r n a t i v o : 

X - \í _ 
= y [3.35] 
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n o s Uova a: 

s = + 1 dy 

r e s u l t a n d o : 

4 W] 4 14 

"2 
[3 .36] 

d o n d e u = y/l + 2y^ - yJly. 
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IV. Aplicaciones de las Distancias entre individuos. 

E n es te cap í tu lo p r e s e n t a m o s a l g u n a s ap l i c ac iones de las d i s t anc i a s e n t r e 

ind iv iduos a la e s t i m a c i ó n de p a r á m e t r o s , u t i l i z a n d o t a n t o la d i s t anc ia i n m e d i a t a c o m o 

la e s t r u c t u r a l , a la ver i f icación d e h ipó t e s i s e s t ad í s t i cas y a los p r o b l e m a s de 

d i sc r iminac ión de ind iv iduos . 

4 . 1 . E s t i m a c i ó n de p a r á m e t r o s . 

4 .2. C o n t r a s t e de h ipó tes i s . 

4 . 3 . Clas i f icación y d i sc r iminac ión . 
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4 ( x , x ) = 4¿ ( 5 ( x ) , 5 ( x ) ) [4 .1 ] 

d o n d e 6(x) = r* es la fo rma l ineal a s o c i a d a c o n el i nd iv iduo x a t r a v é s de la ap l i c ac ión 

5 def inida en [3.5]. 

4.1. Estimación de Parámetros. 

4.1.1. Procedimiento general. 

D e n t r o d e las pos ib l e s ap l i cac iones de l as d i s t anc i a s en t r e i nd iv iduos p a r a en foca r 

desde u n p u n t o de v is ta g e o m é t r i c o d iversos a s p e c t o s de la es tad í s t i ca , d e s t a q u e m o s la 

definición de u n m é t o d o genera l de e s t i m a c i ó n b a s a d o en c o n s i d e r a c i o n e s g e o m é t r i c a s . 

Sea (x, A) u n e spac io m e d i b l e s o b r e el q u e t e n e m o s definido u n m o d e l o e s t ad í s t i co 

r e p r e s e n t a d o p o r -F^^©) = {/j = / ( • , O ) :O6 0 } , donde G = (Oj 9 J s o n los p a r á m e t r o s 

d e la dens idad y 0 el e spac io p a r a m é t r i c o . 

Sea X = (X],..., x„) u n a m u e s t r a a l ea to r i a q u e s u p o n e m o s p r o v i e n e de u n a 

p o b l a c i ó n t eó r i ca , e n t e n d i d a c o m o u n e l e m e n t o de la familia p a r a m é t r i c a F^J•0) 

c a r a c t e r i z a d o p o r u n d e t e r m i n a d o va lo r d e los p a r á m e t r o s . El p r o b l e m a d e la 

e s t i m a c i ó n es d e t e r m i n a r d e a l g u n a f o r m a el v a l o r de d i chos p a r á m e t r o s a p a r t i r d e la 

i n f o r m a c i ó n faci l i tada p o r la m u e s t r a . 

El p r o c e d i m i e n t o p r o p u e s t o p o r n o s o t r o s , se b a s a en d e t e r m i n a r la d i s t anc i a en t r e 

la m u e s t r a o b t e n i d a x y o t r a h i p o t é t i c a m u e s t r a x s u p o n i e n d o a m b a s p r o c e d e n t e s de 

u n a p o b l a c i ó n es tad í s t i ca c a r a c t e r i z a d a p o r u n va lo r O = (0,,.. . , 0„) de los p a r á m e t r o s , 

u t i l i z ando p a r a ello la d i s t anc i a en el e s p a c i o t a n g e n t e dua l e n t r e sus r e spec t ivas 

f o r m a s l ineales a s o c i a d a s . 
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4.1.2. Estimación utilizando la distancia inmediata. 

La d i s t anc ia en t r e la m u e s t r a x y u n a m u e s t r a h i p o t é t i c a x, u t i l i z ando la d i s t anc ia 

eucl idea en el e s p a c i o t a n g e n t e d u a l , r e su l t a , u t i l i z a n d o u n a n o t a c i ó n mat r i c ía l : 

d\x, X) = 4¿(5(x), 5(x)) = 

84 

U n a fo rma r a z o n a b l e p a r a e s t imar el v a l o r real de los p a r á m e t r o s de la p o b l a c i ó n de 

la cual p r o v i e n e la m u e s t r a x p u e d e ser t o m a r a q u e l va lor de los p a r á m e t r o s O q u e 

min imice la e s p e r a n z a d e la d i s t anc ia al c u a d r a d o en t r e x y la m u e s t r a x . 

EQÍd\k, X)) = ] p (x |0 ) r f^i , x) d n(x) [4 .2 ] 

P o r t a n t o , y s u p u e s t a la ex is tenc ia del m í n i m o p a r a la e s p e r a n z a de la d i s t anc ia al 

A 
c u a d r a d o , la e s t i m a c i ó n O verif icará: 

E'Jd\x, X)) = min EQ{d\k, x)) [4 .3 ] 

Se t r a t a de u n cr i ter io m e r a m e n t e g e o m é t r i c o p u e s t o q u e d a d a u n a m u e s t r a 

a s i g n a m o s c o m o p a r á m e t r o s aque l lo s q u e def inen la p o b l a c i ó n es tad í s t i ca q u e t i e n e sus 

ind iv iduos , m á s c e r c a n o s , en p r o m e d i o , a la m u e s t r a o b t e n i d a . 

D e b e m o s h a c e r n o t a r q u e el m í n i m o exigido en [4.3] n o t i ene p o r q u e exist ir 

n e c e s a r i a m e n t e , asi m i s m o r e s a l t e m o s q u e el r e s u l t a d o de la e s t i m a c i ó n d e p e n d e r á d e 

la definición d e la d i s t anc i a en t r e i nd iv iduos q u e u t i l i zemos . A l posee r d o s d i ferentes 

def iniciones p a r a la d i s t anc i a e n t r e e l e m e n t o s del e spac io t a n g e n t e d u a l o en t r e 

ind iv iduos , la d i s t anc ia i n m e d i a t a y la d i s t a n c i a e s t r u c t u r a l , l a s e s t i m a c i o n e s o b t e n i d a s 

difer i rán en t a n t o q u e l a s d i s t anc i a s t a m b i é n dif ieran. 
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= (aologp(¿10)yG '(Q)(aologp(x|0)) + n 

[4 .5 ] 

d o n d e h e m o s t e n i e n d o en c u e n t a q u e E(30 logp(x|0)) = 0. 

R e s u l t a igual a la s u m a del n ú m e r o d e p a r á m e t r o s y la n o r m a al c u a d r a d o del 

v e c t o r de c o o r d e n a d a s de la m u e s t r a x en el e spac io t a n g e n t e dua l . 

El m í n i m o se a l c a n z a , c a s o de existir , c o m o so luc ión de: 

| | 3o logp(x |0 ) | | = O [4.6] 

D i c h a so luc ión , ba jo las h a b i t u a l e s c o n d i c i o n e s d e r e g u l a r i d a d , se c o r r e s p o n d e 

c o n la a n u l a c i ó n de las n e c u a c i o n e s de ve ros imi l i tud 

^ M ! ^ = 0 n [4 .7 ] 
o\3¡ 
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3olog/K¿|0) - 9 „ l o g p ( x | 0 ) ] ' G - ' (G)[aologp(x|0) - ao logp(x |0 ) ] [4.4] 

d o n d e Í7~'(0) es la m a t r i z a soc i ada al p r o d u c t o esca la r del e spac io t a n g e n t e dua l . 

La e s p e r a n z a de la d i s tanc ia al c u a d r a d o es en es te caso : 

E^{d\k,x)) = (aologp(xlO)) 'G- '(0)(aolog/>(x|0)) 

- 2(^0 logp(x|0)) 'G - '(0)£(5o logMxlO)) + £((3o logp(xlO))'G " \Q){dQ log/<x|0))) = 

= (^0 log/Kx|G))'G - ' (9)(5o logMxIO)) + £(traza(G " ' (G)(3o logp(x!0))(ae log/>(xlO))')) 

= (3ologp(¿10)) 'G-'(Q){3ologp(¿10)) + traza(G-'(G)£((3ologp(xlO))(3ologp(x|0)) ')) 
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Los r e su l t ados de e s t imac ión co inc id i rán con los o b t e n i d o s p o r el m é t o d o clásico 

d e m a x i m i z a r la función de veros imi l i tud de la m u e s t r a , c a s o de exist ir u n m á x i m o p a r a 

t a l función. Sin e m b a r g o el m é t o d o de m i n i m i z a r la e s p e r a n z a del c u a d r a d o de la 

d i s t anc ia n o i m p o n e n i n g u n a res t r icc ión s o b r e los ceros de las e c u a c i o n e s d e 

veros imi l i tud , n o exige b u s c a r u n m á x i m o p a r a la veros imi l i tud . E n este s en t ido 

p o d r í a m o s c o n s i d e r a r q u e la o b t e n c i ó n de e s t i m a d o r e s m á x i m o veros ími les impl ica la 

o b t e n c i ó n de d i s t anc ia m í n i m a , p e r o n o así a la inversa . N o es la p r i m e r a o c a s i ó n e n 

q u e se p l a n t e a la u t i l izac ión de so luc iones de las e c u a c i o n e s de veros imi l i tud q u e n o 

se c o r r e s p o n d e n con el m á x i m o de la m i s m a p a r a la o b t e n c i ó n de e s t i m a c i o n e s , D u d a 

y H a r t (1973) , i n t e n t a n eva lua r la func ión d e veros imi l i tud c o r r e s p o n d i e n t e a u n a 

mezc la de d i s t r ibuc iones n o r m a l e s d o n d e t o d o s los p a r á m e t r o s son d e s c o n o c i d o s , y 

e n c u e n t r a n q u e la veros imi l i tud p u e d e h a c e r s e a r b i t r a r i a m e n t e g r a n d e si la v a r i a n z a 

t i e n d e a ce ro , p o r t a n t o la so luc ión m á x i m o veros ími l es s ingular . Sin e m b a r g o a d u c e n 

q u e e m p í r i c a m e n t e se o b t i e n e n e s t i m a c i o n e s r a z o n a b l e s u t i l i z ando el m a y o r de los 

m á x i m o s loca les de la func ión d e ve ros imi l i tud . N o s o t r o s i r í amos m á s lejos 

p r o p o n i e n d o c o m o r e s u l t a d o de la e s t i m a c i ó n cua lqu i e r ra íz c o n s i s t e n t e de las 

e c u a c i o n e s de veros imiHtud. 

P r e s e n t a m o s a c o n t i n u a c i ó n a l g u n o s r e s u l t a d o s ya c o n o c i d o s s o b r e la ex is tenc ia 

d e so luc iones de las e c u a c i o n e s de ve ros imi l i tud . 

Bajo las c o n d i c i o n e s d e r egu la r idad del c a p í t u l o 2 , a las q u e a ñ a d i m o s : 

B l . Las o b s e r v a c i o n e s x ¡ , . . . s on i n d e p e n d i e n t e s e i d é n t i c a m e n t e 

d i s t r ibu idas c o n función d e d e n s i d a d />(|0) O e 0 . 

B2. L a s d i s t r i b u c i o n e s c o r r e s p o n d i e n t e s p o s e e n s o p o r t e c o m í m y son 

ident i f icables , es decir 0 ^ 0 ' impl ica q u e p(-|0) f />(|0'). 
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30,30, dQk 

B4. Ex i s t en func iones My^ ta les q u e p a r a t o d o ij,k = 1 n 

log /KxIO) ¿. Mfjk{%) para todo O g 0 
30,30; 30fc 

d o n d e E^^iMy^ix)) < oo 

E n t o n c e s : 

Proposic ión 4 . 1 . ( T e o r e m a de Consis tenc ia de C r a m e r ) C o n p r o b a b i l i d a d t e n d i e n d o a 

u n o c u a n d o n -* oo existen so luc iones de las e c u a c i o n e s de veros imi l i tud 

— 3 0 ^ ^ 

ta les q u e c o n v e r g e n a ÜQ en p r o b a b i l i d a d , es decir son cons i s t en te s . 

Demos t r ac ión . P u e d e e n c o n t r a r s e e n L e h m a n (1983) . 

D e s t a q u e m o s q u e el e s t i m a d o r m á x i m o veros ími l n o co inc ide n e c e s a r i a m e n t e c o n 

la raiz cons i s t en t e g a r a n t i z a d a p o r la p r o p o s i c i ó n an t e r io r . P o r e j emplo Kraf t y L e c a m 

(1956) p r o p o r c i o n a n u n e j emplo e n el q u e el e s t i m a d o r m á x i m o veros ími l exis te , es 

t ín ico y satisface las e c u a c i o n e s de ve ros imi l i tud , a u n q u e n o es c o n s i s t e n t e . 

En Bandor íT-Nie lsen (1978) o M a k e l a i n e n e t al . (1981) p u e d e n e n c o n t r a r s e 

t a m b i é n c o n d i c i o n e s suficientes p a r a la ex is tenc ia o exis tencia y u n i c i d a d de ra ices de 
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B3 . Exis te u n a b i e r t o W<=^Q q u e c o n t i e n e el v e r d a d e r o p u n t o de los 

p a r á m e t r o s OQ tal q u e p a r a casi t o d o x exis ten las de r i vadas t e rce ras 

^ —p{x\0) para todo OeW 
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d o n d e n e R , p > O y es u n a func ión F : R"^ U {0} -+ R"^ U {0} q u e sat isface: 

F{u^)du = 1 
• '-00 

A s u m i e n d o q u e : 

las e c u a c i o n e s de veros imi l i tud . D e s t a q u e m o s q u e si /»(x|0) es u n a familia e x p o n e n c i a l 

m u l t i p a r a m é t r i c a n o d e g e n e r a d a , e n t o n c e s exis te c o m o m á x i m o u n a so luc ión . 

4.1.3. Estimación utilizando la distancia estructural. 

La pos ib i l idad de rea l izar la e s t i m a c i ó n u t i l i z a n d o c o m o d i s t anc i a e n t r e ind iv iduos 

la d i s t anc ia geodés ica def inida en 3.4 n o s i m p o n e u n a reflexión s o b r e la c o n v e n i e n c i a 

d e e m p l e a r u n a u o t r a e s t im ac ión . 

B a s á n d o n o s en el c o r o l a r i o de la P r o p o s i c i ó n 3.7., en c a s o de q u e los i nd iv iduos 

p e r t e n e z c a n a d i s t r i buc iones u n i p a r a m é t r i c a s , la la d i s t anc ia e s t r u c t u r a l co inc ide c o n 

la d i s t anc ia i n m e d i a t a , y p o r t a n t o la e s t i m a c i ó n u t i l i z a n d o la d i s t anc ia e s t r u c t u r a l se 

r e d u c e a lo c o m e n t a d o en el a p a r t a d o an t e r i o r . 

E n la P r o p o s i c i ó n 3.8., h e m o s d e m o s t r a d o q u e si el t a m a ñ o m u e s t r a l es w = 1, y 

la d i m e n s i ó n del e s p a c i o p a r a m é t r i c o es n ^ 2, la s u b v a r i e d a d 5 n o es c o n v e x a , las 

d i s t a n c i a s i n m e d i a t a y e s t r u c t u r a l difieren, y p o r t a n t o los r e s u l t a d o s de la e s t i m a c i ó n 

t a m b i é n d e b e r á n diferir. 

V e a m o s c o m o e j emp lo la famil ia p a r a m é t r i c a definida p o r la func ión d e dens idad : 
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6 = f * {l + 2 {SeF){u^)u^f Fiu^) du < co 
J — oO 

d o n d e SíT = —r- P u e d e c o m p r o b a r s e fác i lmente q u e el inverso de la m a t r i z de 

i n f o r m a c i ó n de F i she r es : 

* a 

A d e m á s s u p o n i e n d o .SfjF de r ivab le r e s p e c t o x: 

d iogp 
8^1 dx 

l ogp _ I 
3(3 dx 

d o n d e A " ) = - 2 { ^ F ( m ) + 2{^F)'{,u)ü) y g{u) = - 4 {(JSfF)'(")w^ + ^F(u)}. P o r t a n t o a 

p a r t i r d e [3.29] y [3.30] t e n e m o s : 

d o n d e h{u) = ( - 1 / (") + - r g\u) u)"\ 

T e n d r e m o s q u e : 
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d o n d e h a c i e n d o los c a m b i o s z = ^ ^ y t = ^ ^ , r e su l t a : 

= C [ ''̂ ''̂  ^ ' ] ' ̂ '̂̂  1-«>[ io ' '^ ' '^ ' ^ ' l ' 

+ 2 J * ^ [ f A(r^) e/í] [ A(í^) </f] ÍXz^) rfz 

q u e al ser el s e g u n d o m i e m b r o i n d e p e n d i e n t e de la m u e s t r a y a n u l a r s e el t e r c e r o , 

r e su l t a 

JlKt')di 

d o n d e K es u n a c o n s t a n t e i n d e p e n d i e n t e de la m u e s t r a . L a e s t imac ión q u e m i n i m i z a 

la e s p e r a n z a del c u a d r a d o de la d i s t anc ia será p o r t a n t o : 

es decir \x = x, q u e d a n d o P i n d e t e r m i n a d a . 

C o m o u n c a s o p a r t i c u l a r del e j emp lo a n t e r i o r c o n s i d e r e m o s la d i s t r i b u c i ó n 

n o r m a l u n i v a r i a n t e , d o n d e F{t) = — p = - c 2 . P o r la P r o p o s i c i ó n 3.9, si el t a m a ñ o 

V 2 n 

m u e s t r a ! es supe r io r o igual a 2, 5 es c o n v e x a y p o r t a n t o la e s t i m a c i ó n de los 

p a r á m e t r o s se r ea l i za rá b u s c a n d o ra ices d e las e c u a c i o n e s d e ve ros imi l i tud , sin 

e m b a r g o en ca so de t r a b a j a r c o n m u e s t r a s d e t a m a ñ o = 1, la i m a g e n del e spac io 

m u e s t r a ] p o r la ap l i cac ión [3.5], n o es u n c o n j u n t o c o n v e x o , y t e n i e n d o en c u e n t a el 

r e s u l t a d o a n t e r i o r , la e s t i m a c i ó n r e s u l t a n t e será n = x q u e d a n d o a i n d e t e r m i n a d o . 

El r e s u l t a d o p r e s e n t a d o c o n t r a s t a c o n el q u e o b t e n e m o s a p l i c a n d o d i r e c t a m e n t e 

el m é t o d o de la m á x i m a veros imi l i tud , p u e s t o q u e o b t e n d r í a m o s c o m o e s t i m a c i ó n 
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A - A 

ti = jc , a = 0. C r e e m o s m á s c o h e r e n t e el r e s u l t a d o p r o p o r c i o n a d o p o r el m é t o d o de 

m i n i m i z a r la e s p e r a n z a del c u a d r a d o d e la d i s t anc ia , y a q u e al d i s p o n e r de u n a m u e s t r a 

de t a m a ñ o u n o , n o p o d e m o s c o n j e t u r a r n a d a s o b r e el p a r á m e t r o de d i spers ión de la 

d i s t r ibuc ión y p o r t a n t o la e s t i m a c i ó n q u e n o s p e r m i t e t o m a r u n va lo r a rb i t r a r io es 

m á s r a z o n a b l e q u e a q u e l l a q u e le a s i g n a el v a l o r 0. 
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min £i,(rf '(x,x)) = £ ¿ { J ^ x , x ) ) = £ , (x) 

min £^( í / ' (x ,x) ) = E- id\x,x)) = £^(x) 
ee© 2̂ 

O b t e n e m o s E^ y E^ s u s t i t u y e n d o en £^(<í (x ,x ) ) los p a r á m e t r o s O = (O, 6„) p o r 

sus e s t i m a c i o n e s d e d i s t anc ia m í n i m a d e n t r o d e c a d a u n a de las v a r i e d a d e s 

p a r a m é t r i c a s c o r r e s p o n d i e n t e s a la h ipó t e s i s n u l a //Q o a la h ipó te s i s a l t e r n a t i v a /7 , . 

P o d r í a m o s a d o p t a r c o m o cr i te r io d e dec i s ión , r e c h a z a r la h i p ó t e s i s n u l a //Q, 

c u a n d o £i (x) sea r a z o n a b l e m e n t e m a y o r q u e FjCx), al n o l o g r a r s e u n m í n i m o a c e p t a b l e 

p a r a la E{d^{x,\)). R e c h a z a r í a m o s p o r t a n t o la h i p ó t e s i s n u l a c u a n d o el coc i en t e : 

4.2. Contraste de Hipótesis. 

4.2.1. Consideraciones generales. 

O t r a pos ib l e ap l i c ac ión d e la d i s t anc ia e n t r e i nd iv iduos es la verif icación de 

h ipó te s i s es tad í s t i cas p a r a m 6 t r i c a s s o b r e los r e s u l t a d o s de u n e x p e r i m e n t o . 

C o n s i d e r e m o s u n c ie r to c o n t r a s t e d e h i p ó t e s i s def inido s o b r e los p a r á m e t r o s de la 

d e n s i d a d , d o n d e la h ipó t e s i s n u l a gene ra u n a c ie r ta r e s t r i cc ión s o b r e el e spac io 

p a r a m é t r i c o or iginal 0 , g e n e r á n d o s e u n a s u b v a r i e d a d q u e d e n o m i n a r e m o s 0 ^ , 

p o d e m o s r e p r e s e n t a r d i c h o c o n t r a s t e p o r : 

/ / , : O G 0 

P a r a verificar la ve rac idad de la h i p ó t e s i s n u l a d a d a u n a m u e s t r a x e x , 

c o n s i d e r e m o s los s igu ien tes e s t ad í s t i cos : 
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k = 

fuese su f ic ien temente g r a n d e . 

L a r eg ión crí t ica del tes t v e n d r á d a d a p o r t a n t o p o r 

W= I X ^ X,] [ 4 . 8 ] 

d o n d e Xg es u n a c o n s t a n t e q u e v e n d r á d a d a p o r la e lecc ión de u n coef ic iente de 

signif icación e ta l q u e P(X ^ X^UÍQ) ^ s . 

4.2.2. Hipótesis nula simple. 

4 .2 .2 .1 . Dis t r ibuc ión as in to t ica bajo la h ipótes is nu la . 

S u p o n g a m o s q u e d e s e a m o s c o n t r a s t a r u n a h ipó tes i s n u l a del t i p o HQ.Q = % . 

E n a p a r t a d o s p r e c e d e n t e s h e m o s c o m p r o b a d o q u e ba jo l as c o n d i c i o n e s d e 

r egu la r idad e n u n c i a d a s en el c a p i t u l o I I , las v a r i a b l e s a l e a t o r i a s 5, logp(x|0o) c u m p l e n 

lo s iguiente : 

£(3, log/<x|0o)) = O 

cov(3,logp(/j(xlO)|Oo), 5/log/>(/7(x|0)10o)) = gy(Oo) 

d o n d e g[j{%) son los e l e m e n t o s de la m a t r i z de i n f o r m a c i ó n de F i she r . 

T o m e m o s u n a m u e s t r a a l e a t o r i a de t a m a ñ o m , x = (x , , . . . , x^ ) p r o c e d e n t e de u n a 

p o b l a c i ó n , e l e m e n t o d e la familia p a r a m é t r i c a F ^ c a r a c t e r i z a d o p o r u n d e t e r m i n a d o 

va lo r d e los p a r á m e t r o s , s o b r e la cua l q u e r e m o s e f ec tua r el c o n t r a s t e def in ido 
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a n t e r i o r m e n t e . E n t o n c e s d¡logp{x\%) = = 5/log/>(x,(OQ) + ••• + 5;log/j(a:„|Oo) y p o r 

cons igu ien te , o b t e n e m o s las exp re s iones 

£(3,log/>(x|eo)) = O y cov(5,log;7(x|0o), 5ylog/Kx|Oo)) = w^,/Oo) . 

P a r a va lores de m e l evados , w -» «>, el vec to r a l ea to r io 

SelogMxIGo) = l}2l^!^y^x-NiO,G), es decir, c o n v e r g e en ley a 

X d o n d e X es u n v e c t o r a l ea to r io n - d i m e n s i o n a l d i s t r i bu ido segiin u n a n o r m a l 

m u l t i v a r i a n t e c o n v e c t o r de m e d i a s ce ro y m a t r i z d e c o n v a r i a n z a s igual a la m a t r i z de 

i n f o r m a c i ó n de Fisher . 

C o m o c o n s e c u e n c i a de lo a n t e r i o r y d e b i d o a las p r o p i e d a d e s de la n o r m a l i d a d 

m u l t i v a r i a n t e : 

(5o logp(x |Oo) /C7- ' (0) (5olog/ j (x |Oo)) - Y~xl [ 4 . 9 ] 

es decir , conve rge en ley a Y, d o n d e Y se d i s t r i b u y e según u n a j i - c u a d r a d o c o n n g r a d o s 

de l iber tad . 

La r eg ión crí t ica del tes t : 

/ / o : 0 = 0o 
[4 .10 ] 

/ / , : O =?t Oo 

ta l y c o m o la h e m o s def inido en (4.8], t e n i e n d o e n c u e n t a el r e s u l t a d o del a p a r t a d o 

4 .1 .2 . , v e n d r á d a d a p o r : 

W={x: (ao logMx|Oo))'G ~ '(Oo)(ao logMxjOo)) ^ c,} [4 .11 ] 

El t e s t o b t e n i d o e n (4.11] h a s ido t a m b i é n f o r m u l a d o i n d e p e n d i e n t e m e n t e ba jo la 

d e n o m i n a c i ó n de tes t de los M u l t i p l i c a d o r e s de L a g r a n g e , A i t c h i s o n y Silvey (1958) , 



IV - Aplicaciones de las distancias entre individuos 

d o n d e ¿"(O) = 3o]ogp(x |0) , y O es el e s t i m a d o r m á x i m o veros ími l b a s a d o en los d a t o s d e 

las K p o b l a c i o n e s . Bajo la h ipó t e s i s n u l a d e u n v a l o r c o m ú n de los p a r á m e t r o s p a r a l as 

K p o b l a c i o n e s , E]f se d i s t r i buye a s i n t o t i c a m e n t e según u n a j i - c u a d r a d o c o n niK - I) 

g r a d o s de l ibe r tad . 
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o tes t de los scores , T a r o n e (1988) , t a m b i é n d e n o m i n a d o del g r ad i en t e , y u t i l i zado p o r 

vez p r i m e r a p o r F i she r (1935) . 

E n t r e sus p r o p i e d a d e s d e s t a c a el ser a s i n t o t i c a m e n t e equ iva l en t e al t e s t de W a l d 

b a s a d o en e s t i m a d o r e s m á x i m o veros ími les y al t e s t de la R a z ó n de Veros imi l i tud , 

T a r o n e (1988) . 

U n a de las ap l i cac iones d e s a r r o l l a d a s p a r a el t e s t de los "scores" , es e n c o n t r a s t e s 

del t i po HQ-.Q = % vs . / / , : 9 f GQ, d o n d e g e n e r a l m e n t e n o exis te u n tes t l o c a l m e n t e de 

p o t e n c i a m á x i m a ( L M P ) , si e m b a r g o u t i l i z a n d o el e s t ad í s t i co 

se o b t i e n e el tes t a s i n t o t i c o i n s e s g a d o l o c a l m e n t e de p o t e n c i a m á x i m a ( L M P U ) , W a l d 

(1941) . Del m i s m o m o d o p a r a c o n t r a s t e s c o n vec to re s p a r a m é t r i c o s n - d i m e n s i o n a l e s 

//(, . 0 = Og vs . Hj-.O f OQ, se c o n s i d e r a u n e s t ad í s t i co idén t i co al def inido e n [4.11] c o n 

u n a d i s t r i buc ión a s i n t o t i c a j i - c u a d r a d o c o n n g r a d o s d e l ibe r t ad . Y p a r a c o n t r a s t e s 

s o b r e la igua ldad de p a r á m e t r o s e n t r e K p o b l a c i o n e s , se h a d e s a r r o l l a d o u n tes t b a s a d o 

en el e s tad í s t i co : 
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4.2 .2 .2 . Ejemplos.: i) Distribución normal univariante con varianza conocida. 

D e s e a m o s c o n t r a s t a r la h ipó te s i s : 

S i g u i e n d o el de sa r ro l lo p r e c e d e n t e es i n m e d i a t o que : 

^0 

p o r t a n t o si HQ es c ier ta : (hq - x)^ s igue u n a d i s t r i buc ión c o n u n g r a d o de 
«̂ 0 

l ibe r tad . 

N ó t e s e q u e en es te caso a l ser la d i s t r i buc ión d e 

jx - Mo) 

u n a N ( 0 , 1 ) , la d i s t r ibuc ión del e s t ad í s t i co es e x a c t a m e n t e u n a j i - c u a d r a d o d e u n g r a d o 

d e l ibe r tad , i n d e p e n d i e n t e m e n t e del t a m a ñ o m u e s t r a l m. 

ii) Dist i ibución de Poisson de parámetro \ . 

D e s e a m o s c o n t r a s t a r la h ipó te s i s : 

/ / , : X f Xo 

L L e g a m o s a o b t e n e r : 
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-1^ = 1 + ^ i ^ - ^ ' [4 .13] 

p o r t a n t o si HQ es c ie r ta {XQ - xf s igue a s i n t o t i c a m e n t e u n a d i s t r ibuc ión c o n u n 

g r a d o de l iber tad . 

iii) Dis t r ibuc ión M u l t i n o m i a l . 

D e s e a m o s c o n t r a s t a r la h ipó tes i s : 

P = Po 

Pf Po 

A p a r t i r de los r e s u l t a d o s o b t e n i d o s en 3.3.2. es fácil c o m p r o b a r q u e el t e s t def in ido 

en [4.11] t o m a la f o r m a 

H ' = { x : T - 4 - ^ c e ) C4.14] 

y el e s t ad í s t i co "r^' "mpf ~ si //Q es c ie r ta s igue a s i n t o t i c a m e n t e u n a d i s t r i buc ión x^ 

c o n n g r a d o s de l ibe r t ad . 

C o m o p u e d e c o m p r o b a r s e el r e s u l t a d o o b t e n i d o en [4.14] co inc ide c o n el 

c o n o c i d o es tad í s t i co x^ de P e a r s o n . 
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4.3. Discriminación y Clasificación. 

El p r o b l e m a de a s i g n a r u n ind iv iduo to a u n a d e va r i a s p o b l a c i o n e s n , , . . . ,11;^ 

c a r a c t e r i z a d a p o r u n o s d e t e r m i n a d o s va lo re s de los p a r á m e t r o s 0 , , . . . , 9„ , p u e d e ser 

t r a t a d a t a m b i é n c o n a y u d a de la d i s t anc ia e n t r e ind iv iduos . 

Sea X u n a o b s e r v a c i ó n a clasificar e n t r e u n c o n j u n t o d e p o b l a c i o n e s D j , . . . , n ; ¡ . 

P o d e m o s definir la s igu ien te ñ i n c i ó n d i s c r im inan t e : 

yí(¿) = F(n,)(rf^(x,x)) [4 .15] 

d o n d e X es al igual q u e en el c a so d e la e s t i m a c i ó n , u n a h i p o t é t i c a m u e s t r a p r o c e d e n t e 

de la p o b l a c i ó n FI;. 

La regla d e dec is ión cons i s t i rá en a s i g n a r x a la p o b l a c i ó n n , si: 

f^x) = m í / i { / i ( x ) , . . . , / ¿ W } [4 .16] 

U n a pos ib le v a r i a n t e a la fijnción d i s c r i m i n a n t e p r o p u e s t a t a m b i é n e n C u a d r a s 

(1989 ,a ) , cons i s te en t o m a r : 

fAx) = dl^{x,^) [ 4 .17 ] 

p u e s t o q u e E{di log/7(x|0)) = O, p u d i é n d o s e c o n s i d e r a r la d i s t anc ia ai c u a d r a d o e n t r e la 

m u e s t r a x y el i nd iv iduo " m e d i o " de la p o b l a c i ó n . 

P o s t e r i o r e s c o m e n t a r i o s a la a p l i c a c i ó n d e la d i s t anc i a en t r e ind iv iduos e n 

p r o b l e m a s d e clasif icación y d i s c r i m i n a c i ó n , i n c l u y e n d o la e s t i m a c i ó n de la d i s t a n c i a 

e n t r e i nd iv iduos c u a n d o las p o b l a c i o n e s v i e n e n c a r a c t e r i z a d a s p o r m u e s t r a s a l e a t o r i a s , 

p u e d e e n c o n t r a r s e e n C u a d r a s (1989 a ,b) y S á n c h e z (1989) . 
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V. Sobre una clase de funciones de densidad de 

probabilidad 

E n es te c a p í t u l o i n t r o d u c i m o s u n a c lase de func iones d e d e n s i d a d d e p r o b a b i l i d a d 

b a s a d a s en la r e p r e s e n t a c i ó n en u n e spac io d e H i l b e r t de las m e d i d a s p r o b a b i l í s t i c a s . 

L a s func iones q u e se o b t i e n e n p u e d e n ser c a r a c t e r i z a d a s e n u n a v a r i e d a d p a r a m é t r i c a 

de d i m e n s i ó n finita e s t u d i á n d o s e la g e o m e t r í a i n f o r m a c i o n a l del m o d e l o . L a s 

va r i edades r e s u l t a n t e s t i enen c u r v a t u r a c o n s t a n t e y pos i t i va , y h a s ido p o s i b l e la 

o b t e n c i ó n de u n a expres ión p a r a las g e o d é s i c a s y la d i s t anc i a de R a o e n t r e d o s 

d i s t r i buc iones . Se i n t r o d u c e n va r ios e j emplos c o n el c o r r e s p o n d i e n t e e s t u d i o 

p r o b a b i l i s t i c o y finalmente e f e c t u a m o s u n p e q u e ñ o c o m e n t a r i o s o b r e la ap l i cac ión de 

d i c h a s familias a la e s t ad í s t i ca n o p a r a m é t r i c a . 

5 .1 . C o n s t r u c c i ó n y c o n s i d e r a c i o n e s bá s i ca s . 

5.2. G e o m e t r í a i n f o r m a c i o n a l del m o d e l o . 

5 .3 . E j emplos d e famil ias . 

5.4. C o n s i d e r a c i o n e s finales. 
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if^ es u n espacio de H i lbe r t rea l c o n el p r o d u c t o e sca l a r y la n o r m a 

<f,g> - í nx)g{x)diiix) , Wff = j f{x)dvi{x) f,g^^^ 
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5.1. Construcción y consideraciones básicas. 

E n c ier tas oca s iones , la g e o m e t r í a de a l g u n o s m o d e l o s es tad i s t i cos es b a s t a n t e 

c o m p l i c a d a , p o r e j emplo la g e o m e t r í a del m o d e l o n o r m a l m u l t i v a r i a n t e , del c u a l 

t o d a v í a n o h a sido pos ib l e o b t e n e r u n a e x p r e s i ó n expl íc i ta p a r a la d i s t anc i a en t r e d o s 

d i s t r ibuc iones , véase p o r e j emplo Er iksen (1986) o C a l v o (1988) . E s t e h e c h o sugiere 

q u e q u i z á ser ía i n t e r e s a n t e c o n s i d e r a r la c o n s t r u c c i ó n de m o d e l o s c o n p r o p i e d a d e s 

g e o m é t r i c a s sencil las y c o n la c a p a c i d a d d e a ju s t a r s e de f o r m a a d e c u a d a a u n a a m p l i a 

c lase d e m u e s t r a s , t e n i e n d o en c u e n t a a d e m á s q u e en m u c h a s o c a s i o n e s n o ex is ten 

r a z o n e s t eó r i cas p a r a o p t a r e n t r e u n m o d e l o u o t r o . 

D e n t r o d e es te c o n t e x t o p o d e m o s e s t a b l e c e r a l g u n a re lac ión e n t r e los a s p e c t o s 

g e o m é t r i c o s del aná l i s i s e s t ad í s t i co y la es tad í s t i ca n o p a r a m é t r i c a , m e d i a n t e la 

r e p r e s e n t a c i ó n de l as d i s t r i buc iones en u n e s p a c i o d e H i l b e r t a p a r t i r d e u n de sa r ro l l o 

e n ser ie u t i l i z ando s i s t emas o r t o n o r m a l e s de func iones , d o n d e los p a r á m e t r o s de la 

serie p o d r á n ser e s t i m a d o s a p a r t i r de los d a t o s . M o s t r a r e m o s q u e las v a r i e d a d e s 

r e s u l t a n t e s se rán d e c u r v a t u r a c o n s t a n t e y p o s i t i v a , la g e o m e t r í a será la g e o m e t r í a 

esférica y o b t e n d r e m o s la f ó r m u l a expl íc i ta d e la d i s t anc ia e n t r e d o s d i s t r i buc iones . 

Sea (1 u n a o - ñ n i t a m e d i d a ad i t iva de b a s e n u m e r a b l e , definida s o b r e u n a a - a l g e b r a 

de los s u b c o n j u n t o s d e u n e s p a c i o m e d i b l e A) . M de s igna el e s p a c i o de t o d a s las 

func iones rea les \i -medib les s o b r e x y .5f^(x, m̂) = es el e spac io de t o d a s las feM 

ta les q u e 
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Sea = {(01,02, . . . . ) G R ° ° : I 0,̂  < oo , } , es u n e spac io de H i l b e r t c o n el 

p r o d u c t o esca la r < O, ii > = ^S^0, r|,, O, T I G / . P o d e m o s t a m b i é n c o n s i d e r a r los 

s u b c o n j u n t o s 5 ' o o ( ^ ) = {(01.02 ) G R " ' : ^ I ^ 0 ? = , } , p a r a O < r < oo , esferas 

de r a d i o r en y 5„(r) = {(O, 0^) e R " : ^ 0^ = , } , p a r a O < r < oo la 

esfera de r a d i o r u s u a l en R " . U n a vez fijado un s i s t e m a o r t o n o r m a l {(p/(x) exis te 

u n i s o m o r f i s m o n a t u r a l e n t r e if^ y de la f o r m a s igu ien te : 

> ^ : j 5 f ^ - . / ^ 
[5 .1 ] 

/-̂ (̂/) = Oí. 02. •••) 
d o n d e (Gj.Gj, ...) s o n los coef ic ientes de F o u r i e r d e / c o n r e spec to a {(Pj(x)},gN- L o s 

p a r á m e t r o s (0j, ©2,...) p u e d e n ser c o n s i d e r a d o s c o m o las c o o r d e n a d a s d e / c o n r e s p e c t o 

a {<Pi(x)),gis, . C u a n d o p o r o t r a p a r t e c o n s i d e r a m o s feM tal q u e / = ^i^Piix) d o n d e 

(01, 02,...) e 5'oo(r), d e b i d o a q u e t, es t a m b i é n u n a i s o m e t r í a o b t e n e m o s u n s u b c o n j u n t o 

de JSf^ q u e es u n a esfera de r ad io r en Jíf^, la l l a m a r e m o s ^\r), ^~\Soo{r)) = i f^( r ) , 

t a m b i é n se verifica q u e ^( i f ^ (r)) = Soo (r) . 

Sea a h o r a n el c o n j u n t o d e m e d i d a s p r o b a b i l í s t i c a s sob re (x, A) ta l q u e P < < \i 

p a r a t o d o PeU . C o n s i d e r e m o s la i n m i e r s i ó n de P e n .á?^ definida p o r 

P-*a dP 
^ , d o n d e a e R . Es fácil verif icar q u e la d i s t a n c i a en fl i n d u c i d a p o r la 

ídii] 

d i s t anc ia en i f^ p e r m a n e c e i n v a r i a n t e ba jo c a m b i o s d e la m e d i d a de referencia fi. 
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Bajo las supos i c iones a n t e r i o r e s , es u n e spac io s epa rab l e y c o n s e c u e n t e m e n t e 

ex is ten s i s temas o r t o g o n a l e s c o m p l e t o s d e func iones , en p a r t i c u l a r t a m b i é n 

o r t o n o r m a l e s , de f o r m a q u e c u a l q u i e r / eJSf^ p u e d e ser e x p r e s a d o c o m o 

/ = X c/<pí {x) d o n d e {cp, {x) ^¡^^ es u n s i s t ema o r t o g o n a l c o m p l e t o y c, los coef ic ientes 

de F o u r i e r d e / c o n r e spec to a {<Pí(^))í6N' t o m a n la forma: 
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Si c o n s i d e r a m o s la s igu ien te r e p r e s e n t a c i ó n : 

dP 
a 

1/2 00 
= X G,<p,(jc) [ 5 . 2 ] 

.<i\í\ i = \ 

d o n d e {cp/(.x)}teN s o n u n s i s t ema o r t o n o r m a l c o m p l e t o , e n t o n c e s 

dP O = (G|, Gj,...) e Sosio.) , p u e s t o q u e a eáf^ia). La expres ión [5.2] n o s sugiere 
[ r f p J 

u n a fo rma de definir u n a c lase de famil ias de func iones d e d e n s i d a d d e p r o b a b i l i d a d 

de d i m e n s i ó n finita de la m a n e r a s igu ien te : 

Pim = 
,1 + 1 

/= 1 
[5 .3 ] 

d o n d e {(p/(x)} i = l,...,n + 1 son m i e m b r o s de u n s i s tema o r t o n o r m a l c o m p l e t o e n 

T o m e m o s a h o r a la v a r i e d a d p a r a m é t r i c a n - d i m e n s i o n a l 
/1+1 

S„+^{1) = {{Qy,...,Q„ + ̂ )eR" ^ : Z^Of = l) , c l a r a m e n t e u n a v a r i e d a d real 

n - d i m e n s i o n a l c o n e x a y c o m p a c t a . p u e d e ser c o n s i d e r a d a c o m o el e spac io 

p a r a m é t r i c o q u e r e p r e s e n t e el c o n j u n t o d e p a r á m e t r o s p a r a el cua l las d e n s i d a d e s e s t á n 

def in idas 0 = . N ó t e s e q u e la c o n d i c i ó n d e ident i f icabi l idad, es decir si O f O' 

y O, O ' G 0 e n t o n c e s p{x\0)i'p(x\0'), n o se c u m p l e en es te c a s o , p u e s t o q u e 

o b t e n d r í a m o s la m i s m a d e n s i d a d si c o n s i d e r á r a m o s los c o n j u n t o s O = (G¡,...,G„ +j ) y 

O' = ( — Q,,..., - G„+,) . Es c o n v e n i e n t e i n t r o d u c i r s o b r e la familia d e dens idades de 

p r o b a b i l i d a d la c o n d i c i ó n de ident i f icabi l idad , q u e p u e d e c o n s e g u i r s e i n t r o d u c i e n d o 

c ie r tas res t r i cc iones s o b r e el e s p a c i o p a r a m é t r i c o 0 , d a n d o luga r a n u e v o s e spac ios 

p a r a m é t r i c o s r e s t r ing idos 0 ^ . 

U n a c o n d i c i ó n suf ic iente de ident i f icabi l idad , p u e d e ser d a d a en c a s o de q u e x sea 

u n e s p a c i o t o p o l ò g i c o , c o n A la c o r r e s p o n d i e n t e á l g e b r a de Bore i g e n e r a d a p o r la 

t o p o l o g í a , a t r a v é s d e la s igu ien te 
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Proposic ión 5 .1 . Sea p{x\0) = 

V - Sobre una clase de funciones de densidad de probabilidad. 

>i+ 1 u n a familia de d e n s i d a d e s de p r o b a b i l i d a d 
<= I 

def in idas c o m o en [5.3], y c o n s i d e r e m o s el s iguiente e spac io p a r a m é t r i c o 

0 ^ = {S„+, : v'O > 0} , d o n d e fijado v e R " " ^ ' , v'O > O p a r a t o d a func ión d e la familia. 

S u p o n g a m o s q u e t o d a (p^-x) / = i,...,n+ 1 es u n a func ión c o n t i n u a e n x y q u e 

<p,(x),..., < p „ + s o n l i n e a l m e n t e i n d e p e n d i e n t e s en t o d o a b i e r t o n o vac io de %• Sea 

y(X) = 0, <p, (x) + - + 9„+ , <p„+, {x) y p(x) = 9, (p, (x) + - + 9„ + , <p„+ 1 {x) con 

y\x) = p^(x) e n t o n c e s 0, = 0, / = 1,...,« + 1 , y la famil ia a n t e s m e n c i o n a d a es p o r 

t a n t o ident i f icable . 

D e m o s t r a c i ó n . D e b i d o a q u e y'^<4i = rffi = 1 ex is te u n p u n t o xex ta l q u e 

y\x) = P^(x) f 9, y c o n s e c u e n t e m e n t e exis te u n a b i e r t o V c o n x e K ta l q u e en c a d a 

p u n t o CBV, y{x) y y(C) t i enen el m i s m o s igno . D e idént ica m a n e r a y d e b i d o a q u e p es 

t a m b i é n u n a func ión c o n t i n u a , exis te u n a b i e r t o W c o n x e W ta l q u e en t o d o p u n t o 

zeW , P(x) y P(e) t i enen el m i s m o s igno . E s t o significa q u e y(X) = P(x) o 
n+i 

y(X) = - P(x) p a r a t o d o xeW n V. Se s igue q u e Z {Q¡ - Q,)<p¡{x) = O o 

(0, + e¡) <Pf(x) = o , y d e b i d o a la i n d e p e n d e n c i a lineal àe q>[ en W n V c o n c l u i m o s 

q u e 0, = 9, o 0, = - 9, p a r a t o d o í = 1,.,., n + Ì, p e r o d e b i d o a q u e v' O > G y v' O > 9, 

se s igue i n m e d i a t a m e n t e la p r o p o s i c i ó n • 

El e jemplo 1 de la secc ión 5.3 ofrece u n e j emp lo d e u n a famil ia d e dens idades 

de p r o b a b i l i d a d d i sc re t a s , d o n d e la idcnt i f icabi l idad se logra p o r q u e los p a r á m e t r o s se 

ident i f ican c o n la r a i z c u a d r a d a pos i t iva d e m e d i d a s p r o b a b i l í s t i c a s , d a n d o l u g a r a u n 

n u e v o espac io p a r a m é t r i c o r e s t r ing ido d i fe ren te del an t e r i o r . 
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d e r i v a n d o p a r c i a l m e n t e r e s p e c t o 9; o b t e n e m o s : 

0/ 9n + i(^) 

5 

di \ogp{x\Q) = — 
<P/(^) -

(1 - Ĝ  - ... - 9^„)'/^ J 

^^^k^áx) + (1 - O? - ... - G^)'/2(p„+i(x) 
[ 5 . 5 ] 
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5.2. Geometría informacional del modelo. 

P a r a o b t e n e r la d i s t anc ia e n t r e dos d i s t r i buc iones , p o d e m o s seguir el e s q u e m a 

u s u a l d e la g e o m e t r í a r i e m a n n i a n a def in iendo en c u a l q u i e r a de las va r i edades 0 o 

u n c a m p o t enso r i a l m é t r i c o a p a r t i r d e la m a t r i z de i n f o r m a c i ó n de F isher , R a o (1945) , 

B u r b e a y R a o (1982) , y c o n s e c u e n t e m e n t e el e spac io p a r a m é t r i c o se conv ie r t e en u n a 

v a r i e d a d R i e m a n n i a n a n - d i m e n s i o n a l , c o m o v e r e m o s a c o n t i n u a c i ó n . 

E n p r i m e r l u g a r d e b e m o s definir u n e n t o r n o c o o r d e n a d o de t o d o p u n t o G de la 

va r i edad . D a d o u n p u n t o O e 0 = '^n+í ( O c o n s i d e r e m o s u n e n t o r n o a b i e r t o U de 0. 

P u e s t o q u e O e í ' ^ + jCl) Qj i= O p a r a a l g ú n 1 ^j^n+ 1, p o d e m o s a s u m i r sin p é r d i d a 

de gene ra l idad q u e G„+, f O . La c a r t a local {U, y ) d o n d e y : í / -> R" es tá def inida p o r 

e j emp lo , p o r y(0) = (G, 9„) O e í / , i n d u c e u n famil ia de func iones c o o r d e n a d a s 

rea les def inida p o r x, = t ^ o y / = 1,..., n d o n d e u; son las c o o r d e n a d a s n a t u r a l e s e n 

R" 

A p a r t i r de a h o r a c o n s i d e r a m o s c o m o v a r i e d a d p a r a m é t r i c a la v a r i e d a d 

n - d i m e n s i o n a l 0 = S„^.^. L o s r e s u l t a d o s s o n e s e n c i a l m e n t e los m i s m o s p a r a c ie r t as 

va r i edades p a r a m é t r i c a s r e s t r i ng ida s , c o m o p o r e j emp lo la def inida e n la Proposic ión 

I.l y la c o r r e s p o n d i e n t e al e j e m p l o 1 de la secc ión 5 .3 . . 

El l o g a r i t m o d e la func ión de d e n s i d a d resu l t a : 

logM^IO) = 21og ( í G;j<pfc(x) + (1 - o] - ••• - G ^ ) ' / % „ + , ( x ) ) [5 .4 ] 
k= 1 
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r e s u l t a n d o p o r t a n t o las c o m p o n e n t e s del c a m p o t ensor i a l mé t r i co : 

gljiO) = E{d¡logp{x\0) dj]ogp(x\(i)) = 4 5y + 
1 - 0? - ... - 0= j 

ij = l,...,n [ 5 . 6 ] 

o en n o t a c i ó n mat r i c i a l : 

<?(0) = 4 ( / + - j 4 ^ ) 

P u e d e c o m p r o b a r s e q u e es C°°, s imé t r i co , def in ido pos i t i vo y su d e t e r m i n a n t e es 

igual a: 

[ 5 .7 ] 

def in iendo p o r t a n t o u n a m é t r i c a R i e m a n n i a n a s o b r e la va r i edad . 

P a s e m o s a h o r a a ca lcu la r el inverso del t e n s o r m é t r i c o , r e s u l t a n d o : 

/ ( 0 ) = - L ( 5 ' . / - 0,0,) v = l n [5 .8 ] 

en n o t a c i ó n ma t r i c i a l : 

<J ' (0) = 4 - - O O') 4 

En efec to , p u e d e c o m p r o b a r s e d e fo rma i n m e d i a t a q u e : 

[ 5 . 9 ] 

P r o c e d a m o s al cá lcu lo d e los s í m b o l o s d e Chris toffel de p r i m e r a y s e g u n d a 

especie . O b t e n g a m o s en p r i m e r lugar : 

IOS 
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99, (1 - 9] - ... - 9^)^ 
[ 5 . 1 0 ] 

r e s u l t a n d o p o r t a n t o los s í m b o l o s d e Chris toffel de p r i m e r a especie: 

\ij,k\ = 4 + 
1 - o? - ... - 9= (1 - o? - ... - 9^)^ 

[5 .11] 

ij,k = 1 n 

A c o n t i n u a c i ó n o b t e n g a m o s los d e s e g u n d a espec ie : 

r ¿ = ^ ( 5 " - 9,9,) 4 + 
_ 1 - 9? - . . . " 9^ (1 - e] - ... - 9^)2 _ 

8 % 0 , 5/^0/0/ 

1 - 9? " . . . - 0^ 1 - 0? - ... - 02 
+ 

0(0/0*0? 

(1 - e í - ... - Qlf (] - Oí - ... - 0^) ,2.2 

5/*0/ 

1 - 9] - ... - 9^ 

8 ; * 0 A i - ( i - o ] - - - o ' ) ) 

1 - 9] - ... - ^1 + 

+ 
(1 - 0? - ... - ^If 

Qfij\{\ - (1 - Oj - - - 0^)) 

(1 - 0] - ... - ^If 

= 8;;,9, + 
0,0j0fc 

1 - 0? - ... - 0^ 
[5 .12] 

ij,k = \,...,n 

P a r a o b t e n e r la c u r v a t u r a r i e m a n n i a n a de la v a r i e d a d n e c e s i t a m o s o b t e n e r el 

t e n s o r de R i e m a n n - C h r i s t o f f e l de p r i m e r a espec ie , y p r e v i a m e n t e el de s e g u n d a e spec ie . 

106 



V - Sobre una clase de funciones de densidad de probabilidad. 

1 - - ... - 0^ 

OpOy0a 

1 - 0? " . . . - 02 j 

QaWj + 5/feOA(l - ( 1 - O? - ... - 0^)) ^ 0,9;cOA(t - ( ' " Ol - - " O')) 

1 - 0 ? " . . . - 0^ ( 1 - 0? - ... - 0^)^ 

5/ft0/0o 

I - 0? - ... - 0^ ( 1 - 0? - ... - 0^)2 
[ 5 . 1 3 ] 

O b t e n g a m o s a h o r a : 

r f r t - rgrp. = " '''''' 
1 - 0f - ... - 0Í 

[ 5 . 1 4 ] 

a r i ik 
90, 

, , ^ (M'^fc + 5y0a9/c + V < > 9 , ) ( I - 0 ? - ... - 0^) + 20^0,0,0;, 
= 5,;jòay + — L 5 . 1 5 J 

(1 - 0^ - . . . - 0^)2 

El t e n s o r de R iemann-Chr i s to fTe l d e s e g u n d a especie resu l ta finalmente: 

~ ~do¡' " I 0 7 '"•̂  ~ '-̂  " 

- ^ikKj - ?>iAk + j _ _ — 

[ 5 . 1 6 ] 

= 1 " 

El t e n s o r de Riemann-Chr i s to fTe l d e p r i m e r a especie se o b t i e n e a p a r t i r de : 

e.0 

1 - 0? - . . - 0; 
n J 
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= 4 5 . . 5 , , - 8 , 5 , , j _ _ _ , _ 0 | _ ... _ 0^ [5 .17 ] 

h,ij,k = l,...,n 

P o r o t r a p a r t e : 

Shjgik = 15 
1 - e ] - ... - (1 - - ... - G )̂2 

[5 .18 ] 

= 15 
l - 0? " . . . - Ĝ  

[5 .19] 

R e s u l t a n d o p o r t a n t o : 

^Mjk - \ (ghjSik Shkgíj) [5 .20] 

y la c u r v a t u r a r i e m a n n i a n a es: 

- i [5 .21] 

pos i t iva y c o n s t a n t e en t o d o el e spac io e i n d e p e n d i e n t e d e la o r i e n t a c i ó n del p l a n o q u e 

c o n s i d e r e m o s , es dec i r el e s p a c i o es i s ó t r o p o . 
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e, + O,0A i = l,...,n [5 .22] 

d o n d e el p u n t o ind ica de r ivac ión r e s p e c t o el p a r á m e t r o de la c u r v a s, y d o n d e , al igual 

q u e e n el r e s to del c a p í t u l o , h a c e m o s u s o del c o n v e n i o de s u m a c i ó n d e los índices 

r epe t idos . 

D e b e n ser r e sue l t a s c o n la c o n d i c i ó n de n o r m a u n i t a r i a : 

Spy + 
1 - e? - ... - 0^ j 

= 1 [5 .23] 

El s i s t ema [5.22] p u e d e escr ib i r se c o m o : 

0/ + Q,X^(6jf + 
1 - 0f - ... - O 

0/0*^7^* = 0 / = l,...,/i [5 .24] 

y de [5.23] o b t e n e m o s : 

1 - 0? - - 0 
2 0U0v0n0v - [5 .25] 

s u s t i t u y e n d o [5.25] en [5.24] o b t e n e m o s : 

40, + G, = O I = 1,..., n [5 .26 ] 

M u l t i p l i q u e m o s c a d a e c u a c i ó n p o r G, y s u m e m o s las n e c u a c i o n e s r e s u l t a n t e s , 

o b t e n e m o s ; 
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N u e s t r o ob je t ivo es a h o r a ha l l a r la d i s tanc ia en t r e d o s p u n t o s de la v a r i e d a d 

p a r a m é t r i c a 0 . P a r a ello d e b e m o s ha l l a r la cu rva geodés ica q u e c o n e c t a a a m b o s . Las 

e c u a c i o n e s diferenciales de las geodés icas son en n u e s t r o caso : 
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(é„+i)= + 0 , + , 0 „ + , = - imf + 0,0,1 = - iièf + -^—^ 

' 4 £ ( Ó , ) ' = 1 - 4 ( 0 „ + , ) ' t 5 . 31 ] 
1=1 

y s u s t i t u y e n d o en (5.29): 

o lo q u e es lo m i s m o : 

[5 .29 ] 

a p a r t i r de [5.28] d e r i v e m o s u n a vez y e l e v e m o s al c u a d r a d o , 

( 0 „ + , 0 „ + , ) ' = 0 W t 5 . 3 0 ] 

de [5.25] y [5.30] o b t e n e m o s : 

( 0 « + . ) ' + 0 .+ iO„+, = (0,,+ ! ) ' - [5 .32] 

0 „ + , 0 „ + , + - ^ = O - 40„ + , + 0 „ . , , = O [5 .33] 

p o r lo q u e el s i s t ema [5.26] p u e d e escr ib i rse t e n i e n d o en c u e n t a t o d o s los p a r á m e t r o s 

c o m o : 

40, + 0, = O í = l,.. . ,n + 1 [5 .34] 

lio 

4'éfi, + 1 - (1 - e? - ... - 0^) = O [ 5 . 2 7 ] 

a p a r t i r de: 

0 ^ + , = I - 0 I - . . . - 0 ^ [ 5 . 2 8 ] 

de r iv emos d o s veces r e spec to el p a r á m e t r o de la cu rva , o b t e n e m o s : 
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Q[= A, cos-^ + Bi sm^ i = l n+\ [5 .35] 

d o n d e s es la d i s t anc ia a lo l a rgo de la c u r v a geodés ica , y A[ y B, son c o n s t a n t e s de 

i n t eg rac ión q u e h e m o s de elegir c o n v e n i e n t e m e n t e , d e f o r m a q u e d a d o s dos ind iv iduos 

a = (a , , y b = (¿1 b„+ i) d e b e suceder q u e p a r a s = O, B¡ = a¡ y p a r a s = p 

Q¡= b¡ , d o n d e p es la d i s tanc ia geodés ica . D e f o r m a ¡ m m e d i a t a se o b t i e n e A,= a¡y 

a pa r t i r de: 

£ {A, eos 4 - + B, ún4rf = 1 [5 .36 ] 
/=1 2 2 

s igu iendo u n desa r ro l lo y a c o n o c i d o l l e g a m o s a 5 , = (6, - a, eos sin y ) ~ ^ , y 

finalmente, t e n i e n d o e n c u e n t a la c o n d i c i ó n de n o r m a u n i t a r i a , la d i s t a n c i a geodés ica 

e n t r e d o s d i s t r i b u c i o n e s re su l t a : 

s{P,P') = larccos Cinalbi) [5 .37] 

d o n d e = Cí^ afi>¡{x)f c o n "x'a,^ = 1 y = {í\fí>¡{x)f c o n 
au í = 1 í = 1 au. í = 1 

X bf = \ . 
/=1 

L a d i s tanc ia e s t á c l a r a m e n t e a c o t a d a p o r O ^ j s 27t. 

N ó t e s e la r e l ac ión e n t r e n u e s t r a c o n s t r u c c i ó n y la d i s tanc ia de B h a t t a c h a r y y a 

e n t r e p o b l a c i o n e s , B h a t t a c h a r y y a (1943) o p o s t e r i o r e s desa r ro l los R a o (1949) , d o n d e 

s iendo n el c o n j u n t o de m e d i d a s p r o b a b i l í s t i c a s i n t r o d u c i d o en el a p a r t a d o 5 . 1 . , las 

func iones de d e n s i d a d p = , PeU , son r e p r e s e n t a d a s en u n a p o r c i ó n Fia) s o b r e 

n t 

q u e es u n s i s tema de e c u a c i o n e s diferenciales l ineales h o m o g é n e a s de s e g u n d o o r d e n 

cuya so luc ión genera l v iene d a d a p o r : 
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o b v i a m e n t e X^^) 6 R"^ , |l/Í| = a. 

Sea a h o r a T la c lase de d e n s i d a d e s de p r o b a b i l i d a d def inida en la secc ión 5 . 1 . , 

p o d e m o s r e p r e s e n t a r c ada func ión de d e n s i d a d peT c o n p = g^, p o r g, d o n d e 

g{x) = J,^Qi<p^x), b a j o las supos i c iones m e n c i o n a d a s en la sección 5 . 1 . . N ó t e s e q u e 

g es u n a ra iz c u a d r a d a de p p e r o n o n e c e s a r i a m e n t e la pos i t iva . O b t e n e m o s u n a 

p o r c i ó n de esfera Q de SC^, r e p r e s e n t a d a p o r : 

e = { g E . á f 2 -.gix) = " l ' e,<p, [ 5 . 3 9 ] 
f= 1 

diferente de P(a), p u e s t o q u e g{x) no p e r t e n e c e n e c e s a r i a m e n t e a R ^ . 

C o n s e c u e n t e m e n t e , se o b t e n d r á n d i ferentes d i s t anc i a s , a u n q u e a m b a s definidas s o b r e 

la superf icie de u n a h iperesfera . A m b a s d i s t a n c i a s co inc id i r án si los s ignos d e las 

func iones g e n [5.39] son los m i s m o s . E n pa r t i cu l a r , si el s igno es pos i t i vo a m b a s 

superficies co inc id i rán . 
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la superf icie de u n a hiperesfcra p o r m e d i o de las ra ices c u a d r a d a s pos i t i vas 

p ^ + a.-Jp B P{a), es decir 

P(a) = {feSf^'.f= + ajp p = P e U ) [5 .38] 
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5.3. J. Distribuciones multinomiales. 

Sean n , , . . . , n „ + j n + 1 c lases f o r m a n d o u n a p a r t i c i ó n de u n a d e t e r m i n a d a 

p o b l a c i ó n , c a d a u n a d e ellas d e p r o b a b i l i d a d D e f i n a m o s u n a m e d i d a d i sc re ta n s o b r e 

el e spac io m e d i b l e {x,A) d o n d e x = R"^' y /< es u n a c - a l g e b r a de c o n j u n t o s s o b r e x , 

d e la f o r m a s igu ien te . Sea E = {e,,..., e „ + , } donde Cj- = (O,..., 1,..., 0) e R„ +1, e n t o n c e s 

M({e/}) = 1 / = \,...,n + 1 y \i{B) = 0 si 5 n £ = 0. Sea ^ítR""^* - R i = l,...,n + 1 

u n a famil ia d e func iones rea les def inidas del m o d o s igu ien te : 

1 X = . 
y i ( x ) = <J i= l , . . . , n + 1 

.0 x f e , 

O b v i a m e n t e yj(x) s o n u n s i s t ema o r t o n o r m a l en y p o r t a n t o p o d e m o s c o n s t r u i r u n a 

famil ia de func iones de d e n s i d a d d e p r o b a b i l i d a d c o m o : 

/7(x|G) = (Gi/iCx) + - + 0 „ + , / „ + , ( x ) ) 2 C5.40] 

t o m a n d o G; = -yjp¡ o b t e n e m o s q u e la famil ia es ident i f icable , y la d i s t anc i a e n t r e d o s 

p o b l a c i o n e s c a r a c t e r i z a d a s p o r [p\,...,p„+\) y (<?] <ín+\) r e su l ta : 

¿ = 2cos ^ i"XyJpiq¡ ) [5 .41] 
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5.3. Algunos ejemplos de familias. 

El p r i m e r o de los e j emplos p r e s e n t a d o s c o r r e s p o n d e a u n c a s o en el c u a l 

t r a b a j a m o s c o n u n a m e d i d a d i sc re ta y el r e s t o al c a s o c o n t i n u o . 
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Д х ) = ( Д х , ) , . . . , Д ^ „ + ,)) = "X 4yJpi yJPj Жч)/Мк) 

[5 .43] 
n+ 1 -

/=1 
La c o v a r i a n z a se o b t i e n e a p a r t i r de: 

Л+1 / . 
E(XiXj) = S 5(/8aY Vîa V / 'P = V' 

tt, P, 7 = 1 
d o n d e 5y s o n las de l t a de K r o n e c k c r , r e s u l t a n d o c o m o es n a t u r a l : 

{ p¡{\ - p¡) si / = ; 
[5.44J 

- PiPj si ifj 

E n los s igu ien tes t res e j emplos , los e s p a c i o s p a r a m é t r i c o s , t e n i e n d o en c u e n t a la 

p r o p o s i c i ó n 5.1 p a r a l og ra r ident i f icabi l idad v e n d r á n d a d o s p o r 

0 = {(eo,...,e„)GR"̂ ^ : ^'L^of = 1 , 0 / > 0} p a r a u n p a r á m e t r o J fijo. 
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d i s t anc ia de R a o y t a m b i é n de B h a t t a c h a r y y a e n t r e dos d i s t r ibuc iones m u l t i n o m i a l e s , 

ta l y c o m o se p u e d e ver p o r e j emplo en A t k i n s o n y Mi tche l l (1981) u Oller (1982) . E n 

es te c a s o la d i s t anc ia es tá a c o t a d a p o r O ^ d ¿ n. 

E n genera l , p a r a cua lqu i e r m i e m b r o d e la clase de func iones de dens idad d e 

p r o b a b i l i d a d def inida en [5.3] cua lqu ie r m o m e n t o , s u p u e s t a su ex is tenc ia , se p u e d e 

o b t e n e r a pa r t i r de : E{X ) = j x (^X^6,(p,(x)) ф t a m b i é n expresab le a t r avés de la 

fo rma c u a d r á t i c a ДА'*) = 0 '5 ;¿0 , d o n d e O = (0,,.. . , 6„-4_,)' y Bj^ es u n a m a t r i z 

s imét r ica de o r d e n n 4-1 de la fo rma : 

6,; =/^х*ФХх)Ф / ;с)Ф [5.42] 

r e s u l t a n d o , e n es te ca so , el c o n o c i d o r e s u l t a d o : 
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5.3.2. Sistema de funciones de Hermite. 

Sea \i la m e d i d a de L e b e s g u e s o b r e la rec ta rea l ( - «>, + oo) y t o m e m o s el s i s t ema 

de func iones de H e r m i t e n o r m a l i z a d o 

h^x) = IUx)e-^'/^ 2 - * l \ p y ' l \ - i = 0,1,2,... [5 .45 ] 

d o n d e Hi{x) = ( - 1 ) -^-Ji« ^ )• La c o r r e s p o n d i e n t e familia de func iones de 
dx 

d e n s i d a d resu l t a : 

p{x\Q) = {ZQ,ht{x)f [ 5 .46 ] 
/ = 0 

c o n las c o n v e n i e n t e s res t r i cc iones sob re los p a r á m e t r o s 0, 

L o s p o l i n o m i o s de H e r m i t e n o r m a l i z a d o s sa t i s facen las s iguientes fó rmulas de 

r ecu r renc ia , C o u r a n t y H i l b e r t (1953) : 

xHx) = (4) '^ h,~ ,(x) + ( - ^ - L ) ' / ^ ,(x) / = 1,2,... [5 .47] 

a p a r t i r de [5.42] la e s p e r a n z a p u e d e ser e x p r e s a d a ú n i c a m e n t e r e spec to a los 

p a r á m e t r o s , r e s u l t a n d o t r a s a l g u n o s cá l cu los : 

E{X) = ^2 " ¿ ' 0 , 0 , + , (í + 1)"^ [5 .48] 
f = 0 

D e la m i s m a fo rma p o d e m o s o b t e n e r : 

/ = 0 / = 0 

- I N / 2 " ¿ ' 0 , 0 , 4 - , ( / + 1 ) ' ^ ¥ 

[5 .49 ] 

/ = 0 

lis 
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a) i < j 

p o d e m o s escr ibir l a in tegra l d e la fo rma s igu ien te : 

s a b e m o s q u e /7' , = 2iH¡^^, p o r lo t a n t o h a c i e n d o u n a i n t eg rac ión p o r p a r t e s : 

= H¡{x)Rj_^ix){ - i y ~ ' - / / , _ , ( f ) - ^ ^ e - d( 

t e n i e n d o e n c u e n t a q u e -^-je ' = HjiOi - l y e ' . 
dr 
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M o m e n t o s de o rden m a y o r ser ían m á s c o m p l i c a d o s , p e r o t o d o s ellos se p u e d e n ha l l a r 

en función ú n i c a m e n t e de los p a r á m e t r o s a pa r t i r de [5.47], q u e da lugar a : 

j^x'^hjh^dx = {^)"^¡^x''~'hj_,h¡dx + ( i± l ) ' /2 j^x '^ ->Ay^ ,A, . Jx [5 .50] 

La función de d i s t r ibuc ión p u e d e ser asi m i s m o o b t e n i d a a pa r t i r de u n a f o r m a 

c u a d r á t i c a del m o d o s iguiente : Flx) = 0 ' C ( x ) 0 , d o n d e O = (0,,..., 9 „ + ] ) ' y C es u n a 

m a t r i z s imétr ica de o r d e n n + 1 de la fo rma: 

% = W l / ( O r f í [5 .51] 

P a r a la o b t e n c i ó n de los coef ic ientes de la m a t r i z h e m o s de c o n s i d e r a r dos c a s o s 

s e p a r a d a m e n t e : 
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P o r r epe t ida i n t e g r a c i ó n p o r p a r t e s l l e g a m o s finalmente a: 

r e s u l t a n d o finalmente: 

r_3<0V0^^ = ( ^ ) if^'iynix) ^' - ! - ^ y ^ [5 .52] 

b) / = /• 

M e d i a n t e u n desa r ro l lo a n á l o g o al a n t e r i o r l l e g a m o s a: 

72 "̂^ 

5.5.J. Sistema de funciones de Laguerre, 

S o b r e el i n t e rva lo (O, + 00) p o d e m o s c o n s i d e r a r el s i s t ema f o r m a d o p o r los 

p o l i n o m i o s d e L a g u e r r e , el cua l en la ve r s ión n o r m a l i z a d a t o m a la fo rma : 

/,(x) = ^ e ' / 2 _ ^ ( x ' e " ^) / = 0 , 1 , 2 [ 5.54] 
dx 

L o s p o l i n o m i o s de L a g u e r r e n o r m a l i z a d o s sa t i s facen las s iguientes fó rmulas de 

recur renc ia , C o u r a n t y Hi lbe r t (1953) : 

(1 + 2/ - x)lj{x) = O" + 1 (X) + j Ij-i(x) [5 .55] 

a p a r t i r d e [5.55] p u e d e ser o b t e n i d o c u a l q u i e r m o m e n t o d e o r d e n k, t e n i e n d o en c u e n t a 

q u e la m a t r i z [5.42] t o m a la fo rma : 
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^ x''l¡Ijdx = (I + 2f)^ x'^'^ljljdx - {i + l)^ x'' ,/^dx - í j x * ^¿)c [ 5 . 5 6 ] 
X X X X 

E n c o n c r e t o la e s p e r a n z a d e la func ión de d e n s i d a d p{x\0) = i^^^^i h(x)) r esu l ta : 

n 2 " " ' 
£ W = X Q¡(1 + 20 - 2 X e,o,+, (/ + 1) 

f=0 / = 0 

[ 5 . 5 7 ] 

y la v a r i a n z a 

n - 1 2 .2 
var (;ÍO = X e; (6? + 6i + 2) - 2 x e,e,+, {4r + s; + 4) + 2 x e,e,+2 (» + 3« + 2) 

/ = 0 / = 0 / = 0 

[ x e / ( i + 20 - 2 X o,e,+ i(i + 1)]^ 
/ = 0 / = 0 

[ 5 . 5 8 ] 

5.3.4. Sistema de funciones de Legendre. 

S o b r e el in te rva lo( - 1 , 1) p o d e m o s t r a b a j a r con los p o l i n o m i o s d e L e g e n d r e 

n o r m a l i z a d o s : 

,1/2 
/ = 0,1,2,. [ 5 . 5 9 ] 

d o n d e PÁx) = -\—^(x^ - 1)' i = 0,1, 
2'i! dx' 

Sat i s facen las s igu ien tes f ó r m u l a s de r ecu r renc ia , C o u r a n t y H i l b e r t (1953) : 

LlT^TJ PJ-''^''^ ^ ~ 2 f r \ 

27+ 1 
L 2/ - I J 

1/2 Py-Kx) [ 5 . 6 0 ] 

La m a t r i z [5,42] q u e n o s p e r m i t e o b t e n e r c u a l q u i e r m o m e n t o t o m a la f o r m a : 
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\x''p,pjdx = 1 + 1 
((2/ + l)(2í + 3))"^ X 

^ Pi+iPjdx + 

[5 .61] 

((2f + l)(2i - 1))'/^ X 
•J-y 'p,-,pjdx 

o b t e n e m o s q u e la e s p e r a n z a de la func ión de dens idad p{x\Q) = {J,QfPi{x)) resul ta : 

E{X) = 2"r'e,9,+ i í + 1 
/ = 0 ((2í + I)(2i+ 3)^^ 

[5.62] 

y la v a r i a n z a es: 

í = 0 

i' {i + 1)^ 
(2/ + J)(2/ - 1) (2/ + 3)(2/ + 1) + 2 "5:^6^+2 í = 0 

(/ + !)(/ + 2) 
. ( 2 / + 3)[(2/+ 1)(2/ + 5)f^. 

í = o ((2í + l)(2i + 3))''^ 
i + 1 ,2 

1/2 ' [5.63] 

Es i n m e d i a t a la gene ra l i zac ión del c a s o a n t e r i o r al t r a b a j o en u n i n t e rva lo de l o n g i t u d 

a rb i t r a r i a [-a,a]. 
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5.4. Consideraciones fínales. 

U n p r o b l e m a f u n d a m e n t a l en es tad í s t i ca es p r o p o n e r m o d e l o s q u e se a jus ten a 

u n a m u e s t r a de o b s e r v a c i o n e s , de f o r m a q u e p o s t e r i o r e s anál is is , p o r e jemplo c o n t r a s t e 

de h ipó t e s i s o clasif icaciones, p u e d e n ser l l evados a c a b o t e n i e n d o en c u e n t a el m o d e l o 

de sa r ro l l ado . A veces los d a t o s p o s e e n ta l e s t r u c t u r a q u e n o exis te u n m o d e l o sencillo 

q u e se a jus te a el los. Al n o p o d e r e fec tua r n i n g u n a s u p o s i c i ó n de la d i s t r ibuc ión de 

p r o b a b i l i d a d del m o d e l o , se d e b e h a c e r u s o de m o d e l o s q u e p u e d a n e m p l e a r s e c o n 

cua lqu ie r t i p o de d a t o s y q u e p o s e e n u n n ú m e r o i l imi tado d e p a r á m e t r o s , é s t o s son los 

l l a m a d o s m o d e l o s n o p a r a m é t r i c o s . 

L a c lase de func iones de dens idad d e p r o b a b i l i d a d q u e h e m o s c o n s i d e r a d o en las 

secciones p rev ia s p u e d e a jus t a r se c o n cua lqu i e r c l a se de o b s e r v a c i o n e s . L o s p a r á m e t r o s 

de la func ión p u e d e n ser e s t i m a d o s a p a r t i r de los d a t o s p o r a l g u n o d e los c o n o c i d o s 

m é t o d o s d e e s t imac ión . U n o d e los m á s a m p l i a m e n t e u t i l i zados es el m é t o d o de la 

m á x i m a ve ros imi l i tud ( M L E ) , sin e m b a r g o es té m é t o d o p r e s e n t a a l g u n o s p r o b l e m a s 

c u a n d o t r a t a m o s c o n func iones q u e p o s e e n u n g r a n n ú m e r o de p a r á m e t r o s y u n a g r a n 

c a p a c i d a d d e a jus te a u n a m u e s t r a . E n el s igu ien te c a p í t u l o c o m p r o b a m o s q u e la 

e s t i m a c i ó n m á x i m o veros ími l c o n d u c e a so luc iones d e p o c a u t i l idad , t a l y c o m o es 

s o b r a d a m e n t e c o n o c i d o y p u e d e e n c o n t r a s e u n a a b u n d a n t e b ib l iograf ia al r e s p e c t o . 

P o r t a n t o es c o n v e n i e n t e la u t i l i zac ión d e t é cn i ca s s u p l e m e n t a r i a s o a l t e r n a t i v a s , a las 

cua les se a d a p t a n las func iones e s t u d i a d a s en el p r e s e n t e c a p í t u l o . 

A d e m á s de o b t e n e r u n a r a z o n a b l e e s t i m a c i ó n p a r a los p a r á m e t r o s , p o d e m o s 

c o n s i d e r a r el p r o b l e m a d e e fec tua r anál is is e s t ad i s t i cos . L a s t écn icas n o p a r a m é t r i c a s 

u s u a l e s p u e d e n ser c o m p l e m e n t a d a s c o n o t r a s t écn icas b a s a d a s en c o n s i d e r a c i o n e s 

g e o m é t r i c a s , p r i n c i p a l m e n t e en las d i s t a n c i a s e n t r e func iones d e dens idad . D e b i d o a 

q u e c o n o c e m o s la g e o m e t r í a i n fo rmac iona l del m o d e l o y p o s e e m o s u n a e x p r e s i ó n p a r a 
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la d i s t anc ia de R a o e n t r e dos func iones p e r t e n e c i e n t e s a u n a familia, es pos ib le ap l icar 

t é cn i ca s es tad ís t icas b a s a d a s e n esa d i s t anc ia . S e ñ a l e m o s las pos ib i l idad de c o n s t r u i r 

c o n t r a s t e s de h ipó te s i s p a r a c o m p a r a r d o s o m á s p o b l a c i o n e s b a s a d o s en la d i s t anc ia 

de R a o . B u r b e a y Oller (1989) p r o p o n e n va r ios tes ts ba jo c ie r tas c o n d i c i o n e s de 

r egu la r idad . T a m b i é n es pos ib l e la r e p r e s e n t a c i ó n gráfica de la p o b l a c i o n e s en 

d i m e n s i ó n r educ ida m e d i a n t e el anál is is de c o o r d e n a d a s p r inc ipa les , t écn icas de 

t a x o n o m i a n u m é r i c a o t écn icas d e m u l t i d i m e n s i o n a l scal ing, M a r d i a et al . (1979) . 
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VI, Estimación no paramétrica de la densidad. 

C o n s i d e r a m o s en el p r e s e n t e c a p i t u l o el p r o b l e m a de la e s t i m a c i ó n d e las 

func iones d e d e n s i d a d i n t r o d u c i d a s en el c a p i t u l o an te r io r . C o m p r o b a m o s los 

i n c o n v e n i e n t e s d e la e s t imac ión m á x i m o veros ími l y p r o p o n e m o s u n a l g o r i t m o t i po 

s tepwise b a s a d o en ella, q u e i n t e n t a pa l i a r tales i n c o n v e n i e n t e s . T a m b i é n p r e s e n t a m o s 

a l g u n o s r e s u l t a d o s d e s a r r o l l a n d o el p r o c e d i m i e n t o d e e s t i m a c i ó n p r o p u e s t o en el 

c a p i t u l o 4 , u t i l i z ando u n a a p r o x i m a c i ó n a la d i s tanc ia e s t r u c t u r a l . 

6 . 1 . E s t i m a c i ó n n o p a r a m é t r i c a de la d e n s i d a d 

6.2. E s t i m a c i ó n m á x i m o veros ími l . 

6 .3 . U n a l g o r i t m o s tepwise d e ' e s t i m a c i ó n n o p a r a m é t r i c a . 

6.4. E s t i m a c i ó n m i n i m i z a n d o la e s p e r a n z a del c u a d r a d o de la d i s t anc ia . 
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p{x) = p(x\0) = [6 .1 ] 

N o s o t r o s d e s e a m o s q u e es ta e s t i m a c i ó n m i n i m i z e la func ión de e r ro r def inida c o m o : 

Л(0) = llV/K^) - "Z^ibim^ [ 6 . 2 ] 
/=1 

Q u e r e m o s p o r t a n t o , d e t e r m i n a r lo s coef ic ientes 9/ q u e h a g a n m i n i m o : 

Л(0) = J p{x) - 2^p{x) E е,ф,(х) + ( L 0,cf>i(x)f dx = 

= ¡ p{x)dx - 2 " ¿ ' O j -Jpix) <p^x)dx + "i'ej 

D e r i v a n d o p a r c i a l m e n t e r e s p e c t o 0/^ a s u m i e n d o c o n d i c i o n e s de r e g u l a r i d a d suf ic ientes , 

o b t e n e m o s : 

^ = - 2 j yjp{x) ipi,{x)dx + 2Qk lc = h ...,n+ 1 
ae 

y p o r t a n t o o b t e n e m o s la e s t i m a c i ó n : 

h = í VM-X) 4>k{x) dx k = l n + 1 [ 6 . 3 ] 
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6.1. Estimación no paramétrica de la densidad. 

C o m e n z a r e m o s d e s a r r o l l a n d o u n p r o c e d i m i e n t o de e s t i m a c i ó n en el q u e 

s u p o n e m o s c o n o c i d a la v e r d a d e r a func ión de dens idad de p r o b a b i l i d a d de la p o b l a c i ó n 

y d e s e a m o s a p r o x i m a r la m i s m a m e d i a n t e u n e l e m e n t o de la c lase de func iones definida 

en [5.3]. 

S u p o n g a m o s q u e u n a p o b l a c i ó n es tá c a r a c t e r i z a d a p o r la func ión d e dens idad de 
A 

p r o b a b i l i d a d p{x). Sea р{х) u n a e s t i m a c i ó n de p(x) de la f o r m a definida e n [5.3]. 
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d o n d e n o r m a l i z a n d o resu l ta : 

N ó t e s e q u e [6.3] es la def inic ión del va lo r e s p e r a d o de la ñ m c i ó n , v a l o r 

q u e p u e d e ser a p r o x i m a d o a p a r t i r d e la m e d i a m u e s t r a l : 

[6.5] a d m i t e de f o r m a i n m e d i a t a u n a f o r m a recurs iva al a ñ a d i r u n a m u e s t r a a las 

ex i s ten tes . Si l l a m a m o s 

es i n m e d i a t o que : 

Q¡¿m + 1) - ^ 
m + I 

[ 6 .6 ] 

U n a vez d e t e r m i n a d o el va lo r de los d i fe rentes p a r á m e t r o s p o d e m o s f o r m u l a r la 

func ión d e d e n s i d a d a p l i c a n d o [6.1]. Si p o s e e m o s la ve rdade ra d e n s i d a d p(x), el n ú m e r o 

/1 + 1 de t é r m i n o s q u e d e b e m o s escoger , del cua l d e p e n d e e v i d e n t e m e n t e la ca l idad de 

la a p r o x i m a c i ó n , p u e d e ser d e t e r m i n a d o p o r c o m p a r a c i ó n d i rec ta e n t r e la e s t i m a c i ó n 

y la v e r d a d e r a d e n s i d a d m e d i a n t e la d i s t a n c i a 

rf = 2 c o s ' f \/p{x) "z' e,(p,(x) dx [ 6 . 7 ] 
" /=1 

q u e p u e d e ser e v a l u a d a d e f o r m a n u m é r i c a . A ñ a d i r e m o s t é r m i n o s h a s t a q u e la a d i c i ó n 

de n u e v o s t é r m i n o s n o p r o v o q u e u n a v a r i a c i ó n signif icat iva en la d i s t a n c i a o se s u p e r e 

c ier ta to l e ranc ia p r e d e t e r m i n a d a . 
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6.2. Estimación máximo verosímil. 

6.2.1. Planteamiento. 

U n en foque a l t e r n a t i v o al e x p u e s t o e n el a p a r t a d o p r e c e d e n t e y u t i l i zab le e n el 

caso f recuente de q u e la ú n i c a i n f o r m a c i ó n q u e p o s e a m o s s o b r e la func ión d e d e n s i d a d 

p{x) venga d a d a p o r u n a m u e s t r a a l ea to r i a de t a m a ñ o m, xi,...,x„, es c o n s i d e r a r la 

función de dens idad de p r o b a b i l i d a d de la p o b l a c i ó n c o m o m i e m b r o de u n a de las 

famil ias definidas en [5.3], y e s t i m a n d o los p a r á m e t r o s p o r el m é t o d o de la m á x i m a 

veros imi l i tud . 

El p r o b l e m a d e e s t imar u n a función de dens idad de p r o b a b i l i d a d /> e .Sf Vn) a 

p a r t i r d e u n a m u e s t r a a l ea to r i a x , , . . . p u e d e ser t r a t a d o a p a r t i r de los t r aba jo s d e 

F i she r (1922) , d o n d e se i n t r o d u c e la l l a m a d a func ión de veros imi l i tud . P o r la 

veros imi l i tud de q u e />(x) e jSf ' (p) de lugar a la m u e s t r a a l e a t o r i a x , , . . . , e n t e n d e m o s : 

L{p) = n p{Xi) [ 6 . 8 ] 
/= 1 

El p r o c e d i m i e n t o d e e s t i m a c i ó n p o r m á x i m a veros imi l i tud ( M L E ) cons i s te en 

m a x i m i z a r L{p) su je to a las res t r i cc iones 

DBF , f o c f u = 1 , /> S: o 
•'x 

d o n d e F e s u n a d e t e r m i n a d a c lase de func iones d e d e n s i d a d a la c u a l p p e r t e n e c e , y q u e 

p u e d e c o n s i d e r a r s e u n s u b e s p a c i o de d i m e n s i ó n finita o infinita de 

J S f ' ( n ) , F c i f V n ) . 
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m 
L= n 

y=5 

n+1 
I 0¡<PiiXj) 

/= 1 
[6 .9 ] 

y su l o g a r i t m o : 

l o g L = 2 L ]o/z Qt^iixj)) [6 .10] 
J=i /=1 

El p r o b l e m a es a h o r a m a x i m i z a r el l o g L c o n la c o n d i c i ó n "z^^ QJ = 1. 

R e s u l t a el s i s t ema d e ecuac iones : 

2 Z — r r ^ +-2Xdk^0 k^l,...,n+l [ 6 .11 ] 

n+ 1 
L Of = 1 [6 .12 ] 

M u l t i p l i c a n d o cada u n a de las n + I p r i m e r a s e c u a c i o n e s p o r G;̂  y s u m a n d o o b t e n e m o s : 

2 X X + 2?i X 0 | = O [ 6 .13 ] 

X Gf<Pf(Ay) 

s u s t i t u y e n d o [6.12] en [6.13] resu l ta : 

2 m + 2X = O [ 6 .14 ] 

p o r t a n t o finalmente o b t e n e m o s el s i s t ema : 

6.2.2. Resultados generales. 

D a d a u n a m u e s t r a a l ea to r i a s imple x^,... ,x„ a p a r t i r d e la cua l q u e r e m o s e s t i m a r 

los p a r á m e t r o s de u n m i e m b r o d e la c lase de func iones definidas en [5.3], la func ión 

d e veros imi l i tud es: 
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^ —^^^^ J' - = 0 k= \ n+ 1 [6 .15] 

s i s t ema de e c u a c i o n e s q u e p u e d e ser r e sue l t o m e d i a n t e t écn icas de cá lcu lo n u m é r i c o . 

El r e s u l t a d o o b t e n i d o p o r m á x i m a ve ros imi l i tud es a n á l o g o al o b t e n i d o en [6.5] 

c o n s i d e r a n d o p{x) c o m o m i e m b r o d e las famil ias [5.3]. 

N ó t e s e q u e en el c a so m - 1, la e s t i m a c i ó n resu l ta : 

A l n o c o n o c e r la f o rma expl íc i ta c o m p l e t a d e p{x), n o p o d e m o s d e t e r m i n a r p o r 

c o m p a r a c i ó n d i rec ta el n ú m e r o d e t é r m i n o s a u t i l izar . A d e m á s , es u n r e s u l t a d o 

c o n o c i d o la n o exis tencia e n genera l d e u n m á x i m o p a r a la func ión d e ve ros imi l i tud si 

el s u b e s p a c i o F <=• a l cua l p e r t e n e c e la func ión de d e n s i d a d es de d i m e n s i ó n 

infini ta , T a p i a y T h o m p s o n (1978) . 

La no exis tenc ia de so luc ión m á x i m o veros ími l en el c a s o infini to d i m e n s i o n a l se 

t r a d u c e en e s t i m a c i o n e s q u e p r e s e n t a n u n f e n ó m e n o de inestabil idad d imensional 

c u a n d o se ap l i can a v a r i e d a d e s c o n u n n ú m e r o g r a n d e , a u n q u e finito, de p a r á m e t r o s , 

ta l y c o m o es el c a s o de n u e s t r a s famil ias . P o r i ne s t ab i l i dad d i m e n s i o n a l e n t e n d e m o s 

la a p a r i c i ó n d e i r r egu la r idades , "p icos" , en la e s t i m a c i ó n de las func iones d e d e n s i d a d 

al a u m e n t a r el n ú m e r o de d i m e n s i o n e s . E s t e h e c h o se p r o d u c e al t e n d e r la e s t imac ión 

m á x i m o veros ími l en el c a so de d i m e n s i ó n infini ta , a u n a c o m b i n a c i ó n de func iona les 

del ta de Di rac en los p u n t o s d e la m u e s t r a . 

kx) -*p\x) = J - X 6(x - xi) [6 .17] 
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d o n d e 5 es la función del ta de D i r a c , def inida por : 

[6 .18] 

5 0 ) = 0 sì yfO 

P a r a la e s t i m a c i ó n [6.17J el v a l o r d e la ve ros imi l i tud seria + oo . 

C u a n d o el n ù m e r o de d i m e n s i o n e s es p e q u e ñ o o t e n e m o s u n c o n o c i m i e n t o p rev io 

y p rec i so de la familia a la cua l p e r t e n e c e la func ión d e dens idad , a p o r t a n d o u n a m a y o r 

r ig idez a l m o d e l o , el p r o b l e m a de ines tab i l idad d i m e n s i o n a l n o interf iere p a r a o b t e n e r 

u n r e s u l t a d o sa t i s fac tor io . 

E n el s igu ien te a p a r t a d o o b s e r v a m o s , p r e s e n t a n d o u n a serie de e j emplos , c o m o 

el f e n ó m e n o de ines tab i l idad d i m e n s i o n a l a p a r e c e al t r a b a j a r c o n las famil ias def inidas 

e n el c a p i t u l o a n t e r i o r y los p r o b l e m a s q u e e s t o p l a n t e a . 

6.2.3. Resultados con las familias del apartado 5.3.2. 

P a r a la e jecuc ión de los e j emplos n u m é r i c o s , h e m o s t o m a d o c o m o familia de 

func iones de d e n s i d a d la def inida e n el a p a r t a d o 5.3.2., u t i l i z a n d o c o m o func iones 

o r t o g o n a l e s los p o l i n o m i o s de H e r m i t e n o r m a l i z a d o s . E n t r e las r a z o n e s q u e p o d e m o s 

a d u c i r p a r a la se lección de es ta familia en c o n c r e t o , c i t a r e m o s q u e su d o m i n i o de 

def inic ión c o m p r e n d e t o d a la r ec ta rea l y q u e h e m o s o b t e n i d o la e x p r e s i ó n expl íc i ta 

p a r a la func ión de d i s t r i buc ión , tal y c o m o figura en {5.52] y [5.53]. E s t o ú l t i m o n o s 

p e r m i t i r á la o b t e n c i ó n de m u e s t r a s s i m u l a d a s c o r r e s p o n d i e n t e s a d i ferentes e l e m e n t o s 

d e la familia, q u e u t i l i z a r e m o s en el a p a r t a d o s igu ien te . 

E n los e j emplos n u m é r i c o s c o r r e s p o n d i e n t e s a las figuras 1 a 8 , h e m o s t r a b a j a d o 

s i e m p r e con d a t o s ta les q u e t i enen med ia m u e s t r a l O y v a r i a n z a m u e s t r a l co r reg ida 1/2. 
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A d o p t a m o s es te c o n v e n i o d e b i d o a q u e la función d e dens idad c o r r e s p o n d i e n t e a u n a 

d i s t r ibuc ión n o r m a l de m e d i a O y v a r i a n z a 1/2 co inc ide c o n el e l e m e n t o de la familia: 

p{x\0) = f^{x) [6 .19] 

y n o s simplifica de e s t a f o r m a la r e so luc ión n u m é r i c a de las e c u a c i o n e s de veros imi l i tud 

[6.15] al p o d e r faci l i tar a los m é t o d o s n u m é r i c o s u n a a p r o x i m a c i ó n inicial r a z o n a b l e 

al a l g o r i t m o n u m é r i c o : 

QQ= i , e, = ••• = e,, = O [6 .20] 

L a r e so luc ión de las e c u a c i o n e s de ve ros imi l i tud [6.15] se h a e f ec tuado a p l i c a n d o el 

a l g o r i t m o de N e w t o n - R a p h s o n , C o h e n (1977) . 

E n las F¡g.s. 1 y 2 v e m o s c o m o p a r a u n a m u e s t r a d e t a m a ñ o m = Ì x = O, al 

a u m e n t a r el n ú m e r o de p a r á m e t r o s , 20 y 50 r e s p e c t i v a m e n t e , la s o l u c i ó n m á x i m o 

veros ími l c o n v e r g e a u n a func ión de l t a de D i r a c e n el p u n t o x = 0. El m i s m o efecto se 

c o m p r u e b a e n las Figs. 3 , 4 , 5 y 6 p a r a u n a m u e s t r a d e t a m a ñ o 

m = 2 X, = - 0.5 , X2 = + 0.5 d o n d e c o n s i d e r a m o s 10 , 15 , 20 y 50 p a r á m e t r o s , y 

e n las Figs. 7 y 8 c o n m = 3 x, = - l / V 2 , Xj = 0.0 , X3 = + 1 /V2 c o n 20 y 50 

p a r á m e t r o s . 

E n las Figs. 9 a , 9 b se p r e s e n t a el r e s u l t a d o c o r r e s p o n d i e n t e a u n a s imu lac ión de 

t a m a ñ o m = 3 0 de u n a d i s t r i buc ión N{0,i) d o n d e h e m o s c o n s i d e r a d o 15 y 30 

p a r á m e t r o s r e s p e c t i v a m e n t e . P a r a los d a t o s s i m u l a d o s se h a o b t e n i d o x = 0.11470 y 

j = 0.70483 . Se c o m p r u e b a c o m o el r e s u l t a d o difiere n o t a b l e m e n t e de la d i s t r i buc ión 

real . L a d i s t anc i a e n t r e la rea l y la e s t i m a d a , a p a r t i r de la f ó r m u l a 

d = 2 c o s ~ ' J ^ \ / / > \ / ^ dx , es d e 0 .674556 y 0 .768904 r e s p e c t i v a m e n t e . E n las Figs. 10a 

y 10b h e m o s p r o c e d i d o del m i s m o m o d o , u t i l i z a n d o u n a m u e s t r a de t a m a ñ o m = 5 0 

d e u n a d i s t r ibuc ión A^(0,1), t a m b i é n e s t i m a n d o c o n 15 y 30 p a r á m e t r o s . E n este ca so 



VI - listimación no paramcirica eie la densidad. 

Figura 1. Estimación máximo verosímil con una muestra de tamaño I x = 0.0 y n — 20 
parámetros. 

Valores obtenidos para los parámetros. 

% = 
02 = 
04 = 
06 = 
08 = 

010 ~ 
012 = 
014 = 
016 = 
018 ~ 

0.53270435 
-0 .37667912 

0.32621378 
-0 .29779083 

0.27855760 
-0 .26426286 

0.25301236 
-0 .24380869 

0.23606664 
-0 .22941542 

02fc+l = 0.0 * = 0 9 
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Figura 2. Estimación máximo verosímil con una muestra de tamaño I 
parámetros. 

X = 0.0 y n = 50 

Valores obtenidos para los parámetros. 

0.42206043 0« = 0.17716289 O40 — 0.14944089 = -0.29844189 0« -0.17308950 0« -0.14765102 0.25845838 0̂  = 0.16944498 0.. = 0.14596349 -0.23593891 0« = -0.16615439 0« -0.14436817 0, = 0.22070044 0» = 0.16316032 0., 0.14285642 
e.o 

= -0.20937479 OJO = -0.16041791 
0,1 

= 0.20046109 o„ = 0.15789139 = -0.19316900 0» 
— 

-0.15555209 o„ = 0.18703497 0.15337634 -0.18176526 O3, = -0.15134478 

e 2*+1 0.0 
k = 0 24 
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Figura 3 . Estimación máximo verosímil con una muestra de tamaño 2 
J:¡ = — 0 .5 , X2= •¥ Q.S y n •= 10parámetros. 

Valores obtenidos para los parámetros. 

OQ = 0 . 9 0 3 1 1 5 6 9 

02 = - 0 . 3 1 9 3 0 0 0 6 

O4 = 0 . 4 6 0 8 7 3 9 9 E - 0 1 

Og = 0 . 1 3 0 4 2 0 9 2 

Og = - 0 . 2 5 1 5 8 5 3 1 

02jt+, = O.O fc = 0 , . . . , 4 
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Figura 4. Estimación máximo veroximil con una muestra de tamaño 2 
X i = — 0.5 , X j = + 0 . 5 y n — 15 parámetros. 

Valores obtenidos para los parámetros. 

Oo 0.75208128 

O2 = -0 .26590151 

O4 — 0.38379878K - 01 

06 — 0.10860974 

0« -0 .20951092 

0|o 0.27871990 

0,2 — -0 .32432085 

0 , 4 0.35161954 

02*+1 = 0.0 k = ^ 6 
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Figura 5. Estimación máximo verosímil con una muestra de tamaño 2 x, = — 0.5 , x, = + 0.5 
y n = 20 parámetros. 

Valores obtenidos para los parámetros. 

= 0.668275 
-0 .23627120 

0.34103114£ - 01 

06 = 0.96507013£: - 01 

Os -0 .18616456 

010 = 0.24766141 

012 -0 .28818089 

0 . 4 = 0.31243742 

0l6 -0 .32382667 

0l8 0.32493872 

0 2*+ I 0.0 k = 0 9 
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Figura 6. Estimación máximo verosímil con una muestra de tamaño 2 
Xi = - 0.5 , = + 0.5 y n = 50 parámetros. 

Valores obtenidos para los parámetros. 

Oo 0.54083997 o„ -0.25722069 0« = -0.46232384E-01 
-0.19121599 — 0.24616414 0« = 0.22427015E-01 
0.27599897E-0Í -0.23092723 O44 = 0.53845951E-03 

% = 0.78103840E-0! = 0.21244943 0« = -0.22488456E-0I 
— -0.15066427 -0.19152576 0« = 0.43279905E-01 

e.o — 0.20043415 0.16883129 
— -0.23322690 -0.14494193 

0.25285810 o„ = 0.12034905 
0,6 = -0.26207525 = -0.95471382E-01 
0,. = 0.26297534 0.70665181E-01 

2fc+ ^ 0.0 k = 0 24 
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Figura 7. Estimación máximo _verosímii con una muestra de tamaño 3 

x¡ = - l / V 2 , = 0.0 , xj = + 1/%/2 y n = 20 parámetros. 

Valores obtenidos para los parámetros. 

00 = 0.92203099 

02 = -0 .27597427 

04 = 0.21917030E - 01 

06 = 0.98894596£ - 01 

0« = -0 .14547068 

0,0 = 0.14582139 

0,2 = -0 .11687243 

0,4 = 0.69989562E - 01 

0,6 = -0 .13192762E - 01 

0,8 = -0 .47736742E - 01 

02ft + I = 0.0 k = 0 9 
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1.00 1.50 2.00 

Figura 8 . _ Estimación máximo verosimiì con una muestra de tamaño 3 

X, = - l/Vz , X, = 0 . 0 , JCj = + 2 y n = SO parámetros. 

Valores obtenidos para los parámetros. 

00 = 0 . 5 7 4 6 1 5 0 6 OJO = 0 . 5 7 0 0 8 1 9 9 E - 0 1 0«, = 0 . 2 3 8 6 3 8 0 4 

02 — - 0 . 1 5 7 5 5 9 5 7 Or, - 0 . 9 5 6 1 9 5 5 9 E - 0 1 O42 = - 0 . 2 3 2 0 4 4 9 4 
04 = - 0 . 7 1 6 8 1 1 0 5 E - 0 2 024 — 0 . 1 3 0 8 0 8 2 3 044 = 

04« = 
0 . 2 2 2 2 4 3 9 7 

0* 0 . 8 5 2 0 6 8 0 7 E - 0 1 0« = - 0 . 1 6 1 6 6 6 2 7 
044 = 

04« = 
- 0 . 2 0 9 7 1 0 4 2 

0» — - 0 . 1 1 4 7 4 3 2 9 02, 0 . 1 8 7 6 4 5 5 6 O4, = 0 . 1 9 4 9 1 7 5 6 

0,0 = 0 . 1 1 4 0 2 5 8 3 O30 — - 0 . 2 0 8 4 7 7 4 4 
O4, = 

0,. - 0 . 9 4 1 2 6 5 2 3 E - 0 1 Ojí = 0 . 2 2 4 1 1 0 1 9 

0,4 0 . 6 2 4 9 8 2 2 7 E - 0 1 Oj4 = - 0 . 2 3 4 6 5 9 0 8 

0,6 = - 0 . 2 4 4 0 8 3 4 4 E - 0 1 0 « = 0 . 2 4 0 3 6 4 0 2 

= - 0 . 1 6 3 4 3 3 9 6 E - 0 1 O3, = - 0 . 2 4 1 5 5 7 9 0 

02*+1 = 00 
k = O,..., 24 
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1.00 -I 

o.ao -

0.60 -

o.+o -

0.20 -

0.00 

REAL 

-3.00 -1.93 -1.00 0.07 1.00 1.93 3.00 

Figura 9a. Estimación MLE de una muestra de tamaño m = 30 de una N(0,1) con 15 parámetros. 

1.00 - I 

o.ao -

0.60 -

0.40 -

o.¿o -

REAi. 

> ESTIUÀDA 

Figura 9b. Estimación MLE de una muestra de tamaño m = 30 de una N(0,¡) con 30 parámetros. 
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0.50 -

0,40 -

OJO -

0.20 -

O i O -

0.00 

REAL 

- 3 . 0 

F i g u r a IOa. Estimación MLE de una muestra de tamaño m = 50 de una N(0,1 ) con 15 parámetros. 

0.50 n 

OM -

0.30 -

0.20 -

0.10 • 

0.00 

REAL 

•ESTIMADA 

- 3 . 0 0 - 1 . 9 3 - 1 . 0 0 

F i g u r a lOb. Estimación MLE de una muestra de tamaño m = 50 de una N(0,1 ) con 30 parámetros. 
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la m e d i a m u e s t r a l e ra d e x = 0.01014 y la desv iac ión t íp ica m u e s t r a l de j = 0.95971 . L a s 

d i s t anc ia s e n t r e las func iones s i m u l a d a s y la r ea l es d e 0 .404867 y de 0 .436314 p a r a 15 

y 30 p a r á m e t r o s r e s p e c t i v a m e n t e . E n a m b o s c a s o s se o b s e r v a c o m o al a u m e n t a r el 

n ú m e r o d e p a r á m e t r o s q u e in t e rv i enen en la e s t i m a c i ó n , a u m e n t a la d i s t o r s i ón de l as 

func iones . 

P o r lo v i s to h a s t a el m o m e n t o se d e s p r e n d e q u e la u t i l i zac ión d e la e s t i m a c i ó n 

m á x i m o veros ími l sin n i n g u n a c o n s i d e r a c i ó n ad i c iona l n o es p l e n a m e n t e sa t i s fac tor ia 

en los m o d e l o s q u e a q u í c o n s i d e r a m o s . Se o b s e r v a q u e la e s t i m a c i ó n d e p e n d e 

e n o r m e m e n t e del n ú m e r o de p a r á m e t r o s c o n s i d e r a d o y q u e as í c o m o la e lecc ión de u n 

n ú m e r o d e p a r á m e t r o s e x c e s i v a m e n t e ba jo p r o d u c e e s t i m a c i o n e s a le jadas d e la rea l idad 

d e los d a t o s d e b i d o a la r ig idez de las func iones , i n c r e m e n t a r de fo rma i l imi tada los 

m i s m o s p r o d u c e u n a ines t ab i l idad en las e s t i m a c i o n e s q u e n o p o d e m o s e v a l u a r ni 

s o l u c i o n a r sin u n c o n o c i m i e n t o p r ev io de la d i s t r i b u c i ó n rea l . 

E n los s igu ien tes a p a r t a d o s p r o p o n e m o s a l g u n a s so luc iones p a r a reso lver el 

p r o b l e m a an te r io r . E n el a p a r t a d o 6.3 p r e s e n t a m o s u n a l g o r i t m o s t epwise q u e 

se lecc iona a u t o m á t i c a m e n t e el o r d e n d e las e s t i m a c i o n e s y las func iones q u e 

i n t e rv i enen en las m i s m a s . E s t o se rea l iza m e d i a n t e c o m p a r a c i o n e s de las 

ve ros imi l i t udes p a r a suces ivas e s t i m a c i o n e s al a u m e n t a r o d i s m i n u i r el n ú m e r o de 

p a r á m e t r o s . E n el a p a r t a d o 6 .4 u t i l i z a m o s u n m é t o d o d i ferente d e e s t i m a c i ó n 

u t i l i z a n d o las d i s t a n c i a s e n t r e i nd iv iduos def in idas e n el c a p i t u l o 3 y el p r o c e s o de 

e s t i m a c i ó n i n t r o d u c i d o en el c a p í t u l o 4 . 
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6.3. Un algoritmo stepwise de estimación no paramétrica. 

6.3.1. Desarrollo del algoritmo. 

El a l g o r i t m o c o n s t a d e t res p a r t e s b á s i c a s , u n a p r i m e r a q u e c o m p r e n d e las e t a p a s 

1 a 4 , en la cua l t r a s u n a a d e c u a c i ó n de los d a t o s a los m é t o d o s n u m é r i c o s , e f e c t u a m o s 

u n p r o c e s o d e e s t i m a c i ó n a s c e n d e n t e , a u m e n t a n d o p r o g r e s i v a m e n t e el n ú m e r o d e 

p a r á m e t r o s e m p l e a d o s h a s t a q u e n o se p r o d u z c a u n i n c r e m e n t o s ignif icat ivo en el 

m á x i m o d e la func ión de ve ros imi l i tud . E n la s e g u n d a e t a p a , q u e c o r r e s p o n d e a l 

n ú m e r o 5, a p a r t i r d e la e s t i m a c i ó n a n t e r i o r , b u s c a m o s los p a r á m e t r o s 

c o r r e s p o n d i e n t e s a la func ión de d e n s i d a d c o n los d a t o s sin t r a n s f o r m a r . F i n a l m e n t e 

en el p a s o 6, e f e c t u a m o s u n p r o c e s o d e s c e n d e n t e s u p r i m i e n d o de la e s t i m a c i ó n a q u e l l o s 

p a r á m e t r o s c u y a e l im inac ión n o p r o v o c a u n d e s c e n s o s ignif icat ivo del m á x i m o de la 

func ión de ve ros imi l i tud . 

1. E n p r i m e r l u g a r e f e c t u a m o s u n a t r a n s f o r m a c i ó n l ineal de los d a t o s del 

t i p o yi= ^' . ^ i= \,...,m. El m o t i v o de ta l t r a n s f o r m a c i ó n es 
b 

so lven t a r p r o b l e m a s n u m é r i c o s q u e se p u e d e n p r e s e n t a r al t r a b a j a r c o n la 

familia o r t o n o r m a l , e n p a r t i c u l a r n o s p e r m i t i r á p r o p o r c i o n a r u n a b u e n a 

a p r o x i m a c i ó n inicial a la s o l u c i ó n d e l as e c u a c i o n e s de ve ros imi l i t ud . U n a 

a l t e r n a t i v a es t r a b a j a r c o n a = m e d i a n a m u e s t r a l , y b = r e c o r r i d o 

in t e rcua r t i l m u e s t r a l . A l t r a b a j a r c o n los p o l i n o m i o s de H e r m i t é h e m o s 

t o m a d o a = x y b = V 2 ^ ^ ^ » c o n lo cua l los d a t o s t r a n s f o r m a d o s 

p a s a n a t e n e r m e d i a m u e s t r a l O y v a r i a n z a m u e s t r a l i n s e s g a d a 1/2, p u d i e n d o 

t o m a r c o m o a p r o x i m a c i ó n inicial la def in ida en [6.20]. 

2. D a d a u n a m u e s t r a j», , . . . y fijados u n o s coef ic ien tes a, aj^ e N 

de f in imos : 
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L a. = sup L{Qa,,-,K) = sup n [ L %,<Pa,(yj)] 

G„, G„^e5,(i) e„, e„^g5.(i) y=i / = 1 

[6 .21] 

3 . S e l e c c i o n a m o s u n n ù m e r o a r b i t r a r i o A' d e p a r á m e t r o s a exp lo ra r y 

def in imos el c o n j u n t o de índ ices / = {1, ...,N). La e lección del n ú m e r o N 

v e n d r á m o t i v a d a p o r cr i te r ios de t i e m p o c o m p u t a c i o n a l . E s r a z o n a b l e la 

se lecc ión de los N p r i m e r o s t é r m i n o s , y a q u e al ser la m e d i a m u e s t r a l d e los 

d a t o s O y la v a r i a n z a m u e s t r a l i n se sgada 1/2 es de e spe r a r q u e Qj-^Q al 

i n c r e m e n t a r s e / d e b i d o a [6.19]. 

4. D e s d e k = l y h a s t a u n m á x i m o de Â , s u p u e s t o q u e en el p a s o k t e n e m o s 

fijados O], . . . , a | j _ i , b u s c a m o s p a r a fe / - [a^,... , a ; ; ; _ , } , a q u e l / tal q u e 

^6.22] 

p a r a t o d o y e / - { a , , . . . , ajt_ , } . Si A: ^ 2 e f e c t u a m o s u n a p r u e b a de 

s ignif icación del t é r m i n o i, h a l l a n d o la r a z ó n de ve ros imi l i tud 

A = / ° " [6 .23 ] 

'«1 

P o r el t e o r e m a de Wi lks , ba jo la h ipó tes i s d e i g u a l d a d de a m b o s e s p a c i o s 

p a r a m é t r i c o s , U = - 21n A c o n v e r g e a u n a d i s t r i b u c i ó n c o n u n g r a d o de 

l ibe r tad . Si a p l i c a n d o el tes t r e c h a z a m o s la h i p ó t e s i s y c o n s i d e r a m o s q u e 

exis ten diferencias s ignif icat ivas e n t r e las v e r o s i m i l i t u d e s , fijamos a¿ = /, e 

i n c r e m e n t a n d o k e n u n a u n i d a d v o l v e m o s a 4. E n c a s o c o n t r a r i o si el t e s t 

n o d e t e c t a d i fe renc ias s ignif icat ivas , d e t e n e m o s el p r o c e s o d e ad ic ión de 

t é r m i n o s y p a s a m o s a la s igu i en t e e t a p a del a l g o r i t m o . 
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Pyiy) = 
7c-1 
^ £ 0a,q>a, 

[6 .24] 

P a r a o b t e n e r los coef ic ientes c o r r e s p o n d i e n t e s a la func ión c o n d a t o s n o 

t r a n s f o r m a d o s , r e a l i z a m o s n u m é r i c a m e n t e la p r o y e c c i ó n 

0/ = J y/pxix) ^>ídx i= 1 , . . . , r [6 .25] 

d o n d e Pxix) = pyi^ , ° ) - r y r es ta l q u e p a r a u n a t o l e r a n c i a a rb i t r a r i a E, 
b b 

i - £ 0? ^ E. 
7=1 ^ 

6. H a c e m o s u n filtrado final c o n los d a t o s sin t r a n s f o r m a r . D e f i n i m o s 

/ ' = {a , , . . . a^} d o n d e a , , . . . , â . G 1,... , r , y b u s c a m o s a q u e l i e / ' t a l q u e 

A A 

'«1 a/-i.«(+i ^ a/-i.a/+i «r [6 .26] 

p a r a t o d o J e / ' . Si 

A = °- [6.27] 

n o p r o p o r c i o n a d i ferencias s igni f ica t ivas en t r e las ve ros imi l i t udes , e n t o n c e s 

e l i m i n a m o s el t é r m i n o /, r ede f in imos / ' = { a , , a , _ a ^ } y 

v o l v e m o s a e j ecu t a r la b ú s q u e d a def in ida e n 6. E n c a s o c o n t r a r i o el 

a l g o r i t m o finaliza. El c o c i e n t e [6.27] lo c a l c u l a m o s s i e m p r e e n t r e la 

ve ros imi l i tud d e s p u é s de h a b e r e l i m i n a d o el p a r á m e t r o c o n v e n i e n t e y la 

ve ros imi l i t ud inicial c o n los r p a r á m e t r o s or ig ina les , d e f o r m a q u e los g r a d o s 

5. C o n los p a r á m e t r o s o b t e n i d o s en el p a s o a n t e r i o r f o r m a m o s según [6.1] 

la func ión de d e n s i d a d e s t i m a d a c o r r e s p o n d i e n t e a los d a t o s t r a n s f o r m a d o s 
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de l ibe r t ad de la son en c a d a p a s o p o r [6.27] el n ù m e r o de p a r á m e t r o s q u e 

l l evamos e l i m i n a d o s r e s p e c t o al n ú m e r o inicial r. 

6.B.2. Resultados. 

P a r a verificar la eficacia del a l g o r i t m o , h e m o s o p t a d o e n p r i m e r luga r p o r la 

s iguiente e s t r a t eg ia . F i j ado u n e l e m e n t o de las famil ias del c a p í t u l o 5 u t i l i z ando los 

p o l i n o m i o s d e H e r m i t e n o r m a l i z a d o s h¿x) c o m o famil ia o r t o n o r m a l , s i m u l a m o s u n a 

m u e s t r a a l e a t o r i a s imple de t a m a ñ o m de u n a p o b l a c i ó n q u e t e n g a a q u e l e l e m e n t o 

c o m o func ión de d e n s i d a d de p r o b a b i l i d a d . La s i m u l a c i ó n se h a l l evado a c a b o p o r el 

M é t o d o d e M o n t e c a r l o u t i l i z ando la func ión d e d i s t r i buc ión de p r o b a b i l i d a d h a l l a d a 

p o r n o s o t r o s en [5.52] y [5.53]. A c o n t i n u a c i ó n a p l i c a m o s el a l g o r i t m o d e e s t i m a c i ó n 

a la m u e s t r a s i m u l a d a y e v a l u a m o s la b o n d a d del r e s u l t a d o c o m p a r a n d o la e s t i m a c i ó n 

c o n la func ión o r ig ina l m e d i a n t e la d i s t anc ia [5.37]. E n gene ra l h e m o s c o m p r o b a d o 

q u e es suficiente t r a b a j a r c o n u n a t o l e r a n c i a E d e 0,01 y N = 15. 

Ejemplo 6 .3 .2 .1 . 

C o r r e s p o n d e a u n a func ión de d e n s i d a d u n i m o d a l , ta l y c o m o se refleja e n la 

F ig . 11 . L o s p a r á m e t r o s or ig ina les son : 6, = 0.9 , Gj = 0 .4 , 63 = 0.17 , 0,- = 0.0 

en o t r o c a s o . E n la F ig . 12 p r e s e n t a m o s p a r a u n a s imu lac ión e n p a r t i c u l a r , la gráf ica 

c o m p a r a t i v a de las func iones de d i s t r i b u c i ó n rea l y e m p í r i c a , c o m p r o b a n d o el a jus te 

e n t r e las m i s m a s . A l igua l q u e en los e j emp los q u e p r e s e n t a r e m o s a c o n t i n u a c i ó n , se 

h a n o b t e n i d o m u e s t r a s s i m u l a d a s de t a m a ñ o s 30 y 200 , s o b r e las q u e h e m o s a p l i c a d o 

el a l g o r i t m o . T a m b i é n se h a n c o n s i d e r a d o d o s d i fe rentes niveles de s igni f icac ión p a r a 

los c o n t r a s t e s del a l g o r i t m o , 5 % y 10 % . L o s r e s u l t a d o s o b t e n i d o s s o n p r e s e n t a d o s 

en las T a b l a s I a 4 . 
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Ejemplo 6.3.2.2. 

L a gráfica d e la func ión de d e n s i d a d se p r e s e n t a en la Fig. 13 , y t a l y c o m o se 

ap rec i a , es u n a d i s t r i buc ión m u l t i m o d a l y s imét r i ca . L o s p a r á m e t r o s or ig ina les son : 

9] = 0.5 , 93 = 0.5 , 95 = 0.5 , 97 = 0.5 , 9, = 0.9 e n c a s o c o n t r a r i o . E n la 

Fig. 14 p r e s e n t a m o s la gráf ica del a jus t e p a r a u n a s i m u l a c i ó n p a r t i c u l a r , y los 

r e s u l t a d o s se p r e s e n t a n en las Tablas 5 a 8 . 

Ejemplo 6.3.2 .3 . 

C o r r e s p o n d e a u n a func ión de d e n s i d a d m u l t i m o d a l y a s imé t r i ca , de la f o r m a q u e 

se o b s e r v a e n la Fig. 15 , L o s p a r á m e t r o s or ig ina les s o n : 

03 = 0.9 , 04 = 0.4 , 9^ = 9.17 , 9, = 9.0 e n o t r o c a s o . E n la Fig. 16 

p r e s e n t a m o s la gráf ica del a jus te p a r a u n a s i m u l a c i ó n p a r t i c u l a r , y los r e s u l t a d o s se 

p r e s e n t a n en las Tablas 9 a 12 . 

E n t r e l as c o n c l u s i o n e s q u e se p u e d e n e x t r a e r de los r e s u l t a d o s , d e s t a q u e m o s : 

* El a jus te m e j o r a n o t a b l e m e n t e al a u m e n t a r el t a m a ñ o m u e s t r a l . 

* C o n m e n o r e s t a m a ñ o s m u é s t r a l e s , i n t e r v i e n e n m e n o s a q u e l l o s p a r á m e t r o s 

c o n m e n o r p e s o en la func ión de d e n s i d a d . 

* N o se a p r e c i a n d i fe renc ias s igni f ica t ivas e n t r e los r e s u l t a d o s o b t e n i d o s c o n 

los niveles de s ignif icación del 5 % y de l 1 0 % . 

* N o se h a e n c o n t r a d o u n a c o r r e l a c i ó n s ignif icat iva e n t r e las d i s t a n c i a s 

finales y el a jus te de l as s i m u l a c i o n e s . 



VI - F.stimación no paramctrica de la densidad. 

0.60 -

0.50 -

0.40 • 

0.30 -

0.20 -

0.10 -

1 I 1 1 

- 3 . 0 0 - 2 . 0 0 - 1 . 0 0 0.00 1.00 2.00 

Figura 1 1 . Función de densidad correspondiente a los parámetros del ejemplo 6.3.2.1. 
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Figura 1 2 . Funciones de distribución real y empírica correspondiente a una simulación de tamaño 
200 a partir de los parámetros del ejemplo 6.3.2./. Máxima diferencia en valor absoluto para esta 
simulación 0.0447. 
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Figura 13. Función de densidad correspondiente a los parámetros del ejemplo 6.3.2.2. 
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Figura 14. Funciones de distribución real y empirica correspondiente a una simulación de tamaño 
200 a partir de los parámetros del ejemplo 6.3.2.2. Máxima diferencia en valor absoluto para esta 
simulación 0.06478. 
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F i g u r a 1 5 . Función de demìdad correspondiente a los parámetros del ejemplo 6.3.2.3. 
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Figura 16. Funciones de distribución real y empírica correspondiente a una simulación de tamaño 
200 a partir de los parámetros del ejemplo 6.3.2.3. Máxima diferencia en valor absoluto para esta 
simulación 0.04882. 
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Muestras procedentes de una simulación de parámetros 

e, = 0.9 , 62 = 0.4 , G3 = 0.17 
Q¡ = 0.0 en caso contrario 

Nivel de significación: 
Tamaño muestral simulado: 30 Número de simulaciones: 70 

Ajuste de las simulaciones. D„ = sup \S„(x) — F{x)\ 

Valor máximo: 
Media: 

0.287 
0.144 

Superan Kolmogorov-Smimov: 68 

Valor mínimo: 
Desviación típica: 

Porcentaje: 

0.0680 
0.0470 

97.14 % 

Combinaciones de parámetros resultantes. 

Combinación 

1-2 
1-2-3 
1-2-9 
1-2-15 
1-2-3-4 

Número 

52 14 
2 1 1 

Porcentaje 

74.29 % 
20.00 % 

2.86 % 
1.43 % 
1.43 % 

Parámetro aislado Número Media Desviación típica 

1 70 0.885 0.049 
2 70 0.433 0.102 
3 15 0.255 0.032 
9 2 0.126 0.040 
4 1 -0.281 0.000 
15 1 0.237 0.000 

Distancias entre la función real y la estimada 

Valor máximo: 0.8120 Valor mínimo: 0.1350 
Media: 0.3960 Desviación típica: 0.1100 

Tabla 1 
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Muestras procedentes de una simulación de parámetros 

0, = 0.9 , 02 = 0.4 , ©3 = 0.17 
0| = 0.0 en caso contrario 

Nivel de significación: 5 % 
Tamaño muestral simulado: 200 Nùmero de simulaciones: 64 

Ajuste de las simulaciones. D„ = sup \S„{x) - F{x)\ 

Valor máximo: 
Media: 

0.0985 
0.0573 

Superan Kolmogorov-Stnimov: 63 

Valor min imo: 
Desviación tipica: 

Porcentaje: 

0.0307 
0.0161 

98.44 % 

Combinaciones de parámetros resultantes. 

Combinación 

1-2-3 
1-2 

Número 

46 
18 

Porcentaje 

71.88 % 
28.13 % 

Parámetro aislado Número 

1 
2 
3 

64 
64 
46 

Media Desviación típica 

0.898 
0.407 
0.186 

0.022 
0.047 
0.031 

Distancias entre la función real y la estimada 

Valor máximo: 
Media: 

0.5235 
0.1877 

Valor min imo: 0.0676 
Desviación típica: 0.1274 

Tabla 2 
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Muestras procedentes de una simulación de parámetros 

e, = 0.9 . 82 = 0.4 , Q3 = 0.17 
9¿ = 0.0 en caso contrario 

Nivel de significación: 10 % 
Tamaño muestral simulado: 30 Nùmero de simulaciones: 80 

Ajuste de las simulaciones. D„ = sup\S„{x) - F{x)\ 

Valor máximo: 
Media: 

0.277 
0.140 

Superan Kolmogorov-Smimov: 79 

Valor mínimo: 
Desviación típica: 

Porcentaje: 

0.0637 
0.0462 

98.750 % 

Combinaciones de parámetros resultantes. 

Combinación 

1-2 
1-2-3 
1-2-13 
1-2-4 
1-2-5 
1-2-3-5 
1-2-3-9 

Número 

50 
24 

2 
1 
1 
1 
1 

Porcentaje 

62.50 % 
(0.00 ' 
2.50 
1.25 
1.25 
1.25 
1.25 

Parámetro aislado Número 

1 
2 
3 
5 
13 
4 
9 

80 
80 
26 

2 
2 
1 
1 

Media Desviación típica 

0.884 
0.421 
0.269 
-0.058 
0.200 
0.240 
0.115 

0.055 
0.108 
0.039 
0.297 
0.126 
0.000 
0.000 

Distancias entre la función real y la estimada 

Valor máximo: 
Media: 

0.906 
0.390 

Valor mínimo: 0.106 
Desviación típica: 0.140 

Tabla 3 
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Muestras procedentes de una simulación de parámetros 

e, = 0.9 , 02 = 0.4 , 93 = 0.17 
9/ = 0.0 en caso contrario 

Nivel de significación: 10 % 
Tamaño muestral simiilado: 200 Nùmero de simulaciones: 65 

Ajuste de las simulaciones. D„ = sup \S„{x) — F{,x)\ 

Valor máximo: 
Media: 

0.0885 
0.0579 

Superan Kolmogorov-Smimov: 65 

Valor minimo: 
Desviación típica: 

Porcentaje: 

0.0296 
0.0156 

100.00 % 

Combinaciones de parámetros resultantes. 

Combinación Número Porcentaje 

1-2-3 
1-2 
1-2-3-9 

50 
14 

1 

76.92 % 
21.54 % 

1.54 % 

Parámetro aislado Número 

1 
2 
3 
9 

65 
65 
51 

1 

Media Desviación típica 

0.894 
0.416 
0.175 
0.121 

0.019 
0.043 
0.027 
0.000 

Distancias entre la función real y la estimada 

Valor máximo; 
Media: 

0.4623 
0.1678 

Valor mínimo: 0.0693 
Desviación típica: 0.1204 

Tabla 4 
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Nivel de significación: 5 % 
Tamaño muestral simulado: 30 Nùmero de simulaciones: 44 

Ajuste de las simulaciones. D„ = sup \S„{x) — F{x)\ 

Valor máximo: 
Media: 

0.2412 
0.1467 

Superan Kolmogorov-Smimov: 44 

Valor mínimo: 
Desviación típica: 

Porcentaje: 

0.0627 
0.0389 

100.00 % 

Combinaciones de parámetros resultantes. 

Combinación Número 

1-3-5 
1-2-3-5 
1-3-5-7 
1-2-5 
1-5-9 
1-2-5-7 
5 
3-9 
1-5-7 
1-3-5-9 

Parámetro aislado Número 

5 
1 
3 
2 
7 
9 

43 
42 
35 
16 
12 

4 

13 
I I 

9 
3 
2 
2 
1 
1 
1 
1 

0.622 
0.596 
0.432 
0.414 
0.318 
-0.444 

Porcentaje 

6.82 
4.55 
4.55 
2.27 
2.27 
2.27 
2.27 

Media Desviación típica 

0.095 
0.087 
0.092 
0.054 
0.074 
0.150 

Distancias entre la función real y la estimada 

Valor máximo: 
Media: 

3.1416 
2.3991 

Valor mín imo: 1.9250 
Desviación típica: 0.2544 

Tabla 5 

Muestras procedentes de ima simulación de parámetros 

e, = 0.5 , G3 = 0.5 , Os = 0.5 , 0 7 = 0.5 
6/ = 0.0 en caso contrario 
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Muestras procedentes de una simulación de parámetros 

e, = 0.5 , 63 = 0.5 , 05 = 0.5 , 07 = 0.5 
0, = 0.0 en caso contrario 

Nivel de significación: 5 % 
Tamaño muestral simulado: 200 Nùmero de simulaciones: 52 

Ajuste de las simulaciones. D„ = sup \S„{x) - F{x)\ 

Valor máximo: 
Media: 

0.1111 
0.0562 

Supœrîm Kolmogorov-Smimov: 51 

Valor minimo: 
Desviación típica: 

Porcentaje: 

0.0300 
0.0175 

98.08 % 

Combinaciones de parámetros resultantes. 

Combinación 

1-3-5-7 

Número 

52 

Porcentaje 

100.00 % 

Parámetro aislado Número 

1 
3 
5 
7 

52 
52 
52 
52 

Media Desviación típica 

0.498 
0.495 
0.501 
0.501 

0.032 
0.035 
0.028 
0.032 

Distancias entre la función real y la estimada 

Valor máximo: 
Media: 

0.2409 
0.1171 

Valor mínimo: 0.0309 
Desviación típica: 0.0484 

Tabla 6 



VI - Estimación no paramétrica de la densidad. 

Nivel de significación: 10 % 
Tamaño muestral simulado: 30 Nùmero de simulaciones: 31 

Ajuste de las simulaciones. D„ = sup \S„{x) — F{x)\ 

Valor máximo: 
Media: 

0.2413 
0.1416 

Superan Kolmogorov-Smimov: 31 

Valor mínimo: 
Desviación típica: 

Porcentaje: 

0.0680 
0.0450 

100.00 % 

Combinaciones de parámetros resultantes. 

Combinación Número 

1-3-5 
1-2-3-5 
1-6 
1-2-5-7 
1-2-3-5-7 
1-4 
1-5 
1-5-8 
1-7-9 
1-2-5-9 
1-3-5-9 

Parámetro aislado Número 

12 
5 
3 
3 
2 

Porcentaje 

9.69 
9.69 
6.45 
3.23 
3.23 
3.23 
3.23 
3.23 
3.23 

Media Desviación típica 

1 31 0.674 0.137 
5 26 0.586 0.080 
3 20 0.426 0.073 
2 11 0.414 0.074 
7 6 0.334 0.045 
6 3 0.332 0.012 
9 3 -0.351 0.118 
4 1 -0.234 0.000 
8 1 -0.380 0.000 

Distancias entre la función real y la estimada 

Valor máximo: 
Media: 

2.5599 
2.2621 

Valor mínimo: 1.7470 
Desviación típica: 0.2329 

Tabla 7 

Muestras procedentes de una simulación de parámetros 

e, = 0.5 , ©3 = 0.5 , Os = 0.5 . 07 = 0.5 
0/ = 0.0 en caso contrario 



VI - Estimación no paramétrica de la densidad. 

Muestras procedentes de una simulación de parámetros 

e, = 0.5 , 83 = 0.5 , 65 = 0.5 , 07 = 0.5 
0; = 0.0 en caso contrario 

Nivel de significación: 10 % 
Tamaño muestral simulado: 200 Número de simulaciones: 66 

Ajuste de las simulaciones. D„ = sup \S„{x) — F{x)\ 

Valor máximo: 
Media: 

0.1088 
0.0565 

Superan Kolmogorov-Smimov: 63 

Valor mínimo: 
Desviación típica: 

Porcentaje: 

0.0294 
0.0183 

95.46 % 

Combinaciones de parámetros resultantes. 

Combinación 

1-3-5-7 
1-3-5-7-9 

Número 

64 
2 

Porcentaje 

96.97 % 
3.03 % 

Parámetro aislado Número 

1 
3 
5 
7 
9 

66 
66 
66 
66 

2 

Media Desviación típica 

0.500 
0.500 
0.499 
0.497 
0.501 

0.033 
0.032 
0.032 
0.034 
0.106 

Distancias entre la función real y la eslimada 

Valor máximo: 
Media: 

0.2507 
0.1236 

Valor mínimo: 0.0173 
Desviación típica: 0.0490 

Tabla 8 



VI - Estimación no paramétrica de la densidad. 

Muestras procedentes de una simulación de parámetros 

03 = 0.9 , 04 = 0.4 , 06 = 0.17 
0; = 0.0 en caso contrario 

Nivel de signiñcación: 5 % 
Tamaño muestral simulado: 30 Número de simulaciones: 56 

Ajuste de las simulaciones. D„ = sup \S„{x) — F{x)\ 

Valor máximo: 
Media: 

0.2922 
0.1380 

Superan Kolmogorov-Smimov: 52 

Valor mínimo: 
Desviación típica: 

Porcentaje: 

0.0512 
0.0535 

92.86 % 

Combinaciones de parámetros resultantes. 

Combinación 

3-4 
3 
1-3-4-5 
1-3-5 
3-6 
2-4-5 
1-3-4-6 

Parámetro aislado Número 

3 
4 
5 
1 
6 
2 

55 
37 

9 
8 
3 
1 

Número 

30 
14 

5 
3 
2 
I 
1 

0.870 
0.412 
0.349 
0.723 
0.367 
0.726 

Porcentaje 

25.00 % 
8.93 % 
5.36 % 
3.57 % 
1.79 % 
1.79 % 

Media Desviación típica 

0.170 
0.077 
0.053 
0.084 
0.099 
0.000 

Distancias entre la función real y la estimada 

Valor máximo: 
Media: 

2.6633 
0.7978 

Valor mínimo: 0.1936 
Desviación típica: 0.6260 

Tabla 9 



VI - Estimación no paramétrica de la densidad. 

Muestras procedentes de una simulación de parámetros 

63 = 0.9 , 64 = 0.4 , 06 = 0.17 
0; = 0.0 en caso contrario 

Nivel de significación: 
Tamaño muestral simulado: 

5 % 
200 Número de simulaciones: 49 

Ajuste de las simulaciones. D„ = sup |5„(JC) — F{x)\ 

Valor máximo: 
Media: 

0.1108 
0.0598 

Superan Kolmogorov-Smimov: 46 

Valor mínimo: 
Desviación típica: 

Porcentaje: 

0.0255 
0.0208 

93.88 % 

Combinaciones de parámetros resultantes. 

Combinación 

3-4-6 
3-4 
3-5-4 
3-4-7 
3-4-6-1 
3-4-5-7 
1.3.4-5-6-7 
1-2-3-4-5-6-7 

Parámetro aislado Número 

3 
4 
6 
5 
7 
1 
2 

49 
49 
34 

7 
4 
3 
1 

Número 

32 
8 

4 
1 
1 
1 
1 
\ 

0.892 
0.388 
0.170 
0.157 
-0.002 
-0.402 
0.132 

Porcentaje 

65.31 "/< 
16.33 

8.16 "/ 
2.04 "/ 
2.04 "/ 
2.04 °/ 
2.04 °/ 
2.04 "/ 

Media Desviación típica 

0.073 
0.051 
0.039 
0.084 
0.409 
0.463 
0.000 

Distancias entre la función real y la estimada 

Valor máximo: 
Media: 

1.7767 
0.2711 

Valor mín imo: 0.0665 
Desviación típica: 0.3371 

Tabla 10 



VI - Estimación no paramétrica de la densidad. 

Muestras procedentes de una simulación de parámetros 

63 = 0.9 , 04 = 0.4 , Og = 0.17 
0/ = 0.0 en caso contrario 

Nivel de significación: 
Tamaño muestral simulado: 30 Nùmero de simulaciones: 48 

Ajuste de las simulaciones. D„ = sup \S„(x) — F{x)\ 

Valor máximo: 
Media: 

0.2639 
0.1389 

Superan Kolmogorov-Smimov: 47 

Valor min imo: 
Desviación tipica: 

Porcentaje: 

0.0643 
0.0480 

97.92 % 

Combinaciones de parámetros resultantes. 

Combinación 

3-4 
3 
1-3-4-5 
1-4-2-5 
3-6 
1-3-5 
2-4-5 
3-4-5 
3-4-6 
1-3-5-6-9 

Nùmero 

26 
1 

Porcentaje 

6.24 
4.17 
2.08 
2.08 
2.08 
2.08 
2.08 
2.08 

% 

Parámetro aislado Número Media Desviación típica 

3 
4 
5 
1 
2 
6 
9 

45 
34 

9 
7 
3 
3 
1 

0.876 
0.434 
0.365 
0.679 
0.501 
0.254 
0.323 

0.154 
0.108 
0.080 
0.088 
0.086 
0.075 
0.000 

Distancias entre la función real y la eslimada 

Valor máximo: 
Media: 

2.6889 
0.8391 

Valor mínimo: 0.1348 
Desviación típica: 0.6980 

Tabla 11 



VI - Estimación no paramétrica de la densidad. 

Muestras procedentes de una simulación de parámetros 

03 = 0.9 , 64 = 0.4 , = 0.17 
G¿ = 0.0 en caso contrario 

Nivel de significación: 
Tamaño muestral simulado: 200 Número de simulaciones: 54 

Ajuste de las simulaciones. D„ = sup \S„{x) — F\x)\ 

Valor máximo: 
Media: 

0.1108 
0.0595 

Superan Kolmogorov-Smimov: 46 

Valor mínimo: 
Desviación típica: 

Porcentaje: 

0.0255 
0.0208 

92.00 % 

Combinaciones de parámetros resultantes. 

Combinación 

3-4-6 
3-4 
3-5-4 
3-4-7 
3-4-6-1 
3-4-5-7 
1-3-4-5-6 
1 .3.4-5.6-7 
1.2-3-4-5-6-7 

Parámetro aislado Número 

3 
4 
6 
5 
1 
7 
2 

50 
50 
35 

8 
4 
4 
1 

Número 

32 
8 
4 

Porcentaje 

64.00 % 
16.00 % 

8.00 % 
2.00 % 
2.00 % 
2.00 % 
2.00 % 
2.00 "/c 
2.00 % 

Media Desviación tipica 

0.884 
0.386 
0.169 
0.182 
0.480 
-0.002 
0.132 

0.090 
0.052 
0.039 
0.105 
0.409 
0.180 
0.000 

Distancias entre la función real y la estimada 

Valor máximo: 
Media: 

1.8560 
0.3027 

Valor mín imo: 0.0665 
Desviación tipica: 0.4020 

Tabla 12 



V I - I estimación no paramétrica de In densidad. 

0.50 - I 

0.4-0 -
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0.00 

ESTIMADA 

REAL 

Figura J7. Función de densidad correspondiente a los parámetros del ejemplo 6.3.2.2. frente a la 
estimación obtenida de la misma de parámetros 

0, 0.670 
02 0.132 

= 0.537 
04 = 0.257 
Os 0.278 

0.264 
07 = - 0.181 
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E n la F ig . 17 p r e s e n t a m o s u n r e s u l t a d o c o r r e s p o n d i e n t e a l e j emplo 6.3.2.3. c o n 

u n a m u e s t r a de t a m a ñ o 200 y u n nivel de s ignif icación del 5 % , q u e c o r r e s p o n d e al 

r e s u l t a d o q u e difiere m á s del or ig inal de los p r e s e n t a d o s en la Tabla 10 . Se o b s e r v a 

q u e la m o d a m á s i m p o r t a n t e es r e c u p e r a d a c o n u n g r a d o a c e p t a b l e d e p rec i s ión , 

m i e n t r a s q u e en las o t r a s m o d a s la u b i c a c i ó n es la c o r r e c t a a u n c u a n d o e n la fiínción 

e s t i m a d a s o n m e n o s a c u s a d a s . El l o g a r i t m o de la ve ros imi l i tud p a r a la m u e s t r a 

s imu lada c o n los p a r á m e t r o s or ig ina les es de -305 .3454, m i e n t r a s q u e c o n los 

p a r á m e t r o s o b t e n i d o s p o r el a l g o r i t m o es d e -309 .275 . L a d i s t anc i a e n t r e la fiínción 

rea l y la e s t i m a d a es d e 1 .7767. 

Ejemplo 6.3.2.4. 

E n las Figs . 18a y 18b p r e s e n t a m o s la e s t i m a c i ó n o b t e n i d a al ap l i ca r el 

a l g o r i t m o s o b r e los d a t o s u t i l i zados en las F igs . 9a , 9b , 10a y 10b . L a s i m u l a c i ó n 

c o r r e s p o n d e a u n a d i s t r i buc ión N{Q,\) c o n t a m a ñ o s m u é s t r a l e s d e 30 y 50 

r e s p e c t i v a m e n t e . C o m p a r a n d o los r e s u l t a d o s e n t o n c e s o b t e n i d o s a p l i c a n d o de fo rma 

d i r ec t a la e s t i m a c i ó n m á x i m o veros ími l c o n 15 y 30 p a r á m e t r o s , c o n los r e s u l t a d o s 

o b t e n i d o s a h o r a , c o m p r o b a m o s c o m o d e s a p a r e c e la d i s t o r s i ó n . C o n la m u e s t r a de 

t a m a ñ o 30 el ú n i c o p a r á m e t r o s ignif ica t ivo es el p r i m e r o , c o n la de t a m a ñ o 50 s o n 

s ignif icat ivos el p r i m e r o y t e r c e r o c o n v a l o r e s 0 .9793 y 0 .2023 r e s p e c t i v a m e n t e . L a s 

d i s t anc ia s en t r e la func ión de d e n s i d a d e s t i m a d a y la real s o n de 0 .539275 p a r a la 

m u e s t r a d e t a m a ñ o 30, y de 0 .176686 p a r a la de t a m a ñ o 50. E n la F ig . I8a se a p r e c i a 

u n a desv iac ión n o t a b l e de la A'(0,1). Sin e m b a r g o el r e s u l t a d o es lóg ico ya q u e , t a l y 

c o m o i n d i c a m o s en el a p a r t a d o 6 .2 .3 . , la de sv i ac ión t íp ica m u e s t r a l o b t e n i d a en e s t a 

s i m u l a c i ó n es de j = 0.70483, y el r e s u l t a d o c o i n c i d e c o n u n a d i s t r i b u c i ó n N{0, 1/2). E n 

el p r e s e n t e e j emplo asi c o m o en t o d o s los s igu ien te s , h e m o s t r a b a j a d o c o n u n nivel de 

s ignif icación del 5 % p a r a t o d o s los c o n t r a s t e s . 
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Figura 18a. Estimación stepwise obtenida a partir de una muestra simulada de tamaño 30 de una 
distribución N(0,1). Los datos son los mismos que los utilizados en las Figs. 9a y 9b. 
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O.íO -

0.00 -0.00 -

^̂ ^̂  1 1 1 1 I 1 1 1 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 

Figura 18b. Estimación stepwise obtenida a partir de una muestra simulada de tamaño 30 de una 
distribución N(0,1). Los datos son los mismos que los utilizados en las Figs. Way lOb. 
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Figura 19. Estimación stepwise obtenida a partir de una muestra simulada de tamaño ¡00 de una 
distribución N( Sì2 , IH ) . 

Valores obtenidos para los parámetros. 

Gj = G.3275 
G3 = 0.4869 
G4 = 0.5247 
G5 = 0.4434 
06 = 0.3350 
07 = 0.2674 
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-2.50 -2.00 - 1 . 5 0 -1 .00 - .50 .00 .50 1.00 1.50 2.00 2.50 

Figura 20. Estimación stepwise obtenida a partir de una muestra simulada de tamaño 100 de una 

distribución 0.5 N{ - 2 / V 5 , l/Vs ) + 0.5 N [ + IjJ5 , l/Vs ). 

Valores obtenidos para los parámetros. 

9, = 0.9035 
93 = 0.3351 
95 = - 0 . 2 6 7 2 
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Figura 21. Estimación stepwise obtenida a partir de una muestra simulada de tamaño 200 de una 
distribución 0.75 N{ - 3 / 2 , 1) + 0.25 A^í + 3 / 2 , 1/3). 

Valores obtenidos para los parámetros. 

e, 0.7299 = -0.1481 = 0.5905 
©5 = 0.2017 = -0.1987 = 0.1284 
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Pix) = - 4 - S ¡—^) [6 .28 ] 
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Ejemplo 6.3.2.5. 

E n la Fig. 19 p r e s e n t a m o s los r e s u l t a d o s o b t e n i d o s a p a r t i r de u n a s i m u l a c i ó n 

de t a m a ñ o 100 de u n a d i s t r i buc ión N{5/2, 1/4) . L a d i s t a n c i a e n t r e la d i s t r ibuc ión r ea l 

y la e s t i m a c i ó n es de 0 .349931 . Se h a n e n c o n t r a d o 6 p a r á m e t r o s s ignif icat ivos. 

Ejemplo 6.3.2.6. 

S i m u l a d a u n a m u e s t r a de t a m a ñ o 100 de u n a d i s t r i b u c i ó n b i m o d a l c o n f u n c i ó n 

d e dens idad m e z c l a d e d o s d i s t r i b u c i o n e s n o r m a l e s del t i p o 

0.5 A/( - 2/V5 , l/y/5 ) + 0.5 N { + 2/V5 , I/V5 ) , el r e s u l t a d o o b t e n i d o es 

p r e s e n t a d o en la Fig. 2 0 . La d i s t a n c i a e n t r e la e s t i m a c i ó n y la d e n s i d a d rea l es de 

0 .214552, c o n 3 p a r á m e t r o s s ignif icat ivos . 

Ejemplo 6 .3 .2 .7 . 

F i n a l m e n t e e n la Fig. 21 p r e s e n t a m o s el r e s u l t a d o o b t e n i d o a l rea l izar u n a 

s i m u l a c i ó n de t a m a ñ o 200 de u n a mezc la de n o r m a l e s 

0.15 N( - 3 / 2 , 1) + 0.25/V{ + 3 / 2 , 1/3) . L a d i s t a n c i a e n t r e la e s t i m a c i ó n y la 

dens idad rea l es d e 0 .297978 , y se h a n o b t e n i d o 6 p a r á m e t r o s s ignif ica t ivos . 

6.3.3. Comparación con otros métodos. 

U n o de los m é t o d o s m á s a m p l i a m e n t e u t i l i z ados e n e s t i m a c i ó n n o p a r a m é t r i c a , 

es el m é t o d o de los Kerne l , R o s e n b l a t t ( 1 9 5 6 ) , P a r z e n ( 1962). D a d a u n a m u e s t r a 

a l ea to r i a jc , , . . . c o n s i d e r a m o s c o m o e s t i m a d o r de p{x): 
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d o n d e K es u n a func ión K e r n e l q u e verifica: 

\K{y)\dy < co 

Sup \K{y)\ < oo 
— 00 <y< oo 

lim y\K{y)\ = 0 
J>—» 00 

K{y) ^ 0 

y / i^ es u n p a r á m e t r o de la a m p l i t u d d e los i n t e r v a l o s d e e s t i m a c i ó n . 

Ex i s t en va r i a s func iones K e r n e l de u s o gene ra l , n o s o t r o s p a r a c o m p a r a r 

r e s u l t a d o s c o n el a l g o r i t m o s t epwise h e m o s o p t a d o p o r u n a de las m á s u t i l i zadas , la 

func ión K e r n e l de G a u s s , def inida po r : 

-
K(y)= —^e-T~ b l < 00- [6 .29] 

V 2 n 

L a c o m p a r a c i ó n la h e m o s r e a l i z a d o s i m u l a n d o 25 m u e s t r a s d e t a m a ñ o 25 d e u n a 

d i s t r i b u c i ó n A/(0,1), a p l i c a n d o a c a d a s i m u l a c i ó n la e s t i m a c i ó n K e r n e l y la s t epwise y 

e v a l u a n d o p o s t e r i o r m e n t e la d i s t anc ia d = 2 c o s ~ ' V/> V^ dx. La e s t i m a c i ó n K e r n e l 

d e p e n d e en g r a n m e d i d a del va lo r h„ q u e se c o n s i d e r e . N o s o t r o s h e m o s u t iHzado 

h„ = 0.56, al ser el ó p t i m o p a r a las s i m u l a c i o n e s u t i l i zadas según se d e s p r e n d e de T a p i a 

y T h o m p s o n (1978) . L o s r e s u l t a d o s se m u e s t r a n e n la T a b l a 13. 
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ALGORITMO STEPWISE 

V a l o r m á x i m o : 0 .688 

M e d i a : 0 .419 

V a l o r m i n i m o : 

D e s v i a c i ó n t ip ica : 

0 .174 

0 .162 

ES TIMA CION KERNEL 

V a l o r m á x i m o : 

M e d i a : 

0 ,819 Va lo r m i n i m o : 

0 .416 D e s v i a c i ó n t íp i ca : 

0 .189 

0 .146 

T a b l a 13 

C o m o p u e d e o b s e r v a r s e los r e s u l t a d o s s o n p r á c t i c a m e n t e c o i n c i d e n t e s c o n a m b o s 

m é t o d o s . 

Ex i s t en o t r o s m é t o d o s e x p l í c i t a m e n t e d e s a r r o l l a d o s c o n el ob je t ivo de e l imina r el 

p r o b l e m a d e la i nes t ab i l idad d i m e n s i o n a l , d e s t a q u e m o s el c o n c e p t o de m á x i m a 

ve ros imi l i tud p e n a l i z a d a ( M P L E ) . D e b i d o e n su o r igen a G o o d (1971) y d e s a r r o l l a d o 

p o s t e r i o r m e n t e p o r él m i s m o , G o o d y G a s k i n s (1971 ,1980) y p o r o t r o s a u t o r e s , de 

M o n t r i c h e r e t al . (1975) , T a p i a y T h o m p s o n (1978) , el m é t o d o se b a s a en las s igu ien tes 

c o n s i d e r a c i o n e s . 

Sea j F u n a c lase de func iones de d e n s i d a d . U n a func ión p e n a l i z a d o r a <p: F -» R es 

u n func iona l real def in ido s o b r e F. D a d a u n a m u e s t r a a l e a t o r i a x , se def ine la 

ve ros imi l i tud cp - p e n a l i z a d a d e q u e p e F d c l u g a r a la m u e s t r a , c o m o el func iona l : 

L{p) = П Pix¡) exp( - ф(р)) 
í= 1 

[6 .30] 
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O b t e n e r la so luc ión M P L E cons i s t e en m a x i m i z a r [6.49] c o n d i c i o n a d o a: 

p^F , \pdii=ì , p:¿0 [ 6 .31 ] 

D i v e r s a s func iones p e n a l i z a d o r a s h a n s ido u t i l i z adas , d e s t a q u e m o s la p r o p u e s t a 

p o r G o o d (1971) , d o n d e : 

<p(p) = a J_+^ (;,(') (x))2 rfx + p ^^^^ í^)>' ^^-323 

G o o d y G a s k i n s (1971) sug ie ren , p o r c r i t e r ios d e s impl ic idad , t r a b a j a r c o n 
A 

func iones p{x) de la f o r m a def inida en [5.3], c o i n c i d e n t e s c o n las func iones e s t u d i a d a s 

p o r n o s o t r o s en el c a p i t u l o 5 . E n los t r a b a j o s c i t a d o s a n t e r i o r m e n t e p u e d e n 

e n c o n t r a r s e e s t u d i o s t eó r i cos re ferentes a la ex is tenc ia de so luc iones M P L E así c o m o 

e jemplos n u m é r i c o s d e la a p l i c a c i ó n de la t écn ica . 
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6.4. Estimación minimizando la esperanza del cuadrado de la distancia. 

6.4.1. Consideraciones generales. 

U n a pos ib le a l t e r n a t i v a al e m p l e o d e las t é c n i c a s M L E surge c o n el m é t o d o de 

e s t i m a c i ó n p r e s e n t a d o e n la secc ión 4 .1 , b a s a d o en l a d i s t a n c i a e n t r e i nd iv iduos . T a l 

y c o m o c o m p r o b a m o s en el c a p í t u l o 4 la m i n i m i z a c i ó n d e la e s p e r a n z a d e la d i s t a n c i a 

al c u a d r a d o en t r e la m u e s t r a rea l y o t r a m u e s t r a h i p o t é t i c a c o n d u c e a la e s t i m a c i ó n 

M L E si u t i l i z a m o s la d i s t anc i a i n m e d i a t a [3.6], p e r o n o así u t i l i z a n d o la d i s t a n c i a 

e s t r u c t u r a l [3.27]. N u e s t r o ob je t ivo es c o m p r o b a r q u e la u t i l i zac ión d e la d i s t a n c i a 

[3.27] p r o p o r c i o n a e s t i m a c i o n e s q u e co r r i gen e n p a r t e el defec to de i nes t ab i l i dad 

d i m e n s i o n a l p r e s e n t a d o p o r la e s t i m a c i ó n M L E . 

T o m a n d o c o m o b a s e las func iones def in idas en el a p a r t a d o 5.3.2 y u n a m u e s t r a 

xx,...,Xfn, el t e n s o r m é t r i c o [3.29] r e s p e c t o a las c o o r d e n a d a s x, r e su l t a : 

* = ° [ I %h¡ix,)f\i: 0¡h¡(x^t 
/ = 0 / = 0 

a, p = 1,..., m [6 .33] 

La c o m p l e j i d a d de las func iones e m p l e a d a s n o h a p e r m i t i d o p o r el m o m e n t o la 

o b t e n c i ó n déla f ó r m u l a expl íc i ta d e la d i s t a n c i a e n t r e d o s i n d i v i d u o s es tad i s t i cos . E n 

el s igu ien te a p a r t a d o p r o p o n e m o s u n a a p r o x i m a c i ó n a la d i s t a n c i a r i e m a n n i a n a e n t r e 

d o s p u n t o s de u n a v a r i e d a d p a r a m é t r i c a y p o s t e r i o r m e n t e u t i l i z a r e m o s d i cha 

a p r o x i m a c i ó n p a r a l levar a c a b o la e s t i m a c i ó n d e los p a r á m e t r o s . 
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6.4.2. Una aproximación a la distancia riemanniana. 

A u n c u a n d o u n a v a r i e d a d p a r a m é t r i c a n o sea euc l idea , s i e m p r e es p o s i b l e 

e n c o n t r a r u n s i s t ema de c o o r d e n a d a s e n el cua l l o s s í m b o l o s d e ChristofTel se a n u l e n 

en u n p u n t o P del e spac io . T a l e s c o o r d e n a d a s se d e n o m i n a n c o o r d e n a d a s geodés i cas 

p a r a ese p u n t o p a r t i c u l a r o l o c a l m e n t e c a r t e s i a n a s en P. P o r t a n t o el t e n s o r m é t r i c o 

p u e d e ser c o n s i d e r a d o c o n s t a n t e en u n e n t o r n o r e s t r i ng ido del p u n t o P y p o d e m o s 

ca l cu la r la d i s t anc ia e n t r e d o s p u n t o s c u a l e s q u i e r a d e la v a r i e d a d c o m o si fuera u n 

e s p a c i o euc l ideo . 

Las leyes de t r a n s f o r m a c i ó n de los s í m b o l o s d e Chr i s to í fe l p u e d e n ser e x p r e s a d a s 

c o m o : 

E.iJ = l,...,m 

d o n d e j^r^q es el v a l o r de los s í m b o l o s d e ChristofTel e n las c o o r d e n a d a s o r ig ina les , y 

yTjj es el v a l o r en las n u e v a s c o o r d e n a d a s , p e r o p u e s t o q u e yVjj ~ O r e su l t a : 

+ r ^ p . " e, /,/• = 1 m [6 .35] 
dy¡ dyj ^ dy¡ dyj 

SokoIn iko íT (1971) p r o p o n e u n a s o l u c i ó n p a r t i c u l a r p a r a es te s i s t ema en f o r m a 

de p o l i n o m i o de s e g u n d o g r a d o : 

= ^ + - y JpJ'e ct = 1,..., m [6 .36] 

d o n d e es el v a l o r de x^tnpy Tp^ el v a l o r de los s í m b o l o s de ChristofTel e n p. 
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y c o m o en el p u n t o p -^-^ = 5", el t e n s o r m é t r i c o en el p u n t o p s e rá 
dx, 

fnv(0 0) = g^iy(.xf,..;XP,) 

I n t r o d u z c a m o s en [6.36] u n p a r á m e t r o p e r t u r b a d o r X, r e su l t a 

^ A„ = + >'„ -- ^ r^^y^ye a = 1.".. m [ 6 .39 ] 

d o n d e A 3 = jc„ — x^, e v i d e n t e m e n t e p a r a X — O t e n e m o s y ^ - ^ a = 1 m. 

A c o n t i n u a c i ó n v a m o s a e x p r e s a r las n u e v a s c o o r d e n a d a s yJ^C) m e d i a n t e u n 

desa r ro l lo e n serie de T a y l o r en el p u n t o X = O , la so luc ión q u e n o s i n t e r e sa es la 

c o r r e s p o n d i e n t e a X = Ì. D e r i v e m o s [6.39] r e s p e c t o X 

d e r i v e m o s u n a s e g u n d a vez y r e su l t a : 

^ dy' dv^ ^ ^ ' j p 

- — ^ + y^—-dX dX flx^ 
[6 .41] 

L a s e x p r e s i o n e s [6.40] y [6.41] en el p u n t o X = O d a n l u g a r a; 
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D e [6.36] p o d e m o s ver q u e las c o o r d e n a d a s del p u n t o p en el n u e v o s i s t ema de 

referencia se rán (O,..., 0) . A d e m á s en el n u e v o s i s t ema: 

= 5,« - {rl,),y^ [6 .37] 

p o r t a n t o el t e n s o r m é t r i c o v e n d r á d a d o en el n u e v o s i s t ema p o r : 

¿ev = (5" - (rí[.Vp) (55 - ( r P , V „ ) ^ „ p [6 .38] 
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p o r lo t a n t o a p a r t i r del de sa r ro l l o d e T a y l o r de g r a d o 2 de las n u e v a s c o o r d e n a d a s en 

func ión de X, p o d e m o s a p r o x i m a r el v a l o r de m e d i a n t e : 

1 T -a A A „ _ 1 ™ [6 .43] y^il) = Д„ + ^ Г ^ , А р Д , а = I m 

L a d i s t anc ia e n t r e d o s i nd iv iduos a = y b = (xf x*) p u e d e 

ca l cu la r se d a d o u n p u n t o p c o m o : 

d\», b) « (^„PV - y^) Op - J'p) [6 .44] 

y t o m a n d o c o m o v a l o r d e las c o o r d e n a d a s y„ la p r i m e r a a p r o x i m a c i ó n p r o p o r c i o n a d a 

p o r [6.42], j ' a ~ Д ц = Х ц — x^, o b t e n e m o s u n a sencil la e x p r e s i ó n q u e n o s p r o p o r c i o n a 

u n a a p r o x i m a c i ó n a la d i s t anc i a : 

d\», b) « (̂ „p)p (X* - (xj - x̂ ) [6 .45] 

T o m a n d o c o m o a p r o x i m a c i ó n a las n u e v a s c o o r d e n a d a s la e x p r e s i ó n [6.43] c o m p l e t a , 

o b t e n d r í a m o s finalmente c o m o a p r o x i m a c i ó n a la d i s t anc ia : 

d\^, b) « (^„PV ( X ¿ - x2) (xf - p̂) + ( - ^ V (x j - x,«) (x,^ - x,") (xg - xp") + 

+ -j [Hv. 13]/, (ГР,)^, (x j - x^) (X* - x^) ix', - X,") (X,* - x°) [6 .46] 

U n a pos ib i l idad p a r a o b t e n e r u n a e v a l u a c i ó n a p r o x i m a d a de la e s p e r a n z a d e la 

d i s tanc ia al c u a d r a d o e n t r e la m u e s t r a q u e se p o s e e y c u a l q u i e r m u e s t r a h i p o t é t i c a 

p r o c e d e n t e de u n a d i s t r i buc ión c o n c r e t a sería u t i l i za r las e x p r e s i o n e s [6,45] ó [6.46]. 

La e lección del p u n t o P es en c ie r ta m a n e r a a r b i t r a r i a , la o p c i ó n m á s f a v o r a b l e p a r a 
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o b t e n e r u n a b u e n a a p r o x i m a c i ó n a la d i s t anc ia ser ia t o m a r u n p u n t o i n t e r m e d i o e n t r e 

las d o s m u e s t r a s p a r a las cua l e s e s t a m o s c a l c u l a n d o la d i s t anc i a . Sin e m b a r g o d e b i d o 

a la comple j idad del t e n s o r m é t r i c o [6.28] h e m o s o p t a d o p o r t o m a r c o m o p u n t o P el 

c o r r e s p o n d i e n t e a la m u e s t r a real , p o r lo t a n t o a la h o r a d e ca l cu la r la e s p e r a n z a , [6.28] 

es c o n s t a n t e y la c o m p l e j i d a d del cá l cu lo q u e d a r e d u c i d a e n o r m e m e n t e . 

6.4.3. Algoritmo de minimización numérica. 

La o b t e n c i ó n de los va lo re s de los p a r á m e t r o s q u e m i n i m i z a n la e s p e r a n z a del 

c u a d r a d o de la d i s t anc ia , r e q u i e r e la so luc ión de u n p r o b l e m a de m i n i m i z a c i ó n 

n u m é r i c a de func iones de va r i a s v a r i a b l e s c o n re s t r i cc iones . H e m o s o p t a d o p o r la 

u t i l i zac ión del a l g o r i t m o de m i n i m i z a c i ó n d e b i d o a R o s e n b r o k (1960) . 

Sea g{-K = ( a : , , . . . , jf^)) la func ión a m i n i m i z a r , el m é t o d o p a r t e de u n a a p r o x i m a c i ó n 

x q al m í n i m o , y de u n c o n j u n t o d e vec to r e s u n i d a d y d i recc iones m u t u a m e n t e 

o r t o g o n a l e s ^,o, . . . ,^^o- I n i c i a l m e n t e t o m a m o s c o m o vec to re s o r t o n o r m a l e s los d e la 

b a s e c a n ó n i c a . E n la e t a p a k-1-1, t o m a m o s u n p a s o cf, e n la d i r ecc ión h,^¡^, y e v a l u a m o s 

la func ión en el p u n t o x¿ = x^i^. Si, p a r a u n a > 1 d a d o 

[6 .47 ] 

el p a s o se c o n s i d e r a p r o v e c h o s o . Si p o r el c o n t r a r i o 

g{Xk + ad^ ^,fe) ^ ^(x;,) [ 6 .48 ] 

s u s t i t u i m o s rf, p o r a<i , , y se i n t e n t a sa t i s facer [6.47] de n u e v o . Si i n i c i a l m e n t e 

t u v i é r a m o s q u e : 

S(^k + ¿1 ^ik) > gi^k) [ 6 .49 ] 
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"^m - dm ^rnk 

El efecto d e ap l i ca r [6.51] y p o s t e r i o r m e n t e G r a m - S c h m i d t es a s e g u r a r q u e ^, ¿ + , e s t é 

en la d i recc ión d e a v a n c e m á s r á p i d a h a c i a el m í n i m o . ^2,^+1 es la m e j o r d i recc ión 

n o r m a l a ^ i , f t 4 ] , y así s u c e s i v a m e n t e . L a s i t e r a c i o n e s finalizan t r a s u n n ú m e r o finito 

de e t a p a s o , a l t e r n a t i v a m e n t e , c u a n d o jx^+j — Xj;,| es m e n o r q u e u n a t o l e r a n c i a 

p rev i s t a . 

El p r o b l e m a de i n t r o d u c i r la r e s t r i cc ión [6.12] p u e d e ser r e sue l t o m e d i a n t e la 

t écn ica d e superf ic ies d e r e s p u e s t a c r e a d a s , C a r r o l l (1961) , q u e p a r a el c a s o de 

res t r i cc iones de la f o r m a 

ki{x) = 0 / = l , . . . ,p [6 .52] 

s u s t i t u i r í a m o s p o r — P rfj (0 < p < 1) e i n t e n t a r í a m o s sat isfacer de n u e v o [6.47]. 

A c o n t i n u a c i ó n a v a n z a m o s u n p a s o d^ ^ p a r t i r del p u n t o x;. + d^ 4IA e n la d i recc ión 

^2k r e p i t i e n d o las c o m p r o b a c i o n e s [6.47] a [6.49]. A n á l o g a m e n t e o b t e n d r í a m o s 

d^,...,d^. L L e g a n d o al final de la k + I e s i m a e t a p a , o b t e n i e n d o u n a n u e v a 

a p r o x i m a c i ó n x/^+j al m í n i m o d e ^ , d o n d e 

xjfe+, = X* + rf, + ... + d„ í,„k [6 .50] 

E l s igu ien te p a s o cons i s t e en e s t a b l e c e r u n n u e v o c o n j u n t o de v e c t o r e s 

d i recc iona les o r t o g o n a l e s , ^\jí+\y—<km,k+\ m e d i a n t e el p r o c e d i m i e n t o d e 

o r t o g o n a l i z a c i ó n d e G r a m - S c h m i d t s o b r e el c o n j u n t o d e v e c t o r e s : 

A\ = di ^^1, + - + d„l„,^ 

А 2 - а 2 ^ 2 к + -+d^^r.k [6 .51] 

1 7 6 
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cons i s t e e n la c r eac ión de superf icies de r e s p u e s t a cp(x, a^.), r e s u l t a n d o 

< p ( x , a , ) = ^ x ) + £ kfM r = 1,2.... [6 .53] 

Es t a t écn ica a s e g u r a q u e la fimción t o m a va lo r e s m u y g r a n d e s e n la p r o x i m i d a d 

de u n a res t r icc ión y se crea u n m í n i m o d e n t r o d e la r e g i ó n pe rmi t i da . P a r t i e n d o de u n 

va lo r de a , b u s c a m o s u n m í n i m o p a r a tp(x, a j ) y b u s c a m o s u n 0 3 t a l q u e O < a2 < a^. 

O b t e n e m o s u n a suces ión d e p u n t o s q u e ba jo c o n d i c i o n e s gene ra l e s , t i e n d e al v e r d a d e r o 

m í n i m o de ^(x) p a r a -* 0. U n a c o m p l e t a expos i c ión del m é t o d o , del t r a t a m i e n t o de 

res t r icc iones m á s genera les asi c o m o e j emplos d e ap l i cac ión p u e d e e n c o n t r a r s e en 

C o h é n (1977) . 

6.4.4. Resultados. 

P r e s e n t a m o s a c o n t i n u a c i ó n a l g u n o s r e s u l t a d o s c o m p a r a t i v o s de la ap l i cac ión de 

los m é t o d o s de e s t i m a c i ó n m á x i m o veros ími l ( M L E ) y de la m i n i m i z a c i ó n de la 

e s p e r a n z a de la d i s t anc i a e n t r e i n d i v i d u o s a l c u a d r a d o ( M E S D ) . L o s e j emplos 

c o n s i d e r a d o s son los m i s m o s q u e a l g u n o s de los c o m e n t a d o s e n el a p a r t a d o 6.2 .3 . 

E n la Fig . 22 c o n los d a t o s d e la Fig . 1 , u n a m u e s t r a de t a m a ñ o m = 1 , 

A: = O, y u n a e s t i m a c i ó n de 20 p a r á m e t r o s , se o b s e r v a q u e la e s t i m a c i ó n M E S D es t a 

m á s s u a v i z a d a q u e la M L E . 

E n las Figs . 2 3 y 24 c o m p a r a m o s los r e s u l t a d o s c o n los o b t e n i d o s en las F igs . 

3 y 5 . L a m u e s t r a es de t a m a ñ o 2, = - 0.5 . A T ^ = 0.5 , y las e s t i m a c i o n e s d e 10 y 

20 p a r á m e t r o s . N u e v a m e n t e se o b s e r v a c o m o las e s t i m a c i o n e s M E S D son 

s e n s i b l e m e n t e m á s s u a v e s q u e la M L E . 
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Figura 22. Estimaciones MLE y MESD con una muestra de tamaño I x = O.O y n = 20 
parámetros. 

Valores obtenidos para los parámetros en la estimación MBSD. 

00 = 

04 = 

06 = 
08 = 

010 = 

Ol2 = 

014 = 

016 = 

018 = 

0.7338459 
-0 .44893847 

0.33528298 
-0 .25568469 

0.19961080 
-0 .15284868 

0.11085614 
-0 .07919429 

0.05034236 
-0 .0246061 

02/cM = 0 0 k = 0 9 
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Figura 23. Estimaciones MLE y MESD con una muestra de tamaño 2 
JC, = - 0.5 , = + 0.5 j n = / 0 parámetros. 

Valores obtenidos para los parámetros en la estimación MESD. 

Oo = 0.93427048 
02 = - 0.33978577 
04 = 0.10416 1 50 
% = 0.00405403 
Og = -0 .03206056 

02A+, = 0.0 A = 0 , . . . ,4 
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W .E.S.D. 

M.L.E. 

- 2 . 0 0 - 1 . 5 0 - 1 . 0 0 - 0 . 5 0 0 . 0 0 0 . 5 0 1 . 0 0 1 . 5 0 

1 
2 . 0 0 

Figura 24. Eslimaciones MLEy MESD con una muestra de tamaño 2 x, = — 0.5 , .tj = + 0.5 
y n = 20 parámetros. 

Valores obtenidos para los parámetros en la estimación MESD. 

00 
— 0.8731400 

02 = -0 .34151663 

04 0.10378813 

06 = 0.03673594 

08 -0 .11868716 

010 0.15917754 

012 = -0 .16823010 

014 0.15251627 

016 = -0 .11687457 

018 = 0.06504072 

02*+1 = 0.0 k = o, . . . .9 
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W.L.E. 

M.E.S.O. 

lì 0.2 -

// ° ' " 

1 1 1 1 1 — ^ ' ""l ^ 1 I 
-2.00 - 1 . 5 0 -1 .00 -0.50 0.00 0,50 1.00 1.50 2.00 

Figura 25._ Estimaciones MLE y_ MESD con una muestra de tamaño 3 

X, = - I /V2 , JCj = 0.0 , X3 = + l /V2 y n = 20 parámetros. 

Valores obtenidos para los parámetros. 

00 = 0.92715721 

02 — -0 .27855287 

04 0.02928407 

06 = 0.08542500 

08 -0 .12854033 

010 = 0.13065706 

0.2 = -0 .11018162 

014 = 0.07944685 

O16 = -0.047096878 

O18 0.019217292 

02fc+i = 0 0 k = 0 9 
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F i n a l m e n t e e n la Fig . 25 p r e s e n t a m o s el r e s u l t a d o c o m p a r a t i v o frente a la F ig . 

7 , d o n d e c o n u n a m u e s t r a de t a m a ñ o 3, = — l / V 2 , xj = 0 . , ^ 3 = + l/^Jl , y 

u n a e s t i m a c i ó n d e 2 0 p a r á m e t r o s se o b s e r v a q u e en es te e j emplo la e s t i m a c i ó n M E S D 

resu l t a ser m á s b i m o d a l q u e la M L E . 

D e b i d o al e l e v a d o t i e m p o de e jecuc ión r e q u e r i d o p o r el a l g o r i t m o d e 

m i n i m i z a c i ó n n u m é r i c a al t r a b a j a r c o n u n e l evado n ú m e r o d e va r i ab l e s , n o h a s ido 

pos ib l e la c o m p a r a c i ó n d e a m b o s m é t o d o s p a r a u n n ú m e r o m a y o r d e p a r á m e t r o s . 
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P r e s e n t a m o s a l g u n a s ap l i cac iones a la Biología d e va r i a s t é c n i c a s e x p u e s t a s en 

cap í t u lo s p r eceden t e s . E n u n p r i m e r e j emplo u t i l i z a m o s el a l g o r i t m o s tepwise p a r a 

e s t i m a r la func ión de d e n s i d a d y d i s t r i b u c i ó n d e u n a m e d i d a b i o m è t r i c a a p a r t i r de 

u n o s d a t o s en f o r m a d e h i s t o g r a m a d o n d e se a p r e c i a u n a b i m o d a l i d a d a c u s a d a . E n u n 

s e g u n d o e jemplo r e a l i z a m o s u n a c las i f icación de d ive r sos p a t r o n e s e l ec t ro fo ré t i cos , 

a s i m i l á n d o l o s a func iones de d e n s i d a d . 

7 .1 . E s t i m a c i ó n del t a m a ñ o en Octopus vulgaris. 

7.2. Clas i f icac ión d e p a t r o n e s e l ec t ro fo ré t i cos . 
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7.1. Estimación del tamaño en Octopus vulgaris. 

7 . / . / . Introducción. 

La e x p l o r a c i ó n p rev ia de los d a t o s c o n v i s t a s a d e t e r m i n a r o c o n f i r m a r el t i p o de 

d i s t r i b u c i ó n de los m i s m o s , es u n p a s o i m p o r t a n t e en t o d o aná l i s i s . E f e c t u a r 

d e s c r i p c i o n e s m e d i a n t e h i s l o g r a m a s o d i a g r a m a s d e b a r r a s es u n a d e c u a d o p r i m e r p a s o 

q u e p u e d e d a r ind ic ios de desv i ac ión d e h i p ó t e s i s p r ev i a s o d e la p r e senc i a de u n a 

m e z c l a de va r i a s p o b l a c i o n e s . C u a n d o se p r e s e n t e n ta les c i r c u n s t a n c i a s y d e s e e m o s u n a 

r e p r e s e n t a c i ó n func iona l d e la func ión d e d e n s i d a d o verificar la s igni f icac ión de 

i r r egu la r idades a p a r e c i d a s en los h i s t o g r a m a s , la a p l i c a c i ó n de u n m é t o d o de 

e s t i m a c i ó n n o p a r a m é t r i c o d e la d e n s i d a d del t i p o del a l g o r i t m o s t epwise , es 

c l a r a m e n t e a c o n s e j a b l e . 

C o m o e j e m p l o del f u n c i o n a m i e n t o del a l g o r i t m o s t epwise d e e s t i m a c i ó n n o 

p a r a m é t r i c a a p l i c a d o a d a t o s r ea le s , h e m o s r e a l i z a d o el s igu ien te e s t u d i o b a s a d o en 

u n o s d a t o s o b t e n i d o s de A l o n s o e t al. (1976) . E n el t e x t o m e n c i o n a d o se c o m e n t a n 

a l g u n o s m é t o d o s p a r a la d i s c r i m i n a c i ó n e n t r e v a r i a s p o b l a c i o n e s m e d i a n t e el e s t u d i o 

d e la func ión de d i v S t r i b u c i ó n em p í r i c a . Se i l u s t r an d i c h o s c o m e n t a r i o s c o n u n o s d a t o s 

o b t e n i d o s en i n d i v i d u o s d e la espec ie Octopus vulgaris s o b r e los c u a l e s se e v a l u a b a !a 

v a r i a b l e a l e a t o r i a T ( t a m a ñ o ) . E n t o t a l se c o n s i d e r a r o n s505 i n d i v i d u o s e x t r a í d o s del 

O c e a n o A t l á n t i c o , a u n a p r o f u n d i d a d q u e va de 15 a 35 m e t r o s , d u r a n t e u n a c a m p a ñ a 

q u e se d e s a r r o l l ó en los m e s e s d e Abr i l y M a y o d e 1974. L o s d a t o s e r a n p r e s e n t a d o s 

e n f o r m a d e h i s t o g r a m a , a g r u p a n d o los d i f e r en te s v a l o r e s de la v a r i a b l e T en 24 

i n t e r v a l o s y p r o p o r c i o n a n d o la f recuenc ia o b s e r v a d a en c a d a u n o d e e l los . D e la v i s ión 

d i r e c t a del h i s t o g r a m a y a se d e s p r e n d e la p r e s e n c i a de d o s m o d a s y la pos ib l e m e z c l a 

d e d o s p o b l a c i o n e s d e Octopus vulgaris. N u e s t r o ob j e t i vo es c o m p r o b a r q u e la 
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F i g u r a 26 . Histograma correspondiente a los dalos utilizados en el ejemplo 7J. Alonso 

et al. (1976). 
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ap l i c ac ión del a l g o r i t m o s tepwise con f i r ma la p resenc ia de a m b a s m o d a s en la fìinción 

d e d e n s i d a d e s t i m a d a . 

H e m o s r ea l i z ado u n a p rev ia t r ans f i s rmac ión del h i s t o g r a m a c e n t r a n d o los 

i n t e r v a l o s en el o r igen de c o o r d e n a d a s y r e d u c i e n d o la l o n g i t u d de c a d a u n o de ellos 

a 0,1 u n i d a d e s . El h i s t o g r a m a t r a n s f o r m a d o p u e d e o b s e r v a r s e en la F ig . 26 . 

Al ut i l izar el a l g o r i t m o d a t o s c o n t i n u o s y p r e s e n t a r s e é s t o s en f o r m a a g r u p a d a , 

h e m o s o p t a d o p o r la e s t r a t eg i a c o n s i s t e n t e en r e p a r t i r las d i ferentes o b s e r v a c i o n e s d e 

f o r m a u n i f o r m e d e n t r o del i n t e rva lo . D e m a n e r a q u e c u a n d o la f recuencia d e u n 

i n t e r v a l o es n , las o b s e r v a c i o n e s se p r e s e n t a n e n el c e n t r o de los n s u b i n t e r v a l o s igua les 

e n los q u e p o d r í a ser d iv id ido el i n t e r v a l o o r ig ina l . 
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7 . 7 . 2 . Resultados. 

T r a s la ap l i cac ión del a l g o r i t m o s t epwise h e m o s e n c o n t r a d o , t r a b a j a n d o c o m o e n 

el r e s to de e j emplos con u n nivel de s ignif icación en los c o n t r a s t e s del 5 % , u n t o t a l 

d e 9 p a r á m e t r o s s ignif icat ivos , q u e s o n 

0 , = 0 .90349 e, , = 0 .15720 

Gj = -0 .14180 6,2 = -0 .11380 

03 = -0 .17587 0 ,3 = -0 .12335 

07 = 0 .15970 0 ,6 = -0 .15258 

09 = -0 .17608 

En la Fig. 2 7 p r e s e n t a m o s la ñ i n c i ó n d e d e n s i d a d e s t i m a d a y en la F ig . 2 8 la 

func ión de d i s t r ibuc ión o b t e n i d a u t i l i z a n d o los n u e v e p a r á m e t r o s s ignif icat ivos a p a r t i r 

d e las e x p r e s i o n e s [5.52] y [5.53]. 

P u e d e c o m p r o b a r s e q u e e f e c t i v a m e n t e e n la func ión de d e n s i d a d e s t i m a d a se 

r e c u p e r a n las d o s m o d a s p r inc ipa l e s q u e p r e s e n t a b a el h i s t o g r a m a , s i endo a m b a s p o r 

t a n t o s ignif icat ivas según el a l g o r i t m o s tepwise . P o d r i a suger i r se c o m o c o n c l u s i ó n la 

pos ib l e p r e s e n c i a , p a r a la va r i ab l e t a m a ñ o , d e d o s p o b l a c i o n e s de Octopus vulgaris 

e n la m u e s t r a e s t u d i a d a . 

C r e e m o s q u e p u e d e c o n s i d e r a r s e el e j emp lo p r e c e d e n t e u n a va l idac ión d e los 

r e s u l t a d o s p r o p o r c i o n a d o s p o r el a l g o r i t m o s t epwise al t r a b a j a r c o n d a t o s rea les . 
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- 1 . 2 - 1 . - . 8 - . 6 - . 4 - . 2 O . 

Figura 27. Estimación stepwise de ¡a densidad correspondiente a los datos del ejemplo 7.1. Se ha 
superpuesto el histograma a la misma cácala. 
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Figura 28. Función de distribución obtenida a partir de ¡os paramétras significativos de la 
estimación stepwise de la densidad con los datos del ejemplo 7.1. 
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7.2, Clasificación de patrones electroforéticos. 

7 .2 .7 . Introducción. 

C o n f recuencia n o s e n c o n t r a m o s c o n la neces idad de ana l i za r d a t o s d o n d e las 

o b s e r v a c i o n e s s o b r e c a d a ind iv iduo v i enen d a d a s e n f o r m a de func ión c o n t i n u a sob re 

u n eje. P o r e j emp lo p o d e m o s c i tar , e s p e c t r o s d e a b s o r c i ó n a d i fe rentes l o n g i t u d e s de 

o n d a , d e n s i d a d e s a lo l a rgo de u n g r a d i e n t e c o n t i n u o , e tc . L a m e t o d o l o g í a q u e 

s u g e r i m o s se b a s a en la ident i f icac ión d e c a d a gráfica o b t e n i d a c o n u n a func ión de 

d e n s i d a d de p r o b a b i l i d a d y a c o n t i n u a c i ó n ap l i ca r sob re las m i s m a s las t écn icas de 

anál i s i s b a s a d a s en las func iones de d e n s i d a d . 

P a r a ident i f icar c a d a gráfica c o n u n a func ión de dens idad se p r o c e d e r á e n p r i m e r 

l u g a r a u n a n o r m a l i z a c i ó n d e la función . Sea / ¡{x) хвх\а. f unc ión o b s e r v a d a sob re 

el i nd iv iduo i, q u e s u p o n d r e m o s c o n t i n u a y pos i t i va , y sea AT, = J yj (x) dx . L a func ión 

n o r m a l i z a d a será p o r t a n t o p¡{x) = 

U n a vez q u e definida s o b r e c a d a ind iv iduo u n a func ión d e d e n s i d a d p¡{x), la 

r e p r e s e n t a c i ó n de la m i s m a en f o r m a ana l í t i ca se l levará a c a b o u t i l i z a n d o el 

p r o c e d i m i e n t o d e e s t i m a c i ó n d e s a r r o l l a d o en el a p a r t a d o 6.1 . C o m o r e s u l t a d o 

t e n d r e m o s p a r a c a d a ind iv iduo u n a r e p r e s e n t a c i ó n func iona l ta l c o m o se h a def inido 

en [5.3] y q u e n o s p e r m i t e i n t r o d u c i r u n a d i s t anc ia en t r e los d i fe ren tes i n d i v i d u o s 

u t i l i z a n d o la e x p r e s i ó n [5.37] y p o s t e r i o r m e n t e ap l i ca r t écn icas d e clasif icación y 

r e p r e s e n t a c i ó n q u e n o s p r o p o r c i o n a r á n u n a idea de las re lac iones e n t r e los i nd iv iduos . 

C o m o e j emp lo p r á c t i c o h e m o s u t i l i z a d o u n a ser ie de p a t r o n e s e lec t ro foré t i cos d e 

p r o t e í n a s en s u e r o , o b t e n i d o s en p a c i e n t e s c o n m i e l o m a mú l t i p l e . E l m i e l o m a m ú l t i p l e , 

según Mia l e (1982) , es u n a e n f e r m e d a d t u m o r a l en la q u e se p r o d u c e u n a a n o r m a l 
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pro l i fe rac ión d e células p l a s m á t i c a s de o r igen B-linfocít ico. E n t r e las ca rac t e r í s t i ca s 

q u e p r e s e n t a la e n f e r m e d a d d e s t a q u e m o s la d e s t r u c c i ó n del h u e s o , la s u s t i t u c i ó n de la 

m é d u l a osea p o r cé lu las p l a s m á t i c a s , h i p e r p r o t e i n e m i a e h i p e r g l o b u l i n e m i a . El a n o r m a l 

m e t a b o l i s m o de las p r o t e í n a s y la a l t a c o n c e n t r a c i ó n de i n m u n o g l o b u l i n a p r o d u c e u n a 

h ipe rv i scos idad c o n u n flujo s a n g u í n e o d e f e c t u o s o y c o m o c o n s e c u e n c i a u n a 

insuficiencia vascu la r . U n a de las ev idenc ias de es tas a n o r m a l i d a d e s p r o t e í n i c a s , 

u t i l i zada p a r a el d i a g n ó s t i c o de la e n f e r m e d a d , es u n a e lec t rofores is del s u e r o q u e 

m u e s t r e c a n t i d a d e s a n ó m a l a s en las b a n d a s c o r r e s p o n d i e n t e s a las g l o b u l i n a s . Ex i s t en 

diferentes t i pos de a n o r m a l i d a d e s p r o t e í n i c a s a s o c i a d a s al m i e l o m a múl t ip l e , en la 

m a y o r í a d e c a s o s se d e t e c t a u n n o t a b l e i n c r e m e n t o d e la Ig G ( a l r e d e d o r del 60 % de 

los casos ) o de la Ig A ( a l r ededo r de l 18 % ) q u e se t r a d u c e a la h o r a d e rea l iza r el 

p a t r ó n e lec t ro foré t ico en i r r egu la r idades en las b a n d a s c o r r e s p o n d i e n t e s a la g a m m a y 

b e t a g lobu l inas , al ser los p r inc ipa les c o m p o n e n t e s d e las i n m u n o g l o b u l i n a s . T a m b i é n 

ex is ten casos , a l r e d e d o r del I % de los m i e l o m a s , en los cua l e s n o se ap rec ia n i n g u n a 

a n o r m a l i d a d p r o t e í n i c a , d e n o m i n á n d o s e m i e l o m a h i p o s e c r e t o r i o . 

L o s p a t r o n e s e l ec t ro fo ré t i cos u t i l i zados en el p r e s e n t e e jemplo h a n .sido o b t e n i d o s 

de M í a l e (1982) y se p r e s e n t a n en la Fig . 29 . 

L a exper i enc ia a l e a t o r i a a s o c i a d a e s t a r í a f o r m a d a p o r u n e spac io m u e s t r a l 

c o n t i n u o q u e r e p r e s e n t a r í a los d i fe rentes va lo r e s de m i g r a c i ó n s o b r e la p l aca 

e lec t ro foré t i ca , d e las d i ferentes p r o t e í n a s , y la función de d e n s i d a d r e p r e s e n t a r í a la 

d i s t r i b u c i ó n de p r o b a b i l i d a d d e las m i s m a s . 
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Figura 29. Patrones electroforéticos estudiados en el ejemplo 7.2. 
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Figura 29. (continuación). Patrones eíectroforéticos estudiados en el ejemplo 7.2. 
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1 . 3 4 6 4 4 
0 . 7 2 7 9 5 1 . 0 9 4 3 8 
1 . 7 6 7 3 9 1 . 9 8 1 2 2 1 . 6 3 2 9 9 
1 . 1 4 7 4 3 1 . 0 1 6 3 2 0 . 7 9 5 4 0 1 . 6 1 0 7 6 
1 . 4 1 4 7 3 1 . 7 2 8 7 6 1 . 2 4 7 5 6 0 . 6 8 6 8 3 1 . 4 0 7 4 0 
1 . 1 0 8 5 2 1 . 1 1 0 6 8 0 . 7 1 5 7 5 1 . 4 7 1 1 5 0 . 2 5 0 1 8 1 . 2 2 6 9 1 
1 . 2 9 2 7 4 1 . 4 7 1 4 4 1 . 0 4 4 3 1 0 . 8 6 6 8 4 0 . 8 9 9 6 9 0 . 6 7 1 5 1 0 . 7 0 6 9 6 
1 . 4 4 7 7 4 1 . 3 8 0 1 8 1 . 1 7 9 0 8 1 . 3 9 4 1 3 0 . 6 6 2 5 7 1 . 1 9 4 5 7 0 . 6 0 1 3 0 
1 . 7 5 3 7 5 0 . 9 6 9 6 4 1 . 5 2 8 6 7 1 . 9 5 5 4 8 0 . 9 2 0 3 2 1 . 7 7 7 9 8 1 . 0 2 0 9 3 
0 . 9 4 2 0 3 

0 . 6 6 8 0 1 
1 . 3 4 0 7 8 

T a b l a 14. Matriz de interdistancias entre los diez patrones electroforéticos. 

P o s t e r i o r m e n t e se h a r ea l i z ado u n A n á l i s i s de C o o r d e n a d a s P r inc ipa l e s , C u a d r a s 

(1981) , s o b r e la m a t r i z d e i n t e r d i s t a n c i a s a n t e r i o r , c o n o b j e t o de r e p r e s e n t a r los 

i nd iv iduos en d i m e n s i ó n r e d u c i d a y p e r m i t i r u n a c la ra v i sua l i zac ión d e las r e l a c i o n e s 

e n t r e a m b o s . El Aná l i s i s h a s ido r e a l i z a d o c o n el p r o g r a m a V C O O R ced ido p o r el 

D r . Á n g e l V i l l a r roya . E n l a Fig . 30 p r e s e n t a m o s la r e p r e s e n t a c i ó n d e los d iez p a t r o n e s 

s e g ú n las d o s p r i m e r a s c o o r d e n a d a s p r i n c i p a l e s . El p o r c e n t a j e de va r i ab i l i dad e x p l i c a d o 

es de l 50 .62 % c o n la p r i m e r a c o o r d e n a d a y del 79 .17 % c o n las d o s p r i m e r a s . 

T a m b i é n se h a l l evado a c a b o u n a c las i f icac ión j e r á r q u i c a u t i l i z a n d o t écn i ca s de 

T a x o n o m í a N u m é r i c a . U t i l i z a n d o el p a q u e t e C L U S T A N h e m o s o b t e n i d o u n a 

7 .2 .2 . Resultados. 

C a d a p a t r ó n e lec t ro foré t i co h a s ido t r a n s f o r m a d o en va lo r e s n u m é r i c o s p a r a 

p e r m i t i r l levar a c a b o el p r o c e s o de e s t i m a c i ó n d e las func iones de dens idad . La 

e s t i m a c i ó n se h a o b t e n i d o a p l i c a n d o [6.4] y t r a s u n anál is is de la b o n d a d d e las 

e s t i m a c i o n e s , h e m o s c o n s i d e r a d o func iones c o n u n t o t a l de 50 p a r á m e t r o s . E n la 

T a b l a 14 p r e s e n t a m o s la m a t r i z d e i n t e r d i s t a n c i a s e n t r e l o s diez i n d i v i d u o s 

p r e s c i n d i e n d o de la d i a g o n a l p r inc ipa l . 
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7.2.3. Discusión. 

D e los r e s u l t a d o s t a n t o del A n á l i s i s d e C o o r d e n a d a s P r inc ipa le s c o m o de la 

T a x o n o m í a N u m é r i c a , se d e s p r e n d e la a p a r i c i ó n de t res g r u p o s d i f e renc iados . La 

d i s c r iminac ión e n t r e los t r e s g r u p o s se b a s a p r i n c i p a l m e n t e e n la u b i c a c i ó n de los p icos 

i r r egu la res del p a t r ó n e lec t ro foré t i co . E n el p r i m e r g r u p o , f o r m a d o p o r los i nd iv iduos 

4 , 6 y 8 a p a r e c e u n a c la ra i r r egu l a r i dad en el e x t r e m o i z q u i e r d o de las gráf icas , 

c o r r e s p o n d i e n t e a la b a n d a d e la g a m m a - g l o b u l i n a . Los i nd iv iduos 2, 5 , 7 , 9 y 10 

p r e s e n t a n u n p i c o i r r egu la r m á s d e s p l a z a d o a la d e r e c h a , a f e c t a n d o i g u a l m e n t e a la 

b a n d a de la g a m m a - g l o b u l i n a , p e r o p a r c i a l m e n t e t a m b i é n a f ec t a a l a de la 

b e t a - g l o b u l i n a . F i n a l m e n t e los i n d i v i d u o s 1 y 3 n o p r e s e n t a n n i n g u n a i r r egu la r idad en 

la z o n a c o r r e s p o n d i e n t e a la g a m m a - g l o b u l i n a y sí en la z o n a de la b e t a - g l o b u l i n a , 

m u c h o m á s p r o n u n c i a d a e n el i n d i v i d u o 1 q u e en el 3. Es t e ú l t i m o c o r r e s p o n d e a u n 

i nd iv iduo c o n n ive les p r á c t i c a m e n t e n o r m a l e s d e g l o b u l i n a s , e x c e p t o u n Hgero exceso 

e n la b e t a - g l o b u l i n a , t r a s u n a t e r a p i a m é d i c a y n o s s irve p a r a a p r e c i a r las 

i r r egu la r idades p r e s e n t e s en los d e m á s . 

D e f o r m a g loba l p o d e m o s c o n s i d e r a r q u e exis te u n a a d e c u a d a c o r r e s p o n d e n c i a 

e n t r e los r e s u l t a d o s o b t e n i d o s c o n los m é t o d o s d e r e p r e s e n t a c i ó n a p a r t i r de la m a t r i z 

d e i n t e r d i s t a n c i a s , c o n los q u e c a b r í a e s p e r a r c o n o c i e n d o las p a r t i c u l a r i d a d e s de c a d a 

u n o de los i n d i v i d u o s , y p o r t a n t o p o d e m o s c o n s i d e r a r vá l ida y a d e c u a d a la 

r e p r e s e n t a c i ó n de los i n d i v i d u o s m e d i a n t e las func iones de d e n s i d a d e s t i m a d a s . 
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d is imi lar idad u l t r a m é t r i c a e n t r e los p a t r o n e s m e d í a n t e el m é t o d o U P G M A , C u a d r a s 

(1981) , y la p o s t e r i o r r e p r e s e n t a c i ó n e n f o r m a d e d e n d r o g r a m a se m u e s t r a e n la F íg . 

31 . La co r r e l ac ión cofené t ica o b t e n i d a es de 0.69. 
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A d e m á s de las r e p r e s e n t a c i o n e s gráf icas y c las i f icaciones j e r á r q u i c a s , el p o s e e r 

u n a r e p r e s e n t a c i ó n ñ i n c i o n a l y u n a d i s t a n c i a e n t r e func iones de d e n s i d a d , p e r m i t e 

desa r ro l l a r o t r a s t écn icas , c o m o p o r e j emp lo el d i a g n ó s t i c o y c las i f icación a u t o m á t i c a 

d e los i nd iv iduos , s i gu i endo a l g u n o d e los a l g o r i t m o s d e d i a g n ó s t i c o d e s a r r o l l a d o s en 

d i fe rentes t r a b a j o s , p o r e j emp lo en Ol le r (1982) . 
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Figura 30. Representación de los patrones electro/oráticos mediante las dos primeras coordenadas 
principales. 
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Figura 31 . Dendrograma obtenido a partir de las distancias entre los patrones eíectroforéticos. 
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Resumen de Resultados. 

P r e s e n t a m o s a c o n t i n u a c i ó n u n r e s u m e n d e los p r inc ipa l e s r e s u l t a d o s a p o r t a d o s 

p o r la p r e s e n t e m e m o r i a . 

C o m e n z a m o s r e a l i z a n d o u n a a p r o x i m a c i ó n al c o n c e p t o de m o d e l o es tad í s t i co 

d e s d e el p u n t o d e vis ta g e o m é t r i c o , c e n t r á n d o n o s p r i n c i p a l m e n t e e n c o n s i d e r a c i o n e s 

s o b r e la i n t r o d u c c i ó n d e d i s t a n c i a s , y e n p a r t i c u l a r e s t u d i a n d o la m é t r i c a i n f o r m a c i o n a l 

y sus p r o p i e d a d e s . 

D a d a u n a va r i edad p a r a m é t r i c a c o r r e s p o n d i e n t e a u n m o d e l o e s t ad í s t i co , h e m o s 

e f e c t u a d o u n e s t u d i o del e spac io t a n g e n t e y del e s p a c i o t a n g e n t e d u a l en u n p u n t o a 

la va r i edad , i n t r o d u c i e n d o r e p r e s e n t a c i o n e s a d e c u a d a s de los m i s m o s . Ta le s 

r e p r e s e n t a c i o n e s h a n p e r m i t i d o ident i f icar a los e l e m e n t o s del e s p a c i o m u e s t r a l c o n 

c a m p o s t enso r i a l e s c o v a r i a n t e s de p r i m e r o r d e n en la va r i edad , m i e n t r a s q u e las 

va r i ab l e s a l e a t o r i a s p u e d e n ser iden t i f i cadas c o n c a m p o s t enso r i a l e s c o n t r a v a r i a n t e s 

t a m b i é n d e p r i m e r o rden . 

H e m o s i n t r o d u c i d o d o s def in ic iones d e d i s t a n c i a s , en s en t i do e s t r i c to 

p s e u d o d i s t a n c i a s , en t r e v a l o r e s m u é s t r a l e s b a s a d a s a m b a s en d i s t a n c i a s e n el e spac io 

t a n g e n t e d u a l e n t r e sus r e spec t iva s f o r m a s l ineales a s o c i a d a s s e g ú n la ap l i cac ión 

X -> 6(x) = 7* 

ta\ que Y\r) = Y{\.) para todo Y e E^. 

La p r i m e r a , a la q u e d e n o m i n a m o s d i s t a n c i a i n m e d i a t a , es def inida a p a r t i r de la 

d i s t anc ia euc l idea en el e s p a c i o t a n g e n t e d u a l . Se h a n o b t e n i d o e x p r e s i o n e s expl íc i tas 
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p a r a la d i s t anc ia c u a n d o los i nd iv iduos es tad í s t i cos s o n m u e s t r a s c o r r e s p o n d i e n t e s a 

las d i s t r i buc iones P o i s s o n , W e i b u l l , G a m m a , E x p o n e n c i a l , B inomia l , B i n o m i a l 

n e g a t i v a , M u l t i n o m i a l , M u l t i n o m i a l n e g a t i v a , W a l d , Logís t i ca , N o r m a l u n i v a r i a n t e y 

N o r m a l m u l t i v a r i a n t e . Se h a n e s t u d i a d o c ie r t as p r o p i e d a d e s r e l a c i o n a d a s c o n la 

d i s t a n c i a i n m e d i a t a , e n t r e las q u e d e s t a c a m o s su i n v a r i a n z a frente a c a m b i o s d e la 

m e d i d a de referencia y t r a n s f o r m a c i o n e s p o r e s t ad í s t i cos suf ic ientes , y su n o 

d e c r e c i m i e n t o al a u m e n t a r el n ú m e r o d e p a r á m e t r o s de las v a r i e d a d e s . 

La d i s t anc ia e s t r u c t u r a l es def inida a p a r t i r d e la d i s t anc i a s o b r e el c o n j u n t o 

i m a g e n del e spac io m u e s t r a l p o r la a p l i c a c i ó n a n t e r i o r , al q u e d e n o m i n a r e m o s S. Se 

d e m u e s t r a q u e co inc ide c o n la d i s t a n c i a i n m e d i a t a si S es u n c o n j u n t o c o n v e x o y 

t a m b i é n q u e S n o es c o n v e x o si la d i m e n s i ó n del e s p a c i o m u e s t r a l es u n o y el n ú m e r o 

d e p a r á m e t r o s d e la va r i edad m a y o r o igua l a d o s . Se h a o b t e n i d o la e x p r e s i ó n exp l íc i t a 

p a r a la d i s t anc i a e s t r u c t u r a l e n t r e m u e s t r a s de t a m a ñ o u n o c o r r e s p o n d i e n t e s a u n a 

d i s t r i b u c i ó n N o r m a l u n i v a r i a n t e . . 

Se h a n e s t u d i a d o las ap l i c ac iones de las d i s t a n c i a s e n t r e i nd iv iduos a t é cn i ca s 

c lás icas de inferencia e s t ad í s t i ca , de f in iendo n u e v o s p r o c e d i m i e n t o s d e e s t i m a c i ó n d e 

p a r á m e t r o s y c o n t r a s t e de h i p ó t e s i s d e s d e u n p u n t o d e v i s ta g e o m é t r i c o . Se c o m p r u e b a 

c o m o u t i l i z a n d o la d i s t anc ia i n m e d i a t a se r e c u p e r a n g ran p a r t e de los r e s u l t a d o s 

c lás icos , en p a r t i c u l a r las e c u a c i o n e s de ve ros imi l i t ud y el c o n t r a s t e de h i p ó t e s i s 

m e d i a n t e el t e s t d e los m u l t i p l i c a d o r e s de L a g r a n g e . H e m o s c o m p r o b a d o t a m b i é n 

c o m o u t i l i z a n d o e n e s t i m a c i ó n d e p a r á m e t r o s la d i s t a n c i a e s t r u c t u r a l en u n e j emplo 

en q u e é s t a difere d e la i n m e d i a t a , se o b t i e n e n r e s u l t a d o s q u e dif ieren r e s p e c t o a la 

m á x i m a ve ros imi l i t ud c lás ica y q u e p o d e m o s c o n s i d e r a r m á s a c o r d e s c o n r e s u l t a d o s 

i n t u i t i v o s al de jar i n d e t e r m i n a d a la e s t i m a c i ó n d e la v a r i a n z a t r a b a j a n d o c o n m u e s t r a s 

d e t a m a ñ o u n o d e u n a d i s t r i b u c i ó n N o r m a l u n i v a r i a n t e . 
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Se h a i n t r o d u c i d o u n a c lase de func iones d e dens idad de p r o b a b i l i d a d q u e p u e d e n 

ser c a r a c t e r i z a d a s en u n a v a r i e d a d p a r a m é t r i c a de d i m e n s i ó n finita. Se c o m p r u e b a q u e 

las va r i edades r e s u l t a n t e s son d e c u r v a t u r a c o n s t a n t e y pos i t iva . Se h a n o b t e n i d o las 

e x p r e s i o n e s p a r a las geodés i cas y la d i s t a n c i a de R a o e n t r e d o s d i s t r i buc iones . H e m o s 

e f ec tuado u n e s tud io p r o b a b i l i s t i c o e n v a r i o s e j e m p l o s y finalmente c o n s i d e r a m o s la 

ap l i cac ión de ta les famil ias a la e s t i m a c i ó n n o p a r a m é t r i c a de func iones de d e n s i d a d 

g rac ias a su c a p a c i d a d de a d a p t a c i ó n . 

Se h a a b o r d a d o el p r o b l e m a de la e s t i m a c i ó n de p a r á m e t r o s en las famil ias 

a n t e r i o r m e n t e c i t a d a s . C o m p r o b a m o s los i n c o n v e n i e n t e s de la e s t i m a c i ó n m á x i m o 

veros ími l y p a r a s u b s a n a r l o s h e m o s p r o p u e s t o u n a l g o r i t m o t i p o s t epwise q u e t o m a 

en c u e n t a la s ignif icación de los i n c r e m e n t o s d e la ve ros imi l i tud al mod i f i ca r el n ú m e r o 

de p a r á m e t r o s d e las famil ias . U t i l i z a m o s d ive r sas s i m u l a c i o n e s p a r a c o m p r o b a r la 

b o n d a d del a l g o r i t m o , o b t e n i e n d o r e s u l t a d o s sa t i s fac to r ios t a n t o a l t r a b a j a r c o n 

d i s t r i buc iones c lás icas c o m o c o n las n u e v a s fami l ias . Se h a n c o m p a r a d o los r e s u l t a d o s 

c o n o t r o s m é t o d o s c lás icos de e s t i m a c i ó n n o p a r a m é t r i c a , en p a r t i c u l a r c o n el m é t o d o 

de los Kerne l . 

T a m b i é n se h a e s t u d i d a d o el m é t o d o d e m i n i m i z a r la e s p e r a n z a del c u a d r a d o de 

la d i s t a n c i a e s t r u c t u r a l e n t r e i n d i v i d u o s ( M E S D ) . P a r a p o d e r l levar a c a b o ta l e s t u d i o 

se h a d e s a r r o l l a d o u n a a p r o x i m a c i ó n a la d i s t a n c i a R i e m a n n i a n a y se h a n u t i l i zado 

t écn i ca s d e m i n i m i z a c i ó n n u m é r i c a de f u n c i o n e s de va r i a s va r i ab l e s c o n res t r i cc iones . 

Se h a n o b t e n i d o a l g u n o s e jemplos q u e m u e s t r a n u n me jo r c o m p o r t a m i e n t o de la 

e s t i m a c i ó n M E S D frente a la M L E . 
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F i n a l m e n t e se h a n c o n s i d e r a d o dos e j emplos p r á c t i c o s c o n s i s t e n t e s e n la 

e s t i m a c i ó n de u n a func ión de d e n s i d a d b i m o d a l a p a r t i r de u n o s d a t o s e n f o r m a de 

h i s t o g r a m a y e n la c las i f icación d e d ive r sos p a t r o n e s e lec t ro foré t i cos a s i m i l á n d o l o s a 

func iones de d e n s i d a d . E n a m b o s e j emplos los r e s u l t a d o s p a r e c e n va l ida r 

c o m p l e t a m e n t e la m e t o d o l o g i a e m p l e a d a . 
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