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Prefacio

Varias técnicas se han propuesto para el analisis de datos longitudinales y
multivariantes. Algunas de éstas exploran la relacién entre los datos obser-
vados en los puntos del tiempo sucesivos, teniendo en cuenta tales relaciones
en los modelos utilizados para la representacion de estos datos. Ejemplos de
estas técnicas son el andlisis de los factores longitudinales, andlisis de factores
dinamicos, analisis multivariante de series temporales, modelamiento espacio-
estado Jorgensen et al. (1996) y anélisis de curvas de crecimiento Chaganty
& Mav (2007). Estas técnicas estan todas basadas en suposiciones de la dis-
tribucién que no siempre pueden ser plausibles en la practica.

Desde una perspectiva clasica, los datos longitudinales han sido analiza-
dos mediante el modelo del anélisis de la varianza (ANOVA) o multivarian-
te (MANOVA) de las medidas repetidas. Sin embargo, recientemente, han
emergido una serie de modelos de analisis que superan, en multiples aspectos,
a los modelos clasicos. Todos ellos se subsumen bajo un modelo mas amplio,
conocido como modelo lineal general mixto.

Estos modelos son abordados en una variedad de areas, donde las obser-
vaciones son tomadas sobre multiples puntos en el tiempo y medidas en una
caracteristica particular, con frecuencia llamada una variable respuesta, para
investigar los patrones temporales de cambio en las caracteristicas. Por ejem-
plo, a ciertos estudiantes se les puede realizar una prueba estandar repetida-
mente durante varios meses, la satisfaccion de clientes dirigida a una marca en
particular se puede medir cada trimestre, el efecto de cierta droga en un grupo
de animales, las concentraciones de azucar en la sangre también se pueden
observar a través del tiempo y asi en diferentes areas se pueden encontrar in-
numerables situaciones similares. Lo cual motiva a abordar este tipo de datos,
proponiendo una metodologia basada en distancias con algunas variantes para
el analisis que permita ademas tener ciertas ganancias en cuanto a prediccion.
Por otra parte, se ha visto que datos de este tipo son usualmente analizados
por el modelo de curvas de crecimiento, iniciado por Potthoff & Roy (1964),
y extensivamente estudiado por numerosos autores como Hwang et al. (2004),
Sabo & Chaganty (2009), Chaganty & Mav (2007) entre otros como ya se
menciono antes, lo cual también motiva a abordar las curvas de crecimiento



haciendo uso de distancias.

Es importante tener en cuenta que, en los ultimos trabajos en el area se
supone multinormalidad y en la practica este supuesto usualmente no es satis-
fecho en muchos casos, por lo cual en el trabajo se hace una adaptacién con
modelos lineales generalizados, haciendo uso de las ecuaciones de estimacién
generalizadas para estimar los pardmetros del modelo. Ademas, la motivacion
surge por varios problemas que se encuentran de tipo practico en las diferentes
areas del conocimiento tales como las citadas anteriormente. En la practica
se encuentran varios estudios donde se realizan mediciones sobre un mismo
individuo a través del tiempo, y otros con varias variables respuesta en funcién
de ciertas variables independientes que en muchos casos se analizan en forma
univariante a través de andlisis de varianzas, siendo muy importante para el
agrénomo, por ejemplo, ver cudl es el efecto de los tratamientos sobre todas
las variables respuesta que fueron medidas y obtener asi el mejor tratamiento
que produzca el mejor efecto en el experimento, de tal forma que se puedan
tomar buenas y mejores decisiones en la practica.

No solo eso, sino que también en los tltimos trabajos que se han abordado
a través de distancias se han visto ganancias importantes en prediccién con
respecto a otro tipo de métodos que emplean otro tipo de criterios para realizar
las predicciones, y en muchos casos préacticos resulta importante poder hacer
buenas predicciones con el modelo ajustado, por lo cual es interesante abordar
el estudio de datos longitudinales y datos multivariantes usando distancias ya
que adicionalmente es un campo de trabajo por donde aun se pueden hacer va-
rios aportes tedricos y es posible proponer nuevos métodos de analisis teniendo
como soporte tedrico algunos de los trabajos que ya se han hecho sobre este
campo. Por tal razén, resulta interesante desarrollar este trabajo para ver asi
las ventajas y desventajas que puede proporcionar esta propuesta respecto a
otras metodologias ya existentes, ademas de proporcionar a los investigadores
en el area y usuarios de la estadistica otros métodos para el andlisis de este tipo
de datos, esperando ofrecer alguna ganancia respecto a otro tipo de métodos.



Capitulo 1

Introduccion

Son muchos los fenémenos de la vida cotidiana que se salen de las manos al
intentar traducirlos a un lenguaje simbélico propio de la disciplina estadistica.
En consecuencia, se cae en el abismo de ajustar dichos fenémenos a los modelos
que se tiene a disposicion, en lugar de permitir que los datos “hablen por si
solos”. El intento por acercar la teoria a las situaciones reales ha motivado
el desarrollo de técnicas estadisticas encaminadas a encontrar modelos cada
vez mas generales que respondan fielmente a los objetivos del investigador en
correspondencia con la realidad.

Por tal razon, en éste trabajo se aborda el analisis de datos longitudinales
desde diferentes perspectivas, a través de distancias entre pares de observa-
ciones respecto a las variables explicativas. Inicialmente, se hace una revisién
bibliografica para ver el estado del arte a la fecha. Se inicia la revision con los
datos multidimensionales que surgen cuando un nimero diferente de variables
respuesta son requeridos para medir los resultados de interés. Ejemplos de
tales resultados incluyen calidad de vida, capacidad cognitiva, investigaciones
biolégicas, agrondémicas, sociales y de la salud, entre otros, donde se realizan
mediciones a lo largo del tiempo sobre una variable dependiente, o sobre varias
variables dependientes. El andlisis de estos datos resulta algo complejo, debido
a la presencia de correlacion entre las medidas repetidas en el tiempo, como
también entre las variables respuesta.

Existen diferentes métodos para abordar este tipo de datos, tales como el
modelo mixto multivariante o modelo doblemente multivariante (Boik 1991),
pero ambos enfoques asumen una distribuciéon normal multivariante y homo-
geneidad de las matrices de covarianzas a través de los niveles del factor de
agrupacion, ademés de independencia entre las observaciones de diferentes in-
dividuos y covariables independientes del tiempo. No obstante, un problema
que se presenta cuando hay desviaciones de uno o mas de estos supuestos,
conllevan a que no se controle las tasas de error tipo I y por consiguiente



4 Capitulo 1. Introduccién

se altera el proceso de inferencia. Sin embargo, algunos autores han estu-
diado este problema de cémo controlar las tasas de error tipo I para disenos
balanceados y desbalanceados cuando la condicion de homogeneidad de cova-
rianzas no es sostenible (Keselman & Lix 1997, Kowalchuk et al. 2003, Lix &
Algina 2003, Welch 1951). Ademds, pruebas para efectos de tratamientos en
medidas repetidas combinando métodos Bootstrap y medias recortadas son es-
tudiadas por Keselman et al. (2000), donde se muestra que se puede controlar
y disminuir el error tipo I.

Cabe agregar que algunos otros autores han abordado el problema de
datos longitudinales de respuesta multivariante; es asi, el caso del articulo
de Gray (2000) donde se desarrolla una metodologia para estimar un efecto
de tratamiento de datos multidimensionales que han sido recolectados longi-
tudinalmente, usando respuestas en el tiempo al evento, continuas o discretas
o una mezcla de este tipo de respuestas. Una transformacion de la escala de
tiempo que no depende de las unidades de las variables respuesta se utiliza
para capturar el efecto de los tratamientos. Esta informacion permite sobre el
efecto de los tratamientos, la combinacion a través de las variables respuesta
de diferentes tipos. Luego, el modelo se especifica usando un par de mode-
los de regresion, para los primeros dos momentos, y se utilizan ecuaciones de
estimacion generalizadas para la estimacion de los parametros.

Adicionalmente, datos multidimensionales surgen también en agronomia y
otras areas del conocimiento, cuando un nimero diferente de variables respues-
ta son medidas. En muchas instancias, estas variables de respuesta multiple
son destinadas a medir un resultado fundamental de interés que no puede
ser capturado por una sola variable respuesta. Una importante complejidad
de los datos de respuesta multiple es que las variables respuestas pueden ser
definidas sobre diferentes escalas numéricas. Ademas de variables continuas,
las medidas tomadas sobre el tiempo constan también de variables discretas,

variables tiempo a evento o una mezcla de estos tres tipos de variables respuesta
(Gray 2000).

De esta manera, datos de respuesta multivariante se han discutido extensi-
vamente en la literatura por varios autores, entre ellos Li et al. (2003), quienes
propusieron un método para reducir la dimensionalidad de variables respues-
tas, haciendo uso de regresién inversa en rodajas (SIR). El enfoque de esta
area es reducir la dimensionalidad de las variables regresoras al caso univa-
riante, también hay mas trabajos donde se asume que la variable respuesta es
univariante. SIR es un método para encontrar vectores en la reduccion de la
dimensién efectiva (Li 1991), bajo una condicién de linealidad para las varia-
bles independientes. También, una discusion detallada es dada para el caso
donde la respuesta es una curva medida en puntos fijos. El problema de este
ajuste es seleccionar funciones base para ajustar un agregado de curvas. Adi-
cionalmente, varios libros sobre este tema han sido publicados, entre los que



se destacan los trabajos de Diggle et al. (1994), Jones (1993), Lindsey (1993),
Rencher (2002), Diggle et al. (2002) y Molenberghs & Verbeke (2005). Algunos
autores han abordado el problema usando modelos de curvas de crecimiento,
iniciado por Potthoff & Roy (1964) y estudiado extensivamente por muchos
autores, incluyendo Rao (1965), Khatri (1966), Grizzle & Allen (1969), Laird
& Ware (1982), Crowder & Hand (1990), Kshirsagar & Boyce (1995), entre

muchos otros.

Asimismo, entre otras metodologias estudiadas para abordar el analisis de
datos de respuesta multivariante estan el analisis de componentes principales
(ACP), éste es quizas un método conocido para reducir la dimensionalidad. Por
ejemplo, ACP puede ser aplicado en una regresién para reducir la dimensién
de los regresores, pero este procedimiento se lleva a cabo sin usar las variables
respuestas, es bastante previsible que las variables regresoras mas importantes
se pueden perder durante el proceso de reduccién (Li et al. 2003). En este caso,
se trabaja con regresién inversa en rodajas, que es un método para encontrar
vectores en el “Espacio Reducciéon de Dimension Efectiva” (EDR) bajo una
condicion de linealidad que ha sido discutida extensivamente en la literatura
por varios autores, (ver Li et al. (2003)).

Entre otros autores que han trabajado en este tema se encuentran Cha-
ganty & Naik (2002), quienes consideran el andlisis de datos longitudinales
multivariantes asumiendo una escala multiple de producto Kronecker en la
estructura de correlacion para la matriz de covarianzas de las observaciones
sobre cada sujeto. El método usado para la estimacién de los pardametros
es el método cuasi-minimos cuadrados, método desarrollado en los siguientes
cuatro articulos: Chaganty (1997), Shults & Chaganty (1998), Chaganty &
Shults (1999) y Chaganty & Naik (2002), quienes muestran que las ecuaciones
de estimacion para los parametros de correlacion en el método cuasi-minimos
cuadrados son éptimas. Ademas, las ecuaciones de estimacién son insesgadas
si los datos provienen de una poblaciéon normal.

Por otro lado, una extension de los modelos lineales generalizados al andlisis
de datos longitudinales fue propuesta por Liang & Zeger (1986b), quienes in-
troducen una clase de ecuaciones de estimacién generalizadas para analizar
datos longitudinales que generan estimaciones consistentes de los pardmetros
de regresion y de sus varianzas bajo leves condiciones sobre la dependencia
del tiempo. Las ecuaciones de estimacion se obtienen sin especificar la dis-
tribucion conjunta de las observaciones de los sujetos; sin embargo, se reducen
a las ecuaciones score para resultados gaussianos multivariantes. Estos autores
presentan la teoria asintoética para la clase general de estimadores. También,
discuten casos donde se asume independencia y dependencia en las estructuras
de correlacién de cada sujeto. Adicionalmente, Chaganty (1997) muestra un
método para estimar los parametros de correlacion el cual supera la propuesta
de Crowder (1995), para algunas estructuras de correlacién, obteniendo esti-
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maciones factibles para los parametros de correlacion.

Ademas, otro de los modelos usados es el de curva de crecimiento. La
idea base de este modelo es introducir algunas funciones conocidas, llamadas
funciones base, es decir funciones polinomiales, tal que capturen patrones de
cambio para medidas dependientes del tiempo. Sin olvidar que, el modelo de
curva de crecimiento tradicional fue disenado para las situaciones donde los
individuos son medidos sobre una sola variable respuesta. En Reinsel (1982)
se extiende el modelo curva de crecimiento univariante al caso multivariante,
donde varias variables respuesta son medidas sobre muiltiples puntos en el
tiempo. Hwang et al. (2004) estudian el caso donde las variables respuestas no
tienen que ser medidas en los mismos puntos del tiempo y no se debe tener el
mismo nimero de puntos en el tiempo, ademas muestran que es posible aplicar
varias clases de matrices de funcién base con diferentes rangos a través de las
variables respuesta.

No obstante, entre los tltimos trabajos en el tema se encuentra el articulo de
Sabo & Chaganty (2009) donde adaptan el método cuasi-minimos cuadrados,
proponen un procedimiento robusto para estimar correlacion entre variables
continuas para el andlisis de datos del ntcleo familiar en clister. También, los
estimadores que se obtienen en este procedimiento se comparan con maxima
verosimilitud tradicional y el estimador de momentos, ademés del énfasis en
la estimacién de las correlaciones dentro de una familia nuclear.

Algunos trabajos recientes son el de Genolini & Falissard (2011), quienes
desarrollan el paquete KML en R que proporciona una implementacion de k-
medias, disenado para trabajar especificamente en datos longitudinales. Puede
funcionar k-medias con las distancias disenadas para datos longitudinales
(como la distancia de Frechet o alguna distancia definida por el usuario). La
interfaz grafica permite al usuario elegir el nimero adecuado de clusters cuando
los criterios clasicos no son eficientes.

Entre otros de los trabajos esta el de Liugen & Lixing (2007), quienes
proponen hacer inferencia basada en verosimilitud empirica local para un mo-
delo con coeficientes variables en datos longitudinales. Muestran que la razén
de verosimilitud empirica es asintéticamente ji-cuadrado estandar cuando se
emplea suavizamiento. Ademads, definen un estimador de maxima verosimili-
tud empirica con coeficientes variables en el tiempo, muestran la equivalencia
asintotica con el estimador de minimos cuadrados ponderados y la normalidad
asintdtica.

Adicionalmente, Geraci & Bottai (2007) proponen un nuevo modelo line-
al para regresion por cuantiles para datos longitudinales que incluye efectos
aleatorios, con el fin de dar cuenta de la dependencia entre las observaciones
seriales sobre el mismo sujeto. La nocién de regresion por cuantiles es sinénimo
de un analisis robusto de la distribucién condicional de la variable respuesta.



También, presentan una aproximacion basada en verosimilitud para la esti-
macién de los cuantiles de la regresion que utiliza la densidad de Laplace
asimétrica.

Otro trabajo por resaltar es el de Yao et al. (2005), donde se propone un
método no paramétrico para llevar a cabo el analisis de componentes princi-
pales funcional para el caso de escasos datos longitudinales. El método tiene
por objeto datos longitudinales espaciados irregularmente, donde el nimero de
medidas repetidas disponible por sujeto es pequeno. En contraste, el anélisis de
datos funcional clasico requiere un nimero grande de medidas espaciadas regu-
larmente por sujeto. En Yao et al. (2005) se asume que las medidas repetidas
son localizadas aleatoriamente con un nimero aleatorio de repeticiones para
cada sujeto y son determinadas por un suavizamiento aleatorio (especificado
por sujeto) mas la trayectoria de los errores de medicién. También, se realiza
una estimacion parsimoniosa de la estructura de covarianza y la estimacion de
la varianza de los errores de medicién.

Para desarrollar las metodologias propuestas en la tesis, se tiene como
soporte tedrico los trabajos usando distancias, los cuales son estudiados por
Cuadras (1989), donde se hace la aplicacién de funciones distancia, junto con
analisis de coordenadas principales, para algunos problemas multivariantes,
a saber regresion miultiple, MANOVA y analisis discriminante. También, el
analisis discriminante con variables continuas y discretas, asi como con datos
ordinales, binarios y cualitativos se estudia; asimismo expresiones de distancias
entre individuos se proponen y discuten.

Ademas, pruebas multimuestra basadas en distancias para datos multi-
variantes son estudiadas por Cuadras (2008). En otro trabajo el mismo autor
muestra como relacionar dos conjuntos de datos, cuando las observaciones
son tomadas sobre los mismos individuos, estudiando algunas medidas de aso-
ciacién multivariante basadas solamente sobre distancias entre individuos y
mostrando una prueba de permutacion para decidir si la asociacion es signifi-
cante; en otros trabajos recientes se estudia la regresion multivariante basada
en distancias (ver Cuadras (2011)).

Cabe agregar que, en muchos métodos de estadistica y andlisis de datos se
utiliza el concepto geométrico de distancia entre individuos o poblaciones, estos
métodos son aplicados en campos tales como la agronomia, antropologia, bio-
logfa, genética, psicologia, entre otros (Arenas & Cuadras (2002)). Las distan-
cias, aparecen en muchos aspectos de la estadistica: contraste de hipdtesis, esti-
macion, regresién, andalisis discriminante, etc. (ver Cuadras (2007)). También,
Cuadras & Arenas (1990) proponen un método de regresién multiple basado en
el andlisis de distancias utilizando diferentes métricas para el trabajo con va-
riables explicativas continuas y categéricas. No obstante, Cuadras et al. (1996)
presentan algunos resultados adicionales del modelo basado en distancias (DB)
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para la prediccién de variables mezcladas (continuas y categdricas) y exploran
el problema de informacién faltante dando una solucién utilizando DB. Uno de
los trabajos mas recientes es el de Esteve et al. (2010), quienes desarrollan un
método donde incluyen términos polinomiales y de interaccién en la regresion
basada en distancias, bajo las propiedades de un producto de matrices semi-
Hadamard o Khatri-Rao. Ademds, Boj et al. (2010), consideran el problema
de predecir no-paramétricamente una variable respuesta escalar de un pre-
dictor funcional. También la implementacién de minimos cuadrados parciales
para regresion basada en distancias es estudiada por Boj, Grané, Fortiana &
Claramunt (2007). Incluso Boj, Claramunt & Fortiana (2007) proponen una
solucion al problema de la seleccién del predictor definiendo una prueba es-
tadistica generalizada y adaptando un método bootstrap no-paramétrico para
estimar sus p-valores.

Este trabajo se desarrolla en siete capitulos: en el Capitulo [1| se presenta
una introducciéon donde se referencian varios autores que han trabajado en el
campo de los datos longitudinales y otros que han usado distancias para el
ajuste de los modelos. Muestra lo que se ha hecho en este campo de inves-
tigacion historicamente. En el Capitulo [2] se propone una metodologia para
el andlisis de datos longitudinales en aproximacién multivariante basado en
distancias. Se plantea el modelo, se hace la estimacion de los parametros y las
pruebas de hipétesis, por lo tanto se realiza la inferencia correspondiente con el
modelo propuesto. En el Capitulo|3|se presenta una metodologia para analizar
datos longitudinales en aproximacién univariante, se presenta el modelo y se
muestra como realizar la estimacién de los parametros.

En el Capitulo [4| se presenta una metodologia para la aproximacion univa-
riante a las curvas de crecimiento mediante distancias entre pares de observa-
ciones respecto a las variables explicativas y distancias entre tiempos. Ademas,
se presenta la inferencia correspondiente para el modelo propuesto. En el
Capitulo |5 se presentan algunos aspectos de los modelos lineales generaliza-
dos, esenciales para la comprensién de la metodologia propuesta en el Capitulo
[0} en el cual se muestra una metodologia para analizar datos longitudinales con
respuesta no normal haciendo uso de distancias entre pares de observaciones
con respecto a las variables explicativas, estimando los parametros del modelo
por medio de las ecuaciones de estimacion generalizadas. En la parte final del
Capitulo se muestra una aplicacion real con sobredispersién donde se puede
ver como funciona la metodologia propuesta. Finalmente, en el Capitulo [7] se
presentan algunas conclusiones y recomendaciones de este trabajo.

En cada uno de los capitulos se presenta una aplicacion y en los Capitulos
y |3 se muestran los resultados de la simulacién usando la distancia de Gower
con datos mixtos, mediante MANOVA y aproximacién univariante en datos
longitudinales, donde se encuentran ganancias en el método DB con respecto al
clasico. También, se desarrollan los programas en R para el analisis correspon-



diente en cada capitulo, con las diferentes metodologias propuestas bajo DB y
las cldsicas. Ademds, en el Capitulo [0] se utiliza el procedimiento GENMOD
del SAS, estos programas se anexan en un CD dentro de la tesis, junto con el
programa usado para la simulacién de los Capitulos [2] y 3

De modo que, del trabajo se puede ver que los métodos propuestos para
modelar problemas de este tipo producen resultados igualmente de robustos
que las estrategias clasicas de modelamiento de esta misma clase de problemas.
En este sentido, se adaptaron las metodologias existentes en datos longitudi-
nales y multivariantes bajo la estrategia de modelos lineales generalizados me-
diante distancias. Aunque este tema se ha abordado por otros métodos, no se
ha estudiado a través de distancias lo cual conlleva a tener una ganancia en las
predicciones, ya que es posible agregar mas componentes al modelo mejorando
asi la calidad de las predicciones.

En los Capitulos [2] [3] y ] de las metodologias propuestas para el andlisis de
datos longitudinales se hace uso de distancias entre pares de observaciones con
respecto a las variables explicativas, mediante variables explicadas continuas,
y funcionan también en casos con variables explicativas categéricas, binarias,
mixtas y continuas. Se demuestra que las predicciones generadas son las mis-
mas bajo el modelo propuesto y el clasico en los Capitulos 2]y 3} Pero cuando
se tienen datos mixtos usando la distancia de Gower se observa que no se
obtienen las mismas predicciones, resultado que se puede ver de la simulacién.
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Objetivos

Objetivos generales

e Proponer una metodologia para analizar datos longitudinales mediante
distancias entre pares de observaciones con respecto a las variables ex-
plicativas.

e Formular un método para analizar curvas de crecimiento mediante dis-
tancias entre pares de observaciones con respecto a las variables explica-
tivas y distancias entre los tiempos.

e Plantear un método de anélisis longitudinal con respuesta no normal me-
diante distancias entre pares de observaciones con respecto a las variables
explicativas usando modelos lineales generalizados.

Objetivos especificos

e Aplicar las metodologias propuestas a un caso practico en datos longitu-
dinales y curvas de crecimiento.

e Por medio de “Métodos Montecarlo”, comparar la metodologia propues-
ta basada en distancias (DB) con respecto al método clésico en datos
longitudinales mixtos usando la distancia de Gower.

e Realizar la inferencia para el método DB propuesto en datos longitudi-
nales.

11
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Objetivos




Capitulo 2

Inferencia en la aproximacion
basada en distancias en el
analisis de datos longitudinales

Desde una perspectiva clasica, los datos longitudinales han sido analiza-
dos usando el modelo de andlisis de varianza (ANOVA) o multivariante
(MANOVA) con medidas repetidas. Sin embargo, recientemente, han emergido
un nimero de modelos estadisticos que superan en muchos aspectos los modelos
clasicos. Todos ellos englobados bajo un modelo mas amplio, conocido como el
modelo mixto lineal general. El andlisis multivariante de varianza, aplicado a
datos longitudinales asume que medidas multiples son variables dependientes
que estan correlacionadas en los mismos sujetos. Cuando hay medidas repeti-
das, MANOVA es una buena alternativa al andlisis univariante. Los estudios
longitudinales estan caracterizados por los registros de datos que contienen
medidas repetidas por sujeto, medidas en varios puntos sobre un eje de tiempo
adecuado. El objetivo es con frecuencia estudiar el cambio en el tiempo o la
dindmica del tiempo de fenémenos bioldgicos tales como crecimiento, fisiologia,
fisiopatologia y patogenia (Miiller 2009). También, el interés es relacionar es-
tas dinamicas sobre el tiempo para ciertos predictores o respuestas. El andlisis
clasico de los estudios longitudinales esta basado en modelos paramétricos los
cuales con frecuencia contienen efectos aleatorios como el modelo mixto line-
al generalizado (MMLG) de métodos marginales tales como las ecuaciones de
estimacién generalizadas (EEG).

El analisis longitudinal multivariante ha sido también estudiado por Gray
(2000) quien propone una metodologia para estimar un efecto de tratamiento
de datos longitudinales multidimensionales donde las variables respuesta
pueden ser alguna mezcla de variables continuas, discretas y respuestas tiempo
a evento. La idea que el efecto de tratamiento puede ser capturado con una

13
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transformacién de la escala de tiempo se muestra naturalmente extendido a
variables respuesta discretas y tiempo a evento. La ventaja de usar esta apro-
ximacién es que los parametros de los tratamientos no dependen de la escala
de la variable respuesta. A causa de esto, se puede combinar informacién so-
bre el efecto de los tratamientos a través de la variable respuesta en diferentes
tiempos. Se utilizan ecuaciones de estimacion generalizadas para la estimacion
de los pardmetros.

Por otro lado, Laird & Ware (1982) discutieron la ventaja de trabajar
con modelos de efectos aleatorios a dos vias para datos longitudinales, in-
cluyendo modelos de curvas de crecimiento y medidas repetidas como casos
especiales. También, se combina el método de maxima verosimilitud y esti-
macién Bayesiana empirica de los pardametros del modelo y el uso del algo-
ritmo EM, Jennrich & Schluchter (1986) trabajaron estimacién de méxima
verosimilitud bajo un modelo muy general para medidas repetidas. Ademas
presentaron la estimacién usando los algoritmos iterativos de Newton Raphson,
Fisher Scoring y una combinaciéon de EM con Scoring.

Subsecuentemente, Laird et al. (1987) presentaron una aplicacién del uso
del algoritmo EM para encontrar estimaciones de los parametros de un con-
junto de medidas repetidas bajo un modelo lineal mixto, a través del método
de maxima verosimilitud y maxima verosimilitud restringida. Especificamente
el modelo tedrico, las ecuaciones iterativas que definen el algoritmo, discuten
la existencia de soluciones explicitas en casos de datos balanceados y el calculo
de valores iniciales para el proceso iterativo. Andreoni (1989) presenté un es-
tudio de modelos de efectos aleatorios para el analisis de datos longitudinales
desbalanceados en relacién al tiempo. Ademds, Andreoni (1989) mostré varios
modelos para la estructura media y matrices de covarianza, y presenté una
comparacion del método de estimacion de méaxima verosimilitud y méxima
verosimilitud restringida usando los algoritmos de Newton Raphson, Scoring
Fisher y EM. Adicionalmente, Davis (2002) presenta una descripcién de los
métodos estadisticos desarrollados para el analisis de medidas repetidas, mues-
tra diferentes alternativas para analizar un conjunto de datos, desde el punto
de vista descriptivo para modelos mixtos con variable respuesta continua.

En la practica varios conjuntos de datos se ajustan a la estructura de un
andlisis multivariante de varianza (MANOVA) pero no estdn en correspon-
dencia con las condiciones de MANOVA (Gower & Krzanowski 1999). Para
establecer una base para el andlisis, Gower & Krzanowski (1999) examinaron
la estructura de matrices distancia en la presencia a priori de la agrupacion de
unidades y mostraron como la distancia de cuadrados total entre las unidades
de un conjunto de datos multivariantes puede ser particionada de acuerdo a
los factores de una clasificacion externa. La particién es exactamente andloga
a la del andlisis univariante de varianza, proporciona un marco de trabajo para
el andlisis de algtin conjunto de datos cuya estructura conforma un MANOVA,
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pero el cual por varias razones no puede ser analizado por esta técnica.

En este capitulo se propone la extension de los métodos de estimacion basa-
dos en distancias en aproximacién multivariante a los datos longitudinales,
usando distancias entre pares de observaciones con respecto a las variables
explicativas en variables respuesta continuas. Se estudian datos balanceados,
donde el nimero de veces que cada individuo se mide es el mismo, y los tiem-
pos se consideran igualmente espaciados. Se encontraron algunas ventajas en
el uso de los métodos basados en distancias con aproximacién multivariante,
tales como: las componentes de la matriz del ACP son independientes, donde
las variables originales usualmente no lo son. En las circunstancias donde
los investigadores estan principalmente interesados en hacer predicciones, la
metodologia propuesta es también 1til ya que arroja un mejor ajuste que en
los modelos clasicos cuando componentes adicionales se agregan. También,
al ser un andlisis de datos longitudinales, permite a los investigadores hacer
predicciones en cada punto del tiempo, lo cual resulta til para estimar datos
faltantes. Ademas, se encontré que el uso de esta estrategia para modelar pro-
blemas de estd clase produce resultados igualmente de robustos que la estrate-
gia de modelamiento tradicional y trabaja en casos con variables explicativas
categdricas, binarias, mixtas y continuas. Adicionalmente, se probd que las
predicciones generadas son las mismas bajo el modelo propuesto y el modelo
clasico, excepto en datos mixtos usando la distancia de Gower, este resultado
puede verse en la simulacién.

Este capitulo es desarrollado en cuatro secciones: en la Seccion [2.1|es cons-
truido el modelo DB con datos longitudinales en aproximacién multivariante.
Ademas, es presentando el ajuste del modelo, la estimacién de los parametros,
pruebas de hipdtesis en el caso multivariante y cémo realizar la seleccion de
las dimensiones principales. En la Seccién se presentan las medidas de
asociacion multivariante y como hacer la prediccion de un nuevo individuo.
La Seccién muestra los resultados de la simulacién para la aproximacion
multivariante y la Seccién presenta una aplicacion de la metodologia pro-
puesta.

2.1 Modelo multivariante: aspectos inferen-
ciales

Sea ;- que denota la respuesta del individuo ¢ ésimo para la r-ésima condicién
de evaluacion, con i =1,...,nyr =ty,...,t,. También se asume que y;. es
descrito por un modelo lineal general

/
Yir = Uiﬁr + €ir
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/ . , .
donde v; = (vj1,...,v;) es un vector de p coeficientes especificos conocidos
., . . .. / ’
para el i-ésimo individuo y 8, = (Bir,...,Bp) €s un vector de p pardmetros

desconocidos.
/ . c .
Sea e; = (€ty,---,€it, ) que denota un vector de m residuales del i-ésimo

sujeto, con distribucién e; ~ NM (0,,,%). El vector nm x 1 es
o]

L

tiene distribucién normal N M (0,,,, [, ® X), donde 0,,, denota un vector de
ceros de tamano nm x 1, I, denota la matriz identidad de dimension n x n
y el operador ® denota el producto Kronecker. Entonces, los y; son vectores
aleatorios independientes con distribucién N M (u;,>) donde

Hi1 02/31
i = : = :
Him ’U;/Bm

Para garantizar que la matriz de covarianza > de los y; sea definida positiva,
es decir, todos los valores propios de > sean positivos, se debe tener que p <
n —m. Con la finalidad de expresar el modelo en forma matricial se definen
las siguientes matrices

—Z/n ylm_ {yi] [Un Ulp-l {Uﬂ-l
Yoxm = = v Vaxp = = )
AR I S i PR I
[ B -+ Bim |
Bpxm=1| + . 1 | =B,
| Bt Bom |

/
€11 - €1m-| {61]

e :IV: . : — :
S A

donde Y es la matriz de datos, V' es una matriz diseno de rango p < (n—m), 8
es la matriz de pardmetros desconocidos y e es la matriz de errores aleatorios.
Entonces, el modelo matricialmente puede ser escrito como

Y=VB+e (2.1)
donde E(Y)=VBy Var(Y)=1,® .
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2.1.1 Aproximacion basada en distancias en el modelo
longitudinal

Sea Q = {wi,...,w,} un conjunto con n individuos. Sea 0;7 = J(w;,wy) =
d(wir, w;) > 0(w;,w;) = 0 una funcién de distancia (o disimilaridad) definida
sobre €. Supdngase que la matriz de distancias con dimensién nxn, A = (§;/)

es Euclidiana. Entonces existe una configuracién de puntos vy, ..., v, € R?,
con v; = (Vi1,...,vp), i =1,...,n, tal que
2 a 2
/
Oip = D (vij — virg)* = (vi — vn)' (v — i) (2:2)
i=1

Estas coordenadas constituyen la matriz V' = (v;;) (definida en el modelo
(2.1) de dimensién n x p tal que la distancia Euclidiana entre dos individuos
i eid esigual a §;y (Cuadras 2008).

La distancia definida en (12.2)) puede utilizarse cuando todas las variables
en la matriz V' sean continuas. En tal caso, esta puede ser reemplazada por la
distancia valor absoluto que es bastante eficiente

p

8 = Z |Vin, — Virn| (2.3)

h=1
la cual cumple las condiciones de una distancia Euclidiana.

Por otro lado, en el modelo la matriz V' se puede particionar como
V = (V4 V,) donde V; es una submatriz de variables continuas y V5 una
submatriz de variables cualitativas. De acuerdo a Cuadras & Arenas (1990) se
puede definir la similaridad como

p1
1—[vin—vypl
h=1

p1+ (p2 — d) + p3

(2.4)

Siir =
donde p; es el nimero de variables continuas, a y d son el nimero de coinci-
dencias y no coincidencias para las p, variables binarias, respectivamente, y «
es el nimero de coincidencias de las p3 variables cualitativas. G}, es el rango (o

recorrido) de la h-ésima variable cuantitativa. La similaridad (2.4]) es conocida
como distancia de Gower (1968).

La distancia al cuadrado entre los individuos i y i’ es

A2, =1— s (2.5)

i3/

Ahora es definido AV = (d;;) como una matriz de distancias Euclidiana sobre
el conjunto de n individuos.



18 Capitulo 2. Inferencia en la aproximacién basada en distancias en el andlisis de datos longitudinales

En el caso que todas las variables explicativas en el modelo sean
cualitativas una medida bastante utilizada de similaridad entre dos individuos
1y i es my, el nimero de coincidencias en i y en . Ya que m;y < p, una
medida de distancia puede ser definida como

62, = 2(p — my) (2.6)

Una vez seleccionada alguna de las distancias presentadas anteriormente es
definido A, = —3AP y F, = HA,H, donde AP = (6%)y H =1-111 =
— %J es la matriz centrada, con 1 un vector de unos de longitud n x 1 y
J =11". Ademas, F, es una matriz semi-definida positiva (Mardia et al. 1979)
de rango p. De este modo, se tiene la descomposicion espectral

1 1
P - (1 _ 11’) A, (1 _ 11’) — U, AU
n n
XX (2.7)

donde X = U,A, es una matriz de n x p de rango p, A, es la matriz de valores
propios positivos de F, y U, contiene las coordenadas estandarizadas. Ademas,
las filas ', ..., 2! de la matriz X son las coordenadas principales de F. Asi,
si un individuo 7 es similar a un individuo ' en entonces v; = vy, y por
lo tanto x; = x;.

El modelo que finalmente es propuesto esta dado por
Y=1By+ XB+ = (2.8)

donde 1 es el vector de unos de orden n x 1, Y es igual que en el modelo
(2.1), X, xs es conocida de rang(X) = s, Bsxm, €s una matriz de pardmetros
desconocidos, By es el vector de interceptos desconocidos de orden 1 x m y
= es una matriz de errores aleatorios de orden n x m. Obsérvese que como
F,1 =0, tanto 1 como las columnas X7, X, ..., X, de X, son vectores propios
de F.

El modelo ([2.8) se puede escribir como

i1
donde s = rang(F,) y X1, Xo, ..., X, juegan el papel de variables predictoras.

De acuerdo a Cuadras (2007) a veces s = rang(F,) crece con n (incluso
puede darse el caso en que s = n — 1). Entonces, el nimero de variables
X1, X, ..., X, (las columnas de X) puede resultar excesivo y de esta ma-
nera se puede encontrar un modelo ajustado arbitrariamente . Para evitar
este problema es conveniente partir X en dos partes, X = (X L) donde
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X(x) contiene un subconjunto de k columnas de X y L contiene el restante
subconjunto de columnas de X. De esta manera, es definido el modelo DB en
dimensién k, el cual puede ser expresado de dos maneras equivalentes

Y =18, + X(k)B(k) + =

k

=1

donde Xy = (Xq,...,X}) y cada X, con 7 =1,...,k es una columna de X
(cada X; es una componente principal).

Los supuestos sobre el modelo ([2.9)) son

i) E(Y) = ].BO —+ X(k)B(k) (O E(Ek) = 0).
ii) cov(y;) = X para todo ¢ = 1, ...,n donde vy, es la i-ésima fila de Y.

iii) cov(y;,y;) = 0 para todo @ # j.

El supuesto i) establece que el modelo lineal propuesto es el correcto y no
son necesarios v’s adicionales para predecir los y’s. El supuesto ii) afirma que
cada uno de los n vectores observados (filas) en Y tienen la misma matriz de
covarianza. Mientras que el supuesto iii) afirma que los vectores observados
(filas de Y) no estan correlacionados entre si. Por lo tanto, se asume que los
y’s dentro de un vector de observacién (filas de Y) estan correlacionados entre
si pero son independientes entre los diferentes individuos observados.

Seleccion de las dimensiones principales

Inicialmente, el nimero de variables explicativas puede ser elegido como k.
Una buena seleccion de las columnas Xy, ..., X de X consiste en escogerlas
por orden de coeficiente de correlacion multiple con Y, es decir,

R*(X1,Y) > R*(X5,Y) > --- > R*X,,Y)

Otra seleccion consiste en ordenarlas de acuerdo con la variabilidad expli-
cada en los predictores (o columnas de X): A; > -+ > A, es decir seleccionar
los k primeros ejes principales. Pero si la variable X, tiene una correlacién
R? .| = R*(Xj41,Y), relativamente alta, se podria haber perdido una variable
predictiva importante (véase Cuadras & Fortiana (1993) para una discusién
de este problema).

Cuando n es muy grande, la selecciéon de coordenadas puede volverse en un
calculo muy arduo. Un procedimiento que requiere solo calcular los primeros
k vectores propios adecuados, es el siguiente
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Se particiona X en X = (X(;) L;), donde X(;) contiene las primeras colum-
nas de X y L; las restantes, es decir los primeros vectores propios de F),
ordenados de acuerdo con sus valores propios. Por otro lado, considerando las
distancias entre los individuos de las matriz de observaciones Y en el modelo
(2.9) y realizando un proceso similar al realizado con la matriz V' en el modelo
(2-1). La descomposicién espectral F,, = U,A2U,, las coordenadas estdndar

U, y las coordenadas principales W = U,A,, se pueden obtener.

Luego como X(; y W son matrices cuantitativas centradas de dimensiones
n X 1y n x m las siguientes medidas de asociacién se pueden definir

1. Escoufier (1973) introdujo la correlacién generalizada dada por

tT(SuSQl)
tr(S%)tr(S53,)

RV (X, W) = (2.10)

donde SH = X(/Z)X(l), 522 = W,W, 512 = X(/l)W y 821 = W/X(l) Esta
correlacién es muy relacionada con las estadisticas Procustes (Cox &
Cox 2001),

Ry =1 {tr (X[, W'W X, 1/2} Jtr (X{y X)) tr(W' W)} (2.11)

2. Yanai et al. (2006) emplean determinantes de matrices rectangulares para
introducir la medida

O
W X y W
Re (X, W)* = © (2.12)
|X{) X | (W]
3. Cuadras (2008) define la asociacién como
7 (X, W) = Uy, UyUyUs, (2.13)

Algunas propiedades de las medidas anteriores son: RV (X ; ,W) = 1,
R}y = Re (X(Z-),W) = 0si X4 = TW (T ortogonal) y RV (X, W) = 0,

R? = Re (X(i), W) =1, si X(Z-)W = 0. En el caso de la medida de asociacién
presentada por Cuadras (2008) se satisfacen las siguientes propiedades

a. 0 < (Xa), W) =2 (W, X)) < 1.

‘XE“WW’X@)

b. ? (X, W) = X%
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c. n? (X (@) W) no depende de la configuracién de las matrices Xy y W.

d. Si w es un vector y X(;) es una matriz, los dos cuantitativos, entonces
R? (w,X(i)) = n? (w,X(Z—)), donde R es el coeficiente de correlacion
multiple.

e. Sirj, j=1,...,m son los coeficientes de correlaciéon canénica entre X
y W, entonces

T
7 (X@, W) = Hl r}
i

Utilizando la medida de asociacién dada por Cuadras (2008), se define la
secuencia )
n* (X, W)

i) = (X, W)

coni=1,2....p (2.14)

Cada c(7) mide la predictibilidad de las primeras i dimensiones. Es de
notar aqui, que se podrian utilizar en la anterior ecuacion cualquiera de las
otras medidas de asociacién presentadas anteriormente.

Finalmente, la seleccién de k en el modelo (2.9)) debe ser realizada repre-
sentando graficamente los puntos

(1,1 —c(i)) i=0,1,....p" <p

donde p* es tal que 1 — ¢(7) esté muy préximo a 0. Esto es, el corte 6ptimo en
p* es tal que, a la derecha de p* el grafico esta muy préoximo al eje horizontal,
indicando que las dimensiones superiores no deben ser tenidas en cuenta. La
dimensiéon principal 1 < ¢ < p* debe ser seleccionada si se aprecia una caida
entre el punto (i — 1,1 —¢(i — 1)) y el (i,1 —¢(i — 1)). Entonces la dimensién
i es aceptada o rechazada segun si r? o \; sean grandes o pequenos.

2.1.2 Estimacion de parametros
El modelo presentado en (2.9) se puede escribir como
_ By =
V= Xw) ( By ) s
=XB + = (2.15)

donde X = (1 X(k)) =(1,X1,...,.Xy) y B= (36 Ek)),'

El estimador de minimos cuadrados (MC) de B es B tal que minimiza la
traza de

[11)

=
tr (uk

i) =tr[(Y - XB) (Y - XB)]
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donde E, =Y — X B.
La matriz de residuos es la matriz Ry = (Ro(7,7)) de orden m x m

—~/ o~

Ry=%,5,= (Y- XB) (Y - XB)

Las estimaciones de MC de los parametros B verifican las ecuaciones nor-
males (EN)

X'XB=X'Y (2.16)
y vienen dadas por la expresion
B=(X'X)"'XY (2.17)

ya que el modelo es de rango méximo k = rang(X). Ademads, se tiene que si
Y; denota la j-ésima columna de Y, entonces

B=(X'X)"'X'Vi,...,Y] = [Bi,..., By,

donde B; = (X'X)'X'Y; (j = 1,...,m) es el estimador univariante con-
siderando cada columna de Y como una variable separada.

El estimador presentado en (2.17) es insesgado ya que
E(B)=(X'X)"'X'BE(Y)=(X'X)"(X'X)B=B

Por otro lado, obsérvese que
R,=(Y - XB) (Y - XB)
—~ —~ —~ —~
=YY -YXB-BX'Y+BX'XB
— — —
como B X'Y = B X' X B, entonces

R,=Y'Y - Y'XB
=Y' (I - X(X'X)'X")Y (2.18)

Teorema 2.1. Bajo las condiciones del modelo (2.15)), con k = rang(X) una
estimacion centrada de la matriz de covarianzas X es

> =Ry/(n—k)

Para la demostracion de este teorema se siguieron los pasos de Cuadras
(2010). Veamos la prueba a continuacién
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Demostracion: Sea T = [tq,...,tg, tks1, ..., t,] una matriz ortogonal, tal
que sus columnas forman una base ortonormal de ", de manera tal que las
primeras k columnas generen el mismo subespacio Cy(X) generado por las
columnas de X . Por lo tanto, las otras n — k columnas seran ortogonales a
Cr(X). Es decir

X =

(v s i<k
iO si 1>k

donde * indica que es posiblemente un valor no-nulo. Considérese ahora Z =
T'Y , entonces la esperanza matematica de Z es

B(Z) = E(T'Y) =T'E(Y) = TXB = " )

donde 7 tiene k filas y 0 es de n — k filas.

Considérese los residuos 2, = Y — X B. Ademds, X'Z;, = X'(Y — XB) =
XY - X'X(X'X)"'X'Y = 0, esto se tiene ya que es proyector el espacio
sobre el mismo. Por lo tanto, = es ortogonal a X, en el sentido que

()
—* Z(n—k)xm

ya que
= - - * 0
T’:kZT’(Y—XB):T’Y—T’XB:Z—<O>:<Znk>

Es decir, las ultimas n — k filas de Z y T'Z: coinciden. Entonces como
T'T = I, se tiene que

e 0
_o= = = _ ! 1 ol
Ry=S 5, =5 TTE:=(0 Z,_, ) < 7 =7 T
n—k
Haciendo Z]_, = [z1,...,2,—k) donde zi,..., 2 _, son las filas indepen-

dientes de Z, . Entonces cada z; es un vector de media cero y matriz de
covarianzas . Luego F(z;z) =Xy

Z;L_an—k: = [ 21 e-. Zn—k ]
zZ

n—k

/

= Z Zi%
i=1
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Por lo tanto, se tiene que

n—k n—k
E(Ry) =E(Z) Z,)=FE (Z z,zi) = > E(z%)
i=1 i=1
=(n—k)X
S Ry ==
Luego ¥ = %0 = —=¢, O
Del anterior teorema se tiene que E(Z, ) = 0. Asi todas las n — k

filas de Z,_x son Np(0,Y) independientes, entonces Ry = Z! ,Z, j ~
Wisharty(X,n — k) ya que cumple las condiciones de una matriz m x m que
sigue la distribucién de Wishart (ver mayores detalles en Cuadras (2010) y
Mardia et al. (2002)).

2.1.3 Modelo restringido

Utilizando el modelo (2.15)), la matriz de sumas de cuadrados total se puede
expresar como

VY =Y'XX'X)"'XY+Y'[I - X(X'X)"'X']Y

al centrar la informacion se encuentra que

n

1 1
Y’ (I — J) Yy =Y’ {X(X’X)lX’ — J} Y + Ry
n
Tem =Meom + Ry
donde Tey = Y’/ (I — %J) Y es la matriz de las sumas de cuadrados total
corregida por la media y Moy =Y’ [ X(X'X) 7' X' — 2J]Y es la matriz de

sumas de cuadrados del modelo corregido por la media. Ademads se puede
comprobar que

[X(X’X)lX’ — :LJ] - X(X'X)"'X'|=0

lo cual también sucede en el caso univariante, es decir que las matrices de
sumas de cuadrados del modelo y de los residuos son ortogonales.

Bajo los supuestos del modelo (2.15]) se tiene que Moy ~ Wishart,, (X, k).
Por otro lado, considérese el modelo (2.15)) sujeto a la restriccién
HB =D (2.19)

donde H, B y D tienen dimensiones s X (k+ 1), (k+ 1) x m y (s x m)
respectivamente.
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Entonces haciendo la minimizacion bajo la restriccién, utilizando la matriz
de multiplicadores de Lagrange A, se encuentra

Ly =tr (Y - XB) (Y - XB) — 2A(HB — D)]
=tr[Y'Y - B'X'Y - Y'XB + B'X'XB - 20AHB + 2AD)]

Derivando parcialmente con respecto a B y A, se obtiene

i % = _2X'Y +2X'XB—-2H'N =0

ii. 24 = 2(HB-D)=0= HB=D

Del item i. se tiene que
B, =(X'X)"YX'Y + H'\)
=(X'X)'X'Y + (X' X)"'H'N
—B+ (X'X)'H'N (2.20)
reemplazando esta ultima expresion en ii. se encuentra
HB, =HB+ H(X'X)'H'\' =D
entonces
H(X'X)"'"H'AN' =D — HB
N =[H(X'X)"'H]"" (D - HB) (2.21)

Por lo tanto, reemplazando (2.21]) en (2.20), se obtiene
B, =B+ (X'X)"'"H'[H(X'X)"'H'|" (D - HB) (2.22)

En muchas otras situaciones es de mayor interés trabajar con el modelo

([2.15) bajo la restricciéon
HBA =G (2.23)

H es de orden s x (k4 1) (de rango s < k + 1), La matriz A es m X ¢ (con
rango ¢ < m <n—k — 1) y G es una matriz de orden s x ¢ de constantes.

Al igual que en el modelo (2.15) bajo la restriccién (2.23)). Haciendo la
minimizacion utilizando multiplicadores de Lagrange A; y A, se encuentra

Ly =tr (Y — XB)' (Y — XB) — 2A1(HBA — G)A,]
=tr[Y'Y - B'X'Y ~Y'XB + B'X'XB — 20 HBAA, + 2A,GA,]

Derivando parcialmente con respecto a B, A1 y As, se obtiene
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i %2 = 2X'Y +2X'XB - 2H'N|AA' =0

ii. 822 = —2A,(HBA—-G) =0= HBA=G

iii. §%2 = —2(HBA—-G)YAj=0= HBA=G
Del item i. y haciendo A3 = AsA; se tiene que
B,, =(X'X)"YX'Y + H'A,A"

=(X'X)'X'Y + (X' X) " H' N A

=B+ (X'X)'H'ALA (2.24)
reemplazando esta ultima expresién en ii. o iii., se encuentra

HB,,A=HBA+ H(X'X) '"HANAA=CG
entonces
H(X'X) 'H'AN,A'A =G — HBA
Ay =[H(X'X)'H'] ™ (G — HBA) (AA)™"  (2.25)

Por lo tanto, al reemplazar (2.25)) en (2.24]), se llega a

B, = B+ (X'X)"'"H'[H(X'X)'H] ' (G- HBA) (AA)"' A" (2.26)

Obsérvese que si en (2.26), A = I, y G = D, entonces se obtiene la
expresion (2.22)).

2.1.4 Pruebas de hipdtesis lineales

Retomando el modelo (2.15)) y haciendo Y, = ( - %J ) Y, se obtiene el modelo

Ye=XuwB + =k

La estimacién minimos cuadrados de B es B = (Xék)X(k))_l XpYeyla

matriz de prediccién es Y, = X(yB = PY, donde P = X (X, X(9) Xy
es la matriz sombrero. Claramente, no hay relacién si B = 0. Asumiendo Xy,
Y, centrados, una estadistica apropiada para decidir sobre esta hipdtesis nula

estd basada en
tr (Y. PY.) [k

T (Y(I-P)Y)/(n—k)
donde X4, ha sido obtenida por escalamiento métrico de una matriz de dis-

tancias, entonces Xy = Uy, Ay v P = Uy, U,

T(k) k) T Tk
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Como P = P2 se tiene

tr (Y,'PY,) = tr (PY.Y,'P)

Y similarmente tr[Y! (I — P)Y,] = tr[({ — P)Y.Y!(I — P)]. Ademas, la
razon F' puede ser formulada en términos de distancias asi

. tr (PY.Y!P) /k

Ctr[(I = P)Y.Y! (I —P)]/(n—k)

_ tr (F, F,Y.Y!F, F,) [k

(I = FyF)YY! (I - Fy )/ (n—k)

donde F, = U, A2 U, esuna g-inversa de F}.

R OREIOREIO!
La prueba F' se puede usar cuando hay un tnico vector de parametros
B y una sola columna Y, con distribucion normal. La prueba F' puede atn

ser usada cuando las filas de Y. son multinormales con matriz de covarianzas
Y =],

En el caso general, para probar B = 0 se puede llevar a cabo una prueba
de permutacion. Para ejecutar esta prueba, se mantiene Y. fijo, luego son
halladas las n! permutaciones de las filas de X(3) y es obtenida la distribucién
de aleatorizacion de F'. Hay evidencia en contra de B = 0 si el F' observado
esta en el extremo de la cola. Si n es grande, se puede elegir una submuestra
(con repeticién) de las n! permutaciones (Cuadras 2011).

Algunas pruebas basadas en la F' cuando solamente Y, viene de una dis-
tancia, han sido usadas por McArdle & Anderson (2001) relacionando datos
ecolégicos, y Wessel & Schork (2006) en estudios de asociacién multilocus a
gran escala. En Cuadras (2011) esta prueba ha sido adaptada a dos matrices
de distancia. Sin embargo, esta aproximacion F' tiene cuatro inconvenientes.
Primero, esta depende de F,, = U,A2U! (como en la Subseccién , es
decir, sobre la matriz diagonal A, cuyas entradas son proporcionales a las
varianzas de las columnas de W. Segundo, A,, puede tener entradas negativas
si la matriz de distancias no es Euclidiana, como puede ocurrir en la presencia
de datos faltantes en forma aleatoria. Tercero, si F' es significante, se muestra
una relacion de dependencia pero no se sabe el grado de asociacion entre ambos
conjuntos de datos. Ademds, F' no es simétrica en Xy y W. Aquif la prueba
F' ha sido adaptada para cuando X() proviene de una matriz de distancias y
Y. no, ya que el interés en este trabajo es mirar el efecto del tiempo en los Y'’s.
Sin embargo, es de notar que la propuesta hecha por Cuadras (2011) también
se puede utilizar aqui porque se tendrian variables W que provienen de las dis-
tancias de la matriz Y, y estas nuevas variables serian independientes, dandole
un mejor soporte al estadistico F'.
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Hipétesis de la forma HB =0

Una hipoétesis lineal demostrable de rango s y matriz H es
Hy: HB =0 (2.27)

donde las filas de H son combinacion lineal de las filas de X.

La ecuacién ([2.22) proporciona la estimacién de B para el modelo ([2.15))
bajo la restriccién (2.19)). Restringido a la hipétesis (2.27)), se puede mostrar
que

B, =B—(X'X)"'"H'[H(X'X)"'H'| ' HB

y la matriz residual es
R, - (Y-XB,) (Y - XB,)

Teorema 2.2. Sea el modelo lineal multivariante (2.15)), donde las filas de Ej
son NM,,(0,%) independientes, Ry la matriz de residuos, Hy : HB = 0, una
hipotesis lineal demostrable y Ry la matriz de residuos bajo Hy. Se verifica

1. Ry~ Wp(S,n — k).

2. S Hy es cierta, las matrices Ry y Ry — Ry siquen la distribucion de
Wishart con Ry ~ Wy, (3,n — k'), R — Ry ~ W, (%, s) siendo s =
rang(H) y k' =k — s.

3. 8 Hy es cierta, las matrices Ry y Ry — Ry son estadisticamente inde-
pendientes.

Para la demostracion de este teorema se siguieron los pasos de Cuadras
(2010). Veamos la prueba a continuacién

Demostracion: Sila hipdtesis nula Hj es cierta, el subespacio generado por
las filas de H esta contenido en el generado por las filas de X. Se puede
construir una base ortogonal de ™

[U’l)"'7u87u8+17'"7uk7uk+17"'7uk]

tal que [uq,...,us] generen H,y [uq, ..., Us, Usy1, ..., u;] generen X.

Considérese ahora la matriz C' de orden m x (k—s) generada por
[tsi1,...,ug]. Entonces HC' = 0 y el modelo Y = X B + Zj se convierte
enY = XO + 5, siendo X = XC y CO = B pues HB = HCO = 0.
Asf la matriz X se transforma en X = X, donde las columnas de X C' son
combinacion lineal de las columnas de X.



2.1 Modelo multivariante: aspectos inferenciales 29

Es posible construir una matriz ortogonal
T = [tla s 7tk:’7tk2’+17' e atk‘vtk-f-l?' e atn]

tal que las K’ = k — s primeras columnas generen X C'y las k primeras generen
X,
Cy(XC) = [tl, ce ,tk/] C Ck(X) = [tl, . ,tk]

Siguiendo los mismos argumentos de la prueba del teorema [2.1] se tiene que

= _ 0
k- ank’

donde las n — k' filas de Z,,_x son NM,,(0, %) independientes. Por tanto,
R = (Y -X8) (Y -X0)=Z 1 Zu ~Wn(S,n—k)

Por otro lado, se puede escribir

o 0 0
T (Y - X0) = { Z . } = ZZS
n—k

donde las s = k — K’ filas de Z, son independientes de las n — k filas de Z,,_.
Entonces Ry = Z.Z; + Z,,_ . Z,,—, es decir,

R —Ry=Z.Z;, ~Wp,(X,n—k)
e independiente de Ry = Z!_, Z,,_. O

n

La consecuencia mas importante del teorema [2.2]es que, si la hip6tesis nula
Hj es cierta, entonces Ry y R; — Ry son Wishart independientes y

| Ro| _ | Ro|

Ay = -
"7 (Ri— Ro) + Ryl |RY|

Alm;n —k, s)

Asi 0 < Ay, < 1 sigue la distribucion de Wilks. No se rechazara Hy si A
no es significativo y se rechazara Hy si A es pequeno y significativo.

Otra forma de expresar el criterio de Wilks es

| Ry
A 1= =
"R,

donde py > --- > p,, son los valores propios de R, respecto de R;.

fi1 X e X

Este criterio es especialmente 1til, teniendo en cuenta que si A es la razén
de verosimilitud en la prueba de hipdtesis, entonces A = A;Vlz (Cuadras 2010).

Es posible mostrar que cualquier estadistico que sea invariante por cambios
de origen y de escala de los datos, debe ser funcién de estos valores propios
(Anderson 2003). Asi otros estadisticos propuestos son
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1. Traza de Lawley-Hotelling:

(B = Ro)Ry') =3~ F
i=1 g

2. Traza de Pillai:

3. Raiz mayor de Roy:

Hipoétesis de la forma HBA =G

Como en los modelos de datos longitudinales es de interés el tiempo, la hip6tesis
general se puede plantear como

Hy: HBA=G (2.28)

La matriz H tiene los coeficientes que permiten probar la hipotesis “dentro
de tiempos” (es decir, la hipdtesis en los elementos dentro de las columnas
dadas de B). La matriz A permite probar la hipdtesis “entre tiempos” (es
decir, la hipdtesis en los elementos dentro de las filas dadas de B). Finalmente
(G es una matriz de constantes. Esta forma de escribir las hipétesis es muy
general, un caso particular es cuando H = I, A = I,,, y todos los elementos
de G son iguales a cero.

En este caso, si el modelo (2.15) es restringido con la condicién ([2.23) se
obtiene la estimacién de B mediante la ecuacion (2.26]). La matriz de residuales
viene dada por

R,=(Y-XB,) (Y - XB,,
~[(y-XB)+X(B-B,)]'[(Y-XB)+X (B-B,)]
—(Y-XB) (Y-XB)+(B-B,,) XX (B-B,,)

ya que (Y — X/B)/X =0y X’ (Y - XE) = 0. Por lo tanto,

R, =Ry, + R} (2.29)
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donde R, fue presentado en ([2.18) y,
R;=(B-B,) X'X(B-B,,
—{(x'x)" 1 [1(X'X)" 1] (HBA-G) (4'4)"" A’}/ (X'X)
{(x'x)" ' [ (x'x)" /] (HBA-G) (AA) " A}
—AAN A (HBA-G) [H(X'X)"' B (HBA- Q)
(AA) A (2.30)

Sustituyendo (2.17)) en (2.30)), expandiendo y tomando valor esperado, se
obtiene

E(Ry) =E{A (4 (H(X'X)" X'va-G) [H(x'x)" 1]
(H (Xlx)—l X/YA o G) (A/A)fl A/}
y reemplazando por (2.15), se llega a

E(R;) =A(AA)" (HBA-G) [H(X'X)"" '] T (HBA—G)(A'A) A
+ L'Z, K=, L (2.31)

donde L = A(A’A)™" A" y haciendo K = X (X'X)™' H'[H(X'X)™ H']_1

H()(’X)_1 X', se cumple que L2 =L =Ly K=K = K', porloque Ly
K son proyecciones. Adicionalmente, la j-ésima entrada en la matriz =) K=

de orden m x m en (2.31)) es la forma cuadratica

=/ = = =,
= KZ 0 = ¥ 3 Ky,
v

u

donde Z(;) = (Ej4) es la j-ésima fila de Zj. De este modo, su valor esperado
es

E (E()KZ5)) =Y Kuw(X)j5 = (),5tr(K)
entonces
E(E'K=) = s¥
porque tr(K) = tr(ly) = s.

Finalmente, bajo Hy: HBA =G, E(R;/s) = L'SL y ademéas E(Ry/(n —
k)) = 3. Una prueba de significancia para juzgar Hy : HBA = G vs H, :
HBA # @ a través de una funcién (es decir, determinante, traza, o maximo
valor propio) de la cantidad

L'RL(L'RyL)™"
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donde se hace uso del hecho que L es una matriz de proyeccién.

Las cuatro pruebas empleadas para este tipo de analisis, al igual que antes,
son

1. Lambda de Wilks. La estadistica de razon de verosimilitud es

Ay, = [Ro| Ry
R34+ Ry|  |Ry

* *
= Uy X X,

donde pj > --- > p son los valores propios de Ry respecto de Ry. Se
rechaza la hipétesis nula si Aw, < A mn—rk,s)-

2. Traza de Lawley-Hotelling

m *

tr(Ry— Ro)R;") =3 1= w

ES
i=1 M
Se rechaza la hipdtesis nula si este valor es mas grande que una cantidad
que depende de m, n — k y s. La distribucion exacta de la anterior
estadistica no es sencilla, razén por la cual se utiliza la aproximacién a
la estadistica F'.

3. Traza de Pillai

Asintéticamente se ha demostrado que esta estadistica tiene distribuciéon
chi-cuadrado con s grados de libertad para tomar la decision de rechazar
o no Hy.

4. Raiz mayor de Roy
1 — iy,
P
En muchos de los casos las distribuciones nulas exactas para estas es-
tadisticas no se pueden calcular, por lo tanto, se requiere de pruebas apro-

ximadas. En la mayoria de los programas estadisticos, tales como R, SAS y
SPSS la aproximacién a la estadistica I’ se utiliza.

2.2 Aproximacion basada en distancias en aso-
ciacion multivariante

Muchos coeficientes han sido propuestos para medir la asociacién multivariante
entre dos vectores aleatorios o dos conjuntos de datos tomados sobre los mismos
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individuos. En ecologia se tiene un ejemplo claro, donde datos ambientales
estan relacionados a especies. En datos gendémicos se pueden ver relaciones
entre genotipos (es decir, datos de DNA) a fenotipos de interés. Se pueden
también encontrar muchos ejemplos en biometria y psicologia, es decir, para
relacionar caracteristicas fisicas con pruebas mentales (Cuadras 2011).

En el caso de este trabajo la idea es relacionar un conjunto de datos toma-
dos en el tiempo Y con un conjunto de variables explicativas que son fijas
V, como se muestra en el modelo (2.I). En este sentido algunas medidas
de dependencia basadas en correlaciones canoénicas pueden ser usadas. Sin
embargo, si los conjuntos de datos X y W no son cuantitativos (binarios,
categoricos y nominales), la informacién puede alternativamente ser dada por
una similaridad o una matriz de distancias. Esta aproximacion basada en dis-
tancias, originada en Cuadras (1989), ha sido usada como una herramienta en
prediccion y andlisis multivariante (ver (Bartkowiak & Jakimiec 1994) y (Boj,
Claramunt & Fortiana 2007)).

La medida de asociacion multivariante entre X, W esta dada por

(X, W) = U], UL U

! 1
Us iy ‘U Us sy Urv(k) Uw‘

Estas medidas satisfacen 0 < n(Xu), W) = n(W, X)) < 1y se reducen
al coeficiente de correlaciéon multiple cuando W es un vector de datos. Sea
S = X(k)X Sig = X(k)W Sao = WW. Como las correlaciones candnicas
positivas r;, i = 1,...,s = min {k, ¢} entre X y W son los valores singulares

de Sul 25125_1/2 = U;( )Uw, este coeficiente puede ser expresado como
X(k H r;

Ya que Ug’ﬁ(k) U, es una matriz de Gram, la medida n puede ser interpretada
como el coseno del angulo entre dos subespacios expandidos por Uy, y Uy.

2.2.1 Medidas de asociacion multivariante

Otro criterio usado para juzgar B = 0 en el modelo de regresiéon lineal mul-
tivariante es el criterio de razén de verosimilitud o lambda de Wilks, la cual
es bien conocida en anélisis multivariante (Mardia et al. 1979). La lambda de
Wilks es

| Ro| _ | R
Aw, = ~Am;n—k, s
R Ry R (R )
donde Ry = (Y-XB)(Y-XB) = AU, (I~ Ux()U;())U Aw 'y

~

~ / A
R, = (Y-XB,) (Y-XB,) = AJU,UA,, con B, = B -
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(X'X)'H'[H(X'X) 'H']"'HB. Por lo tanto,

!/ !
Aw, = |1 = U, UL UL, U
La lambda de Wilks no depende de A,, y puede expresarse en términos de
correlaciones candnicas, es decir

S

AW1:H(1_TZ'2)

=1

Claramente Ay = 1 — Ay, es también una medida de asociacion tal que
se aproxima a 0 si X, W son independientes y se aproxima a 1 si X, W son
linealmente dependientes.

Para juzgar B = 0 se puede emplear otros criterios tales como Lawley-
Hotelling y Pillai (Cuadras 2011). Si (R; — Ro)uw, = piRot,,, arroja los
valores propios de Ry'(R; — Ry), siendo p; = r2/ (1 —r?), los criterios U,
de Lawley-Hotelling y el criterio U, de Pillai’s son

()

U, = tr [Ry' (R — Ry)| = Z ; .
U, =tr [(R)""(R: — Ry)| = irf

i=1

Entonces dos medidas de asociacién multivariante pueden estar basadas en
Ay = (Uy/s) / (14+U,/s) y A, =U,/s. Para la derivacién de U,, U, y An,
(ver Anderson (2003) y Rao (1973)).

La medida A, también surge aplicando la correlaciéon vectorial entre dos
vectores aleatorios X, W, definida por (ver Escoufier (1973))

_ tr (512521>
Vir(Sh)tr(S%)

donde Si; = sz)X(k), Sis = Xék)W, etc. Si se toman las columnas es-
tandarizadas, entonces Sy, = U, U,, S1 =U, U, = I, S»=U, U, =1

T (k) T(k) ~ T(k)

y esta correlacién se reduce a RV = Y r? / Vkt. Claramente RV = A, si

=1

S
k =t. Sin embargo, si k < t hay t—k correlaciones cero, ademéas A, = Z r? / S
i=1
es mejor. En general RV # A,.
Otra medida de asociacién, la cual generaliza el coeficiente de correlacién
multiple, estda dada por
, S50 S|

| Saa|
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S
Simplificando, se obtiene R? = ‘U{UUx(k) Uz Uw‘ =[] 7. la cual se indica
=1

por Apc (ver Cramer & Nicewander (1979)).

También, es posible relacionar X; y W via el estadistico Procrustes (ver

Cox & Cox (2001))

[tr (Xék)WW,X(k)) 1/2} i
tr (X{yXw) tr (WW)

PP=1-

En el contexto basado en distancias se obtiene,

2

tr (AU Uu2ULUsy) ' A]

P?=1-
tr (AZ)tr (A2)

Estandarizando las variables esta ecuacion se reduce a

P?—1- [tr (U7, UwU{UUm(k))lﬂr / (kt) =1— <Z_:1 n>2 / (kt)

s 2
Esta medida sugiere Apr = (Z ri> / s2.
i=1

Arenas & Cuadras (2004) proponen la medida de asociacién

tr (GY2GY? + G2GY?)

A p—
ac tr (Gy + Gy)

la cual cae entre 0 y 1. Donde G, = U,

T (k)

tandarizando, tr (U U UwU{U) =tr (U’ U,U,U.

T(k) ™~ Z(k) (k) T(k)

AU v Gy = U,AN2U . Es-
T T () ww
), esta ecuacion se re-
duce a

Asc = tr (Usg U, UnUs, + UnUL U, Us ) [ (K 1)

=2tr (UL, UuUpUs,, ) / (k +1)

Z(k)

:221“?/(/{3—1—75)

lo cual sugiere Ayc = r?/s = A,.
i=1
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2.2.2 Prediccion de un nuevo individuo

Si se supone que en las variables mixtas explicativas se ha observado un nuevo
individuo n 4+ 1 del que se conoce las observaciones sobre las variables inde-
pendientes, Vpt1 = (V(nt1)0: Vnt1)1, Vs Unt1)p)’; tales observaciones permiten
calcular las distancias entre el individuo n + 1 y cada uno de los individuos
que intervinieron en el modelo planteado en , es decir,

6(n+1)i = 5(1]”4_1,1]@'), v; € Q, 1= 1, o, n

A partir de estas distancias se puede hacer una prediccién empleando el
siguiente resultado (Gower 1968, Cuadras & Arenas 1990), que relaciona el
vector d = (5(2n+1)1, o ,5(2n+1) ) de los cuadrados de estas distancias con el
vector Tpq1 = (T(n41)1s- - - T(nt1)p) de las coordenadas principales atribuibles
al nuevo individuo.

5(2n+1)¢ =(Tni1 — @) (Tpy1 — 1)

/ / /
=T 1Tnt1 + L0 — 225, 1T (2.32)

Sumando para i de 1 a n, y teniendo en cuenta que las columnas de la
matriz X de coordenadas suman 0, se obtiene

Z 00t 1)i = Npy1 T + tr(B)
i+1

Sustituyendo esta tltima ecuacién en (2.32)), se tiene
2%n 1T = (Z 5(n+1)z )) + bii — 5 (n+1)i
Al considerar las diferencias con los n individuos de forma matricial

2X Ty = <Z§ 1) )) L, + (b—d)

donde b = (by1,...,byy) con by = xlx;, i =1,... n.

Premultiplicando por X’ y dado que X'1,, = 0, se encuentra que
2X' Xapp1 =X'(b— d)
1
Ty :i(X’X)’lX'(b —d)

Z;A;X’(b —d) (2.33)
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La prediccién es entonces

?(n+1) = By + x;H*l‘/B\

Si se considera ahora el modelo DB en dimension £ y se hace la particion

T Ak 0

donde z ) = (x1,...,2x) son las k coordenadas relativas de las k-dimensiones
predictivas asociadas al n + 1 individuo y la diagonal A contiene los valores
propios, asi se obtiene

Yiur1) = Bo+ @y By + ' Biy-w)

como [ contiene las coordenadas menos correlacionadas en el nuevo individuo
n + 1, entonces R R R

Obsérvese que si [ es muy grande, el nuevo individuo es un atipico, entonces
T () y esta prediccion puede no ser precisa.

Por otro lado, en Cuadras (2011), se muestra que las predicciones del mo-
delo lineal clasico y el modelo basado en distancias coinciden. En la siguiente
seccion se extiende este resultado al modelo longitudinal multivariante con DB.

2.2.3 Relacién con el modelo longitudinal clasico

El modelo depende de la distancia elegida d;;. Por lo tanto, cuando las
variables explicativas son continuas y la distancia Euclidiana se utiliza, el DB
es compatible con el modelo clasico. Esta equivalencia también se muestra que
se mantiene para variables cualitativas cuando un método basado en distancias
con el coeficiente de coincidencias se utiliza.

Variables continuas

Si todas las variables explicativas en (2.1)), V = (Vi,...,V}), son continuas,
la distancia Euclidiana esta dada por . Ahora, se prueba que el espacio
generado por las columnas de X es el mismo que el generado por las columnas
de V' y por lo tanto, los modelos DB y clasico producen las mismas predicciones.
Esto es, la relacion entre F, y A es

1 1
F, =HAH = —iHAS,Q)’H =R 4 f,1 —2VVH

1
— 5 (ML[H + 1 VH — 2HVV'H)
“HVV'H = XX (2.35)
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porque H1f/H =0y Hf,1’H = 0, donde f, es un vector de longitud n que
contiene la diagonal de V'V’. Cabe senalar que si S, = (s;) es la matriz de
similaridad y la funcién distancia seleccionada es 0%, = s;;+ sy —28;;/, entonces
F, = HS,H. Esto corresponde a escalamiento multidimensional clasico o ACP
(Cuadras 1989).

Entonces, el modelo DB introducido en es un modelo centrado (2.8),
es decir, este produce las mismas predicciones en el modelo propuesto en di-
mension p que el modelo dado en (2.1]). Sin embargo, no serfa necesario con-
siderar una distancia Euclidiana p-dimensional. Sea E,- el espacio generado
por las columnas de X, donde X es una solucién del escalamiento métrico
obtenido de una distancia aplicada a los mismos datos. Entonces, tomando
k > p, es decir, las columnas mas adecuadas de X, el modelo DB mejora el
modelo longitudinal clasico cuando (Y — lBO) € E,-. Teniendo en cuenta que
esto es siempre verdadero para p* =n — 1 con p* > p.

Variables cualitativas

Supéngase ahora que todas las variables explicativas V' = (V4,...,V,) son
cualitativas en , donde ahora todos los V; son variables en los ¢; estados,
j=1,...,p. Una medida de similaridad entre individuos i y i’ es el nimero
de coincidencias m;; para las variables cualitativas involucradas en el modelo.
Tener en cuenta que 0 < myy < p, y también my;/p es el coeficiente de
coincidencias si las variables son binarias. En este caso, se eligen las distancias
al cuadrado, es decir, 6%, = 2(p — myy). Sin embargo, como V; se puede
representar por ¢ variables binarias, respectivamente, las cuales son codificadas
como 0y 1, §2, es la distancia euclidea al cuadrado. Por lo tanto, el modelo DB
se reduce al modelo longitudinal clasico para variables cualitativas al anotar
los estados como 0 (ausente) y 1 (presente). No hay ninguna ventaja sobre
el modelo longitudinal clasico, excepto que el problema de multicolinealidad
puede resolverse automaticamente usando distancias. Por supuesto, la solucién
es diferente si otro tipo de distancia se elige.

Los resultados anteriores muestran que las predicciones son las mismas para
ambos modelos, longitudinal clasico y DB. Sin embargo, hay diferencias para
datos mixtos, como se muestra en las simulaciones mas adelante. Por lo tanto,
en la siguiente seccién se presenta una simulacién donde se compara el método
DB con el método clasico para analizar datos longitudinales en aproximacién
multivariante.
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2.3 Simulacion

2.3.1 Detalles de la simulacion

Se crearon tres variables explicativas para la simulacion de los modelos, una
de tipo continuo, otra categorica y la tltima binaria. Estas variables fueron
creadas generando muestras aleatorias a partir de tres distribuciones diferentes,
para tamanos n de 50, 100 y 200 respectivamente. La variable continua fue
muestreada de una distribucién normal con media de 100 y varianza de 100; la
variable categorica fue muestreada de una distribuciéon multinomial asumiendo
tres valores con probabilidades de 0.27, 0.53, 0.2 y la variable binaria de una
distribucion binomial con probabilidad de 0.4.

La matriz de parametros B se obtuvo generando una muestra aleatoria a
partir de una distribuciéon normal con media 25 y varianza de 36 cuyo nimero
de filas es igual al nimero de variables independientes mas el intercepto, es
decir, p y cuyo ntimero de columnas es m, es decir el nimero de tiempos. La
variable respuesta es continua y se generd a partir de los errores del modelo.
Los errores del modelo fueron creados generando muestras aleatorias de una
distribucién normal multivariante con un vector de medias de ceros de tamano
igual al nimero m de tiempos y una matriz de covarianzas ¥, generada a
partir de dos estructuras de correlacion; autorregresiva de orden uno AR(1)
y compuesta simétrica (ver mayores detalles en la Subseccién y Rencher
(2002) y Diggle et al. (2002)). Como los datos contienen variables mixtas, se
utilizé la distancia de Gower para el método DB.

Por otro lado, para la simulacién de Monte Carlo cada escenario se repite
N = 100 veces y el software utilizado para el efecto es R versiéon 2.15 (R
Development Core Team 2012). Los criterios de informacion AIC y BIC de
cada modelo fueron también calculados.

2.3.2 Resultados y Discusién

Se simularon en total 126 escenarios con 4, 7 y 10 tiempos (m), varianzas
0% = 10,50 y correlaciones p = —0.5,0,0.5,0.9, las estructuras de correlacién
consideradas fueron dos AR(1) y compsymm, para tamanos de muestra n de 50,
100 y 200. En esta seccion se presenta un resumen de los resultados obtenidos.

En las Tablas y se muestran los diferentes niveles de varianza o2,
correlacién p y estructuras de autocorrelaciéon, donde el método MANOVA DB
tiene valores de AIC mas bajos para muestras pequenas (n = 50). En ambos
métodos son similares los valores similares de BIC con muestras pequenas,
independiente del niimero de tiempos, varianza, correlacion y estructura de
autocorrelacion que se tome. En muestras grandes, los AIC y BIC en el método
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clasico MANOVA presentan buenos resultados bajo algunos escenarios de va-
rianza, correlaccion y estructura de correlaccién. Ademas, resultados similares
fueron obtenidos bajo los otros escenarios, los cuales se pueden ver en las
Tablas A.6 a A.10, presentadas en el anexo A del trabajo y cuya interpretacién
es similar. Es de aclarar aqui que La estructura de correlacién compuesta
simétrica con valor p=-0.5 no se considero6 ya que la matriz resulta ser singular.

Parhmet m=7
arametros Basado en distancias | Modelo clasico
<] p [ n | AIC [ BIC | AIC | BIC

50 | 1754.87 1793.45 1765.43 | 1788.58
-0.5 | 100 | 3778.78 3824.29 3572.62 | 3599.92
200 | 7322.05 7374.49 7174.46 | 7205.93
50 | 1757.65 1796.23 1769.13 | 1792.28
0 100 | 3777.65 3823.16 3574.70 | 3602.00
200 | 7323.99 7376.44 7175.62 | 7207.08

10 50 | 1755.87 1794.45 1765.43 | 1788.58
0.5 | 100 | 3773.12 3818.63 3572.62 | 3599.92
200 | 7325.77 7378.21 7174.46 | 7205.93

50 | 1750.96 1789.54 1760.92 | 1784.07

0.9 | 100 | 3764.79 3810.30 3567.25 | 3594.55
200 | 7326.97 7379.41 7176.27 | 7207.73

50 | 2306.33 2344.91 2328.73 | 2351.88

-0.5 | 100 | 4727.86 4773.37 4699.22 | 4726.53
200 | 9441.99 9494.43 9427.67 | 9459.14

50 | 2309.98 2348.56 2332.44 | 2355.58

0 100 | 4728.89 4774.40 4701.30 | 4728.61

50 200 | 9443.66 9496.10 9428.83 | 9460.29

50 | 2306.83 2345.41 2328.73 | 2351.88
0.5 | 100 | 4724.86 4770.37 4699.22 | 4726.53
200 | 9443.96 9496.40 9427.67 | 9459.14
50 | 2301.57 2340.15 2324.22 | 2347.37
0.9 | 100 | 4717.53 4763.04 4693.85 | 4721.16
200 | 9444.65 9497.09 9429.48 | 9460.95

TABLA 2.1: Simulacién con estructura de correlacion AR(1)

Los resultados que se presentan en las Tablas [2.1]y [2.2| representan un sub-
conjunto de los resultados obtenidos en los diagramas de cajas de las Figuras
v [2.2] Los diagramas de caja de las dos figuras muestran los criterios de
informacién AIC y BIC bajo ambas aproximaciones (métodos DB y cldsico).
En todos los diagramas de cajas, los nimeros pares corresponden a la apro-
ximacion basada en distancias, mientras los niimeros impares corresponden al
método clasico. En la primera columna de graficos de cajas en las dos figu-
ras, las dos primeras cajas de izquierda a derecha corresponden a muestras de
tamano 50, las siguientes dos a muestras de tamano 100, y las ultimas dos, a
muestras de tamano 200. Ademaés en todos los graficos de esta columna se tiene
una estructura de correlacién AR(1). En las otras tres columnas de gréficos de
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Pardmetros ’ m =10
Basado en distancias Modelo clasico
o’ | p n AIC BIC AIC BIC

50 | 2502.51 2544.66 2523.18 | 2548.47
0 | 100 | 5370.69 | 5419.768 | 5101.64 | 5131.09
200 | 10429.75 | 10485.76 | 10241.09 | 10274.7
50 | 2505.28 2547.43 2527.48 | 2552.76
10 | 0.5 | 100 | 5363.78 5412.86 5094.74 | 5124.19
200 | 10421.74 | 10477.74 | 10248.13 | 10281.74
50 | 2504.25 2546.39 2527.78 | 2553.07
0.9 | 100 | 5356.89 5405.97 5086.1 5115.55
200 | 10418.79 | 10474.8 | 10249.33 | 10282.94
50 | 3291.77 3333.91 3327.90 | 3353.19
0 | 100 | 6745.77 6794.84 6711.08 | 6740.52
200 | 13472.72 | 13528.73 | 13459.97 | 13493.57
50 | 3294.78 3336.92 3332.20 | 3357.48
50 | 0.5 | 100 | 6738.33 6787.40 6704.18 | 6733.63
200 | 13471.97 | 13527.98 | 13467.01 | 13500.61
50 | 3293.92 3336.07 3332.50 | 3357.79
0.9 | 100 | 6729.88 6778.96 6695.54 | 6724.99
200 | 13470.7 | 13526.71 | 13468.21 | 13501.81

TABLA 2.2: Simulacién con estructura de correlacién compuesta simétrica

las dos figuras, las cuatro primeras cajas de izquierda a derecha corresponden
a muestras de tamano 50, las siguientes cuatro a muestras de tamano 100, y
las ultimas cuatro, a muestras de tamano 200. Las dos primeras cajas en cada
bloque corresponden a estructuras de correlacion AR(1) y las dos siguientes a
la estructura de correlacién compuesta simétrica.

Por ejemplo para los valores de p = 0.5, m = 4, y 02 = 10, en las Figuras
v [2.2] se muestra que el método basado en distancias es mds eficiente en
muestras pequenas (tamano 50) independiente de la estructura de autocorre-
lacién, correlacién y varianza, aunque cuando el tamano de muestra crece, el
modelo clasico presenta mejor ajuste. Otro ejemplo es para el caso que m = 10,
02 =50y p = 0.9 en donde ambos métodos (DB y clésico) son similares,
teniendo en cuenta los diferentes tamanos de muestra, con varianza grande,
correlaciéon alta y sin importar la estructura de correlacién que se escoja. Se
pueden ver diferencias pequenas con respecto al método clésico en los diferentes
tamanos de muestra usando los criterios de AIC y BIC. Sin embargo, para
muestras pequenas (n = 50), hay una diferencia pequena como se menciono
antes, en la cual el método basado en distancias es mas eficiente. Resultados
similares se obtienen con otras configuraciones de m, o2 y p, utilizando los dos
criterios de informacion AIC y BIC.

En la siguiente seccion se presenta una aplicacién, en donde se puede vi-
sualizar la metodologia propuesta y su comparacién con el método clasico para
analisis de datos longitudinales MANOVA.
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Ficura 2.1: AIC para DB y anélisis clasico por tamano de muestra, en estructuras
de autocorrelacion AR(1) y compuesta simétrica
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de autocorrelacion AR(1) y compuesta simétrica



44 Capitulo 2. Inferencia en la aproximacién basada en distancias en el andlisis de datos longitudinales

2.4 Aplicacion

Se ilustran los desarrollos tedricos a través de los datos de la National Youth
Survey (Raudenbush & Chan 1992, Raudenbush & Chan 1993). El estudio se
realizé haciendo mediciones cada ano, cuando los participantes tenian edades
de 11, 12, 13, 14 y 15 anos, estos completaron un instrumento de nueve elemen-
tos diseniado para evaluar su tolerancia respecto a la desviacion de la conducta.
Utilizando una escala de cuatro puntos (1=muy mala, 2=mala, 3=un poco mal,
4= no esta mal del todo), se indicé si estaba mal para alguien de sus edades:
(a) hacer trampa en las pruebas, (b) La destruccién deliberada de la propiedad
de otros, (c) el consumo de marihuana, (d) robar algo que vale menos de cinco
dolares, (e) golpear o amenazar a alguien sin razon, (f) el uso de alcohol, (g)
entrar en un edificio o vehiculo para robar, (h) vender drogas fuertes, o (i) robar
algo que vale més de cincuenta délares. En cada ocasion, el resultado, es decir
la tolerancia, se calcula como el promedio de encuestados a través de las nueve
respuestas. En los datos también se encuentran las variables explicativas de
cambio en la tolerancia: género de los encuestados y exposiciéon, la evaluacién
del entrevistado auto reporte, exposicion a la desviacion del comportamiento
a los 11 anos de edad. Para obtener los valores de esta tultima variable, los
participantes estimaron la proporcion de sus amigos cercanos que participaron
en cada una de las mismas nueve actividades en otros cuatro puntos de escala
(de 0 = ninguno, a 4 = todos). Al igual que la variable tolerancia, el valor
de exposicion de cada uno de los encuestados es el promedio de sus nueve
respuestas. Se tomo una muestra aleatoria de 16 participantes de los mas
grandes estados de Nueva York (ver Singer & Willett (2003)).

Para ilustrar el método propuesto en este trabajo inicialmente se realizé
un andlisis exploratorio con los datos, donde se puede observar el crecimiento
empirico, se puede apreciar que los cambios difieren considerablemente a través
de los adolescentes, tal como se muestra en la Figura Aunque la mayoria
se vuelven maés tolerantes de la conducta desviada con el tiempo (por ejemplo,
los individuos 514 y 1653), muchos se mantienen relativamente estables(por
ejemplo, los individuos 569 y 624), ninguno de los 16 se vuelve con el tiempo
mucho menos tolerante (aunque en el sujeto 949 disminuye por un tiempo
antes de aumentar).

Se observa de los graficos de adolescentes que fueron més tolerantes a la
desviacion de la conducta en un tiempo que estos tienden a ser mas toleran-
tes en la proxima medicion. Esto indica que el orden de clasificacion de los
adolescentes sigue siendo relativamente estable en ocasiones. Si el puntaje de
todos los adolescentes se redujo en un punto entre las edades 11 y 12 anos, la
correlacion entre los tiempos es positiva. Se puede inferir una relacion directa
entre las correlaciones en los tiempos y el cambio. El analisis exploratorio de
los datos muestra que no hay diferencia por género, pero en lo que respecta



2.4 Aplicacién 45

35
|

—— Hombres
- Mujeres

25
|

tolerancia

2.0
|

15

1.0

edad

FicuraA 2.3: Gréfico de Tolerancia en funcién de la edad por género

a la exposicién, parece que los adolescentes con mayor exposicién temprana a
la desviacién del comportamiento se vuelven mas tolerantes a un ritmo mas
rapido que sus companeros que estaban menos expuestos.

Se realiz6 el analisis de los datos en forma multivariante, el modelo ajustado
después de realizar la validacién de supuestos del modelo en forma multiva-
riante, usando el método clasico sin hacer distancias es un modelo logaritmico
en Y obteniéndose asi

InY16x5 = V16x3,@3><5

donde la matriz diseno V' contiene un vector de unos asociado al intercepto
y las variables independientes son género y exposicién, donde B es la matriz
de parametros estimados, reemplazando por los valores estimados obtenidos a
través de minimos cuadrados ponderados se obtiene

R 0.2598 0.2987 0.4472 0.4323 0.4807
InY16x5 = Viexs [ 0.0530 0.1005 0.0924 0.1956 0.2065

0.0763 0.0846 0.1053 0.2069 0.2241 /., .

Este modelo ajustado tiene un valor de AIC de —14.294 y un BIC de —4.766.
Después de realizar el andlisis se encuentra que la variable género no resulta
ser significativa en el MANOVA, y al hacer el andlisis en cada uno de los
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cinco tiempos se observa que la variable exposicion a la conducta desviada es
altamente significativa en los tiempos 4 y 5.

El modelo ajustado después de realizar la validacién de supuestos del mo-
delo y usando distancias es un modelo logaritmico en Y y se presenta a con-
tinuacion

InYigxs = 116><1-/B-\0(1><5) + X 16x0Baxs

donde X6x2 corresponde a la matriz de coordenadas principales reducida, EO
contiene las estimaciones asociadas al intercepto y B las estimaciones asociadas
a las dos primeras coordenadas principales. Al reemplazar por las estimaciones
obtenidas por minimos cuadrados ponderados del analisis MANOVA se obtiene
el siguiente modelo ajustado

InYigxs =Ligx1 ( 0.2829 0.3427 0.4876 0.5179 0.5710 )

X —0.0497 —0.1057 —0.0565 —0.0971 —0.0943
16x2\° _0.3791 —0.3455 —0.4187 —0.8119 —0.9048

El AIC y BIC para este modelo fueron —14.548 y —5.0204 respectivamente.
La diferencia con respecto al MANOVA clasico es pequena, arrojando valores
casi similares, siendo el ajuste practicamente igual con ambos métodos. Del
analisis MANOVA se encuentra que la primera componente no tiene efecto
significativo sobre la tolerancia desviada del comportamiento, recordemos que
esta componente recoge la variabilidad de la variable género por lo cual se
puede decir que el género no tiene efecto significativo en la tolerancia y al
realizar el andlisis en cada uno de los tiempos por medio de ANOVAS se
encuentra que la segunda componente es altamente significativa en los tiempos
4y 5. Ademas, el cuadrado medio del error resulta ser més bajo para el método
DB siendo de 0.01167 y para el método clasico de 0.012, pero son practicamente
iguales.

La Figura permite ver el ajuste del modelo con distancias y sin distan-
cias en comparacién con los valores observados de tolerancia (los circulos),
donde se puede apreciar que las predicciones usando distancias mediante
MANOVA (los tridngulos), con respecto al método cldsico mediante MANOVA
(las cruces) son casi iguales excepto para algunos individuos y en los tltimos
tiempos observados, pero difieren en muy poco. Se puede ver que ambos
métodos son similares usando los criterios de informacién AIC y BIC.
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Capitulo 3

Aproximacion basada en
distancias en analisis de datos
longitudinales univariantes

En este capitulo se propone la extension de los métodos de estimacion basados
en distancias a esta clase de problemas. Se estudian datos desbalanceados,
donde el nimero de veces que cada individuo es medido puede ser diferente,
y los tiempos también pueden ser desigualmente espaciados. Se encontraron
algunas ventajas en el uso de los métodos basados en distancias, tales como: las
componentes de la matriz de ACP son independientes, donde las variables origi-
nales usualmente no lo son. En estas circunstancias es donde los investigadores
estan principalmente interesados en hacer predicciones. La metodologia pro-
puesta es también 1itil ya que produce un mejor ajuste que con el modelo clasico
cuando se agregan mas componentes. También, al ser un andlisis longitudinal
permite al investigador hacer predicciones en cada tiempo, lo cual resulta util
para estimar datos faltantes.

Existen diferentes técnicas para el analisis de datos de medidas repetidas.
Algunas de estas exploran la relacién entre los datos en diferentes tiempos,
teniendo en cuenta la estructura del tiempo de los datos, tales como andlisis
factor longitudinal, analisis factor dinamico, series de tiempo multivariante,
modelos espacio-estado (Jgrgensen et al. 1996) y andlisis de curvas de creci-
miento (Chaganty & Mav 2007). Métodos tales como el multivariante mixto
o el doblemente multivariante (Boik 1991) asumen distribucién normal y ho-
mogeneidad en la matriz de covarianza respecto a cierto factor de agrupacion
(usualmente es la variable tiempo), asi como independencia entre las observa-
ciones y las variable dependiente del tiempo.

Entre otros estudios usando distancias esta el trabajo de Peng & Miiller
(2008), quienes proponen una distancia entre dos realizaciones de un proceso

49
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aleatorio, donde para cada realizaciéon solamente medidas espaciadas irregu-
larmente y escasas con errores de medicion adicional estan disponibles. Tales
datos ocurren comunmente en estudios longitudinales. Una medida de dis-
tancias entonces hace posible aplicar andlisis basado en distancias tales como
clasificacién, escalamiento multidimensional y clustering para datos longitudi-
nales muestreados irregularmente. Ademéds, Miiller & Yao (2010) muestra que
los procesos subyacentes precios de las ofertas en linea, subastas y muchos otros
datos longitudinales pueden ser representados por una ecuacion diferencial or-
dinaria estocastica de primer orden empirica con los coeficientes del tiempo y
un proceso de desplazamiento suave.

Teniendo en cuenta los estudios realizados a la fecha usando distancias.
En este capitulo se propone una metodologia para el andlisis de datos longi-
tudinales a través de una aproximacién univariante usando distancias entre
pares de observaciones con respecto a las variables explicativas con la variable
respuesta continua. Se encuentra que el uso de esta estrategia para modelar
problemas de este tipo arroja resultados igualmente de robustos que la es-
trategia de modelamiento tradicional y funciona también en casos donde se
tiene en las variables explicativas: datos categoricos, binarios, mixtos y con-
tinuos. Ademas, se prueba que las predicciones generadas son las mismas bajo
el modelo propuesto y el clésico.

Este capitulo se desarrolla en cuatro secciones: en la Seccién se pre-
sentan algunos aspectos inferenciales para el modelo de datos longitudinales
univariante basado en distancias. Se realiza la estimacién de los pardmetros
por minimos cuadrados generalizados y maxima verosimilitud restringida. En
la Seccion se presentan los modelos paramétricos para la estructura de co-
varianza y como hacer la prediccion de un nuevo individuo. En la Seccién
se muestran los resultados de la simulacion para la aproximacién univariante,
y finalmente, en la Seccion se presenta una aplicacién de la metodologia
propuesta.

3.1 Modelos de covarianza, estimaciéon de
parametros y aspectos inferenciales

Otra aproximacion al problema de datos longitudinales esta basado en un
enfoque univariante. Debido a la naturaleza de la informacion, cada individuo
a través del tiempo se encuentra correlacionado, no conociéndose la estructura
de la matriz de covarianza. Por esta razdn, la estimacion de los parametros se
hace usualmente por medio de minimos cuadrados generalizados.

En primer lugar, se expresa el modelo ({2.15)) en forma univariante aplicando
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el operador vec, obteniendo

vec(Y') =vec(B'X") + vec(Z})
y=(X®1I,)0+¢ (3.1)

donde y = vec(Y'), 0 = vec(B') y € = vec(Z},). Ademds, Var(y) = Var(e) =
I,YX=00 =0, Ugcon V¥ =1, ¥yy X = o2V,

Antes de hacer las estimaciones de los valores de 6, 0? y ¥y, se considera
cémo puede ser la forma de los bloques diferentes de cero, 2%, en el modelo

BD.

3.1.1 Patrones de covarianza

Se dispone de una gran seleccion de patrones de covarianza en el modelamiento
de datos longitudinales y medidas repetidas. Muchos de estos patrones son
dependientes de la medicion tomada en tiempos fijos y algunos son féciles de
justificar cuando las observaciones son igualmente espaciadas. Hay también
patrones donde las covarianzas se basan sobre el valor exacto del tiempo (por
ejemplo, el cambio del ntiimero de visitas), y éstos son més ttiles en situaciones
donde los intervalos del tiempo son irregulares. A continuacién se presentan
algunos de los mas utilizados.

Modelo de covarianza compuesta simétrica

En este modelo se asume que hay una correlacién positiva, p, entre dos medi-
ciones sobre el mismo sujeto. En términos matriciales, ésta corresponde a

Uy =(1—p)I+pJ (3.2)

donde [ representa una matriz identidad y J es una matriz de unos, ambas de
orden m X m.

Una justificaciéon del uso del modelo de correlacion uniforme en el mode-
lamiento clasico es la siguiente: considérese el modelo

con x} una fila de la matriz (X ® I,,,), y donde x}6 = E(y;;), los U; son variables
aleatorias mutuamente independientes N (0, v%), los Z;; son variables aleatorias
mutuamente independientes N(0,72) y, los U; y Z;; son independientes uno del
otro. Entonces la estructura de covarianza de los datos corresponde a
con p=1?/(v*+71%) y 0* = v*+ 7% Se puede observar que el modelo da
una interpretacion de la correlacién del modelo uniforme en el que un modelo
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lineal para la respuesta media incorpora un término de intercepto aleatorio
con varianza v? entre sujetos. Ademds, el modelo proporciona una justi-
ficacién basada en modelos para una aproximacién del analisis de varianza al
andlisis de datos longitudinales llamado analisis de parcelas divididas.

Modelo con correlaciéon exponencial

En este modelo, ¥, tiene el j-ésimo elemento, ¥, = Cov(y;j, yix), de la forma
Ui = 0% exp (= g|t; — ti]) (3.4)

En contraposicion al modelo de correlaciéon uniforme, la correlacién entre
un par de mediciones sobre la misma unidad decae hacia cero a medida que el
tiempo de separacién es mas lejano. La razén de decrecimiento es mas rapida
para valores muy grandes de ¢. Es de notar que si los tiempos de observacion,
t;, son igualmente espaciados (t;+; —t; = d, para todo j) entonces ({3.4) se
puede expresar como

Y = o?pli=H (3.5)
donde p = exp(—¢d) es la correlacién entre observaciones consecutivas sobre
el mismo sujeto.

Una justificacién de ([2.18]) es representar las variables aleatorias y;; como
Yy =x0+&;, i=1,..,n j=1..,m (3.6)

donde

§ij = péii-1) + Zij (3.7)
y Z;; son variables aleatorias N (0,02 (1 — p?)) mutuamente independientes,
tal que Var(y;) = Var(&;) = o En vista de y (B.7), el modelo de
correlacion exponencial es a veces llamado el modelo autorregresivo de primer
orden, debido a que es la definicién estandar de un proceso autorregresivo
discreto de primer orden (Diggle et al. 2002). Esto ha llevado a algunos autores
a generalizar el modelo asumiendo las secuencias, &;, 7 = 1,...,m en (3.6)
como realizaciones parciales mutuamente independientes de un proceso general
autorregresivo estacionario de media moévil,

p q
§ij = D PriGor) T Zij + D asZij-) (3.8)
r=1 s=1

En el caso de datos longitudinales la expresién de tiempo discreto es
poco comun, de hecho es mas natural generalizar el modelo escribiéndolo
de la forma
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donde las secuencias &;(t;), j = 1,...,m son realizaciones mutuamente inde-
pendientes, tiempo continuo, del proceso estacionario Gaussiano {§;(t),t € R}
con estructura de covarianza comun, y(u) = Cov(§;(t), & (t—u)). Se debe tener
en cuenta que se adapta automaticamente a mediciones irregularmente
espaciadas, t;, y de paso, a diferentes momentos de medicién de las unidades;
mientras que en los modelos de tiempo discreto, o (3.8)), serfa muy poco
natural para datos irregularmente espaciados ;.

Otros patrones de covarianza

Algunos patrones de covarianza para la matriz Wy en un ensayo con m puntos
en el tiempo se presentan a continuacion

e No estructurada o patron general. La varianza de la respuesta, o2,
difiere para cada periodo de tiempo i, y las covarianzas, o;;, difieren entre
cada par de periodos j vy k.

07 012 O1m
2
1 012 05 O2m
Vo= — .
o :
2
O1m O2m Om

La anterior estructura produce los mismos resultados que ajustar un
modelo con la distribucién normal multivariante, es decir como el modelo
propuesto en la Subseccién[2.1.2] El problema es que este modelo necesita
muchos pardmetros de covarianzas.

e Toeplitz. Esta matriz usa covarianzas separadas para cada nivel de
separacién entre los puntos del tiempo. Este modelo es conocido como
el modelo autorregresivo general.

0'2 91 (92 emfl
1 01 g 91 Qm,g
\Ifo = 72 92 81 0-2 Hm_3
o . .
em—l 9m—2 0m—3 0'2

e Heterogénea no estructurada. Los puntos en el tiempo tienen dife-
rentes varianzas, pero las observaciones sobre el mismo individuo estan
no correlacionadas. Esta deberia solamente ser utilizada si los anélisis
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preliminares con patrones con mas parametros indican la correlacion en-
tre las observaciones repetidas o longitudinales.

a2 0 0
v, 1 0 o2 0
o? :
0 0 o2

e Heterogénea compuesta simétrica. Tiene una forma similar al mo-
delo compuesto simétrico incluyendo diferentes varianzas en el tiempo.

2
g1 po109 -+ PO10y,
2
1 pPO102 05 cee PO20,
\IJO - ) .
g :
2
PO10m, pPO20, - O

e Heterogénea autorregresiva de primer orden. Tiene una forma
similar al modelo autorregresivo de primer orden incluyendo diferentes
varianzas en el tiempo.

2 -1
g pPO102 e P o10m,,
2 m—2
1 pPO102 op T P T020,
\IJO - — .
g :
m—1 m—2 2
P 010m P 090y, *°° O

e Heterogénea Toeplitz. Tiene una forma similar al modelo de Toeplitz
excepto porque se consideran diferentes varianzas para cada punto del

tiempo.
2
g1 P10102 0 Pm=1010m
2
1 p10102 09 ot Pm—2020m
\IJO - — .
o :
2
Pm—-1010m  Pm—-2020m - Om

3.1.2 Estimacion de parametros

Dado que un objetivo de este analisis es ajustar un modelo para los datos, es
necesario determinar los valores de 6, 02 y ¥,. Por lo tanto, en la siguiente
seccion se presenta el calculo de los estimadores para los parametros y las
pruebas de hipdtesis sobre ellos.
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Estimacion por minimos cuadrados ponderados

El estimador de minimos cuadrados ponderados (MCP) de 6, utilizando una
matriz simétrica de pesos, T, es 6 el cual minimiza

y— (XD Tly— (X I)0]

Las estimaciones de MCP de los parametros 6 verifican las ecuaciones nor-
males (EN)
(XD)'T(XeD)i=(X®I)Ty (3.10)

y vienen dadas por la expresion
br=[(XoD)T (X0l (X®I)Ty (3.11)

ya que el modelo es de rango maximo k* = rang (X ® I).
El estimador presentado en (|3.11f) es insesgado ya que

1

(X ® 1) TE(y)
(X)'T(Xe)§=20

E(fy)=[(XoI))T(XaI)]
=[(Xe)Y(XeI)]

1

Ademds, ya que Var(y) = o>¥, entonces

Var (by) =0*[(X @ I) T(X ® )] (X @ 1) TUT

(XeD[(Xe)T(XeD] " (3.12)

Si T = I, la matriz identidad, (3.11)) se reduce a el estimador de minimos
cuadrados ordinarios (MCO)

b =[(Xeo)(XeD] (XeD)y (3.13)

Var (0;) =* (X @ I) (X0 D] (X @) ¥ (X 1)

1

(Xe)(XeI)] (3.14)

Si T = U! el estimador toma la forma
i=[(XoD) U (Xoh] (X)) vy (3.15)
Var () =o*[(X @ 1) U (X ® 1) (3.16)
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La notacién sombrero anticipa que 0 es el estimador méximo verosimili-
tud de 0 bajo la condicién Gaussiana multivariante y ~ NM((X ® I)6,0%W).
Esto ultimo sugiere que el estimador de minimos cuadrados ponderados mas
eficiente para @ utiliza Y = ¥~ Sin embargo, para identificar esta matriz
ponderada 6ptima se necesita saber la estructura de correlacion completa de
los datos, no se necesita saber o2, porque O no se altera por cambios propor-
cionales en todos los elementos de T. Debido a que la estructura de correlacién
puede ser dificil de identificar en la préctica, es de interés preguntarse cuanta
eficiencia se pierde al utilizar un YT diferente. Es de notar que la eficiencia
relativa de Oy y 0 se pueden calcular de sus respectivas matrices de varianza

61 v 19,

La eficiencia relativa de MCO depende de la interaccion precisa entre las
matrices (X ® I) y ¥, como lo describié Bloomfield & Watson (1975). Sin
embargo, bajo las condiciones encontradas en un amplio rango de aplicaciones
de datos longitudinales, la eficiencia relativa es con frecuencia bastante buena
(Diggle et al. 2002). Incluso cuando MCO es razonablemente eficiente, es

claro de la forma de Var (é) dada en (3.16) que la estimacién por intervalo

para 6 requiere informacién sobre o2V, la matriz de varianza de los datos.
En particular, la formula usual para la varianza del estimador de minimos
cuadrados es

1

Var (0) =o® (X @ 1) (X @1)] (3.17)
asumiendo que ¥ = [, la matriz identidad, lo cual puede ser seriamente
enganoso cuando esto no es asi.

Un uso ingenuo de los MCO serfa ignorar la estructura de correlacién de
los datos y basar la estimacién de 6 en la férmula de varianza ([3.17) con o?
reemplazado por su estimador usual, el cuadrado medio residual

2 1
O' _—e_—
nm — k*

ly—(xend[y— (X o (3.18)

Hay dos fuentes de error en esta ingenua aproximacién cuando ¥ = [.

Primero, la férmula (3.17) es incorrecta para Var (9) y segundo, 62 no es un

estimador insesgado para 2. Para evaluar el efecto combinado de estas dos

fuentes de error, se puede comparar los elementos de la diagonal de Var (9)
como se presento en ([3.14)) con los correspondientes elementos de la diagonal
de la matriz E (6%) (X ® I)' (X ® I)] - Algunos ejemplos numéricos se pre-
sentan en el Capitulo 1 de Diggle et al. (2002), donde la conclusién es que en
presencia de autocorrelacién positiva, el uso ingenuo de MCO puede seriamente
sobre o sub estimar la varianza de 6 dependiendo de la matriz diseno.



3.1 Modelos de covarianza, estimacién de pardmetros y aspectos inferenciales 57

Estimacion maxima verosimilitud bajo condiciones Gaussianas

Una estrategia para la estimacién de los parametros en el modelo lineal general
(MLG) consiste en considerar la estimacién simultdnea de los pardmetros de
interés, 0, y de los pardmetros de covarianza, o2 y ¥y, usando la funcién
de verosimilitud. Recuérdese que ¥ es una matriz de bloques diagonal con
bloques comunes diferentes de cero ¥y. Bajo la condicion Gaussiana y ~
NM ((X ®I)6,0%¥), la log-verosimilitud para los datos observados y es

nm n
L (0,02, \IJO) == log(o?) — §log(|\110|)

y— (XD V' [y— (X®I)0) (3.19)

202

Para ¥, dado, el estimador de méaxima verosimilitud para 6 es el estimador
de minimos cuadrados ponderado dado por

W) = (XD U (XD (Xol) Uy (3.20)
Sustituyendo en (3.19)), se obtiene
- 1
L (6(W), 0%, W) = -3 {nmlogo® + nlog(|¥o|) + o 2SCR(W,)}  (3.21)

donde

SCR(Wo) = [y — (X © 1) 6(Wo)] ¥ [y — (X © 1) ()]

Ahora diferenciando (3.21]) con respecto a 02, manteniendo ¥ fijo, se ob-
tiene el estimador de maxima verosimilitud para o?,

SCR(Ty)

AQLI[ _
0( 0) nm

(3.22)

De esta manera, al sustituir (3.20) y (3.22) en (3.19) se obtiene la log-

verosimilitud reducida para Vg, omitiendo el termino constante,

L, (W) = L (B(W0), 6(Wo), W) = — s [mlog SCR(Wo) + loa([Wo])] (32

Finalmente, la maximizacién de L,(¥,) produce U, y, por sustltumon en
- y - los estimadores de maxima verosimilitud, 6 = 6 (\Ifo) y 02 =

7 (Wo).

En general, la maximizacién de (3.23)) con respecto a los distintos elementos
de ¥, requiere de técnicas de optimizaciéon numérica. La dimensionalidad del
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problema de optimizacién para W, es %m(m — 1) si se asume una varianza

comtin o2 en cada uno de los m puntos del tiempo, y %m(m + 1) — 1 en otro
caso. También, el mayor trabajo computacional en evaluar L(Wg), consiste en
calcular el determinante e inversa de una matriz simétrica definida positiva,
m X m.

Noétese que usando méxima verosimilitud para la estimaciéon simultanea de
0, 02 y Uy, la forma de la matriz de coordenadas principales (X ®1) esta involu-
crada explicitamente en la estimacién de 0% y ¥y. Esta estimacién necesita
la utilizacion de una matriz de coordenadas con un gran numero de colum-
nas para obtener estimaciones consistentes de la estructura de covarianzas,
mientras que una estimacion aproximadamente insesgada requiere un nimero
pequeno de columnas. Si se esta seguro de que un ntimero pequeno de colum-
nas definird un modelo adecuado, el problema no es grave. De lo contrario, se
debe tener en cuenta otros métodos de estimacion. Uno de ellos es el método
de maxima verosimilitud restringida (REML).

Estimacion maxima verosimilitud restringida

El método de estimacion REML, fue introducido por Patterson & Thompson
(1971) como un camino para estimar componentes de varianza en un MLG.
EL problema con el procedimiento de méxima verosimilitud estandar es que
éste produce estimadores sesgados de los pardametros de covarianza. Es bien
conocido que en el MLG con errores independientes se asume

y~NM (X ® 1,,)0,0° L) (3.24)

2 2

En este caso, el estimador maximo verosimilitud para ¢ es 6° =
SCR/(nm), donde SCR representa la suma de cuadrados residual, el esti-
mador insesgado usual es 62 = SCR/(nm—k*), con k* el ntimero de columnas
de (X ® I). De hecho, 62 es el estimador REML para ¢ en el modelo ([3.24)).

En el caso de el MLG con errores dependientes,

y~NM(X ®1,)0,0°V) (3.25)

El estimador REML es definido como un estimador maximo verosimilitud
basado en un conjunto de datos transformado linealmente Y* = A;Y tal que la
distribucién de Y* no depende de #. Un camino para alcanzar esto, es tomando
A como la matriz que convierte a Y en residuales MCO,

A=T-(XeD[(Xo)(Xe)  (XaI) (3.26)

Entonces Y* tiene una distribucion Gaussiana multivariante con media
cero, independiente del valor de #. Para obtener una matriz no singular, se
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puede usar solamente nm — k* filas de la matriz, A;, definida en (3.26). Lo
anterior hace que los estimadores resultantes para ¢ y ¥ no dependan de las
filas que se utilicen, ni tampoco de la eleccién particular de A;: alguna matriz
de rango completo con la propiedad que E(Y*) = 0 para todo 6 dara la misma
respuesta. Por otra parte, desde un punto de vista operativo, no es necesario
realizar la transformacion de Y a Y* explicita. Los detalles algebraicos son los
siguientes.

Para el desarrollo tedrico es conveniente que no fuera el factor o? dentro
de W, y escribir el modelo para el vector respuesta y como

y~NM(X ®I1,)0,9,),

donde ¥; = V() y la matriz de varianza de y depende de un vector de
pardmetros a. Sea A; la matriz definida en (3.26|) y By la matriz nm x (nm—k*)
definida tal que B1B] = A; y B{B; = I, donde I denota la matriz identidad

(nm — k*) x (nm — k*). Finalmente, sea Z = Bly.

Ahora, para un « fijo el estimador de maxima verosimilitud para 6 es el
estimador de minimos cuadrados generalizados (MCG),

= XD (Xo)]  (XeD)U'y=Cy

También, las respectivas funciones de densidad de probabilidad (fdp) de y y
son

Fl) = @i | eap { =3 Ty - (X © DY U7 Iy - (X @ D]

oo~ P {-30-0) (XU (XaD)(0-0)

[NIE

(2m) (X @ 1)U (X ® 1)

Ademds, E(Z) =0y, Zy 6 son independientes cualquiera que sean los
valores de 6 como se muestra a continuacion.

Primero,
E(Z)=BiE(y) =By(X ®1)0 = B{BiB{(X @ I)§
ya que B]B; = I. Pero como B;B] = A, entonces

E(Z) = B;Al(x ® 1)

(Xeh={I-(Xeoh[(Xo)(Xe) (X} (XaI)
—(X®)—(X®I1)=0
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Por consiguiente, £(Z) = 0 como se requeria.

En segundo lugar,

Cov(2,0)=E{Zz (0 -0)'}
=E{Byy(yG, —¢)}
=B1E(yy' )Gy — BiE(y)¢'
=B {Var(y) + E(y)E(y)'}G| — BIE(y)¢

Ahora, sustituyendo E(y) = (X ® I)6 dentro de esta ultima expresién se
obtiene

Cov(Z,0) = B, [, + (X @ 100 (X @ )| G|, — B/(X @ )00’

También,

1

(XD)G =XV Xe)[( X))V (XeD)] =1

BW\G, =BT (X o) [(Xo I (Xl
—B(X®D) (XU (X®)] =0
va que Bi(X ® I) = B{A;(X ® I) = 0 como en la prueba de E(Z) = 0.
Se sigue que Cov(Z,0) = B{(X ® I)00' — B1(X ® I)6§’ = 0. Finalmente,
en el ajuste de la distribucién Gaussiana multivariante, la covarianza cero es

equivalente a independencia. Por lo tanto, la forma algebraica de la fdp de
Z Gaussiana multivariante (singular) en términos de y es proporcional a la

razén f(y)/g(B). De esta forma, se obtiene la forma explicita de esta razén
utilizando el siguiente resultado estandar para el MLG.

y— (XD U [y— (XDl =[y— (X® 1)9] Ut [y — (X ®1)d)]
+(@0-0) (X1 v (X eI)](6-9)

Entonces, la fdp de Z = Bjy es proporcional a

y) oD {~tly-xeni v [y— (X eni}
0) (27)3 (k) |\, |2

f(
g(

(3.27)

N|=

(XU (X ®I)

donde la constante omitida de proporcionalidad es el Jacobiano de la transfor-
macién de y a (Z,0). Harville (1974) muestra que el Jacobiano se reduce
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a [(X®I)(X ®I)|_%, el cual no depende de ninguno de los pardametros
en el modelo y puede ademas ser ignorado para hacer inferencias sobre « o
0. Ademss, es de notar que el lado derecho de es independiente de
Ay, y el mismo resultado se mantiene para cualquier Z tal que E(Z) =0y
Cov(Z,0) = 0.

La implicacién practica de (3.27)) es que el estimador REML, &, maximiza
la log-verosimilitud

La) =~ 3 log |[¥1(0)] — ; log|(X @ 1/'¥y(a) (X @ 1)
_ ; [y — (X © D] Wi(a) [y — (X @ H(a)]

manteniendo en mente que se consideraron n unidades con m medidas por
unidad y que W;(«) es una matriz de bloques diagonal cuyos bloques no cero
es la matriz m X m-dimensional 0?Wg () que representa la matriz de covarianza
entre las medidas observadas. También, para un Wy(«) dado se tiene que

) = {(X @)@ V()] (XD}  (XI) [T V() 'y (3.28)

6%(a) = SCR(a)/(nm — k¥) (3.29)
donde

SCR(a) = [y — (X @ Di()] [l © Wo(a)] ' [y — (X © ()] (3.30)

y k* es el nimero de elementos en 6. El estimador REML para o maximiza la
log verosimilitud reducida

L(a) =~ 3nm1og SCR(a) + log [Ty(a)]

- ;log‘(X®[)/[]®‘I’0(O‘)]_1(X®I)‘ (3.31)

Finalmente, reemplazando el estimador resultante & en (3.28)) y (3.29), los
estimadores REML 6 = #(a) and 62 = 6%(@) se obtienen.

La naturaleza de los célculos involucrados en la maximizacién de L(«) es
clara si explicitamente la estructura del bloque de la diagonal W («) es recono-
cido. Tal que, asumiendo y; ~ NM((z; ® I, )0, Vi(t;, ), donde W;(t;, o) es
el bloque no cero m; x m; de W («) correspondiente a la matriz de covarianzas
de y;, las expresiones y (3.31) pueden ser escritas como

n

SCR(a) =) [?Jz‘ — (@; ® Itmi)é(a)}/ W, (ti, )~ [yz- — (@; ® ]tmi)é(a)}

=1
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L(a)=— ; [N log SCR(«) + ilog | W, (t;, a)|]

i=1

1 n
LY los (@} @ 1, ) Wilt0) (@ 0 4, )| (3.32)
=1

En resumen, los estimadores de maxima verosimilitud y REML a menudo
daran resultados muy similares. Sin embargo, cuando estos difieren sustancial-
mente, los estimadores REML pueden ser menos sesgados. En adelante, se usa
la notacion sombrero para referirse a los estimadores maxima verosimilitud o
REML, excepto cuando el contexto no deja en claro que esta previsto.

3.1.3 Inferencia

La inferencia sobre 6 puede estar basada en los resultados (3.28]) los cuales, en
conjuncién con (3.25)) implican que
0(a) ~ NM{0,0*[(X @ I)'(I @ Uy(a)) (X @ I)]'} (3.33)

Asumiendo que (3.33)) sigue siendo valida, como una buena aproximacion, si
los estimadores REML de 62 y & son sustituidos por los valores desconocidos

de 02 y a en (3.33)). Esto da

0~ NM{0,6*[(X @ 1)'(I® Uo(a) (X @ 1)} (3.34)
La aplicacién inmediata de (3.34]) es un conjunto de errores estdndar sobre los
elementos individuales de §. Casi tan inmediato es el célculo de regiones de
confianza para transformaciones lineales generales de la forma C'@, donde C' es

de rango completo, r X k* es una matriz con r < k*. Las regiones de confianza
para Cf se siguen del resultado que si C#, entonces

CO ~ NM(CO,6*C{(X @ I)'[I ® Uo(a)] Y X @ I)}~'C")
del que se desprende a su vez

(CO—COY{2C{X @ I)'[I @ Ty(a)] (X @ )} 'C'}1(CH - Co)

se distribuye como x2. Sea ,.(q) denota el g-valor critico de x?, tal que P(x? >

¥.(q)) = q. Entonces, una regién de confianza del 100(1 — ¢)% para C es
(CO—COY{6°C{(X @ I)[T ® Ty(&)] (X @ 1)}'C'}H(CO — Ch) < 9, (q)

Una prueba de la hipdtesis de un valor para C#, es decir Hy : C0 = C6,,
consiste en rechazar H, en el nivel 100¢% si

(CO— CO){°C{UX @ I)'[I ® V(&) (X @ )} ' C'}H(Ch — Cly) > . (q)
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3.2 Modelos paramétricos para la estructura
de covarianza

En esta seccion, se sigue trabajando con el modelo lineal general , pero se
supone que la estructura de covarianza de la secuencia de medidas sobre cada
unidad experimental asume ciertos valores de unos pocos parametros descono-
cidos. Algunos ejemplos son: el modelo de correlaciéon compuesta simétrica
presentado en y el modelo de correlacién exponencial , en cada uno
de éstos se utilizan dos parametros para definir la estructura de covarianza.

Un enfoque del modelamiento paramétrico es particularmente 1til para
datos en los cuales las medidas sobre diferentes unidades no se hacen en un
conjunto comun de tiempos. Por esta razén, a continuaciéon se utiliza una
notacién ligeramente mas general. Sea y, = vec(Y)) = (yi1, ..., Yim,) €l vector
de m; medidas sobre la i ésima unidad y ¢; = (t;1,. .., tim,) €l correspondiente
conjunto de tiempos en los cuales estas medidas son realizadas. Si hay n
unidades en conjunto, se escribe y = (yy,...,y,), t = (t1,...,t,) y N =

n
Z m;.
=1

Se asume que los y, son realizaciones Gaussianas mutuamente indepen-
dientes de vectores aleatorios y;, con

donde @} es un vector de componentes principales de orden 1 x (k + 1), I,
es una matriz identidad de dimensiéon m; x m; y W;(t;, ) es la matriz de
covarianzas m; x m; de y;. Los parametros desconocidos son # de dimensién
k 4+ 1y a de dimensién g. Notese que la media y estructura de covarianzas
son parametrizadas separadamente. Asi mismo, cuando sea conveniente se
escribird el modelo para todo el conjunto de datos y como

y~ NM((X ® I,), U(t,a)). (3.36)

donde la matriz X de orden N x (k + 1) se obtiene agrupando las matrices
x, vy U(-), esta es una matriz diagonal por bloques de N x N, con bloques
diferentes de cero U, (-).

La notacién resalta que el marco natural para la mayoria de los datos longi-
tudinales es el tiempo que es continuo. Debido a esto, se puede obtener modelos
especificos asumiendo que las secuencias y;; (j = 1,...,m;) son muestreadas
de replicas independientes de un proceso estocastico subyacente con el tiempo
continuo, {y(t),t € R}. Por consiguiente, v;; = vi(ti;), 7 =1,....m;; i =
1,...,n. En la siguiente subseccién se presentan algunos ejemplos de modelos
que caen dentro del marco general de trabajo de , y se muestran como
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diferentes clases de comportamientos estacionarios y no estacionarios se dan
naturalmente.

La principal herramienta que se puede usar para describir las propiedades
de cada modelo en procesos estocdsticos {y(t)} es la funcién de covarianza y
la variograma. El variograma de un proceso estocéstico {y(t)}, esta dado por
la funcion

1) = SE[{y(r) — ot —w)y], w0

Para un proceso estacionario y(t), si p(u) denota la correlacién entre y(t)
vy y(t —u), y 0 = Var{y(t)}, entonces

v(u) = o*{1 — p(u)}

3.2.1 Modelos de covarianza

Con el fin de desarrollar un conjunto tutil de los modelos que se necesitan
comprender, al menos, cualitativamente, cudles son las fuentes probables de
variaciéon aleatoria en datos longitudinales, en los modelos se desea incluir por
lo menos tres diferentes fuentes cualitativas de variacién aleatoria.

1. Efectos aleatorios: se da cuando las unidades son muestreadas en forma
aleatoria de una poblacion, varios aspectos de su comportamiento pueden
mostrar variacion estocastica entre sus unidades. Quizas el ejemplo mas
simple es cuando el nivel general del perfil respuesta varia entre unidades,
esto es, algunas unidades son intrinsecamente de alta respuesta, otras de
baja respuesta.

2. Correlacion serial: Al menos parte del perfil de cualquier unidad de
medicién observada puede ser una respuesta de un proceso estocastico
que varia en el tiempo de operacion dentro de una unidad. Este tipo
de variacién estocastica resulta de una correlacién entre parejas medidas
sobre la misma unidad, la cual depende de la separacién en el tiempo
entre las parejas medidas. Tipicamente, la correlacion se vuelve mas
débil cuando la separacion en el tiempo aumenta.

3. Error de medicion: Se da especialmente cuando las medidas individuales
involucran alguna clase de muestreo dentro de las unidades, el proceso
de medicién puede agregar por si mismo una componente de variacion a
los datos.

Hay diferentes formas en las cuales estas caracteristicas cualitativas pueden
ser incorporadas dentro de un modelo especifico. La siguiente formulacién
aditiva es manejable y ttil.
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Primero, se hace explicita la separacién entre media y estructuras de cova-
rianza (3.36) de la siguiente forma

Y= (X @1,)0+e¢ (3.37)

se sigue que
e~ NM{0,VU(t,a)} (3.38)

Ahora, denotando como ¢;; a la j-ésima medida sobre la i-ésima unidad de
€, se asume una descomposicién aditiva de €;; dentro de los efectos aleatorios,
variaciéon de correlacién serial y error de medicién, lo cual formalmente se
expresa como

eij = di;U; + W;(ty;) + Zyj (3.39)

donde los Z;; son un conjunto de N variables aleatorias Gaussianas mutua-
mente independientes, cada una con media cero y varianza 72. Los U; son un
conjunto de n vectores aleatorios Gaussianos mutuamente independientes con
r elementos, cada uno con media cero y matriz de covarianza G. Los d;; son
vectores de r elementos de variables explicativas adjuntas a la medicién indi-
vidual. Los W;(¢;;) son muestras de n replicas independientes de un proceso
Gaussiano estacionario con media cero, varianza o? y funcién de correlacién
p(u). Ademés los U;, los {W;(t;;)} v los Z;; corresponden a efectos aleatorios,
correlacion serial y error de medicion, respectivamente.

En las aplicaciones, la estructura aditiva que se asume es mas razonable
después de una transformacion de los datos. Por ejemplo, una transformacion
logaritmo deberia convertir una estructura multiplicativa subyacente en una
aditiva.

Escribiendo el vector de variables aleatorias como €; = (€1, . . ., €;m, ), donde
€;; esta asociado a la i-ésima unidad. Sea D; la matriz de m; X r con la j-ésima
fila d;;. Sea H; una matriz de m; x m; con el (j, k)-ésimo elemento h;;;, =
p(|ti; — tix]), es decir h;j; es la correlacién entre W;(¢;;) v W;(t). Finalmente,
sea I; la matriz identidad de orden m; x m;. Entonces la matriz de covarianza
de ¢; es

Var(e;) = D;GD] + oH; + 721 (3.40)

El modelo (3.40) se puede escribir como

Var(e) = DGD’ + o°H + 721 (3.41)
donde € = (ey,...,€,) denota una secuencia genérica de m medidas de una
unidad. En lo que sigue, se escribe t = (t1,...,t,) para el correspondiente

conjunto de veces en que las mediciones se realizan.
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Correlacién serial pura

Para el primer ejemplo se asume que los efectos aleatorios y el error de medicién
no estan presentes, tal que (3.39) se reduce a

y (3.41)) en consecuencia se simplifica a

Var(e) = o’H

Ahora o? es la varianza de cada €; y la correlacién entre los €; esta deter-
minada por la funcién de autocorrelacién p(u), especificamente,

Cov(ej, e) = o*p(|t; — ti]).
El correspondiente variograma es

Y(w) = o {1 - p(u)} (3.42)

Asi v(0) = 0 y y(u) — 02 cuando u — oo. Tipicamente y(u) es una
funcién creciente de u porque la correlacién p(u) decrece cuando aumenta la
separaciéon del tiempo u.

Una eleccién popular para p(u) es el modelo correlacién exponencial,
p(u) = exp(—¢u)

para algun valor de ¢ > 0

En muchas aplicaciones el variograma empirico se diferencia del modelo de
correlacion exponencial, mostrando un crecimiento inicial lento a medida que
aumenta u de cero, después un fuerte aumento y finalmente, un aumento mas
lento de nuevo, ya que se aproxima a su asintota. Un modelo que refleja este
comportamiento es la funcién de correlacién Gaussiana

v(u) = exp(—¢u®)

para algun valor de ¢ > 0.

Correlacion serial mas error de medicion

Estos son modelos para los cuales no hay efectos aleatorios en (3.39), tal que

y; =W(tj) +Z; y (3.41)) se reduce a

Var(e) = 0’0+ 721
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Por lo tanto, la varianza de cada €; es 0% + 72 y si los elementos de H estdn
especificados por una funcién de correlaciéon p(u), tal que h;; = p(|t; — t;]),
entonces el variograma es

Y(u) = 7%+ 0" {1 - p(u)} (3.43)

Una propiedad caracteristica de los modelos con error de medida es que
v(u) no tiende a cero cuando u tiende a cero. Si los datos incluyen medidas
duplicadas en el mismo tiempo, se puede estimar v(0) = 72 directamente como
la mitad de la diferencia media cuadratica entre tales observaciones duplicadas.
De otro modo, la estimacién de 72 involucra explicitamente o implicitamente
extrapolacion basada sobre el modelo paramétrico que se asume y la estimacién
7(0) puede ser fuertemente dependiente del modelo.

Intercepto aleatorio mas correlacién serial mas error de medicion

Este es otro caso simple del modelo general en el cual las tres compo-
nentes de variacién estan presentes y en la cual U es una variable aleatoria
Gaussiana univariante con media cero, varianza v y d; = 1. Entonces, el valor
de U representa un intercepto aleatorio, esto es, una cantidad por la cual todas
las mediciones de la unidad en cuestién aumenta o disminuye en relacion con
el promedio de la poblacion. La matriz de varianza se convierte en

Var(e) = v*J + o’H+ 721

donde J es una matriz de dimensiéon m x m con todos sus elementos igual a
1. El variograma tiene la misma forma (3.43) como para la correlacién serial
mas modelo de medicién de error,

Y(u) =7+ 0" {1 = p(u)}

excepto que ahora la varianza de cada €; es Var(e;) = v* 4+ 02 + 72 y el limite
de vy(u) cuando u — oo es menor que Var(e;).

3.2.2 Criterios de seleccién para la estructura ¢?¥

Existe una relacién entre el nimero de grupos que se consideren y la compleji-
dad de las matrices de covarianzas requeridas. Si se tienen muchos grupos, se
puede obtener buenas soluciones imponiendo que las matrices de covarianzas
sean iguales e incluso que sean de la forma oI (Pena 2002). Por el con-
trario, con pocos grupos, tipicamente se debe dejar bastante libertad a la
matriz de varianzas y covarianzas para obtener un buen ajuste del modelo a
los datos. Por esta razén, las condiciones sobre la matriz de covarianzas se
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deciden conjuntamente con el nimero de grupos. Utilizando el criterio BIC
como se presenta a continuacién

BIC = min)_ nylog|Sp| + n(p, G)ln(n)
h

2

con S, = - = Y (X; — X;,)(X; — X)', donde n(p,G) es el nimero de

Np

parametros del m(z)dlelo. Conviene indicar que, aunque este criterio parece
funcionar bien en la practica para escoger el nimero de grupos y las condi-
ciones del modelo. Las hipétesis de regularidad que se efectiian para deducir
el BIC como aproximacion de la probabilidad a-posteriori no se verifican en
algunas combinaciones, por lo cual el criterio puede aplicarse como una guia y
no como una regla automdtica. En este sentido surge el criterio Akaike (AIC)
dado por

AIC = mind_ nylog |Sy| + 2n(p, G)

Una vez se ha hecho la conveniente eleccién de o?¥ se procede a estimar los
parametros.

3.2.3 Inferencia sobre la estructura de la matriz de va-
rianzas y covarianzas

La inferencia en un modelo depende de la conveniente eleccién de o?W¥. Por
esta razon, es indispensable tener en cuenta las siguientes consideraciones
planteadas por Singer & Andrade (1994): si el andlisis realizado es de tipo
multivariante, no es necesario tener restricciones sobre la eleccién de o?W,
pero si el andlisis es de tipo univariante, la seleccién apropiada de o?¥ facilita
la interpretaciéon de las hipdtesis. La eleccién apropiada de los términos del
error y para algunas hipédtesis el estadistico F' derivado bajo un modelo donde
la estructura de la matriz de covarianzas satisface al menos la restriccién de
esfericidad, haciendo que el estadistico sea exacto. En muchos casos, cuando
la condicién de esfericidad no se mantiene, el estadistico de prueba para las
hipétesis se aproxima a una F'.

En datos longitudinales, la herramienta apropiada para el anélisis de per-
files es esencialmente determinada por la condicién impuesta sobre la matriz
de covarianza de las observaciones en el caso univariante. Singer & Andrade
(1994) plantean que se podria considerar que o?¥ tiene un patrén uniforme, es
decir, corresponde a la estructura compuesta simétrica . Entonces, para
el andlisis de la estructura, Srivastava (2001) plantea las hip6tesis al respecto y
sus estadisticos de prueba Hy; : 02¥ = o] para verificar si cumple el supuesto
de esfericidad; equivalente a contrastar si los errores son independientes.
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El estadistico de prueba esta dado por

|51

M= ()

(3.44)
donde S corresponde a la matriz de covarianzas muestral, cuando n — oc.
Ademads, se puede comprobar que Q; = — {(N -1)—(2p*+p+ 2)&} log \q
se distribuye asintoticamente como una chi-cuadrado, con %p(zﬂ— 1) —1 grados

de libertad. Por lo tanto, se rechaza Hg si ()1 > X%lp(p+1)—1 )
5 ,Q

Teniendo en cuenta que el supuesto de esfericidad no se satisface, entonces
se plantea la hipdtesis Hypo : ¥ = U*, con la estructura de ¥* indicando que las
medidas dentro del mismo individuo podrian estar correlacionadas y el grado
de correlacion no depende del orden de las medidas a través del tiempo.

El estadistico de prueba obtenido por medio de la razén de verosimilitud,
esta basado en el estadistico

5]
(s2)P(L = )P~ 1+ (p = 1)r]

Ay = (3.45)

P
donde S = (s;;) es la matriz de covarianza muestral, s> = p™'> s, 7 =
i=1
a 2
2 .
) > s;5/s”. Para n grande se tiene que
i<j

Q2=—[N—1-{p(p—1)%2p—3)/6(p—1)(2p +p — 4)}] log Xz,

se distribuye asintéticamente chi-cuadrado con %p(p+ 1)—2 grados de libertad.

Hys se rechaza si Qo > X%lp(pﬂ),g o)’ Otro supuesto que se debe verificar es
2 b

la igualdad de varianzas para los diferentes grupos. La hipotesis Hys : ¥ =
Py = ... = Uy, verifica igualdad de covarianzas en los diferentes grupos de
tratamientos. El estadistico de prueba propuesto por Bartlett (1937), para el

caso es 12 12 12
\ __<L9ﬂ>"l <b$ﬂ>”2 <L%A>”” (3.46)
AN E 8] '

donde S; matriz de varianzas y covarianzas de cada uno de los grupos
de tratamientos ¢+ = 1,2,...,h, y son estimadores insesgados de la varianza.
Ademas, S = fV; con f =>,n; — 1, V; = (x;; — Z;)(xi; — 7;)'. El estadistico
de prueba esta dado por (3 = Nalmlog A3 el cual se distribuye chi cuadrado
con ip(p+ 1)(h — 1) grados de libertad con

k 2% +3p—1 ;i —1
a*-(Zrh1—1> Pt op m:N—1—2a*yri:M
P 12(p+ 1)(h — 1) n—1
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. 2
Se rechaza Hy si Q3 > X(%p(p+1)(h_1)7a).

Si se rechaza Hy,, se debe hacer inferencia sobre una de las estructuras
planteadas anteriormente o construir algunas estructuras que se adapten al
comportamiento de los datos. La eleccion de la mejor estructura para el mo-
delo de la matriz de varianzas y covarianzas o?W, puede realizarse haciendo
inferencia sobre ésta matriz. Pero en ocasiones no es tan sencillo; si se cuenta
con muchos grupos de observaciones. Una alternativa es estimar varios mode-
los para o?¥ recurriendo a métodos iterativos implementados en paquetes es-
tadisticos y mediante criterios de seleccién como: los criterios de informacion
de Akaike (AIC) o Bayesiano (BIC), para hacer la mejor eleccion del modelo
(Takamitsu 1978).

3.2.4 Prediccion de un nuevo individuo

Suponga que un conjunto de variables explicativas mixtas v,.; =
(Vn41)0> Vot 1)15 - - - s Vnt1)p) Se miden para un nuevo individuo, n + 1. En-
tonces, es posible calcular las distancias entre esta nueva observacién y cada
uno de los individuos considerados en el modelo , es decir,

5(n+1)i = 6(vn+17 Ui)) v € Qv L= 1a L

El cuadrado de las distancias, d = (07, 1)1, -5 07,41),)" ¥ el vector @41 =
(x(nﬂ)l, ...,x(n+1)p)’ que contiene las coordenadas principales de este nuevo
individuo estan relacionadas por (Gower 1968)

5(2n+1)i = ($n+1 - %‘),(%H - 961)

En particular, si X es la matriz que contiene las coordenadas principales,

entonces 1
Tpt1 = §A;1X/<b — d)

donde b = (b11,...,bn,) and b;; = 2lzy, i =1,...,n.

La prediccién, considerando el modelo DB en dimension k, esta dado por

~

Y1) (k) = (2" @ L)0 (3.47)

donde y(n41)(k) = vec (Y(fnﬂ)(k)), 0 = wvec (El), = (1 (k) =
(1; L(n+1)1s - - - 7$(n+1)k) y E = (E(/] B\Ek))/‘

En la siguiente seccion se presenta una simulacion donde se compara el
método basado en distancias (con variables mixtas usando la distancia de
Gower (1971)) con respecto al método clasico para analizar datos longitu-
dinales en forma univariante.
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3.3 Simulacion

3.3.1 Detalles de la simulacion

Se consideraron los mismos valores y condiciones en los parametros del modelo
como en la Seccién [2.3]para efectos de la simulacién. Ademsés, se uso el software
estadistico R para el anélisis version 2.15 (R Development Core Team 2012).

Adicionalmente, bajo el supuesto que el mejor modelo es el que presente
menor varianza generalizada de los errores de cada modelo. Se obtienen E
para el modelo clasico y Fy para el modelo DB propuesto, a través de los cuales

se obtiene una medida de eficiencia relativa, por medio del cociente entre E;
det(Z'= / det(Y'Y)

y Ey con Fy = siendo det el determinante y v el niimero

t(n—v—1) t(n—1)
de variables independientes mas el intercepto. En forma similar se obtiene Ey
con los residuales del modelo DB ajustado, reemplazando v por el ntimero de
coordenadas principales que se dejen, es decir k. Si el cociente es mayor a uno
serfa mas eficiente el método DB propuesto, para una eficiencia menor a uno
resulta mas eficiente el método clasico y para una eficiencia de uno los dos

métodos son iguales, para cada escenario considerado.

Se obtienen también los AIC y BIC para cada modelo, siendo los modelos
de mejor ajuste aquellos con valores mas pequenos.

3.3.2 Resultados y discusion

Se simularon en total 126 escenarios con 4,7 y 10 tiempos, varianzas o2 =
10, 50, correlaciones p = —0.5,0,0.5,0.9, dos estructuras de autocorrelacion
(AR(1)) y compuesta simétrica, y para tamanos de muestra n = 50, 100, 200.
En esta seccion se presenta un resumen de los resultados obtenidos.

La Tabla muestra en los diferentes niveles de varianza, correlacién p
y estructuras de autocorrelacion, que el método basado en distancias tiene
valores més bajos de AIC y BIC para muestras pequenas (n = 50), indepen-
diente del nimero de tiempos, la varianza y la estructura de autocorrelacién
que se tome. En muestras grandes resulta mejor el método clésico, ya que
tiene valores mas bajos de AIC y BIC. Ademas, el método DB presenta un
mejor ajuste en muestras pequenas, pues arroja una mejor eficiencia relativa
de las varianzas generalizadas de los errores de cada modelo, ya que es mayor a
uno en los escenarios considerados bajo una muestra pequena de 50. También,
resultados similares fueron obtenidos bajo los otros escenarios considerados,
los cuales se pueden ver en las Tablas A.1 a A.5 presentadas en el anexo A del
trabajo y cuya interpretacién es similar.

La Tabla muestra que si la varianza es grande, la muestra es grande
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m =4
Basado en distancias Modelo clédsico ER =
o? o n AIC BIC FEo AIC BIC E; Ei/E>
50 935.09 1052.88 6.14E-6 1004.22 1074.46 7.11E-6 1.19
0 100 2071.39 2219.48 3.83E-5 2045.10 | 2131.78 1.56E-5 0.41
200 4140.98 4317.25 1.56E-5 4120.92 4223.43 1.09E-5 0.70
50 883.48 1001.27 5.13E-6 951.88 1022.13 6.43E-6 1.30
10 | 0.5 | 100 1921.84 2069.93 2.11E-5 1934.33 | 2021.01 1.38E-5 0.66
200 3877.34 4053.61 1.12E-5 3894.24 | 3996.74 9.78E-6 0.87
50 702.55 820.35 3.53E-7 752.25 822.49 4.28E-7 1.27
0.9 | 100 1523.83 1671.92 1.23E-6 1512.89 | 1599.57 8.00E-7 0.65
200 3027.71 3203.98 6.03E-7 3029.17 | 3131.67 5.35E-7 0.89
50 1193.644 1311.44 1.240E-4 1293.92 1364.16 1.622E-4 1.35
0 100 2590.64 2738.73 3.19E-4 2656.69 | 2743.37 2.64E-4 0.83
200 5308.82 5485.09 2.10E-4 5376.28 | 5478.79 2.03E-4 0.97
50 1144.99 1262.79 1.82E-4 1241.58 1311.83 2.42E-4 1.37
50 | 0.5 | 100 2468.76 2616.85 4.08E-4 2545.92 | 2632.60 4.01E-4 0.99
200 5076.71 5252.98 3.24E-4 5149.59 | 5252.10 3.31E-4 1.02
50 963.33 1081.12 3.19E-5 1041.95 | 1112.19 4.18E-5 1.36
0.9 100 2065.35 2213.44 6.93E-5 2124.47 2211.16 6.82E-5 0.99
200 4229.00 4405.27 6.30E-5 4284.53 | 4387.03 6.45E-5 1.03

Parametros

TABLA 3.1: Simulacién con estructura de correlacién compuesta simétrica

y la correlacion alta, los valores de AIC son mas bajos usando DB en com-
paracién con el método cldsico pero es pequena la diferencia, independiente
de la estructura de autocorrelacion empleada y del nimero de tiempos. Adi-
cionalmente, bajo estos mismos escenarios en correlaciones altas (0.5 y 0.9) y
con mas tiempos, resulta mas eficiente el método DB. También, se puede notar
que cuando la varianza es 10 y la correlacion es 0.5, el AIC es méas bajo para
la aproximacion basada en distancias cuando el tamano de muestra es grande
independiente del tiempo y de las estructuras de autocorrelacién consideradas.

Los resultados que se presentan en las Tablas y representan parte
de los resultados obtenidos en los diagramas de cajas de la Figura 3.1} Los
diagramas de caja de la figura presenta la varianza generalizada de los errores
Ey y E5 con los métodos cldsico y DB (propuesto), respectivamente. En todos
los diagramas de cajas, los nimeros pares corresponden a la aproximacién
basada en distancias, mientras los niimeros impares corresponden al método
clasico. En la primera columna de graficos de cajas, las dos primeras cajas de
izquierda a derecha corresponden a muestras de tamano 50, las siguientes dos a
muestras de tamano 100, y las tltimas dos, a muestras de tamanio 200. Ademas
en todos los graficos de esta columna se tiene una estructura de correlacién
AR(1). En las otras tres columnas de gréficos de la Figura [3.1] las cuatro
primeras cajas de izquierda a derecha corresponden a muestras de tamano
50, las siguientes cuatro a muestras de tamano 100, y las ultimas cuatro, a
muestras de tamano 200. Las dos primeras cajas en cada bloque corresponden
a estructuras de correlacién AR(1) y las dos siguientes a la estructura de
correlacion compuesta simétrica.

Por ejemplo para los valores de p = 0.5, m = 4, y 02 = 10, en la Figura
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m = 10
Basado en Distancias Modelo clésico ER =
o? p n AIC BIC Fo AIC BIC Er E1/E>
50 2252.97 2622.46 1.84E-9 2390.19 2603.87 2.32E-9 1.33
-0.5 | 100 5204.29 5647.12 2.36E-8 4870.68 5123.22 3.09E-9 0.13
200 | 10135.41 | 10646.45 | 3.47E-8 9788.28 10078.21 9.80E-9 0.28
50 2332.39 2701.88 1.39E-8 2506.61 2720.29 2.63E-8 2.07
0 100 5165.40 5608.24 9.01E-8 5116.65 5369.19 2.92E-8 0.33
200 | 10337.00 | 10848.05 | 1.74E-7 10293.3 10583.23 9.72E-8 0.56

Parametros

10 50 2218.11 2587.60 1.60E-8 2390.19 2603.87 3.56E-8 2.43
0.5 | 100 | 4818.02 5260.86 4.01E-8 | 4870.68 5123.22 2.34E-8 0.59

200 9728.51 10239.56 | 1.25E-7 | 9788.27 10078.20 1.04E-7 0.83

50 1714.96 2084.44 | 4.4E-10 1834.23 2047.91 9.2E-10 2.22

0.9 | 100 3697.30 4140.14 | 4.5E-10 3696.67 3949.21 2.7E-10 0.61

200 7343.14 7854.19 3.28E-9 7378.33 7668.26 3.03E-9 0.93

50 2879.85 3249.34 2.75E-7 | 3114.44 3328.12 6.03E-7 2.30

-0.5 | 100 6323.71 6766.55 1.35E-6 6399.65 6652.19 6.74E-7 0.51

200 | 12838.55 | 13349.60 | 2.85E-6 | 12926.68 | 13216.61 | 2.113E-6 0.74

50 2980.20 3349.69 1.74E-6 3230.86 3444.54 4.33E-6 2.63

0 100 6466.99 6909.83 5.99E-6 6645.62 6898.16 5.25E-6 0.89

50 200 | 13261.22 | 13772.26 | 1.42E-5 | 13431.70 | 13721.63 1.40E-5 0.99

50 2872.42 3241.90 2.58E-6 3114.44 3328.12 6.54E-6 2.73
0.5 100 6199.04 6641.88 5.17E-6 6399.65 6652.19 5.96E-6 1.17
200 | 12738.78 | 13249.83 | 1.70E-5 | 12926.68 | 13216.61 1.91E-5 1.12
50 2366.68 2736.17 1.47E-7 2558.47 2772.15 3.68E-7 2.66
0.9 100 5071.96 5514.80 1.15E-7 5225.64 5478.17 1.36E-7 1.20
200 | 10372.35 | 10883.39 | 1.12E-6 | 10516.73 | 10806.66 1.29E-6 1.16

TABLA 3.2: Simulacién con estructura de autocorrelacion AR(1)

se muestra que el método DB resulta ser mas eficiente en muestras pequenas
(tamano 50) independiente de la estructura de autocorrelacién, la correlacién
y la varianza que se tome; aunque cuando el tamano de muestra crece, resulta
ser mas eficiente el método clasico. Algo muy similar sucede para los valores

de p=0,m=4yo?=50.

Ademds, los diagramas de cajas con elecciones de m = 10, 02 = 50 y
p = 0.5,0.9, en los diferentes tamanos de muestra se puede apreciar que al
aumentar el tamano de muestra a 200 con varianza grande, correlacion alta e
independiente de la estructura de autocorrelacién y aumentando el niimero de
tiempos, se observa que el método basado en distancias resulta més eficiente en
comparacion con el clasico. Haciéndose en este caso mas grande la diferencia
con el método clasico, pues se ve que se logra mas eficiencia bajo este escenario.

En la siguiente seccion se presenta una aplicacién, en donde se puede vi-
sualizar la metodologia propuesta y su comparacién con el método clasico para
analisis de datos longitudinales.

3.4 Aplicacién

Se consideran para ilustrar los desarrollos tedricos de este capitulo los mismos
datos de la National Youth Survey (Raudenbush & Chan 1992, Raudenbush



74 Capitulo 3. Aproximacién basada en distancias en anilisis de datos longitudinales univariantes

10

50

10

50

10

10

50

105 205 %05 deds

400

0es

000005 000010 000015 000020 000025

10e-05

50e-06

400 1e08 2008 3e08 4008 508

Oes

00 1e06 2606 3605 de-06

m % I ; . : P

| HH HBHE ) R e TR
I I T il B - e i

7 |5

104 204 3e-0d  de0d  Se-bd

1e-04 2604 %e-04 de-04 Se-04 Ge-04 Te-04

000005

B8 Aasss d | 8
Sog = | MRETT) iy b Ty
_ VEl RIREEEE g . :

1605 2-05 3e-05 de-05 5e-05 Ge-D5 7e-05

000006

000002

40006

008400

I TY: - | R I R
sas © Abbpet | Hidiers 8L, ke
n I R S I T
PR p H I : T

FIGURA 3.1: Varianza generalizada de los errores para DB (E;) y andlisis clasico
(E2) por tamano de muestra, en estructuras de autocorrelacién AR(1)
y compuesta simétrica
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& Chan 1993) que se presentaron en la Seccién [2.41

Para ver el funcionamiento del método propuesto se realizé un ajuste de
un modelo lineal longitudinal a los datos usando la distancia de Gower en las
variables explicativas (exposicién y género) ya que son variables mixtas. La
variable explicada fue tolerancia y se utilizé como criterio de ajuste del modelo
los criterios de informacién; donde el criterio akaike (AIC) tuvo un valor de
8.89 y un criterio Bayesiano BIC de 29.51. Se determinaron las estructuras
de correlacion que mejor se adecuaban a los datos. Para este caso se encontré
apropiado ajustar un modelo longitudinal autorregresivo de orden 1 (AR(1)),
este coeficiente estimado usando distancias fue de 0.53.

Se realizd también el ajuste por medio de un modelo longitudinal clésico,
donde ademas se encontrd que la estructura mas apropiada para la matriz de
correlacién es un AR(1). Los valores de AIC y BIC para el método clasico
fueron de 16.65 y 37.26 siendo mas altos que cuando se usé el método basado
en distancias, con un coeficiente autorregresivo estimado de 0.55. Sin embargo,
las predicciones resultan ser muy similares con algunas pequenas diferencias
en los ultimos tiempos.

El modelo ajustado después de hacer validacion de supuestos sin usar dis-
tancias es un modelo logaritmico en Y. Si Iy, representa los interceptos y exs;
la variable exposicion en los diferentes tiempos, el modelo obtenido es

In gy 2501]01 + 302[02 + 303—703 + 504104 + 305-705 + 52469624 + 325%25

donde i = 1,2,...,16 y 7 = 1,2,3,4,5. Asi, el modelo ajustado usando
estimacion REML para los parametros es

In gij = 028]01 + 034102 + 049]@3 + 052]04 + 057105 + 0.136$24 -+ 0.176ZE25

donde ¢+ = 1,2,...,16 y 5 = 1,2,3,4,5. El modelo que se ajusta después
de validar los supuestos de normalidad y homocedasticidad usando distancias
fue también el logaritmico en Y, siendo Ip; como antes y Xy; corresponde a
las segunda componente de la matriz de coordenadas principales, entonces el
modelo encontrado es el siguiente

Ing;; = Oo1Tor + OoaTos + Ooslos + Ooalos + Ooslos + B4 X o4 + 025 X o5

donde ¢« = 1,2,...,16 vy j = 1,2,3,4,5. Ahora, al considerar los valores
obtenidos para la estimacion de los parametros por el método REML se obtiene

Iny;; = 0.281y; + 0.341p2 + 0.491p3 + 0.521p4 + 0.571p5 — 0.59X 94 — 0.79X 5

donde ¢ = 1,2,...,16 y 7 = 1,2,3,4,5. Se encontré al hallar el determi-
nante de la matriz de residuos usando distancias un valor de 0.056 tomando
la segunda componente de la matriz de coordenadas principales como variable
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independiente ya que la primera no resulta ser significativa y para el modelo
clasico sin usar distancias se obtuvo un valor del determinante de 0.065, lo cual
nos muestra que sin hacer distancias la variabilidad es un poco mas alta, pero
son bastantes cercanos los valores. En este ejemplo, ademas se encontrd que
la variabilidad de la variable género esta recogida en la primera componente,
pues al realizar una regresion simple entre la variable género y la primera com-
ponente se encuentra un coeficiente de determinacion bastante alto de 0.98
lo cual nos muestra que al estar recogida la variabilidad en esta componente
se puede decir que el género no tiene efecto significativo sobre la tolerancia.
Ademas, graficamente se puede ver que no hay diferencias significativas por
género.
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Ficura 3.2: Tolerancia vs predicciones usando ambas aproximaciones por edad

La Figura ilustra el ajuste de ambos modelos con respecto a los valores
observados de tolerancia (los circulos). Las predicciones usando distancias
(los tridngulos) y el método clasico (las cruces) son casi iguales excepto para
algunos individuos y en los tltimos tiempos, pero difieren en muy poco. Con
respecto al valor observado se aprecia un buen ajuste, excepto para el individuo
569, quien tuvo un comportamiento casi constante durante los cinco tiempos
y en el ajuste se ve un comportamiento creciente.



Capitulo 4

Aproximacion univariante a las
curvas de crecimiento con
distancias

Se consideran datos balanceados, en donde se toma el mismo ntimero de medi-
ciones en el tiempo para cada individuo y los tiempos son igualmente espa-
ciados. En aquellas circunstancias donde los investigadores estan principal-
mente interesados en hacer predicciones, la metodologia propuesta resulta 1til,
ademads presenta un mejor ajuste en comparacion con el modelo clasico ya que
cuando se agregan componentes adicionales en el modelo se obtiene un mejor
ajuste. Adicionalmente, en el andlisis de curvas de crecimiento el investigador
puede hacer predicciones en cada punto del tiempo, lo cual también resulta
muy util para estimar datos faltantes. Ademas, el uso de esta estrategia para
modelar problemas de este tipo produce resultados igualmente de robustos
que las estrategias de modelamiento tradicional y se utiliza en casos donde se
tienen variables explicativas mixtas (categéricas, binarias y continuas).

Reinsel (1982) generaliz6 el modelo de Potthoff & Roy (1964) cuando varias
respuestas se miden simultaneamente. Estudiaron el modelo de curva de cre-
cimiento asumiendo efectos aleatorios. Después, Reinsel (1984) analizé el mo-
delo de curvas de crecimiento el cual es analizado de forma multidimensional
con efectos fijos y aleatorios. También, Laird & Ware (1982) discutieron la
ventaja de trabajar con modelos de efectos aleatorios para datos longitudi-
nales en dos casos, incluyendo los modelos de curvas de crecimiento y medidas
repetidas como casos especiales. Luego, Verbyla & Venables (1988) trabajaron
en el modelo de curvas de crecimiento como una suma de perfiles. De este
modo, Lee (1991) propuso un criterio para la seleccién de la matriz de cova-
rianza. Ademads, Faraway (1999) ajusto un modelo de regresién y uso funciones
coeficiente para sugerir una forma paramétrica correspondiente. Después, Sri-

7
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vastava (2001) estudié el modelo de curvas de crecimiento anidado propuesto
por Srivastava & Katri (1979). Chiou et al. (2003) presentaron un modelo
en el cual la curva de respuesta aleatoria esperada, se resume como funciones
del tiempo y condicionado a una covariable, siendo productos de una funcién
media suave del tiempo y una funcién suave de la covariable.

En este capitulo se presenta una metodologia para analizar datos de curvas
de crecimiento (Molenberghs & Verbeke 2005, Chaganty & Mav 2007) usando
distancias entre pares de observaciones (Cuadras & Arenas 1990, Wessel &
Schork 2006, Esteve et al. 2010) con respecto a las variables explicativas. El
uso de esta estrategia es 1til para predecir tanto datos faltantes como futuras
observaciones, ademas tiene errores bajos de prediccién en comparacién con
las curvas de crecimiento tradicional asumiendo normalidad. En este sentido,
el método propuesto es mas robusto que las estrategias convencionales.

Ademas, en el capitulo se muestra el modelo propuesto el cual es usado
para estimar los diferentes parametros involucrados bajo el método de maxima
verosimilitud restringida. La inferencia para muestras grandes y el proceso
de validacion del modelo propuesto se lleva a cabo. Con la aproximacién
sugerida, se presenta una aplicacién donde se ajustan los datos al patron de
curvas de crecimiento usando la distancia valor absoluto en la variable explica-
tiva tratamiento y también con la variable tiempo. Ademads, se obtienen los
polinomios de Chebyshev para el ajuste de la curva de crecimiento.

El capitulo se desarrolla en siete secciones: la Seccién presenta cémo
construir el modelo DB en curvas de crecimiento, la Seccién muestra el
ajuste del modelo y estimacion en el caso univariante, la Seccién presenta
las hipétesis de interés, la Seccién 4.4 muestra las distribuciones asociadas con
formas cuadraticas, la Seccion muestra el andlisis de varianza y pruebas
estadisticas con la regién de confianza, y finalmente, la Seccién [4.6], muestra
una aplicacién de la metodologia propuesta.

4.1 Construcciéon del modelo basado en dis-
tancias en curvas de crecimiento

El modelo de curvas de crecimiento supone que hay una sola variable de cre-
cimiento y, la cual es medida en m puntos del tiempo ti,ts,...,%t, con n
individuos elegidos en forma aleatoria. Una regresiéon polinomial de grado
g — 1 para y sobre la variable tiempo t es definida. Asi,

E(y:) = Biot’ + Bat' + - + Big-1)t" ",

t=11,...;lmym > q— ]-7 j - 172a s 1 Donde ﬁz = [ﬁiOaﬁila s 761'((]*1)]
denota el vector de la regresién o coeficientes para la curva de crecimiento para



4.1 Construccién del modelo basado en distancias en curvas de crecimiento 79

el i-th individuo. Las observaciones v, . .., ¥, sobre el mismo individuo estan
correlacionadas, y vienen de una distribuciéon normal multivariante con matriz
de varianzas y covarianzas desconocida X, igual para todos los individuos. Sea
Y denota la matriz de observaciones de n x m, entonces el modelo de curva de
crecimiento esta dado por

Y =VBY +E (4.1)

donde V' es una matriz diseno de tamano n x (p+1), 3 contiene los pardmetros
desconocidos de tamano (p+1)x(g+1), T es la matriz de tamano (g+1) xm que
relaciona los parametros de la curva con el correspondiente grado polinomial, y
E es la matriz de errores de longitud n xm la cual tiene una distribucion normal
multivariante NM (0pxm, [, ® 2). Ademas, E(Y)=VEBY y Var(Y) =1, %.

Sea {2 y d; como en la Subseccion 2.1.1] Entonces existe una configuracion
de puntos vy, ..., v, € R, donde v; = (vi1,...,vp), ¢ = 1,...,n, como en la
ecuacion [2.2] Tal que la matriz V' contiene las coordenadas de estos puntos,
con V = (v;;) de dimensién n X p (correspondiente a la matriz V en (4.1))) de
tal forma que la distancia Euclidiana entre dos individuos i y i’ es igual a §%;;
(Cuadras 2008).

Por otro lado, en el modelo (4.1)), la matriz V' puede ser particionada como
V = (Vi V,) donde V; es una submatriz con las variables continuas y V5
contiene las variables cualitativas, y a partir de la ecuacién (2.4]) se puede

obtener la similaridad. La distancia al cuadrado entre los individuos i y i’ es
dada en (|2.5)).

Si todas las variables independientes en el modelo (4.1) son cualitativas,
un uso frecuente de la medida de similaridad para los individuos ¢ y 7' es my;,

definida en ([2.6)).

Por otro lado, si los puntos de la variable tiempo son equidistantes, la apro-
ximacién basada en distancias es equivalente a una regresion ordinaria sobre
polinomios ortogonales; especificamente, estos son los polinomios de Cheby-
shev (Cuadras & Fortiana 1993). En este caso, la distancia valor absoluto esta
dada por

&y =ty —tyl Vg, Ji=1....m

la cual también satisface las condiciones de una distancia Euclidiana. En el
caso no equidistante también se relaciona a un conjunto de polinomios ortogo-
nales definidos por una férmula recurrente.

Una vez que una de las medidas de distancia ha sido seleccionada para las

variables involucradas en la matriz V', se define A, = —%(51-21-,) y F,=H,AH,,
donde H, = I,, — %Jn es la matriz centrada, con J, = 1,1/ y 1, un vector de
longitud n. Del mismo modo, para la variable tiempo, se define A, = —%(d?j,)

y Fy=H,A;H,, donde H, = I,,, — i‘]m es la matriz centrada, con J,,, = 1,,1/,
y 1, un vector de longitud m. También, F, y Fj son matrices definidas
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semi-positivas (Mardia et al. 2002) de rango p y m, respectivamente. Por
consiguiente, la descomposicion espectral para cada caso es

1 1 1 1
F, = ([n - Jn> A, (In - Jn) F, = (Im = Jm) A, (Im - Jm)
n n m m
=U, AU, = X X' =U,\.U, = GG’

donde X = U, A, es una matriz n x p’ de rango p’, A, es la matriz de valores
propios positivos de F,, G' = U,A, es una matriz m x ¢’ de rango ¢’, A, es la
matriz de valores propios positivos de Fy, y U, y U, contienen las coordenadas
estandar de F, y Fy, respectivamente. También, las filas 2, . .., 2/, de la matriz
X son las coordenadas principales de F, y las filas g1, ..., g, de la matriz G
son las coordenadas principales de F,. Asi, si un individuo 7 es similar a un
individuo 7' en entonces v; = vy ademas x; = xy; y similarmente, si un
tiempo j es similar a un tiempo j' en (4.1)) entonces t; = t;; y ademas g; = g,

La relacién entre A® = (§2,) y F, es A® = 1" + f,1' — 2F,, donde f, es
un vector de longitud n que contiene la diagonal de F,. Se debe notar que si
Sz = (si) es la matriz de similaridad y la funcién de distancia es seleccionada
02, = 84 + Spryr — 28; entonces F, = H,S,H,. Lo mismo ocurre con la relacién
entre Aff) = (d3;) y Fy, es decir, si Sy = (s;;) es la matriz de similaridad y la
funcién distancia es seleccionada d?j, = s;+s;1;7—2s;; entonces F, = H,S,H,.
En ambos casos, este proceso corresponde a escalamiento multidimensional

clasico o ACP (Cuadras 2010).

El modelo que se propone esta dado por

_ Boo  Bo 1, -
1/_(1,LX)<B10 BH><G,>+_ (4.2)

donde By es el intercepto desconocido asociado a tiempo y las variables ex-
plicativas, By es el vector de interceptos desconocidos asociado a la curva
de crecimiento de tamano 1 x ¢', Big es el vector de interceptos desconoci-
dos asociado a las variables explicativas de tamano p’ x 1, By es la matriz
de parametros desconocidos de tamano p’ x ¢’, = es la matriz de errores de
dimensién n x m, y las otras matrices fueron definidas arriba. Note que, como
ambas F;1, =0y 1, y las columnas X;, Xs,..., X,, de X son valores propios
de F, y ya que las dos F,1,, = 0, 1,, y las columnas G, Gy, ...,G,y de G son
valores propios de Fj.

De acuerdo a Cuadras (2007), algunas veces p' = rang(F,) crece con n
(ni siquiera el caso p’ = n — 1 se puede descartar). Entonces, el nimero de
variables X1, Xs,..., X}y (columnas de X) puede ser excesivo, permitiendo
un modelo arbitrariamente bien ajustado. Para evitar tales problemas, es
conveniente particionar X en dos partes, X = (X L), donde X(y) contiene
un suconjunto de k columnas de X y L; contiene el resto. Un procedimiento
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similar se lleva a cabo para GG', se particiona G’ en dos partes, G' = (G’(s) L),
donde G, contiene un subconjunto de s columnas de G’ y L contiene el resto.
Asi, un modelo basado en distancias ks dimensional se obtiene. Tal que el
modelo reducido puede ser expresado como

Y = XBG + =, (4.3)

donde X = (1n X(k)) = (1,,X4,...,X,) es una matriz de coordenadas
principales, G = (1m G’(S)) = (1,,,GY, ..., G.) es la matriz que relaciona
los parametros de la curva con el correspondiente grado polinomial, = es la

matriz de errores y
_( Bw BY
B=1 pm gk
By B
es una matriz de parametros desconocidos. Por otra parte, las matrices B(()i),
B%) y Bg’fs) son matrices reducidas correspondientes a la particion de X y G'.

El nimero de componentes principales asociadas con las variables explica-
tivas pueden ser elegidas como k y con la variable tiempo pueden ser elegidas
como s. Una buena aproximacién para la seleccién de las columnas consiste
en rankearlas de acuerdo a su coeficiente de correlacién multiple respecto a Y
oY, =(Y,,...,Y, ), respectivamente, es decir,

R*(X,,Y) > > R*(X},Y) r}(GLY)) > - >3 (GLY))

donde R*(X;,Y) es el coeficiente de determinacién multiple entre Y y X
(1 =1,...,k) y r*(G},Y,,) es el coeficiente de correlacién entre G y Y, (j =
1,...,s), pero en este caso, es mejor elegir un polinomio de grado dos o tres.

4.2 Ajuste del modelo y estimacion en el caso
univariante

Una aproximacion al problema de datos de curvas de crecimiento esta basado
en modelos univariantes. Porque las medidas repetidas, observaciones corres-
pondientes al mismo individuo estan correlacionadas, siendo la estructura de
correlacion generalmente desconocida. La estimacién se lleva a cabo usual-
mente a través de minimos cuadrados generalizados. El modelo reducido se
presenta en (4.3]) el cual puede ser expresado en forma univariante usando el
operador vec. Entonces el modelo basado en distancias univariante esta dado
por

y=(X® G0+ (4.4)
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donde y = vec(Y'), 0 = vec(B') and = vec(Z},). Por otra parte, Var(y) =
Var(¢) =1, ® ¥ = 02V = 621, ® ¥, with & = 020,

Antes de estimar 6, 02 and ¥, se requiere especificar la forma de los bloques
diferentes de cero en 02¥ en la ecuacién (4.3)).

4.2.1 Estimacion de parametros
Estimacion maxima verosimilitud bajo condiciones Gaussianas

Una estrategia para la estimacion de parametros en el modelo lineal general
(MLG) consiste en considerar la estimacién simultdnea de los pardmetros
de interés, 6, y los parametros de covarianza o2 y ¥, usando la funcién
de verosimilitud. Recuérdese que ¥ es una matriz de bloques diagonal con
los bloques iguales diferentes de cero ¥,. Bajo la condicion Gaussiana,
y~NM (X ®G)0,0*0), la logverosimilitud de los datos observados y es
nm n
L (6,0, ) = — == log(0?) — 5 log(| ¥a])
1
Dado ¥, el EML para 6 es el estimador MCP dado por
6(To) = (X0 @)V (X0@)  (XeG)Uy  (46)

Reemplazando en , se obtiene
L (é(\Ifo), o \IIO) = —; {nmlogo® + nlog(|¥o|) + 0 2 SCR(¥o)}  (4.7)
donde
SCR(Wy) = [y — (X © G") ()] U™ [y — (X © G")6(Wy)]

Tomando derivadas en (4.7) con respecto a ¢, manteniendo ¥y fijo, el esti-
mador EML para o? se encuentra como
SCR(¥y)

AQ\I] _
0( 0) nm

(4.8)

De esta forma, reemplazando (4.6 y (4.8) en (4.5)) la logverosimilitud re-

ducida para Wy, la cual se obtiene omitiendo el término constante es

L, (W) = L (B(W0), 6(Wo), W) = — s [mlog SCR(Wo) + log([Wo]]  (49)

Finalmente, la maximizacién de L,(¥g) conduce a ¥, y reemplazando en

y (£.14), los estimadores EML 6=0 (@0) y 6% = 52 (@0) se obtienen.
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Estimacion maxima verosimilitud restringida

El estimador REML & que maximiza la logverosimilitud es

L*(a):—llog]\ll |—flog‘(X®G’ ‘—f[y—(X@)G’)H] vt

v — (X ® G")]
donde el EML & maximiza

L(a) = —; log |0, — ; - (X® G’)é]’qf;l lv— (X ® G

De este ultimo resultado se puede deducir que el algoritmo para implemen-
tar la estimacién REML para el modelo y ~ NM((X ® G')0,0?¥) es una
simple modificacion sobre el algoritmo EML. Por lo tanto, el estimador 6 para
un ¥, dado es

(W) = (X @)U (XoG) (X&) vy (4.10)
y también
SCR(Wo) = {y— (X © GO0y} v {y — (X @ G)i(W,))

Ya que se consideraron n unidades con m medidas por unidad, donde 0?¥ es
una matriz de bloques diagonal cuyos bloques diferentes de cero son de tamano
m x m. Ademds, el estimador REML para o? es

62(Wg) = SCR(¥y)/(nm — k) (4.11)

donde k* es el nimero de elementos en 0. El estimador REML para ¥, que
maximiza la logverosimilitud reducida es

1 1
L* (W) = 5" {mlog SCR(¥g) + log |V} — 5 log ‘(X GV (X ®G)

Reemplazando el estimador resultante T, en (4.10) y (4.11]), se obtienen los
estimadores REML, es decir 6 = (V) y 62 = 6%(¥y).

4.2.2 Prediccion de un nuevo individuo

Suponga que un conjunto de variables explicativas mixtas v,.1 =
(Vnt1)0> V4 1)1s - - - s Vnt1)p)’ se miden para un nuevo individuo, n + 1. En-
tonces es posible calcular las distancias entre esta nueva observacion y cada
uno de los individuos considerados en el modelo (4.1]), es decir,

Oni1)i = 0(Ung1,03), v €Q, i=1,...,n
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El cuadrado de estas distancias, d = (67,1 1y, - - -, 0,1 1y,) ¥ €l vector @41 =
(Z(n41)15 -+ > Tmi1)p) que contiene las coordenadas principales de este nuevo
individuo estan relacionadas por

5(2n+1)i =(Tnt1 — @) (Tpy1 — 1)

0 ! / .
=T, 1 Tp1 + 3T — 20,1 T; (4.12)

Este resultado es la base para hacer predicciones sobre este nuevo individuo.
Agregando las expresiones anteriores de 1 a n y teniendo en cuenta que las
columnas de la matriz de coordenadas X tienen suma cero,

Z 0fr1)i = N1 Tt + tr(B)
i+1

Reemplazando esta expresién en (4.12)), se obtiene

21‘;14_1351' = (Z 5(n+1)z )> + b — 5(n+1

lo cual puede ser expresado en forma matricial como

2X Ty = <Z<5 1) )) L, + (b—d)

donde b = (b11,...,bn,) es la diagonal de F, con by = zlx;, i = 1,..,ny
d = (00, 41)15 -+ 00ny1)n) SO0 los cuadrados de las distancias.

Multiplicando por X’ y dado que X'1,, = 0, se obtiene
2X' Xapi1 =X'(b— d)
1
Ty :§(X’X)’1X'(b —d)

1
:§A;1X’(b —d) (4.13)
La prediccién es entonces
- By B 1/
Vo= (1 & Boo Dot < m >
(n+1) ( (k) ) ( By Bi G’

En forma reducida, la prediccién esta dada por

~

Viery = (1 () ) BG
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4.2.3 Hipotesis de interés y pruebas estadisticas

Adicionalmente, el vector de los errores en el modelo (4.4) se puede expresar
como

(=y—(X®G)I
Ahora por minimos cuadrados generalizados se obtiene
(U=l - (XG0 v [y - (X G
=y Uy —2[(X @GN ¥y + (X&) v (XG0l
=Ty - 20 (XG) U ly+0(X2G) T (XG0
Derivando parcialmente con respecto a 6 e igualando a cero y como

(X ®G") U (X ®G’) es no singular se encuentra el estimador de los
parametros, que se presenta a continuacién

A~

= [(Xo@) ' (Xo@) (Xea&) vy (4.14)

El valor esperado del vector de parametros estimado es €, por consiguiente es
insesgado, veamos esto.

E0)=E((Xec) v (Xe@)]  (Xo6) vy
=[(Xe6) V' (Xe6) (XeG)V'E(y)

—[(Xe@) V(X&) (X0G) U (X®G)
=0 (4.15)

Los residuales se pueden expresar como

(=y-(Xo@) |[(Xe@) U (Xeo@) (Xea) v

(={I- (X&) [(Xea)I(Xea) (Xea) vy

Su valor esperado es
Bl =e{(I-Xee) |[(Xac)v ' (Xa G’)] (X @6 v y}
- (1 S (Xe@) |[(Xe@) T (Xe@) (XeG) U 1) Ely
—(X0@)I-(Xe@)[(Xe@)i (Xea)
(X@G)YI  (X®G)0=0
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Lo cual confirma que la media de los residuales es cero. Ademas, la varianza
del vector de residuales es
Var [5] =MVar (y) M’
=M

donde M =1 — (X ®G) (X ®G)I (X ®G) (X ®G) v

Luego se verifica que la distribucién de é es

{ ~ N (0, Mo®V)

Davis (2002) trabaja un estimador de la varianza insesgado dado por

So5-— 1 o (Xe@)) (- (XoG&))  (416)

ng — sq’

La varianza de 0 es
Var [f] =Var [[X @ YT (X @ G)] (X @G Yy
~[(Xea) v (Xeoa) (4.17)

Finalmente, el vector de parametros 0 se distribuye asi

b~N([(Xoa)r ' (Xea) ) (4.18)

4.3 Hipotesis de interés

Teniendo en cuenta el planteamiento dado por Crowder & Hand (1990), las
hipotesis de interés estan dadas para determinar; el efecto del tratamiento a
través del tiempo, el efecto de los tratamientos sobre los efectos principales y
sus interacciones en el tiempo.

En el andlisis multivariante realizado por Ortiz et al. (2012), la matriz de
parametros en (4.6)) en cada una de sus posiciones representa una combinacion
de la interaccion de los parametros de la curva y la superficie de respuesta. Si
se esta interesado en conocer el efecto de la superficie de respuesta a través del
tiempo, entonces se centra el andlisis en las filas de esta matriz, pero si por el
contrario se desea conocer el efecto que tiene la curva de crecimiento (tiempo)
a través de la superficie de respuesta (tratamientos) el andlisis se centra en las
columnas de esta matriz.
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Una vez que se han estimado los parametros, el interés ahora es plantear las
hipotesis, para encontrar el tipo de relacién de los tiempos y los tratamientos
con la respuesta. En el modelo clasico se tiene una hipétesis de la forma

Hy: ABR=K wvs H:ABR# K

En forma equivalente para el analisis univariante, después de aplicar dis-
tancias se obtiene la hipotesis Hy : CBU = D wvs H; : CBU # D se le
aplica el operador vec. El planteamiento general de las hipdtesis corresponde
a la forma planteada en (4.4]) para el vector de parametros, la matriz C' es una
matriz que contiene los coeficientes que permiten validar la hipotesis “dentro
de tiempos” (es decir, la hipdtesis en los elementos dentro de las columnas en
B). La matriz U permite probar hipdtesis “entre tiempos” (es decir, en los
elementos dentro de las filas en B). Finalmente D es una matriz de constantes.
Considerese ahora la siguiente hipdétesis

Hy:LO=d (4.19)

donde vec(CBU) = (C ® U')vec(B’) con L = C @ U’ y d = vec(D) es un
vector de constantes, donde tiene la forma de la hipotesis lineal dada
por Kshirsagar & Boyce (1995). Las hipdtesis mas comunes se hacen sobre
tiempos y tratamientos.

Un estimador para contrastar H, esta dado por
Lo=d (4.20)
El valor esperado de la anterior expresion es
E(LO—d) =LE@®)—d=L10—d
teniendo en cuenta , se tiene
LO=d
entonces este estimador es insesgado. Ahora la varianza de es
Var (L0 —d) =Var {L[(X 9 GYT (X G| (X 2 G) vy}
“{L[(Xea)r (XeG6)  (XeG)v '} Var[y
[L[(Xe@)1'(Xed)  (Xog)yr')
“L[(XeG@) vV (XeG) (X&) U v
V(X)) [(Xe@)V (Xed) 'L
LX) U (Xed) I
La distribucién de esta forma es la siguiente

(L0 —d) ~N(L0-d; L[(X®G) I '(XaG) L)
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4.4 Distribuciones asociadas a las formas
cuadraticas

Haciendo W = PP’, premultiplicando ([4.4) por P~! y teniendo en cuenta que
¢ ~ N(0,¥), se encuentra

Ply=P ' (X®G)0+ P
Ahora considérese el modelo
Y& =X2B? + 22 (4.21)

donde Y2 = P71y, X*B* = P"Y(X®G')0 y Z2 = P~'(. Los nuevos errores
son

=2 =YA - X°B"
Su valor esperado se obtiene mediante
EE) =E[P (=P 'E[(]=0
y la respectiva varianza
Var(Zp) =Var(P~'¢) = P 'Var(Q)(PY
=P 'O (P Y =P 'PP(P Y)Y =1

De tal forma que se distribuye =2 ~ N(0,1). La expresion ¥ = PP’ se
factoriza utilizando la descomposicién de Schur, entonces en este caso K = ¥
es una matriz simétrica y se puede hacer uso de la expresién S’K.S = A como
se muestra a continuacion

U = SAY2AY2S,

luego P = SA'/?2 y P = A1/28.

Para estimar el vector de pardmetros B> y como se tiene un modelo clésico,
se obtiene

X&' x2)7 x2ya

=
=|(PF(xea )) (X @ G’)]’1 P (X ea) Py
- [(X®G ) 1(X®G/)]_1 (X®G/)’ (PP,)_ly
—[(xe@)v ! (Xea@) (Xeoa) v

Esta estimacion coincide con la dada en la expresién (4.10)).
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Las sumas de cuadrados asociadas con el modelo transformado (4.21)), co-
rresponde a las planteadas en el modelo clasico. Estas se presentan a conti-
nuacion:

La suma de cuadrados del modelo esta dada por la siguiente expresion
SCM =(Y2Y X2 (X~ X2) 7 X2y

=/ VN XeGE)(XoG) T (XeaG))

(X G vy (4.22)

1

haciendo M| = ((X @G T (X ® G'))_l, entonces (4.22) se puede expre-

sar como
SCM =y [U" (X @G)M, (X 2G) ¥y
=y Ay
donde 4, = U1 (X ® G') M, (X ® G') U~! Ademais, hay que verificar si la
matriz A, es idempotente
AVAY =[N X®G)M; (X0 G) vV V¥ (X ®G)M,
(X 0G) v 1w
VN XGF)M,(XG@) I N XGF)M,(X®G)
:Al\If
Puesto que M, (X @ G') U1 (X @ G') = I, por lo tanto la matriz A, ¥ es
idempotente. Por otro lado la suma de cuadrados de los residuos es
A , A
SCE =(v2 - Xx*B") (v2 - x*B")
:YA,YA o QYA,XA(XA/XA)_IXA/YA
+ YA/XA(XA/XA)flele(XAlx'A)leAlyA
:YA,YA o YA/XA(XA/XA)—lelyA
=/{(PP) = (PP) (X 0 G)
(Xe&) (PPY (X o) (Xea) (PP) !y
=y {U -V (XRG )M (X®G) U '}y
=y’ Asy
donde Ay = U~! — A;. Ahora se debe verificar que A,¥ es idempotente
AW AU =0 — ANU(T! — AT
(I - A4 0)(I - A,0)
:[ - 2141\1’ -+ Al‘IfAl\I]
=] - AU = (U — AT = AU
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Por lo tanto, AW es una matriz idempotente. A continuacion se demuestra
que la suma de cuadrados del modelo y del residuo son independientes, es decir
AW AU = 0, entonces

AU AT =AU — AW
=AU — A UAT = AU — AU =0

ya que A1V es idempotente. Por lo tanto, la SCM y la SCFE son indepen-
dientes. Finalmente la suma de cuadrados total esta dada por

SCT =Y&Y? =y ¥y

La suma de cuadrados de la hipétesis general se plantea a partir de (4.19)),
obteniendo

SCH=(Li—d) {L(Xea) (Xea) U} (L6-d)
= (LM, (X @ G ¥ 'y —d) [LM, L] (LM, (X © G') ¥~y — d)
={yV (X ®G)M,L' —d}[LM, L]
{LM, (X2 G) ¥ 'y —d}
Si d = 0, entonces,
SCH =y U (X ® G'Y M, L' [LM,L'] " LM, (X @ G') Iy
=y’ Aoy (4.23)
donde Ay =V (X ® G') ML [LM,L'] " LM, (X @ G') &',
Ahora se verifica si AgV es idempotente, por consiguiente
AgUA =0 (X @ G') ML [LM,L') "' LM, (X @ G') U1 0wg!
(X ®G)YM,L'[LM,L')] "LM, (X @ G') V¥
U (X ®G)M,L[LM,L'| " LM, ( X G') v
(X ®@G)YML'[LM,L')] " LM, (X @ G') v'¥
U (X ®G)M,L[LM,L'| ' LM, (X @ G') '
=AU
donde M, (X ® G') ' (X ® G') = I. Comprobéndose de esta manera que
AoV es idempotente.

A continuacién, se verifica que la SCH y la SCE son independientes, es
decir

AgWAY =0 (X @ G') M L' [LM,L'] ' LM, (X @ G') '
-0 (XeG) M (X®G) V|V
U (X ®@G)M,L'[LM,L'] ' LM, (X ® G"
U N X®G)ML'[LM,L')] "LM,( X ®G') =0
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De esta manera se demuestra que AgW y A>W¥ son independientes.

4.4.1 Distribucion de la suma de cuadrados del error y
del modelo

Teniendo las sumas de cuadrados respectivas, habiendo verificado idempoten-

cia y comprobada la independencia entre SCM y SCFE, la distribucién de la
SCM y SCE son:

La SCM ~ X%rangAl,)\)7 donde el rango de A; es

rang(AV) =rang {[T1 (X ® G') M, (X @ G')' V'] ¥}
=tr [N X®G)M; (X ®G")]
=tr [ M, ( X®G) V' (X®G)]
=tr(ly) = sk

y el parametro de no centralidad

1
AN=—u'A
SH A

:;gf (XeG@) 1 (Xe @) M, (X0G) U] (X®G)¢
(X ea@) v (Xo @)

entonces SCM ~ X%sk;%g’[(X®G’)/\I/_1(X®G’)]C,a)' De la misma forma,

rang(As¥) =rang {[¢' - ¥ (X @ G)M; (X G) v '] ¥}
=tr L — V(X ®G)M; (X ®G)]
=tr (Ipm) — tr (Isx) = nm — sk

y el pardmetro de no centralidad

1
A 25[1,/142,&

= (X8 G) 4 (X 86

ixe@) v (Xe@) (- ¢(Xe@) ¥ (Xe@)M,

(X©G) v (XeG) (=0

De esta forma, SCE ~ x?

(nm—sk)"
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4.5 Analisis de varianza y estadisticos de
prueba

Antes de validar las hipdtesis se debe tener en cuenta que el modelo se ajuste a
la estructura de los datos. Por esta razon se hace necesario realizar el anélisis
de varianza sobre el modelo propuesto. En la Tabla se presenta dicho
analisis.

TABLA 4.1: Andlisis de varianza para verificar el ajuste del modelo.

Fuentes de Suma de cuadrados gl Estadistico
Variacién
Modelo  y¥U ' (X®G )M, (XaG) vy sk F = GMN
Error y [\I/_l — VN (XeG)M, (X® G’)/ \I!_l] y mnm — sk
Total YU ly nm

donde CMM = Sg]j\/l yCME = niﬁEsk

Cuando ya se ha verificado el ajuste del modelo, se realiza el andlisis sobre
cada una de las hipotesis planteadas. A continuacién se presenta el estadistico
de prueba para verificar las hipotesis.

4.5.1 Estadistico de prueba para el ajuste del modelo

Una vez se estima las sumas de cuadrados del modelo, de los errores y de las
hipétesis, el estadistico de prueba para la validacién del modelo, esta dado por

SCM/sk
F=————~F _
CME (sk,nm—sk,a)

Si F' > Flsknp—sk,a), entonces se rechaza Hy que todos los pardmetros asocia-
dos a las coordenadas principales son ceros, y por lo tanto, el modelo seria
significativo. La hipdtesis (4.20]), se verifica a partir del siguiente estadistico
de prueba

SCH/gly
F = ———— ~ Flrang(H) nm—sk,o)

CME
Este estadistico tendra una distribucién F' central bajo H, cierta. Ademas,
como las estimaciones se han trabajado bajo el supuesto de que la estructura
de ¥ es conocida, estos estadisticos tienen una distribucion F' exacta. Si F' >
Flrang(H)nm—sk,a), entonces se rechaza Hy : Lvec(B') = d.

Adicionalmente, la regién de confianza para juzgar que tan confiable es la
hipétesis dada en (4.19)), a continuacién se presenta la regién de confianza con
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un nivel de confianza de 100(1 — «)%:
(L6 —d) — (L6 — )] (L7 ML)~ [(L — d) — (L6 — d)] -
<
Tang(L)C’ME > L'(rangL,nm—sk,a)
26— Le]' (LML) L0 — LO] < rang(L) Frangmm—sk.a)CME (4.24)

4.5.2 Algunas consideraciones del estadistico de prueba
F

Los desarrollos realizados hasta el momento se han hecho bajo el supuesto
que Y es conocida; pero esto por lo general no se tiene. Al respecto Singer &
Andrade (1994), trabajaron esta situacién en el estudio de medidas repetidas
para ajustar modelos superparametrizados bajo un analisis univariante, el cual
facilita la especificacién de las hipotesis, los términos del error y el estadistico
de prueba. Al respecto plantearon, el estadistico de prueba para la hipdtesis
lineal, el cual esta dado por

F =u*(n—m)SCH,/uaSCE; (4.25)

donde u* corresponde a los grados de libertad de la matriz U* y a a los grados
de libertad de la matriz A;. Ademas,

SCH, =y [U(U'U)'U" @ Ay y
=tr (y AU U'U)'U") (4.26)

y
SCE =y {U'U" @ [, - (X0 @)X G (X6 ) (X6 ]}y
=tr{y/ [, - (X 0 G)[(X®G) (X G X aG)]|yUuU"} (4.27)

donde 4, = (X @ X © VX @ G X @ G)C
{Cl(Xe@)(Xe@) '} ' C(X @ @)X @ G (X ® G) vy
U* es una matriz de orden m x u* elegida convenientemente, esta depende
de la estructura de la hipdtesis que se este considerando y A; es la matriz
que mide el efecto a través de los grupos de tratamientos. Bajo las siguientes
proposiciones, se dan algunas consideraciones de la distribucién de las formas
cuadraticas de acuerdo a la estructura que presente X.

Proposicién 4.1. Considerando el modelo dado por y = (X ® G")0 + ¢ con
E(y) = (X®G")0 yVar(y) = I, y bajo la hipdtesis Hy : CBU = D, donde
B es la matriz de pardmetros, C es una matriz cuyos coeficientes permiten
probar la hipotesis dentro de tiempos y la matriz U cuyos coeficientes permiten
validar la hipotesis entre tiempos:
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1. E(SCH) = ¢ tr(U'SUU'U)™).

2. SCH ~ > 0,xj(c), donde x}(c) son variables aleatorias independientes
=1
que stguen una distribucion chi-cuadrado central con ¢ grados de libertad

y 0; son los valores propios de U'SU(U'U) .

Proposicion 4.2. Bajo los mismos supuestos de la Proposicion y st la
hipotesis Hy : CBU = D se conserva o no:

1. E(SCE) = (n—m)tr(U"XU").

2. SCE ~ Y ¢ixi(n —m), donde x}(n — m) son funciones de variables
=1
aleatorias independientes que siguen una distribucion chi-cuadrado con

(n —m) grados de libertad y ¢; son valores los propios reales de U*' XU *
diferentes de cero.

3. SCE es independiente de SCH.

Proposicién 4.3. Bajo los mismos supuestos de la Proposicion[{.1y cuando
la hipotesis nula Hy : CBU = D, es cierta y el estadistico , sigue apro-
rimadamente una distribucion F con euc grados de libertad en el numerador
y eu*(n —m) grados de libertad en el denominador, donde

e = {tr [U'sUUT) ) / {wtr [(USUWU) ™M)}

si U* = UWU'U)™'.  Adicionalmente, si todos los wvalores propios de
U'SUU'U)™ son iguales, entonces € = 1 y se tiene una distribucion ezacta
del estadistico de prueba.

La demostracién de las anteriores proposiciones se encuentran en Singer &
Andrade (1994).

De acuerdo con la forma general dada en el modelo, (X ® G’) es la matriz
de coordenadas principales entre variables explicativas y tiempos asociada al
vector de parametros 6; luego se define A; y se selecciona convenientemente
U*. En el andlisis clésico univariante, donde ¥ = %I y U = I, en la ecuacién
(4.27) para toda hipdtesis de la forma Hy : CBU = D, el estadistico (4.25)
sigue una distribucion F' exacta con uc grados de libertad en el numerador y
k(n—m) grados de libertad en el denominador; pero si ¥ presenta otra estruc-
tura, la seleccion de U* depende de las hipdtesis que se estén considerando y
en algunos casos el estadistico de prueba se aproxima asintéticamente a una

F.
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La esfericidad de X con respecto a U, implica esfericidad de ¥ con respecto a
alguna base del vector espacio columna de U, el cual podria tomarse como U* =
U(U'U)~Y2 en la ecuacién ([{.27); entonces, teniendo en cuenta la Proposicién
[4.3] el estadistico de prueba F' tiene una distribucién F' exacta con uc grados
de libertad en el numerador y u(n —m) grados de libertad en el denominador,
bajo la hipétesis Hy : CBU = D (ver mayores detalles en Singer & Andrade
(1994)).

Hay que resaltar que la estructura de X es siempre esférica con respecto
a la matriz de hipétesis U, si ésta matriz presenta una estructura unidimen-
sional, para esos casos el estadistico de prueba F' es siempre exacto, y para
U no unidimensional, el estadistico de prueba F' sera aproximado. Mientras,
cuando ¥ no es esférica con respecto a la comparacion definida por U, se tienen
estadisticos exactos bajo un modelo MANOVA, donde no se impone ninguna
restriccién sobre ¥ (Mardia et al. 2002, Cuadras 2010).

4.6 Aplicacion

Se aplica esta nueva aproximacién al estudio reportado por Frey et al. (1992),
en donde se experimenta con el efecto de Zeolita A de sodio (SZA) en el
crecimiento y fisiologia de 60 caballos. La dieta alimenticia se aplico en forma
aleatoria a los 60 caballos de forma individual, el tratamiento consta de cuatro
niveles (0, 0.66, 1.32 y 2%); se midié la concentracién de silicio en el plasma
mediante muestras de sangre tomadas a las 0, 1, 3, 6 y 9 horas después de la
ingestion a los ochenta y cuatro dias de haber ingresado a la dieta. En este
trabajo se hace una adaptacion de este estudio sin tener en cuenta el tiempo
1, con el objetivo de tener tiempos igualmente espaciados. Sin embargo, se
puede llevar a cabo el analisis teniendo en cuenta los cinco tiempos, pero para
efectos de este trabajo se consideran cuatro tiempos.

Este caso fue estudiado también por Kshirsagar & Boyce (1995), quienes
realizaron un andlisis por medio de curvas de crecimiento. El objetivo es
presentar un analisis donde se estudia la curva de crecimiento, para conocer la
concentracion de Zeolita A de sodio (SZA) que maximiza la concentracién de
silicio en el plasma y permite constatar que los caballos asimilan debidamente
los nutrientes presentando asi una buena fisiologia reflejada a través del tiempo.

El tratamiento consta de cuatro niveles del factor cuantitativo SZA casi
igualmente espaciados, cada nivel del tratamiento es observado sobre un mismo
individuo a través del tiempo. Para ilustrar el método propuesto en este
capitulo inicialmente se realizé un analisis exploratorio con los datos, donde se
puede observar el comportamiento de los diferentes niveles del factor SZA con
respecto a la concentracion de silicio de los caballos en los diferentes tiempos
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estudiados. Se observa que las concentraciones de silicio mas altas en los caba-
llos corresponden a los niveles altos de SZA (1.32%,2%) y a mayor nimeros de
horas después de la ingestion. La Figura sugiere el ajuste de un polinomio
de grado uno o dos en la curva de crecimiento.

tratamientos .
[ O ,’/
--- 0.66 L .

1.32 g _,r‘:,if:\,\_:\f,‘_,,,

14

12

10
|

concentracion de silicio
8
!

tiempo

FiGURA 4.1: Concentracion de silicio por tratamiento y tiempo

La Figura muestra los perfiles medios de los tiempos. Se muestra la
media de concentracién de silicio para cada uno de los tiempos a través de
los diferentes tratamientos. Es de esperarse que los perfiles medios en los
diferentes tiempos no sean paralelos y por lo tanto, el crecimiento y cambio
fisiolégico que presentan los caballos se ve reflejado en el tiempo. Se puede
ver que las respuestas medias mas altas son para la concentracion de SZA al
1.32% en cada uno de los tiempos.

La Figura muestra que en el tiempo seis hay una mayor concentracion
media de silicio para cada uno de los tratamientos excepto con SZA de 0%.

Para mostrar la metodologia propuesta se realizo un ajuste de un modelo
de curvas de crecimiento a los datos usando la distancia de valor absoluto en
la variable explicativa (tratamiento) y también en la variable tiempos, la vari-
able explicada que se midi6 fue concentracién de silicio en el plasma. Se utilizd
como criterio de ajuste del modelo los criterios de informacién; Akaike (AIC)
y Bayesiano (BIC), cuyos valores fueron de —551.88 y —517.42 respectiva-
mente. Se determinaron las estructuras de correlaciéon que mejor se adecuaban
a los datos, para este caso se encontré apropiado ajustar un modelo de curva
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F1GURA 4.2: Perfiles medios de los tiempos a través de los tratamientos

10

tratamientos

0
0.66
132
2

concsilicio

tiempo

F1GURA 4.3: Perfiles medios de los tratamientos a través de los tiempos

de crecimiento con estructura compuesta simétrica (CompSymm), este coefi-
ciente estimado usando distancias fue de 0.56. Se realizé también el ajuste del
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modelo mediante la curva de crecimiento clasica, donde también se encontro
que la estructura mas apropiada para la matriz de correlacion es una Comp-
Symm. Al utilizar el criterio de AIC para el ajuste del modelo se encontré un
valor de —589.58 siendo mas bajo que cuando se us6 el método de distancias
y un valor de BIC=-555.12, con un coeficiente autorregresivo estimado de
0.55, se observa que los valores de AIC son muy cercanos. Por lo tanto, las
predicciones resultan ser casi iguales con algunas pequenas diferencias, por lo
cual los resultados son practicamente iguales por ambos métodos. Se encontrd
que el método basado en distancias genera predicciones similares comparado
con la aproximacion tradicional a las curvas de crecimiento.

El modelo ajustado después de hacer validacion de supuestos sin usar dis-
tancias es un modelo con transformacion en la variable respuesta, usando la
potencia de 0.2 en Y, siendo f3, el intercepto y t; corresponde a los tiem-
pos en la curva de crecimiento, v; corresponde a la variable tratamientos con
cuatro niveles y xj; corresponde a las interacciones. Se utilizaron polinomios
ortogonales para el analisis de los datos, la forma general de estos polinomios
se encuentra definida en Hinkelmann & Kempthorne (1994), el polinomio de
segundo orden ajustado esta dado por

?)Z(J(')'Q) =060 + Bity — Bats — Bsts + Bavi — Bvi + Puzn — Pisad,
donde ¢+ =1,2,...,60 y 7 = 1,2,3,4. El modelo ajustado usando estimacién
REML para los parametros es

§9%) =1.4259 + 0.5769¢, — 0.254412 — 0.2420¢3 + 1.50350, — 0.73380?
+ 4.515021; — 2.382927,

dondei=1,2,...,60y 5 =1,2,3,4. El modelo ajustado después de validar los
supuestos del modelo de normalidad y homocedasticidad usando distancias fue
también con potencia de 0.2 en Y, siendo 6 el intercepto y g; corresponde a las
componentes de la matriz de coordenadas principales de F,, X; corresponde a
las componentes de la matriz de coordenadas principales de F, y X;; son las
componentes asociadas a las interacciones, de esta forma el modelo ajustado
es el siguiente

~(0.2
yi(j ) =

éo + élgl — ézgz — ésgz + é4X1 + é5X2 + é14X11 + é24X21

dondei =1,2,...,60y j =1,2,3,4. Ahora al considerar los valores obtenidos
para la estimacion de los pardmetros por el método REML se obtiene

9 =1.4259 + 0.0586g; — 0.0464g; — 0.0478g5 + 0.1561X, + 0.1412X,
+0.0469X 1, + 0.0455 X5,

donde:=1,2,...,60y j=1,2,3,4
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Por lo tanto, el polinomio ajustado haciendo distancias corresponde a un
polinomio de segundo orden, el cual coincide con el ajustado haciendo el
analisis por medio de curva de crecimiento cldsica. La Figura [£.4] ilustra el
ajuste de ambos modelos con respecto a los valores observados de concen-
tracién de silicio (los circulos). Las predicciones usando curvas de crecimiento
con distancias (los tridngulos) y el método clésico de curvas de crecimiento (las
cruces) son casi iguales, difieren en muy poco. Con respecto al valor observado
se aprecia un buen ajuste.

02468 02468
[ Y s I I |
57 58 59 60
— — 15
- - 10
_éa’g%@agg&aggggééé
o 48 50 51 52 53 54 55 56
- O
10 2 o4 ©a oo 08 F
che®%e®Re® P2 Yt at g 0 RRTS
[ u 42 43 44 45 46 47 8 |
- o o o
_@eageg&g%&Q%é%%mé%a@%@é%ggféo
38 34 35 36 37 38 39 0 |
glg_ea‘*‘é%ée%gg%éeéua%%éa&ﬁ%mgg%%éét
= o o
2 25 26 27 28 29 30 31 32
g - S 2 - 15
_ o & & 10
° hetgeldacRatd 0y 460 i
Y 18 19 20 21 22 23 24
10 -
sRa®RaeHh ol o2 B R 468 4554024
o 10 11 12 13 14 15 6 | .
_ ~ 10
e g
22 oo oo o o246t 5
. 1 2 3 Z 5 6 7 8
10 b -
SR o ® ol 66 L 6b 6606 LS RSB S H Y
rrrrrr 11117 iFrr17 1 rr1r1rrrrrTrrTr T T TTT T T T TT T T T T
02468 02468 02468 02468
tiempo

FicuraA 4.4: Concentracion de silicio vs predicciones bajo ambas aproximaciones



100 Capitulo 4. Aproximacién univariante a las curvas de crecimiento con distancias




Capitulo 5

Modelos lineales generalizados

Cuando no se asume la distribucién normal para la variable respuesta, Liang
& Zeger (1986a) proponen un conjunto de ecuaciones para la estimacién de
los parametros del modelo, estas ecuaciones son conocidas en la literatura con
el nombre de ecuaciones de estimacién generalizada (EEG) y se presentan en
la Seccién [5.4] Liang et al. (1992) extienden el planteamiento de EEG, para
permitir el modelamiento de los parametros de correlacién del modelo bajo un
segundo sistema de ecuaciones, lo que se conoce como EEG2. Sutradhar (2003)
presenta una completa revision sobre los adelantos realizados a las EEG, asi
como una comparacién entre los mismos.

Este capitulo describe el soporte tedrico necesario para el desarrollo y com-
prensiéon de la metodologia propuesta en el Capitulo [0}, ésta teorfa puede ser
vista en su mayoria en un primer curso de modelos lineales generalizados y
esta incluida en una gran cantidad de textos.

Algunos temas como la familia exponencial y las curvas de crecimiento, han
sido fuertemente estudiados a lo largo de varias décadas y para su estudio, el
lector especializado puede enfocarse en los libros que encuentra referenciados;
sin embargo, otros temas como la quasiverosimilitud, los modelos lineales gene-
ralizados y las ecuaciones de estimaciéon generalizada, han tenido un desarrollo
acelerado durante las ultimas 3 décadas, lo que obliga al lector interesado en
el tema a la revision de muchos de los articulos referenciados dentro del texto.

El capitulo se desarrolla en siete secciones: la Seccion presenta una
revision de la familia exponencial presentada por McCullagh & Nelder (1989)
y Dobson (2002), la Seccién muestra los modelos lineales generalizados
propuestos por Nelder (1972) y McCullagh & Nelder (1989), la Seccién
presenta el método de quasioverosimiltud que fue presentado por Wedderburn
(1974), y finalmente, la Seccién muestra las ecuaciones de estimacion ge-
neralizadas propuestas por Liang & Zeger (1986a) y Liang et al. (1992).

101
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5.1 Familia exponencial

Muchas distribuciones conocidas pueden ser reunidas en una familia de dis-
tribuciones llamada familia exponencial. Por ejemplo, pertenecen a esta fa-
milia las distribuciones normal, binomial, binomial negativa, gama, poisson,
normal inversa, multinomial, beta, logaritmica, Rayleigh entre otras. Esta fa-
milia de distribuciones fue propuesta independientemente por Koopman, Pit-
man y Darmois a través del estudio de propiedades de suficiencia estadistica.
El concepto de familia exponencial fue introducido por Fisher, pero los mo-
delos para distribuciones de la familia exponencial aparecen a finales del siglo
XIX y fueron desarrollados por Maxwell, Boltzmann y Gibbs. La importancia
de la familia exponencial cobra mayor relevancia en el area de los modelos de
regresion, a partir del trabajo pionero de Nelder (1972) quienes definieron los
modelos lineales generalizados. Estos modelos se popularizaron inicialmente
en Inglaterra y posteriormente en Estados Unidos y Europa en la década de
los 80.

Si una distribucion pertenece a la familia exponencial uniparamétrica tiene
una funcion de densidad que se puede escribir en la siguiente forma

f(y;0) = hy) exp {n(9)t(y) — b(0)} (5.1)

donde las funciones n(0), b(#), t(y) y h(y) asumen valores en subconjuntos
de la recta real. El soporte de la familia exponencial (5.1)) es el conjunto
{y: f(y;0) > 0} y no puede depender de 6.

Dentro del campo de los modelos lineales es usual trabajar con una
variacion de la familia exponencial (5.1)) en su forma canénica (n(0) = 0;t(y) =
y), la cual incluye un pardmetro de dispersién ¢ > 0, asi

F536.0) = exp { 2100~ 46)] + c(0.0) | (52
La Tabla muestra como algunas de las distribuciones mas conocidas
pueden ser escritas en la forma .
5.1.1 Momentos de la familia exponencial
La funcién generadora de momentos de la familia esta dada por
M(£:0,6) = E(e) = exp {;b(gbt o) — b(@)}

La funcién generadora de cumulantes correspondiente a la familia (5.2) esta
dada por

o(t:0,9) = log M(t:0, ) = ;b<¢t +6)— b(6) (5.3)
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Distribucién ¢ 0 b(6) c(y, @) V()
1 2
Normal(u, o2) o? I % —-= {yf + log(27r02):| 1
2 | o2
Poisson(u) 1 log e? —log y! I
1
Binomial(m, ) 1 log (1 T ) mlog (1 + e?) log (m) —p(m — p)
- y m
. Iz 0 [F(k + y)] (u )
Bin. Neg.(u, k) 1 og (—2—)  —klog(1— 1 B
in. Neg.(u, k) Ogl(quk) og(l—e”) log T(h)y! plz+
Gamma(y, v) vl —— —log (—0) vlog (vy) — logy — logT'(v)  p?
o
1 1 1
Nor. Inv.(u,02) o2 -—— —(—26)~1/2 —= [10g (2ma?y3) + —] u
2u? 2 o2y

TABLA 5.1: Algunas distribuciones de la familia ([5.2))

Derivando (5.3) sucesivamente con respecto a t se tiene
#7(t:0,6) = "B (ot + 0)

en donde b indica la r-ésima derivada de b(.) con respecto a t. Para t = 0 se
obtiene el r-ésimo cumulante de la familia (5.2)).

K, = ¢(T—1)b(r)(g)
De donde se observa que

pu=EY)=r =b(0) (5.4)

o2 =Var(Y) = kg = ¢b (0) = ¢V () (5.5)

La expresiéon 0? = ¢V (u) muestra que para las distribuciones de la familia
exponencial existe una relacion entre la media y la varianza como se muestra
en la Tabla [5.1], esta relacion fue estudiada con mas detalle por Wedderburn
(1974) dando origen al método de quasiverosimilitud.

5.2 Modelos lineales generalizados

La seleccion de modelos es una parte importante de toda investigacion que con-
sidere el modelamiento estadistico como herramienta. Se requiere de un mo-
delo que sea lo mas simple posible y que describa bien los datos observados en
areas como agronomia, biologia, economia, ingenieria, medicina, zootecnia, etc.
Nelder (1972) mostraron que una serie de técnicas estadisticas comunmente
usadas por separado, pueden ser formuladas de una manera unificada como
una clase de modelos de regresién. A esta teoria unificadora de modelamiento
estadistico (una extensién de los modelos clasicos de regresién), le dieron el
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nombre de modelos lineales generalizados (MLG). Estos modelos envuelven
una variable respuesta univariada, variables explicativas y una muestra aleato-
ria de n observaciones independientes en donde

e La variable respuesta Y, componente aleatorio del modelo, tiene una
distribucién perteneciente a la familia (5.2]) con valor esperado p.

e Las variables explicativas X = (X1, X, ..., X)) entran en forma de una
estructura lineal acompanadas del vector de parametros (3, constituyendo
el componente sistemdtico del modelo denotado por n = X .

e Un enlace es hecho entre los componentes aleatorio y sistemético del
modelo, a través de una funciéon adecuada g llamada funcion de enlace,
la cual conecta el predictor lineal con una funcién de la media p mediante
la expresiéon

g(n) =n.

En modelos lineales clasicos, la media y el predictor lineal son idénticos asi
que la funcién de enlace identidad es adecuada ya que n y p pueden asumir
cualquier valor en la recta real. Por ejemplo, cuando se trabaja con datos de
conteo y la distribucion de Poisson, se debe cumplir que g > 0, asi que la
identidad como funcién de enlace es menos atractiva ya que permite a n tomar
valores negativos mientras que g no puede hacerlo. En este caso, la funcién de
enlace n = g(u) = log(p) con inversa € = u resuelve el problema en mencién.

En el caso de la distribucién binomial, se debe cumplir que 0 < p < 1 asi
que una funcion de enlace debe satisfacer la condicién de asignar a cualquier
nimero en el intervalo (0, 1), un dnico valor de la recta real. Para este caso se
consideran las tres principales funciones de enlace

1. Logit: n = log <1M>
— K

2. Probit: n = ®'(u), donde ®() es la funcién de distribucién acumulativa
normal estandar.

3. Complemento log-log: n = log{—log(1 — u)}.

Aranda (1981) propuso una familia de funciones de enlace para analizar
datos en forma de proporciones dada por

n = log [W] (5.6)

siendo A una constante desconocida, que tiene como casos particulares el mo-
delo logistico para A = 1 y el complemento log-log para A — 0.
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Otra familia importante de funciones de enlace propuesta por Box (1964) y
utilizada principalmente para datos con media positiva, es la familia potencia
que esta especificada por

Cada una de las distribuciones de la Tabla [5.1] tiene una funcién de enlace
especial para la cual existen estadisticos suficientes de la misma dimension de
B. Estos enlaces candnicos ocurren cuando # = 7, donde 6 es el pardmetro
canénico mostrado en la Tabla Los enlaces candnicos para las distribu-
ciones ya tratadas se muestran en la Tabla [5.2]

Distribucién Enlace (n)

Normal o

Poisson log it

Binomial log ( T >
1—m

Gamma uwt

Normal inversa — p~2

TABLA 5.2: Enlaces candnicos

5.2.1 Estimacion de parametros en un MLG

El método utilizado para la estimacion de parametros en un MLG es el de
méaxima verosimilitud. En el caso de la familia (5.2)) la log-verosimilitud para
una muestra de n observaciones esta dada por

-3 [ v e 57)

=1

Como es usual, el método busca maximizar la expresion anterior, al utilizar
la regla de la cadena en el proceso de derivacién se tiene

20(3 " 94(B) D6; Dyu; O

1
Ur = 8& 5; 00; Ou; On; DB,

Lo que se reduce a
n

1 (yi — auz
U -+ 5.8
cb; V() on; (5.8)
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El estimador de méaxima verosimilitud B del vector de parametros (3 se obtiene
igualando U, a cero para r = 1,2,..., k. En general las ecuaciones U, = 0 son
no lineales y tienen que ser resueltas por métodos numéricos como el de Fisher
scoring, el cual suministra una expresién para la solucion de B y utiliza dentro
de su procedimiento la matriz de informacién de Fisher K y el vector U en
una iteracion m. En términos matematicos la expresion es la siguiente

gimtl) — glm) 4 (Kfl)(m)U(m) (5.9)
Premultiplicando por K™ se tiene

K gmt1) — pe(m) gtm) 4 7(m) (5.10)

Los elementos de K se obtienen de la siguiente igualdad

o*((B) oL(p) 9L(p)
e == () =2 (G5, 3, ) = B0
L& (yi_,ui)z <a,ui>2 )
=E|=), TirTis
<¢2 ; V()2 on;
1 n
= Wi LijrLis,
o2
con w; = L <8M>2
' V(i) \omi )~
Luego, la matriz de informacion de Fisher para [ tiene la forma
K = ;XTWX, (5.11)

donde W = diag{ws,...,w,}. Nelder (1972) mostraron que la matriz de
varianza-covarianza asintética para 3 esta dada por

Var(B) = K.
Al expresar el vector U en forma matricial se tiene
1
U= 5XTWH(Y — 1) (5.12)

on;

donde H = diag { 877 }, es una matriz diagonal formada por las primeras
i

derivadas de la funcién de enlace. Reemplazando (5.11)) y (5.12)) en (5.10]) se

tiene

Ly xgomen Z L yrypon xgom L ey grom iy oy
¢ ¢ ¢

XTW(m)Xﬁ(mH) — xTywim [n(m) + H(m)(Y _ M(m))]
XTywm x gm+l) — xTyym) z(m)
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donde se define una variable dependiente ajustada z = n+ H(y — p), con lo
cual la solucién para Sm*D es

6(m+1) _ (XTW(m)X)_lXTW(m)Z(m) (5.13)

La ecuacion (5.13)) es valida para cualquier MLG y muestra que la solucién
de las ecuaciones de MV equivale a calcular repetidamente una regresion lineal
ponderada de una variable dependiente ajustada z sobre una matriz X con una
matriz de peso W que se modifica en el proceso iterativo. Es importante enfa-
tizar que la ecuacién iterativa no depende del parametro de dispersion

o.

5.3 Quasiverosimilitud

El método de quasioverosimiltud (QV) fue presentado por Wedderburn (1974)
y busca obtener conclusiones inferenciales, en experimentos donde no se es-
pecifica una distribucién para la variable respuesta, se basa en el supuesto de
que la varianza de Y se puede escribir como una funcién de su media p. Tal
supuesto permite la creacién de una funcion de QV que permite la estimacién
de los pardametros presentes en el modelo, junto con sus errores estandar.

Para la explicacién del método se considera la situacién en la cual se tiene
un conjunto de observaciones independientes y;, ¢ = 1,...,n, provenientes de
alguna distribucion desconocida para la cual se presume que exista una relacién
entre la media y la varianza, es decir E(Y;) = u; y Var(Y;) = 0V (y;). En
este caso la funcion

o= Yi T M

o2V ()

cumple las propiedades caracteristicas de una funcion score

EU;) =0
oU; 1
Var(U;) = —F =
ar(V3) <@Mi> o?V ()
por lo que la integral
mioyp =t
i Yi) = oAt
Qui, yi) /y 2V ()

si existe, debe comportarse como una funcién de log-verosimilitud para u bajo
los supuestos establecidos en la varianza de las observaciones. Algunos ejem-
plos de funciones de QV son mostrados en la Tabla [5.3] varias de ellas corres-
ponden a verdaderas funciones de log-verosimilitud para distribuciones cono-
cidas, de hecho Wedderburn (1974) demostré que la funcién de QV coincide
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con la funcién de log-verosimilitud cuando se especifica una distribucién de la
familia (5.2)) para Y.

referenci i Ui r

Se hace referencia a , como la QV para p basada en los datos
y;- Dado que las observaciones y; se asumen independientes, la QV para una
muestra de n observaciones es la suma de las contribuciones individuales

Q. Y) =3 Qs o).

De manera analoga a los MLG se construye la funciéon de desvios en el caso
de QV, para una sola observacion esta funcién se define como

viy, —t
i V(i)

y es utilizada como una medida de discrepancia entre el valor ajustado pu; y el
valor observado ;.

dt

di = d(ys; ) = =20°Q(pi, 9:) = 2

Funcién de Quasiverosimilitud Distribucion Restricciones

varianza V (u)

1 —(y — w)2/2 Normal -
o ylogu —p Poisson uw>0,y>0
w2 —y/u—log Gamma nw>0,y>0
w3 —y/(2u2) +1/u Normal Inversa >0,y >0
2
e pr | =R - H>0,0#0,1,2
1—¢ 2—1

w(l—p) ylog (%) + log(1 — p) Binomial/m 0<pu<l,0<y<1

-

1—
p2 (1 — p)? (2y71)log(L)fE77y - O<pu<l,0<y<1
1—p wool—p

I . .

w4 p?/k ylog (7) + klog (7) Bin.Negativa nw>0,y>0
wi ptk ptk

TABLA 5.3: Algunas funciones de quasiverosimilitud.

5.3.1 Estimacion de parametros via quasiverosimilitud

Las ecuaciones de estimacion para los parametros S derivadas por el método
de QV, son obtenidas diferenciando la funcién Q(u, y) y pueden ser escritas en

~

la forma U(f) = 0 donde
UB) =DV Y —p)/o*

es llamada la funcion quasi-score. En esta expresion los elementos de D,, ;. son

0 .
D, = dais y corresponden a la derivada de p con respecto a los parametros

9Ps
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y V es la matriz de varianza-covarianza de Y construida como

V = diag{V (p1), ..., V(pn)}.

La matriz de varianza-covarianza de U(/3) la cual corresponde al valor esperado
negativo de oU(5)/0p5 es

ig=D'V'D/o?
esta matriz, juega el rol de la matriz de informacién de Fisher en la teorfa de
QV, por esta razon la matriz de varianza-covarianza asintética de 3 es

Var(f3) ~ izt =0’(D'VID)!

Asi, al aplicar el método de Fisher scoring con la matriz ig y el vector score se
tiene la ecuacién para la estimacion de [ en la iteracién m + 1.

BOmH = oM 4 (5™) MU (B) (5.14)
La funcion de QV se construye buscando que se comporte como una funcién
de log-verosimilitud para j, sin embargo cuando se trata de o2 esto no ocurre,

razén por la cual, el estimador para o2 se basa en el método de momentos y
es

1 Eyi—u  X°
6’2: Z y Aﬂ —
n—pi= V() n-—p

donde X? es el estadistico de Pearson generalizado, para solucionar este in-
conveniente Nelder & Pregibon (1987) construyen la funcién de QV extendida
(QVE), la cual permite comparar el ajuste de varias funciones de varianza a
un mismo conjunto de datos; ademds de proporcionar estimaciones directas
para o2. La funcién de desvios generada por esta extensién es

Dt = i di/o® + Ej: log{27a*V (y;)} (5.15)

Otra extension al concepto de QV, se conoce con el nombre de pseudovero-
similitud (SV) (Davidian & Carrol 1987, Breslow 1990) en la cual se utiliza
como medida de discrepancia el estadistico de Pearson generalizado en lugar
del estadistico de desvios que utiliza la QVE. La funciéon de desvios generada
por esta extensién es

D, =3 X}/o? 4+ log{2rc*V (1)} (5.16)
i=1 i=1
Si se especifica la distribucién normal, los tres métodos (QV,QVE y SV) tienen
resultados equivalentes a los generados por el método de maxima verosimilitud,
sin embargo cuando se especifica una distribucién diferente los métodos propor-
cionan resultados diferentes, Davidian & Carrol (1988) encontraron resultados
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asintdticos favorables a SV mientras que Nelder & Lee (1992) encontraron
resultados favorables a QVE para muestras pequenas via simulacién.

Algunos trabajos han aportado grandes adelantos al tema de QV, entre
ellos de destaca la QV con restricciones de Heyde & Morton (1993) y la QV
con enfoque no paramétrico de Chiou & Miiller (1998, 1999), en los cuales no
se especifica la forma de la funcion de enlace, ni de la funcién de varianza para
luego ser estimadas por métodos de suavizamiento no paramétrico.

Es posible extender el problema presentado en esta secciéon, cuando se
dispone de un conjunto de datos longitudinales con distribucién no normal.
La extension del método de QV para este caso, se conoce con el nombre de
ecuaciones de estimacion generalizada y se presenta en la siguiente seccion.

5.4 Ecuaciones de estimacién generalizada
(EEG)

El analisis de datos longitudinales surge cuando una variable respuesta y un
conjunto de covariables son medidas en varias ocasiones del tiempo sobre un
conjunto de individuos.

Cuando la variable respuesta es de caracter continuo, muchas técnicas
basadas principalmente en el uso de la distribucion normal multivariante en el
vector de respuestas, han sido desarrolladas para el analisis de los datos. Ware
(1985) presenta una completa revision de modelos lineales cuando se anali-
za datos longitudinales normales, sin embargo, cuando la variable respuesta
es de caracter discreto, la falta de una distribucién como la normal multiva-
riante para el caso discreto dificulta el andlisis de la informacién via maxima
verosimilitud.

Es por esta razén que Liang & Zeger (1986b) proponen una metodologia
derivada de la quasiverosimilitud, que permite obtener conclusiones inferen-
ciales en andlisis de datos longitudinales, sin necesidad de especificar la dis-
tribucion conjunta del vector de respuestas, dicha metodologia recibié el nom-
bre de ecuaciones de estimacién generalizada (EEG) y la aceptacién que tuvo
dentro de la comunidad académica, la llevo a tener un desarrollo bastante ace-
lerado dentro de los 20 afos siguientes a su creacién. Zorn (2001) y Sutradhar
(2003) publicaron dos trabajos bastante completos sobre el desarrollo de la
metodologia en el modelamiento de datos longitudinales discretos y continuos.

En lugar de especificar la distribucion conjunta del vector de respuestas,
se especifica la distribuciéon marginal de Y en el tiempo t (t = 1,2,...,m)
como un miembro de la familia exponencial (5.2)) y se modela la media de esta
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distribucién marginal bajo la expresién

9(pit) = Xu3 (5.17)

La varianza de Y; (i = 1,2,...,n) se especifica como una funcién de la media,
siguiendo el razonamiento descrito por la quasiverosimilitud y utilizando una
matriz de correlacién aproximada R(«), la cual es seleccionada por el inves-
tigador y esta completamente determinada por el vector «, que contiene los
parametros de correlacion del modelo.

Ai = APR(@)AY? )¢ (5.18)

donde A; es una matriz diagonal de tamaiio mxm con V (y;;) como el j—ésimo
elemento de la diagonal.

La expresién es exactamente igual a Var(Y;) para distribuciones
de la familia exponencial solo en el caso que R(«a) es igual a la matriz de
correlacion de Y;. Sin embargo, los estimadores de los parametros del modelo
son consistentes aun cuando esta igualdad no se tenga, pero la funcién de
enlace ¢(.) este especificada correctamente. Diferentes tipos de estructuras
para la matriz R(a) se presentan en la Subseccién [5.4.1] Las ecuaciones de
estimacion generalizada tienen la forma

n

U(B) =3 DA (Y — ) =0 (5.19)
i=1
_ Optit
By’
El término U; = D!A;(Y; — ;) es similar a la funcién de quasiverosimi-
litud presentada por Wedderburn (1974) excepto porque la matriz A; no solo
depende de  sino también de a y de ¢.

donde (D;)yy t=1,....myp =1,... k.

Liang & Zeger (1986b) combinaron el método iterativo de Fisher scoring
para la estimacion de S y el método de momentos para las estimaciones de 'y
¢, dando como resultado el estimador BEEGI solucién del sistema de ecuaciones
. Ademas, encontraron que cuando el tamano de la muestra aumenta, el
estimador BEEGl hallado como solucién de la ecuacion tiene distribucién
normal multivariante de media 8. Un estimador consistente para Var(BEEGl),
vélido aun cuando la matriz R(a) no se selecciona de forma correcta esta dado
por

Var(Beee) = 0 [H(Bese)] Ha(Boeen) [Hi(Bes)]  (5.20)

con
Hy (o) = (z Dm;lzi)
=1
H2(BEEG1) = <Z DEAZI(YE — 1) (Yi Mz)tAflbz>
=1
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El estimador esta construido bajo el mismo razonamiento utilizado
por Crowder (2001), para modelos longitudinales con distribucién normal mul-
tivariante y solo requiere que la funcién de enlace en este bien especi-
ficada. Para el correcto uso de las ecuaciones de estimacion generalizada, los
datos faltantes existentes deben tener una estructura completamente aleato-
ria tal como lo define Rubin (1976), para determinar si este requerimiento se
satisface se pueden utilizar las pruebas desarrolladas por Park & Lee (1997) y
Little & Chen (1999) o utilizar la extension para EEG cuando este supuesto
no se cumple (Cho 1997).

5.4.1 Seleccion de la matriz de correlacion

Una de las principales ventajas de utilizar EEG es la gran cantidad de opciones
disponibles para especificar la estructura de correlacion R(«). Fitzmarice et al.
(1993) consideran cuatro estructuras basicas para la matriz R(«).

1. R(a) = I,,. No se obtiene estimaciones para a ya que se asume que no
hay correlacion entre las observaciones para cada individuo.

2. (R())y = p, (t,t' =1,...,m). Se asume que la correlacién entre dos
observaciones de un mismo individuo es igual sin importar los tiempos
en que son tomadas. Bajo distribucién normal, esta estructura es similar
a la de un modelo de efectos aleatorios.

3. (R(a)),, = p 1 (t,# = 1,...,m). Se asume que la correlacién entre
las observaciones de un mismo individuo es una funcién exponencial del
rezago |t —t'| tal como ocurre en los modelos autorregresivos de series de
tiempo.

4. (R())y = ouw,(t, t' =1,...,m). Esta matriz de correlacién no estructu-
rada no asume ningun tipo de restriccion entre sus elementos, razén por
la cual se debe estimar w parametros.

Esta matriz de correlacién juega un papel importante dentro de la
metodologia de EEG. Sutradhar & Das(1999, 2000) analizaron el problema
de pérdida de eficiencia de los estimadores cuando se selecciona una matriz
equivocada.

Varios trabajos han sido dedicados a proponer estructuras para la matriz
R(«) en situaciones especificas dependiendo de la variable respuesta. Lumley
(1996) propone varias estructuras posibles para el modelamiento de datos or-
dinales longitudinales, mientras que Wang (1996) trata el problema de datos
ordinales con sobredispersion en un contexto transversal. Para el manejo de
datos longitudinales con sobredispersién, Thall & Vail (1990) proponen una
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familia de estructuras para R(«) cuando se dispone de variables de tipo conteo
medidas en forma longitudinal; esta idea es extendida por Sutradhar & Jowa-
heer (2002) quienes proponen el modelamiento conjunto de los parametros de
regresion del modelo y el parametro de sobredispersion.

5.4.2 Modelamiento conjunto de media y varianza en
EEG

Cuando se selecciona una estructura para la matriz de correlacién R(«), se debe
estimar una cantidad determinada de parametros de correlacién del modelo,
por ejemplo, cuando no se asume alguna estructura sobre la matriz R(«), se
debe estimar W parametros asociados a la correlacién del modelo y los
contemplados en el vector a. Liang & Zeger (1986b) proponen estimar estos
parametros por el método de momentos utilizando los residuales de Pearson
del modelo ajustado r;; = (yir — i)/ PV (pit), sin embargo, éste ha sido un
tema de gran estudio por parte de muchos otros autores. Prentice (1988),
Liang et al. (1992) y Prentice & Zhao (1991), han propuesto estimar estos
parametros bajo un segundo sistema de ecuaciones de estimacion generalizada
como el siguiente

Ule) => EQ N (Z;—0:) =0
i=1

donde ZZ = (Z“Q, Zi137 c. 7Zi1m> ey sz(mfl)) son las m(WQLil) correlaciones
pareadas observadas en el ¢ — ésimo individuo y o; es un vector columna
que contiene los valores esperados de estas correlaciones. Donde (Ei)oq =
aaio

Oay
aplicado en (5.18).

Las ecuaciones (5.19) y (5.21)) pueden ser parte de un sistema de ecua-

ciones mas amplio en el cual se asume que las estimaciones de a y [ no estan
correlacionadas, esto conduce al sistema

(0, g=1,..., W) y Q; = Var(Z;) siguiendo el mismo razonamiento

n[DZt 0]{Ai 0]71 Yi — i
U(a,ﬁ):Z{ o B0 o zi

=1

La anterior expresién, asi como la ecuacién descrita por Liang &
Zeger (1986b) son conocidas en la literatura como el método EEG1 y se ca-
racteriza por el supuesto de no correlacién entre Y; y Z;. En cambio Prentice
& Zhao (1991) amplian este modelo para permitir la correlacién entre Y; y Z;
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lo cual lleva al sistema de ecuaciones

-1
oo ][ & cwmizy| [ vi-w
Ul ) =3 (5.21)
=1 Fit Ezt COU(YVZ',Zi) Qi Zi—UZ'
_ Oaie mm=1) _ _
donde (F}),, = 25, o=1,...,/ 45—, ¢=1,...,m (F), se conoce
q

como el método EEG2. Sutradhar (2003) presenta un andlisis comparativo
de los diferentes estimadores propuestos, analiza la existencia y la eficiencia
de los estimadores generados por los métodos EGG1, EEG2 y algunas otras
propuestas existentes en la literatura. Las conclusiones de este capitulo son
las siguientes

e La formulacién presentada por Liang & Zeger (1986b) (EEG1) presenta
algunas falencias ocasionadas por la posible inexistencia de los esti-
madores de momentos para los parametros de correlaciéon del modelo.
Ademas, que el estimador BEEGI puede resultar menos eficiente que el
estimador construido bajo el supuesto de independencia entre las obser-
vaciones de un mismo individuo R(«) = I.

e La formulacién del sistema requiere el conocimiento de los momen-
tos de orden superior (3, 4 y més) de la variable Y para la especificacién
del término Cou(Y;, Z;). Algunos autores han encarado este problema
imponiendo el supuesto de normalidad para la variable respuesta, lo que
origina estimadores ineficientes.

Luego de esta comparacién entre los métodos, Sutradhar (2003) propone
utilizar el sistema ((5.19)) para estimar los parametros de localizacién del modelo
bajo la seleccion de una matriz de correlaciéon por bandas como la siguiente

1 p1 e pm_l
1 e D
R(a) _ P1 Pm—2
| Pmt P e 1

en la cual se tiene m — 1 parametros de correlacion que se estiman por el
método de momentos utilizando los residuales estandarizados del modelo.

Tit = Yit — it
TV () }2

donde, V(1) es la funcién de varianza vista en ([5.5))
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5.4.3 Seleccion de modelos y bondad de ajuste en EEG

Cuando se utiliza el método de EEG, debe tenerse en cuenta que por cons-
truccion se trata de un método que no esta basado en el uso de la funcién de
verosimilitud, esto genera que muchas herramientas disenadas para la constru-
ccién de modelos dentro del campo de la verosimilitud, no puedan ser utilizadas
en el contexto de EEG.

Uno de los criterios mas utilizados e implementado en diferentes paquetes
de andlisis de datos es el estadistico de Wald, con este criterio se puede hacer
seleccién de variables dentro del predictor lineal. Pan (2001) presento un
criterio que consiste en una modificacién del conocido criterio de Akaike que
lo hace aplicable a EEG. Este criterio puede ser utilizado para seleccionar la
mejor estructura de la matriz R(«) de acuerdo a los datos obtenidos, o para
seleccionar variables a tener en cuenta dentro del predictor lineal del modelo.
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Capitulo 6

Analisis de datos longitudinales
mediante distancias en modelos
lineales generalizados

En este capitulo se presenta la metodologia propuesta para el analisis de datos
longitudinales con variables respuesta de distribucién no normal utilizando
distancias. Se inicia con la Seccién [6.1} en donde se presenta el modelo pro-
puesto basado en distancias, junto con las ideas principales que dan su origen.
La Seccion esta dedicada a la estimacién de parametros y el contraste de
hipotesis. Ademas, cuando se tiene una variable respuesta de tipo Poisson, se
tiene relacién entre la media y la varianza, por lo cual se presenta el problema
de sobredispersion, el cual es estudiado en la Seccién y en la aplicacion
presentada en este capitulo. En la Seccién se presenta la metodologia
aplicada para la estimacion de los parametros involucrados en el modelo lineal
generalizado basado en distancias, la cual se realiza aplicando la metodologia
de EEG; ademds, para juzgar las hipotesis se utiliza el estadistico de Wald.
En la dltima Secciéon se presenta una aplicacién real con sobredispersién
donde se pueden visualizar los resultados para la metodologia propuesta.

6.1 Modelo propuesto

El modelo que se propone en este trabajo esta construido utilizando las ideas
propuestas en la metodologia de curvas de crecimiento y EEG. De esta forma
se define el modelo bajo las siguientes caracteristicas

1. Se considera una variable respuesta Y seguida a través del tiempo, cuya
distribucién marginal pertenezca a la familia (5.2).

117



118 Capitulo 6. Andlisis de datos longitudinales mediante distancias en modelos lineales generalizados

2. Un predictor lineal que permita un modelamiento adecuado de los datos.

3. Una funcién de enlace que relacione la media de la distribucion marginal
de Y en el tiempo ¢ con el predictor lineal anterior.

Estas tres caracteristicas se unen en el siguiente modelo
g(uy) = X:6Gy i=1,....n t=1,....m (6.1)

donde cada elemento de la matriz £ corresponde a los parametros asociados
a las p’ componentes de la matriz de coordenadas y a los ¢ coeficientes de la
curva de crecimiento en los tiempos. Este modelo utiliza un predictor lineal
como el propuesto por Potthoff & Roy (1964) con el objetivo de incorporar
polinomios en el tiempo dentro del modelamiento. Las matrices X y G estan
dadas en la ecuacién , utilizadas dentro de la metodologia de curvas de
crecimiento del capitulo 4. Siendo Xj; las coordenadas para el ¢ ésimo individuo
de la matriz de coordenadas X y G las coordenadas para el ¢ ésimo tiempo
en la matriz de coordenadas G asociadas a los tiempos.

Al agrupar la informacién para todos los individuos, el predictor lineal del
modelo (6.1) puede ser escrito en forma matricial asi

n=XG (6.2)

donde X es la matriz de coordenadas principales con p’ componentes y G
toma la forma descrita en (4.6) con ¢’ componentes. El modelo (6.2)) también
puede ser expresado en la siguiente forma

9(1) =n = XEG = (X © G')Vee(d) (6.3)

Ademés, el modelo (6.1]) también puede ser escrito para el i ésimo individuo
como se presenta a continuacién

9(pit) = Xi£Gy = (X, ® G)Vec(€) (6.4)

esta expresion, facilita la estimacion de los pardmetros del modelo mediante la
metodologia de EEG y serd discutida en la Seccién [6.2]

6.2 Inferencia sobre el modelo propuesto

Las herramientas inferenciales utilizadas en este capitulo se enmarcan dentro
del analisis de datos longitudinales.

Sea Y una variable cuya distribucién puede ser escrita en la forma ([5.2)),
con valor esperado p ligado al predictor lineal n = X 3 mediante la expresién
g(p) = n. La funcién de log-verosimilitud puede ser escrita como
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=y B

luego, la funcion score utilizada para el proceso de estimacion de parametros
tiene la forma

+c(y, ¢) (6.5)

UT — - 66
% =2 2 e B e T (6:6)
lo que se reduce a
1 & (yz Nz) O
U, =~ 6.7
6% Vin) 05 oD
esta funcion puede ser escrita en forma matricial asi
1
UB)=-DVHY —p) (6.8)

¢

Optr
0By’
elemento de la diagonal y V'(.) es la funcién de varianza que se determina una
vez se asume una distribucién para Y segun la Tabla [5.1]

donde D, = V es una matriz diagonal con V' (u;) como el i — ésimo

Para encontrar el vector solucién 3, basta con igualar U (B) a cero y utilizar
el método de Fisher-scoring tal como se describié en la Subseccién [5.2.1}

Cuando la variable Y esta medida en los tiempos t1, to, . . ., t,,, ¥ se especifica
un modelo de la forma

g(pit) = mie = (X ® G;)VGC(SI) (6.9)

las ecuaciones de estimacion fueron extendidas por Liang & Zeger (1986b)
con el fin de contemplar la correlacién existente entre observaciones para un
mismo individuo, esta estructura de correlacién se incorpora al seleccionar una
matriz de correlacién R(«) en la expresién

A= A R(0) A 6 (6.10)
donde A; tiene la siguiente forma
V(i) 0 . 0

am| O Yl 61
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Sutradhar (2003) recomienda seleccionar la matriz R bajo la siguiente estruc-
tura

1 pr o Pmet
ol pas

R(o)=| o (6.12)
Pt Pz 1

con estas consideraciones, las ecuaciones de estimacion generalizada para los
pardmetros del vector Vec(¢') toman la forma

1 B
U = 3 > DAY= 1) =0 (6.13)
i=1
donde
(Di)tr:aa'?t;izl,...,n, t=1,....my 7”:17---,19/61 (6.14)

Liang & Zeger (1986b) demostraron que el vector Vee(€), solucién de las
ecuaciones (6.13)) sigue una distribucién normal multivariante de media Vec(£')
y matriz de varianza-covarianza dada por

n —1
H (&) =¢ <Z fo\ilf?@) (6.15)

La consistencia de los estimadores dados en la expresion anterior depende
de la correcta especificacién de la funcién de enlace utilizada en , para
remediar este problema, se suele utilizar como matriz de varianza-covarianza
de Vec(é’ ) la siguiente expresion

1

Var(Vee(é) = n [H(€)] " Ha&) [Hi(€)] (6.16)

()= (Z DALY — o) (Vi — M&-lm) (6.17)
=1

Para la solucién del sistema de ecuaciones (6.13) se utiliza el método de
Fisher-scoring con la matriz H; '(¢') v el vector U(¢). En la m — ésima
iteracion del proceso la expresion es la siguiente

Veel€)" ) = Veel@)™ + [H{™(@)]  UE)  (6.18)
premultiplicando por la matriz [H {m) (& )] se tiene

[H{™ ()] Vee(€)m+) = [H{™(£)] Vec(€)™ + U™(€) (6.19)
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Al definir las matrices

D, Yi—m
D=|"2| A= diagirn,... A} g S=| 2" (6.20)
D, Yo — pin
se puede reescribir la matriz Hy(€') y el vector U(¢') asi
Hy (&) = ;D’/N\‘lD (6.21)
y
U = ;D’Jx—ls (6.22)

con lo cual, la expresion (6.19)) toma la forma

D AT DMy ey mHD) =
D AT DM ee(é)m) 4 pim AT gm) (6 93)

y la solucién queda expresada como

Vec(é’)(mH) =
[ D) {m)! D(mq*l Dy R [ DIV ee(é)m s<m>] (6.24)
Vec(é/)(m-i—l) _ I:D(m)/A(m)ilD(m)} -1 D(m)/]\(m)ilz*(m> (625)

es decir, el vector soluciéon puede ser calculado mediante una regresién iterativa
entre Z* = [DVec(¢') + S] y D con matriz de peso A~

Otro punto de vital importancia dentro del proceso inferencial llevado a
cabo sobre el modelo propuesto es el contraste de hipotesis, estas pueden ser
planteadas en la forma de la hipotesis lineal general asi

CU =0 (6.26)

donde C.xp y Ugx, son matrices conocidas de rangos ¢ (< p') y u (< q)
respectivamente. Las matrices que definen las hipétesis principales, junto con
su correspondiente interpretacion, se muestran en la Tabla [6.1]
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Para probar si las curvas de crecimiento generadas para dos tratamientos
diferentes (A y B) difieren a lo largo del tiempo, las matrices C y U toman la
siguiente forma

C=X,-Xp U-=1, (6.27)

donde X Ay X p corresponden a dos filas de la matriz de coordenadas X
cuya combinacion de niveles de los K factores generan los tratamientos A y B
respectivamente.

Todas estas hipdtesis pueden ser contrastadas utilizando el estadistico de
Wald. Para probar la hip6tesis LVec(£') = 0 con L = U’ ® C, este estadistico
tiene la forma

W = (LVec(&)) (LVar(Vec(€)) L) YLV ec(£)) (6.28)

donde Var(Vec(€')) se estima segin la ecuacién (6.16). Este estadistico sigue
una distribucién asintética x? con [ = uc = rang(L).

Hy Interpretacién C U

El modelo no es

£=0 significativo (ajus- 0 O1xpr—1 0 O1xg-1
tando por los inter- Op—1x1 Lp1 Og-1x1 Iyt

ceptos)

La m — ésima
columna de & es
cero, indicando
que el coeficiente
de grado m no
es importante
en la curva de
crecimiento.

g(m) =0

La l—ésima fila de
¢ es cero, indicando
que el parametro
(asociado a esta B
fila) no es significa-

& =0

tivo.

El | — ésima fila
no ejerce influen-
l(m):() cia dentrodel m — | (0,..., 1 ,...,0)px1 | (0,..., 1 v"'vo);xl
éSimO grado de la l—ésima m—ésima

curva.

TABLA 6.1: Resumen pruebas de hipdtesis
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6.3 Sobredispersion

Tradicionalmente, la distribucién de Poisson ha sido usada para modelar datos
relacionados con conteos y tiene la caracteristica de suponer igualdad entre la
media y la varianza; es decir, E(Y) = Var(Y) = u > 0, pero desafortu-
nadamente este supuesto resulta ser muchas veces inconsistente en la practica.
Cuando ocurre esta situaciéon se dice que existe sobredispersion.

Algunas de las causas de la sobredispersién son

1. Variabilidad del material experimental: Puede haber un componente de
variabilidad de las unidades experimentales, que no haya sido considerado
en el modelo.

2. Correlacién entre respuestas individuales. Por ejemplo: En estudios del
cancer, con camadas de ratones se puede esperar que ratones de la misma
camada tengan alguna correlacién.

3. Muestreo de conglomerados.

4. Datos de nivel agregado: El proceso de agregacién puede conducir a
distribuciones compuestas.

5. Las condiciones experimentales pueden no estar perfectamente bajo con-
trol y por lo tanto, los parametros desconocidos u; varian no solo con las
covariables medidas sino también con factores “latentes” y no controla-

dos.

En algunas circunstancias, las causas de la sobredispersién pueden surgir
de la naturaleza del proceso de recoleccién de datos y tener como consecuencia,
que los errores estandar obtenidos del modelo sean incorrectos o seriamente
subestimados, conduciendo a una incorrecta evaluacion de la significancia de
los parametros de regresion individual.

Una vez determinada la presencia de sobredispersién en un conjunto de
datos, es necesario extender el modelo planteado, para tenerla en cuenta. Exis-
ten diferentes modelos especificos para la sobredispersion, los cuales se pueden
categorizar en dos grandes grupos. Primero asumir alguna forma maés general
para la funciéon de varianza, posiblemente incluyendo pardmetros adicionales.
Este tipo de modelos pueden no corresponder a una distribucién especifica
de probabilidad para la respuesta, pero pueden ser vistos como extensiones
utiles del modelo basico. Los parametros de regresion pueden ser estimados
usando métodos quasi-verosimilitud con algin procedimiento ad hoc para es-
timar cualquier parametro adicional en la funciéon de varianza. Un ejemplo
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de esto es el uso de un factor de heterogeneidad en datos binomiales sobredis-
persos. También se puede asumir un modelo de dos etapas para la respuesta.
Este tipo de modelos conducen a un modelo de probabilidad compuesta para
la respuesta y, en principio, todos los pardmetros pueden ser estimados u-
sando maxima verosimilitud completa. Un ejemplo estandar es el uso de la
distribucién Binomial Negativa para datos “contables” sobredispersos.

Dentro de la segunda alternativa, la sobredispersion puede también ser ex-
plicada utilizando modelos de efectos aleatorios para cantidades, asumiendo
una heterogeneidad natural entre las respuestas esperadas a través de las ob-
servaciones. Especificamente, en Diggle et al. (2002) se supone que

1. Condicional a p;, cada variable respuesta, Y;; tiene distribucién Poisson
con media ;.

2. Las p; son variables aleatorias gamma independientes, con media p y
varianza ¢u?.

Entonces, la distribucién marginal de Y;; es binomial negativa con

E(Yy=p) y Var(Yy=p+¢p’)

6.4 Metodologia aplicada

En muchos estudios biomédicos, los datos contables longitudinales comprenden
respuestas repetidas y un conjunto de covariables multidimensionales, para un
gran numero de individuos; pero cuando la variable respuesta en estos modelos
estd sujeta a sobredispersion, el parametro de sobredispersion influye en las
varianzas marginales y por lo tanto en la estimacion eficiente de los pardmetros
de regresién. Es por esta razén que Jowaheer & Sutradhar (2002) desarrollaron
una aproximacion GEE, basados en una estructura de autocorrelacién general
para las observaciones repetidas, sobredispersas, discutiendo las propiedades
asintéticas de los estimadores de los parametros principales. Los desarrollos
del articulo mencionado se presentan a continuacién.

6.4.1 El modelo para los datos contables repetidos so-
bredispersos

Se supone que una respuesta escalar y; y un vector p-dimensional de co-
variables x; son observados para el conglomerado o unidad observacional
(t=1,...,n), en el tiempo t con (t = 1,...,m). También se supone que [ es
un vector (p x 1) de pardmetros de regresion. Sea y; = (Yiry -« Yits - - - » Yim)'
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el vector de respuestas (m x 1), para el i-ésimo individuo o conglomerado y
sea X; = (T41,. .- Tig, - . -, Tipy)' la matriz (m X p) de covariables. En el andlisis
longitudinal, los componentes del vector y; son respuestas repetidas, las cuales,
probablemente estan correlacionadas. En la practica, esta estructura de co-
rrelacién longitudinal es desconocida, lo que hace dificil la estimacién de .
Bajo una distribucién de familia exponencial para y;;, Liang & Zeger (1986b)
usan una correlacion de “trabajo” basados en la aproximacién de ecuaciones de
estimacion generalizadas para estimar . Para el caso de datos contables lon-
gitudinales con sobredispersion, en el articulo de Jowaheer & Sutradhar (2002)
se supone que, condicional a un factor v, = 7,94, los y;; tienen distribucion
Poisson dada por

]' * *
exp (Yiuny; — exp(n;;)) (6.29)

zt!

fyaelviy) =

donde, v; son los efectos aleatorios propios del individuo o conglomerado y
1y son los efectos aleatorios propios del tiempo. Esta funcién tiene esperanza
condicional, dada por E(yi|v}) = Var(yu|v;) = exp(n},), donde n}, = 2,5 +
log(7;7)-

Ahora, se supone que v}, tiene distribuciéon gamma con media 1 y varianza
¢, con densidad
Cl/c

0—17
ﬁ exp (—c_lﬁt) Are Tt (6.30)

g(fylt) - F c

Esto lleva a que, marginalmente, y;; tiene distribucién binomial negativa dada
por

f (i) T(c)ys! <1 + cei,) (1 + c@it> inNeg((1/c), cbir),
(6.31)

la cual acomoda la sobredispersion, indexada por c. Mas especificamente, bajo

(6.31]) se tiene

E(yy) = 0y = exp (2,8) vy Var(yy) = 0y + 0 (6.32)

Como los yi,s son cantidades repetidas registradas sobre el tiempo ¢ =

1,...,m, es probable que, como en el caso de datos longitudinales con
distribucién Poisson, las m observaciones binomiales negativas repetidas,
Yils - - - Yim, bajo el i-ésimo (i = 1,...,n) conglomerado estan correlacionadas

es por eso que el autor asume que las m respuestas binomiales negativas repeti-
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das tienen estructura de correlacion

1 P1 P2 Pm—1
P1 1 pr  Pm—2

O(pl, . 7pm—1) = . ) ) ] ) (633)
Pm—1 Pm—2 Pm-3 - 1 |

obteniendo la estructura de autocovarianza
%i(0) = Silpr, -, 1) = APC(pr, - 1) AL (6.34)

con A; = diag{Var(yi)} y Var(yi) = 0i + 6%, como en (6.32)).

6.4.2 Ecuaciones de estimacién para los parametros de
regresion y sobredispersion

Sea E(Y;) = 0;, el vector de medias del vector de respuestas m-dimensional y;.
Se sabe de (6.34) que Var(Y;) = X;(p), es la matriz de covarianzas (m x m)
dada por

Si(p) = APC(p) A}

(2

donde A; = diag{Var(Yy)} y Var(Yi) = 0 + ch%. Obsérvese que la media 0
es una funcién de 5, donde Var(Y;:) es una funciéon de ambos 5y c.

Por consiguiente, las estimaciones de 8 y ¢ se obtienen resolviendo las GEE
conjuntas dadas por

n2N DI fi - ) =0, (6.35)
i=1
donde f; = (fhh, s flosoo s L)y pi = (Whyy ooy iy, - oy ptl,,) sSON Vectores

(2m x 1) con fi = (Yir, wir)', wir = zjt, it = (Oie, mir)'s i = Eyi) y miy =
E(Uy) = 0y + (c+1)62. En (6.35), 2; es la matriz de covarianzas (2m x 2m)
de fi y D; es la matriz (2m x (p+ 1)) de derivadas de p; con respecto a fy ¢
asl

D; = [0ps/0B', 0 /Oc) = D)y, ..., D}y, ..., D, 1, (6.36)
con
obusor 0]
 |omu /08 Oma/oc

it
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donde 90;; /08" = 04X}, Omy /0B = 04 X], +2(c+1)02X], y Omy; /Oc = 02
Ademas la matriz de covarianzas de f; se puede expresar como

Ez‘l Qi Qs - Qi

Yo Qs o Qiom
%= Sz Qigm (6.37)

donde
S Var(Yi) Cov(Yit, Uir)
it =
VCLT(U“)

es la matriz de covarianzas estructural (2 x 2) de f; en un tiempo ¢ dado,
y para t # w, t,w = a,...,m, iy, es la matriz de covarianzas longitudinal
(2 x2)de fi v fiw, donde f (t = 1,...,m) es el vector relacionado con la

respuesta, definido como en (6.35)).

Puesto que, para cada ¢, la respuesta y;; sigue una dlstrlbumon Binomial
Negativa, las matrices de la diagonal de la matriz Y, de , Y se pueden
obtener calculando los momentos de mayor orden necesarios de la ecuacién
(6.31). El calculo exacto de las matrices fuera de la diagonal, sin embargo,
no es posible como se requiere calcular los momentos de alto orden conjunto
para las respuestas longitudinales cuya funcién de densidad de probabilidad
conjunta es desconocida. Los tres elementos de la matriz ¥;;, se pueden calcular
directamente de la funcién generadora de momentos de y;;, dada por

M, (s) = {1+ i — cli exp(s)}_l/c,

donde s es un parametro real. De aqui se obtiene que

Var(Yy) =0i + b,
Cov(Yig, Uyp) =0 {14 (24 3¢)0; + 2c(1 + )05},
Var(Uy) =0i + (6 + 7c)07 + (4 + 16¢ + 12¢°)63, + (dc + 10¢* + 6¢°)05,.

Ahora, el cédlculo de los elementos fuera de la diagonal de ¥, no puede
obtenerse directamente de la funcion generadora de momentos, como en el
caso anterior, dado que la funciéon de densidad de probabilidad es descono-
cida. Sin embargo, como la eleccién de la matriz ponderada (o peso), en
general, no afecta la consistencia de los estimadores de 3 y ¢, estas matrices
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ponderadas, ﬁitw, denominadas matrices de covarianza longitudinales de tra-
bajo o empiricas, serdn calculadas pretendiendo que Var(Y;) = %; en ([6.34))
es la matriz de covarianzas de un vector normal m-dimensional Y; (Prentice
& Zhao 1991). Por lo tanto, las férmulas para las matrices de correlacion
longitudinal de trabajo, para t # w, son

~ Qitw11 Qw12

Qite = (6.38)

Qitw,22
asumiendo covariables independientes del tiempo se obtiene

ﬁitw,n =Cov(Yit, Yiw) = ple—w| (01 + b)),
Qw12 =Cov(Yy, Yli) = (2p—w| + QCP\t—w\eil)Q?p
Qivw22 =Cov(Yy;,Yi%) = 2pp—u (01 + cb7) { pe—w) (01 + c03) + 63

6.4.3 Ecuaciones iterativas de § y ¢

La estimacién de los parametros se hace en dos pasos. Primero, para unos
pardametros pre establecidos, de autocorrelacién p; (I =1,...,m —1), el vector
de parametros de regresion [ y el parametro de sobredispersién ¢ son estimados
simultdneamente de las GEE propuestas aqui. Después, los valores estimados
de [y ¢ son usados en la ecuacion de momentos, para estimar los pardmetros
de autocorrrelacién. Estos pasos son iterados hasta obtener convergencia.

Resolviendo las GEE de , por métodos iterativos como el de “Newton-
Raphson”, se encuentra que dados los valores de fepr(r) v coer(r) en la i-
ésima iteracién, las estimaciones en la (r + 1)-ésima iteracién, de 5y ¢ se
obtienen como

{BGEE(“LU] [BGEE(T)] N

n 71 n
= lZ Dgi’lDi] lZ DS (fi — )
i=1 » Li=1

capp(r+1) carr(r) r

donde [ | denota el hecho que la expresion dentro del paréntesis cuadrado es
evaluada en 5 = Bger(r) v ¢ = ¢grr(r). Bajo pocas condiciones de regulari-

dad, se puede mostrar que n'/?[(Bgre — B), (Cape — )]’ tiene una distribucién
normal asintética, cuando n — oo, con media cero y matriz de covarianzas
Vaee, la cual puede ser estimada consistentemente por

n -1 n n
Fome =0 (S30570)) (3000870 - w5770 ) (3 01577
=1 =1

i=1

-1

donde p; y f; son como en (|6.35)).
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6.4.4 Estimacion de los parametros de correlacion lon-
gitudinal

Para = BG pE Y ¢ = cqgpr dados, el parametro de correlacion longitudinal p;
puede ser estimado consistentemente por

1
= y:ty:(t—i-l)/(m —1)

-~ K2

pL=

n m-—

> y;‘ktz/m
=1

=1
donde y3 = (yit — 0i)/ (i + cO2)'/2.

Acd el estimador de momentos p; dado en ((6.39)) es una modificacién de la
féormula estimando

n m—1

or=>> Yiligrn/n(m—=1) (I=1,...,m—1) (6.40)

i=1 t=1

Sugerido en Sutradhar & Das (1999) y Liang & Zeger (1986b). La principal
razén para usar p; en ([6.39) en vez de p; en es que, aunque para 3y ¢
conocidos la autocovarianza E(y;,yj,. ;) ¥ autocorrelacién E(yhyi, )/ E*(y;;)
de los residuales estandarizados y; y Yi(t1) SON los mismos, estos son en general
diferentes para el caso cuando 3 y ¢ son reemplazados por sus estimadores.

En la siguiente seccién se presenta una aplicacion real con sobredispersion
donde se pueden visualizar los resultados para la metodologia propuesta.

6.5 Aplicacion

La informacién aqui analizada hace parte de un proyecto de conservacion, cria
y manejo de abejas silvestres, realizado en una zona rural de Acacias (Meta,
Colombia) y fue tomada por Rodriguez (2005) con el fin de estudiar la actividad
de forrajeo de polen (entiéndase forrajeo como el proceso de recoleccién, en
este caso de polen, desarrollado por abejas de la especie Melipona Fasciata)
en cinco nidos diferentes de abejas obreras de Melipona Fasciata y determinar
asi el efecto que podian tener la temperatura y la humedad relativa sobre esta
actividad. Para cumplir con estos objetivos, el investigador registrd, en tres
dias diferentes, el nimero de entradas de abejas con cargas de polen, desde
las 6:00 a.m. hasta las 9:00 a.m., (horario de mayor actividad de forrajeo de
polen) cada hora, durante 10 minutos. En cada uno de los nidos de estudio;
paralelamente, se tomaron mediciones de temperatura y humedad relativa,
cada hora de dichos nidos. Este proceso fue realizado durante los meses de
enero y febrero de 2004, cuando el nivel de precipitaciones es menor (época
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seca) y luego en los meses de abril y mayo del mismo ano, considerado época
lluviosa dado el aumento considerable de precipitaciones (lluvias).

Se colocaron cinco nidos en época lluviosa y cinco en época seca. Teniendo
en cuenta que los nidos uno a tres, son aquellos ubicados en cajas racionales
(grupo 1) y los nidos cuatro y cinco son los que se encuentran es estado natural
(grupo 2); al hacer una comparacién entre estos dos grupos, se observa un
comportamiento muy atipico en el nido 3 (removido de su ambiente natural)
frente a los otros nidos. El investigador atribuye esta situacién a que, mientras
los nidos uno, dos y tres del grupo 1 lograron acomodarse facilmente a las cajas
donde fueron trasladados, este nido en particular tuvo problemas de adaptacién
y fue atacado por moscas, ocasionando una fuerte disminuciéon de su colonia
afectando el proceso de recoleccién de polen. Al realizar un analisis descriptivo
se encuentra que el nido de mayor recoleccién de polen en época lluviosa fue el
nido dos, mientras que los nidos uno, cuatro y cinco, presentaron una actividad
mas baja, pero muy similar.

En época seca, se observa que aunque el nido dos contintia con un nivel
alto de forrajeo de polen, comparada con los nidos uno y tres, éste es con-
siderablemente menor a la del nido cuatro y cinco que presentan una mayor
actividad. El promedio de temperatura de los nidos, en época lluviosa esta
alrededor de 23 grados, mientras en época seca es de 26 grados centigrados.
Los promedios més bajos de temperatura se presentan en las dos primeras
horas de la manana (entre las 6:00 a.m. y 7:00 a.m.). Al comparar estas tem-
peraturas con el nimero de entradas con polen, para estas horas de la manana,
se puede pensar en la temperatura como un factor influyente en el proceso de
recoleccién de polen, siendo las horas del dia con menor temperatura, las de
mayor actividad.

En cuanto a la humedad relativa, el porcentaje promedio, en época lluviosa,
estd alrededor del 94 por ciento y 61 por ciento en época seca. Contrario
a la temperatura, el mayor nimero de entradas con polen ocurren con altos
porcentajes de humedad. De este modo se puede pensar en la humedad relativa
como otro factor influyente en la actividad de forrajeo de polen.

El grafico permite ver la distribucién de entradas con polen de las
abejas a los nidos, se observan algunos valores atipicos en la cola derecha (80,
83, 100 y 141), cuyos valores corresponden al maximo nimero de entradas con
polen. La mayoria de observaciones varian en el rango de 0 a 38, siendo la
mayor frecuencia de entradas con polen en valores bajos, tal como lo muestra
el grafico y en las primeras horas de la manana.

Continuando con el analisis, inicialmente se realiza un anélisis basado en
distancias para aplicar la metodologia propuesta. Se busca que modelo lineal
generalizado ajustar para la variable respuesta: ntimero de entradas con polen
y se realiza distancias entre las variables explicativas estudiadas. Ya que los
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datos son mixtos se utilizé la distancia de Gower en las variables explicativas.
Para la variable tiempos que fueron cuatro se utilizo la distancia valor absoluto
y se procedié a construir la matriz de datos presentada en la ecuacion ,
después de construir las matrices de coordenadas principales.

Se probaron varios modelos en el software estadistico R para el anélisis
versién 2.15 (R Development Core Team 2012), haciendo uso del paquete
Geepack presentado en Halekoh & Yan (2006) que permite a través de GEE
estimar los parametros del modelo y modelar la estructura de autocorrelacion.
De acuerdo al tipo de variable respuesta se penso inicialmente en un modelo
con respuesta Poisson, pero después de realizar el andlisis se encontré que no
es bueno el ajuste por este modelo y que al haber sobredispersiéon en los datos
se debia buscar una funciéon de varianza que controlara esto. Entonces, se
procedi6é a probar un modelo Binomial Negativo debido a la naturaleza de la
variable respuesta.

Para el método clasico con los datos del experimento se procede a plantear
un modelo que permita identificar si las variables independientes: época (llu-
viosa o seca), dia, habitat de las abejas codificadas como grupos (cajas o
arboles vivos), temperatura y humedad relativa, intervienen en el proceso de
recoleccién de polen para los nidos estudiados. En las siguientes secciones se
presentan ambos andlisis y los modelos ajustados bajo la metodologia propues-
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ta usando DB y el método clasico de MLG.

6.5.1 Descripcion de las variables y construccion del
modelo

Dado que en este estudio se realizaron conteos en cuatro ocasiones, es decir las
mediciones realizadas desde las 6:00 a.m. hasta las 9:00 a.m., es necesario tener
en cuenta, en la construccion del modelo la correlacién que pueda existir entre
estas observaciones para cada uno de los nidos (unidades experimentales). De
igual manera, como en este caso la variable de interés es discreta, es claro
que un modelo lineal cldsico no es el apropiado para resolver esta situacion.
Dentro del proceso de construccién del modelo para los datos se debe tener las
siguientes consideraciones

1. Componente aleatorio: En este caso la variable respuesta estd rela-
cionada con conteos; por lo tanto se asume que su distribucién es Poisson.

2. Componente sistematico: Las covariables en este caso son

{1, en época lluviosa {1, abejas en cajas racionales
Lijl = i Lij2 = i

0, en época seca 0, abejas en arboles vivos

x;3 = los tres dias de observacion, z;4 = temperatura, and ;5
humedad relativa.

3. Funcién de enlace: La funcién que relaciona la media de la variable
respuesta entradas con polen con las covariables es la funcién logaritmo.

4. Relacion entre media y varianza: Para una variable distribuida Poisson,
se sabe que la media es igual a la varianza; esto es p = E(Y) = Var(Y),
en este caso el parametro de dispersion es ¢ = 1.

5. Estructura de correlacion: Para determinar la estructura de correlacion
se tuvo en cuenta lo explicado en la seccion de las ecuaciones de esti-
macion generalizadas (GEE) y las caracteristicas de las diferentes es-
tructuras de correlacién que se pueden asumir, segun las caracteristicas
propias de los datos. Dado que se tienen mediciones repetidas en el
tiempo, es razonable pensar en una disminucion en su asociacion, a me-
dida que la distancia entre dos puntos del tiempo incrementa; por lo
tanto, un modelo autorregresivo de primer orden AR(1), es la estructura
de correlacion asumida para este modelo.
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Teniendo en cuenta estas consideraciones y los objetivos del investigador,
se decide emplear inicialmente un modelo marginal para datos longitudinales
con distribucién Poisson. La forma del modelo propuesto es

Log(pi) = Log(E(Yy;)) = ;8 = Bo+ Biziji + Boijo+- -+ PBszijs; para i =
1,2,---,30 colonias diferentes de abejasy j = 1, - - - , 4 tiempos de observacion.
Al realizar el ajuste del modelo se encuentra que no es muy apropiado pues
el estadistico de deviance esta lejano de los grados de libertad indicando que
no es bueno el ajuste de un modelo Poisson. Para encontrar el ajuste de un
modelo apropiado tengamos en cuenta algunas consideraciones importantes en
las siguientes secciones.

6.5.2 Bondad de ajuste del modelo propuesto

Cuando se emplean los modelos lineales generalizados con un pardmetro de es-
cala conocido, como es el caso de las distribuciones Binomial y Poisson (donde
¢ = 1), una forma de evaluar el buen ajuste de un modelo es esperando que la
varianza residual se aproxime a los grados de libertad de los residuales, pero
cuando se emplean distribuciones como la Poisson para el modelamiento de
datos puede suceder que la varianza residual se mayor o igual a los grados de
libertad de los residuales. Indicando posibles problemas de sobredispersién,
que deben tenerse en cuenta en el modelo definitivo. La sobredispersion es
un fendémeno presente comunmente cuando distribuciones como la Binomial,
la multinomial o la Poisson son empleadas para el modelamiento de datos
y significa que las varianzas reales de los datos exceden la varianza “nomi-
nal”, asumida por la distribucién empleada. La razén entre varianza y media
(varianza/media) es alta, incumpliendo el supuesto de igualdad mencionado.
Es evidente que esta sobredispersion se presenta en las primeras horas de la
manana.

Otra forma de evaluar la bondad de ajuste del modelo propuesto y detectar
problemas de sobredispersién es por medio de los estadisticos: chi-cuadrado
de Pearson y Deviance. En general, si el modelo seleccionado para describir
el comportamiento de los datos es adecuado, estos dos estadisticos se dis-
tribuyen asintéticamente, como una y? con n — p grados de libertad, donde n
es el nimero total de individuos o unidades experimentales y p es el niimero
de parametros ajustados. Entonces si el modelo ajustado es correcto los es-
tadisticos, chi-cuadrado de Pearson y Deviance, seran iguales o cercanos a sus
grados de libertad n — p, o lo que es lo mismo, el cociente de cualquiera de
estos dos valores, con sus grados de libertad, serda cercano a uno. Si esto no
ocurre, se puede dudar acerca de la validez del modelo ajustado.

Para Davidian (2005), una forma de solucionar este problema de sobre-
dispersién en un modelo Poisson es siendo un poco mas flexible en el mode-
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lamiento de la varianza, lo cual se puede lograr introduciendo un parametro
de dispersion ¢ en la relacién entre la media y la varianza, es decir

Var(Y) = ¢

El procedimiento GENMOD de SAS, permite aplicar esta alternativa, esti-
mando este parametro de dispersiéon ¢ como una razon entre cualquiera de
los valores de (Chi-cuadrado o Deviance) y sus grados de libertad, para luego
estimar los pardmetros normalmente. Haciendo uso del ajuste de un modelo
Poisson con funcién de enlace log y estructura de autocorrelaciéon AR(1), no se
puede asegurar que este modelo describa bien el comportamiento de los datos,
ya que, para los dos estadisticos (deviance y chicuadrado), se observan valores
muy diferentes a los grados de libertad; de igual manera, el cociente entre
cualquiera de estos dos estadisticos y sus grados de libertad es mucho mayor a
uno, evidenciando la presencia de sobredispersion y confirmando lo observado
al comparar la media y la varianza de los datos.

De este modo, el parametro de sobredispersion con el método MLG con
DB (considerando el intercepto y las tres primeras componentes g;, go y C; de
la matriz de datos con distancias), estimado con el estadistico de deviance es

Deviance \/1290
\/g D.F. 116 3.3348

y con el método MLG clésico (considerando todas las variables explicativas de
la matriz de datos) se tiene

Deviance \/1568
= = = 3.7251.
\/& D.F. 113 3.725

Ademas, bajo el método MLG clésico (considerando solo las variables sig-
nificativas al 5% que fueron temperatura y humedad) se obtiene

Deviance \/1657
Vo = br o =\ =376

Se observa que hay sobredispersién en los modelos bajo ambos métodos,
por lo tanto la distribucion Poisson no resulta apropiada y se procede a probar
con un modelo Binomial Negativa en la siguiente seccion.

Algunas particularidades encontradas en el proceso de andlisis y com-
paracion de modelos bajo la Poisson fueron las siguientes

1. Comparando las estimaciones iniciales (donde se supone un modelo con
independencia) y sus errores, para los modelos antes y después de tener
en cuenta la sobredispersién, no se observa cambio en los parametros
estimados, sin embargo ahora los errores estandar estan “inflados” por
el valor del parametro de escala.
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2. Los intervalos de confianza son mas amplios, los p-valores ya no son
tan pequenos, es decir que las pruebas de significancia tienden a ser mas
conservativas, comparadas con un modelo sin ajuste por sobredispersion.

3. Contrario a lo sucedido con las estimaciones iniciales, obtenidas bajo
el supuesto de independencia, en este caso, tanto las estimaciones de los
parametros como sus errores estandar, intervalos de confianza y p-valores,
obtenidos por el método GEE, no se ven afectados por el pardmetro de
escala o sobredispersiéon estimado.

6.5.3 Analisis de los datos bajo una distribucién Bino-
mial Negativa

Prosiguiendo con el andlisis bajo el método propuesto usando distancias en
las variables explicativas, se encuentra apropiado dejar cuatro componentes de
la matriz de coordenadas X y tres de la matriz de coordenadas G, para el
ajuste del modelo Binomial Negativa de la matriz de datos obtenida como se
muestra en el modelo Adicionalmente, se presentan las pruebas de bondad
de ajuste con el intercepto y las componentes g1, go y C de la matriz de datos
con distancias, que corresponden al modelo escogido debido a ser este el de
mejor ajuste. En este caso se observa que, contrario al modelo con distribucién
Poisson, las pruebas de bondad de ajuste arrojan valores muy cercanos a uno
del cociente (Valor/gl), esto es un buen indicio de la calidad del modelo, con
esta distribucién, véase la Tabla

Criterio gl Valor Valor/gl
Deviance 116 133.7939 1.1534
Deviance escalada 116 133.7939 1.1534
Chi-cuadrado de Pearson 116  108.3396 0.9340
Pearson X2 escalada 116 108.3396 0.9340
Log Verosimilitud 3287.8206

AIC 769.3191

TABLA 6.2: Criterios para valorar la bondad de ajuste bajo el modelo Binomial
Negativo con MLG en DB

Una vez estimado el parametro de escala, se ajusta el nuevo modelo corre-
gido, donde se observan los resultados presentados en la Tabla [6.3]

Con este andlisis, se observa que el intercepto y la componente g; asociada
a los tiempos son significativas y las componentes go y C no son significativas
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Pardmetro Estimacién Error Limites Z Pr>|Z|

estdndar 95% de confianza

Intercept 2.0854 0.1679 1.7563  2.4146 12.42  <0.0001
a1 -1.4688 0.1353 -1.7340 -1.2036 -10.86  <0.0001
g2 0.0304 0.2011 -0.3638  0.4247 0.15 0.8798
C -0.1505 0.7762 -1.6717  1.3708  -0.19 0.8463

TABLA 6.3: Estimacién GEE de pardmetros utilizando el método DB

al 5% en la actividad de forrajeo de polen. En cuanto a las estimaciones de
los pardmetros por medio del método GEE, Tabla[6.3] y teniendo en cuenta la
estructura de correlacién asumida para los datos, se encontré como la de mejor
ajuste a los datos una estructura autorregresiva de orden 1, bajo una funcién
de enlace log. El p-valor=0.31903, por lo tanto con un nivel de significancia
del 5% hay evidencia estadistica para no rechazar la hipétesis nula de bondad
de ajuste, por lo tanto el modelo ajusta los datos.

La forma de la ecuacion del modelo para la regresion Binomial Negativa
es la misma que para la regresion Poisson. El log de la variable respuesta es
predicho como una combinacién lineal de los predictores, entonces el modelo
ajustado para el MLG con DB se puede escribir asi

log(Yi;) = 0o + 01 - g1 + 05 - go + 05 - Cy
esto implica

}A/ij :exp(éo +6, "0 + 0 - 92 + 0y - Ch)
— exp(2.0854 — 1.4688 - g + 0.0304 - g, — 0.1505 - C)

para ¢ = 1,2,...,30 colonias diferentes de abejas, j = 1,...,4 tiempos de
observacién. Donde ¢q, g2 y C son las primeras componentes que se obtienen
de la matriz de datos al realizar el producto kronecker entre X y G’ tal como
se muestra en la ecuacién 6.3

El gréafico corresponde a la validaciéon de supuestos mediante MLG con
DB, el cual muestra los residuales vs los ajustados donde se puede observar
que hay aleatoriedad, por lo cual se comportan en forma adecuada.El grafico
de normalidad Q-Q muestra un ajuste apropiado a la distribucién normal,
sin embargo hay algunas observaciones atipicas en las colas y el grafico de
residuals vs leverage muestra que hay algunos valores extremos o atipicos en
los residuales.

El grafico de validacion de supuestos para el MLG clasico muestra
los residuales vs los ajustados donde se puede observar que hay aleatoriedad,
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FiGurA 6.2: Gréfico de validacién de supuestos MLG con DB

por lo cual se comportan en forma adecuada. El grafico de normalidad Q-Q
muestra un ajuste apropiado a la distribuciéon normal, sin embargo hay algunas
observaciones atipicas en las colas y el grafico de residuals vs leverage muestra
que hay algunos valores extremos o atipicos en los residuales, similar a los
resultados obtenidos bajo DB.

Al realizar el andlisis usando un MLG clasico, antes de revisar las esti-
maciones y sacar conclusiones acerca de la significancia de los factores para
el modelo, se revisan los criterios de bondad de ajuste (ya discutidos amplia-
mente), proporcionados por el procedimiento GENMOD de SAS. Al modelar
los datos bajo una distribucién Binomial Negativa se obtienen los siguientes
valores para los estadisticos.

Una vez estimado el pardmetro de escala, se ajusta el nuevo modelo corregi-
do y se modela la estructura de correlacion, en este caso se encontrd apropiado
ajustar un modelo autorregresivo de orden 1 donde se observan los siguientes
resultados

Al realizar el andlisis se encuentra que las tnicas variables significativas
al 5% son el intercepto, la temperatura y la humedad relativa y que ninguna
de las variables discretas es importante para el modelo. Aunque aca resulta
ser significativa la época, al quitar las demads variables no significativas esta
también resulta ser no significativa. Haciendo este nuevo analisis con el modelo
Binomial Negativo se obtiene los resultados presentados en la Tabla[6.6] Dicha
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FicuraA 6.3: Gréfico de validacion de supuestos MLG clésico

Criterio gl Valor Valor/gl
Deviance 113 135.6273 1.2002
Deviance escalada 113 135.6273 1.2002
Chi-cuadrado de Pearson 113  136.8035 1.2107
Pearson X2 escalada 113 136.8035 1.2107
Log-verosimilitud 3277.1488

AlIC 796.6627

TABLA 6.4: Criterios para valorar la bondad de ajuste bajo una Binomial Negativa
utilizando el MLG clasico

tabla muestra las pruebas de bondad de ajuste, la cual arroja valores muy
cercanos a uno del cociente (Valor/gl). Esto es un buen indicio de la calidad
del modelo, con esta distribucién.

Ahora se ajusta el nuevo modelo corregido y se modela la estructura de co-
rrelacion, en este caso se encontrd apropiado ajustar un modelo autorregresivo
de orden 1 y se utilizo como funcién de enlace log. Finalmente, en cuanto a la
estructura de correlacion, SAS afirma que si las estimaciones de las covarian-
zas (empiricas y basadas en el modelo) son similares, entonces la estructura
de correlacién escogida para el analisis es adecuada. Antes de pasar a verificar
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Pardmetro Estimacién Error Limites Z Pr>|Z|

estandar  95% de confianza

Intercept 24.5850 4.2544 16.2465 32.9236  5.78  <0.0001
grupo (campo) 0.2898 0.1717 -0.0468  0.6264 1.69 0.0915
época(lluviosa) 0.6851 0.2421  0.2106  1.1597 2.83 0.0047
dia 2 -0.3670 0.3242 -1.0025  0.2684 -1.13 0.2576
dia 3 -0.4808 0.2964 -1.0617  0.1002 -1.62 0.1048
temperatura -0.6344 0.1062 -0.8426 -0.4262 -5.97 <0.0001
humedad rel -0.0844 0.0217 -0.1269 -0.0419 -3.90 <0.0001

TABLA 6.5: Estimacién GEE de parametros en el modelo clasico

Criterio ¢l Valor Valor/gl
Deviance 117 135.6753 1.1596
Deviance escalada 117 135.6753 1.1596
Chi-cuadrado de Pearson 117  149.7657 1.2800
Pearson X2 escalada 117 149.7657 1.2800
Log-verosimilitud 3273.2334

AlIC 796.4935

TABLA 6.6: Criterios para valorar la bondad de ajuste bajo una Binomial Negativa
utilizando el MLG clasico

esta propiedad con los datos de estudio, es necesario aclarar la diferencia entre
estas dos covarianzas.

La estructura de covarianza basada en el modelo, es la estimada asumiendo
que la media del modelo y la matriz de correlacion de trabajo han sido especifi-
cadas correctamente. La matriz de covarianza empirica o robusta es la matriz
obtenida, atn si la matriz de correlacion de trabajo ha sido mal especificada.

Al comparar estas dos estructuras de covarianza, para los datos de estudio,
se encontré que eran muy similares, permitiendo concluir que la estructura de
correlacién escogida AR(1), es la apropiada para los datos de estudio tanto
en el analisis mediante DB y con el andlisis clasico, donde se observan los
siguientes resultados

El modelo para la regresiéon Binomial Negativa con el log de la variables
respuesta es predicho como una combinacion lineal de los predictores, entonces
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Pardmetro Estimacién Error Limites Z Pr>|Z|

estdndar  95% de confianza

Intercept 18.7269 23334 14.1536 23.3002 8.03  <0.0001
temperatura -0.5239 0.0646 -0.6506 -0.3973 -8.11  <0.0001
humedad rel -0.0456 0.0121  -0.0693 -0.0218 -3.76 0.0002

TABLA 6.7: Estimacién GEE de parametros

el modelo ajustado para el MLG clésico se puede escribir asi
log(fﬁ-j) = By + B - temperatura + B - humedad
esto implica

}}Z-j = eXp(Bo + Bl - temperatura + ﬁg - humedad)
=exp(18.7269 — 0.5239 - temperatura — 0.0456 - humedad)

para @ = 1,2,...,30 colonias diferentes de abejas y j = 1,...,4 tiempos de
observacion.

El p-valor=0.98, por lo tanto con un nivel de significancia del 5% hay
evidencia estadistica para no rechazar la hipétesis nula de bondad de ajuste,
por lo tanto se puede decir que el modelo ajusta los datos.

Veamos el grafico de predicciones para los modelos ajustados. La Figura
ilustra las predicciones de ambos modelos (MLG con DB y MLG clésico),
con respecto a los valores observados de entradas con polen a los nidos (los
circulos). Las predicciones usando un modelo Binomial Negativa mediante
GEE con distancias (los tridngulos) y el método clasico Binomial Negativa
mediante GEE (las cruces), donde se aprecia que las predicciones son muy
similares, difieren en muy poco. Con respecto al valor observado se aprecia un
buen ajuste, pero resulta un poco mejor el ajuste del modelo usando distancias
de acuerdo a los estadisticos de bondad de ajuste. En este grafico el MLG
clasico ajustado corresponde a aquel donde solo resulta ser significativa la
temperatura y la humedad relativa al 5%.

Si se considera la Figura de predicciones para el MLG con DB con-
siderando una componente mas (intercepto, g1, g2, C1 y Xi1) y para el modelo
clasico considerando el modelo ajustado en la Tabla[6.5] La Figura[6.5] ilustra
el ajuste de ambos modelos (MLG con DB Y MLG clésico) con respecto a
los valores observados de entradas con polen a los nidos (los circulos). Las
predicciones usando un modelo Binomial Negativa mediante GEE con distan-
cias (los tridngulos) y el método clasico Binomial Negativa mediante GEE (las
cruces), donde se aprecia que las predicciones son muy similares, difieren en
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El anélisis de las estimaciones obtenidas por la metodologia GEE, permite
encontrar que el intercepto y las variables que realmente aportan informacién
al modelo son: temperatura y humedad relativa, mientras que ninguna de las
variables discretas (época, dia y grupo) son importantes para el modelo al 5%
de significancia.
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Conclusiones

Se propusieron varias metodologias para analizar datos longitudinales (en
forma univariante, mediante MANOVA, en curvas de crecimiento y bajo res-
puesta no normal mediante modelos lineales generalizados) usando distancias
entre observaciones (o individuos) con respecto a las variables explicativas con
variables respuesta de tipo continuo. En todas las metodologias propuestas al
agregar mas componentes de la matriz de coordenadas principales se encuen-
tra que se gana en las predicciones con respecto a los modelos clasicos. Por
lo cual resulta ser una metodologia alternativa frente a la clasica para realizar
predicciones.

Se probo que el modelo MANOVA con DB y la aproximacién univariante
longitudinal con DB generan resultados tan robustos como la aproximacién
de MANOVA clésica y univariante clasica para datos longitudinales, haciendo
uso en la aproximacion clasica de méxima verosimilitud restringida y minimos
cuadrados ponderados bajo condiciones de normalidad. Los parametros del
modelo univariante con DB fueron estimados por el método de méxima
verosimilitud restringida y por minimos cuadrados generalizados. Para la
aproximacién MANOVA con DB se uso minimos cuadrados bajo condiciones de
normalidad. Ademas, se presenté como realizar inferencia sobre los parametros
involucrados en el modelo para muestras grandes.

Se explicd también una metodologia para analizar datos longitudinales me-
diante modelos lineales generalizados con distancias entre observaciones con
respecto a las variables explicativas, donde se encontraron resultados similares
a la metodologia clasica y la ventaja de poder modelar datos de respuesta
continua no normal en el tiempo.

Por medio de una aplicacién se ilustraron las metodologias propuestas. Se
ajusto el modelo, se obtuvo la estimacién de los diferentes parametros involu-
crados, se realiz6 la inferencia estadistica del modelo propuesto y la validacion
del modelo propuesto. Se encuentran pequenas diferencias del método DB
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con respecto al clasico en el caso de datos mixtos, especialmente en muestras
pequenas de tamano 50, resultado de la simulacién.

Mediante simulaciéon para algunos tamanos de muestra se encontré que
el modelo ajustado DB produce mejores predicciones en comparacién con la
metodologia tradicional para el caso en que las variables explicativas sean mix-
tas utilizando la distancia de Gower. En tamanos de muestras pequenas (50),
independiente del valor de la correlacion, las estructuras de autocorrelacién, la
varianza y el nimero de tiempos, usando los criterios de informacion Akaike
y Bayesiano (AIC y BIC). Ademds, para muestras pequenas de tamano 50
también se encuentra més eficiente (eficiencia mayor a 1) el método DB en
comparacion con el método clasico, bajo los diferentes escenarios considera-
dos. Otro resultado importante es que el método DB presenta mejor ajuste en
muestras grandes (100 y 200), con correlaciones altas (0.5 y 0.9), varianza alta
(50) y mayor nimero de mediciones en el tiempo (7 y 10).

Cuando las variables explicativas son solamente de tipo continuo o
categorico o binario, se probd que las predicciones son las mismas con res-
pecto al método clasico. Adicionalmente, se desarrollaron los programas en
el software R para el analisis de este tipo de datos mediante la metodologia
clasica y por distancias DB para las diferentes propuestas en cada uno de los
capitulos de la tesis, los cuales se anexan en un CD dentro de la tesis. Se esta
trabajando en la creacion de una libreria en R con lo ya programado, para que
todos los usuarios tengan acceso a este tipo de andlisis.

Los métodos propuestos tienen la ventaja de poder hacer predicciones en
el tiempo, se puede modelar la estructura de autocorrelacion, se pueden mode-
lar datos con variables explicativas mixtas, binarias, categoricas o continuas,
y se puede garantizar independencia en las componentes de la matriz de co-
ordenadas principales mientras que con las variables originales no se puede
garantizar siempre independencia. Por ultimo, el método propuesto produce
buenas predicciones para estimar datos faltantes, ya que al agregar una o mas
componentes en el modelo con respecto a las variables explicativas originales
de los datos, se puede mejorar el ajuste sin alterar la informaciéon original y
por consiguiente resulta ser una buena alternativa para el andlisis de datos
longitudinales y de gran utilidad para investigadores cuyo interés se centra en
obtener buenas predicciones.

Finalmente, en futuros trabajos en el drea se puede abordar el modelo mul-
tinivel con distancias o series temporales mediante distancias que también re-
sultarian de gran interés para tratar varios problemas de tipo practico en areas
tales como la biologia, agronomia y economia en donde son muy frecuentes
este tipo de datos y donde es necesario la obtenciéon de buenas predicciones.
También, se pueden hacer estudios donde se comparen las metodologias pro-
puestas con respecto a otras clasicas y ademas se pueden desarrollar propuestas
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para datos missing que son muy frecuentes en la practica.
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m=4
Parametros
Basado en distancias Modelo clasico ER =
02 1% n AIC BIC Eg AIC BIC E1 El/E2
50 935.09 1052.88 | 6.14E-6 1004.22 1074.46 7.11E-6 1.19
0 | 100 | 2071.39 | 2219.48 3.83E-5 2045.10 2131.78 1.56E-5 0.41
200 | 4140.98 4317.25 | 1.56E-5 4120.92 4223.43 1.09E-5 0.70
50 883.48 1001.27 | 5.13E-6 951.88 1022.13 6.43E-6 1.30
10 | 0.5 | 100 1921.84 2069.93 2.11E-5 1934.33 2021.01 1.38E-5 0.66
200 | 3877.34 | 4053.61 1.12E-5 3894.24 3996.74 | 9.78E-6 0.87
50 702.55 820.35 3.53E-7 752.25 822.49 4.28E-7 1.27
0.9 | 100 | 1523.83 1671.92 | 1.23E-6 1512.89 1599.57 8.00E-7 0.65
200 | 3027.71 | 3203.98 | 6.03E-7 3029.17 3131.67 | 5.35E-7 0.89
50 | 1193.644 | 1311.44 | 1.240E-4 | 1293.92 1364.16 | 1.622E-4 1.35
0 | 100 | 2590.64 | 2738.73 | 3.19E-4 2656.69 2743.37 2.64E-4 0.83
200 | 5308.82 | 5485.09 | 2.10E-4 | 5376.28 5478.79 | 2.03E-4 0.97
50 | 1144.99 1262.79 | 1.82E-4 1241.58 | 1311.83 2.42E-4 1.37
50 | 0.5 | 100 | 2468.76 | 2616.85 | 4.08E-4 2545.92 | 2632.60 4.01E-4 0.99
200 | 5076.71 5252.98 | 3.24E-4 5149.59 | 5252.10 3.31E-4 1.02
50 963.33 1081.12 | 3.19E-5 1041.95 1112.19 4.18E-5 1.36
0.9 | 100 | 2065.35 | 2213.44 | 6.93E-5 2124.47 2211.16 6.82E-5 0.99
200 | 4229.00 4405.27 | 6.30E-5 4284.53 4387.03 | 6.45E-5 1.03

TABLA A.1: Simulacién con estructura de correlacién compuesta simétrica, m=4
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m = 10
Parametros
Basado en distancias Modelo clésico ER =
o? pln AIC BIC FEy AIC BIC E E’l/E2
50 | 2331.17 2700.66 1.39E-08 2506.61 2720.29 2.63E-08 2.07
0 | 100 | 5091.60 | 5534.43 9.01E-08 5116.44 5368.97 2.92E-08 0.33
200 | 10295.08 | 10806.12 1.74E-07 | 10293.44 | 10583.37 | 9.72E-08 0.56
50 | 2135.92 2505.40 9.08E-09 2302.74 2516.42 2.14E-08 2.56
10 | 0.5 | 100 | 4599.30 5042.14 | 2.84E-08 4685.83 4938.36 2.20E-08 0.79
200 | 9321.51 9832.56 7.95E-08 9408.90 9698.83 7.73E-08 0.98
50 | 1569.02 1938.51 9.01E-11 1673.58 1887.26 1.85E-10 2.21
0.9 | 100 | 3401.83 3844.67 3.73E-10 3357.59 3610.13 1.85E-10 0.51
200 | 6680.29 7191.34 9.28E-10 6682.53 6972.46 7.89E-10 0.85
50 | 2980.15 3349.64 1.74E-06 3230.86 3444.54 4.33E-06 2.63
0 | 100 | 6457.81 6900.65 5.99E-06 6645.40 6897.94 5.25E-06 0.89
200 | 13258.36 | 13769.41 1.42E-05 | 13431.84 | 13721.77 1.40E-05 0.99
50 | 2792.21 3161.70 2.23E-06 3026.99 3240.67 5.76E-06 2.76
50 | 0.5 | 100 | 6010.96 6453.79 5.06E-06 6214.79 6467.33 6.42E-06 1.29
200 | 12359.55 | 12870.59 | 1.65E-05 12547.31 | 12837.24 | 1.92E-05 1.17
50 | 2220.18 2589.67 4.13E-08 | 2397.82 2611.50 1.05E-07 2.69
0.9 | 100 | 4755.21 | 5198.04 8.79E-08 4886.56 5139.10 9.66E-08 1.12
200 | 9693.70 | 10204.75 | 3.38E-07 | 9820.931 | 10110.86 | 3.841E-07 1.14

TABLA A.2: Simulacién con estructura de correlacién compuesta simétrica, m=10
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m="17
Parametros
Basado en distancias Modelo clasico ER =
o? p | n AIC BIC Ey AIC BIC E; E’l/E2
50 | 1632.93 | 1870.80 | 3.78E-07 | 1755.03 | 1893.88 | 5.58E-07 1.55
0 | 100 | 3587.08 | 3876.77 | 7.62E-07 | 3582.52 | 3749.02 2.69E-07 0.36
200 | 7230.05 7567.93 | 8.32E-07 | 7209.43 | 7402.53 | 4.92E-07 0.59
50 | 151293 | 1750.79 | 2.41E-07 | 1630.15 | 1768.99 | 4.17E-07 1.79
10 | 0.5 | 100 | 3272.58 | 3562.27 | 2.25E-07 3318.9 3485.39 | 1.57E-07 0.71
200 | 6621.22 | 6959.10 | 4.37E-07 | 6668.70 | 6861.80 | 3.91E-07 0.90
50 | 1138.12 | 1375.98 | 3.61E-09 | 1216.75 | 1355.60 | 5.97E-09 1.68
0.9 | 100 | 2496.96 2786.65 | 3.17E-09 | 2446.17 | 2612.66 | 1.55E-09 0.49
200 | 4878.58 5216.46 | 8.71E-09 | 4877.31 | 5070.41 7.37E-09 0.85
50 | 2086.87 | 2324.73 | 1.91E-05 | 2262.01 | 2400.85 | 3.40E-05 1.87
0 | 100 | 4524.58 | 4814.27 | 3.39E-05 | 4652.80 | 4819.29 | 2.91E-05 0.87
200 | 9288.91 | 9626.79 | 3.71E-05 9406.31 | 9599.41 | 3.56E-05 0.96
50 | 1971.94 | 2209.80 | 2.70E-05 | 2137.13 | 2275.97 | 4.93E-05 1.91
50 | 0.5 | 100 | 4247.09 | 4536.78 | 2.77TE-05 | 4389.18 | 4555.67 3.11E-05 1.14
200 | 8737.19 | 9075.07 | 4.89E-05 | 8865.59 | 9058.69 | 5.26E-05 1.08
50 | 1595.48 | 1833.35 | 1.09E-06 | 1723.73 | 1862.57 | 2.02E-06 1.90
0.9 | 100 | 3424.45 | 3714.14 | 6.54E-07 | 3516.45 | 3682.94 | 6.56E-07 1.01
200 | 6984.62 | 7322.51 | 2.46E-06 | 7074.19 | 7267.29 2.62E-06 1.07

TABLA A.3: Simulacién con estructura de correlacién compuesta simétrica, m="7
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m=4
Parametros
Basado en Distancias Modelo clésico ER =
0'2 1% n AIC BIC E2 AIC BIC E1 El/EQ
50 908.50 1026.29 | 2.34E-06 965.49 | 1035.73 | 2.26E-06 0.99
—0.5 | 100 | 2107.47 2255.56 | 3.18E-05 | 1962.93 | 2049.61 | 7.02E-06 0.22
200 | 4087.99 4264.25 | 7.66E-06 | 3952.74 | 4055.24 | 3.57E-06 0.47
50 934.82 1052.62 | 6.14E-06 | 1004.10 | 1074.35 | 7.11E-06 1.19
0 100 | 2085.48 | 2233.57 | 3.83E-05 | 2045.33 | 2132.01 | 1.56E-05 0.41
200 | 4146.26 | 4322.53 | 1.56E-05 4120.98 | 4223.48 | 1.09E-05 0.70
10
50 896.43 1014.23 | 6.17E-06 965.49 1035.73 | 7.65E-06 1.28
05 | 100 | 1964.15 | 2112.24 | 2.02E-05 | 1962.93 | 2049.61 | 1.18E-05 0.59
200 | 3943.41 4119.68 | 1.33E-05 3952.74 | 4055.24 | 1.12E-05 0.84
50 727.24 845.04 | 6.24E-07 780.10 850.35 | 7.78E-07 1.29
0.9 | 100 | 1592.09 | 1740.18 | 1.43E-06 | 1571.47 | 1658.15 | 8.56E-07 0.60
200 | 3145.53 | 3321.79 | 9.78E-07 | 3149.51 3252.01 | 8.68E-07 0.89
50 | 1160.07 | 1277.86 | 4.67E-05 | 1255.19 | 1325.43 | 5.89E-05 1.30
=05 | 100 | 2548.66 | 2696.75 | 1.85E-04 | 2574.52 | 2661.20 | 1.14E-04 0.62
200 | 5171.29 | 5347.56 | 8.51E-05 | 5208.10 | 5310.61 | 7.25E-05 0.85
50 | 1193.41 | 1311.21 | 1.24E-04 | 1293.80 | 1364.05 | 1.62E-04 1.35
0 100 | 2592.03 2740.12 | 3.19E-04 | 2656.91 2743.60 | 2.64E-04 0.83
200 | 5309.16 | 5485.42 | 2.10E-04 | 5376.34 | 5478.84 | 2.03E-04 0.97
50
50 1157.51 | 1275.31 | 1.76E-04 | 1255.19 | 1325.43 | 2.36E-04 1.37
0.5 | 100 | 2499.90 | 2647.99 | 3.36E-04 2574.52 | 2661.20 | 3.19E-04 0.96
200 | 5136.12 | 5312.38 | 3.11E-04 | 5208.10 | 5310.61 | 3.14E-04 1.01
50 988.50 1106.30 | 4.91E-05 | 1069.80 | 1140.05 | 6.56E-05 1.37
0.9 | 100 2124.32 | 2272.41 | 6.11E-05 2183.06 | 2269.74 | 5.86E-05 0.97
200 | 4346.80 4523.07 | 8.86E-05 | 4404.87 | 4507.37 | 9.07E-05 1.03

TABLA A.4: Simulacién con estructura de correlacién AR(1), m=4
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Capitulo A. Tablas de la simulacién en datos longitudinales mixtos

m=7
Parametros
Basado en Distancias Modelo clésico ER =
0'2 P n AIC BIC E2 AIC BIC E1 El/EQ
50 | 1581.04 | 1818.91 | 6.83E-08 | 1677.30 | 1816.14 | 7.35E-08 1.13
—0.5 | 100 | 3662.34 | 3952.03 | 2.37E-07 | 3418.43 | 3584.92 | 3.59E-08 0.15
200 | 7129.88 | 7467.76 | 2.35E-07 | 6872.66 | 7T065.76 | 7.68E-08 0.33
50 | 1633.45 | 1871.32 | 3.78E-07 | 1754.87 | 1893.72 | 5.58E-07 1.55
0 | 100 | 3623.90 | 3913.59 | 7.62E-07 | 3582.44 | 3748.93 | 2.69E-07 0.36
200 | 7252.73 | 7590.61 | 8.32E-07 | 7209.34 | 7402.44 | 4.92E-07 0.59
10
50 | 1558.27 | 1796.13 | 4.17E-07 | 1677.30 | 1816.14 | 6.79E-07 1.70
0.5 | 100 | 3388.26 | 3677.95 | 3.55E-07 | 3418.43 | 3584.92 | 2.09E-07 0.60
200 | 6846.44 | 7184.32 | 6.29E-07 | 6872.66 | 7065.76 | 5.05E-07 0.80
50 | 1221.03 | 1458.90 | 1.54E-08 | 1306.41 | 144526 | 2.51E-08 1.68
0.9 | 100 | 2647.32 2937.01 5.20E-09 2635.71 2802.20 | 3.05E-09 0.59
200 | 5257.39 | 5595.27 | 2.41E-08 | 5266.28 | 5459.38 | 2.07E-08 0.86
50 | 2020.15 | 2258.02 | 4.35E-06 | 2184.27 | 2323.12 | 7.18E-06 1.73
—0.5 | 100 | 4440.7 | 4730.39 | 9.50E-06 | 4488.70 | 4655.19 | 4.99E-06 0.53
200 | 9012.45 | 9350.34 | 1.02E-05 | 9069.55 | 9262.65 | 7.81E-06 0.77
50 | 2086.72 | 2324.59 | 1.91E-05 | 2355.58 | 2400.69 | 3.40E-05 1.87
0 | 100 | 4528.43 | 4818.12 | 3.39E-05 | 4652.72 | 4819.21 | 2.91E-05 0.87
200 | 9290.24 | 9628.12 | 3.71E-05 | 9406.22 | 9599.32 | 3.56E-05 0.96
50
50 | 2015.44 | 2253.31 | 2.80E-05 | 2184.27 | 2323.12 | 5.06E-05 1.89
0.5 | 100 | 4348.24 | 4637.93 | 3.10E-05 | 4488.70 | 4655.19 | 3.28E-05 1.07
200 | 8942.97 | 9280.85 | 4.74E-05 | 9069.55 9262.65 | 4.96E-05 1.05
50 | 1677.52 | 1915.39 | 3.62E-06 | 1813.39 | 1952.23 | 6.60E-06 1.89
0.9 | 100 | 3598.10 | 3887.79 | 1.11E-06 | 3705.99 | 3872.48 | 1.18E-06 1.08
200 | 7365.37 | 7703.25 | 5.08E-06 | 7463.17 | 7656.27 | 5.42E-06 1.07

TABLA A.5: Simulacién con estructura de correlaciéon AR(1), m=7
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m="7
Parametros

Basado en distancias | Modelo clésico
ol p | n| AIC BIC AIC | BIC
50 | 1754.87 1793.45 1765.43 1788.58
—0.5 | 100 | 3778.78 3824.29 3572.62 | 3599.92
200 | 7322.05 7374.49 7174.46 | 7205.93
50 | 1757.65 1796.23 1769.13 1792.28
0 100 | 3777.65 3823.16 3574.70 | 3602.00
200 | 7323.99 7376.44 7175.62 | 7207.08

10
50 | 1755.87 1794.45 1765.43 1788.58
0.5 100 3773.12 3818.63 3572.62 | 3599.92
200 | 7325.77 7378.21 7174.46 7205.93
50 | 1750.96 1789.54 1760.92 1784.07
0.9 | 100 | 3764.79 3810.30 3567.25 | 3594.55
200 | 7326.97 7379.41 7176.27 | 7207.73
50 | 2306.33 2344.91 2328.73 | 2351.88
—0.5 | 100 | 4727.86 4773.37 4699.22 | 4726.53
200 | 9441.99 9494.43 9427.67 | 9459.14
50 | 2309.98 2348.56 2332.44 | 2355.58
0 100 | 4728.89 4774.40 4701.30 | 4728.61
200 | 9443.66 9496.10 9428.83 | 9460.29

50
50 | 2306.83 2345.41 2328.73 | 2351.88
0.5 | 100 | 4724.86 4770.37 4699.22 | 4726.53
200 | 9443.96 9496.40 9427.67 | 9459.14
50 | 2301.57 2340.15 2324.22 2347.37
0.9 | 100 | 4717.53 4763.04 4693.85 | 4721.16
200 | 9444.65 9497.09 9429.48 9460.95

TABLA A.6: Simulacién con estructura de correlacién AR(1), m=7
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m=4
Parametros
Basado en distancias | Modelo clasico
ol p | n | AIC BIC AIC | BIC
50 | 1013.99 1046.98 1017.29 | 1037.084
—0.5 | 100 | 2182.35 2222.26 2047.37 | 2071.317
200 | 4193.24 4240.09 4104.74 | 4132.85
50 | 1013.46 1046.44 1016.22 | 1036.012
0 100 | 2182.45 2222.36 2044.42 | 2068.37
200 | 4193.50 4240.34 4105.64 | 4133.751
10
50 | 1014.56 1047.54 1017.29 | 1037.084
0.5 | 100 | 2184.92 2224.84 2047.37 | 2071.317
200 | 4196.35 4243.20 4104.74 | 4132.85
50 | 1013.76 1046.74 1016.33 | 1036.121
0.9 | 100 | 2189.37 2229.29 2051.93 2075.88
200 | 4196.77 4243.62 4104.81 4132.91
50 | 1329.24 1362.23 1339.18 1358.97
=05 | 100 | 2715.79 2755.71 2691.14 2715.09
200 | 5403.18 5450.02 5392.29 5420.4
50 | 1328.42 1361.41 1338.11 1357.90
0 100 | 2714.41 2754.32 2688.20 | 2712.15
200 5404 5450.85 5393.19 5421.30
50
50 | 1329.55 1362.53 1339.18 1358.97
0.5 | 100 | 2717.44 2757.35 2691.14 2715.09
200 | 5404.81 5451.65 5392.29 5420.4
50 | 1328.71 1361.69 1338.22 1358.01
0.9 | 100 | 2722.52 2762.43 2695.71 2719.66
200 | 5404.95 5451.80 5392.36 | 5420.46

TABLA A.7: Simulacién con estructura de correlacién AR(1), m=4
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m = 10
Parametros

Basado en distancias | Modelo clasico
ol p | n | AIC BIC AIC BIC
50 | 2506.39 2548.53 2526.26 2551.54
—0.5 | 100 | 5366.31 5415.39 5097.88 5127.32
200 | 10431.99 10488 10247.25 | 10280.86
50 | 2502.51 2544.66 2523.18 2548.47
0 100 | 5370.69 5419.77 5101.64 5131.09
200 | 10429.75 10485.76 10241.09 10274.7

10
50 | 2505.45 2547.59 2526.26 2551.54
0.5 | 100 | 5366.32 5415.39 5097.88 5127.32
200 | 10424.3 10480.31 10247.25 | 10280.86
50 | 2505.41 2547.55 2527.93 2553.22
0.9 | 100 | 5358.95 5408.03 5089.22 5118.67
200 | 10421.91 10477.91 10250.85 | 10284.45
50 | 3295.28 3337.42 3330.98 3356.26
—0.5 | 100 | 6740.72 6789.8 6707.32 6736.76
200 | 13477.06 13533.07 13466.13 | 13499.73
50 | 3291.77 3333.91 3327.90 3353.19
0 100 | 6745.77 6794.84 6711.08 6740.52
200 | 13472.72 13528.73 13459.97 | 13493.57

50
50 3294.90 3337.04 3330.98 3356.26
0.5 | 100 | 6740.92 6790.00 6707.32 6736.76
200 | 13473.44 13529.45 13466.13 | 13499.73
50 3295.07 3337.22 3332.65 3357.94
09 | 100 | 6732.27 6781.35 6698.66 6728.11
200 | 13473.7 13529.71 13469.72 | 13503.33

TABLA A.8: Simulacién con estructura de correlacién AR(1), m=10
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m=4

Parametros
Basado en distancias | Modelo clasico
o’ p| n| AIC BIC AIC | BIC
50 | 1013.46 1046.44 1016.22 | 1036.01
0 | 100 | 2182.45 2222.36 2044.42 | 2068.37
200 | 4193.50 4240.34 4105.64 | 4133.75
50 | 1014.14 1047.12 1016.70 | 1036.49
10 | 05 | 100 | 2186.85 2226.77 2049.78 | 2073.73
200 | 4197.44 4244.28 4106.03 | 4134.14
50 | 1013.39 1046.38 1015.89 | 1035.68
0.9 | 100 | 2190.05 2229.96 2052.68 | 2076.63
200 | 4197.13 4243.98 4105.19 | 4133.29
50 | 1328.42 1361.41 1338.11 | 1357.90
0 | 100 | 2714.41 2754.32 2688.20 | 2712.15
200 | 5404 5450.85 5393.19 | 5421.30
50 | 1320.15 1362.13 1338.59 | 1358.38
50 | 0.5 | 100 | 2719.89 2759.81 2693.56 | 2717.51
200 | 5406.01 5452.86 5393.58 | 5421.69
50 | 1328.32 1361.30 1337.77 | 1357.56
0.9 | 100 | 2723.32 2763.23 2696.45 | 2720.40
200 | 5405.36 5452.20 5392.74 | 5420.85

TABLA A.9: Simulacién con estructura de correlacion compuesta simétrica, m=4
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m=717
Pardametros

Basado en distancias | Modelo clasico

o’ p| n| AIC BIC AIC BIC
50 | 1757.65 1796.23 1769.13 1792.28

0 | 100 | 3777.65 3823.16 3574.70 3602.0

200 | 7323.99 7376.44 7175.62 | 7207.081

50 | 1755.63 1794.21 1765.5 1788.648

10 | 0.5 | 100 | 3769.86 3815.37 3570.74 3598.05
200 | 7328.91 7381.36 7178.04 7209.509

50 | 1750.01 1788.59 1760.16 1783.311

0.9 | 100 | 3763.04 3808.55 3565.18 | 3592.487

200 | 7328.42 7380.86 7177.68 | 7209.146

50 | 2309.98 2348.56 2332.44 2355.584

0 | 100 | 4728.89 4774.40 4701.30 | 4728.609

200 | 9443.66 9496.10 9428.83 9460.294

50 | 2306.73 2345.31 2328.80 | 2351.951

50 | 0.5 | 100 | 4722.51 4768.03 4697.35 4724.656
200 | 9446.63 9499.07 9431.26 9462.722

50 | 2300.58 2339.16 2323.47 | 2346.615

0.9 | 100 | 4715.81 4761.33 4691.79 | 4719.094

200 | 9445.65 9498.10 9430.89 | 9462.359

TABLA A.10: Simulacién con estructura de correlacién compuesta simétrica, m=7
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