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siendo B el punto de intersección de 00' con la polar de O ó

rec ta que los puntos de contacto de las tangentes a l círculo
que pasan por O. En efecto:

OB=OGcos BOG ;

y , como el triáng ulo O O' G es rectá ngulo en G.

OG = 00' cos n O G =r c cos 8 0 G

Dividiendo las últimas Igual dad es , queda

O G~ C'- n'
o n=c = e .

P or lo tant o, si por B ', determinad o de modo que

08'= O B,
se traza una perpendicula r u u á a o, el val or de

i ~ Í'

2 C~

que viene dado por la distancia ent re la proyección A del
ex tremo de i so bre O O' Y el punto B' podrá medirse tam
bién por la longitud de la perpendicular trazad a de sde el
ex tremo de J á la recta 1t u, A esta recta le llamaremos J

La recta .r cor ta al eje polar en un punto H , tal que

O E ' C~ - R:OJl ~ _ _ ~ -:'-:c,...,-::':""
ces 'Y.' 2 (; ces rJ.'

4 , - Representación de la poten cia ú t il

La potencia tota l vale ';t = E j cos CG . siendo CG el á ngulo
de fase relativa de E é i. Si t es co nstante, .. es proporcio
nal á la proyección de 1 sobre E. S upongamos que en el dia
gra ma de la figura la dirección de E fue se perpendicula r al
eje pola r . En este caso 7.: = 90 - a, y por tanto

';t= E i sen ll



p te! - R' ) = o 11
2 (.' ¡; COS a!

n
x ~ -~

1 111

• m 11,- = -x - -
. t t

.-:" = t [ y - 7x + :11= t lr- y ']

habiendo pues to

. . [ . C' - N']'-: ,,= E [ sen (I - 2 e l' [ COS 111 _ 7. ') - 2 t.

ó bien,

I E'· e 1[ l' 2 e ~ i cos II cos 7. ' p (C: - R' ) ]
_ - 2 • ¡; sen 7. sen 11 - . + -". '-"=--=-'--

E - 2 C ~ sen (J, ' E - 2 e ¡; sen :;1'

= E ¡ sen 11 - 2 Cr; cos 11 COS a. ' -2 Cr; i scn \l sen (J, ' + p «(. ! _ Rl ,

Esta última ecua ción es la de una recta , la cua l una vez
traza da en el dia grama , permitirá conocer 7t " por la dife 
rencia entre las ordenadas de la ci rcunferencia y la s de la
recta , mult iplicada por t , A la recta cuya ecua ción acaba 
mos de ha llar se le designará por P .

La rect a P cor ta al eje x en un pun to cuya ab cisa X l se
obtiene haciendo y = o en la úl tima ec uación. Y re sulta :

.-:" = E I se n 11 - l ' l'

2; C P COS 7. '

La potencia út il .-:" es la diferencia entre :t é P r-

luego las re ctas J r P se cor ta n en el punto H . El coefi

ciente angula r de P vale ~ ó sea

ó bien . pasando á coordenadas ca rtesia nas con j cos O= y,
1 sen fl = .r , y escribiendo para simplifica r
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ó bien , llam ando Yc y X t á las coordenadas del cent ro de la
circ unfe re ncia,

Para cons truir la recta P bastará tomar un punto cuyas
coordenadas sean)' = 2 x t P, Yx = É..- :? y , l' + ''''O h y unirlo
co n el JI de intersección de J con el eje x .

5. - Representación del rendimiento

El re ndimiento r vale

r ~ _"_" = t (y - y / ) = c'-"O'--c-.c-'-,-'I
.• •• i::.,o

de don de

ósea

, ( m " )r) - - - v - - x+ - = 0
f..: - l t

Es ta ec uación es la de una recta concurrente con las dos
siguientes :

)' = 0

In 11
y= - x - -, t

ya que las coordenadas 0 , X l del pun to de intersección Ji de
estas dos re ctas sat isfacen á la ecuación (3). La re cta cuya
ecuación es y = 0, es el eje de las x , y aquélla cuy a ec ua
ción es

m "(P J= Y - - ,- x + -,- ~ o

es la recta que se ha lla mado P.
Pa ra dist intos valores de r la ecuación (3) representa

diversas re ctas de un ha z cuyo vér -tice es el punto (o, XI )



DP' _y,

In /1y , __ x
1
+ _

IJ A ' _ t t

V,+ (~r

• n
Y. - - ,- X I + 7

CA" - -r~===:C

U7J -t>
(f') - r(M) - o>
(P) + p n - t>
(P)- IJ

•

p.

•

EA BA' C A CA "
B D - En' ; C7J - elY'

(A1) - 7

( "' n)'(P )= y - _ x + - - .-
t t E

D'
D"

o A tiene por ecuación
OB
OC
OD

o

F il':. 3

Eviden temente,

sabiendo q ue

( 1) Sea el haz de rectas O A, O B, OC Y O D cor tad n po r la seca nte A. D, propo n
g.imono s t't, ]u . r el coci en te

(Pj - CM) ,. == o

cuya ecuación es precisamente la de la rect a llamada J.
Ahora bien , según ~nsei'l.a la Geomet ría , ( I) en toda recta

Llama ndo X, y, á las coordenadas de B, y '''J' Yt á hu de e,

- 10\-

B A C.A
B7S: e n

Entre las re ctas del ha z figura la que cor res ponde al valor 1
de Y , á saber

siendo

siendo 8A' Ye .4. " las dist an cias de R y e á la recta O A Y 11 D' Y e[Y' las de lo s mis
mos puntos á la recta O D; luego

EA CA E A' CA "
ED ' en - CD' : c n "•
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de UII haz definido por las ,",os r ec ras ( .lf) = (1, ( P) - o, e

valo.- de , es igual á la rclacio" anarrnonica

L/A C A H A " c n
L/O ; <:1) - H n " C A

t'1I la que A. e y D son los puntos en que una Ira n....e rsa t
cualquiera corta á las rectas ( p) _ o. (J) = o y ( JI) _ o
respc<: ti'l'ament e , )' B 1:S el punto de enc uent ro de la c itada

transversal con la recta ( -1 ).
Sí la transve rsal fuera parlllr la á la recia (.JI),

H n en _ o«

' O"

luego

1'... '" ~ r, p",".oc.n j l. '"' ''

""c ,i - '

• ¡;.,
II .'· -'~I ,. ....'
JlU _n

e ,," - K".--1 ,. + - ,

T.,... 100 ,..'"
K

1' '' '' '''
.... n _ ,-.. .

Ea , . la '._ttoci<llo .. ~• • " , Lo la "'¡I< ..

. ... da 1.< , . Lo , ,,,..... , • • • 'u,. '" T. j ' ''''''' A " Il T '" 1:_ .. J

'N O
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fac ilidad

o

A

( ~- B

e
Fig. .¡.

6. - Empleo del diagrama polar

- ,
O B z =O C ' + BC z = 20 C I -=OA

a

A

luego

y por lo tanto, O B es igua l a l val or
eficaz de e. Una cos a análoga podr ía

si se divid e á .A e (fig . 4)
las mismas comprendidas

entre B y A representa
el rendimiento pro cen
tual : " X 100. En conse
cuenc ia , un a ve z dibuja- .
da s las r ec ta s U)' I,
« córten se por una pa ra
lela al eje de las equis y
divídas e el segmento A e
comprendido en tre ellas
en 100 par tes ; para te
ner el r endimiento co-

_ 0
r respondiente á un va lor
dado de la inten sida d,
bas tará unir el ex t remo

del vector que representa la int ensidad , con el punto H de in 
tersección de U sJ con el eje de la equis , y prolongar la recta
de unión hasta su in te rsección B con A C. La long itud .rl B
evaluada en centés ima s partes de A e es el valor de l rendi
miento que se busca ».

Los valores eficaces de e ó i se constr uyen con
en el diagrama polar. As í si en la fi
gura 5 , s i O A = E, se tendr á

Oc todo es to se deduce que,
en 100 partes . el nú mero de
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B

M

,,,,,,

A

11.'1. 6

O A sen J/'/ = E sen wt

la cue rda interceptada por la circ unfe-

a e
11'1 = -1

T

con la tangente 0 .11
á la ci rcunferen
cia C.. en el origen,
rencia C.. vale :

y la inte rceptada por Ci • vale:

OBsen(JI' t -ex) = 1 sen (Wl - ex)

decirse acerca de la construcción de I deducida de la de l cír 
culo de la s in ten sidades . Este círculo C¡en el diagrama polar , es
tal, q ue el di ámetro DE que pasa por el origen se hall a inclinado
de un áng ulo ~ res-
pecto del diámetro
OA del círculo C.. de

. la diferencia de po-

tencialquepasa tam
bién por el origen
(fig. 6). Así, trazan
douna rectaO Cque
forma un á ng ulo

S i se dibuja la circunferencia C, tangen te en O á C. y
tal que O e = E J, la cuerda O C' valdr á

,
O esen w t = E /' sen JI't

Si se t raza ahora la r ect a O F tal que forme un ángulo ce:

con la rect a °i lf tangente <Í C. y Cp en 0, el va lor de la dis
tancia e e' de e á o F es el de la potencia instantán ea P,
en efec to :

C C' = O C' sen C' OC" =OC sen (11' t- 2.)

= E 1 se n 11' t sen (w t - ex)

que es precisamente el valor de P .
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El va lor de P se puede escr ibir

E l
p ~ - [cos w - COS ( 2 w t -II. )J

a

r en es ta forma se puede cons iderar como formado por una
parte constante

E l ..
- eos e = E l ces :r. _ 1t,

q ue es la potencia media. má s un a parte variable

- Ei cos (2w t - :r.)

qu e es una función sinus oidal del t iempo , cuyo per íodo r es
la mitad del de e ó i, En efecto ,

2 ::
U' ~ -

7

luego
2 :: 2 1': :: It

2 11¡ =2-~ - ~-

T T 1"
a

s iendo

Esta descomposi ción del valor de la po te ncia instantánea
da clara idea de su variación.

La pot encia media .. se suele r epresen tar algunas veces
como indicamos á continuación. Trácen se dos vector es igu a
les en amplitud á E Y I r especti vamen te y for ma ndo un
..tngulo ,; ent re sí igual á la diferencia de fase ent re e é i ,
Hecho esto, hágase gir ar á uno cua lquie ra de ellos , el I por
ejem plo , de un á ngulo de 90°. Sea J' la nueva posi ción de I .
El área del t ri á ngulo cuyos lados contiguos son E é J' es el
valor de ':'t . S i se hub iera girado E siendo E ' su nuev a posi
ción , el á rea equivalente á ':'t hubiera s ido la del tr iá ngulo
cuyos la dos contig uos son I y E '. E n efecto, en el pr imer

r
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caso, el á re a del referido triángul o es tomando á F como

ba se ,
- x I x E cos o: = 1t,

y en el segundo
r

- x Ex lcos o: = "
a

7. - Ejercicios

Calcular analít icamente y construir los diagramas de la poten
cia lt y s , en los circu itos estudiados en las co nfere ncias anteri ores
ó propuestos co mo ejerc icios .



Fig . I

, 1,1

I
l
¡

(
1 + -=- T)

e. =Esen27t } = E se n 2 11 ("~, + ; )

-- ~ Grá fica mente, los val ores---
" de el 1 ez Y (! 3 se podr.tn repre-

110 '
\ senta r por las proyecciones

\ sobre la línea de referencia de,
- '- '-'-+'- '-4' tres vectores que forman en-

I tre sí, suc esivamen tc , ángulos,
" de 1200 (fig. 1). D ícese de trcs

.,/ fuerz as elec tromotr ices con
/ / es tas propiedades que const i

tuye n un sistema tr ifás ico.

( ' )I + - T

"== E sen 2 ¡; i = E sen 2 11 ( ~ , ++)

2 .,. t
el = sen r

Conferencia sexta

- 410 -

1 . - Generación de corr ie ntes polifás ica s

~ 1 entre los polos 11'l' S de un electroimán giran tres
~ espiras cuyos planos forman entre sí angulosde

3
60 = 1 20~.
3

las fuerzas electromotr ices , engendradas en ellas ó diferen
cia s de potencial en los bornes podrán representarse por la s.
fórmulas siguientes :

Corrientes polifásicas

-',,
/ u o,,,,,,,,,,

'~,,,,
" v, 1 14

~- ---
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S i en vez de tres espiras se hu bieran s upues to " , las
fue rzas elect romotrices corres pondientes hubieran cons rí
tufdo un sistema 11 fá sico ó polifásico de orden 11 . En este
caso las fórmulas h ub iera n sido

2 :r t
e l = E sen T

,"( 7)e. = E senT" t+ -;

' " ( " - 1 )I! II =E sC" T t+-,,- T
,

Cu ando 11 = .¡ el sis tema se llama bifá sico . Entonces,

2;:: t
e l = E sen T

' "( 7) " 1e -= E sen -- t +- = - Ecos - -
: T -f T

'" ( T)e 3 = Esen T t + """2 = -e l

Fig. z

,
)

f"ig. 3

Lo s planos de la s es piras corres pondi ent es á las fue rzas
elec tromotr ices c~ y c. coinci
den con los de la s e l Y C2 (fig . 2).
Las fue rzas elec tromotr ices en
aq uel las es piras son ig ua les y di
rectamente opuestas á las fue r 
zas electromotr ices en és tas .

En c o nsec uen
cia , la r ep resen
t aci ón g r á fic a
será la de la ñgu
ra 3 . Si se un ie
ran los hilos de las espiras (1) y (3), Y los de

I
l
~
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Fig. S

&<¡-------

a b- _

la s (2) Y (4) de modo que se a ñadieran sus fuerzas electro
mot ri ces en la forma que indica la fig. 4 , para las es piras (1)

y (3) , el diagrama vec to r -ia l ser ía el de la fi
gura 5 .

En el nuev o diagrama a pa recen dos fuer
zas elec tromotrices cuya diferencia de fase
es de 90°.

El caso en Que 11 = 2 co-
r responde á la corriente mo- 1

nofásica .
En general , las espiras ó

bobinas en las máquinas gene-
radoras se hallan dispuestas
con ciert a simetr ía , de modo,

Que puede llevarse á coincid ir geométricamen te una bobina
con ot ra por un giro a decuado a lrededor de l eje de rotación
del a lte rn ador. L lamaremos extremos homólogos de la s dis
tintas espiras , aquellos que vienen á ocupar sucesi ,·ame~te la
misma posición en el espa cio cua ndo gira el sistema de un án 
gulo tal , que en su nueva posición cons tit uye un sis tema idénti

ca mente orien ta do.
En 10 sucesivo

convendrá que el
lect or no pierda de
vista en ca da mo-
mento los valores
ins tantáneos de las
d ive rsa s cantida
des qu e intervie
nen en el cálculo.

Los extremos de
las espiras de un
sis te ma n fdsico se

F ig. Ó suelen unir entre sí
de distinto s modos. Los principa les son los siguientes :

- Ui -
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cero. La dispo
dis pos ición «en

Fil':. 8

f ig . í

u

1.o Los extremos de cada espir a ó bobina se unen á dos
hilos de línea. En es te ca so, que representa la fig . 6 el siste
ma poli fásico equivale
á II sistemas monofrt-
sicos in dep en dien tes .

o o Se unen entre
sí los extremos homó-
logos a , a', a" .. . de las
distint as espiras . Los
demás b, 1/, b" ... se
unen á hilos de línea .
El punto O en qu e vie-
nen á reunirse los a,
a', a " .. . pued e ponerse
en comunicación con
un hilo es pecial ó con
tierra . En es te último ca so, su pot encial es
s ici ón que se a caba de de scribi r se llama
est rella» (fi g . 7).

3 .° Se une el ext remo b de un a bobina al a' de la inme
diata , e l b' de és ta , a l a" de la s ig uiente y a sí sucesivamen
te hast a c o ns t it u i r un
circuito cerra do . Los hi-
los de línea par ten de los .
puntos de uni ón de dos a
bobi na s c onsec u t iva s .
Esta disposi ción se deno-
mina « e n po lígono » .

Aplica do ,1. la s co r r ien
tes tr ifás icas , se llama
« en triángulo » (fig . 8).

-l.o Se pueden ha-
cer co mbina ciones en que interven gan la s dos últ imas . V . por

ejemplo la fig. 9.
En la disposición en est rella de las corrientes polifasi-

- ·U 3 -
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cas . la fuer za electromotr iz engendrada en ca da bobina es

2 :-:
e; = E sen T (1 + .. T J

y este es el va lor de la fuerza elec tromot riz to ta l en el
circuito formado por dos hilos de línea con se cutivos .

Gr áficamente , el valor de ésta f. c. m, se enc ontrará
« res tando » del vec to r que representa el el que representa e.,
Se recordará que para restar dos vectores , E~ de El, basta
unir el ex tremo de uno de ellos El, con el de un vector igual,

:] (1)

fi g. 9

ósea

,nI '"(' ) " [' nIE sen y - E sen T t + -; 1' = - 2 Es~n n cos T +

y puede representarse por un vector E... Las de má s fuer zas
electro motr ices se pod rán re
presentar por ot ro s ve ctores E..
pasando todos por el origen O
y for man do suc es iva mente án

g ulos iguales en tre sí y á 3
60

.
n

Suponi endo desconec tados de los
hilos de línea los extremos b, b'. ..
de las di stintas bobinas en el sis 

tema en estrella , (fig, 7), entre estos ext remos y el punt o O
habr á dife rencias de potencial igu ales á e". Ahora bien , entre
dos bo rn es by b' consecutivos ¿c uá l será la diferen cia de po
ten cial ? Evidentemente <1)

(1) Se tienen. en efecto, dos bobi nas uni das d e ta l mo do qu e los ex tre mos hom ó
logos a y a' están conectad os en tre sí y se pregun ta la fUer za ele ctrc motria e mte lo s
do s ex treme s li bres . E l sis tema es a ná log o al de d o! pi las , cuy os po los negativos , por
ejem plo , est én unidos e nt re sí y d el que se pid e la d ifere nci a de poten cial entre los po
sit ivos q ue evidente mente es la dlferenciol ent re las fuerzas e lectrom ot rices d e ambas ,
pu esto que sus acciones se res tan. Si en e l caso de J. e, m. trifhicu en estrella la dif e
rencía res ulta mayo r que el min ue odo y sus trae ndo, ello es debido 4 la nat u ra leza va
r iabl e y sin uso idal de las f. e. m. q ue hace q ue por lo q ue res pect a ' sus va lo re s ins
la nl4neos pu ede muy b ien ser UIIO de ellos pcai riso, siendo negativo e l otro, y de est e
modo la resta au me ntar el v. lo r del minu en do.
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paralelo y de sentido contrario al otro E! trazado por el otro
extremo del pr imero (fig . 10). La resta es el vector El! ' En ve z
de hacer el trazado de l vector paralelo , ba sta, co mo la figu

ra 11 indica para el caso
de c orr ie n tes trifásicas.
unir los extremos de los
dos vector e s . El vec tor
que a sí resulta , es ig-ual y
para lelo al que se bu sca.

•-\5 [ , por ejemplo, en los sis temas tri
fá sicos. la fuer za elec tromotri z total en el
circuito de dos hilos de línea es

• (, o. ' " ) V - ( ' ' )2 E sen "3 cos T + 3" = 3 E cos 2:; T + "6 ;

cuyo va lor máximo es ig-ual á V '3 E. A la fuerza electro 
mot ri z

('"' " )E cos T + n

se la a costumbra á llamar « fuerza electromotri z por fase ».
La result ante de dos f. e. m. por fa se consecutivas es
la «f, e. m . de Iínea ».

En un sistema trifás ico en es trella, la mism a cor riente
qu e pasa por una bob ina es la que pasa por el hil o cor res
pondiente de línea. Esta ci r cunstancia se a costumbr a á ex 
pr esar dici endo que la «corriente de línea» es igua l á la
« corriente de fase ».

La disposición en po lígono presenta propiedades que en
cierto modo podrían cons idera rse como correlativas de la s
anteriores . En efecto ; la corriente que pasa por un hilo de
línea es la «diferenc ia» de las cor r ientes que pasan por
dos bobi nas consec utivas vy, en cambio , la fuerza elect ro mo
tri z en el circuito de dos hilos de línea es igual á la enge n
dra da en la bobina , cuyos ex t remos so n los de los hilos de
línea qu e se cons ider an. Estas ci rcunstancias dan lugar-á
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que las fórmulas y rep re sentaciones gráficas usad as en la
disposición en es trella para las fuerzas elect ro motrices é

intens idades puedan aplicarse á intensidades y fuerza s elec 
tro motrices respectivamente en la disposición en polígono .

En el cálculo simbólico la se r ie de fuerza s electromotr i
ces por fase, suponiendo que su amplitud es igual, puede
re presentarse por

siendo

En efecto :
•

El va lor de VI se ha lla ext rayendo la raí z enésima de
los dos miembro s de

I = C0 5 2 ;1: + i sen a ~

co n lo que se obtiene
•
( - 2;1: 21:

E = 1- 1= COS- + i sen -
" u

El de sr será
r 2;1:r. 2 ;1:r

e = cos-- +Isen - -
1I 1I

y por tanto
, ( 2 ;1: ,. 2 1tr )e E = Ecos - - + i sen--

11 "

y el segundo miembro es, con toda evidencia, el valor sim
bólico de la r '?" fue rz a electromotriz por fase.

2. - Representación topográfica

En lo que sigue , ha rem os frecuen te uso de la rep resen
tación siguiente : Así como en el dibujo topográfico tiene
cada punto del plano su cota, se a tribuir á á cada pu nto del
plano un potencial que represen ta rá el valor máximo del
mismo de ntro de un per íodo . Este va lor máximo, en vez de
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rencia .
Obti én ese con es ta rep re

se ntac ión una idea bastante
cla ra del modo co mo varían
las di versas cantidades que
en ella intervienen , imaginando que el plano n en que se
efec tú a la representación puede moverse alrededor de un eje
vert ical que pasa por 0 , envolviendo en su movimiento á
una supe rfic ie có nica de revolución sobre la cual se aplica
sin desliza r, es deci r, gir-ando á cada instante al rededor de
la genera tr iz de contacto con el ci tado cono , y a tribuyen do
á las distancias de los dis t intos puntos P de l plano móvil á
un plan o fijo itn perpendicular á su eje y pasa ndo por el vér
t ice, el si gnifica do de cantidades proporcionales á los poten
ciales de los puntos P . E vident emente , s i la rot a ción com
pleta de ro alrededor del eje del cono tiene lug-ar en el pe
r iodo T, las distanci as de los dis t in to s puntos P .í rr, se rán

esta r indicado por una co ta se indicará y mediará por la
dista nci a á un punto O de l plano que á su ve z representará
el pot e ncial cero. Los punt os si tuados en una circunferencia
cuyo cent ro sea O tendrán el mismo pot en cia l en valor ab
so luto, pe ro sus fases , en la representación gráfica, se dis
t inguirán por los ángulos que forman entre s i los radios vec
tores que represen ta n los potenciales. de tal modo , que el
á ng ulo de dos vectores cualesquiera sea igual á la diferen
cia de las fa ses de los potenciales que representan . De este
modo, s i se requie re la diferencia de potencial en mag nitud
y fase entre dos puntos del
plano , bastará traza r la rec ta
que los une, y ell a , por su
ma gnitud, es el va lor máxi
mo de la diferencia de pot en
cial entre los dos puntos . y
por su dirección da á cono
cer la fa se de la citada dife -



tema trifá sico y que se destina á alimentar un ci rcu ito como
el que la fig. 1:1 indica const it ufdc por im pedancias ig-ua les
en la s tres ramas.

Las fuerzas electro mot rices correspondientes á las tr es
fa ses (1), (2) Y (3) pod rán representarse por tres vectores
iguales en magnitud, cuyo origen es O y form ando dos con
sec utivos á ngulos de 1200 (fi g . 14). La fuerza elec tromotriz
tota l en el ci rcuito que compr ende la s fa ses (1) y (2) podrá
rep resentarse por el vector (12) y del mismo modo, por los
vectores (23) y (13) las Iuerzas elect romotrices en los ci r 
cuitos que co mpre nden las fas es (2) y (3), Y (1) Y (3) res
pecti vamente . Las fue rzas elect romot rices (12), (23) r (13)
darán orige ñ ,í. cor r ientes que llamaremos i

l l
i2 é i3 desig-

-_/

- U8-

funciones sinusoidales del tiempo, cuya ley de var íac íon es
igual á la de los potenciales que representan. La proy ección
de toda recta Que une dos puntos P , es tambi én (un ción si
nusoidal del tiempo, como la diferencia en tre los potenciales
de aquéllos.

Como ejemplo de la representación topográfica va mos á
determina r los diagramas correspondientes á d ist ri buciones
trifá sica s y bifásicas en estrella cuando alguna s ó todas la s
fases se hallan en estado de carga, es de cir, en comunica 
ción con aparatos ó má quinas recept oras .

Consideremos en pr ime r lugar el caso de un a máquina
generadora de fuerzas electromotr ices constituyendo un s is -
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nando con el subíndice la fase qu e a tra viesan . Por concu
r ri r las t res fases en O,

ósea

/
/

/

B

F ig . 14

o

.,

La intensida d i l que circ ula por la fase (1) senl debida '
en parte á la fuerza electromotri z del
circui to que comprende las fases (1)
y (2)1 Y en parte á la del circuito Que
comprende las fases ( 1) Y (3) . Estas
fuerzas electromotrices son las dife
r encias de potencial en circ uito abierto ó"----__o<>

(" Aentre el borne de la fase (1) y los de las
fases (2) y (3). Y, si de l potencial de (1)
se restan las pote nciales de (2) :r (3) se obt iene como represen
tación de la s citadasf. e. m.l los vect ores ..lB y CA (fi g , 14).

Conocidas las impedancias de los hilos de la línea , de l
circu ito alimentado supues to des prov is to de fuerzas con
trae lec tro mot r ices y de la s bobina s de las dist intas fases,
pu édense calc ular los avances ó ret ra sos que respect o de
las f. e. 11/ . B .Ay CA ofre cen las intensid ades á ellas debidas
que ci rcu lan por la fas e (l) y que, compues tas, da n el valor
de la intensidad ;1 ' Por la simetrí a que ofrece el cas o que
estamos co nsiderando , las
dos inte nsidades com ponen
te s de ji se rá n iguales y
pre se ntaran igual diferen
cia de fase con las fuerzas
electromotrices que la s en
ge ndran . Sea r.; esta di fe
rencia de fase y represen
t emos las in tensid ad es P OI"

vec tores Que a r ranquen del
or igen O y cuy a longitud
sea proporcional a l maxi-

'7
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Fig. 17

I
I
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A
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mo val or de la s mismas . Así se rán, por ejemplo l'¡ é r ! los
citados val ores m rl xim os , cuya suma vecto r ia l es J; valor
má xim o de t , (fig. 15).

Si se quie re co nocer el potencial de l born e de la fase (1)
ha brá Que restar de OA , Que representa el pot encia l de l
mismo cua ndo está inter-rumpida la co munica ció n de la fa se (l )
con la Hnea , la ca ída de potencia l, debida á la impedancia
en tre O y A . ó sea

(;; -ix) / I

sie ndo r- y .v la resisten cia y la renctan cia de una fa se del
generador. Hacem os esta const rucc ión en
figu ra aparte pa ra ma yor claridad . So
bre la di rección de O1, se to ma un seg
men to O P = FIl ' En el ex tremo P se
leva nta la perpendicul ar, en la Que se
toma el segmento P Q' = x I I' El vec
tor r esul tante de las dos anteriores, ó

sea DQ' es (p - í x ) l . Restando de DA el
vector O(! se halla el vector OA'. El

punto A' representa el nuevo potencial del borne de la fase (1).
De un modo análogo se ca lcularían los potenciales B' y e en
los born es de las otras fases , Dada la simet ría en la distr i
bución de impeda ncias. el tr-ian-
gula, cuyos vé r tices son A' B ' C.
es equilátero , como el de fuerzas .
electromotr ices ent re los hil os de
línea consec utivos (fi g. 1¡ ).

Cu ando en un s istema t r ifá-
sico el tr iá ngulo de diferen cia de
potenciales en los born es es eq ui -
latero , se dice que el sistema está _--- If
«equilibrado ».

El sis tema Que como ejemplo
pasam os ¡í co ns iderar á cont inuación no co nstituye un sis 
te ma equilibrado. Sea un sistema trifás ico, en el que sólo se
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ca rea n igual mente los circuit<?s que contiene n las fases (1 ), (2)

Y (1). (3) (fig . 18),

J.. '

,~"~,,---,-_._--L-"OlfII"000lr~
;

atraviesa la fase (2), será deb ida ,
resulta nte de la s ( . e. 111 . de las

- -- -
' -'-. ~-'

k -=.'r '/0, " "<,

"./F \
DI / ' - \_ _/-0 , t ,--

\
\1"
\,
/

I
/

/
/

/

\" ( /
X
\

/ \
'/ \

\
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La co r riente ih que
en parte, á laJ. e. 111.

fases (2) y (3) Y en
pa rte <Í la s fas es (1)

Y (2). La corr iente
t-; debida á la pri
mera , es menor que
la deb ida á la úl-
tima , pues atravie-
sa más impedancia,
y el á ngulo de re
t r a so 6 a delant o
respecto de la f . e. .
nr., que la engen-
dra l es diferent e.
Supongamos halla -
das las intensida -
des , cuyo s " al ares
máximos son ~3 é
[ ti II I de modo que
sus fases sea n co-

( 1) BU I ' para ello d ivid ir 1asj. e. m. en los ci rc uitos q ue recorren por la i mpe
da ncia d e los miemos . Las rases respecte de las f . t m. so n conocidas conoc iendo las
im pedanCias.
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nocidav asf como I ,.,¿ 1" Y puedan rep rese ntnr se por ""("{o
res f,. ~ 1" (11 1:' . 11 j. L, imrll~idad r("sullame de 1,. é f~

esta rá representada por la Ji;'l/:ona l 1, del p.1Talt'lnl:'ramo.
CUVOS tadcs son fp é J". n r l "alor de la intensidad se deduce
inmediatnmcnte:" ,,[ d" la ca lda de tens ión , debida al paso de
la corri ente r en ~guida <"1 nuevo potencial lJ" del bor ne n,.

Para ('1 borne e , puede
hacerse lo mismo , pa r 
riendo de Oc.

Para nallar- el po
rcncía l del boroe A, se
observara que la co
rriente en la Iase (1)

M; ta l. que

es decir, e l vector cu
va am pli tud es J, es
igual y directamente
opues to á la resultante
de los ...ectores 1, ~ 1,
,. puede . por lo tanto.

ser cons tr ufdc con Ia cthdad. Cna vez ha llado . se delermina
13 pérdtdn dI' ten sión prOl1uciJa por el paso de la corriente en
la bobina. CU" M e'ttremos "-O1l O ,. A ,. en st'glIida ti nuevo. . .

potencial A de A.. El
trián(:"ulo _.( 8' e ¡fi¡::-u
r a 20) noes equilatero.

lJentr o del sistema
t r-ifñsico considernre_

rnos aún el sizuiente
(":1.'<0: Sup(m¡rnsc lnrc

r ru mpioJa la comunicación entre la fase ( 2) ~' el hilo üe la trnea



l

/

C'

correspondiente. El punto centra l co nserva el pot encial cero y
se pregunta ¿c uáles son las potenciales en los bornes A . y e.?

Sea (fig . :?~) ..l e ó (13) la fuer za elec tromot ri z tot al e xis 
tente en el ún ico ci rcuito del s istema y apliquemos a !a fas e ( l )
las cons tr uc ciones. anteriores . La A

cor r iente i. en (1) retrasa , respecto
de (13) un angulo c co nocido, y es
co nocida , tambien su amplitud It
como cociente de (1) por im pedancia
tot a l del ci rcuito. De i, se pa sa á
calcula r la pérdida en la fase (1), a sí
co mo la pérdida en la fase (3), las B
c uales . restadas de los potenciales
OA y OC dan los valores OA' y OC.
qu e rep resentan los potenciales de O
y C. El potencial de B es O B . Y el t riá ng ulo .-l' B C' es es
ca leno. Es de notar que, según se de sp rende de la figura ,

B

r ig. ~ 3

e

A

lo cua l es tá de a cu erdo co n el r esul tado de aplicar la ley de
Ki rchhoff él la s cor rientes que afluyen á O.

La aplicación de los diagrama s anter iores <t un sistema
bifásico no ofrece mayores difi
cult ades . Sea , por ejemplo, un
sistema bifásico con hilo de re-
torno (lig . 23) .

La fu erza electromotriz re - o
s ulta nte de la s dos fases (1) y (2)
es (12) Ú A B (fig . 24). L a cor riente
q ue ut rnviesa la fa se (1) se puede
cons idera r como cons tit uid a po r
do s parte s : la pr imera se rá la que enge nd ra la dife re ncia de
poten cial que, en cir cuito abierto , ex is te entre A y H , Y la otra
In que , en ig uales condic iones , ex iste entre A y O ó ent re A
y C. En la representación gráfica que se ha ad optado en
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3 · - Cálculo simbólico

Los sis temas polifá sicos están constit uidos por circuitos
á los que pu ede a plicarse el cálculo simbólico. As t , por ejem
plo, el de la fig. 25 es equivalente al ci rcu ito de un puente

tig. 24

A

la fig. 24, la primera fuerza electromotri z «diferencia» ent re
el potencial de A y el de Bes BA, y la segunda es 0.-1. . Si las
dos (. e m . dan lugar á cor r ientes retrasadas en fa se re s
pecto de ellas, cuya s amplitudes sean 1'. é /'~ su resultante /.

será la co r r iente tota l que
atravíesn la fase (1). Y el po-

I tencial del borne de la fase (! )" , r \\ desciende e n a mpl i tud del'- ......--, ~
~ -, ,\ O A' valor O A alOA' hallado de

~ ":(\ 1'ti un modo a ná logo a l de los ca-
, 1 :Ji:' ':e')----.::0\ 1 .'f. sos an teriores , como se ha-
\ »> (l B
I..-~-J' liada O R' pa r tiendo de O B ,

1 Para hallar el potencial
del borne el basta cons ide rar

que las corri entes que atraviesan las fases (l ) y (2), son ta les
qu e su suma es igu al :r contrar ia á la corr iente que rec orre
la fase (3) , como re sul ta de aplica r la ley de Kirchhoff al
punto O. Asi! pues , cons truidos los vec tores re presentati vos
de las intensidades que atra viesan (1) y (3), es suma mente
fácil hall a r el potencial de C.

En lo que precede se ha supuesto qu e los tres bor nes
A J B Y e eran los puntos de conexión de las bob inas del
ge nerador con los hilos correspondientes de línea . Pe ro pue
den ser tres punt os cualesquiera de la línea , en esp ecial los .
t res born es de la máquina ó aparato receptor , con s610 tener
presente, al calcul ar la s fuerzas electromotr ices perdidas!
que los valores de las resis ten cia s y reactancias deben to
rnarse desde el punto O ha st a los puntos de la línea que se
conside ra n y cuya diferencia de potenciales se busca .

-,
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tencias :,", impe
da ncias f; - ix .

Se establece así un s istema de ec uaciones en núm ero igual
al de hilos , como co nsecuencia de las
leyes de Kirchhoff , cada una de las
cuales podrá desdoblarse en dos , se
parando las partes rea les de las ima
ginar ia s . Y del doble sis te ma se po
drán deduc ir la s a mplitudes y fases
de las intensidades queda ndo éstas
co mpletamente det erminadas.

sus expresiones
s imból ic as , y
en vez de rests-

de \Vhea tstone . (fig . 26 ). Da das las fuerza s elec tromot r ices
en cad a hilo , y las impeda ncia s se llev a rá el cá lculo como allí ,
con sólo poner
en vez de las
fuerzas ele c 
trom otric es é

int en si da d e s

...
I

4 . - Métod o de Kene lly

Sea una generatriz trifásica en es tre lla que alimente una
instal ación dispuesta del mismo modo. Su pongamos qu e O,
centro del sistema ge ner ado r. está al potencial ce ro, qu e son
iguales en a mplitud lasf. e. IJi . por fase y que pr ese ntan entre
sí cada dos consecuti vas una diferenc ia de 120 (1 en la fase.
El pun to 0 1centro del sis tema receptor su pues to en es tre lla ,
no estará , en ge neral, al mismo potencial que O, ¡i menos que
sea n igua les las impedan cias de las tres ramas que ponen en
co municación O con 0 1. Se compre nde qu e, si se lograra de
te rminar el potencial de 0 " como el de O es ce ro , co noccrrasc
en cada una de la s tres ra mas la diferencia de potencial en

I

~
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los extremos y la (. e. m . que ha y en ellos, y que es la de la
fase que corresponde á la rama que se considera. Y, con el
conoci miento de es tas ca ntidades y el de la impedancia to tal
de la rama podrfase ya deducir con facilidad el valor de la
intensidad de la corriente en cada fase.

El potencial del punto al lla mado « punt o neut ro » de la
máquina receptor a, puede hallarse gráficamente por el pro
cedimiento de Kenelly , fundado en las considerac iones que á
continuaci ón se exponen.

Suponga mos el problema resuelto, cuyos datos son las
fuerzas elect romotr ices por fase 01, 02 Y 03, Y sea O, el

punto que se busca.
Las f. e. m . en

cada una de las tres
ra mas de que consta
el ci rcuito, será n:

1 Las inten sidades
podrán ca lc ularse
del siguiente modo.
Sea n 0 , x y O, Y1 dos

ejes rectangula res (fi g . 27). Imaginemos en el punto (3) dos
vectores paral elos á estos ejes é iguales respect iva mente él
la conducta ncia y á la snscepta ncia de la ra ma 3 entre los
puntos O y 01' La conductanciu, se toma rá paralelamen te a l
eje )' yen la dirección posit iva de la misma . Si la suscepta n
cia es positiva se tomará en la di rección positi va del eje .v,
y si no, en sent ido contrario . La admit ancia = '3 resulta nte
de la conductancia ;;'3 y la susceptnncin X '3 form a rá con el
eje de las y ó sea con la dirección de ¡::3 un á ngulo q:'3 que es
la dife renc ia de fase entre 0 1 3 Y la corriente 13que at rav iesa
la fase (3). Trazando la semi rec ta O. I¡ que re presenta ". es
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de ve r que el á ngulo ex que esta rec ta forma con el eje de las
equis , es el mismo que con 0 1 3 forma la perpendicular trn
l ada desde 0 1 á la recta 33'. Porque. en efecto.

°1 3 A = 90 _ :l:. = ,80 - 0. 3 B - :r
luego

9O -:l:.= ,80-0. 3 B - T
Además ,

'f - J. 0. x -i- 0 1 3 B = 90U

Eliminando entre las dos últimas igualdades el án gulo
0 , 3 E , queda

corno se quer ía pr obar.
El valor instantal1:eo i a es igual á

J. eos IJ •

si el eje de las x rep resen ta la Hnea de referencia. Y, como

J~= E. I I ;;; ~ +."(; t = E. t'.
se tendr á

i. =E. ~. cOS IJ

. Ahor a bien, E3 cos x = O, A, luego el valor instantáneo
de la cor r iente puede cons iderarse como el momento de un
vector .e', localizado en A y cuya dirección sea la de 33' con s
tr uida del modo ya ind icado .

Lo dicho para el punto 3 y la corriente la puede repetirse
por tos pu ntos 1 y 2 Y las cor r ientes i l é ;~. Ahora bien, la
suma de la s corrien tes ¡I, i ~ é la es ce ro según nos dice la ley
primera de Kir chhoff, ap lica da a las cor r ientes que afluyen
á O ó á 01, luego <da suma de momentos de los vecto res Z 'lJ

z'~ YZ'3 1 construídos y loca lizad os como se ha explicado para
.3'31 es cero». O bien , dicho de otro modo, el punto O, es un
punto por el cual pasa la resultante de los tres vectores Z 'h

=:2y ,l 31 localizados en 1J 2 Y 3 Ycuyas direcc iones forman
con una recta cua lquiera (eje de las y ) ángulos Cfh 1'! Y C; , . En
consecuencia , tomando como eje de las y una recta cua l
quie ra y ha llando medi an te un polígono fun icu lar y uno de
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tores ( 1), (2) Y (3) (fig. 28) . Se llam a po lígon o de Varign on al for
ma do del sig uien te modo . Por u n punto A del pla no se traza una
vector A B ig ual y pa ral el o á (1 ), por el extr e mo Bde e~te, otro Be
ig ual á pa ral el o á (2) Y por e o tr o ig ual y pa ralel e á (3) . E l polígono
A B e o es el llamado de Varignon . La result ante de (1), (2» )' (3) ,
es ig ual )' par a lela á la recta A D que cie rra el políg ono. Con sólo
halla r un p unto de su línea de aplicació n se conocería , por 10 ta n
to, la magnitud y lí nea de acción de la misma. Para ha llar un punto
de la línea de a cc ió n se util iza el polígo no fun icular, el cual es el
pol igono formado por un hil o en c uyos vér t ices actua ra n los vec
tores (1), ( ~) Y (3) com o fuerz as a pl icadas en el lo sv y que g oza de
la pro piedad de q ue las ten sion es de sus lados extremos equ il ibran
la s tres fuerzas (1 ) , (2):r (3).

Fi¡;:. 28

IIr
/

Var ignon la resultante de los vectores z'" z '! y .; '3; toman do
luego otra dirección cua lqu iera , por eje mplo , ;.i 90° con la
an terior, como nuev o eje de las ies , y hallan do la resultante
del nuevo sistema , el punto de in tersecci ón de Jos dos resul
tantes es O,.

-,

><
" ~';/ N

] i •,/

y .,/

Va mosá recordar brevemente en q ue consiste la co ns tr ucción
de los po lígonos funi cula r y de Varig no n . S ea un sistema de vec-
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H ay in finidad de p ol íg o no s co n tates pro p ied a de s ; pa ra cons
t ru ir u no puede procederse COlIJ O s igue. S e to ma un p unto a rbi t ra
ri o O, )' se une co n los vértices d el po lígo no dr Varlgnon . S i á las
recta s de u nió n se la s co nsi de ra co mo paral el as á los lado s de un
polígon o fun icu la r cu yas tensiones m id e n , la const rucc ió n de l polí
gono se hará d el s i.l(uie nte modo :

Por un pu nto arb it rar io d e ( t) se traza n u na paral el a 1> r:r. á O A
Y o tra e ~ á O O. S e prolon g a esta últi ma h as ta co r ta r á (2)' por el
punto de intersección ~ se traza u na paral el a á O e has ta corta r
a (3). Y, finalme n te , po r el p un to de in tersecció n 1 q ue se acaba d e
e nco n trar , se traza una paral ela á On. E l polígo no p (l ~ 1 P es el
polí g o no fu n ic~ l ar q ue se b usc a . En ella fu erza (2) es equ ilib rada
po r la s te ns io nes d e lo s lados ~ (l y ~ r tensio nes c uy os val o res
so n 00 y COi la te nsió n e n ~It, co mpues to co n la fuerza (1) es
eq uil ib rad a po r la tensió n It p Y lo mismo di ría mos d e la resu lt a n te
d e la te ns ión e n ; 1 y de la fuerza (3) . la cual es e qu ilibrada por la
te ns ió n en r p. A sí resu lt a qu e el sis t ema de lo s tres ve ctores [ r},
(2) Y (3) e s eq uilibrad o po r las te ns io ne s en It p Y en Tp. Po r lo
ta n t o la resultante de a q uellas fu erza s ha de pa~a r po r el pu nto ,.JI
d e intersecció n de los lado s extremo s d el polígo no fu ni cular.

H allado e l punto ~U la línea de ac ció n de la r esul tante es ~Jf ..V
paral ela á A D .

Si al siste ma trifá sico a nteriormente considerado se a ña 
de un hilo que sirva de unión dir ect a en tre O y 0 1 la cons 
trucción de Kcnelly es igu almente a plica ble , sólo que en
este caso ha y que considerar a plicado en O el vect or z' co
rresp ondiente a l h ilo que une los p untos O y 0 1'

Es ev idente , que, cua lquiera que sea el siste ma polifási
co mien tras es té n disp uestos en est rella el generador y el re 
ce ptor , la cons tr ucción de Kenelly es aplicable a l mismo .

Las co ns trucciones gráfica s pueden su de uso incómodo
en al gu nos casos) debiendo ac ud irse entonces a l cálculo a na
lít ico . Y el método de Kcnelly traducid o al lenguaje delal
gebra puede ser entonces de la mayor uti lida d. E n Jo qu e si
gue va mos ¡1 oc upa rnos de ello.

La e xpresión de l momento respecto del punto a, b de un
vector P = B e cuyas componentes sobre los ejes sea n X é 1~
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A uemás

,
.~ R F _ _ I" _<1 ,Ir - b,,

,41iC _ ~ [x + X - al l)"" Y_b],
,/J CJ) _ _ XY,

R/)EF _ X Ir - t ,

.WC _ .H,:C _ sen _ .HJF_ BF/)C

...."

L Ul'lfo

síenoox é Y lb coordenadas del punto de aplicacten , C~ la
del doble del arca del trj¡in lo: ulo . In e, ene. 29) ya que por

definición momento tle un vector respecte
de un pun to e5 el producto del vec tor- por
su distancia á tlil;ho punto. Pcrc

y por consiguiente, el momento \·,,11'

Y lx -<l,- X O' - b,

,

_u._

S uponua mcs, pues, rcfc rtdcs á un sistema de ejes cocrde
nades los vec to res =' en la forma indicada ya .
L 1 S co mponentes de los vectores ,t;' sollrc el

eje X ser.t n las ccnductancins p' y la~ compo.
nemes sobre el ot ro c¡e 1,Is su ceptanclas x ' .
..\lee ta ndo de un sublndicc las cccrdenadns y
valore s de f y x· que corr esponden á cada fase ,
se te ndrá, a l expresar que c" cero la suma de
momentos a lrededor de! punt o ( ti . b ) que se busca , la ~I '

gutentc iJ,: u.a IUad :

Si en \"('Z ue tomar los e~ coordenados en la lorma di
cha se bu bit'ran tomado por ejes los que resultan al gi rar los

t



)"1 =X1

(2)

Fig. ' 1

~l
~~ 1

fig, 3 1, se hu-

- 01 = b

b =<1

- .¡.:n -

y por lo tanto, la últ ima ig ual dad se puede escr-ibir

~', (b - y,) - X'I [x, -al + ..... ==- 0

F/ (4 - XI)-x'. (b - ~\-I ) + ~; (:i - x,)
- x; (b - y-: ,) + ... '- 0

Pero , seg-ún se desprende del so lo exa men O,L----~

de las figs. 30 y 3 1

a ntiguos de un á ngulo de 90°, como indica In
biera hal lndo : (las nueva s coordenadas lleva n
un g uión en la le tra que las represen ta )

-
Las ecuaciones ( 1) Y (2 ) permiten despejar a y b co n lo

cua l sus vaJores so n conocidos en fun ción de los de las de más
cantidades .

Una vez hallados Jos val ores de a y b se puede proced er
<i determinar la amplitud 1 y fase ~ de la inten sid ad qu e
a traviesa ca da hilo de línea . Para ello pueden utiliznrse
igualdades nnril ogns á esta

/ 1 cos tr, + i / 1 sen ~ , = (.'1: , + ¡y1 - (a + i b)] (P' , + ¡ x', )

I

~

la cua l se pued e de scomponer en dos , sepa ra ndo las parte s
reales de las imaginadas, y con ayuda de ellas se pued en
calcula r 11 y '( l '

Por último , una ve z conoc idas la s inten sidades de las co 
r rientes que atraviesan los hilos de línea , pu eden ca lcula rse
frlci lme nte los pot enciales v + ¡v' en punto cua lquiera de
ellos . r estando de la fue rza elect ro mot ri ces por hilo

X, + ¡ Y, - (a + i b)

los valores de la caída de pot en cial debida á la impedan-



r

,

E 3 "x , = - +E = -f., ,

, r ' Vi"
'" . ~ \ / ló·_~ ~_3_
~ _ . 4 2

X . = o

- ¡!J
)' , = E

..',,,,,,
!Jl-'
':

- .;:'. cos a.. a -t- c', sen :t, r1: 3 1::+ b]=O

,0'1 = :;:'1 COS CI. \

X' l = ';:'1 sen 'Xl

etr,

cia P - ix desde el punto O ;:í los de 1:1 línea que se consi
deren.

Como ej erc icio nos proponemos dete rminar en q ue co ndic io nes
de impedancia de la línea y de la má q uina receptora da lug ar una
genera t r¡e trifásica á dos fuerzas elect ro mot rices tota les po r ra ma s,
qu e guarden e n tre sí una difen cia de fase de 90• . Se supo ne q ue la
generarr¡e en ci rc u ito ab ierto sea ca p;¡,z de en gend rar t re s fuerzas
electromotrices (r ) (2) y (3) i¡{uales en su am plitud E y cuyas fa

ses consec u t ivas di fieren en :1;:
3

S i se toman como ejes la recta que u ne los puntos re p rese ntati
ves de las fue rzas el ec tromotrice s (2) )' (3) y su p erpendicu lar en
el pu nto medio, se t endrá :

S i se designa por a., 1:1. , y a., 10s
áng'Jlo s de at ra so de las intensidades respecto á las fu erzas elec
tromot rices , se podrá escribi r , ya que

las dos siguie nte s ig ual da des que son la s (1) y (2) a plicadas a l caso
pa rt ic ular q ue nos ocupa :

.' [3 e- ] +., b ' .' I"¡!J E b]"I . COS Cl. 1 ' 2- C. - '1 ' l sen Cl. 1 - :;: , cOs CI. , a - "I ~ sen Cl. : "'2 - -
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- ' ,;"1 sen 12.1 [ -; - H - ,1 ] + :; '1 COS 1', b+ :;'~ sen 12. : 01 - ;-', COS 2. 1 [ 17- E - bJ

+ J¡'¡ sen '.l..a + :;:', co", "'. [ 1~3 E + b ] =0

A estas dos ec uaciones de mome nto d eb e ag rega rse la co nd ic ió n
geométrica q ue im po n e el en u nci ad o de l prob lema , á sa ber

a~ + b: == } - I~"

•
p ues to q ue el p unto neutro en cuestión deb e necesar iame nte hallar
se en la ci rcunferencia cuyo di ám etro sea la d is tan cia en tre 2 y 3.
s i el ángulo co n q ue desde él se h a n de ve r lo s do s p u nto s (2)' (3)
ha de ser recto .

Di s p on iend o de las t re s imp e de ncía s Z l , ::', y z' . de la s fa ses 12. , 12. ,

Y '.lo, se t iene n o cho cant idades sujetas á t r es ecu acio nes . de mod o
q ue el p roblema t iene in finidad de so luciones. Pa ra hacer lo de te r
minado pued en introdu cirse con dicione s nu evas, por ej empl o

1', = 12.
1

= 12., _ '2.

y

Pon ie nd o aho ra

las ecuacio nes de co n d ic ión se rá n

J cos 11. [ -~- E - a l + rb sen ~ - 2 a ces It + 2 b sen It = o

-f sen ((. l · ~ · /~· - -l+ .I b COS ,:/; + :<,1 sen e -l- z b cos 11. = o

qu e p ued en escr ib irse d e es te modo

Jr+ E- a ] + b j 19lt - 2a + -i b ff( 11. == o

- 1[-;-E- a ] tg -x + jb+ 2a 19 a+ 2b = o

a: + bl = 1.. E ,•



Substituida e n a l + bt = 1.. El, da
4

lo cual e s absurdo. La solución b = o e s la que co nviene

2,73

En co nsecue nci a , «c ua lq uie ra qu e sea ';1; el punto neu t ro se ha lla
ni en la int e rsección d e la ci rc u nfere ncia d e di á metro (23) con la
recta (01) . Y la s ad miten ci as iguales de las ra mas (2) y (3) estará n
r espe cto d e la ad mira ncia de la rama (1) ~ n la r ela ció n de I : 2, 73».

El método de Kenell y que se a caba de describi r , r equiere ,
que ta nt o la máqu ina generadora co mo el sis te ma receptor
estén disp uestos en estrella. Si fuere n sistemas en pol ígono,
también el método es aplicable siempre qu e , previamente, se
reduzcan á sis temas en es trella equivalentes . Y ello puede
hacerse como á continuación se indica.

Sea el sis te ma . pentagonal de la fi g . 33 Y el equivalente
en estrella de la fig . 34. La impedancia entre los bo rnes a y b
del primero ha de ser igual , para qu e haya equiva lencia , á

y este valo r de (1 , llevado á la (4) da para / el va lor nu mér ico

De (3) se deduce que ó b ien

b = o

(1 + tg t ~) [ ; fE -fa - 2a] = 0

)" mult iplicando la seg u nd a por Ig'4 y re st án dole la pri me ra queda

b [ , + IK " J [f+ 'J ~ o

) Iult ipl icand0.la p rimera por tg'4 y añad ién dole la :2.- queda

ó b ien

E sta última soluc ió n s ub st it u id a e n (4) conduce á la s ig u ie nte
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qu e ex iste ent re los born es a ' y b' del segundo, la que exis te
entre b y e igu al á la que ha y entre b' y e' y ns¡ sucesiva 
mente.

La admitancia ent re a y b es la suma de dos , la que co
rresponde al conductor 1 y la cor respondiente á la suma de

a

Fig. 33 F il! . 34

los conductores 2 , 3, -1 .Y 5 . Si á las imped an cias cor respon
dientes les afectamos de un sub índice , la ad mitancia en tre
nybserá :

L a adrnitancia entre a ' y b' se compone sólo de lo de los
conductores 1 y 2 puestos en serie, esto es :

Igualando las dos últimas expresion es , se ti ene:

~ I + ~ ,

_ 1_ + 1 = _ 1_

"1 {' +'<;:l+"\+ 1 ~

A esta igualda d podrían a ñadirse otras cuatro , estable
cíendo relaciones a nálogas para los r estantes lados del polí
go no a, b, e, d, e. El sistema de cinco ecuaciones que a sí
se obtiene permite ca lcular ~I ;:-~ za Z, y .z:, en funció n de

"
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El problema inverso que consis te en, dado un sis tema en estre
lla , halla r el equiva lente en polígono, tiene tam bié n int e rés y pued e
resol verse por las fó r mulas q ue re suelve n el anter io r, co n la d ife
rencia de que en ell a las ca ntida des conocidas son ahora las afecta
das de un g uión, y las restantes so n las incógnita s . Para L1, mayor
facilidad del calcu lo, es convenie nte int roducir e n él a dmitan cias e n
vez de impedancias, s ubs t i tuy endo toda impedanci a :: por ; .

De un modo g ráfi co puede llegarse al mismo resulta do , apli
ca ndo la const rucc ió n de una impedancia equivalen te al siste ma de

dos en paralele. Así, por ejem
_plo, en en s iste ma e n triángulo,

si el c irc u ito C U) 'OS bornes son
a' y h' ha d e eq u iva ler a l circ u ito
en tri án gulo , C U ) 'OS bornes son a
y b, bastara hallar una impedan
cia Z , ~ z.+=1ig ua l á la impe
dancia resuhante de =. y =1+ sa

H alla da Z, y otras dos análogas Z . y Z., como valo res de las im
pedancia s ent re los bornes b y e , e y a respecti vame nte , se tendrá ;

Zl = ~' + {.

Z. = :tl + ~

z, =~I + :t.
de cuyo s is te ma se ded uce :

ZI + Z, - Z ,
;;: , =

E stas fórmulas ind ic an con su ficie n te cla ridad el modo de con s

tru ir gráfi camente Z, .=.y =. dados s .. Z . y Z. ,
La re so lu ció n gráfi ca anterior es aplica bl e , mu tati s mu tan d is a

la resolució n del p r oblema inverso ope rando con la s ad mi tancias
e n vez de hacerlo co n las impeda nci as.

1
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5- - P otencia en las co r r ie n tes polifásica s

En el si stema poli fásico la potencia es la suma de la po
ten cia de ca da fase . El va lor insta ntáneo de la pot encia co
rrespond ien te á una fase es :

"1 (2;: t ) E/[- [4;: t ]-]e i =E ' ~c n T scn »r : > = """'2 _CO~ Il'. - COs ~F - Il'. (1)

Y const a de una parte constan te E ' cos (J. y ot ra per iód ica
a

con un período igual á la mitad del de la J, e, J1l.

La suma de la s pote ncias insta nt á neas correspondientes
á va ri as fases puede ser constan te . As í, por ejemplo, en un
sis te ma trifási co en estrella , equilibrado y simétrico la po
tencia instantánea va le :

EI[ ,<1 [2<1] ['<1 '< J [' 7.1 a e ]2 senysen _T - Il'. +sell -r+ "3T sen T+3 T - 'X

ei , ( -1 ) (4' (I+-'- T))
21.3 C05:1:- COS 4; -11: -cos T 3 _ tt

es deci r , la poten cia es en to do instante ig ual al triple de la
potencia efica z cor res pondiente á cada fa se. L as pa r tes va
riables de las po tencias instan tánea s rep resentada s por tres
ve ctores Ig ua les , cor ridos 1201) en fase cada dos consecutivos ,
se compensan , siendo, en suma vigual .\ cero en todo tiempo.

A un sis te ma en que la poten cia instantánea sea co ns
tante se la denomina e compe nsado » . 1\ 1 cociente del valor
mín imo, por el má ximo de la potencia en un sis tema no com
pensado se le llama « factor de compensa ción » .

- co~ [
4 ' ('+-'- T)J ] E l . .
_-''-,0'3,-,--, ~ _3_ _ ces 'X = 3 E ¡ cos Il'.T _ ,
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el' 1+ e . i, == t: ! (OS !l = 2 ~. i cos :;1;

valo r con s tan te é ig ual al d oble del val o r eficaz de la po te ncia en

cada fase .

( , ) ),+ - T
i , = ! sen 2:: i _ :;1;

. (" ')'J= /~en T-:;I;2 :t t
el= Eseo r

siendo :Z'l la suma de (1.', diferencia de fa se en tre la l , e, m . r
la intensida d correspondiente , y de la diferencia de fase
que la nueva l . e, m, presenta respecto de la a ntigua .

Llñma nse sis te mas e monocfclicos » a quellos en que el
fac tor de co mpe nsa ción es cero ó nega tivo , y « pol ic lc licos »

aquellos en que es positi vo . En un s istema monofá sico . el
factor de pot encia es nega tivo , á menos Que se a cero , en
cuyo caso no hay potencia. siendo igual á 90° la diferencia
de fa se en tre la f , e, m, y la intens idad. Lue g-o un sis tema
monofásico es monon íclicc . En cambio, un sistema polifási co
co mpensad o es policíclico, siendo igual á l el fa ctor de po

tencia .
La potencia inst ant ánea por fase, poniendo en su ex prc-

• 2 r¡ E J ¡r' dsi ón -----r- = 'W, -,- cos IX = . , se pue e r epresenta r por :

\1' [ 1 _ COS (2 !l ' - O;)J
ces !l

P ara ot ra fase se tendrá un valor a n álog o

w- [ 1 _ .COS ( 2 IV - !l/ }J'
cos 0; '

/ , + -'- T)
e. = Esen2:::: \ i

se d educe:

A unque tod os lo s s is temas simét rico s ó eq uilibrado s so n com
pensado s , no hay ne cesida d de q ue u n sistema sea s imét ri co para
que sea compensado. A sí , por ej em plo , el si s tema b ifásico es como
pe nsa do si so n ig ual es la s fue rza s elect ro mot rices por fase y lo s
á ng u los de fase d e las in tensidade s r es pe ct o de la s mism a s. E n

e fecto, d e
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La pot encia ins ta ntánea total, suma de las de todas las
fases , podrá ponerse en la for ma : 41)

[
ces [a H'-' ') ]

P = ~ \\' 1 - ...
•COS a: _

ó bien, co mo la suma de número cualquiera de func iones pe
ri ódica s circulares de l mismo per todo , es otra función de aná
logas pr opiedades , la expresión anterior, será de la for ma :

p=w, [ 1 -l- e cos (2 11' - Cl'.t)]

siendo JJ~ E Y 2, constantes apropiadas.
Si en la ex presión anterior representa P el radio vector

y w el ángulo polar de una cun-a, se lla ma á esta « caracte
rís tica de potencia » .

Tran sforman do la ecuación de la ca r ncter rstica , pa sán 
do lo á coordenadas cartesia nas, co n

x = P COS (l/'- :')
y=P sen (11' _ 20: )

se te ndrá :

]í x' + )_' ~ w [ , + ' (x' - r'l]
I x 1+ y l

de donde

La caracter ís t ica r es ult a ser, en general , una cur va de
.60 g rado. •

Los va lores m áxim os ó mínimos de P son:

a = ( 1+ a) \V t

b = (1 + !) W t

Introducien do en la ecuación caracte r ística en vez de
JJ ~ y a los valores a :r b, se ten drá :

(x ~ + )" ~J a _ (a x ! + by lJi = o

( 1) Stein m et a .



6 =0

p = 3 \V,

b = 2 U't

s= - I
w _E. I,-,

y la ecuación de la ca racter ís t ica es :
(X l + ) -!) a _ 4 \\ ./ ~ )'1 = o

En un s istema trifásico equili brado en que la diferencia
de fase en tre la / , e. m , por fase y la intens ida d cor res pon
diente es ig ua l á 60",

ú sea un c í rculo .
La carncre risrica es un a circunfer encia siempre q ue ~ == o 10

cu al tie ne lu g ar en los siste mas polifásicos equ ilib ra dos , ya q ue a es
e ntonces ig ual á la s uma de los cuadrados de ra íces en ésimas de la
un idad, puesto q ue la d ifere ncia en la fase de la pa rte pe riód ica de
la pote ncia al pasa r de una fase á o t ra es :

- h O -

La s cantidades a y b se de nomina n « e jes ».
a b

El coeficiente de compensación es b ó a según sea e

positi vo ó negativo .

por consiguiente :

2 .. 11

"t" x 2

y, simbólica me nt e se pasa de un ve cto r P v :í. o rro P v + I cuyas fases
d ifiera n e n la ca n tidad an te d icha mult iplicando e l pr imero por

y la ca racteríst ica es :
x ~ +y l _ n '/ l => ()

E l
P ~ - [ 1 - COS 2 11')

a

Así , por ejemplo , en el caso de cor r iente monufásica sin
reactancia,

S i + es ce ro ó ne gat ivo (sistema monocícJico) el origen es un
p unto c uád r uplo de la caracte rís t ica , co n tangen tes real es .

Si -;- e s positi vo el or ig e n es un punto a islado.
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Pa ra terminar I indica remos ot ra ex presión de la poten
cia en los sis te mas tr ifásicos compensados. Se ha vis to que
la potencia era ,

. .
siendo E é J las f , e, IJI, é in ten sidad eficaces por fase, y ~

la diferencia de fase entre ella s. Si el s istema es tá dispuesto
en es trella , la fuerza elec tromotriz efica z e ntre dos hilos de
línea es

y la intensidad eficaz de línea 1 es igual á la de la fase .
Luego :

y, por lo tanto, la potencia media eficaz es igual á V3 ve 
ces la potencia media en cada circ uito .

Si la disposición del sistema hubiera sido en triá ngulo

(¡'; )~ E

(i) ~ 1') j

luego
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~~~~OXCE DlÓSE por el Rectorado, en el últ imo curso

á la Facu ltad de Ciencias , unas habita ciones
en la parte de ed ificio dond e se ha trasl a-
dado la Se cretaría genera l, de las que , me
diante obras llevadas á cabo, s~ habi litaron
dos locales , para cá tedra el un o y gabinete

de apa ratos el otro, de las ense ñan za s en la por tada men
cionadas.

L a cátedra , contigua á la de Química orgánica é inorgá
nica ) es una salita r ec tangu lar, provis ta de una gran ven
tana y capaz para veinte escolares . En ella, se han subs 
t ituido los a nticuados bancos colec tivos por có modos y
elegantes asien tos in div iduales con sus cor respondientes pu
pitres , constr uidos , conforme á los más r eci en tes modelos ,
en la casa «American Seat ing Com pany », de New York.
Asientos y pupitres están espa ciados de modo que ca da
a lumno puede¡ con holg ura , pasar á su pues to, é ins ta lado
en él¡ tien e suficiente amplit ud para moverse y el necesa rio
a isla miento si desea "conc entra r la aten ción en las ex plica
ciones del profeso r . La mesa de és te, entrepañada por la es
pa lda y costados, tiene en s u frente¡ á más de dos cajones¡
de ja ndo un hueco en el medio , otros ta ntos arma r itos infe
ri ores propios para guardar ta blas astronómicas y de loga-
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ri tmos , de ta n frecuente uso en el est udio de la ciencia del
cielo. El pupitre que va fijo al tablero de esta mesa pu ede
empIcarse, mediante un sencillo meca nismo que mantiene la
tapa incl inada convenien temente , como a tril para sostener
los atlas que durante alg una s lecciones orales se utili zan.

Completan el menaj e que venimos re señando, el ence rado,
de regulares dimensiones , y una esfera negra de 66 cm. de
diáme tro, montada sob re pie de mader a al modo de los glo
bos celes tes.

El gabinete de aparatos , qu e da acceso u la ca tedra , es
una pieza más pequeña que aq uélla . pero tam bién rec tangu
lar . En él se encuen tra un gran a rma r io , que contiene : brú
julas , niveles) el sextante, un micrómet ro fi la r con círculo de
posición , helioscopio de Da wes : un es pectroscopio solar pe 
liprismático co n prisma de reflex ión total , permitiendo así
utiliza r los otros dos veces y obtener doble dispersión, cons 
tr uido por la casa « Gru bb >", de DubUn ; un cronómetro y
la lint ern a de proyecciones , adquir ida en la cas a « E . Ley-
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bold 's Nac hfc rg er s , de Colonia . Fren te á es te armar io, en
t re dos esferas, terrestre la una y celes te la ot ra , am bas co n
hor izonte y meridian o graduados , hay un reli eve en ye so de
la Luna. c ubie rto po r elega nte vit r-ina . el cua l. iluminado bajo
dife re ntes á ng ulos con luz artificia l, r ep roduce ad mirable-

mente la s fases de nuestro sa t élit e, y colga do en el mismo
muro qu e el relie ve , un ma pa del men ciona do a stro .

Un ma g-n ífico ecuatorial , cuyo refractor tien e 12'5 cen
tímet ros de aber tura , const ruido en la misma casa que el
espect roscopio solar antes citado , está ins tal ado en un pa
bellón espe cial cub ier to co n cúpula met álica gira toria , y
situado en el ja rd ín del edificio.
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Razonamient os

:..o'-¡¡~ A \" en el orden did.lc tico una inmensa dife
rencia en tre la s Ciencias puras y las de

~
a plicación . Quien enseña las primera s , no
se cuida , en general, de la utilidad que pue

y dan repor tar a l hombre, ni aun :í la Ciencia
rmsma, los diferent es asuntos que comp ren-.::m:

de n, pues toda verdad , por insignifi cante que parezca, es
digna de co noc erse y de que se fije en ella la a tención ; qu ien
ex plica las segundas, sue le prescind ir , en lo posibl e, de todo
cuanto con sidera inútil a l obje to perseguido y profundiza en
aquello qu e se a direc tamente uti li zable , con tanta mayor in 
tensidad CU:111tO má s numerosas é interesa ntes sean las a pli
caciones.

Es claro que la extensión que debe da rse á cada Ciencia
aplicada depende del objeto a que se a pliqu e ; así , la Qutmlcn
agrícola no est ud ia las materias colorantes de r -i vadas de la
brea de hu lla , pero concede cx trnord innrín importancia ü
cuanto se relaciona con la nu trición .Y vida de las plantas i
la Química a plicada ,í las ind ust r ias textiles podrá prescin
dir de los abonos, para fijar s u at ención en aquella s materias
colorantes , tan inú tiles a l agri cu lror : la Química fnrma c éu
ti ca da ma rcada preferencia oí la s especies medicamentosas ,

'9
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ha ciendo caso omi so de muchos otros cue r pos que , como las
pólvoras y explosivos, tanto interesa n al químico militar, y
en fin , cada Ciencia y cada Arte toma n de la Ciencia pura
todo aquello que apa rece co mo mater-ia direc ta mente aplica
ble, prescindiendo de todo lo demás .

Las Matem ática s , por causa s muy complejas , no han
s ido, tal vez, co nveniente mente orde nadas en programas es- .
pecia les con marcado ca rác te r de a plicación directa á las
diversas Cien cias que necesitan de su conc urso y coo pera
ción, y así se observa que , mientras la Xleca nica , la F ísica ,
la Química, la Histori a natu ral , etc. , se espe cia lizan en ar 
monía con los fines profesiona les respect ivos, la Matem ática
no ha perd ido su ca rác ter austero y teóri co ; y en las nu
merosas carrera s de ingeniero que hoy exis te n, lo mismo al
indus tria l que a l agrónomo, al de mon tes que al de minas ,
al ci vil Que a l milita r , ¡l. todos se les obliga á seguir cu rso
tras curso toda la Xla tema tica clásica , de la misma manera ,
poco mas-o menos, que se les exige á los doctores en Cien
cias, cuya fina lidad es pu ramen te especulat iva y teóri ca ,

Sola ment e los comerciantes, hombres prácticos y a cos
tumbrados , desde muy jóvenes , á palpar las real ida de s de la
vi da , han sabido crea r un Cálculo mercantil , tomando de la
Ar itmética todo cua nto necesitan pa ra desen volverse en sus
negocios ; los métodos llam ados vulgarmente de los mí me
ros encarnados, indirecto y luunburgucs , son ve rdaderos
modelos de ada pt a ción de l cálculo ari tmético á las necesi
dades de la ban ca , y quien los desconozca , aun cuando sepa
integrar á perfección las ec uaciones difere nci ales má s com
pleja s, emplea rfa cien veces más tiempo en comp ro bar un
extracto de cue ntas de algún mo vimient o, que el más torpe
emplead o de una cas a de come rcio. E n las de má s car reras ,
ó se es tud ia todo ó na da ; y en la imposibilidad de incremen
tar los pla nes de enseña nza de a lgunas con varios cursos de
Matemática s , que apla zarfan considerableme nte la termina
ción de los estudios, se ha optado por no incluirlas , privando
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á los graduados de este poderosísimo medi o de investigación
y análi si s,

y todo es to ¿por qué? Por no simplifica r las Ma remñri
cas ; por no excluir de los programas una infinidad de teo
rías qu e no sir ven pa ra nada , y que, en cambio , cons umen
un tiempo y una a cti vidad enormes,

*,~ *

¿Es que no hay ma nera de simplifica r las Matemati cns
suprimiendo todos los teorema s , reglas, proposiciones y teo
rías que no se usan en la práctica, ó cuyo conocimiento no
es indispensable para el estudio de otras Ciencias ?

Exa minemos este punto del icado .
Si el alumno se dedica por verdadera voca ci ón á las

Ciencias de ra ciocinio , a penas cabe simplificación, porque
aquel espíritu, desprovisto en absoluto de toda idea eg'otsta
ó utilitaria , qu e cult iva la Cie ncia por la Ciencia misma,
como entidad superior en todos los órdenes á la naturale za
r co modidad humanas, rindiendo a l gen io r al ta lento un
culto cas i di vino, g raduará , tal "el, las verdades matemá
ticas por las dificultades que ofrez ca n en su estudio, y no
será nada extraño que conceda igua l ó ma yor importa ncia á
la fórm ula de los nú meros perfect os pa re s que al te ore ma
de Pit rlgoras.

S i, por el cont rar io, las a fi ciones ó apt itudes del a lum no
se dirigen ha cia las Ciencia s experimen ta les , si el espíritu
de . aquél se for ma lentamente en el laboratorio , obte niendo
cuer pos út iles, haciendo a náli s is indust r iales, midiendo mng
nitudes , co mproba ndo teorías , obse rvando fenómenos cuya
importancia práct ica a divina desde el primer insta nte co n
esa intuición genial que da la vocaci ón y el medio ambie nte
que le rodea, es muy probable, es seguro que estimará
tiempo perdido el que se gaste en de mos trar proposiciones
de fina lidad dudosa , y tomando la xtarcmñtt ca como una



Ciencia auxiliar, de seará llegar cuanto antes á los teoremas
y reglas que le permitan entende r las obras magistrales , ó
calcular r poner en ecu ación los fenóm enos y leyes de la
naturaleza .

El primero meditará profundamente a cerca de l postul ado
de Euclides , y no sa tis fec ho de su evidencia ¡, priori , c p
tartl por una Geometría no euclídea ; el segundo co nsi derurti
una locu ra é insensatez el no adm itir cosas tan ev idente s y
tan en a rmonía con lo que la ex pe riencia nos ensena , y mal 
dcci rrl ;i los sabios que embrolla n la Cienci a, d ándo le un g iro
ab surdo y co mple tamente opuesto a l se ntido común.

Por desco nocer ó no at r ibui r mu chos la debida impor
tan cia ¿\ estas diferen cias qu e exist en en la mentalida d hu 
mana , es por lo qu e la Cien cia ma temática, con serva ndo su
carác ter clásico é inad aptabl e á las modernas exigenc ins
pedagógi ca s , no ha s ido co nve nienteme nte es pecializada en
Cursos de aplicación.

•••
La resistencia que oponen los matemáticas á simplifica r

su Cien cia favorita, depende en g ra n parte , :1. nuestro juicio,
de una idea er ró nea acerca de la ex ac titud r del r igor cien
tíficos.

Créese (y esta creencia es mu y común) que , en cuanto se
su pri mieran la s proposici one s que sirven de eslabones ó pcl
da ños para llegar :i reglas útiles ó de aplicación directa, ya
la Ciencia mat emática se tamba learía co mo edificio sin ba se
ni cimiento, inca pa z de ma nt enerse en pie ,

Verdaderament e , sin esca lera ó andamiaje es imposible
cons tr uir un ed ificio; pero una lWZ const ruido, se pueden
supr imir ambos, sin que la fábric a se resienta en lo más mí
nimo ni los pisos pie rda n la utilidad y ventajas que tuvieran

. a ntes, Pero ¿cómo eleva rse ha sta ellos? En el ejemp lo adu
cido! insta lando un a scen sor ; en la cuestión de qu e Sí' t ra ta,
pe rfeccionando los méto dos de e nseñ a nz a , trabajando por
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s implificar la exposición en ve z de complica rla con d ist ingos
inoportunos , no gas tando los Maestros s us energías en de 
mostra r teorema s y pro posicione s char udrstlcas. sino en en 
senar lo m ucha útil que se sabe , lleva ndo los conocimientos
al ente ndi mient o del alumno por el camino más cor to ; ésta
es la labor del pedagogo, .Y 1 cua nto má s en es te se ntido se
t raba je , mayores beneficios recibirá la humani da d! de los que
se ha n impuesto el deber de ed ucarl a y conduci rla <J I verde
dero progreso.

A demñs, las proposi ciones ma temática s no son verda des
porque nosotros la s vea mos como ta les y sepa mos demos
trar las co n razon am ientos adecuad os! sino porq ue son la
realidad de las cosas! porque respon den en todos los momen 
tos á lo que la ex per iencia nos ense na . Y las verdades ni se
demues tra n siemp re por puro ra zona miento ni ha y necesi
dad de de mostr ñrselas á quien se ha lla dis puesto á creerl as
de buena fe . En todo caso, la cornprobaci on, posible casi
siempre , es para el hombre, dfga se 10 que se quiera , un cr i
terio de cer teza infinit amente super ior ,-í los más vigoro sos
razonamientos.

Porque ¿quién está seg uro de percibir la ve rdad a l través
de un racioci nio algún t anto complicado? ¿ No conocemos
todos una porción de demostraciones a l pa recer rigurosa s ,
de proposi ciones Ial sas , demost rac ione s que ofuscan por
su senci llez! costando á veces mu ch ísimo tiempo el cae r en
la cuenta de l er ro r ? ¿Y por qué co nocemos que hay error y
nos empe lla mos en buscar lo? Porq ue sa bemos , por experi en
cia, que aquella concl usión no es cie rta. De no existir la ex
pe riencia, la Xlatemática esta r ía llena de errores , pues , a un
que el cálculo, á semejanza de Dios, no puede, según se
dice , engallarse ni engañarnos , al plantear las cuestiones y
problemas tan sólo intervien e el enten dim iento humana , que
dista muchísimo de ser infalible.

y si aquello ocurre con ra zona mient os que pasman por
s u simplic idad , no digamos na da de lo que ocurr iría si
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hubiera interés en complicar las cuestiones co n el delibe rado
propósito de engañar co nstanteme nte .

La ra zón huma na es flaca , y por más que mu chos la ele
van á la ca tegor ía de fuente única y positi va de verdad y
de cer teza , de bien distinto modo pensa rían, si los ra zona 
mientos que toman por ev ide ntes no vinieran fi rm ados por
autores de prest igio y seriedad recono cidos, ó les asalt ara
la duda de que aq uéllo no se ha bía co mprobado ja más.

Aparte de todo esto, qu ien a plica una proposición ó un a
regla no necesita saber más sino que la cos a es cierta é infn
Iible ; y esto tiene que saberlo de antema no, sea cual fuere el
or ige n de su convencimiento. El recuerdo de la s demos tra
ciones es absolutamente inútil , pues si a l meditar y poner en
'juego tod a s las pot encias para resolver un problema , se t u
viera que es ta r pensa ndo en la manera có mo se demuestran
las diferentes prop osiciones que intervienen en los cálculos ó

racioci nios} el entendimiento se desv ia r ía en mil direcciones
distintas , y en lugar de llega r a l objeto qu e persigue, se que
da ría dis tra ído en el ca mino.

•• •
No se crea, por lo ante r iormente escrito, que nues tro

Curso ya á es ta r const ituído por un co njunto inconexo de
regla s sin demostración, tan indiges tas como las que apren
den los niños en la escue la . La s conside raci ones anteriores
sir ven sola ment e para co loca rnos en el peor caso , y para
contes ta r por adelantado á quien trata ra de cr iticar nos va 
liéndose de argumentos ya gastados y de todos conocidos.

Afo r tuna dam en te, es posible demost ra r la ma yor pa rte
de las reglas y proposiciones út iles, co n ra zonam ientos vi
gorosos, se nci llos y directos, siempre qu e de mos como evi
de ntes, la s ve rdades de cuya certeza no dud a Quien t iene su
es pír itu ya formado y no ca rece de sentido comú n.

En tendemos con el insigne Echegaray Que , en las Cien
cias matem áti ca s , los teoremas han de estar e n una circun-



ferencia, los axi omas en el centro y radios de dem ostra
ción .. porque como él mismo dice ' « ciencia en que para
llega r á un te orema necesito pasar antes, forzosame nte, por
una cade na de doscientos teoremas , es cienci a que dis ta mu
cho de s u má s al to g rado de perfección (1).

Pero a quel bell o ideal jamá s se conseguirá s i nos obs ti
namos en no reconocer como inmediatam ente ciertas má s
q ue las proposiciones cuyo predicado se halla incluido en el
sujeto, ó aque llas otras á las que, por su simplicidad, se ha
dado en llama r evidentes p or s i mismas, pues no hay modo
de llegar en linea recta de una propos ición elemental á una
concl usión co mp leja. Ha y que admitir co mo ev iden tes , ver
dades de ma yor categor ía.

En nues tro humilde sent ir, la evidencia no r eside en la
proposic ión , sino que depe nde del ta lento del hombre.

Lo que para és te es axiomá tico tal vez sea incompren
sible para un a nimal inferior , y por otra pa r te, Dios verá
evidente el te orema más complicado, pues siendo una ver
dad , no puede perma necer, en modo alguno, ni por un sólo
momen to, oculta y agena á la Infini ta Sabidur ía .

Lo que tenga de e vidente una proposición, no de pen de,
pues , de otra cosa , que de la mentalida d de quien la aprecia,
y siendo esto ast , como induda blemente lo es, no hay razón
pa ra empe ñarse en conduci r por la senda del saber á espíri 
t us ya maduros ó cuando meno~. en el pleno goce de sus fa
cultades inte lectuales , con la misma lent itud que si se tratara
de guiar á los niños, cuyo cor to entendimient o trop iez a, á
cada instan te, co n los menores obstác ulos .

•• •
Nu estro propósito es enseñar en un curso de lecci ón

altern a las Matemáticas elementales y superi ores que se

(1) José gchegaray . InlrodllCdó,¡ d la A r ítmetí ca unívert al de Rica rdo Da/lter , t re 
d ucida directa men te de l ale mán por E. Jim énex y j\l. Meretc.•\1adr id, 18Ho.



ut ilizan en las Ciencias ex per imen ta les , pr incipa lmen te en
la Física práctica , en la Qu ímica y en la Historia na
rura l.

La ta rea es difíci l y como cosa nue va neces itará ulte rio
res perfeccionami en tos. Aun así . es seguro que nue st ro s
oventes no sa ldrá n conver ti dos en gra ndes ma te mático s i. .
pel~o confiamos en que podr á n desenvolverse por sí mismos
en el gabinete y en el laboratorio, y, sobre todo. en que po

d r án abordar co n fru to la s obras extensas de Fisicoqu ímica ,
solamente inteligibles para los que se hall an algún tan to fa 
milia ri zados con las sublimes creaciones de Lcibnit z y de
Newto n.

P rograma

LECClÓ~ La 1Ilagnitudcs . Modos de ex is te ncia de las
magni tudes. Ca ntidades. Notación ; módulo y signos . Can ti
dades disc retas. Unida d y número. Numeración. Ca ntidades
continuas . Medida de ca nt idades continuas. Cantidades y
números conmensurables é inconmensura bles . Cantidades in
mensu rabl es ; a) por falta de unidad a decuada ; b) por se r
demasiadamente g randes ; e) por su extrema peq ueñez . Con
cepto general de las Matemática s. Di visión.

Lncctóx 2.:1 Op eraciones. Su división . Op eracio nes ca l
culator ias con cantid ades ele forma simple. Expo sición de los
diversos algo ritmos . Clasifica ci ón de la s operaciones ca len 
tat ortas.

Suma de ca ntidades de forma simple . Suma de número s
enteros .

Resta de ca ntidades de forma simple. Res ta de núme
ros enteros. Apa r ición de los números negativos . Interpre
tación.

Multiplica ción de ca ntidades de forma simple. Multi pli
cación de números enteros .



l
Divisi ón de ca ntidades de forma s imple. Divisi ón de nú

meros enteros . Aparición de los números fraccionar ios y de 
ci ma les.

Elevación á poten cias de ca ntidades de íorrna simple .
Int erpretación direc ta de los ex ponentes 1, O :r - l .

Elevación á potencia s en te ras, de n úmeros ente ros.
Extr acción de ra tees , de ca ntida des de forma simple.
Extra cción de la ra íz: cuad rada de número s enteros.
Aparición de núm er os inconmen surables .
Inter pre tación de los e xponentes fracc iona r ios .
Signo de las raíces de grado im pa r y pa r . Aparición de

las ca nt idades imagina r ias . Inter pretación.
Lognrltma cíon .

LECCIÓ~ 3.:1 Operaciones calculatorias con dos ó má s
ca ntida des de for ma compues ta.

Operaciones con sumas. r esta s , producto s , quebrados y
decimales . Interpre tación de los s ímbolos -'-,~ y a nálogos .

" "Operaciones con pot encias y ratees.

L ECCi ÓN 4 .~ Cálculo logarítmico .

L E CCIÓN 5.:\ Ecuaciones . Ecuaciones de prim er gra do.
Aplicaciones . E cuaciones de seg undo g rado. Ejemplos .

L ECCIÓN 6 .>1 Nociones y teo rema s más importantes de
la Geometría mét rica.

LECCI ÓX 7.a Trig onometría . F órmulas interesantes .

L ECCl Ó!\ 8.>1 Algori tmo funcional. Noci ones de Geome
tría analít ica. Aplica ciones .

L ECCIÓX 9 ,a Principios fun damentales del calculo infin i
te si mal. Límites notables ,
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Diferen cia les y derivada s . Interpretación geo métr ica. Di
Ier enciacicn y derivación de las funciones . Aplicaciones .

L ECCIÓX 10 ." Integrales. Procedimientos de integración
de las funciones diferenciales. Ecuaciones diferenciales. Su
división . Integración de las ecuaciones diferenciales más
comunes .

Resum en del Curso

El anterior programa redactado an tes de empezar el
Curso , no ha sufrido dura nte el mismo modifi cación alguna,
y pudo explicarse en toda su integridad. Cla ro es que el
número de Conferencias resultó muy superio r a l núme ro de
lecciones , pero eso es taba ya previsto de a ntema no, pues
la unidad lección. no depende de otra cosa qu e de la homo
geneidad de tos asuntos en ella comprend idos, sin que influya
poco ni mucho el núm er o y extens ión de los temas que
ab arca.

y es te cri terio que tal vez fuera perjudici al en un Pro
gra ma de exám enes, es uti lísimo cua ndo se tr a ta de cursos
libres, porque el oyente se da inmedia ta cuenta de la natu
raleza de las diversas materias y de las relaciones que gua r
da n ent re sí, á semejanza de la idea que formamos del Pla 
neta , cuando tenemos a nte nuestros ojos un plani sferio
terrestre .

En la primera lección se fijaron con' gra n escrup ulosidad
los conceptos de magnitud, cant idad, unidad y núm ero} cla 
sificando las cantidades en discretas y conti nuas; mensu ra 
bles é inmensurables, y dividiendo estas últimas en tres cla 
ses} según que la inmensurabilidad tenga POl- ca usa la fa lta
de unidad adecuada , la excesiva é ilimitada magnit ud, ó la
pequ eñez extrema .

Relaciona dos estos últi mas asuntos con la más alta Filoso
ñn, pudier a ha berse expuest o las ideas de los grandes: pensa -
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dores a cerca de la divisibi lidad infinita, continuidad, espac io
y extens ión; pero considerando que en último análisis nad ie
conoce á pu nto fijo la na turaleza de estas entidades, por
que mientra s el hombre no se despoje de su mísera cor 
teza terren al r co ntemple con los ojos de un espí ri tu puro
la esen cia íntima de la conti nuid ad si n adulterada co n re
presenta ciones groseras y ma teriales, e l absurdo le ha de
rodear por todas parte s si pre ten de sa lirse sin má s luz qu e
su razón del es pacio fi nit o en qu e Dios le colocó; y obser 
vando que co n las ideas qu e todo el mundo posee , siquie
ra se refie ra n al ord en fenome na l y contingente , basta para
desenvolverse en el cálculo eleme nta l y en el sub lime, como
lo demuestran las muchís imas personas qu e sin co noc i
mientas filosóficos poseen perfectamente el mecanismo del
cálculo y lo practica n á la perf ección, adopté de una vez
para sie mpre el criterio de prescindi r en absoluto de cuanto
se rela ciona co n asuntos filosóficos , ciñendo estr ictamente
mis explicaciones á la parte práctica y de utilida d indis
cut ible.

Comen cé la lección segunda di vidiendo la s operaciones
en calculatori a s y coo rd ina torias, ex pon iendo á continua 
ción los diversos a lgori tm os , y dividiendo las primeras en
tres categorras : sumación, reproducción y graduación .

Atendien do á la forma de la can tidad , es natural empe
zar el estudi o por las de forma más simple, ex presa bies por
dos símbolos co mbinados ent re sí; pero co mo esto sólo con
duce al mo do de notación, ji, por otra parte, es indispen
sable el manejo de los números enteros, ya que son la base de
toda ult erior operac ión, consideré á dichos números como
la expresió n más inm ediata de las cantidades simples, aun
cua ndo en general llevan consigo el resultado de la nume
ración .

E n la inversa de la suma hacen su pri mera a pa rición los
números negati vos, q ue se interpretaro n , no como ex presio
nes menores que cero, sino como la medida de cantidades

/


