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CAPITULO 2

El ENFOQUE ONTOSEMIOTICO DE LA COGNICION
MATEMATICA

RESUMEN

Este capitulo tiene como objetivo presentar el enfoque ontosemiotico de la
cognicion matemdtica. Dicho enfoque se ha tomado como el principal
referente teorico de la investigacion que se presenta.

En los diferentes apartados se comentan los principales constructos
teoricos de este enfoque: prdctica, objetos personales e institucionales y
sus significados,  configuraciones epistémicas y cognitivas, tipos de
significado institucional (de referencia, pretendido, implementado y
evaluado), tipos de significado personal de los alumnos (global, declarado,
logrado), dualidades cognitivas:  personal-institucional, elemental-
sistémico, expresion-contenido, ostensivo-no ostensivo y extensivo-
intensivo; complejidad semiotica y  conflictos semioticos, criterios de
idoneidad de un proceso de instruccion, etc.

En diferentes trabajos, Godino y colaboradores (Godino y Batanero, 1994;
Godino, 2002; Contreras, Font, Luque, Ordéiiez, en prensa; Godino,
Batanero y Roa, en prensa; Godino, Contreras y Font, en prensa) han
desarrollado un conjunto de nociones tedricas que configuran un enfoque
ontoldgico y semidtico (EOS)' de la cognicion e instrucciéon matemética.
Se trata de un punto de vista pragmatico, semidtico y antropologico que
puede explicar muchos de los fendmenos que se producen en el proceso de
ensefianza-aprendizaje de las matematicas.

A continuacidén se exponen, de manera breve, algunos de los constructos
del enfoque ontosemidtico.

1 LOS OBJETOS PERSONALES Y SU SIGNIFICADO

En el EOS se adopta de entrada un cierto pragmatismo puesto que se
considera a los objetos matematicos como entidades emergentes de los
sistemas de practicas realizadas en un campo de problemas (Godino y
Batanero, 1994) y, por tanto, son derivados de dichas practicas. Al objeto

' En algunas publicaciones el EOS se designa como Teoria de las Funciones Semi6ticas
(TFS), al considerar que la “funcion semidtica” es un constructo clave de dicho
enfoque.
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matematico se le asigna un estatuto derivado, mientras que a la practica se
le dota de un lugar privilegiado, a diferencia de otras teorias en las cuales
dicho objeto es el que tiene ese lugar privilegiado.

Los objetos matematicos personales, segun Godino y Batanero (1994, p.
335), son: “emergentes del sistema de prdcticas personales significativas
asociadas a un campo de problemas”. Estos objetos personales van
cobrando forma —van emergiendo— en un aprendizaje suscitado por la
propia practica.

Es conveniente efectuar algunas matizaciones sobre el objeto personal. En
primer lugar, un objeto personal es algo de lo que se tiene conciencia
subjetiva. El hecho de que los individuos pueden hablar sobre sus objetos
personales o, dicho de otra manera, pueden realizar préacticas discursivas
sobre los mismos, conduce a una via de investigacion en Didactica de las
Matematicas de gran relevancia. Por otra parte, un objeto personal implica
la generacion, por medio de la intersubjetividad que facilita la clase de
Matematicas, de una regla de comportamiento en el sujeto. Es esta tltima
dimension, que se conoce con la denominacion de méxima pragmatica, la
que se toma en consideracion para definir el significado de un objeto
personal O,:

Es el sistema de prdcticas personales de una persona p para resolver el campo de
problemas del que emerge el objeto O, en un momento dado. (Godino y Batanero,
1994, p. 341)

Segun esta definicion de significado, el objeto personal supone haber
establecido una conexion entre acciones potenciales y fines, conexion que
es inteligente y, por tanto, estd mediada simbolicamente. Es decir, supone
disponer de practicas con respecto al campo de experiencia que el objeto
abarca.

Asimismo conviene observar que, dado que el significado de un objeto
personal consiste en las practicas que hace la persona y también en aquellas
que haria o planificaria en otras situaciones en las que tuviera que resolver
problemas similares, dicho objeto personal se convierte en una posibilidad
permanente de planificacion de practicas. Es obvio, ademas, que el
significado de un objeto personal queda ligado a otros objetos personales y
significados, puesto que, en general, en las practicas intervienen
conjuntamente diversos objetos personales.

En el EOS se considera que el significado personal de un objeto
matematico se puede entender de la siguiente manera:

S(0) = {Conjunto de practicas P; tal que en cada practica P; el sujeto
utiliza el objeto O}
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En nuestra opinidon, para ser mas precisos, en la definicion anterior
tendriamos que sustituir el objeto O por alguna de sus representaciones:

S(0) = {Conjunto de practicas P; tal que en cada practica P; el sujeto
utiliza alguna representacion asociada al objeto O}

El hecho de considerar el objeto personal como un “emergente” y su
significado de manera “holistica” hace que lo que realmente es relevante,
en nuestra opinidn, es la existencia de practicas realizadas por el sujeto en
las que interviene alguna representacion del objeto. Por tanto, esta forma
pragmatica de entender el significado postula unas entidades mentales, los
objetos personales, que no nos alejan de las practicas observadas en la
interaccidén que se produce en el aula. Es decir, unas entidades mentales
que permiten centrar €l interés en las descripciones y las representaciones a
medida que se construyen a lo largo de una interaccion en el marco de una
institucion escolar.

De lo dicho anteriormente, se podria pensar que la relacion entre el objeto
personal y la practica en la que dicho objeto es determinante para su
realizacion se considera una relacion de causa-efecto (parte superior de la
figura 1) en la que el objeto personal seria la causa eficiente (dicho en
términos aristotélicos). Contrariamente a este punto de vista, en el EOS se
considera mas conveniente interpretar la relacion entre el objeto personal y
la practica en términos de brecha (parte inferior de la figura 1) puesto que
para la realizacidén de una practica primero hay que valorar y decidir lo que
uno va a hacer, después tiene que decidir la accién mas indicada para
conseguir lo que se ha decidido y, por ultimo, ha de mantener la accidon
desde el inicio hasta el final.

PRACTICA EM L& QUE EL OBJETO ES
DETERMIMNAMTE

CBRJETO
PERSOMAL

CBJETO PRACTICA EM LA QUE EL OBJETO ES
PERSOMAL DETERMIMAMTE

BRECHA

Hay gque valorar v decidir 1o gue uno va a hacer
Hary que decidir que accion ez la masz indicada para conzeguir 1o que ze ha decidido
Hay que mantener la accion desde el inicio hasta el final

Figura 1
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2 LOS OBJETOS INSTITUCIONALES Y SU SIGNIFICADO

Una caracteristica que presentan los significados y los objetos personales es
que son fendmenos individuales, pero al estar inmerso el sujeto en
instituciones donde necesariamente se dan interacciones, tienen también un
caracter colectivo, por tanto cualquier analisis que los abordara desde uno
solo de estos aspectos resultaria reduccionista. Por este motivo en el EOS
(Godino y Batanero, 1994) se introducen las instituciones, los objetos
institucionales y los significados institucionales.

2.1 Instituciones

Para Godino y Batanero (1994), una institucion estd constituida por las
personas involucradas en una misma clase de situaciones problemadticas. El
compromiso mutuo con la misma problematica conlleva la realizacion de
unas practicas sociales compartidas; las cuales estan, asimismo, ligadas a la
institucion a cuya caracterizacion contribuyen.

Desde la sociologia se suelen considerar las instituciones bdsicamente
desde dos perspectivas: la primera, tendria que ver con la configuracion de
un conjunto de practicas compartidas y, la segunda, las entiende como una
organizacion que se compone de un cuerpo directivo, un edificio y unos
trabajadores, destinada a servir algin fin socialmente reconocido y
autorizado. Es evidente que las instituciones escolares encajan claramente
en estas dos maneras de entender las instituciones.

En el EOS interesa, sobre todo, la primera manera de entender la
institucion (Godino y Batanero, 1994), sin que esto implique no tener en
cuenta el otro punto de vista. Esta primera manera de entender la
institucion permite, por una parte, pensar en varias instituciones en el
interior de un centro escolar y, por otra parte, en instituciones diferentes de
las escolares. La segunda manera de entender la institucién lleva a
considerar que las instituciones que van a interesar, sobre todo al EOS, son
aquéllas cuyo fin es ocuparse del hombre aprendiendo.

Comunidades de prdcticas

La institucion entendida como “comunidad de practica” ha sido
especialmente estudiada y desarrollada por Wenger (1998), quien en sus
estudios sobre gestion del conocimiento, describe la existencia de grupos
en los que el conocimiento y las “mejores practicas” (el modo de realizar
una tarea del modo mads conveniente) se conservan y transmiten de los
miembros mas antiguos a los mds recientes, mediante una participacion
progresiva en las tareas practicas que comparten los miembros de la
comunidad.

Segin Wenger, una comunidad de practica se define a si misma a lo largo
de tres dimensiones: (1) su empresa conjunta es comprendida y
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continuamente renegociada por sus miembros, (2) el compromiso mutuo
que une a sus miembros juntos en una entidad social y (3) el repertorio
compartido de recursos comunes (rutinas, sensibilidades, artefactos,
vocabulario, estilos...) que los miembros han desarrollado a lo largo del
tiempo.

Una de las sefias de identidad de estas comunidades es el aprendizaje. El
analisis de las diferentes experiencias habidas entorno a las comunidades
de practica muestra que son ambitos idoneos para realizar los procesos de
aprendizaje individual y, al mismo tiempo, desarrollar el aprendizaje
conjunto.

Muchas de las consideraciones que se han hecho sobre las comunidades de
practica son aplicables tanto a la comunidad de aprendizaje que se crea en
el aula, como a la comunidad de aprendizaje que se crea en las instituciones
donde se crea el conocimiento matematico, pero donde son especialmente
aplicables es en la formacién permanente de los profesores. Al ser la
comunidad de practica el marco donde las personas ponen en comun sus
conocimientos, ésta favorece el didlogo e invita a las personas a reflexionar
sobre su experiencia. Ademas, el didlogo entre distintos puntos de vista,
por lo general, suscita controversia y discrepancias que, en muchas
ocasiones, se traduce en un conflicto cognoscitivo con lo cual también se
favorece el aprendizaje. Probablemente sea en el seno de estas
comunidades donde las personas aprenden nuevas competencias
profesionales de manera mucho mads eficiente que a través de los procesos
formales de aprendizaje.

2.2 Objetos institucionales

Los objetos matematicos se pueden considerar como entes que emergen
progresivamente de sistemas de practicas socialmente compartidas en una
institucion, ligadas a la resolucion de cierto campo de problemas
matematicos. Puesto que las practicas pueden variar en las distintas
instituciones, se ha de conceder al objeto una relatividad respecto a las
mismas. Esta emergencia es progresiva a lo largo del tiempo. En un
momento dado, es reconocido como tal objeto por la institucion, pero,
incluso después de esta etapa, sufre transformaciones progresivas segun se
va ampliando el campo de problemas asociado.

Con relacion al objeto institucional interesa resaltar los siguientes aspectos:
(1) Las personas distinguen entre sus objetos personales y los objetos
institucionales, cuando hablan de sus objetos personales utilizan el discurso
en primera persona, mientras que al hablar de los objetos institucionales
utilizan el discurso en tercera persona. (2) Un objeto institucional implica
la generacion de una regla de comportamiento compartida por toda la
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instituciéon. En el EOS también se recurre a la maxima pragmatica para
definir el significado de un objeto institucional Ox:

Es el sistema de practicas institucionales asociadas al campo de problemas de las
que emerge O; en un momento dado. (Godino y Batanero, 1994, p. 340)

Para el EOS, la dialéctica personal-institucional se convierte en una
cuestion central y el alumno pasa de ser un alumno individual a ser un
alumno-en-una-institucion, lo que, obliga a distinguir entre objetos
personales y objetos institucionales y a problematizar estas dos clases de
objetos y la relacion entre ellos.

Para el EOS la relacidn entre los significados de los objetos personales y
los institucionales hay que pensarla basicamente en términos de “ajuste”.
Se pretende que el significado de los objetos personales se ajuste lo mas
posible al significado de los objetos institucionales. Esta relacion de ajuste
es la que subyace (y por tanto posibilita) en “la evaluacion de los
conocimientos de los alumnos y alumnas y alumnas”.

El constructivismo psicologico, y, en general, todas las investigaciones
realizadas en el campo de la Didactica de las Matematicas desde el enfoque
cognitivo, se han centrado en los objetos personales. En el otro extremo,
tenemos la antropologia cognitiva en la que prima el aspecto institucional y
el sujeto se considera un simple "corte institucional”. Entre estos dos
extremos hay diferentes teorias que intentan explicar la dialéctica personal-
institucional sin olvidar ninguno de los dos polos. Es en este contexto
donde se situa el EOS.

Los comentarios anteriores permiten determinar cudl serd el principal
objeto de estudio que interesa al EOS. el hombre aprendiendo en
instituciones escolares algo que es el resultado de una construccion social
realizada en diferentes instituciones: las matemadticas. Se adopta, por tanto,
un punto de vista antropoldgico. También se adopta un principio de tipo
recursivo: los objetos personales generan los objetos institucionales, los
cuales a su vez generan los objetos personales.

Una pregunta que se puede formular con relacién a los objetos personales e
institucionales es la siguiente: ;Ddénde se encarnan dichos objetos?. Es
evidente que a partir de lo que se ha dicho anteriormente los objetos
personales y sus significados se encarnan en los alumnos y alumnas y que
los institucionales se encarnan en los profesores. Ahora bien, con esta
clasificacion se nos presenta el problema de que los objetos matemadticos y
didacticos del profesor no se contemplan como objetos diferenciados de los
institucionales. En el capitulo 6 abordaremos con mayor profundidad esta
problematica.
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3 SIGNIFICADO Y SENTIDO

Conviene resaltar, antes de continuar, que la introduccidn del término objeto
es una metafora que consiste en trasladar una de las caracteristicas de las
cosas fisicas (la posibilidad de separaciéon de otras ‘“cosas”) a las
“matematicas”. Por tanto, de entrada, todo lo que se pueda “individualizar”
en matematicas sera considerado como objeto (un concepto, una propiedad,
una representacion, etc.). Ahora bien, en este apartado conviene, para
facilitar su lectura, que el lector piense en los objetos matematicos
prototipicos: los conceptos; es decir, que piense en objetos como “funcion”,
“derivada”, etc.

Tal como se ha dicho en el apartado anterior, en el EOS se considera que
un objeto matematico institucional emerge progresivamente de sistemas de
practicas socialmente compartidas en una institucion, ligadas a la
resolucidn de cierto campo de problemas matematicos. Esta emergencia es
progresiva a lo largo del tiempo. En un momento dado, es reconocido como
tal objeto por la institucién (primer nivel de emergencia), pero, incluso
después de esta etapa, sufre transformaciones progresivas segun se va
ampliando el campo de problemas asociado (segundo nivel de emergencia).

2* nivel de mergencia

o

1° nivel dE Con el paso del iempo un ebjete, que se ha

emergencia originade como un emergente del sistema de
q,,\ practicas gque permite resalver un campo de

\:"'J.:;-n..q__ problemas, queda enmacado en diferentes
™ HH=,__ programas de investigacion que permiten resover
S, e -mUevos campos de problemas
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Figura 2

La emergencia progresiva de los objetos matematicos institucionales se
concreta en diferentes definiciones (segliin el programa de investigacion en
el que se enmarquen). Este hecho hace que tenga sentido utilizar, de
entrada, la diferencia entre sentido y referencia de un término introducida
por Frege (1998). La referencia sera el objeto matematico nombrado,
mientras que el sentido es la manera de presentacion.

El ejemplo de la mediatriz puede ilustrar la diferencia entre sentido y
referencia. Podemos definir la mediatriz de un segmento como la
perpendicular que pasa por el punto medio o como el lugar geométrico
formado por todos los puntos equidistantes de los extremos. En cada
definicion relacionamos el concepto de mediatriz con conceptos diferentes,
pero nos estamos refiriendo a la misma referencia. Las dos definiciones
tienen sentidos distintos porque la manera de presentacion (la conexion
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con otros conceptos) es diferente. Entender que las dos definiciones son
equivalentes informa que dos definiciones, que se podrian considerar
definiciones de objetos diferentes, se refieren al mismo objeto.

Cada definicidon hay que entenderla como una definicion-regla la cual, de
entrada, no parece indicar que haya algo que sea preciso hacer. A partir de
las definiciones-reglas podemos atribuir valores veritativos (verdadero y
falso) a ciertas proposiciones (por ejemplo, ante la afirmacion “esta recta es
la mediatriz del segmento AB” podemos decir si es verdadera o falsa).
Ahora bien, de una definicidon-regla también se puede deducir una regla
practica que nos da instrucciones para construir la mediatriz. Esta practica
se puede dar en diferentes situaciones, por lo que se puede afirmar que una
definicion genera un conjunto de practicas. A su vez, otra definicion
equivalente generard otro subconjunto de practicas. Por tanto, en cada
definicion de mediatriz relacionamos el objeto definido con objetos
diferentes y con procedimientos de construccién diferentes (se generan
practicas diferentes).

Cuando se adopta una perspectiva pragmatista y se define el significado de
un objeto matematico en términos de practicas, resulta que el significado de
un objeto matematico queda ligado a otros significados y a otros objetos,
puesto que en las practicas interviene dicho objeto conjuntamente con otros
objetos matematicos. Este hecho, permite distinguir en el EOS dos
términos que resultan dificiles de diferenciar, nos referimos a los términos
sentido y significado. En efecto, puesto que el objeto se puede relacionar
con unos u otros objetos segun el contexto, el tipo de notacidn, entre otros,
para dar lugar a diferentes practicas, en el EOS se entiende el sentido como
un subconjunto del sistema de practicas que constituyen el significado del
objeto.

El significado de un objeto matematico, entendido como sistema de
practicas, se puede parcelar en diferentes clases de practicas mas
especificas que son utilizadas en un determinado contexto y con un
determinado tipo de notacién produciendo un determinado sentido. Cada
contexto ayuda a producir sentido (permite generar un subconjunto de
practicas), pero no produce todos los sentidos.

Un objeto matematico, que se ha originado como un emergente del sistema
de practicas que permite resolver un determinado campo de problemas, con
el paso del tiempo queda enmarcado en diferentes programas de
investigacion. Cada nuevo programa de investigacion permite resolver
nuevos tipos de problemas, aplicar nuevas técnicas, relacionar el objeto (y
por tanto definir) de una manera diferente, utilizar nuevas representaciones,
etc. De esta manera, con el paso del tiempo aparecen nuevos sistemas de
practicas (sentidos) que amplian el significado del objeto.
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4 REALIZACION DE UNA PRACTICA MATEMATICA

Tal como se ha dicho en el apartado 1, en el EOS no se considera que el
objeto personal sea la causa eficiente (dicho en términos aristotélicos) de la
realizacion de la practica. Contrariamente a este punto de vista, se
considera mas conveniente interpretar la relacion entre el objeto personal y
la practica en términos de brecha, puesto que para la realizacion de una
practica primero hay que valorar y decidir lo que uno va a hacer, después se
tiene que decidir qué secuencia de acciones es la mdas indicada para
conseguir lo que se ha decidido y, por ultimo, se ha de seguir un curso
temporal, desde el inicio hasta el final. La consideracion de la brecha
implica la renuncia a la creencia de que el cerebro (1) funciona como un
sistema conducido endogenamente y (2) y que funciona con independencia
del contexto.

Reflexionar sobre como se supera esta brecha lleva a reflexionar sobre: (a)
qué es una prdctica matematica y (b) qué hay que entender por realizacion
de una prdactica matematica.

En el EOS se considera prdctica matematica (Godino y Batanero 1994) a
toda actuacion o expresion (verbal, grafica, etc.) realizada por alguien para
resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucion obtenida,
validarla o generalizarla a otros contextos y problemas. Una vez asumida la
centralidad del constructo "practica" se distingue la practica de la conducta.
En el EOS se considera que no podemos interpretar las conductas
observables de los alumnos si no les atribuimos una finalidad. Por tanto, se
distingue entre conducta humana, entendida como comportamiento
aparente y observable de las personas, y practica, que -en tanto que accién
humana orientada a una finalidad- tiene una razon de ser, tanto para quien
la realiza como para quien la interpreta.

Si entendemos la practica como “accion orientada a un fin”, se observa
que en la definicién de practica, dada anteriormente, se pueden considerar
tres intenciones diferentes, las cuales permiten considerar tres tipologias de
practicas que llamaremos: a) operativas o actuativas — toda actuacion o
manifestacion (lingiiistica o no) realizada por alguien para resolver

otros la solucidn, validar la solucion —y ¢) regulativas o normativas —
generalizarla a otros contextos y problemas —. Aunque es mas conveniente
pensar en una practica como una accién compuesta en la que puede primar
el componente operatorio, el discursivo o bien el regulativo.

Las practicas en las que prima el componente operatorio o actuativo nos
permiten realizar “acciones” y ‘“argumentaciones” cuya finalidad es la
resoluciéon de “situaciones problemas”. Las practicas discursivas
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(comunicativas) estan relacionadas con el dominio y la creacidon del
“lenguaje” asi como en su uso para la realizacion de “argumentaciones”
que permitan dar una justificacion de la validez de las acciones realizadas.
Las practicas regulativas (normativas) estan orientadas basicamente a
conseguir establecer “propiedades” (proposiciones) y definiciones de
“conceptos”.

La reflexion anterior, sobre las practicas, hace necesario ampliar lo que se
entiende por objeto matematico y no limitarnos a los objetos prototipicos,
es decir a los conceptos, sin caer tampoco en la generalidad de que todo es
objeto. En el EOS, se considera que resulta mas util, en ciertos momentos,
un uso intermedio del término objeto en el que se entienda por objeto
alguno de los siguientes elementos: lenguaje, accion, argumentacion,
concepto, propiedades y situacion problema. Cada uno de estos elementos
(excepto las situaciones problemas) se puede entender como un emergente
de las practicas cuya finalidad es la resolucion de situaciones problemas. A
su vez, las situaciones problemas se pueden entender como emergentes de
otros tipos de practicas (necesidad de contextualizar y aplicar las
matematicas, necesidad de generalizar, necesidad de resolver problemas,
etc.).

En lo dicho anteriormente se ha considerado los objetos que emergen de las
practicas. Ahora bien, a su vez, para la realizacion de cualquier practica es
necesario activar un conglomerado formado por algunos (o todos) de los
elementos citados anteriormente: lenguaje, situaciones, conceptos,
propiedades, acciones y argumentaciones. Para realizar una practica
matematica (por ejemplo la representacion grafica de una funcion) el
sujeto necesita una serie de conocimientos sobre la representacion grafica
de funciones que son fundamentales para: 1) la realizacion de la practica
que consiste en representar una funcion determinada y 2) para la
interpretacion de sus resultados como satisfactorios. Es decir, que hay que
tener en cuenta que el sujeto tiene un conocimiento sobre la “representacion
grafica”, (por ejemplo, como resultado del proceso de instruccidn).
También podemos considerar que tiene unas capacidades y habilidades de
tipo general.

Si consideramos los componentes del conocimiento que es necesario que el
sujeto tenga adquirido para la realizacion y evaluacidon de la practica que
permite resolver una determinada situacion problema (por ejemplo,
representar una funcién determinada) vemos que, de entrada, el sujeto ha
de utilizar un determinado /lenguaje verbal (dominio, puntos de corte,
asintotas, etc.), simbdlico (por ejemplo la formula de la funcion) y grafico
(sistema de ejes de coordenadas, grafica, etc.). Este lenguaje es la parte
ostensiva de una serie de conceptos (funcidn, grafica, dominio, etc.) y
propiedades (por ejemplo, si la derivada es positiva la funcidn es creciente)
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que son necesarios para justificar las acciones que realizard el alumno (por
ejemplo, calcular la derivada primera o las soluciones de la ecuacion f (x)=
0, etc.), las cuales también se utilizardn en la argumentacion (implicita o
explicita) que realizara el alumno para decidir que las acciones simples que
componen la practica, y ella misma entendida como accién compuesta, son
satisfactorias.

Las consideraciones anteriores, nos llevan a considerar que cuando un
sujeto realiza y evalia una practica matematica es necesario activar un
conglomerado formado por algunos (o todos) de los elementos citados
anteriormente: lenguaje, situaciones, conceptos, propiedades, acciones y
argumentaciones. A este conglomerado, necesario para la realizacion y
evaluacion de la practica, en el EOS se le llama configuracion. Estas
configuraciones pueden ser cognitivas (conglomerado de objetos
personales) o epistémicas (conglomerado de objetos institucionales) segln
que se considere la practica desde la perspectiva personal o institucional.

En el EOS se considera que para superar la brecha entre un objeto personal
y la practica en la que dicho objeto personal es determinante hay que
considerar la activacion, entre otros aspectos, de una configuracion
cognitiva de la que forma parte el objeto personal.

Antes de continuar, conviene resaltar que en los apartados anteriores hay
diferentes usos del término “objeto” que pueden despistar al lector. Por un
parte, hay un uso mas amplio (débil) en el que “todo “ es objeto, despucs
hay un uso mas restringido (fuerte) en el que la reflexién se centra en lo
que se considera el prototipo de “objeto matematico” (los conceptos) v,
por ultimo, hay un uso intermedio en el cual por objeto se toma cualquiera
de los elementos que forman una configuracion. Para no tener dificultades
en la lectura de los diferentes apartados de este capitulo y en los capitulos
posteriores es necesaria la buena disposicion del lector para transitar entre
estos tres usos diferentes del término objeto.

5 EJEMPLO DE CONFIGURACION COGNITIVA/EPISTEMICA

En Font (2005a) se pone el siguiente ejemplo de configuracioén cognitiva (si
se considera desde la perspectiva personal) o epistémica (si se considera
desde la perspectiva institucional) activada en la resolucion de un
cuestionario propuesto a un grupo de estudiantes de primer curso de
Bachillerato (17 afios) como parte de un proceso de instruccidon sobre la
derivada. Antes de contestar el cuestionario, los alumnos habian estado
trabajando con la representacion grafica de la funcion f(x) = €' en un
software dinamico que les permitié hallar una condicion que cumplen todas
las subtangentes.
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Cuestionario

En el aula de informatica has observado que la funcién f{x) = ¢' cumple que todas sus
subtangentes tienen una longitud igual a 1. Utilizando esta propiedad:

a) Caleula f7(0), /(1) y /'(2)

L] La Y (-] -] = -]
5. " - w1 L4 = -

N aans,
iy
\

Figura 3

b) Calcula f'(a)

[

/

b
/
/:f
&

i = e™ . /
—— Illi—'l—r

T
|'I x=a

Figura 4

¢) Demuestra que la funcion derivada de la funcién fix) = ¢" es la funcion f'(x) = ¢".

Para realizar la practica que permite calcular la derivada de la funcidén f{x)
= ¢' hay que poner en funcionamiento una configuracion (epistémica /
cognitiva) cuyos componentes se pueden describir brevemente mediante el
siguiente esquema:
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Figura 5

Si nos fijamos en el cuadro de las acciones de la figura anterior, resulta que
para calcular la derivada de la funcién /' (x) = ¢" los alumnos han de aplicar
una serie de acciones (una técnica) que consiste en considerar, de entrada,
un punto particular con la tangente dibujada (por tanto, su abscisa y
ordenada, no se consideran variables). A continuacion, a partir de la
manipulacion con programas informaticos dindmicos, se halla primero una
condicién que cumplen todas las rectas tangentes (en este caso, que la
subtangente siempre es un segmento de longitud 1). Esta condicion después
se simboliza, aplicando la interpretacion geométrica de la derivada, lo que
permite calcular la derivada en x = a. Por tltimo, los alumnos han de tener
claro que la condicidon que han hallado, y el calculo de la pendiente que de
ella se deriva, es valido para cualquier punto, de manera que el punto, que
inicialmente se considerd como un punto particular, pasa a ser considerado
después como un punto cualquiera. De esta manera se obtiene la expresion
simbolica de la funcién derivada.

Para que las acciones que constituyen esta técnica se puedan aplicar son
necesarios los demas objetos de la configuracién (figura 5), es decir, se
tiene que realizar una argumentacion, se ha de utilizar, entre otros, el
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concepto de derivada entendido como pendiente de la recta tangente, se
tienen que utilizar graficas y formulas, etc.

6 DUALIDADES COGNITIVAS

En los apartados anteriores hemos considerado los objetos matematicos con
relacion a dos facetas duales, a saber, personal-institucional y elemental-
sistémico. En el EOS, la nocion de “juego de lenguaje” (Wittgenstein, 1953)
ocupa un lugar importante. En dicho enfoque se considera que los objetos
matematicos que intervienen en las practicas matematicas y los emergentes
de las mismas, segun el juego de lenguaje en que participan pueden ser
considerados desde las siguientes dimensiones duales: personal-
institucional, elemental-sistémico, expresion-contenido, ostensivo-no
ostensivo y extensivo-intensivo (Godino, 2002). Estas facetas se presentan
agrupadas en parejas que se complementan de manera dual y dialéctica. Se
consideran como atributos aplicables a los distintos objetos, dando lugar a
distintas "versiones" o “miradas” de dichos objetos.

Personal - institucional

Dependiendo de las circunstancias contextuales, o sea, del juego de
lenguaje en que nos encontramos, una misma expresidén, por ejemplo
“limite” puede referirse a un objeto personal o institucional. Si se trata de
los objetos que intervienen en las practicas que realiza un sujeto individual
para resolver una actividad escolar, se entiende que se trata de un objeto
personal. Por el contrario, si se trata de documentos curriculares, libros de
texto, explicaciones de un profesor ante su clase, consideramos que se
ponen en juego objetos institucionales La distincién entre las facetas
personal e institucional de los conocimientos matematicos se considera
fundamental en el EOS y es la que nos ha llevado a definir anteriormente
los objetos personales y los institucionales.

Ostensiva - no ostensiva

Los objetos personales y los institucionales hasta ahora se han considerado
basicamente como objetos no-ostensivos. Ahora bien, cualquiera de estos
objetos tiene también una faceta ostensiva, esto es perceptible, ya que se
usan en las practicas por medio de sus ostensivos asociados.

Mediante el lenguaje ostensivo se “expresan” otros objetos no ostensivos.
En principio las entidades lingiiisticas se muestran por si mismas
directamente a nuestra percepcion (escritura, sonido, gestos). A su vez, las
entidades no ostensivas necesitan a éstas entidades ostensivas para su
constitucidon y funcionamiento. El lenguaje viene a ser el medio por el cual
no solo se expresan los no ostensivos, sino también es instrumento para su
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constitucion y desarrollo. Por ello lo consideramos como la faceta ostensiva
de los objetos matematicos.

Un caso especial sera las entidades lingiiisticas que solo tendrian, en una
primera aproximacion, la faceta ostensiva. No obstante, desde el punto de
vista del sujeto individual, los objetos lingiiisticos pueden ser pensados; la
palabra ‘mediana’, la notacion Me, u otro cualquier recurso expresivo
puede ser imaginado. Tales objetos mentales constituyen la faceta no
ostensiva de los ostensivos lingiiisticos.

Extensiva-intensiva / Concreto-Abstracto/ Ejemplar-tipo

En el estudio de las matematicas estamos siempre interesados por
generalizar los problemas, las soluciones que encontramos y el discurso
con el que se describen y organizan. No nos conformamos con resolver un
problema aislado sino que deseamos resolver tipos de problemas y
desarrollar técnicas cada vez mas generales. Ademas, tales soluciones son
organizadas y justificadas en estructuras cada vez mas globales. En el
analisis de la actividad matematica, o de un proceso de estudio matematico
particular, debemos precisar en cada circunstancia si nos referimos a un
extensivo, 0 sea a un objeto que es un miembro de una clase que lo
contiene (extensivo), o a dicho objeto como una clase, es decir como
intensivo.

En el EOS se interpreta la distincidon entre extensivo-intensivo (concreto y
abstracto) en un sentido lingiiistico, esto es, como equivalente a la
distinciéon entre el ejemplar (algo particular, que se determina por si
mismo) y el tipo (objeto genérico que define una cierta clase o conjunto
mas o menos difuso de objetos). La consideracion de un objeto como
concreto o abstracto es esencialmente, relativa dependiendo del juego de
lenguaje en que participen.

Expresion-contenido

La actividad matematica y los procesos de construccién y uso de los
objetos matematicos se caracterizan por ser esencialmente relacionales. Los
distintos objetos no se deben concebir como entidades aisladas, sino
puestas en relacion unos con otros.

La distincidn entre expresion y contenido nos permite tener en cuenta el
caracter esencialmente relacional de la actividad matemadtica. La relacion se
establece por medio de funciones semioticas, entendidas como una relacién
entre un antecedente (expresion) y un consecuente (contenido) establecida
por un sujeto (persona o institucion) de acuerdo con un cierto criterio o
codigo de correspondencia.

Godino y Batanero (1998), conciben una funcion semiotica, al menos
metaféricamente, como una correspondencia entre conjuntos que pone en
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juego tres componentes: un plano de expresion (objeto inicial); un plano de
contenido (objeto final); un criterio o regla de correspondencia. Los objetos
inicial y final estan constituidos por cualquier objeto matematico. En el
EOS, las funciones semidticas relacionan dos objetos que pueden ser
materiales o mentales. Esta manera de entender las funciones semiodticas se
inspira en una larga tradicion que va de Peirce a Schiitz pasando por
Husserl. La interpretacion de las funciones semidticas que propone el EOS
generaliza de manera radical la nocion de representacion usada en las
investigaciones cognitivas realizadas en educacion matematica (Contreras y
Font, 2002).

Elemental-sistemica

En el EOS se considera que el significado de un objeto es un conjunto de
practicas en las que el objeto en cuestion es un dato esencial. Se trata de
una manera sistémica de entender el significado del objeto. Ahora bien,
este punto de vista conlleva que un objeto se pueda considerar también de
manera elemental como resultado de una definicidn, es decir, el objeto
matematico en cuestidon se puede considerar como un solo elemento o bien
como un conjunto sistémico de practicas en las que intervienen este objeto
conjuntamente con otros entre los cuales hay determinadas relaciones.

La dialéctica elemental-sistémica conlleva que los objetos (personales o
institucionales) tengan que ser considerados como nudos de una red. Por
ejemplo, si consideramos el objeto elemental derivada y nos preguntamos
por su significado inmediatamente aparecen determinadas practicas en las
que interviene y se relaciona con otros objetos -(limite, velocidad, derivada,
funcion, tangente trigonométrica, rectas, etc.). Estos nuevos objetos a su
vez se pueden entender de manera sistémica. De esta manera, tenemos una
red de nudos, los cuales a su vez son redes de nudos y asi sucesivamente.

En la figura siguiente se representan los diferentes constructos tedricos que
se han comentado anteriormente. En el interior tenemos las practicas. Para
la realizacién de las practicas es necesario activar una configuracion
(hexagono) y a su vez, los objetos que forman las configuraciones son
emergentes de las practicas. Por ultimo, los objetos matematicos que
intervienen en las practicas matemadticas y los emergentes de las mismas,
segun el juego de lenguaje en que participan, pueden ser considerados
desde las cinco facetas o dimensiones duales (decagono).
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INSTITUCIONAL

PERSONAL

Figura 6

7 TIPOS DE SIGNIFICADO

Para explicar la dialéctica institucional-personal, en el EOS se consideran
diferentes tipos de significados institucionales y personales: (1) significado
institucional de referencia —cuando un profesor planifica un proceso de
instruccidon sobre un objeto matemadtico para un grupo de estudiantes,
comienza por delimitar "lo que es dicho objeto para las instituciones
matematicas y didacticas"; acudird, por tanto, a los textos matematicos
correspondientes, a las orientaciones curriculares, y en general a lo que "los
expertos" consideran que son las practicas operativas y discursivas
inherentes al objeto, que se fija como objetivo instruccional. Asimismo, el
profesor usard sus conocimientos personales previamente adquiridos. Todo
ello constituye un sistema de practicas historico-epistemologico-didactico
que designamos como significado institucional de referencia del objeto. —,
(2) significado institucional pretendido — sistema de practicas que se
planifican sobre un objeto matematico para un cierto proceso instruccional,
(3) significado institucional implementado — sistema de practicas que
efectivamente tienen lugar en la clase de matematicas, las cuales serviran
de referencia inmediata para el estudio de los alumnos y las evaluaciones

de los aprendizajes— y (4) significado institucional evaluado — coleccidon de
tareas o cuestiones que incluye en las pruebas de evaluacion y pautas de

observacion de los aprendizajes—.
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En el capitulo 6 desarrollaremos con mas detalle estos diferentes tipos de
significado para dar cabida a los objetos personales del profesorado como
objetos diferenciados de los institucionales.

8 ANALISIS ONTOLOGICO-SEMIOTICO DE UN TEXTO
MATEMATICO

En Godino (2002), se propone una técnica del andlisis ontoldgico-
semiotico de un texto matematico que consiste basicamente en: (1) su
descomposicidon en unidades, (2) la identificacion de las entidades puestas
en juego e (3) identificacion de las funciones semidticas que se establecen
entre las mismas por parte de los distintos sujetos. Este anélisis ontoldgico-
semidtico permite formular hipdtesis sobre puntos criticos de la interaccion
entre los diversos actores en los cuales pueden haber lagunas o vacios de
significacidon, o disparidad de interpretaciones que requieran procesos de
negociacion de significados y cambios en el proceso de estudio.

En el EOS se habla de andlisis a priori cuando dicha técnica se aplica a un
texto que registra una actividad matematica que tiene que realizar un sujeto
potencial (por ejemplo un libro de texto) y de andlisis a posteriori cuando
el texto corresponde al protocolo de respuestas de los sujetos en
interacciones efectivas. En ambos casos se pueden detectar conflictos
semioticos:

(...) disparidad o desajuste entre los contenidos atribuidos a una misma expresion

por el alumno y la institucion. (Godino, 2002, p. 258).

Los analisis a priori permiten formular hipdtesis sobre conflictos
semidticos potenciales —entre los cuales destacan, por su relevancia,
aquellos que origina un libro de texto al dejar a cargo del alumno la
realizacion de determinadas funciones semioticas que son bdésicas para la
correcta interpretacion del texto y que, de no producirse, pueden ocasionar
una disparidad entre el significado personal global del alumno y el
significado institucional pretendido—. Por su parte, los andlisis a posteriori
permiten determinar los conflictos semiodticos realmente producidos 'y
contrastarlos con los detectados a priori. En el EOS, los conflictos
semidticos se consideran como explicaciones de las dificultades y
limitaciones de los aprendizajes matemadticos efectivamente realizados
cuando los comparamos con el significado pretendido.

Los dos tipos de andlisis comentados también permiten detectar
limitaciones en los aprendizajes matematicos efectivamente realizados. Nos
referimos a las limitaciones originadas por significados institucionales
(pretendidos o implementados) poco representativos de los significados
referenciales. Estas limitaciones se producen cuando determinadas
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practicas representativas del significado de referencia no son contempladas
en el significado pretendido o implementado. Por ejemplo, cuando el
significado pretendido solo contempla que el célculo de la derivada en un
punto consiste en la aplicacidon de una regla de derivacion algebraica y en
el calculo del valor de la funcion en dicho punto pero no contempla otras
practicas. Nos referimos en concreto a argumentaciones de tipo variacional
que permiten calcular la derivada como limite de las razones de cambio o
bien a argumentaciones de tipo grafico que permiten calcular la derivada
como la pendiente de la recta tangente.

Segun la mayor o menor profundidad del estudio ontolégico-semidtico,
pueden considerarse otros dos tipos de analisis: uno, mas amplio, centrado
fundamentalmente en el segundo punto (identificacion de las entidades
puestas en juego), y otro, mas pormenorizado, centrado fundamentalmente
en el tercer punto (identificacién de las funciones semidticas que se
establecen entre las diferentes entidades y facetas duales por parte de los
distintos sujetos) en el que el sujeto pasa a primer plano. El primer tipo de
analisis, que podemos denominar “grueso” o “macroscopico”, a pesar de su
potencia explicativa, presenta limitaciones importantes y es insuficiente
cuando se considera también la cognicién de las personas.

El segundo tipo de analisis permite un mayor refinamiento gracias a la
introducciéon de las cinco facetas duales que contempla el EOS, y
especialmente por la consideracion de las facetas expresidn-contenido,
intensivo-extensivo y elemental-sistémico.

Para realizar este segundo tipo de andlisis ontologico-semidtico, llamado
microscopico, se descompone el texto en unidades de andlisis y se estudian
las funciones semioticas establecidas. Dicha descomposicion no es unica
sino que depende del propio investigador, quien debe efectuar la que mejor
explique las relaciones dialécticas existentes entre las entidades presentes.
Algo similar puede decirse de la descomposicion en subunidades. El paso
de una subunidad a otra subunidad se describe con las funciones
semioticas.

Las aplicaciones mds importantes de andlisis microscopico se han
realizado en el campo del andlisis matematico. En Contreras, Font, Luque
y Ordoéfiez (en prensa) se realiza este tipo de andlisis considerando como
expresion o contenido de las funciones semioticas basicamente la faceta
extensiva-intensiva de los objetos matematicos.
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9 ANALISIS A POSTERIORI. PROCESOS DE INSTRUCCION,
CONFIGURACIONES DIDACTICAS Y CRITERIOS DE
IDONEIDAD.

Para poder analizar los procesos de instruccidon efectivamente realizados
necesitamos textos escritos. Por este motivo, las grabaciones en video de
las sesiones de clase correspondientes a un proceso de instruccion conviene
que sean transcritas. Una vez que tenemos estos textos escritos necesitamos
descomponerlos en unidades de analisis. Una posible manera de realizar
esta descomposicion es tomar como unidad de analisis basica el constructo
“configuracion didactica”. En Godino, Contreras y Font (en prensa) se
considera que una configuracion didactica se compone de una
configuracion epistémica, esto es, una tarea, las acciones requeridas para su
solucion, lenguajes, reglas (conceptos y proposiciones) y argumentaciones,
las cuales pueden estar a cargo del profesor, de los estudiantes o
distribuidas entre ambos.

Asociada a una configuracién epistémica habra también una configuracion
docente y otra discente en interaccion, ademas de las correspondientes
cognitivas, emocionales y mediacionales (libros de texto, ordenadores,
material manipulativo, etc.). El docente puede desempefiar las funciones de
asignacion, motivacion, recuerdo, interpretacion, regulacion, evaluacion. El
discente puede a su vez desempeiiar los roles de exploracion,
comunicacidn, validacion, recepcion, autoevaluacion, etc.

La configuracion didactica se concibe como un sistema abierto a la
interaccion con otras configuraciones de la trayectoria didéactica de la que
forma parte. Esta nocidn va a permitir realizar un analisis detallado de los
procesos de instruccion matematica. El proceso de instruccidon sobre un
contenido o tema matematico se desarrolla en un tiempo dado mediante una
secuencia de configuraciones didécticas. La agrupacion en configuraciones
didacticas es flexible y queda a criterio del investigador.

El andlisis de las configuraciones didacticas efectivamente implementadas
en un proceso de instruccion se facilita si disponemos de algunos modelos
tedricos que nos sirvan de referencia. En Godino, Contreras y Font (en
prensa) se consideran cuatro tipos de configuraciones tedricas que pueden
desempeifiar este papel y que se designan como configuracion magistral,
adidactica, personal y dialogica. En la figura 7 representamos en los
cuatro vértices de un cuadrado los cuatro tipos de configuraciones
didécticas teoricas descritos.

39



Capitulo 2 El enfoque ontosemiotico de la cognicion matemdtica
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Figura 7
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Las configuraciones didéacticas empiricas que acontecen en los procesos de
instruccion efectivamente realizados pueden representarse mediante un
punto interior del cuadrado y estar mas o menos proximas a estas
configuraciones tedricas. A lo largo de un proceso de instruccion
matematica las configuraciones empiricas oscilaran en torno a estos tipos
teoricos.

Los andlisis a posteriori mas amplios (macroscopicos) comentados en el
apartado anterior serdn andlisis realizados sobre un conjunto amplio de
configuraciones didacticas, mientras que los analisis mas finos
(microscopicos) se realizardn fundamentalmente sobre un nimero muy
reducido de estas configuraciones didacticas.

Las nociones tedricas elaboradas por el EOS permiten abordar cuestiones
como las siguientes: ;De qué variables o factores depende la idoneidad de
un proceso de estudio matematico? ;En qué medida es iddneo/eficaz el
proceso de estudio observado? ;Como evaluar la idoneidad de un proceso
de estudio matematico? , etc.

En el EOS se considera que la idoneidad global de un proceso de estudio
se debe valorar teniendo en cuenta las seis dimensiones comentadas
anteriormente. En el caso de las dimensiones: docente y discentes, se
considera util articularlas teniendo en cuenta las posibilidades de
identificacién de conflictos y de negociacion de significados. Resultan, en
consecuencia, los cinco criterios de idoneidad siguientes:

» [doneidad epistémica se refiere al grado de representatividad de los
significados institucionales implementados (o previstos), respecto de
unos significados de referencia.

» Jdoneidad cognitiva expresa el grado de proximidad de los
significados implementados con respecto a los significados
personales iniciales de los estudiantes, o de manera equivalente la
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medida en que el "material de aprendizaje" esté en la zona de
desarrollo potencial de los alumnos y alumnas y alumnas.

» Jdoneidad semiodtica tiene en cuenta los conflictos semidticos
potenciales y su resoluciéon mediante la negociacion de significados.

» Jdoneidad mediacional, grado de disponibilidad de los recursos
materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de
estudio.

» Jdoneidad emocional, grado de implicacion (interés, motivacion) de
los alumnos y alumnas y alumnas en el proceso de estudio. La
idoneidad emocional estd relacionada tanto con factores que
dependen de la institucidbn como con factores que dependen
basicamente del alumno y de su historia escolar previa.

El término semidtico se utiliza de manera amplia (todo lo relacionado con
la comprensidén), mientras que los términos cognitivo y mediacional se
utilizan de manera restrictiva. El término cognitivo se utiliza cuando
intervienen los conocimientos previos y el mediacional para referirse a los
medios temporales, sobre todo, y a los recursos materiales.
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CAPITULO 3

LA PERSPECTIVA DIAL(')GICA SOBRE LA
ARGUMENTACION

RESUMEN

En este capitulo se presenta la perspectiva dialogica sobre la
argumentacion y se explicita como se ha tenido en cuenta en esta
investigacion.

En el primer apartado se comentan brevemente diferentes maneras de
entender el “discurso” y se concluye que: (1) en el discurso se pueden
observar tres aspectos. Por una parte hay un aspecto informativo (lo que
se dice), un aspecto expresivo (como se dice) y un aspecto argumentativo
(el efecto que se pretende conseguir en el auditorio). (2) La Retdrica o
Teoria de la Argumentacion se ha interesado especialmente por este ultimo
aspecto.

En el segundo apartado se expone que el estudio de la “argumentacion” se
puede enfocar desde la logica o bien desde Retorica o Teoria de la
Argumentacion. Esta ultima perspectiva surge como reaccion a las
escuelas filosdficas que pretendian reducir la argumentacion a la logica y
puede articularse en las siguientes tendencias: 1) El examen de las
estructuras argumentativas (Toulmin), 2) La nueva Retorica (Perelman) y
3) La filosofia dialdgica del Discurso (Habermas). En los apartados 3 y 4
se comenta muy brevemente el punto de vista de Toulmin y el de la nueva
retorica respectivamente, mientras que en el apartado 5 se hace una
revision mds amplia del punto de vista de Habermas sobre la
argumentacion y se comenta también la tipologia de acciones que propone
en su Teoria de la Accion Comunicativa.

En el apartado 6 se comenta como se ha contemplado en esta
investigacion el punto de vista dialogico de Habermas, en concreto se
explica que el diseiio del seminario-taller se hizo con la intencion explicita
de facilitar que las acciones de los profesores fuesen comunicativas y
también como se tuvieron en cuenta los tres aspectos de la argumentacion
considerados por Habermas (proceso, procedimiento y producto). Por
ultimo, en el apartado 7 se hace una revision de la investigacion didactica
sobre el discurso y la argumentacion en matemdticas.
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1 DISCURSO

Los lingiiistas definieron inicialmente, en una perspectiva formalista, el
discurso como un simple sindnimo de enunciado:
El discurso designa todo enunciado superior a la frase, considerado desde el

punto de vista de las reglas de encadenamiento de una serie de frases” (Dubois,
1973, p. 156).

Benveniste y Jakobson propusieron una concepcion menos formalista al
considerar al discurso como parte de un modelo de comunicacion. En esta
nueva Optica, el discurso seria cualquier forma de actividad lingiiistica
considerada en wuna situaciéon de comunicacidén, es decir, en una
determinada circunstancia de lugar y tiempo en que un determinado sujeto
enunciacion (yo, nosotros) organiza su lenguaje en funcién de un
determinado destinatario (td, vosotros):

La frase, creacion indefinida, variedad sin limite, es la vida misma del lenguaje en
accion. Concluimos que con la frase se sale del dominio de la lengua como
sistema de signos, y se penetra en otro universo, el de la lengua como instrumento
de comunicacion, cuya expresion es el discurso. (Benveniste, 1973, pp. 128-129).

Los trabajos de Austin (1962) y Searle (1969), quienes descubren bajo las
regularidades del “lenguaje cotidiano” ciertas formas de institucionalidad
(las “convenciones’) que las explican y las determinan, permitieron superar
las limitaciones de los enfoques formalistas y comunicativos y avanzar
hacia una concepcion mas sociologica del discurso.

Seglin este ultimo punto de vista, al hablar estamos realizando varios actos
simultaneos: actos locucionarios, ilocucionarios y perlocucionarios. El acto
locucionario consiste en que el hablante articula una forma lingiiistica en
un contexto determinado dirigiéndose a un oyente. Mediante ellas,
transmite al oyente una serie de significados semanticamente codificados
(por ejemplo, una proposicion). Mediante la realizacion del acto
locucionario en un determinado contexto, el hablante realiza un acto
ilocucionario, un determinado acto comunicativo socialmente reconocible,
una accion intencional. Con ello, la enunciacidon tiene un significado
pragmatico o fuerza ilocucionaria (por ejemplo: lo dice gritando, en broma,
etc.). Mediante su acto ilocucionario, el hablante influye de alguna manera
sobre el oyente, provoca una reaccion en ¢él (perlocucion o efecto
perlocucionario). La intencidén perlocucionaria de provocar un efecto no
tiene por qué ser manifiesta para el oyente. Ademds, la intencion
perlocucionaria puede fracasar, sin que ello afecte a la realizacion efectiva
del acto ilocucionario (puede decir algo gritando pretendiendo asustar y, en
cambio, resultar ridiculo para el oyente).
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Los trabajos de Austin y Searle ponen de manifiesto que en el discurso se
pueden observar tres aspectos. Por una parte hay un aspecto informativo (lo
que se dice), un aspecto expresivo (como se dice) y un aspecto
argumentativo (el efecto que se pretende conseguir en el auditorio). La
Retoérica o Teoria de la Argumentacidn se ha interesado especialmente por
este ultimo aspecto.

2 ARGUMENTACION
2.1 Concepto de argumentacion

En la Retorica o en la Teoria de la Argumentacion se denomina
“argumentacién” a una forma de discurso (realizado en un contexto de
comunicacién) que tiene la finalidad de alcanzar el asentimiento (o el
rechazo) de un interlocutor respecto a la validez (o no) de una afirmacion o
de una norma, empleando, para ello, referencias a afirmaciones o normas,
hechos, etc., que se presupone son admitidos por ambas partes.

La argumentacién se desarrolla en forma de "proceso" y se articula en fases
en que se puede ir logrando el asentimiento a una afirmacién o norma y
donde cada paso sirve de apoyo a nuevos pasos en el proceso de lograr el
asentimiento final. Dichos pasos, que forman parte del proceso total de
argumentaciéon y donde se intenta conseguir acuerdos parciales son
denominados "argumentos".

2.2 Diferentes puntos de vista sobre la argumentacion.

Los conceptos, problemas y procedimientos del proceso comunicacional
"argumentacion" han sido objeto, desde la antigiiedad, de estudios
organizados tanto en lo que hoy se llama la Teoria de la Argumentacion,
pero que anteriormente fue denominada Retorica, como también de examen
y analisis, en lo que concierne a la validez l6gica de las relaciones
establecidas entre los contenidos de las comunicaciones arguméntales,
realizandose ese examen desde la Logica. Por tanto, el estudio de la
“argumentacion” se puede enfocar desde la logica o bien desde Retorica o
Teoria de la Argumentacion.

En el sistema de conocimientos conocido como Ldgica Moderna — al que
han contribuido diferentes movimientos filosoficos: Filosofia Analitica,
Positivismo Légico, Racionalismo Critico, etc. - se planted la pretension
de que la légica estdndar debia ser la pauta universal o Unica perspectiva
valida para observar también cualquier proceso comunicacional de
argumentacion, es decir, no sélo la argumentacion cientifica o tedrica sino
cualquier interaccién comunicacional en el ambito cotidiano, juridico,
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religioso etc. La validez o no de tales argumentos deberia, segin esa
concepcion, ser enjuiciada desde los criterios de la ldgica pura.

Estas pretensiones dieron lugar a diversas reacciones, gran parte de la obra
de Wittgenstein se puede entender como reaccidn ante esas pretensiones de
los logicistas. Otra reaccion importante la inicié Austin con su teoria de los
actos del habla (desarrollada posteriormente por Searle).

Estas reacciones pueden articularse en los siguientes enfoques:
1. El examen de las estructuras argumentativas (Toulmin)
2. Lanueva Retorica (Perelman)
3. La filosofia dialégica del Discurso (Habermas).

Desde la perspectiva logica, el propdsito del estudio de la argumentacion
consiste en fijar estandares que permitan realizar un juicio racional, esto es,
decidir acerca de la validez de conjuntos de proposiciones. Se trata de
establecer canones de inferencias correctas, con el objeto de aceptar
determinadas expresiones como conocimiento confiable. En cambio, la
nueva retérica considera que la finalidad de la argumentacion es convencer
con razones o persuadir mediante recursos afectivos. Para la nueva retorica,
la argumentacién es eficaz cuando logra la adhesion de la audiencia; para
ello, es necesario adaptar el discurso a la audiencia. Para la perspectiva
dialéctica, la argumentacion tiene por objeto la resolucidn de diferencias de
opinidn, el interés esta en llegar a un acuerdo con el antagonista y no en la
persuasion. En este enfoque, se trata de crear una actitud proclive a la
discusion a través del andlisis critico de diferentes posturas, de cara a
concordar en la toma de decisiones.

Con relacion al contexto en el que tiene lugar el proceso argumentativo, la
logica se centra en un conjunto de proposiciones que se ubican en un
contexto objetivado y despersonalizado. En la perspectiva de la nueva
retorica, el discurso argumentativo se produce en una situacion real,
concreta, cotidiana y, por tanto, el sujeto argumentador debe tener muy en
cuenta los elementos situacionales. En la perspectiva dialéctica también
interesa el contexto, pero, sobre todo, en tanto éste permite establecer las
condiciones ideales en que se debe desarrollar la interaccion.

En la perspectiva l6gica, el procedimiento de la discusion exige que el
receptor funcione como examinador critico. Metaféricamente se trata de
una especie de "maquina légica" que aplica algunas reglas de validez
invariables. Para la nueva retdrica, la audiencia ocupa un papel central,
pero no activo. Se sostiene que toda argumentacién debe desarrollarse en
funcion de la audiencia. En la perspectiva dialéctica, en cambio, es
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esencial el reconocimiento de la existencia de otra persona que, de algun
modo, se enfrenta y se opone a una postura asumida. Los interlocutores
deben ser conscientes de sus respectivos roles: uno es el protagonista y el
otro, el antagonista.

La perspectiva logica tradicional iguala la validez de la argumentacién con
la validez formal del razonamiento expresado en la argumentacion. En la
perspectiva de la nueva retorica, la validez del argumento depende del éxito
que se tenga con la audiencia a la que la argumentacion va dirigida. La
perspectiva dialéctica adopta el criterio de razonabilidad, entendiendo ésta
como la actividad de usar la razéon de "buena" manera. Se trata de
convencer mediante el “mejor” argumento.

3 EL EXAMEN DE LAS ESTRUCTURAS ARGUMENTATIVAS
SEGUN TOULMIN

Segin Toulmin (1958), la logica moderna pierde de vista, sin ser
consciente de ello, la dimension pragmatica de la argumentacién y reduce
todo su examen a la dimension sintactica, es decir, a la conformidad con las
reglas o esquemas de proceder en la concatenacion de los argumentos.
Toulmin, como también hace Perelman, rompe con el modo de enfoque
logicista al centrar su reflexién, no solo sobre sistemas formalizados de
enunciados, sino sobre la realidad argumentativa. EI modelo que propone
Toulmin considera que la argumentacion ( figura 1) contiene:

e Datos: La informacién disponible por los argumentadores o
suministrada al sistema-social-comunicacion, por alguno de ellos, y
que es tomada como punto de partida del proceso. Son los hechos o
informacién factual, que se utiliza para justificar y validar una
afirmacion

e C(Conclusion: Representa la tesis que se ha de establecer

e Fundamentos: Es el conocimiento basico que permite asegurar la
justificacion.

e Justificaciones: Son reglas (razones, principios, ...) que permiten
entender que una afirmacion se infiere de otra

e Calificadores modales: La modalidad segin la cual se hace la
inferencia, por ejemplo, afirmando la universalidad o so6lo la validez
para un determinado dominio de items. Son la fuerza que la
justificacidn confiere a la argumentacion.
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e Refutadores: Los refutadores sefialan las circunstancias en que las
justificaciones no son ciertas.

Datos Por lo tanto, Calificador Modal Conclusion
Ya que Excepto si
Justificacion Refutadores
[
Debido a que
Fundamentacion

Figura 1. Esquema del texto argumentativo de Toulmin (1958).

Fuente, Sarda y Sanmarti (2000)

Segun Sarda y Sanmarti (2000), Toulmin establece una analogia entre el
texto argumentativo y el organismo, de manera que la parte anatdmica esta
constituida por dOrganos, que son las diferentes fases de progreso de la
argumentacion, desde el enunciado inicial hasta la conclusién final; y la
parte fisioldgica estd constituida por la légica de cada frase. En su modelo
no se puede desligar la fisiologia de la anatomia, pues es un todo que pierde
sentido sin esa interrelacion, es decir, la ldgica de cada enunciado queda
determinada por la situacion de la argumentacion, y viceversa.

Para diversos autores este modelo permite ser conscientes de la estructura
de la argumentacién, pero no de su validez ya que no tiene en cuenta el
contexto, el receptor ni la finalidad.

4 LA NUEVA RETORICA

Perelman y Olbrechts-Tyteca (1968) también consideran el problema de la
argumentacidon en un marco mas amplio que el de las relaciones internas en
un sistema formalizado. Dichos autores focalizan su andlisis en las formas
histéricas y culturales en que se han ido desarrollando formas y métodos
del argumentar. Partiendo de las tradiciones de la Tépica y Retorica
clasicas, Perelman y Olbrechts-Tyteca plantean la cuestion del argumentar
en referencia al proceso de comunicacion interpersonal en que el acierto de
un argumento depende esencialmente de que sea aceptado por un auditorio.
Seglin estos autores, no hay discurso sin auditorio, no hay argumentacion
que no tenga efecto retdrico.
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El andlisis de la argumentacion retorica es, segin Perelman y Olbrechts-
Tyteca, el modo mas adecuado de observacion y examen de las
pretensiones de validez formuladas (por abarcar la complejidad de la
situacion comunicacional que no es posible ni ver si solo se analizan las
relaciones logico-formales, es decir si el andlisis se restringe a la dimension
sintdctica). Esa validez no puede ser observada con el simple recurso al
cddigo verdad/no-verdad (en la dimensién semadntica), sino que requiere
insertar en la observacion la categoria de la "correccion" de la orientacion
normativa de la accion, es decir, implica una consideracion "pragmatica" de
los procesos interpersonales de argumentacion.

Perelman y Olbrechts-Tyteca centran su observacion sobre las
formulaciones verbales en que se busca el asentimiento del otro. En
concreto, para estos autores, el objeto de la (nueva) retorica es el estudio de
los medios de argumentacién que no dependen de la 16gica formal y que
permiten obtener o aumentar la adhesidén de otra persona a las tesis que se
propone para su asentimiento. La razon o justificacion de este modo de
enfoque de los temas de la argumentacioén, la sustentan Perelman y
Olbrechts-Tyteca en la necesidad de superar el planteamiento
reduccionista-racionalista que arranca de la filosofia de Descartes, en
especial de su método “more geométrico”.

El asentimiento por parte del otro comunicador no tendrd un caricter
necesario (como en la demostracion logica), dependerd, contingentemente,
de las circunstancias concretas en intereses, actitudes, tradiciones, vinculos
al "milieu" o cultura en donde actua el individuo, etc. Estos autores
sefialan, ademas, que la naturaleza misma de la deliberacion en la
argumentacidn se opone a la necesidad y a la evidencia, pues no se delibera
alli donde la solucidn es necesaria ni se argumenta contra la evidencia. Para
Perelman y Olbrechts-Tyteca, el dominio de la argumentacion es el de lo
verosimil, lo plausible, lo probable; en la medida en que este tltimo escapa
a las certezas del calculo.

Asimismo, Perelman y Olbrechts-Tyteca consideran que la teoria de la
argumentacion debe analizar los modos de uso retorico del lenguaje, que
clasifican en dos grandes grupos: la asociacion y la disociacion de las
nociones. Los argumentos ponen en paralelo los conceptos para
compararlos, acercarlos, provocar la amalgama; o también pueden
contraponerlos. Pero el efecto retorico (lograr el asentimiento o el rechazo)
presuponen una adhesion a determinados valores. Muy lejos de la
neutralidad axioldgica de la logica (juicios libres de valoracién), la
argumentacion interpersonal debe presuponer referencias valorativas en los
interlocutores a las que ¢éstos irdn recurriendo en sus distintas
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comunicaciones que lograran tanto mas asentimiento del oyente cuanto
mejor relacionen los contenidos comunicados con dichas referencias
valorativas  (valores-referencia o valores-contraste). Cuando esas
referencias argumentativas se reducen a mera apariencia encubierta con el
calor emocional se tiene una retoérica manipuladora. Por ejemplo: si alguien
dice con fuerza: “es verdad que ...” o “es evidente esto o aquello” en lugar
de describir meramente algo, la intencidon sera normalmente la de evitar el
disentimiento o el mismo debate. Pues se considera con que el oyente no
ird contra la evidencia o la verdad.

5 EL PUNTO DE VISTA DIALOGICO DE HABERMAS

En este apartado comenzaremos con una exposicion esquemadtica de los
propdsitos de Habermas al elaborar su teoria de la accion comunicativa. A
continuacion, comentaremos su punto de vista sobre la argumentacion y la
tipologia de acciones que propone.

En cierto modo, Habermas da un paso mas en la linea de Toulmin y
Perelman en cuanto que, para él, el andlisis del proceso de comunicacién es
el marco desde el cual considera los procesos argumentativos o "discurso".
La obra donde el autor expone mas extensamente su concepto de accidén en
la vida social es Teoria de la Accion Comunicativa (1987) cuyo propdsito
declarado en el Prélogo es que ¢ésta sea una "fundamentacion
metodologica” de las Ciencias Sociales en una “Teoria del Lenguaje".
Habermas apela a la estructura dialdgica del lenguaje como fundamento del
conocimiento y de la accidén, con esto se incluye dentro del “giro
lingiiistico” en filosofia. Como resultado extrae el concepto de accion
comunicativa donde la racionalidad estd dada por la capacidad de
entendimiento entre “sujetos capaces de lenguaje y accion” mediante “actos
de habla” cuyo trasfondo es un “mundo de la vida” de creencias e intereses
no explicitos y acriticamente aceptados por las comunidades de
comunicacion.

La teoria de la accion comunicativa (Habermas, 1987) describe dos
aspectos siempre presentes en la vida humana: la racionalidad instrumental
y la comunicativa. La primera tiene por objetivo el dominio de la realidad
por parte de los seres humanos para garantizar la autoconservacion del
individuo o la sociedad. Segun ella, importa el beneficio individual o
social, para lo que se deben aplicar los medios adecuados a los fines
particulares, estableciéndose relaciones sujeto/objeto. En cambio, la
racionalidad comunicativa:
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(...) posee connotaciones que en ultima instancia se remontan a la experiencia
central de la capacidad de aunar sin coacciones y de generar consenso que tiene
un habla argumentativa en que diversos participantes superan la subjetividad
inicial de sus respectivos puntos de vista y merced a una comunidad de
convicciones racionalmente motivada se aseguran a la vez de la unidad del
mundo objetivo y de la intersubjetividad del contexto en que se desarrollan sus
vidas. (Habermas, 1987, p. 27).

Sin embargo, ambos tipos de acciones, la instrumental y la comunicativa,
no se deben entender excluyentes sino complementarias en su uso a fin de
desenvolverse adecuadamente en la realidad existente.

5.1 Excurso sobre la teoria de la argumentacion

A continuacion, resumimos brevemente el punto de vista de Habermas
expuesto en el “Excurso sobre la teoria de la argumentacion” del volumen |
de su teoria de la accion comunicativa.

Segtin Habermas, un discurso o argumentacion plantea, y esto es un rasgo
distintivo de esta forma de comunicacion, determinadas pretensiones de
validez. Que dichas pretensiones de validez sean o no admitidas por la otra
parte es lo que decide sobre la adjudicacién del codigo verdad/falso a los
contenidos comunicados. Ese discurso se desarrolla segun "reglas", pero
no las de la légica estandar o la formalizada, sino por reglas constitutivas y
conformativas de "actos del habla".

Esto implica, evidentemente, que tales reglas no sean las dela logica, parala
que no existe ni la dimensidn pragmatica, sélo la sintactica. La condicidén
de posibilidad de que tales discursos en que es posible lograr el
asentimiento de la otra parte es la existencia previa de un sistema de
lenguaje y de uso social del lenguaje. Pero el discurso - y en eso se
diferencia del mero habla limitada a la comunicacidn descriptiva - no sélo
afirma estados de cosas, sino intenta mostrar al mismo tiempo el
"fundamento" de lo que se afirma. Es decir, la argumentacién es algo
distinto de la mera informacion.

Segin Habermas, la légica de la argumentacion no se refiere, como la
formal, a relaciones de inferencia entre unidades semadanticas (oraciones),
sino a relaciones internas, también de tipo no deductivo, entre las unidades
pragmaticas (actos de habla) de que se componen los argumentos.

Considera los siguientes tipos de argumentacion: Discurso tedrico,
Discurso practico, Critica estética, Critica terapéutica y Discurso
explicativo, sus caracteristicas se pueden apreciar en la Tabla 1.
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Objeto de la | Manifestaciones Pretensiones de validez
argumentacion | emisiones problematicas controvertidas

Formas de

argumentacion

Discurso tedrico Cognitivo-instrumentales verdad de las
proposiciones;  eficacia
de las acciones
teleologicas

Discurso practico Préctico-morales Rectitud de las normas
de accion

Critica estética Evaluativas Adecuacion de  los
estandares de valor

Critica terapéutica Expresivas Veracidad de las
manifestaciones 0
emisiones expresivas

Discurso explicativo Inteligibilidad 0
correcciébn  constructiva
de los productos
simbdlicos

Tabla 1. Tipos de argumentacion

Habermas trata de dar respuesta a las siguientes preguntas: ;como pueden
las pretensiones de validez, cuando se tornan problematicas, quedar
respaldadas por buenas razones? ;Como pueden, a su vez, estas razones ser
objeto de critica? ;Qué es lo que hace a algunos argumentos, y con ello a
las razones que resultan relevantes en relacion con alguna pretension de
validez, mas fuertes o mas débiles que otros argumentos?

Segin Habermas el habla argumentativa puede contemplarse como
proceso, como procedimiento y como producto.

Para Habermas el habla argumentativa considerada como proceso es una
forma de comunicacion infrecuente y rara debido a que se trata de una
forma de comunicacion que ha de aproximarse suficientemente a
condiciones ideales ;Pero qué significa una situacion ideal de habla? La
situacioén ideal solo es posible bajo la reconstruccion de las condiciones
generales de simetria que todo hablante tiene que satisfacer en la medida
que crea entrar en una Argumentacion. Y ;como podemos entender esta
situacioén de simetria que implica una Argumentacion genuina? La simetria
se logra cuando los participantes de la Argumentacidn estdn conscientes de
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que la estructura de su comunicacion puede describirse de modo puramente
formal. Es decir, se trata de excluir de la comunicacion toda coaccion y
centrase en la busqueda cooperativa de la verdad., con lo cual se puede
sintetizar que:

La Argumentacion puede entenderse como una continuacion con otros medios,
ahora de tipo reflexivo, de la accion orientada al entendimiento. (Habermas,
1987, p. 46).

Cuando se considera a la argumentacion como procedimiento se trata de
una forma de interaccion sometida a una regulacion especial. El proceso de
entendimiento esta regulado de tal modo en forma de una divisién
cooperativa del trabajo entre proponentes y oponentes, en la que los
implicados: (a) tematizan una pretension de validez que se ha vuelto
problematica, (b) adoptan una actitud hipotética ya que pueden verse
exonerados de la presion de la accion y la experiencia, (c) examinan con
razones, y soOlo con razones, si procede reconocer o no la pretension
defendida por el proponente.

La argumentacion puede ser considerada desde un tercer punto de vista, la
produccion de argumentos pertinentes que convenzan en virtud de sus
propiedades intrinsecas, con que desempefiar o rechazar las pretensiones de
validez.

Los argumentos son los medios con cuya ayuda puede obtenerse un
reconocimiento intersubjetivo para la pretension de validez que el
proponente plantea por de pronto de forma hipotética, y con los que, por
tanto, una opinion puede transformarse en saber.

Un argumento se compone de una emisidén problematica (conclusion), la
cual lleva incorporada una pretension de validez y de la razén o
fundamento con que ha de decidirse acerca de esa pretension. Tiene que
quedar claro qué clase de asuntos trata de suscitar el argumento (estético,
cientifico, juridico) y cudl es el proposito subyacente. Las razones en las
cuales se basan tienen que ser relevantes en relacion con la pretension
planteada en el argumento y ser suficiente para apoyarla.

Segtn cudl sea el aspecto bajo el que consideramos la argumentacion, las
estructuras que en ella descubrimos son distintas: (a) en el caso de la
argumentacién como proceso encontramos las estructuras de una situacion
ideal de habla especialmente inmunizada contra la represion y la
desigualdad; bajo este aspecto, lo que mejor podria caracterizar a la
argumentacion es la intencion de convencer a un auditorio universal y de
alcanzar para la manifestacion o emision un asentimiento general. (b) Bajo
el aspecto de procedimiento, encontramos una estructura de competicion
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ritualizada, por los mejores argumentos, bajo este aspecto el objetivo es
cerrar la disputa en torno a pretensiones de validez hipotéticas con un
acuerdo racionalmente motivado. (c) Bajo el aspecto de producto,
encontramos las estructuras que definen la forma interna de los argumentos
y las relaciones que guardan entre si, bajo este aspecto la intencion es
desempefiar o fundamentar una pretension de validez por medio de
productos.

En todos los campos de la actividad humana, el razonamiento y la
argumentacion tienen lugar como elementos centrales dentro de una
empresa humana mas amplia. Y para subrayar este rasgo, el hecho de que
todas estas actividades pongan su confianza en la alegacidon y evaluacion
critica de razones y argumentos, Habermas propone referiremos a todas
ellas como empresas racionales.

Todas las argumentaciones, ya versen sobre cuestiones de derecho o de
moral, o sobre hipotesis cientificas u obras de arte, exigen la misma forma
de organizacidén basica de una busqueda cooperativa de la verdad que
subordine los medios de la argumentacién al objetivo de obtener
convicciones intersubjetivas basadas en los mejores argumentos.

Asi mismo, Habermas distingue entre pretensiones convencionales
dependientes de los contextos de accidon y pretensiones universales de
validez. El tipo de pretension es algo que en la mayoria de los casos sdlo
puede determinarse a partir del contexto. Habermas también distingue la
toma de posicion frente a una pretension de validez de la toma de posicion
frente a las pretensiones de poder.

Segun Habermas, una pretension de validez equivale a la afirmacion de que
se cumplen las condiciones de validez de una manifestacion o emision. Lo
mismo si el hablante plantea su pretension de validez implicitamente que si
lo hace de manera explicita, el oyente no tiene mas eleccidén que aceptar la
pretension de validez, rechazarla, o dejarla en suspenso. Las  tomas  de
postura, con una afirmacion o una negacidn, frente a pretensiones de poder
que aceptamos o rechazamos no son mas que la expresiéon de la aceptacion
o el rechazo de someterse al poder en cuestion. Por el contrario las posturas
de afirmacidn o negacion frente a pretensiones de validez significan que el
oyente asiente con razones, o no asiente, a una pretensiéon de validez
susceptible de critica y son, por consiguiente, expresion de la inteleccion de
un nexo de validez.

Las pretensiones de validez implicitamente llevan asociadas: la verdad, la
rectitud normativa, la adecuacion y la inteligibilidad o correccion en el uso
de los medios de expresion. A estos mismos modos conduce un analisis de
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enfoque semdantico de las formas de enunciacion. Las oraciones
descriptivas pueden ser negadas o aceptadas bajo el aspecto de verdad de la
proposicion. Las oraciones normativas que sirven a la justificacion de
acciones, bajo el aspecto de rectitud de una forma de actuar. Las oraciones
evaluativas (los juicios de valor) que sirven a la valoracion de algo, bajo el
aspecto de adecuacion de los estandares de valor. Y las explicaciones de
reglas generativas que sirven de explicacion de operaciones tales como
hablar, clasificar, calcular, deducir, juzgar, etcétera, bajo el aspecto de
inteligibilidad o correccion formal de las expresiones simbdlicas.

Habermas so6lo habla de “discursos” cuando el sentido mismo de la
pretension de validez que se ha tornado problematica fuerce
conceptualmente a los participantes a suponer que en principio podria
alcanzarse un acuerdo racionalmente motivado, significando aqui “en
principio” la siguiente reserva idealizadora: con tal que la argumentacidon

fuera suficientemente abierta y durara el tiempo suficiente.
5.2 Diferentes tipos de accion

Habermas especifica cuatro tipos de accion que suelen intervenir en la
teoria social: (a) la accion teleologica (que ocupa desde Aristdteles el
centro de la filosofia de la accion) que €l las llama “acciones orientadas al
éxito”, (b) la accion regulada por normas, (¢) la accidn dramaturgica 'y (d)
la accion comunicativa.

El autor también distingue entre las acciones las orientadas al éxito y las
comunicativas. Una accion orientada al éxito se llama instrumental,
cuando la consideramos bajo el aspecto de observancia de reglas de accion
técnicas y evaluamos el grado de eficacia de la intervencion que esa accion
representa en un contexto de estados y sucesos; y a una accidn orientada al
¢xito la llamamos estratégica cuando la consideramos bajo el aspecto de
observancia de reglas de eleccidon racional y evaluamos su grado de
influencia sobre las decisiones de un oponente racional. Las acciones
instrumentales pueden ir asociadas a interacciones sociales. Las acciones
estratégicas representan, ellas mismas, acciones sociales.

En cambio, podemos hablar de acciones comunicativas cuando los planes
de accion de los actores implicados no se coordinan a través de un calculo
egocéntrico de resultados, sino mediante actos de entendimiento. En la
accion comunicativa los participantes no se orientan primariamente al
propio €xito; antes, persiguen sus fines individuales bajo la condicion de
que sus respectivos planes de accién puedan armonizarse entre si sobre la
base de una definicibn compartida de la situacion. De ahi que la
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negociacion de definiciones de la situacion sea un componente esencial de
la tarea interpretativa que la accidn comunicativa requiere.

Para Habermas, entenderse es un proceso de obtencidén de un acuerdo entre
sujetos lingliistica e interactivamente competentes. Un acuerdo alcanzado
comunicativamente, o un acuerdo supuesto en comun en la accidén
comunicativa, es un acuerdo proposicionalmente diferenciado. Merced a
esta estructura lingiiistica, no puede ser sélo inducido por un influjo
ejercido desde afuera, sino que tiene que ser aceptado como valido por los
participantes. En este sentido, se distingue de una coincidencia puramente
factica. Los procesos de entendimiento tienen como meta un acuerdo que
satisfaga las condiciones de asentimiento, racionalmente motivado, al
contenido de una emision. El acuerdo se basa en convicciones comunes. El
acto de habla de un actor s6lo puede tener éxito si el otro acepta la oferta
que ese acto de habla entrafia, tomando postura (al menos implicitamente)
con un si 0 con un no frente a una pretension de validez que en principio es
susceptible de critica. S6lo podemos explicar el concepto de entendimiento
si somos capaces de precisar qué significa emplear acciones con intencidén
comunicativa.

Habermas tiene en cuenta la distincién ofrecida por Austin entre acto
locucionario, ilocucionario y perlocucionario. Para €l en los actos de habla
hay un componente ilocucionario que se emite con intencidon comunicativa,
es decir, con el proposito de que un oyente entienda y acepte la emision.

El sentido de las acciones teleologicas podemos identificarlo, s6lo si nos
valemos de las intenciones que persigue el autor y de los fines que se
propone alcanzar. Asi como a los actos ilocucionarios les es constitutivo el
significado de lo dicho, asi también a las acciones teleoldgicas les es
constitutiva la intencion del agente. Los efectos perlocucionarios se
producen siempre que el hablante actie orientandose al éxito, y a la vez
vincule los actos de habla a intenciones y los instrumentalice para
propositos que s6lo guardan una relacion contingente con el significado de
lo dicho.

Mediante el acto ilocucionario el hablante hace saber que lo que dice quiere
verlo entendido como saludo, amonestacion, etcétera. Su intencidn
comunicativa se agota en que el oyente llegue a entender el contenido
manifiesto del acto de habla. El objetivo perlocucionario no se sigue del
contenido manifiesto del acto de habla. La descripcion de efectos
perlocucionarios tiene que hacer referencia a un contexto de accion
teleoldgica que va mads alla del acto de habla y que no guardan relacidon con
ninguna convencidn. Los €xitos ilocucionarios guardan con el acto de habla
una relacion interna regulada por convencion. Los fines perlocucionarios
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no pueden darse a conocer por parte del oyente. Los fines ilocucionarese
solo pueden conseguirse haciéndose expresos.

Segin Habermas los actos perlocucionarios requieren de actos
ilocucionarios. Los efectos perlocucionarios son indicio de la integracién
de actos de habla en contextos de interaccidn estratégica. Pero, los actos de
habla solo pueden servir a este fin perlocucionario, de ejercer una
influencia sobre el oyente, si son aptos para la consecucion de fines
locucionarios. Si el oyente no entendiera al hablante, no podria servirse, el
hablante del oyente, para realizar sus propositos. Las perlocuciones son
acciones estratégicas encubiertas. Son interacciones en las que, como
minimo, uno de los participantes se conduce estratégicamente, engafia a los
demas acerca del estar cumpliendo los requisitos del acto ilocucionario.
Por eso, este tipo de interaccion no resulta apta como modelo de analisis
para explicar el mecanismo lingiiistico de coordinacion de las acciones y el
entendimiento.

Habermas centra su atencion en un tipo de interacciones sobre el que no
pesan las asimetrias y restricciones propias de las perlocuciones. A esta
clase de interacciones, en que todos los participantes armonizan entre si sus
planes individuales de accion y persiguen sus fines ilocucionarios, la llama
accion comunicativa. Los agentes que actGan en un mismo plan de
interaccion no pueden generar efectos perlocucionarios. Fines
perlocucionarios puede perseguir un hablante cuando logra ocultar a su
interlocutor que est4 actuando estratégicamente.

La accion comunicativa puede generar consecuencias no intencionadas que
pueden tomarse como efectos perlocucionarios, por lo que, si esto sucede,
los intervinientes tienen derecho y obligacién de aclarar la cuestion. Del
mismo modo un cambio de contexto puede transformar una accion
comunicativa en estratégica y provocar efectos perlocucionarios en
terceros. En este caso también sera necesaria una aclaracion. Por lo tanto,
seran  acciones comunicativas aquellas interacciones mediadas
lingiiisticamente en que todos los participantes persiguen con sus actos de
habla fines ilocucionarios y solo fines ilocucionarios. Las interacciones en
que a lo menos, uno de los participantes pretende con actos de habla
provocar efectos perlocucionarios en su interlocutor son consideradas como
acciones estratégicamente mediadas lingiiisticamente.
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6. COMO SE HA CONTEMPLADO EN ESTA INVESTIGACION EL
PUNTO DE VISTA DIALOGICO DE HABERMAS

La Teoria de la Acciéon Comunicativa de Habermas (1987) hace
aportaciones sobre el proceso de toma de decisiones que nos parecen
validas para optimizar los procesos educativos. Por este motivo, la hemos
tomado como uno de los principales referentes tedricos de esta
investigacion.

Partimos del supuesto de que las relaciones comunicativas no se pueden dar
desde la coaccidn ya que necesitan un clima que favorezca la participacion.
Por este motivo se disefid, en la segunda fase de la investigacidén, un
seminario-taller sobre “la contextualizacién de las funciones” con la
pretension de iniciar la creacion de una auténtica comunidad de
aprendizaje, donde los componentes del grupo: (1) se sintieran integrados
en el proceso de construir conocimientos, (2) afrontaran la incertidumbre
exponiendo las dudas y formulando preguntas de forma abierta y (3) las
ambigiiedades y contradicciones se pudieran tolerar sin necesidad de
adoptar posturas defensivas o bien caer en el escepticismo paralizante.

En esta investigacion hemos tenido, en todo momento, la pretension de
desarrollar las condiciones necesarias para posibilitar acciones
comunicativas entre el profesorado que ha participado en la segunda fase
de la investigacién. Por este motivo se disefid el seminario-taller con la
intencion de facilitar que las acciones de los profesores fueran
comunicativas (y asi las hemos considerado). Se procuré que en dicho
seminario-taller los profesores realizaran actos de habla en los que primara
el aspecto ilocucionario “explicacion”. Es decir, actos de habla en los que,
sobre todo, los profesores explicaran sus razones a los compafieros en un
plano de igualdad. De todas maneras, somos conscientes de que también se
han producido, inevitablemente, espacios de uso de la racionalidad
estratégica por las limitaciones personales y sociales existentes
(condiciones sociolaborales, intereses personales en mantener el status quo
actual, etc.).

El motivo de centrar el seminario-taller sobre la “contextualizacion” es que
partimos del siguiente supuesto: el objetivo de la institucidn investigada es
la de conseguir una formacion inicial de profesionales competentes para su
futuro ejercicio profesional. Por tanto, en el momento de tomar decisiones
sobre las metas del proceso educativo universitario hemos de tener muy
presente los amplios sectores sociales no relacionados directamente con
esta situacion educativa pero si afectados por ella: la sociedad en su
conjunto que serd atendida por los nuevos profesionales. Este objetivo es el
que debe primar sobre otros intereses sean estos de los profesores (por
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ejemplo primar la investigacion sobre la docencia) o bien de los alumnos
(por ejemplo: primar la obtencion de un titulo por encima de cualquier otra
consideracion). Por este motivo, consideramos que un criterio util para la
seleccidn de objetivos y contenidos, que tiene en cuenta tanto los intereses
de estudiantes como de la sociedad en su conjunto, es la contextualizacién
sociocultural de la practica profesional. Dicha contextualizacién ha de
permitir, por una parte, un profesional mas competente y, por la otra, un
profesional con un mayor desarrollo personal, tanto en sus aspectos mas
cognitivos (aprender a aprender), como en las dimensiones socioafectivas,
que, sin duda, también estaran presentes en el ejercicio de la profesion.

La contextualizacion sociocultural de la practica profesional topa con la
limitacion de tiempo de las asignaturas e implica afrontar el problema de la
seleccion de los contenidos, metodologias y tipo de evaluacion. Ahora
bien, hay una extensa investigacion en didactica de las matematicas que ha
puesto de manifiesto que la contextualizacion también puede facilitar: (1)
la comprension de los alumnos al facilitar la conexion de los contenidos
objeto de estudio con sus conocimientos previos, (2) la motivacion de los
alumnos, etc. En este sentido, también nos parece fundamental la
contextualizacion de los conocimientos objeto de estudio.

Por otra parte, no todos los conceptos tienen el mismo grado de
inclusividad, o generalidad, ni son igualmente centrales para Ia
comprension de la disciplina. En nuestra opinidon, hay que centrar el
esfuerzo docente en los contenidos nucleares en la disciplina, como es el
caso, por ejemplo, del objeto “funcion”.

Las reflexiones anteriores nos llevaron a centrar el seminario-taller sobre
la contextualizacion de las funciones, puesto que consideramos que en las
matemdticas actuales el concepto de funcion es uno de los conceptos
nucleares de la disciplina.

En el disefio e implementacion del seminario-taller también se tuvieron en
cuenta los tres aspectos de la argumentacion considerados por Habermas:
proceso, procedimiento y producto.

e Proceso: Se considerd que era necesario lograr una comunicacién lo
mas cercana a lo ideal. Para ello se procur6 que cada miembro se
considerase un profesor mas, de manera que se depusiera cualquier
actitud de poder. La puesta en escena del debate tuvo como finalidad
ultima la busqueda de la “verdad”. Una “verdad” por asentimiento
del mejor argumento, basada en la reflexion y orientada al consenso.

e Procedimiento: La interaccion que tuvo lugar en cada sesidon del
seminario estuvo sometida a una regulacidon especial. Es decir, el

58



Capitulo 3 La perspectiva dialdgica sobre la argumentacion

proceso discursivo para el entendimiento se regulo a través de una
divisién cooperativa del trabajo entre oponentes y proponentes,
quienes: (a) debatieron una pretension de validez que se habia vuelto
problematica -concretamente se debatia la postura del colectivo en
cuanto a la posibilidad de introducir (o no) un enfoque
contextualizado para la enseflanza de las funciones-. (b) estuvieron
exonerados de la presién de la accidn — se trataba de llegar a
acuerdos hipotéticos-, (¢) examinaron con razones, y solo con
razones, si procedia reconocer o no la pretension de validez que se
debatia.

e Producto: La argumentacién en el seminario-taller tuvo como
objetivo principal producir argumentos pertinentes que permitieran,
en virtud de sus propiedades intrinsecas, aceptar o rechazar las
pretensiones de validez. En esta investigacion se han estimado como
productos todos aquellos argumentos que lograron alcanzar, debido a
su fuerza argumentativa, el consenso racionalmente motivado del
colectivo y también aquellos que fueron rechazados por el colectivo.

7 LA INVESTIGA,CI(’)N DIDACTI’CA SOBRE EL DISCURSO Y LA
ARGUMENTACION EN MATEMATICAS

En la década de los 80, la investigacion en didactica de las matematicas se
dedicd, casi en exclusividad, al andlisis de los aprendizajes de los
estudiantes, asi como al estudio de las preconcepciones, concepciones y
creencias de docentes y alumnos. Dichas investigaciones aportaron una
mejor comprension de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, pero
dejaron de lado muchos problemas importantes sin resolver. Recién
finaliza dicha década la investigacion didactica comienza a relacionar el
aprendizaje con el contexto social y con las expresiones verbales y
argumentaciones que se presentan en la clase.

En la actualidad el término discurso ha aparecido en la escena de la
investigacion, tanto en didactica de las ciencias experimentales como en el
campo de la educacion matematica.

La argumentacion y el discurso han sido ampliamente estudiados por la
comunidad de investigadores en la ensefianza de las ciencias (entre otros,
De Longhi 2000; Pacca y Villani 2000; Sard4 y Sanmarti 2000; Copello y
Sanmati 2001; Garcia, Dominguez y Garcia-Rodeja 2002; Jimenez y Diaz
2003; Marquez, Espinet e Izquierdo 2003). En estos estudios, para analizar
el discurso que se produce en las aulas donde se enseflan ciencias
experimentales se han utilizado, sobre todo, las teorias generales sobre el
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discurso y la argumentacion como son las de Toulmin (1958), Perelman y
Olbrechts-Tyteca (1968), Habermas (1987), Van Dyck (1978) entre otras.
Por una parte, se han realizado analisis de un tipo de discurso especifico a
partir de marcos generales y, por otra parte, se han centrado, sobre todo, en
el discurso dentro de un proceso de ensefianza y aprendizaje.

Actualmente ha aumentado considerablemente el interés en investigar el
discurso en el aula de matematicas, ya que, se ha considerado que lo que se
dice sobre las tareas matemadticas es tanto o mas importante que las propias
tareas. En los congresos internacionales hay grupos de trabajo especificos
sobre este topico, por otra parte, prestigiosas revistas han dedicado
nimeros monograficos al tema (por ejemplo el volumen 46, nimeros 1-3,
del afio 2001 de la revista Educational Studies in Mathematics) e incluso
han aparecido revistas internacionales especificas sobre este tema como es
el caso de la Lettre de la Prueve especializada en la ensefianza y el
aprendizaje de la prueba matematica.

Los estudios sobre el discurso en la educacion matematica se han abordado
desde diversas perspectivas, entre las cuales queremos destacar sélo
algunas:

e Las que se han centrado en el discurso del docente (y también del
alumno) cuando utiliza un razonamiento matemdatico para la
demostracion de teoremas en el salon de clase. Lo que ha interesado
en este tipo de estudios es como se consigue la validez del
argumento. Por ejemplo, los trabajos de Bell (1976), De Villiers
(1993) que versan sobre las funciones de la demostracion en la
actividad matematica (ademds de verificacidon, la de explicacion y
sistematizacion, entre otras) o los mas recientes de Ibafiez (2001) e
Ibafiez y Ortega (2002) que profundizan en esta perspectiva.

Godino y Recio (1997), utilizando el marco ontosemiotico,
analizaron los rasgos caracteristicos del significado de la nocion de
prueba en distintos contextos institucionales: 16gica y fundamentos
de las matematicas, matematica profesional, ciencias experimentales,
vida cotidiana y clase de matematicas. Concluyen que el estudio de
los problemas epistemologicos y didacticos que plantea la ensefianza
de la prueba en la clase de matemadticas debe encuadrarse dentro del
marco mas general de las practicas argumentativas humanas.
Asimismo, se observa como en los distintos niveles de enseflanza se
superponen los diversos significados institucionales de la prueba, lo
que podria explicar algunas dificultades y conflictos cognitivos de
los estudiantes con la prueba matematica.
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e Las que consideran el aprendizaje de las mateméaticas como una
iniciacién a un cierto discurso bien definido (Sfard, 2001). Esta
investigadora defiende que la comunicacion deberia ser vista no
como una simple ayuda para el pensamiento, sino practicamente
como equivalente al propio pensamiento. Para Sfard hay dos
factores que hacen el discurso matematico especial: primero, su
apoyo excepcional en artefactos simbdlicos, y segundo, por la meta-
regla especifica de cada hablante, que regulan este tipo de
comunicacion. Las meta- reglas son constructos del observador y
normalmente permanecen tacitas para los participantes del discurso.

e Las que han adoptado un punto de vista sociocultural. Por ejemplo,
Zack y Graves (2001) investigaron el discurso y su rol en como los
niflos y los maestros construyen el significado de las matematicas en
un aula de de quinto afio (ensefianza basica). La perspectiva teorica
de estos autores se basa principalmente en los trabajos de Vygotsky
y Bakhtin sobre como las formas sociales del significado influyen en
la cognicién individual. En cada episodio que se describe en este
trabajo se examina el proceso por el cual se construyen trayectorias
individuales y de grupo, que les permiten explorar la relacion entre
discurso y conocimiento.

También, dentro de la perspectiva sociocultural en el trabajo de
Lerman (2001) se proponen dos niveles de andlisis. Desde una
perspectiva macroscopica es posible ver las practicas matematicas
dentro de las cuales los sujetos se convierten en actores de las
matematicas escolares. Desde una perspectiva microscopica es
posible un estudio del tipo de mediacién y de las trayectorias
individuales dentro del aula. Dichos niveles de andlisis tienen el
proposito de abarcar la complejidad del proceso de ensefianza-
aprendizaje. Este trabajo presenta una psicologia discursiva cultural
para la educacién matematica que considera centrales el lenguaje y
las practicas discursivas.

e Las perspectivas dialdgicas cuyo objetivo es conseguir un consenso
dentro de la comunidad del aula que vaya mas alla del acuerdo entre
sus miembros. Por ejemplo, los trabajos sobre el “juego de voces y
ecos” realizados por Boero, Pedemonte y Robotti (1997 y 1998) y
Garuti, Boero y Chiappini (1999). Y, més en general, las que tienen
en cuenta las maultiples voces que se pueden escuchar en la
comunidad “aula de matematicas” (Forman y Ansell, 2001).
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e Las investigaciones sobre el uso de metaforas en el discurso del
profesor y de los alumnos. Recientemente, varios autores (Font y
Acevedo, 2003; Lakoff y Nufiez, 2000; Leino y Drakenberg, 1993;
Presmeg, 1997) han puesto de manifiesto el importante rol que juega
la metafora en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

En la revision bibliografica que se ha realizado no se han encontrado
trabajos previos en los que se aplique especificamente la perspectiva
dialogica de Habermas para analizar la argumentacidn entre profesores de
matematicas cuando valoran la posibilidad de introducir un cambio. Hemos
encontrado (1) referencias de tipo dialégico mas general, sobre todo en el
campo de las ciencias experimentales - por ejemplo, Copello y Sanmarti
(2001) estudian los fundamentos de un modelo de formacién permanente
del profesorado de ciencias centrado en la reflexion dialdgica sobre las
concepciones y las practicas-, (2) investigaciones sobre comunidades de
practicas de profesores (por ejemplo, Couso, 2002), (3) propuestas en las
que se contempla la perspectiva dialdégica en la formacion inicial de
maestros (Font 2002, 2005b y 2005¢) y, mas en general, (5) descripciones
de diversas experiencias de investigacidn-accion.
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CAPITULO 4

CREENCIAS, CONCEPCIONES Y CONOCIMIENTO DEL
PROFESORADO

RESUMEN

En este capitulo se realiza una revision de las investigaciones sobre
creencias, concepciones y conocimiento del profesor dedicando mas
atencion a las que se han ocupado de alguno de los siguientes aspectos:
cambio, funciones y contexto.

En el apartado 1 se hace una revision de las investigaciones sobre
creencias y concepciones de los profesores y se comenta la dificultad para
distinguir ambos constructos. En el apartado 2 se comentan algunas
investigaciones sobre el constructo “conocimiento del profesor” y la
dificultad para distinguir entre conocimiento, creencias y concepciones. En
el apartado 3 se comentan la estrecha relacion entre las creencias y el
cambio de la practica del profesor. El interés por investigar sobre las
creencias, las concepciones o el conocimiento del profesor se debe al
convencimiento de que estos constructos son el filtro a través del cual los
profesores toman sus decisiones sobre su prdctica educativa. En el
apartado 4 se dedica a un constructo muy relacionado con el cambio: el
desarrollo profesional docente del profesorado. En el apartado 5 se
comenta que la reflexion sobre el profesor ha ido evolucionando desde
planteamientos cognitivistas hacia planteamientos antropologicos. Esta
evolucion, ha llevado a considerar como central el constructo “practica
del profesor”. Por ultimo, en el apartado 6 se comentan algunas
investigaciones especificas sobre las concepciones y creencias del
profesorado sobre dos topicos especificos. funcion y contexto.

1 CREENCIAS Y CONCEPCIONES DEL PROFESORADO

Una de las lineas de investigacion mas relevante en educacion matematica
es la que estudia las creencias, convicciones, concepciones, imagenes,
conocimientos, etc. del profesorado. Entre éstos, uno de los constructos
mds investigado es el de “sistema de creencias del profesorado”. Las
investigaciones realizadas al respecto han distinguido diferentes
subsistemas entre los que destacan los siguientes: (a) creencias sobre qué
son las matematicas, (b) creencias sobre cdémo son los procesos de
enseflanza y aprendizaje y (c) creencias sobre como deberian ser los
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procesos de ensefianza y aprendizaje (Ernest, 1989a y 1989b; Thompson,
1991). Ademas de los anteriores subsistemas se han investigado otro tipo
de creencias mas especificos (sobre calculadoras, uso de la informatica,
evaluacidn, curriculum, contexto, etc.).

Segin Ernest (1989b, 1991), se pueden diferenciar cinco tipologias de
sistemas de creencias del profesorado: el entrenador, el tecnologo, el
humanista, el progresista y el critico. Cada uno de ellos tiene un sistema de
creencias que permite distinguirlo de los demas (traduccion en Gomez y
Valero, 1995, pp. 144-145)

Tipo de | Entrenador | Tecnélogo | Humanista | Progresista Critico
profesor
Concep- | Conjunto de Cuerpo Cuerpo Cuerpo Conjunto de
ciones verdades y incuestio- estructura- | estructurado conocimi-
sobre la reglas nable de do de de ento
naturaleza asociadas conocimi- conocimi- conocimi- construidos
de las con ento util ento puro entos socialmente,
matematica | autoridad personali- susceptibles
S zados de cambio
Concep- Mecaniza- | Utilidad del Transmi- Desarrollo | Desarrollo del
ciones cion de conocimien- sion de individual y potencial
sobre los destrezas to valores autorrealiza- | individual
objetivos basicas oy racionales cion a con miras al
Aplicacién a , . .
de la .| culturales. | través de las | cambio social
. la tecnologia -
educacion . : .. | matematicas
.. e industria | Formacién
matematica
mental
Modelo de | Transmision | Instruccion | Explicacio- | Fomento del | Discusidn,
ensefianza de en manejo nes, aprendizaje investiga-
habilidades, de motivacion personal cion,
repeticion de | habilidades. y cuestiona-
ejercicios Resolucion | transmision miento
de estructuras
problemas
aplicados
Modelo de | Autoridad, Practica y Compren- | Investigacid | Internaliza-
aprendizaje | memoriza- | aplicacion de sion de n cion de
cion, destrezas estructuras autonomia, constru-
repeticiony | « Aprender y creatividad, cciones
mecaniza- . » aplicacion juegos, sociales de las
., haciendo 2, L.
cion exploracién | matematicas.

“La letra con
sangre
entra”

Resolucion de
problemas de
la vida diaria
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Solo papel y | Materiales Materiales Cualquier Materiales
.| lapiz permiten la | tradiciona- | instrumento variados.
Concepcio . -
. experimenta- les que facilite Cada
nes sobre Anti- ., . ., ]
cion. minimos la formacion | estudiante los
la calculadoras . . -
e, Permitidos necesarios de utiliza de
utilizacion
computador, conceptosy | acuerdo con
de recursos ;
calculadoras, representaci sus
etc. ones necesidades

Tabla 1. Tipologias de sistemas de creencias del profesorado

Por su parte, Khus y Ball (citado en Handal, 2003) caracterizaron tres
concepciones dominantes entre el profesorado sobre el proceso ideal de
instruccion (la primera focaliza la atencion sobre el aprendiz, la segunda
sobre el contenido pero hace énfasis sobre su comprensidon, y la tercera
también sobre el contenido, pero hace énfasis sobre las reglas y los
procedimientos). Otra clasificacion fue la propuesta por Renne (citado en
Handal, 2003), dicho autor consideréd dos tipologias de profesores, la
primera estd orientada hacia el conocimiento escolar, mientras que la
segunda esta orientada al desarrollo de los alumnos.

Las tres clasificaciones anteriores, mas otras muchas que se han propuesto,
han permitido llegar a un acuerdo bastante generalizado sobre el hecho de
que el sistema de creencias del profesorado es un sistema complejo en el
cual se pueden considerar subsistemas conectados en forma de red y que
operan en funcion del contexto.

Las diferentes investigaciones sobre las creencias de los profesores se han
interesado por saber lo que el profesor piensa, lo que hace y lo que dice.
Ahora bien, puesto que no se puede acceder directamente al pensamiento
de las personas realmente la investigacion se ha centrado sobre lo que el
profesor dice y hace, para luego sacar conclusiones sobre lo que piensa.
Esta manera de acceder al pensamiento del profesor ha sido motivo de
polémica ya que, para algunos autores, la investigacion sobre lo que piensa
el profesor a partir de lo que dice, sobre todo si lo que dice es lo que
“deberia ser”, no refleja lo que él piensa verdaderamente. Por este motivo
diferentes investigadores consideran muy importante diferenciar entre lo
que el profesor dice de lo que piensa y hace (Brown, Cooney y Jones,
1990; Thompson, 1984 y 1992; Scheftler, 1965).

El interés por el estudio de los sistemas de creencias se debe al
convencimiento de que éste tiene una gran influencia sobre la practica del
profesor. Este convencimiento, ha sido el motor de numerosas
investigaciones sobre la relacion entre los sistemas de creencias y la
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practica del profesor. En dichas investigaciones hay una idea de fondo que
consideramos relevante para la investigacion que presentamos, que no es
otra que la consideracion de las creencias en términos de “filtro”. Es decir,
las creencias serian el filtro a través del cual los profesores toman sus
decisiones.

Las investigaciones se han interesado por diferentes aspectos, entre los
cuales, destaca el intento de responder a la pregunta de cdmo se origina el
sistema de creencias. Con relacion a su origen, las diferentes
investigaciones han destacado la importancia que tiene la formacidén inicial
del profesorado de matematicas para generar no sdlo creencias sobre las
matematicas, sino también sobre su ensefianza y aprendizaje (Day, 1996;
Foss y Kleinsasser, 1996; Kagan, 1992; Font, 2005¢; Llinares y Sanchez,
1986; Llinares, Sanchez, Garcia, M. y Escudero, 1., 1995; Nisbert y
Warren, 2000; Sanchez y Llinares, 1988). Otras investigaciones también
han puesto de manifiesto que los profesores generan creencias,

concepciones y conocimiento a partir de su practica profesional (Escudero
y Sénchez, 1999; Llinares, 1996 y 1999; Marcelo, 2002).

Las investigaciones sobre la relacion entre creencias y practica profesional
han puesto de manifiesto que la relacion entre ellas es compleja y
dialéctica. Diferentes investigaciones (Thompson, 1992: Brown y Rose,
1995; Perry, Howard y Tracey, 1999; Raymond, 1993 -citado en Handal,
2003-; Moreno, 2001; Martinez, 2003) se han planteado la relacion entre el
sistema de creencias y la practica profesional (por ejemplo: la
incongruencia entre las creencias y la practica).

El interés en el campo de la investigacion educativa por cuestiones relativas
a las creencias de los profesores de matematicas, en los intentos de mejorar
la comprensién de los procesos de aprender a ensefiar y de desarrollo
profesional se ha puesto de manifiesto a través de la constitucion de grupos
de investigadores como es el caso del WG Research on the Psychology of
Mathematics Teacher Development del PME. Este interés para investigar
sobre el profesor de matemadticas (actitudes, creencias, concepciones,
conocimiento y comprension, cambio del profesor, desarrollo profesional y
formacion de profesores, entre otros aspectos) ha llevado también en el
caso de Espafia a la creacién de un grupo de trabajo especifico en la
SEIEM (Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion Matematica)
nos referimos al grupo “Conocimiento y desarrollo profesional del
profesor”.

Ademads del término creencia, en las investigaciones anteriores, se suele
utilizar, entre otros, el de concepcidn, lo cual plantea el problema teorico de
distinguir entre ambos constructos. El constructo “creencias” es entendido,
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por algunos autores, como un saber que no se ha sometido a un analisis
riguroso, en otras palabras es considerado como un constructo que tiene un
componente cognitivo, pero que posee una condicidn mas débil que el
saber. Se trata de un saber, no problematizado, que es producto del proceso
de formacion inicial y de la practica profesional de los profesores, mientras
que las concepciones seria un saber mas solido. Un intento de aclarar las
diferencias entre concepcion y creencia lo podemos observar en Moreno
(2002), quien da la siguiente definicion de creencia [que segun la autora
esta en consonancia con las dadas por Llinares (1991) y Pajares (1992)]:

Las creencias son conocimientos subjetivos, poco elaborados, generados a nivel
particular por cada individuo para explicarse y justificar muchas de las
decisiones y actuaciones personales y profesionales vividas. Las creencias no se
fundamentan sobre la racionalidad, sino mds bien sobre los sentimientos, las
experiencias y la ausencia de conocimientos especificos del tema con el que se
relacionan, lo que la hacen ser mas consistente y duraderas para cada individuo.
(Moreno, 2002, p. 73).

Otros investigadores han considerado las creencias desde la perspectiva de
la accién que posibilitan. La caracterizacion de las creencias como
“disposicion para la accion” ha sido propuesta en la investigacién en
educacion matematica por diferentes investigadores (por ejemplo,
Scheffler, 1965; Brown y Cooney, 1982; Wilson y Cooney, 2002). Sin
embargo la relacion entre las creencias y las practicas que posibilitan es
compleja tal como se ha comentado anteriormente. Esta relacion da pie a
preguntas del tipo: ;Podemos sostener algunas creencias y no actuar de
acuerdo con ellas (Cooney, 1983)?, ;Coémo las practicas influyen en las
creencias? etc. Otros autores (como D’Amore,2004) optan por considerar
las creencias como algo mas simple que las concepciones.

Si bien el término creencia resulta dificil de delimitar, el término
concepcidon es tan dificil como el primero. Para algunos autores las
diferencias entre estos constructos resultan tan tenues que pasan a
considerarlas como sindnimos. Por ejemplo, Carrillo (2000) considera que
concepcidn, creencias, visiones,.., son términos que, si bien no son
sindbnimos, comparten amplias zonas de significados, mientras que
Thompson (1992), si bien considera que existen pequefias diferencias entre
creencias y concepciones, sugiere no emplear tiempo en la tarea de realizar
esta distincion.

Para Ponte (1992 y 1994a), las concepciones pueden verse como un
substrato conceptual que juega un papel importante en pensamiento y
accion, proporcionando puntos de vista del mundo y a modo de
organizadores de conceptos. Otros investigadores, como por ejemplo
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Thompson (1992), utilizan el término como un paraguas conceptual,
caracterizandolo como:

(...) una estructura mental general, abarcando creencias, los significados,
conceptos, las proposiciones, reglas, las imdgenes mentales, preferencias y gustos
(Thompson, 1992, p. 130).

Otros investigadores estiman, que el término concepcidn es mas amplio que
el de creencias, por lo cual la concepcion seria una especie de conjunto
superior que abarca a las creencias, es decir, la concepcion se entiende
como un sistema organizado de creencias. En este sentido, D"Amore
(2004) sostiene que:
- Conviccion (belief) (o creencia): opinion, conjunto de juicios/expectativas,
aquello que se piensa de algo;
- El conjunto de convicciones de alguien (A) sobre un determinado aspecto (T)
forma la concepcion (K) de A relativa a T, Si A pertenece al grupo social (S) y
comparte con los demas miembros de S el mismo conjunto de convicciones
relativas a T, entonces K es la concepcion de S relativa a T. (D’Amore, 2004, p.
26).
Para finalizar, es posible observar concepciones como conjunto de
posicionamientos que un profesor tiene sobre su practica en relacion con
los temas relacionados con la ensefianza y aprendizaje de las matematicas
(Contreras, 1998, entre otros).

2 CONOCIMIENTO DEL PROFESOR

Dentro del mismo orden de ideas que venimos exponiendo, queremos
explicitar y delimitar el término conocimiento, que al igual que el de
creencias y el de concepciones resulta un constructo dificil de definir. La
pregunta ;qué conocen los profesores? Ha interesado cada vez mas a los
investigadores. Los trabajos sobre el conocimiento préctico (Elbaz, 1983;
Connelly y Clandinin, 1984, 1985 y 1990, Escudero y Sanchez, 1999), o
sobre conocimiento didactico del contenido (Shulman, 1986; Marcelo,
1997), dejan claro el interés que se ha gestado sobre el constructo tedrico
“conocimiento del profesor”. Sin embargo en la actualidad no hay un
acuerdo entre los investigadores que clarifique el término. No obstante, en
un intento por consolidar una conceptualizaciéon del término, es posible
inferir que en la investigacion didactica se recoge una aproximacion al
constructo “conocimiento profesional del profesor” como una integracioén
cognitiva de conocimiento cientifico y conocimiento practico, procedentes
de diferentes dominios cientificos y practicos.

El término “conocimiento” cobrd fuerza cuando los estudios sobre el
pensamiento del profesor — cuyos supuestos basicos eran: (1) el profesor es
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un sujeto reflexivo, racional, que toma decisiones, emite juicios, tiene
creencias, y genera rutinas propias de su desarrollo profesional; (2) los
pensamientos del profesor influyen sustancialmente en su conducta e
incluso la determinan — dieron paso a una preocupacién por el
conocimiento del profesor. Este desplazamiento del interés de las
investigaciones, en cierta manera, fue el resultado de un hecho evidente,
que fue planteado inicialmente por Schon (1983 y 1987): los docentes son
profesionales que generan y desarrollan un conocimiento sobre la
enseflanza que debe ser investigado. Es decir, el convencimiento de que no
so0lo los procesos formales del pensamiento de los docentes median e
influyen en el proceso de instruccidon, sino también, los contenidos
implicitos y explicitos en tal pensamiento ha dirigido la atencidén de los
investigadores hacia la necesidad de comprender mejor las caracteristicas
del conocimiento de los profesores. Ahora bien, la dificultad de
conceptualizar el término conocimiento del profesor ha dado paso a
diferentes intentos por delimitarlo a través de sus diversos componentes
(Elbaz, 1983; Shulman, 1986; Marcelo, 1993; Llinares, 1998; entre otros).

Elbaz (1983) considera tres tipos de conocimiento practico (sobre uno
mismo, sobre el entorno y sobre el curriculum). A su vez, Shulman (1986)
considera el conocimiento del contenido (conocimiento del objeto
matematico con independencia de su ensefianza), el conocimiento del
contenido pedagdgico necesario para la ensefianza de un determinado
objeto matematico y un conocimiento curricular que va mas alld de una
determinada materia. Las investigaciones posteriores han puesto de
manifiesto que el conocimiento del contenido y el conocimiento del
contenido pedagdgico mas que considerarse como dos componentes
separados se tienen que considerar integrados (Llinares, 1996).

Dichas investigaciones, han permitido poner de manifiesto que el
conocimiento profesional del profesor de matematicas esta integrado y se
genera a través de la practica vinculada a problemas concretos relacionados
con la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, lo cual no es dbice para
que se puedan considerar diferentes componentes de este conocimiento
integrado. Por ejemplo, segin Llinares (1998), la mayoria de las
investigaciones sobre el conocimiento profesional del profesor consideran
que estd formado por los siguientes componentes:

a) Conocimiento de matematica (conceptos, procesos...) y sobre la matemdtica
(concepciones sobre la naturaleza de la matematica escolar). b) Conocimiento del
curriculum matemdtico. c) Conocimiento sobre las cogniciones de los aprendices:
caracteristicas del aprendizaje de nociones matemdticas especificas, dificultades,
errores y obstaculos...d) Conocimiento pedagogico especifico de la matematica:
de representaciones instruccionales, andlisis de tareas...e) Conocimiento sobre la

69



Capitulo 4 Creencias, concepciones y conocimiento del profesorado

ensefianza: planificacion, rutinas, interaccion, organizacion de la ensefianza,
evaluacion.” (Llinares, 1998, p. 57).

Llinares (1996, pp.51-52), después de una revision de algunos trabajos de
investigacion sobre diferentes aspectos del conocimiento profesional del
profesor (componentes del conocimiento, tipos de conocimiento y modelos
cognitivos), propone la siguiente tabla resumen:

Autores Componentes del Tipos Modelos
conocimiento de/ de cognitivos
sobre (organizacion,

conocimiento | generacion,
naturaleza...)

Blanco (1994) -estatico
-dindmico
Bromme (1994) -Matematica como -Integracion
disciplina cognitiva desde
-Matematicas escolares d¥feyen.tes
disciplinas
-Filosofia de las durante la
matematicas escolares formacion
-Pedagogia general practl.ca . y
experiencia
-Pedagogia especifica profesional
de la materia
Fennema y Loef | -Matematicas -Contextualizado
(1992) (naturaleza y en el aula
organizacién) -Interactivo y
-Aprendices ( cognici- dinamico (puede
nes de los aprendices en cambiar a través
matematicas) de la accidon)
-pedagogia
-(Creencias)
Fenstermacher(1994) -formal
-practico
Grimmet y -Craft
Mackinnon (1992) (artesanal/
practico)

Lappan y Theule- | -Matematicas

Lubienski(1992) “Pedagogia de las

matematicas

-Estudiantes como
aprendices de
matematicas

-(creencias)
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-Proporcional o
argumentativo

-Activo y
procesual

-De control
metacognicion

Lehinhardt (1988) -conocimiento de la -situado -esquema
estructura de la leccion
-conocimiento de la
materia

Borko y Livingston -esquemas

(1989)

Llinares (1991) -Matematicas ( como -Contextualizado
disciplina, como o en la clase de
materia escolar. matematicas
Curriculo) _Puesto de
-Las caracteristicas del manifiesto en la
aprendizaje de las realizacion de las
nociones curriculares tareas
-El proceso instructivo profesionales - del

profesor

McEwan y Bull -Naturaleza

(1991) pedagbgica  del

conocimiento de
la materia ( de
matematicas)

Peterson (1988) Conocimiento cognitivo estructuras
de: cognitivas
-las caracteristicas del
aprendizaje de nociones
particulares
-la ensefianza de
tdpicos particulares
-conoc. metacognitivo
de ...

-general
Ponte (1992) -descriptivo -caracter social e
(conceptos e | individual
imagenes)

Schon (1983, 1987)

-Practico

-generados en
contextos de
accion a través de
la reflexion ( en/
sobre la accion)
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-de la materia ( -conoc.
Shulman (1986 matematicas) proposicional
1987) -contenido pedagogico | (fuente,

_Curriculo proposiciones)

Tabla 2. Aspectos del conocimiento profesional del profesor

Por otra parte, hay investigadores que subrayan el hecho de que el
conocimiento tiene un caracter contextualizado y que, por tanto, no puede
comprenderse el conocimiento separado del contexto donde tiene lugar.
Para estos autores, el contexto social y fisico donde tiene lugar la actividad
no se puede segregar del conocimiento producido (Garcia, 2000; Garcia y
Sanchez, 2002; Young, 1993).

Si ya resulta dificil distinguir entre creencias y concepciones, ain resulta
mas dificil plantearse la diferencia entre estos dos términos y el de
“conocimiento” (Thompson, 1992). Por una parte, hay investigadores que
consideran que solo las creencias consideradas “verdaderas” (o validas)
desde una perspectiva institucional son conocimiento, por otra parte, otros
investigadores se conforman en considerar como conocimiento las
creencias que el sujeto puede justificar. En cambio, otros investigadores
consideran simple y llanamente que las creencias y concepciones forman
parte del conocimiento del profesor.

3 LA RELACION ENTRE LAS CREENCIAS Y EL. CAMBIO DE LA
PRACTICA DEL PROFESOR

Tal como se ha dicho anteriormente, el interés inicial por investigar sobre
las creencias, las concepciones o el conocimiento del profesor se debe al
convencimiento de que estos constructos son el filtro a través del cual los
profesores toman sus decisiones sobre su practica educativa. Este
convencimiento ha llevado a considerar que, cuando lo que interesa es
mejorar dicha practica educativa, hay que tener muy en cuenta las
creencias, concepciones y conocimiento del profesor.

Las investigaciones sobre la relacion entre las creencias y el cambio de la
practica educativa se han enfocado basicamente en dos direcciones. Por una
parte, se ha estudiado como influyen dichas creencias en la aceptacion (e
implicacién) del cambio (Brown y Rose, 1995) -0 més en general, cémo
influyen las creencias en la practica- y, por otra parte, se han investigado
en la direccion inversa, es decir como un cambio de la practica educativa
influye en las creencias (Benbow, 1995 —citado en Handal, 2003; Gomez y
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Valero, 1995; Foss y Kleinsasser, 1996; Taylor, 1990) — 0 mas en general,
como influye la practica en las creencias-.

Si bien las investigaciones no son coincidentes en sus resultados y
conclusiones, hay algunos autores que se inclinan por considerar que la
influencia de las creencias sobre las practicas es mayor que la influencia de
las Ultimas sobre las primera (Raymond, 1993, citado en Handal, 2003).
Pajares (1992), en su sintesis sobre los resultados de la investigacion sobre
las creencias de los profesores, llega al extremo de afirmar que el cambio
de creencias en los adultos es un fendmeno muy raro. En cambio, otros
investigadores interesados en el desarrollo profesional docente consideran
que los profesores son sujetos que aprenden (Leikin, Berman y Zazlavsky,
2000), en lugar de meros implantadores u obstadculos para el cambio vy,
concluyen, que la investigacién sobre el desarrollo profesional del
profesor debe continuar investigando las formas en las cuales los
profesores aprenden nuevas formas de pensar la ensefianza y el
aprendizaje de los contenidos, asi como las condiciones que facilitan el
aprendizaje de los profesores.

4 DESARROLLO PROFESIONAL DOCENTE

Un constructo muy relacionado con el “cambio” es el de “Desarrollo
Profesional Docente”. Dicho constructo tiene su origen en las politicas de
formacion continuada realizadas por la administracion educativa. Uno de
los objetivos de las administraciones educativas es que los profesores
realicen un préctica que sea cada vez “mejor”’, de mas “calidad”, etc. (sin

llegar a especificar claramente que hay que entender por “mejor” o “de mas
calidad”).

Desde la perspectiva de la administracion educativa, el objetivo del
desarrollo profesional docente es conseguir unas practicas de mas calidad.
En la terminologia del EOS, se trataria de conseguir una modificacion del
significado implementado por el profesor. Este proposito desplaza la
problematica desde las creencias, concepciones y conocimiento hacia las
practicas implementadas. Si bien hay diferentes politicas de formacién
continuada, hay dos modelos claramente diferenciados. En el primer caso,
con el objetivo de conseguir el desarrollo profesional de los docentes, se
ofrecen cursos de formacion permanente a los que el profesor se inscribe a
titulo personal. Se supone (en muchos casos de manera muy ingenua) que
el desarrollo conseguido producird un cambio en las practicas del profesor
asistentes, que a su vez se pueden extender a sus compafieros de su centro
escolar.
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En el segundo caso se realizan asesoramientos realizados en el propio
centro educativo. Los mads interesantes son aquellos que pretenden
conseguir una reflexion critica sobre la propia practica de la cual se puedan
derivar cambios — en la terminologia del EOS se trataria de plantear el
cambio no sélo en el significado implementado y el evaluado sino, en
muchos casos, en el significado pretendido. Desde la perspectiva del EOS,
el desarrollo profesional docente es un constructo interesante ya que pone
en primer plano las practicas del profesorado, pero para llegar a ser
realmente operativo se debe analizar desde la dualidad personal-
institucional.

Recientemente, el desarrollo profesional docente se ha convertido en un
tema de interés para la investigacion en educacion matemadtica (Ponte,
1994b; Franke, Carpenter y Fennema, 2001; Bairral, 2002). Por ejemplo,
Bairral (2002) ha investigado el papel que juegan las tecnologias que
permiten la formacion a distancia en el desarrollo profesional docente, en
concreto buscd verificar de qué forma un disefio para formacion a distancia
en geometria (para alumnos de 11 a 14, afios de edad) contribuye en el
desarrollo critico del contenido del conocimiento profesional del profesor
de matemadtica; en particular, qué componentes del conocimiento
profesional se desarrollan a partir de las distintas interacciones docentes
establecidas a través de las herramientas de Internet. También se ha
investigado sobre la evolucion de las creencias a través del desarrollo
profesional docente (Tillema, 1995).

5 LA PRACTICA DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

La reflexion sobre el profesor ha ido evolucionando desde planteamientos
cognitivistas hacia planteamientos antropoldgicos. Esta evolucion, ha
llevado a considerar como central el constructo “practica del profesor”
(Llinares, 2000; Pochulu, 2004). Desde esta perspectiva, la practica del
profesor de matematicas se convierte en “aquello” que posibilita que los
alumnos realicen practicas de matematicas, lo cual, nos lleva directamente
a considerar primero qué es una practica y, después, a diferenciar los tipos
de practicas (como minimo, practicas matemdticas y practicas
profesionales del profesor de matematicas).

Desde la perspectiva del EOS, es necesario introducir la dualidad personal-
institucional para responder a estas cuestiones. Cuando se introduce la
perspectiva institucional, las practicas se convierten en practicas realizadas
en una institucion que, como se ha dicho en el capitulo 2, se puede
considerar como una comunidad de practicas. La opcidén de estudiar al
“profesor” desde la perspectiva de que es un integrante de una comunidad
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de practicas recientemente ha irrumpido en la investigacion sobre el
profesor (Llinares, 2000; Couso, 2002). Desde esta perspectiva, para
gestar un cambio es necesario pensar en términos de la institucion y de la
forma como dicha institucion puede asumir el reto compartido del cambio.

La distincion entre capacidad o habilidad en cuanto opuesta a la actuacion
real es una distincion muy antigua en la psicologia y en la filosofia. Esta
distincion, pasd a primer plano, reformulada en términos de “competencia”
y “actuacion”, cuando Chomsky (1965) distinguié entre [inguistic
competence y performance. Por este motivo, la reflexiéon sobre las
practicas va de la mano con la reflexién sobre la competencia para
realizarlas. De hecho, muchos curriculos actualmente se estan
estructurando en términos de competencias. Esta manera de entender la
competencia se relaciona con las visiones de las creencias como
disposiciones para la accion que se han comentado en este mismo capitulo.

Dicho de otra manera, ademds de considerar las practicas conviene
considerar un constructo que sea “aquello que posibilita la practica”. En el
EOS, tal como se expone en los capitulos 2 y 6, aquello que posibilita la
practica personal del sujeto es el “objeto personal”. Ahora bien, en el EOS,
tal como se expone en el capitulo 7, no se considera suficiente la distincion
entre “aquello que posibilita la practica” y la “realizacidon de la practica”,
puesto que se considera indispensable tener en cuenta el papel que juega el
contexto para salvar la brecha que separa estos dos aspectos.

6 INVESTIGACIONES SOBRE LAS CREENCIAS,
CONCEPCIONES Y EL CONOCIMIENTO DEL PROFESOR
ACERCA DE “FUNCIONES” Y “CONTEXTO”.

Una de las conclusiones, a las que ha llegado la investigacion sobre las
creencias, concepciones, conocimiento o la practica del profesor, es que la
mejor forma de hacerlo es sobre un tépico especifico (fracciones,
funciones, derivadas, etc.). Con relacion al topico funciones se han
realizado diferentes investigaciones (entre otras, Norman, 1992; Even,
1993; Llinares, 1996; Garcia, 1997; Meel, 1999; Font y Acevedo, 2003:
Sanchez y Llinares, 2003; Zazkis, Liljedahl, y Gadowaky, 2003). Al
respecto, Norman (1992) focaliza su atencion sobre todo en la
comprension que tienen los profesores sobre el objeto matematico funcion,
en cambio Even (1993) amplia su investigacion al conocimiento didactico
de las funciones. Sobre este aspecto dice que los profesores en formacion
tienen concepciones limitadas del concepto de funcion, tanto desde el
punto vista matematico -resultado con el que coincide Meel (1999)- como
didactico.

75



Capitulo 4 Creencias, concepciones y conocimiento del profesorado

Asi mismo, Llinares (1996) enfatiza la necesidad de desarrollar el andlisis
sobre las creencias, concepciones y conocimiento del profesor refiriéndose
a topicos concretos, como es el caso de la funcidn, el cual va a permitir
ampliar el significado dado a la idea de *“ conocimiento situado” del
profesor. Llinares (1996) y Garcia (1997) estudian el conocimiento
profesional del profesor de matematicas de Ensefianza Secundaria ligado a
las funciones como objeto de ensefianza-aprendizaje. Concretamente, se
describe el contenido y estructura del conocimiento del profesor que
fundamenta sus decisiones de ensefianza de las funciones en el nivel 14-16
afios. Entre otros aspectos, se indaga en: "el concepto matematico de
funcidén como contenido curricular y diferentes modos de representacion” y
"el concepto matematico de funcién en relacion a otros contenidos
curriculares de las matematicas escolares".

En Font y Acevedo (2003) si bien no se estudian directamente las
concepciones de los profesores se documenta como €stos tienen la creencia
de que el uso de metaforas dindmicas en su discurso facilita la
comprensidn de los alumnos sobre la representacidon grafica de funciones.

Sanchez y Llinares (2003) investigaron cuatro profesores en formacidn
para identificar la influencia de las formas de conocer la materia y las
imagenes que tienen de las matematicas, la ensefianza y el aprendizaje en
su hipotética presentacion de la materia para la ensefianza en el contexto de
las funciones. Para estos autores, el conocimiento de la materia deriva de
una diversidad de fuentes y no todos ejercen la misma influencia al
momento que los profesores en formacidon piensan sobre la materia con el
proposito de enseflarla. Por lo tanto, los profesores en formacion deberian
aproximarse al contenido pedagogico de un topico especifico en mas de
una manera.

Zazkis, Liljedahl, y Gadowaky (2003) investigaron las concepciones de
alumnos de secundaria, estudiantes para profesores de secundaria y de
profesores de secundaria sobre las traslaciones horizontales de las
funciones. Observaron diferencias importantes entre las concepciones de
los futuros profesores y las de los profesores en servicio.

Otras investigaciones relacionadas con las concepciones del profesorado
sobre las funciones se han focalizado sobre el efecto que produce la
incorporacion de las calculadoras graficas a la ensefianza de las funciones
como, por ejemplo, Gémez y Valero (1995) y Bedoya (2001). Al respecto,
Gomez y Valero (1995) investigaron cdmo un cambio curricular en el que
se introducen las calculadoras graficas como material instruccional influye
en seis aspectos diferentes, algunos de los cuales son las creencias del
profesor y su desempeifio en el salon de clase.
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El principal aporte del trabajo de Bedoya (2001) ha sido caracterizar
diferentes tipologias de profesores en formacidon en relacion con sus
actitudes, potencial innovador, concepciones y competencias efectivas
hacia la integracion de las calculadoras y demds propuestas de innovacion
curricular relacionadas con la estructura conceptual del contenido
matematico funcion, la pluralidad de sistemas de representacion y el
conocimiento didactico.

Las tres principales tipologias de profesores en formacion obtenidas fueron:

(1) Profesores en formacién caracterizados por tener una predisposicidon
favorable y un potencial innovador hacia la incorporacion y utilizacion de
las calculadoras graficadoras en el curriculo de matematicas. (2) Profesores
en formacion caracterizados por tener, como los anteriores, predisposicion
favorable y potencial innovador hacia la incorporacion y utilizacion de las
calculadoras graficadoras en el curriculo de matematicas. Sin embargo, a
diferencia de los primeros, en la practica, no integran de manera efectiva
las propuestas curriculares, tecnoldgicas y didacticas que se les formularon.
(3) Los profesores de este tercer grupo se caracterizan por tener una
predisposicion desfavorable hacia la incorporacion de las tecnologias en el
curriculo de matematicas de secundaria, son reacios o resistentes al cambio
y a la innovacion tecnoldgica y curricular.

Si bien hay muchas investigaciones sobre modelizacion, matematica
situada, situaciones de la vida real (que comentaremos con mas detalle en
el capitulo 7) en la revisién de la literatura que hemos realizado, hemos
encontrado pocas investigaciones referidas a las concepciones, creencias y
conocimientos de los profesores sobre estos temas. Hay que destacar la
tesis doctoral de Martinez (2003) que estudia las concepciones y creencias
de los profesores sobre la contextualizacion de la resta. Este trabajo nos ha
sido util en los siguientes aspectos: (1) la tipologia de los problemas
contextualizados y (2) el instrumento metodoldgico utilizado para
investigar las concepciones y creencias de los profesores sobre un tépico
contextualizado.
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CAPITULO 5

LA INVESTIGACION DIDACTICA SOBRE LAS
FUNCIONES

RESUMEN

En este capitulo se presentan los resultados de la investigacion diddctica
sobre las funciones que se han tenido en cuenta en esta memoria. En la
primera parte de este capitulo, de la amplia investigacion diddctica
reciente sobre este concepto, nos hemos centrado fundamentalmente en dos
tipos de investigaciones: (1) Las que han analizado la nocion de funcion
como proceso y como objeto y (2) Las que se han ocupado de analizar el
papel que juegan las diferentes clases de representacion del concepto de
funcion.

En la segunda parte se hace una revision de algunas investigaciones que se
han centrado sobre todo en las dificultades detectadas en el proceso de
instruccion de las funciones y dan algunas recomendaciones para su
ensenianza. Para ello, primero se analizan diferentes constructos que se
han propuesto para estudiar, explicar y predecir los errores que se
observan en las prdcticas matemadticas de los alumnos (dificultad,
obstaculo, disparidad en la interpretacion de la norma y conflicto
semiotico) y se expone el posicionamiento de la doctoranda sobre estos
constructos. Después, se comentan los errores, dificultades,... que la
investigacion didactica sobre las funciones ha documentado.

Por ultimo, se explicita la manera como se han utilizado los aspectos
anteriores en la investigacion que se presenta.

1 EVOLUCION HISTORICA DEL OBJETO FUNCION

El objeto institucional funcion es el resultado de una emergencia que se ha
producido a lo largo de mucho tiempo. A continuacidon se expone, de
manera muy sintética, su evolucién histérica .

= En Babilonia para los calculos astronémicos se utilizaban tablas en
los que se hacia una compilacioén de efemérides del sol, la luna y los

! Para elaborar este estudio historico hemos utilizado, sobre todo, el resumen expuesto en Font (2000a)
que hemos completado con estudios especificos sobre las funciones (Youschkevitch, 1976; Azcarate y
Deloufeu 1990; Arenzana 1997; Lacasta y Pascual 1998) y también con libros generales sobre la histdria
de las matematicas (Boyer 1986; Collette 1985; Kline 1992).
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planetas. En esta civilizacion se estudiaron problemas de variaciones
continuas, tales como luminosidad de la luna en intervalos de
tiempos iguales, o los periodos de visibilidad de un planeta en
relacion con el angulo que éste forma con el sol. Aunque no
utilizaron letras para representar cantidades variables, los términos
longitud, anchura, area y volumen, servian perfectamente para este
fin.

= Los filosofos griegos consideraban el cambio y el movimiento como
algo externo a las matemadticas. Segiin Aristoteles los objetos
matematicos no estaban sujetos al movimiento con la sola excepcion
de aquellos a que se refiere la astronomia. Esta visidon estatica es
claramente dominante en los Elementos de Euclides. A pesar de ello,
en la Grecia clasica las curvas se consideraron como secciones o bien
como la traza que deja un punto que se mueve sujeto a determinadas
condiciones.

» En la Edad Media aparece la primera grafica conocida. Representa
los cambios de latitud de los planetas respecto de la longitud. La
primera idea de funcidén como una relacidn entre variables aparece en
las escuelas medievales de Oxford y Paris.

= Galileo estudié el movimiento desde un punto de vista que se puede
considerar funcional utilizando palabras y proporciones.

* En los siglos XXV y XVI destaca la creacion del adlgebra simbdlica
que, si bien inicialmente no incidio en el desarrollo de la nocién de
funcion, puso los cimientos para la posterior representacidon analitica
de las funciones.

» En el primer apartado del segundo libro de “La Géométrie”,
Descartes divide las curvas en mecdnicas y geométricas. Una curva
es geométrica si la podemos imaginar descrita por un movimiento
continuo o bien por diversos movimientos sucesivos, de manera que
los ultimos vengan determinados por los anteriores. En cambio, las
mecanicas son las que resultan de dos movimientos independientes
que no guardan entre si una relacién que pueda ser medida. La curva
geométrica es para Descartes la traza que produce un punto que se
mueve por un instrumento articulado compuesto por diversos reglas,
de manera que el movimiento efectuado sobre un regla se transmite
por los diferentes reglas del instrumento y hace que el punto se
mueva trazando una determinada curva.

Esta manera de entender la curva y la introduccion implicita del
sistema de coordenadas permite a Descartes hallar la expresion
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algebraica de la curva y le lleva a definir claramente el objeto de la
Geometria Analitica: las curvas geométricas; y las técnicas que se
han de utilizar para su estudio: la teoria de las ecuaciones. Seguin
Font (2000a), los trabajos de Descartes son muy interesantes porque
parten de las dos metaforas clasicas sobre las curvas: (1) Las
curvas son secciones, (2) Las curvas son la traza que deja un punto
que se mueve sujeto a determinadas condiciones, para afiadirles una
tercera metafora: (3) Las curvas son la traza que deja un punto que se
mueve sujeto a determinadas condiciones. El andlisis de estas
condiciones permite hallar una ecuacion que cumplen los puntos de
la curva.

» Fermat aplicé los métodos de Vieta a los problemas de lugares
geométricos y en “Ad locos planos et solidos isagoge” (escrito
aproximadamente en 1637) presenta con las notaciones de Vieta los
principios fundamentales de la Geometria Analitica. En esta obra
enuncia el principio fundamental de la geometria analitica:

Cuando una ecuacion contiene dos cantidades desconocidas, hay un lugar
correspondiente, y el punto extremo de cada una de estas cantidades
describe una linea recta o una linea curva. (Collette 1985, vol. 11, p. 23).

Esta proposicion, ademas de ser la base de la geometria analitica,
introduce la idea de variable algebraica. Fermat expone muy
claramente la idea de que una ecuacién con dos incdgnitas es una
expresion algebraica de las propiedades de la curva. Segiin Font
(2000a), mientras que Descartes considera curvas generadas por
movimientos de las cuales busca la ecuacion, Fermat introduce
curvas dadas por ecuaciones algebraicas. De acuerdo con Font
(2000a) consideramos que se puede decir que Descartes se preocupa
mas de la traduccion de la grafica a la expresidon simbolica, mientras
que Fermat se preocupa mas de la traduccién de la expresion
simbolica a la grafica.

= Newton, en el afio 1736, publicé su libro “Methodus fluxionum et
Serierum Infinitarum”. En este libro dice que considera las variables
como generadas por el movimiento continuo de puntos, rectas y
planos, més que como agregados estaticos de infinitesimales. A una
cantidad variable le llama “fluente” y la representa por las letras x, y,

a su cambio relativo “fluxién” que representa por x € y . En este
libro, Newton considera que el problema fundamental del calculo es
el siguiente: dada una relacién entre fluxiones, obtener una relacion
entre sus respectivas fluyentes y reciprocamente. La primera
publicaciéon de Newton que incluye su cdlculo diferencial fue los
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“Principia”, publicados en el afio 1687. Aunque se publico antes esta
obra es posterior tanto a “De Analysi per Aequationes Numero
Terminorum Infinitas” (en el cual se utilizan los infinitesimales)
como a “Methodus Fluxionum et Serierum Infinitarum” (en el cual
se utiliza el método de las fluxiones). En los “Principia”, Newton
utiliza métodos de demostracién geométricos, seguramente debido a
que consideraba que este tipo de demostraciones era mas
comprensible para sus contemporancos y expone un método
alternativo a los infinitesimales y al método de las fluxiones: las
cantidades divisibles evanescentes.

= En general, se puede decir que para Newton la funcién es una
herramienta fundamental que se usa, pero que no es objeto de estudio
en si misma. Las graficas de funciones eran consideradas no como
un agregado estatico de infinitesimales, sino como la trayectoria
descrita por un punto en movimiento, la cual se puede expresar
mediante una férmula (generalmente en forma implicita). Esta
manera de entender las graficas de funciones es muy evidente en la
obra de Newton, en la cual podemos hallar constantes referencias a
un punto que es mueve sobre una parabola, una hipérbola, etc.
Ademads de considerar que la grafica se puede interpretar como la
traza que deja un punto que se mueve sobre la grafica, considera que
el punto que genera la gréfica viene determinado por dos segmentos
(abscisa y ordenada), cada uno de los cuales es generado por un punto
que se mueve en funcion del tiempo. En el siguiente parrafo, extraido
de Lacasta y Pascual (1998, pp. 28-29), donde Newton explica su
método de fluxiones se observa claramente como éste se manifiesta
explicitamente a favor de las metdforas dindmicas:

No considero las magnitudes matematicas como formadas por partes, por
pequeiias que éstas sean, sino como descritas por un movimiento continuo.
Las lineas no son descritas y engendradas por la yuxtaposicion de sus
partes, sino por el movimiento continuo de puntos, las superficies por el
movimiento de las lineas; los solidos por el movimiento de las superficies;
los angulos por la rotacion de los lados, los tiempos por un flujo continuo.
Considerando, pues, que las magnitudes que crecen en tiempos iguales son
mayores o menores segun que lo hagan con mayor o menor velocidad,
busqué un método para determinar las magnitudes partiendo de las
velocidades de los movimientos o aumentos que las engendran. Llamando
fluxiones a las magnitudes engendradas, di, hacia los aiios 1665-1666, con
el método de fluxiones, del que haré uso en la cuadratura de curvas.

Otra aportacion importante de Newton fue considerar que la
expresion simbodlica de una funcion se podia transformar en una
serie infinita.
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Para Leibnitz, al igual que para Newton, la funcién es una
herramienta fundamental que se usa, pero que no es objeto de estudio
en si misma. Ahora bien, Leibnitz a diferencia de Newton, considera
la grafica de una funciébn como un agregado de segmentos
infinitesimales mas que como la trayectoria de un punto que se
mueve.

La primera definicion explicita de funcion aparece en un articulo de
Bernoulli sobre soluciones a problemas de isoperimetros del afio
1718. Para Bernoulli, una funcion de una magnitud variable era una
cantidad compuesta de cualquier manera con esta magnitud variable
y de constantes. Euler, que fue discipulo de Bernoulli, en el capitulo
I de su libro “Introductio an analysin infinitorum” publicado en el
afio 1748, modifica la definicion de su maestro substituyendo el
término “cantidad” por “expresion analitica™:

Euler define la funcion de una cantidad variable como una “expresion

analitica” formada de cualquier manera con esta cantidad variable, con
numeros y con constantes. (Collette 1985, vol. II, p. 192)

En funcién de las operaciones que intervienen, Euler clasifica las
funciones en algebraicas y transcendentes. Las funciones algebraicas,
en irracionales y no-irracionales, y estas ultimas, en polindmicas y
racionales (cociente de polinomios). También hace una clasificacion
en funciones implicitas y explicitas, asi como en uniformes
(univocas) y multiformes. También afirma que la forma universal
para la expresion analitica de una funcion es la serie entera infinita
de la forma: A + Bz + Cz* + Dz’ +.......

En el siglo XVIII, los matematicos mas importantes (Euler,
Lagrange, etc.) consideraban que cualquier funcion se podia
representar por una serie entera, siempre que no fuese una funcion
definida a trozos. Euler consideraba que a cada expresion analitica
le correspondia una grafica cartesiana, y que expresiones analiticas,
que de entrada parecian diferentes, podian tener la misma grafica.
Pero consideraban que a graficas diferentes  correspondian
expresiones analiticas diferentes. En la terminologia de Euler, las
gréaficas definidas a trozos eran “discontinuas o mixtas o irregulares”.

La necesidad de considerar funciones mixtas en determinados
problemas llevo a Euler a buscar una definicion de funcién que
englobase a todas las curvas que no se podian definir por una sola
expresion, pero que se podian dibujar por el movimiento libre de la
mano. En su libro “Institutiones calculi differentialis” publicado en
el afio 1755 dio la siguiente definicion:
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Si ciertas cantidades dependen de otras, de tal manera que si las otras
cambian, estas cantidades cambian también, entonces se llama estas
cantidades funciones de las ultimas, esta denominacion tiene la mdxima
amplitud y contiene, en ella misma, todas las maneras por las cuales una
cantidad puede ser determinada por otras. Si, por consiguiente, x designa
una cantidad variable, entonces las otras cantidades que dependen de x de
cualquier manera, o que estan determinadas por x, se llaman funciones de
x. (citado en Lacasta y Pascual, 1998, p. 38).

= [a aritmetizacion del analisis realizada por Cauchy, Bolzano,
Weierstrass y otros llevd a una definicidon de funcion practicamente
equivalente a la que se usa actualmente. El afio 1837, Dirichlet dio la
definicion de funcidn en los siguientes términos:

2 G

Imaginemos que “a” y “b” son dos valores fijos y ‘“x” wuna cantidad

“ _ 9

variable que toma sucesivamente todos los valores comprendidos entre “a
y “b”. Corresponde entonces a cada valor “x” una cantidad unica, “‘y”,
finita; mientras “x” recorre de modo continuo el intervalo de “a” a “b”
, v = f(x) varia asimismo, e “y” representa una funcion para ese intervalo.
No es, en absoluto, necesario que *y” dependa de ‘“x” en todo ese
intervalo de acuerdo con la misma regla, y no hay que pensar en una
dependencia expresable en términos de formulas matemadticas.

2

Representando de un modo grdfico, es decir, tomando a “x” como abscisa
ya “y” como ordenada una funcion aparece como una curva a la que
cada abscisa comprendida entre “a” y “b” le corresponde un solo punto.
Esta definicion no fija a las distintas partes de la curva ninguna regla
comun: se la puede uno imaginar compuesta de distintas partes o trazada
de modo totalmente andarquico. De esto se desprende que una funcion solo
se puede contemplar como completamente precisada para un cierto
intervalo ya si esta dada grdficamente o si en las distintas partes del
intervalo se dan de modo matematico las reglas vigentes. Mientras en una
funcion solo se tenga certeza de una parte del intervalo queda
completamente en manos de la arbitrariedad el modo en que continuara el
resto del intervalo. (Citado en Arenzana ,1997, p. 72).

= (Con la posterior aplicacion de la teoria de conjuntos a las funciones,
este objeto se extendid a conjuntos cualesquiera y la grafica de la
funcion se consideré como el conjunto de puntos de coordenadas

(x,

().

Godino (en prensa), basandose en el andlisis epistemologico y didactico
realizado en Ruiz (1998) para determinar las concepciones de los alumnos
de secundaria sobre la nocion de funcidn, considera que la evolucidén
anterior se puede organizar en cinco configuraciones epistémicas que en la
figura 1 estan dispuestas en circulos concéntricos. Esta disposicidon expresa
la progresiva ampliacién de los sistemas de practicas asociados a la nocién
de funcion, desde planteamientos implicitos/intuitivos (protomatematicos),
hasta la formalizaciéon mdés general mediante la teoria de conjuntos. El
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objetivo de establecer esta secuencia de configuraciones es explicitar las
configuraciones asociadas a las practicas que forman el significado de
referencia del objeto funcion.

NOTACIONES
CONJUNTISTAS

VARIABLES
SIMBOLICO FORMULAS

LITERAL

ESTUDIO \ canTiDADES

ANALITCA

CONJWNTISA

Figura 1. Configuraciones epistémicas de la nocion de funcion

2 LA INVESTIGACION DIDACTICA SOBRE LAS FUNCIONES

La investigacion didactica sobre las funciones ha sido muy numerosa a
partir de la década de los 90 y se ha realizado desde marcos tedricos muy
diferentes que van desde los trabajos clasicos de Vinner y Dreyfus sobre la
caracterizacion de la “imagen del concepto funcion ” y la “definicion del
concepto funcion” de los alumnos (Vinner, 1983 y 1991; Vinner y Dreyfus,
1989) hasta los mas recientes sobre el pensamiento metaférico aplicado a
las funciones (Font y Acevedo, 2003).

No es el objetivo de este capitulo realizar una extensa revision de todas las
publicaciones sobre la didactica de las funciones, nos limitaremos a
destacar dos tipos de investigaciones que consideramos especialmente
relevantes: (1) Las que se han ocupado de analizar el papel que juegan las
diferentes clases de representacion del concepto de funcidon (Borba vy
Confrey, 1996; Font 2000a, 2000b y 2001; Fuente y Aranda, 1994; Janvier,
1987; Garcia, 1994; Garcia y Llinares, 1994; Romberg, Carpenter y
Fennema, 1994; Ruthven, 1990, Sierra, Gonzidlez y Lodpez, 1998;
Moschkovich, 1999; Zaslavsky, 2002) y (2) Las que han analizado la
nocion de funcién como proceso y como objeto (Asiala y otros, 1966;
Breindenbach y otros, 1992; Dubinsky, 1991 y 1996; Dubinsky y Harel,
1992; Dubinsky y McDonald, 2003; Sfard, 1991 y 1994; Slavitt, 1997).
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2.1 La funcion como objeto y como proceso

Dubinsky (1991 y 1996) ha intentado aplicar, después de una revision,
algunas de las ideas de Piaget al pensamiento matematico avanzado. La
principal dificultad que ha encontrado en este intento ha sido que la teoria
de Piaget tiene su origen en la manipulacion de objetos fisicos, pero a
medida que el nivel matemdtico aumenta, se hace necesario construir
nuevos objetos, no fisicos sino mentales, y manipularlos para construir las
ideas matematicas. Dubinsky cree que un problema importante en la
educacion matemadtica consiste en hallar sustitutos apropiados de los
objetos fisicos y cree que los ordenadores pueden valer para este proposito.

Dubinsky considera que, para explicar las diferencias en las conductas de
los estudiantes, es necesario formular una hipotesis mentalista, ya que
considera que para poder explicar y buscar soluciones a estas diferencias,
es necesario desarrollar una teoria sobre los procesos mentales, que pueda
explicar lo que estd ocurriendo en la mente de los estudiantes:

El conocimiento matemdtico de un individuo es su tendencia a responder ante
situaciones matemdticas problematicas reflexionando sobre ellas en un contexto
social y construyendo y reconstruyendo acciones, procesos y objetos matemdticos
v organizandolos en esquemas con el fin de manejar las situaciones” (Dubinsky,
1996, pp. 32-33).

La construccién de acciones, procesos y objetos, la ilustra Dubinsky con la
siguiente figura (Dubinsky, 1996, p. 33):

Interiorizacian

R — /_’_’-\

sobre  oBJETOS PROCESOS

‘\’J’/

Encapsulacion
Desencapsulacian

Figura 2 Construccion de acciones, procesos y objetos

Una accidn es una transformacion de objetos que el individuo percibe como
algo externo. Un individuo que solamente puede  entender una
transformacion como una accion, solamente puede realizarla reaccionando
a indicaciones externas que le proporcionen detalles precisos sobre los
pasos que tiene que hacer. Por ejemplo, un estudiante que no es capaz de
interpretar una situacion como una funcion, a no ser que tenga una férmula
para obtener valores, estd restringido a un concepto de accion de una
funcion. En este caso, el alumno no puede hacer muchas cosas con esta
funcidn, excepto evaluarla en puntos especificos y manipular la férmula.
Las funciones definidas a trozos, las inversas de las funciones, la
composicion de funciones, los conjuntos de funciones, la funcion derivada,
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etc. son fuentes de grandes dificultades para estos alumnos porque no
pueden ir mas alla de una concepcion de accién de una funcidn, y todas
estas nociones exigen concepciones de proceso y/o objeto.

Cuando una accion se repite y el alumno puede reflexionar sobre ella,
puede interiorizarse en un proceso. Es decir, se realiza una construccion
interna que ejecuta la misma accidn, pero ahora no necesariamente dirigida
por un estimulo externo. Un individuo que tiene una concepcion de proceso
de una transformacion puede reflexionar sobre ella, describirla, y hasta
puede llegar a invertir los pasos. A diferencia de la accion, el individuo
percibe el proceso como algo interno y bajo su control, en lugar de ser una
respuesta a indicaciones externas. En el caso de las funciones, una
concepcion de proceso permite al alumno pensar la funcién como algo que
recibe una entrada, o mas, de valores de la variable independiente, que
realiza una o mas operaciones sobre las entradas y que da los valores de la
variable dependiente como resultado.

Por ejemplo, para entender la funcidon f{x) = sen x, es necesaria una
concepcién proceso del concepto de funcidon porque no tenemos
instrucciones explicitas de como podemos obtener una salida para cada
entrada; para hallar imégenes, un alumno ha de pensar en el proceso que
asocia a cada numero real su seno. Con una concepcién proceso del
concepto de funcion, el alumno puede construir una composicién o bien
invertir el proceso para obtener funciones inversas.

Cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un
proceso en particular, toma conciencia del proceso como un todo, realiza
aquellas transformaciones (sean acciones o procesos) que pueden actuar
sobre él y puede construir de hecho estas transformaciones, estd pensando
en este proceso como un objeto. En este caso se dice que el proceso ha sido
encapsulado en un objeto. En el transcurso de la realizacién de una accién
0 un proceso sobre un objeto, suele ser necesario desencapsular el objeto y
volver al proceso del cual se obtuvo a fin de usar sus propiedades y
manipularlo. Un ejemplo de desencapsulacion y encapsulacion de procesos
en objetos es la manipulacidén de funciones para hallar la suma, producto,
etc. En general, la encapsulacion de procesos en objetos es extremadamente
dificil. Por ultimo, Dubinsky considera que los objetos se integran en
esquemas los cuales a su vez se coordinan con otros esquemas.

Las investigaciones realizadas en el marco del APOS  efectian
descomposiciones genéticas de los conceptos matematicos, dichas
descomposiciones consisten en determinar las acciones, procesos, objetos y
esquemas que cada individuo debe realizar para aprender un determindado
concepto matematico. A partir de esas descomposiciones genéticas disefian
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secuencias de enseflanza, las cuales son experimentadas y modificadas si es
necesario. Estas secuencias de enseflanza se organizan en lo que se
denomina ciclo ACE: actividades para ser realizadas en el ordenador,
discusiones de clase y, ejercicios para ser hechos con lapiz y papel.

2.2 Importancia de las traducciones y conversiones entre los diferentes
tipos de representacion de las funciones

Cuando alguien se pregunta ;qué es una funcion?, estd preguntando por el
significado del término funcién. Basicamente hay dos maneras de entender
el “significado”: la semantica o referencial y la pragmatica. Desde la
perspectiva pragmatista se ha resaltado la importancia de considerar las
traducciones y las conversiones entre las diferentes representaciones de las
funciones. Para esta perspectiva, un criterio de idoneidad de una trayectoria
didactica para un objeto matematico es que el conjunto de practicas
implementadas sea un conjunto lo més representativo posible del sistema
de practicas que son el significado del objeto. Dicho en términos de
contextos y representaciones, hay que presentar a los alumnos una muestra
de contextos y representaciones que permita construir una muestra
representativa de los diferentes sentidos del objeto.

De la misma manera que las reflexiones de tipo pragmatista resaltan la
importancia que tienen las diferentes representaciones en la construccidén
del significado, las reflexiones de tipo cognitivo también han puesto de
manifiesto la importancia que tienen, para la comprension de los alumnos,
las diferentes representaciones de un objeto matematico.

Desde el punto de vista cognitivo, la comprension de un objeto matematico
se entiende basicamente en términos de integracién de representaciones
mentales. Esta integracion es la que asegura la competencia en el uso de las
representaciones externas asociadas al objeto. Desde esta perspectiva, un
objetivo central en la ensefianza de las matematicas consiste en conseguir
que

(...) los estudiantes sean capaces de pasar desde una representacion a otra sin
caer en contradicciones. (Hitt, 1998, p. 124).

Este objetivo es asumido por muchos investigadores en didactica de las
matematicas y lo podemos encontrar formulado en términos parecidos,
tanto para la enseflanza como para el aprendizaje, en muchas
publicaciones. Por ejemplo, con relacidn al aprendizaje Duval afirma:

La conversion de representaciones es un problema crucial en el aprendizaje de
las matematicas. (Duval, 2002, p. 318).

Janvier (1987), en sus trabajos sobre el concepto de funcion considera que
las representaciones asociadas al concepto de funcion se pueden clasificar
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en cuatro clases (expresion analitica, tabla, grafica y expresion verbal) que,
aunque idealmente contienen la misma informacién, ponen en funcion
diferentes procesos cognitvos, cada uno de ellos estrechamente relacionado
con los otros. La representacion grafica conecta con las potencialidades
conceptualizadoras de la visualizacién y se relaciona con la geometria y la
topologia. La representacion en forma de tabla pone de manifiesto los
aspectos numéricos y cuantitativos. La expresion analitica conecta con la
capacidad simbolica y se relaciona principalmente con el dlgebra, mientras
que la representacion verbal se relaciona con la capacidad lingiiistica de las
personas y es basica para interpretar y relacionar las otras tres.

Janvier, entre otros, considera que el aprendizaje de las funciones no se ha
de limitar al de una sola de estas formas de representacion, sino que ha de
incluir la capacidad de convertir la informacién de una representacion a
otra y las traducciones entre el mismo tipo de representacion. La tabla
siguiente contempla las posibles conversiones de una forma de
representacion a otra, asi como las traducciones dentro de la misma forma
de representacion, que son las de la diagonal.

hacia Situacion, Tabla Grafica Expresio
Descripcion n
desde T
verbal simbolica
Situacion, Distintas Estimacion Boceto Modelo
Descripcion descripciones /célculo de
verbal la tabla
Tabla Lectura de las Modificaci Trazado de la Ajuste
relaciones on de la grafica numérico
numeéricas tabla
Grafica Interpretacion de Lectura de Variaciones de Ajuste
la grafica la grafica escalas, grafico
unidades,
origen, etc.
Expresion Interpretacion de Célculo de Representacion Transfor
simbolica la formula la tabla grafica maciones
(interpretacion de dando de la
parametros) valores férmula

Tabla 1. Adaptacion de la tabla de C. Janvier realizada por Garcia (1994)
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La tabla anterior pone de manifiesto la multiplicidad de relaciones que se
pueden establecer entre las diferentes formas de representar una funcion. El
paso de una a otra puede ampliar y reorganizar la informacion que esta
implicita en una de las formas de representacion. Si bien seria deseable que
los alumnos trabajasen la conversiéon y la traduccion entre todos los
diferentes tipos de representaciones de las funciones, la introduccién de las
calculadoras gréaficas y los programas informdticos permite automatizar y,
por tanto, facilitar y simplificar algunas de las posibles conversiones y
traducciones entre las representaciones funcionales.

Segun Garcia (1994), si en la tabla anterior se consideran las traducciones y
conversiones que se pueden facilmente automatizar, gracias a las
calculadoras graficadoras, graficadores y otros programas informaticos, se
pueden reconocer cuatro que se presentan en el esquema a (figura 3). El
esquema b (figura 4) pone de manifiesto cudles son las traducciones que
resultan mas dificiles de automatizar y que, por lo tanto, necesitan ser mas
trabajadas; estas ultimas, hasta el momento, son precisamente las que
menos se trabajan en las clases.

a)
—
Figura 3. Conversiones que se pueden facilmente automatizar

CaR
—

Figura 4. Traducciones que resultan mas dificiles de automatizar
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3 ERRORES, DIFICULTADES, OBSTACULOS, DISPARIDAD EN
LA INTERPRETACION DE LA NORMA Y CONFLICTOS
SEMIOTICOS.

En este apartado se analizan primero diferentes constructos que se han
propuesto para estudiar, explicar y predecir los errores que se observan en
las practicas matematicas de los alumnos (dificultad, obstaculo, disparidad
en la interpretacidén de la norma y conflicto semidtico). A continuacién, se
expone el posicionamiento de la doctoranda sobre estos constructos.

3.1 Las dificultades desde el punto de vista psicoldgico.

Los diferentes programas de investigacion psicologicos han intentado
explicar las dificultades de los alumnos cuando estudian matematicas. Estas
explicaciones intentan analizar los procesos de aprendizaje de forma global,
prescindiendo de la especificidad de los contenidos. A continuacion
comentaremos brevemente las explicaciones que han dado a las "dificultades"
de los alumnos los principales enfoques cognitivos

Segun Resnick y Ford (1990), los neoconductistas actuales, entre los que
destaca Gagné, se interesan por las "jerarquias de aprendizaje". Segin Gagné,
una jerarquia de aprendizaje se constituye de arriba a abajo. Se comienza
determinando la capacidad que queremos aprendan los alumnos, situdndola
en la caspide de la pirdmide. Después se hace un anélisis de cudles son las
capacidades previas que son necesarias para adquirir esta capacidad. A
continuacion se repite el proceso con las capacidades situadas en el segundo
nivel de la jerarquia, hasta llegar a unas capacidades dominadas por los
alumnos. Desde este punto de vista, las dificultades que tienen los alumnos
para aprender un determinado contenido matematico hay que buscarlas en la
falta de dominio de los niveles anteriores de la jerarquia de aprendizaje.

Para la Psicologia de la Gestalt, los estimulos y experiencias que llegan a la
mente humana se perciben de forma organizada como un todo, produciendo
algun tipo de comprension significativa. Por tanto, el aprendizaje se produce
por el descubrimiento de estas estructuras y por su transferencia a nuevas
situaciones. Desde este punto de vista, la labor del profesor es presentar
estructuras muy sencillas que puedan ser descubiertas por los alumnos y que,
una vez adquiridas, se puedan aplicar a nuevas situaciones. Una de las
cuestiones que interesd a los psicologos de la Gestalt fue el fenomeno del
"insight" en la resolucién de problemas. En una situacidon problematica, que
no es inmediatamente evidente, se produce un conflicto; la mente, para
resolverlo, busca el equilibrio a través de una organizacidon de la situacion
problematica. Esta reorganizacidn resuelve la tension al revelar la verdadera
estructura del problema y, por tanto, el camino para hallar la solucidon.
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El insight se produce en el momento de la reorganizacion. La estructura del
problema que aparece gracias al insight determina las funciones y las
interrelaciones de los elementos del problema y determina, por tanto, las
habilidades que se pueden aplicar para resolverlo. Hasta que no se capta la
estructura fundamental del problema gracias al insight, la situacion
problematica no tiene significado para la persona que lo quiere resolver y, por
tanto, es irresoluble.

Los partidarios de las etapas piagetianas explican las dificultades que tienen
los alumnos para aprender matemadticas, por el hecho de que muchos
contenidos matematicos que proponemos a los alumnos en un determinado
nivel escolar, implicitamente suponen que se hallan ya en la etapa de las
operaciones concretas ¢ incluso en algunos contenidos en la etapa de las
operaciones formales, cuando de hecho muchos de ellos aun estan en la etapa
preoperatoria u operatoria respectivamente. Este planteamiento es, en cierta
manera pesimista, porque considera que, por muy sistematico que sea el
profesor, en el momento de incrementar los conocimientos y capacidades del
alumno es imposible introducir conceptos que impliquen el pensamiento de
una etapa superior si el alumno aun no ha llegado a esta etapa.

Aunque esta teoria ha tenido un amplio consenso en la comunidad escolar,
también ha sufrido numerosas criticas, muchas de las cuales se refieren a los
desfases longitudinales. Estos desfases consisten en el hecho de que un nifio
puede desarrollar ciertas tareas cuya realizacion exige que el nifio se
encuentre, por ejemplo, en la etapa operatoria, mientras que, al mismo
tiempo, se comporte en otras tareas como un nifio de la etapa preoperatoria.

Segun Inhelder y Piaget (1972) el pensamiento formal se apoya no en los
objetos o situaciones directamente percibidas sino en representaciones
proposicionales o verbales de estos objetos. Hace referencia a la estructura
formal de las relaciones entre los objetos presentes y no al contenido. Por
todo esto, el pensamiento formal, haciendo honor a su nombre, es
independiente del contenido de la tarea a la cual se aplica, es decir, pude
aplicarse con éxito a contenidos y contextos muy diferentes. De acuerdo
con este punto de vista el contexto juega un papel secundario.

Los estudios posteriores a la publicacion de la obra de Inhelder y Piaget
(1972) sobre el desarrollo del pensamiento formal detectaron algunos
desacuerdos con los trabajos de Piaget sobre el pensamiento formal. Los mas
importantes son: (a) no todas las personas llegan a la fase del pensamiento
formal, (b) no todos los esquemas formales se adquieren simultdneamente, lo
cual pone en duda la existencia de una estructura de conjunto en el
pensamiento formal y (c¢) en la resolucion de tareas formales no solamente
influye la estructura logica del problema - tal como postula el modelo
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piagetiano - sino también el contexto y el contenido al cual hace referencia el
problema, y que esta influencia estd mediatizada esencialmente por las ideas o
concepciones previas que tiene el sujeto sobre el contenido.

Estos estudios, al destacar la influencia que tienen las ideas espontaneas de
los alumnos sobre el razonamiento formal, dan otra explicacién de las
dificultades de aprendizaje de las matematicas diferente del piagetiano (el
nifio no tiene adquirida la etapa correspondiente) o de la neoconductista (falta
de dominio de los niveles inferiores de la jerarquia). Esta explicacion es la
que consideran algunos neopiagetianos y, esencialmente, dice que una de las
principales causas de la dificultad en el aprendizaje es el conflicto entre la
intuicion ingenua del alumno, que €l considera correcta, y lo que indica el
andlisis logico y racional. Desde esta perspectiva es importante saber cudl es
la naturaleza de estas concepciones espontdneas y cudl es su origen, a fin de
poder superar el conflicto que se puede producir entre estas concepciones y el
andlisis 16gico y racional.

El constructivismo, al menos en el Estado espafiol, se considera como una
sintesis de lo que Coll (1989) denomina enfoques cognitivos en un sentido
amplio: (a) La teoria genética de J. Piaget y de sus colaboradores de la
Escuela de Ginebra, (b) La teoria de la actividad en las formulaciones de
Vygotsky, Luria, Leontiev, y en sus desarrollos posteriores (Wertsch,
Forman, Cazden, etc.), (c) La teoria del aprendizaje verbal significativo de
D. Ausubel y su prolongacién en la teoria de la asimilacion de R.E. Mayer,
(d) La teoria del procesamiento de la informacion (teoria de los esquemas)
y (e) La teoria de la elaboracion de M. A. Merrill y Ch. M. Reigeluth..

El constructivismo considera la estructura cognitiva del alumno como un
conjunto de esquemas, los cuales son modificados de acuerdo con la teoria
de la equilibracién de Piaget. El constructivismo acepta que el objetivo de
la intervencion escolar es la modificacidon de los esquemas de conocimiento
del alumno. Es decir, considera que el primer paso para conseguir que el
alumno realice un aprendizaje significativo consiste en que el nuevo
contenido de aprendizaje rompa el equilibrio inicial de sus esquemas. La
explicacion que da esta concepcion a las dificultades de aprendizaje es la
siguiente: frente a una tarea que provoca una situacién de desequilibrio,
puede suceder:

a) Que la situacién propuesta sea confusa o poco coherente y que, por
tanto, no sea potencialmente significativa. En este caso, es el profesor
quien tiene la posibilidad de resolver la dificultad presentando la situacién
de una manera que sea mas clara y coherente.
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b) Que el alumno no tenga los conocimientos necesarios para volver a la
situacion de equilibrio. La solucidn, en este caso, pasa por fijar la distancia
optima entre lo que sabe el alumno y el nuevo contenido; es decir, se ha de
hacer una adaptacion del nuevo contenido a lo que ya sabe el alumno.

¢) Que el alumno no esté motivado para realizar la actividad propuesta, con
lo que puede ocurrir que ni siquiera se produzca la situacion de
desequilibrio porque la tarea que le proponemos le resulte ajena o bien no
le encuentre sentido. La solucion sera, pues, que el profesor procure
motivar al alumno.

d) Que las concepciones intuitivas sobre el nuevo contenido y las
estrategias desarrolladas no permitan volver a la situacion de equilibrio, en
cuyo caso, sera necesaria la ayuda del profesor para que el alumno vaya
variando sus estrategias.

3.2 Obstaculos

El concepto de obsticulo fue introducido por Bachelard (1972) y fue
trasladado al campo de la didactica de las matematicas por Brousseau
(1983 y 1997), que le dio un sentido muy determinado:

Los errores no solamente son efecto de la ignorancia (...) sino el efecto de un
conocimiento previo que era interesante y exitoso, pero que ahora se revela
como falso o simplemente inadaptado. Los errores de este tipo (...) constituyen
los obstaculos. (Brousseau, 1997, p. 8)

Para poder hablar de obstaculo, segin Brousseau, se han de cumplir las
siguientes condiciones:

1) Un obstaculo es un conocimiento. Por tanto, no es una falta de
conocimiento.

2) El alumno utiliza este conocimiento para producir respuestas correctas
en determinadas situaciones que halla con cierta frecuencia.

3) Cuando se utiliza este conocimiento en otro contexto genera respuestas
incorrectas. Una respuesta universal exigira un punto de vista diferente.

4) El alumno se resiste a las contradicciones que el obstaculo le produce y
al cambio del conocimiento antiguo por uno de nuevo.

5) A pesar de que el alumno es consciente de las limitaciones del
conocimiento-obstaculo, lo continua manifestando esporaddicamente.

Brousseau (1893) considera que los obsticulos que se presentan en el
sistema didactico pueden ser:

1) De origen ontogénico o psicogenético, causados por el desarrollo del
alumnado.
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2) De origen didactico, provocados por las elecciones didacticas que se han
hecho para disefiar la situacion didéctica.

3) De origen epistemoldgico, intrinsecamente relacionados con el
contenido matematico. Se pueden hallar en la historia de los contenidos,
aunque no es necesario reproducir en el aula las condiciones histéricas que
permitieron superarlos.

La nocion de obstaculo, y muy especialmente la nocién de obstaculo
epistemoldgico, no es muy clara, y ha generado controversia (Artigue,
1990; Sierpinska, 1988; Font, 2000a). Resulta complicado diferenciar la
nocién de obstaculo de la nocion de dificultad. Otro aspecto problematico
de la nocidn de obstaculo es el de ser considerado un “conocimiento” que
produce practicas erroneas, ya que parece que el obstaculo es algo que
acarrea el alumno y que ha de ser eliminado para que pueda avanzar en su
proceso de aprendizaje.

3.3 Contrato didactico y conflictos en la interpretacion de la norma

En el area de la educaciéon matematica hay una corriente importante que
considera que la clase de matematicas es una institucion (una pequefia
sociedad, un grupo formal secundario, una comunidad de practicas, un
sistema con diferentes subsistemas, etc.), con su cultura y sus valores.
Todos estas términos provienen de la sociologia y de la antropologia y
llevan hacia una visién sociocultural del proceso de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas. Se trata de una perspectiva muy rica y
variada con un amplio abanico de puntos de vista (teorias sistémicas,
dialogicas, etc.).

A pesar de que hay diferencias en los marcos tedricos adoptados, podemos
decir que se esta consolidando a nivel internacional una solida linea de
investigacion que resalta la importancia de los factores sociales y culturales
en los procesos de ensefianza y de aprendizaje de la matemadtica. Los
investigadores que desarrollan esta linea de investigacion ven el aula de
matematicas como una cultura donde se construyen relaciones educativas y
personales a partir de la vivencia y la interpretacion de normas especificas
de accion, algunas de ellas propias de la practica matematica, pero otras
son necesarias para que la practica matematica que se quiere ensefiar sea
posible. La investigacion didactica realizada desde esta perspectiva
sociocultural ha puesto de manifiesto que las interacciones entre profesor y
alumnos en el aula de matematicas estdn con frecuencia regidas por
"obligaciones" o normas no explicitas cuya funcion es posibilitar el trabajo
matematico en el aula. Para analizar estas “obligaciones” se han propuesto
diferentes constructos tedricos: (1) normas sociomatematicas y sociales
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(Voigt, 1995; Yackel y Cobb, 1996; McClain y Cobb, 2001), (2) contrato
didactico (Brousseau, 1986) y (3) meta practica (Bagni y D’ Amore, 2005).

Segin Godino y Llinares (2000), las "normas sociales" en el seno de la
clase son convenciones que describen como colaborar unos con otros, asi
como las obligaciones que describen como reaccionar socialmente ante un
error o una indicacion. La investigacion sobre la ensefianza ha identificado
la existencia de unas normas sociales que ayudan a caracterizar las
microculturas del aula. Algunas de estas normas sociales son generales y se
pueden aplicar en cualquier aula independientemente de la disciplina.
Regulan el funcionamiento de las actividades docentes y discentes. Por
ejemplo, se supone que en la clase los alumnos deberian adoptar una
actitud critica hacia las afirmaciones que se hacen, tanto por uno mismo
como por los demds, independientemente de si se trata de una clase de
matematicas, como de ciencias o de literatura. Se espera (norma social) que
los estudiantes expliquen las soluciones que proponen a cualquier cuestion.

Son normas sociales caracterizadas por explicar, justificar y argumentar ya
que se supone que en situaciones ideales los estudiantes deberian desafiar
las explicaciones y justificaciones de sus compafieros, asi como justificar
sus propios argumentos. Sin embargo, existen aspectos normativos de la
discusion matematica que son especificos de la actividad matemadtica de los
estudiantes. Son Ilamados "normas sociomatemadticas". Por ejemplo, la
comprension de lo que en el aula se puede considerar “mateméaticamente
diferente”, “matematicamente sofisticado”, “matematicamente eficiente” y
“matematicamente elegante”, asi como lo que se puede considerar como
una explicacion "matemdticamente aceptable". Es decir, las normas
sociomatematicas son aspectos normativos de las discusiones matematicas
que son especificas de la actividad matematica de los estudiantes y que
regulan las argumentaciones matematicas e influyen en las oportunidades
de aprendizaje. Una "norma matemadtica" es una practica en el aula, como
por ejemplo calcular el perimetro de un rectangulo.

También se utiliza el término contrato pedagogico para referirse al
conjunto de estas normas, que no estan ligadas a una disciplina especifica y
contrato diddctico para describir y explicar las obligaciones o normas no
explicitas que rigen las interacciones entre el profesor y los alumnos en el
aula de matematicas (en general, de una disciplina especifica)

Se establece una relacion que determina -explicitamente en una pequeria parte,
pero sobre todo implicitamente- lo que cada participante, el profesor y el alumno,
tienen la responsabilidad de administrar y de la cual sera de una u otra forma
responsable ante el otro. Este sistema de obligaciones reciprocas se parece a un
contrato. Lo que nos interesa aqui es el contrato didactico, es decir, la parte de
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ese contrato que es especifico del "contenido": el conocimiento matemdtico
pretendido. (Brousseau, 1986, p. 51).

El "contrato didactico" regula los derechos y obligaciones del profesor y
los alumnos. Es el resultado de un proceso de negociacidon entre los
alumnos, el profesor y el medio educativo. Uno de los componentes
esenciales del contrato didactico son los criterios de evaluacidon explicitos,
pero hay otros no explicitados que solo se detectan cuando el profesor
plantea actividades poco habituales que vulneran las reglas del contrato, lo
cual produce el consiguiente desconcierto en los alumnos. Los alumnos, en
su adaptacion al medio escolar, llegan a desarrollar un sentido que les
permite captar cudles son las reglas del contrato didactico en cada caso. La
importancia de los fenomenos de contrato didactico se debe a que
condicionan de manera determinante el tipo de aprendizaje. La actitud del
profesor determina con frecuencia de manera inconsciente las relaciones de
los alumnos con la matematica. Por ejemplo: (1) actitud de espera de la
explicacion del profesor, (2) interés en investigar la situacion, (3) control
de los resultados, por parte de los alumnos, etc.

Bagni y D’Amore (2005) distinguen entre las practicas matematicas que
son el objeto de la ensefianza y aprendizaje del conjunto de practicas que
sirven para que sea posible el primer tipo de practica. A este segundo grupo
lo llaman meta-préctica:

“Ma queste “pratiche” si possono dividere in due grandi categorie: a)quelle
stabilite a priori per tale societa (I’apprendere, lo stare insieme, il condividere
attivita, ...); b) quelle che nascono a causa del fine che tali attivita si prefiggono
di raggiungere (la competitivita, le azioni relative al contratto didattico, quelle
tese a far supporre a chi deve valutare abilita di fatto non possedute, ...). Le
prime sono attivita codificate e dunque funzionali ...; le seconde, che potremmo
definire meta—attivita, sono dovute alla specifica situazione, a carattere extra
funzionale.” (Bagniy D’Amore, 2005, p. 80)

Alumnos y profesores comprenden e interpretan estas "obligaciones" o
“normas” no explicitas (o explicitas), cuya funcion es posibilitar el trabajo
matematico en el aula, en funcion de sus significados iniciales, sus
expectativas y sus referentes culturales y sociales. Este hecho posibilita la
disparidad entre las interpretaciones legitimadas por el profesor en la clase
de matemadticas y ciertas interpretaciones dadas por algunos alumnos
(Planas, 2001). Esta disparidad en la interpretacion de las normas (sean
éstas matematicas, socio-matematicas o sociales) puede dificultar tanto la
comprensién de los contenidos matematicos como la participacion de
algunos alumnos, llegando incluso a facilitar su desercion del aula.
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3.4 Complejidad semiotica, conflictos semioticos y epistémicos

Las investigaciones realizadas en el marco del EOS han puesto de
manifiesto un fenomeno relevante para la didactica de las matematicas:

(...) la realizacion de la mayoria de practicas matematicas conlleva una
complejidad semiotica importante y las representaciones  utilizadas son
determinantes, tanto para reducir o aumentar esta complejidad, como para la
realizacion efectiva de la practica. (Font, 2005, p. 38).

Dichas investigaciones han permitido destacar también otro factor, tanto o
mas importante que el tipo de representacion utilizado, que interviene de
manera determinante en la complejidad semidtica asociada al uso de
elementos genéricos: las reglas del juego de lenguaje en el que nos
situtamos. Cuando en las practicas matematicas utilizamos una
representacion como un elemento genérico estamos actuando sobre un
objeto particular, pero nos situamos en un "juego de lenguaje” en el que se
entiende que nos interesan sus caracteristicas generales y que prescindimos
de los aspectos particulares. Para conocer los detalles sobre las
caracteristicas de este juego del lenguaje, y de las dificultades que tienen
los alumnos para participar en €l, es necesario el andlisis de didlogos entre
profesores y alumnos relacionados con el uso de elementos genéricos.

La asimilacion (o no) de las reglas de este juego de lenguaje es
fundamental para que los alumnos puedan convivir con la complejidad
semidtica asociada a las practicas en las que interviene el elemento
genérico — y no hay que olvidar, que en la mayoria de las practicas
matematicas intervienen elementos genéricos.

Segin como se gestione en el proceso de instruccidon la complejidad
semidtica asociada a las practicas matematicas se puede facilitar (o no) la
aparicion de conflictos semioticos, entendidos como:

(...) disparidad o desajuste entre los contenidos atribuidos a una misma expresion
por el alumno y la institucion. (Godino, 2002, p. 258).

Por ejemplo, en algunos libros de texto se puede observar un conflicto
semiotico potencial causado por la introduccion implicita de la funcion
derivada en la definicion de la derivada en un punto al usar la notacion

. Ay ) ) .
incremental f'(a)= lim —= como primera notacion para definir la
—

(en x=a)
derivada en un punto (Badillo, Font y Azcérate, 2005; Inglada y Font,
2003; Contreras, Font, Luque y Ordéiiez, en prensa).

Desde el EOS también se ha resaltado otro factor, a tener en cuenta, al
analizar las limitaciones en los aprendizajes matematicos, efectivamente,
realizados. Nos referimos a las limitaciones originadas por significados
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institucionales (pretendidos o implementados) poco representativos de los
significados referenciales. Estas limitaciones se producen cuando
determinadas practicas representativas del significado de referencia no son
contempladas en el significado pretendido o implementado. Por ejemplo,
cuando el significado pretendido solo contempla que el calculo de Ia
derivada en un punto consiste en la aplicacidon de una regla de derivacion
algebraica y en el céalculo del valor de la funcion en dicho punto pero no
contempla otras practicas.

Nos referimos, en concreto, a argumentaciones de tipo variacional que
permiten calcular la derivada como limite de las razones de cambio o bien a
argumentaciones de tipo grafico que permiten calcular la derivada como la
pendiente de la recta tangente. Si el proceso de instruccidon contempla
significados implementados poco representativos de los significados
referenciales, es de esperar que los alumnos no puedan realizar
determinadas practicas que serian esperables como resultado del proceso de
instruccion. A los conflictos de los alumnos que tienen su origen en
desajustes entre los significados de referencia y los pretendidos o bien entre
los pretendidos y los implementados, en el EOS se les llama “conflictos
epistémicos” (Bencomo, Godino y Wilhelmi, 2004; Wilhelmi, Bencomo y
Godino, 2004).

3.5 Errores, dificultades, ... Algunas considerciones generales

Las investigaciones sobre los errores y las dificultades en el campo del
pensamiento matemadtico avanzado no son uniformes en la terminologia,
ya que muchas veces se utiliza indistintamente dificultad y obstaculo. En
todo caso, los estudios que se han consultado estdn focalizados sobre la
deteccidn de obstdculos y dejan en un segundo plano las limitaciones en
los aprendizajes debidos a significados personales poco representativos de
los significados institucionales de referencia.

En el EOS se considera que cabe hacer la distincion entre el significado
personal global, el declarado y el logrado. La parte del significado
declarado no concordante con el institucional es lo que habitualmente se
consideran como errores de aprendizaje. De acuerdo con Font (2000a) y
Godino, Batanero y Font (2003):

e Hablaremos de error cuando el alumno realiza una practica (accion,
argumentacion, etc.) que no es valida desde el punto de vista de la
institucion matematica escolar.

e El término dificultad indicara el mayor o menor grado de éxito de los
alumnos ante una tarea o tema de estudio. Si el porcentaje de respuestas
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incorrectas (indice de dificultad) es elevado se dice que la dificultad es
alta, mientras que si dicho porcentaje es bajo, la dificultad es baja.

e A veces el error no se produce por una falta de conocimiento, sino
porque el alumno usa un conocimiento que es valido en algunas
circunstancias, pero no en otras en las cuales se aplica indebidamente.
Decimos que existe un obstdculo.

Algunas causas de errores y dificultades son las siguientes:
1. Dificultades relacionadas con los objetos matemdticos

Parece razonable pensar que si un tipo de error se manifiesta en un cierto
numero de alumnos de manera persistente en una tarea, su origen se debe
buscar en los conocimientos requeridos por la tarea, y no tanto en los
propios alumnos. La complejidad semidtica asociadas a las practicas
matematicas son una posible causa de las dificultades de aprendizaje. El
analisis de la trama de funciones semidticas asociada al contenido
matematico permite prever su grado de dificultad potencial e identificar las
variables a tener en cuenta para facilitar su ensefianza.

Cuando el error se produce porque el alumno usa un conocimiento, que es
valido en algunas circunstancias, en contextos donde no se puede aplicar
decimos que existe un obstdaculo. La superacion del obstaculo requiere que
el alumno construya un significado personal del objeto en cuestion
suficientemente rico, de manera que la practica que es adecuada en un
cierto contexto no se use en otro en el que no es valida. Para ello serd
necesario, ademas, que los significados pretendidos e implementados sean
suficientemente representativos de los significados de referencia.

Los errores, dificultades y obstaculos que tiene su origen en la complejidad
semiotica o bien en la falta de representatividad de los significados
pretendidos e implementados, en el EOS se llaman conflictos semioticos y
conflictos epistémicos.

2. Dificultades causadas por la secuencia de actividades propuestas

Se puede dar el caso de que la propuesta de actividades que presenta el
profesor a los alumnos no sea potencialmente significativa (la complejidad
semiotica no estd bien gestionada), por causas diferentes: (a) Cuando el
profesor no estructura bien los contenidos que quiere ensefiar. (b) Cuando
los materiales que ha escogido, como por ejemplo los libros de texto, no
son claros -ejercicios y problemas confusos, mal graduados, rutinarios y
repetitivos, errores de edicidn, etc. (¢) Cuando la presentacion del tema que
hace el profesor no es clara ni esta bien organizada -no se le entiende
cuando habla, habla demasiado rdpido, la utilizacion de la pizarra es
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cadtica, no pone suficiente énfasis en los conceptos clave del tema, etc.-.
Este tipo de factores produce bésicamente conflictos semidticos en los
alumnos.

El profesor debe analizar las caracteristicas de las situaciones didacticas
sobre las cuales puede actuar, y su eleccion afecta al tipo de estrategias que
pueden implementar los estudiantes, conocimientos requeridos, etc. Estas
caracteristicas suelen denominarse variables didacticas y pueden ser
relativas al enunciado de los problemas o tareas, o también a la
organizacion de la situacidn (trabajo individual, en grupo, etc.).

3. Dificultades que se originan en la organizacion del centro.

En ocasiones, el horario del curso es inapropiado, el numero de alumnos es
demasiado grande, no se dispone de materiales o recursos didécticos, etc.
La solucidon a este tipo de dificultad, pasa por una reorganizacion del
centro, ratio del nimero de alumnos, organizacidon del area, organizacion
del aula, etc.

4. Dificultades relacionadas con la motivacion del alumnado

Puede ocurrir que las actividades propuestas por el profesorado a los
alumnos sean potencialmente significativas y que la metodologia sea la
adecuada, pero que el alumnado no esté en condiciones de hacerlas suyas
porque no esté motivado. Este tipo de dificultades est4 relacionado con la
autoestima y la historia escolar del alumno.

La falta de motivacién se puede producir, entre otros factores, debido a que
los objetos matematicos, en apariencia, quedan desconectados de las
vivencias cotidianas de los alumnos.

5. Dificultades relacionadas con el desarrollo psicologico de los alumnos

En algunos alumnos su nivel de desarrollo psicologico o bien algtn tipo de
discapacidad puede ser la causa de su falta de aprendizaje, aunque este tipo
de situaciones no son habituales en el nivel universitario considerado en
esta investigacion. Este tipo de dificultad se puede intentar resolver con una
adaptacion de los contenidos y de la metodologia a la situacidén de cada
alumno.

6. Dificultades relacionadas con la falta de dominio de los contenidos
anteriores

Puede ocurrir que el alumno no tenga los conocimientos previos necesarios
para poder aprender el nuevo contenido, y, por tanto, la "distancia" entre el
nuevo contenido y lo que sabe el alumno no es la adecuada. La evaluacion
inicial puede detectar los contenidos previos que hay que adquirir para
conseguir el aprendizaje del contenido previsto.
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Esta falta de conocimientos previos es un fendémeno importante en el paso
de secundaria a la universidad ya que en los estudios universitarios se
suponen como conocidos contenidos pertenecientes a los programas de los
ultimos afios de ensefianza secundaria: funciones, calculo del dominio y el
rango, limite, continuidad, geometria analitica de la recta, sucesiones, entre
otros.

7. Dificultades relacionadas con los significados de los objetos personales
de los alumnos

También puede pasar que los significados de los objetos personales
desarrollados por los alumnos incluyan practicas que sean consideradas un
obstaculo por la institucion. Esta dificultad se puede resolver utilizando una
evaluacion formativa que permita superar estos obstaculos presentando
situaciones, suficientemente complejas, para que el alumno sea consciente
de que determinadas practicas solo son validas en determinados contextos.

Estos siete aspectos estan conectados entre si y se refuerzan mutuamente,
produciendo béasicamente dos tipos de efectos:

1) practicas erroneas que se pueden considerar obstaculos (combinacién
basicamente de 1,2,3y7) y

2) falta de significado personal — producido por la combinaciéon de 1y 6 o
bien por las actitudes afectivas hacia las matematicas (combinacion de 4 y
5).

4 DIFICULTADES, OBSTACULOS, ERRORES... RELACIONADOS
CON LOS OBJETOS DEL ANALISIS [INFINITESIMAL
ELEMENTAL

En este apartado se comentan los errores, dificultades,... que la
investigaciéon didactica sobre las objetos del andlisis elemental ha
documentado, dedicando una especial atencidén a los relacionados con las
funciones.

La investigacidon reciente en el campo de la didactica del analisis
infinitesimal ha puesto de manifiesto la existencia de importantes
dificultades en el proceso de ensefianza y aprendizaje en este campo. Se ha
escogido como guia general la clasificacion de dificultades relacionadas
con el andlisis infinitesimal elemental propuesta por Artigue (1995 y 1998).
Seglin esta autora, la investigacion didactica en el campo del pensamiento
matematico avanzado ha puesto de manifiesto la existencia de fuertes y
resistentes dificultades. Artigue hace la siguiente clasificacion de estas
dificultades:
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1) Dificultades relacionadas con la complejidad matematica de los objetos
basicos del andlisis: numeros reales, funciones, sucesiones, etc. Son objetos
que todavia estdn en fase de construccion cuando comienza la instruccidén
del andlisis del curriculum de secundaria y primeros cursos de universidad.

2) Dificultades relacionadas con el objeto limite y con las técnicas para su
calculo.

3) Dificultades relacionadas con la ruptura necesaria con el pensamiento
algebraico.

Dificultades relacionadas con los objetos bdasicos del andlisis infinitesimal
elemental

Numeros reales

Artigue (1998) considera que la investigacion didactica sobre los nimeros
reales ha puesto de manifiesto que la concepcidon desarrollada por los
estudiantes no es la adecuada y comenta las siguientes dificultades:

1) La distincidn entre los diferentes tipos de nimeros depende mucho de su
forma de representacion.

2) La creciente y descontrolada utilizacion de las calculadoras y de las
nuevas tecnologias tiende a reforzar la asimilacion ntimero real / nombre
decimal.

3) El orden en R es reconocido como un orden denso, pero, en funcion del
contexto, los estudiantes pueden conciliar esta propiedad con la existencia
de nimeros justo antes o justo después de un numero determinado; por
ejemplo, 0,9999..., nombrado, muchas veces, como el nimero anterior a 1.

4) La asociacion entre los nimeros reales y la recta real tampoco es
coherente. Incluso, en el caso de que los alumnos acepten a priori el
principio de la correspondencia uno a uno entre R y la recta real, no estdn
del todo convencidos de que un determinado niimero tenga un lugar en la
recta real.

Funciones

Con relacion al objeto funcidn, Artigue (1998) considera cuatro tipos de
dificultad:

1) Dificultades en la identificacion de aquello que realmente es una funcién
y en la identificacion de las sucesiones como un caso de funciones.

2) Dificultades relacionadas en la utilizaciéon de la funcién como un
proceso y como un objeto.
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3) Dificultades relacionadas en la traduccidn entre las diferentes formas de
presentacion de una funcion.

4) Dificultades relacionadas con la superacidon del pensamiento numérico y
algebraico.

Dificultades relacionadas con el concepto de limite.

Artigue considera que, en las investigaciones que ha analizado sobre
limites, hay bastante acuerdo sobre los siguientes obstaculos
epistemoldgicos:

1) El sentido comun asociado a la palabra “limite” induce concepciones
resistentes que se manifiestan considerando el limite como una barrera que
no se puede superar o bien como el altimo término de un proceso o bien
restringiendo la convergencia a la convergencia monotona.

2) La generalizacién de propiedades de los procesos finitos a los procesos
infinitos de acuerdo con el principio de continuidad establecido por
Leibniz.

3) La interpretacién geométrica dificulta la identificacion de los objetos
involucrados en el proceso del limite y de su topologia subyacente. Este
hecho dificulta la relacion entre los aspectos geométricos y los numéricos
el proceso del limite.

Ademas de estos obstaculos epistemologicos, Artigue (1998) considera:

4) Las dificultades relacionadas con los dos aspectos del limite: proceso y
objeto. Por ejemplo, la dificultad que tienen muchos alumnos para
identificar 0,9999..., con 1 se puede explicar porque en el primer caso
estamos considerando un proceso, mientras que 1 es un objeto.

5) Las dificultades relacionadas con la definicién formal del concepto de
limite.

Dificultades relacionadas con la ruptura con el pensamiento algebraico.

La actividad matematica en el analisis infinitesimal, necesita el dominio de
habilidades algebraicas y, también, tomar distancia del pensamiento
algebraico. La fractura entre el pensamiento algebraico y el pensamiento
analitico tiene dimensiones diferentes. Lo esencial, segun Artigue, es que
el andlisis necesita otra visiéon “de igualdad” para desarrollar y dominar
nuevas técnicas para demostrar igualdades. En el algebra, para demostrar
que dos expresiones a(x) y b(x) son iguales, la estrategia normal es la
siguiente: transformar una en la otra por equivalencias sucesivas, o bien
transformar las dos para  obtener dos expresiones evidentemente
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equivalentes, o bien transformar su diferencia (respectivamente el cociente)
para obtener 0 (respectivamente 1).

En el analisis, muchas veces esta estrategia estd fuera de lugar o bien no es
la mas facil de aplicar. Por ejemplo, cuando se trabaja con propiedades
locales, es necesario desarrollar una vision de igualdad conectada con “la
proximidad infinita”, es decir: si V § > 0, d (4,B)< &, para una distancia
adecuada d, entonces: 4=B. Como consecuencia, las desigualdades juegan
en el andlisis un papel predominante, asi como el razonamiento local
basado en condiciones suficientes.

4.1 Errores, dificultades, ...relacionados con las funciones

Las investigaciones que han caracterizado las funciones como proceso y
como objeto han puesto de manifiesto que muchas dificultades de los
alumnos se deben a que el alumno solo puede realizar acciones sobre la
férmula, pero no es capaz de entender la funcidon como un proceso o bien
como un objeto:

Una concepcion proceso de funcion implica una transformacion dinamica de
cantidades de acuerdo con algunas reglas repetibles, de manera que dada la
misma cantidad inicial, siempre produciran la misma cantidad transformada. El
sujeto es capaz de pensar en la transformacion como una actividad completa,
comenzando con objetos de algun tipo, haciendo algo con estos objetos, y
obteniendo nuevos resultados de aquello que ha hecho (..) Una funcion es
concebida como un “objeto” si es posible hacer acciones sobre ella, acciones que
la transformen globalmente. (Dubinsky y Harel, 1992, p. 85)

De acuerdo con Font (2005a) consideramos que la distincion que propone
Dubinsky sobre las funciones (como objeto y como proceso) es un intento
de dar, en parte, una respuesta a uno de los aspectos esenciales del
razonamiento matematico: e/ uso de elementos genéricos. Desde este
convencimiento, consideramos que las tramas de funciones semioticas
propuestas en el EOS (Inglada y Font, 2003; Contreras, Font, Ordéfiez y
Luque, en prensa), para determinar la complejidad semidtica y desvelar
conflictos semioticos potenciales, son instrumentos mas finos que permiten
engoblar y ampliar los constructos de la teoria APOS. La introduccién de la
dualidad extensivo-intensivo y de las funciones semiodticas utilizadas 8 (o
18 si se quiere refinar el nivel de andlisis) son el resultado de la reflexioén
que se ha hecho en el EOS sobre uno de los elementos cruciales de la
actividad matematica: el uso de elementos genéricos y de la observacion de
episodios de aula en los que se fijan sus reglas de uso.

Con relacion al papel que han de jugar las graficas y los aspectos visuales
en el proceso de ensefianza-aprendizaje, entre los investigadores que
trabajan dentro del AMT (Pensamiento Matematico Avanzado) ha habido

104



Capitulo 5 La investigacion didactica sobre las funciones

una cierta controversia sobre las ventajas de dar mds importancia a los
aspectos graficos de las funciones de la que se le habia dado hasta el
momento (Eisenberg 1991). Ahora bien, cada vez hay mas partidarios de
enfatizar los aspectos visuales porque consideran que se ha de procurar
favorecer en los alumnos un razonamiento de tipo grafico. Por ejemplo,
Cantoral y Farfan (1998) sostienen que la construccion de un universo
grafico, amplio y estructurado, es basico para favorecer tanto el lenguaje
como el pensamiento variacional:

Iniciamos con actividades para la construccion, entre los estudiantes, de un
universo de formas grdficas que sea a la vez, amplio y estructurado; y
continuamos con el desarrollo de la nocion de prediccion de los fenomenos de
flujo apoyados en el binomio de Newton. La combinacion de ambas tareas,
sostenemos esta hipotesis, favorece al desarrollo del “pensamiento y el lenguaje
variacional” . (Cantoral y Farfan, 1998, p. 353).

Se han realizado muchas investigaciones sobre las traducciones entre las
representaciones de las funciones, pero no muchas sobre la traduccion de
graficas a expresiones simbolicas (por ejemplo, Ruthven, 1990; Font,
2000a, y 2001). Los resultados obtenidos por Ruthven confirman, por una
parte, la influencia del uso de la calculadora grafica y, por otra parte, la
importancia del hecho de que el alumno reconozca la grafica como un caso
particular de una determinada clase de funciones de modelo conocido.
Segin Ruthven (1990), una vez que el alumno ha reconocido la grafica
como un miembro de una familia de funciones, utiliza alguna de las tres
estrategias siguientes:

- Analitica: el alumno utiliza su conocimiento de la relacion que hay entre
la grafica y su forma simbolica. Por ejemplo, la relacion que
hay entre las transformaciones que experimenta la grafica de
una pardbola al modificar los parametros de la formula. Para
este tipo de estrategia no es necesaria la calculadora grafica.

- Grafica: el alumno utiliza la facilidad de las calculadoras graficas para
representar la grafica que resulta de modificar, las veces que
crea conveniente, la expresion simbdlica que le sugiere la
grafica dada, con el objetivo de ir comparando las gréaficas
obtenidas con la gréfica inicial.

- Numérica: el alumno hace una conjetura de expresion simbolica a partir
de: (1) un nimero pequeio de puntos de la grafica y (2) la
forma de la grafica. Esta hipotesis de férmula se va variando a
partir del calculo de puntos con la formula y de su
comparacion con los correspondientes valores de la grafica

105



Capitulo 5 La investigacion didactica sobre las funciones

dada. En este tipo de estrategia, tampoco es necesaria la
calculadora gréfica.

En Font (2000a y 2001) se reflexiona sobre la conversion que permite
obtener expresiones simbolicas a partir de graficas. Segun Font, si la
grafica que se nos presenta tiene los ejes graduados y consideramos la
grafica como un todo estatico formado por puntos (x, f(x)), donde f(x) es
una expresion simbolica que, para cada valor de la x, permite obtener su
correspondiente imagen, la estrategia para obtener esta expresion simbdlica
consiste en:

= Elegir el tipo de funcion de ajuste. Es decir, elegir una familia de
funciones f{x;\Ai, .., L) en cuya expresion figuran k parametros.

= Determinar los pardmetros A 1,....., A .

Por ejemplo, para que un alumno identifique la formula de una grafica
como la siguiente:

4 F 6 5 4 .3 2 - 1 2 3 4 5 &6 7 &8 8 40 41 12 13

Figura 5. Grafica a identificar N° 1

Tiene que seguir el siguiente procedimiento:
1 Identificar esta grafica como una grafica de una funcion trigonométrica.
2 Dentro del grupo de las funciones trigonométricas escoger la familia
f (x)=asen (bx)+ c
3 Determinar el valor de los parametros a, b,y ¢

Para poder encontrar la expresion analitica correspondiente a la grafica
anterior el alumno tiene que utilizar sus conocimientos sobre: (1) Las
funciones trigonométricas en general, (2) La funcion seno en particular, (3)
La relacion entre las variaciones de los parametros y las variaciones de las
graficas, etc.

Segin Font, la mayoria de los alumnos tiene muchas dificultades para
realizar los pasos anteriores. La explicacion de estas dificultades hay que
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buscarla, entre otras causas, en la falta de actividades de este tipo en los
problemas escolares que los alumnos han resuelto anteriormente. Las
actividades escolares en las que los alumnos trabajan las funciones
normalmente hacen referencia a funciones concretas consideradas
aisladamente, y no como miembros de familias de funciones. En estas
actividades se trabaja relativamente poco las transformaciones de las
funciones, y aun se trabaja menos el paso de la grafica a la expresion
analitica de una funcidn.

En el caso de la pardbola (Font, 2001a), la determinacion de estos
parametros se puede hacer utilizando diferentes procedimientos, los cuales
dependen del tipo de instruccion que han recibido los alumnos. Por
ejemplo, para solucionar la siguiente situacion los alumnos del bachillerato
espafiol utilizaron basicamente dos técnicas (interpolacion, y familia de
funciones y transformaciones):

Halla la formula de la funciéon que tiene la grafica
siguiente:

Respuesta: {(X) = ..ccccceeveeenne.

;
7
(5]
&
3
1
; Justificacion de la respuesta
Figura 6. Grafica a Identificar N° 2

1) Interpolacion: Este método consiste en construir una tabla de valores
-generalmente pocos- a partir de la grafica y encontrar una formula tal que
dichos valores la cumplan. Este procedimiento, en muchos casos, es poco
consciente y bdsicamente consiste en hacer una suposiciéon implicita de
férmula de segundo grado a partir de unos pocos valores de la tabla para
confirmarla o invalidarla a partir del resto de valores.

En la mayoria de los casos, las respuestas de los alumnos que utilizan este
procedimiento se limitan a incluir una tabla de valores sin hacer referencia
al reconocimiento de la grafica como la grafica de una funcion de una
determinada familia de funciones. Por ejemplo:
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Trebala [éamuls de la funad qae i o grabic zeglent
Ragponta: x)=.

Jusrforcnd de la respossy

4

Figura 7. Ejemplo de Interpolacion

Algunas respuestas mas elaboradas hicieron referencia explicita a que la
férmula ha de ser de grado dos por el tipo de grafica; y utilizan la tabla de
valores para completar la formula. Las justificaciones que presentaron estos
ultimos alumnos fueron del tipo "siempre es el cuadrado menos uno".

Este procedimiento de interpolacidon da resultado con funciones de segundo
grado muy sencillas, pero no lo da con funciones méas complicadas.

2) Familia de funciones y transformaciones: Este método consiste en
reconocer la grafica como una grafica de la familia de funciones de
segundo grado y utilizar las trasformaciones de las graficas para hallar y
justificar la férmula. Como ejemplo de este segundo procedimiento
tenemos la siguiente respuesta:

Resposta: fix)y= A 1. ...

Justificacio de la resposta

"Es una parabola, elevado al cuadrado y como que es un lugar hacia abajo, -1"

Figura 8. Ejemplo de Familia de funciones y transformaciones

Desde la perspectiva del EOS tal como se ha dicho anteriormente, con
relaciéon a las traducciones y conversiones se destacan dos aspectos
estrechamente relacionados entre si pero que conviene diferenciar: (1) la
realizacion de la mayoria de practicas matematicas conlleva una
complejidad semidtica importante y (2) las representaciones utilizadas son
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determinantes, tanto para reducir o aumentar esta complejidad, como para
la realizacion efectiva de la practica.

En un estudio més general sobre conflictos de los alumnos relacionados
con las funciones realizados en el marco del EOS -Bencomo, Godino y
Wilhelmi (2004) y Wilhelmi, Bencomo y Godino (2004)- se consideran
120 posibles tipos diferentes de conflictos epistémicos (no disjuntos). La
clasificacion que proponen consiste en considerar que el conflicto se puede
producir entre la adaptaciéon del significado pretendido al de referencia o
bien en la adaptacion del implementado al pretendido (2 posibilidades), que
puede ser general o especifico (2 posibilidades), que puede estar
relacionado con una de las seis entidades primarias (6 posibilidades:
situacion, concepto, lenguaje, propiedades, acciones y argumentaciones) o
con alguna de las 5 facetas duales (5 posibilidades). A partir del andlisis de
procesos de instruccion sobre las funciones, se identifican algunos de ellos.

4.2 Sugerencias para la ensefianza

Ademas de las investigaciones realizadas siguiendo el enfoque APOS
(entre las que destacan las del grupo de investigacion RUMEC), hay
numerosas investigaciones didacticas sobre funciones que también dan
recomendaciones sobre su ensefianza. A continuacion, a modo de ejemplo,
comentamos brevemente cuatro de dichas investigaciones que dan
sugerencias de diverso tipo: (a) tener en cuenta las situaciones extra
matematicas, (b) desarrollar los objetos previos de manera amplia, (c)
adaptar un estilo de ensefianza que no sea demasiado formal y (d) tener en
cuenta el orden de presentacion de los objetos matematicos.

Sierpinska (1992), considera que la principal dificultad que presentan los
alumnos con relacidn al estudio de las funciones es que estos consideran a
la funcion basicamente como un proceso algoritmico. Serpinska (1992) se
plantea el problema de la comprension del concepto funcion estableciendo
19 categorias a tener en cuenta en dicha comprension. Por otra parte, esta
investigadora expone algunas consideraciones a tener en cuenta en la
enseflanza de las funciones. Entre dichas consideraciones queremos
destacar la importancia que da a la incorporacion de la modelizacién en el
proceso de instruccion de las funciones:

La discriminacion entre numero y magnitud fisica, es una cosa, y percibir las
relaciones entre las leyes fisicas y las funciones matematicas, es otra. Ambas,
sintesis y discriminaciones, son necesarias para completar la comprension del
concepto  funcion. La percepcion de las funciones como una herramienta
apropiada para modelizar o matematizar relaciones entre magnitudes fisicas u
otras es una condicion sine qua non para dar sentido al concepto de funcion en
su totalidad. (Sierpinska, 1992, p. 42).
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En su tesis doctoral Domingos (2003) estudia la comprensién de los
alumnos con relacion a los objetos del andlisis infinitesimal elemental
(funcion, limite, derivada, etc.). Entre las diferentes consideraciones que
hace para su mejor enseflanza, destaca el papel que juega la buena
comprensién de los objetos previos que se suponen ya conocidos. Con esta
observacion coinciden muchas otras investigaciones.

Tall y Bakar (1992) realizaron un estudio sobre el desarrollo del concepto
de funcion en estudiantes entre 16 y 17 afios con el objetivo de responder a
la siguiente pregunta:
(...) por qué los estudiantes son capaces de usar funciones en la prdctica
matematica, mientras que la naturaleza teorica del concepto de funcion
permanece en ellos de una forma vaga e inconsistente... (Tall y Bakar, 1992, p.
39).
Tall y Bakar consideran que esto es debido a que los estudiantes recurren
a ejemplos prototipo:
(...) los estudiantes desarrollan ejemplos prototipos del concepto de funcion,
tales como y =x°, o un polinomio, o 1/x, o la funcién seno. Cuando se le pide el
grdfico de una funcion, en ausencia de una definicion operativa de funcion, la

mente intenta responder por resonancia con estos prototipos mentales. (Tall y
Bakar, 1992, p.40).

En sus conclusiones finales recomiendan seguir un cierto pragmatismo
dando menos énfasis a la teoria en favor de la practica.

Vall de Pérez y Deulofeu (2000) en su investigacion sobre las ideas de los
alumnos respecto de la dependencia funcional entre variables realizada
con 60 alumnos de COU concluyen: (1) que para construir el concepto de
relacion de dependencia funcional es necesario haber asimilado los
modelos mas sencillos de funcidn: la dependencia lineal (proporcionalidad
directa y funcion afin) y la proporcionalidad inversa y funcién cuadratica.
(2) que la secuencia didactica recomendable es introducir la funcidon de
proporcionalidad inversa después de las funciones lineal y afin, y antes de
la funcion cuadratica.

Desde la perspectiva del EOS, la recomendacion para los procesos de
enseflanza-aprendizaje de las funciones es que éstos sean lo mas idoneos
posibles, entendida la idoneidad como la minimizacion de los conflictos
epistémicos y de los semidticos (Bencomo, Godino y Wilhelmi, 2004;
Wilhelmi, Bencomo y Godino, 2004).

Para finalizar este apartado queremos resaltar que durante los Ultimos 20
afios (Artigue, 2003) ha ido aumentando el interés por realizar
investigaciones didacticas sobre la ensefianza de las matematicas en las
instituciones universitarias, siendo los conceptos del analisis elemental
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(numeros reales, funciones, limites, derivadas, integrales, ecuaciones
diferenciales, etc.) de los mas investigados.

Este interés es el resultado de la constatacion de que, en la universidad, los
significados pretendidos e implementados de los objetos institucionales del
analisis diferencial suelen priorizar précticas algoritmicas y algebraicas
(Artigue, 1995; Yusof'y Tall, 1999), y, en muchos casos, también incluyen
practicas de demostracion rigurosa (Yusof y Tall, 1999). Por otra parte, el
significado evaluado también prioriza la evaluaciéon de practicas
algoritmicas y algebraicas. Alguno de los problemas detectados, como
consecuencia de esta forma de ensefiar, es que cuando los alumnos tiene
que resolver situaciones que requieren mayor conocimiento conceptual, la
mayoria falla y no saben cémo abordar la situacion (Selden, Mason y
Selden, 1994).

Para Artigue (1995), la evidencia de tales dificultades ha tenido dos
consecuencias interesantes: a) Potente desarrollo de las investigaciones
didacticas de la ensefianza superior centradas fundamentalmente en el area
del analisis infininitesimal y b) Desarrollo de numerosos proyectos de
innovacién de la ensefianza. Con relacion a este ultimo aspecto, en la
revision realizada por Moreno (2005) sobre los diferentes intentos de
reforma de la ensefianza del calculo diferencial en la universidad se afirma:

La mayoria de los programas de renovacion comparten los mismos criterios, y
creen que los cambios deben afectar a: los curricula vigentes, al desarrollo
profesional de la universidad, a la utilizacion sistematica de la tecnologia y de
otros materiales, a la formacion didactica y cientifica de los futuros docentes, etc.
(Moreno, 2005, p. 81).

5 UTILIZACION DE LAS CONSIDERACIONES ANTERIORES EN
LA INVESTIGACION QUE SE PRESENTA

Las consideraciones expuestas anteriormente se tuvieron en cuenta en
nuestra investigacion de dos maneras diferentes:

1) Por una parte, los estudios especificos sobre las dificultades en el
aprendizaje de las funciones y las recomendaciones para su ensefianza, se
utilizaron en el seminario-taller cuando se presentaron los resultados de la
investigaciéon didactica sobre las funciones. Por otra parte, también se
utilizaron para analizar los comentarios de los profesores sobre los errores
y dificultades de los alumnos.

2) Puesto que los profesores, en sus comentarios sobre errores y
dificultades, mezclaron consideraciones sobre errores especificos de las
funciones con consideraciones generales (por ejemplo, la falta de
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motivacién o la falta de conocimiento previo de los alumnos), fue necesario
recurrir al marco general, expuesto anteriormente, sobre errores,
dificultades, etc. para poder completar el analisis de sus comentarios sobre
los errores y dificultades relacionados con las funciones.
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