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SENORES:

ia de gala y jibilo ha de ser hoy, ya que se abren
de par en par las puecrtas de este templo de la
Ciencia v volvemos & reunirnos con nuestros

queridos alumnos, para dar comienzo & un nuevo

curso. Todo es jibilo hoy en nuestra ilustre
Universidad, menos para este humilde prolesor
que viene & cumplir un deber includible, & obedecer un
mandato emanado de nuestro respetable jefe. No es fingi-
miento de modestia, sino convencimiento profundo el que
tengo de mi inferioridad rvespecto 4 todos los companeros
(que integran este sabio claustro. ;Cual no sera. pues. mi
temor al dirigiros la palabra en tan solemne acto? Ademas.
cuando reeibi el oficio en (que se me concedia este inmerecido
honor, no podia vislumbrar los trastornos y pérdidas que en

mi familia debian sobrevenir. Y ciertamente. cuando el luto
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invade el corazoén, por mas que nos cubramos con traje de
gala, la mente estd inhabil para coordinar ideas. No obstante,
me alienta la seguridad que tengo de vuestra benevolencia,
comparable so6lo & vuestro indiscutible mérito, y por esla
razon no dudo ni un solo momento que me otorgaréis una
indulgencia sin limites, pues la necesito bajo tantos con-
1'('1!1!1.“.

Como los doctos varones que me han precedido en esta
tribuna establecieron la conveniente costumbre de explicarnos
la indole de la asignatura que tienen d su cargo, sus [unda-
mentos. sus aplicaciones o algin punto conereto con ella
relacionado, no me he de separar del inveterado y itil derro-
tero por ellos abierto con tanta sagacidad ¢ ilustracion. Son
dos las asignaturas que tengo la honra de explicar en esta
Universidad: la Geometria analitica, que obtuve por rigurosa
oposicion, y la Geometria aencral, que el Gobierno de nuestra
nacion. en su alan de hacer ecconomias en la ensenanza, se
digndé encargar, sin retribucion ninguna, al catedritico de
analitica, Aunque sea declarando mi ineptitud, debo decir
que jamas pude comprender lo que pretende significar la ley
de Instruceion piblica aplicando el epiteto general después de
la palabra Geometria. ;Quizis falta la generalidad 4 la anali-
tica, que estudia las propiedades de las figuras valiéndose
del poderoso y generalizador analisis algebraico? ¢(Quizis no
estudian la extension con tanta generalidad como la analitica,
la descriptiva, los cuaterniones, la proyectiva y todas las
gt'ulm'll'i;tﬁ actuales. t-xcvlstuumln la elemental, (ué aun con-
serva el sello caracteristico de individualidad que le imprimio
el gran Euclides? Convencido de que Geometria general no
puede significar esta dltima, y que en cambio puede admitirse
como tal cualquiera rama de la superior, decidime & explicar
la proyectiva, atendiendo & su evidente importancia, & su ausen-

cia de la enseinianza oficial y no temiendo, por otra parte, que

haya nadie que se atreva & poner en duda su manifiesta gene-
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ralidad. De modo que a esta Geometria. (que se la conoce con
los nombres de proyectiva, superior. pura, sintética, moderna.
de posicion, de transversales, der Lage v no sé cuantos mas.
la conocen mis alumnos con otro nombre distinto atn. con el
de Geometria general, denominacién (ue no es menos propia
que algunas de las anteriores ni que la adoptada por un
compaiiero distinguidisimo de la Central. en sus brillantes
explicaciones sobre Geometria descriptiva. Con vuestro per-
miso. excelentisimo seior, disertaré sobre los Fundamentos ¢
importancia de la Geometria proyectiva, sintiendo que asunto
de tanto interés deba ser tratado con este lengnaje sencillo y
[lano que acostumbro 4 emplear siempre, desposeido de dotes
oratorias que desearia tener para poder corresponder digna-

mente a la elevacion de vueslros conocimientos.

Llamamos forma geométrica (1) la reunién bajo nna ley
cualquiera de una serie ilimitada de elementos simples. puntos,
rectas 0 planos. La forma sera de primera, segunda 6 lercera
especie, segtin el niimero de elementos de naturaleza distinta
(que contenga. Es evidenle que variando la ley caracteristica
se obtendran otras tantas formas. de modo que el nimero de
¢stas ha de ser indefinido; mas entre ellas existen seis muy
sencillas, que pueden considerarse como fundamentales en la
Geometria de posicion: son las de primera especie. alineacion.
haz de radios y haz de planos; de segunda. el sistema plano
v la radiacion, y de tercera. el espacio.

La alineacion, infinidad de puntos en linea recta, tiene

() STEINER. Systemalische Enticickelunyg dei Hifrrrn_r,u-,:hr'fr‘ geomelrischer Gestallen

con eipander, Berlin, 1832,
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como elemento el punto ¥y como lugar geométrico la recta; el haz
de radios. reunion de todas las rectas (radios) que. estando en
un mismo plano, pasan por un mismo punto (centro), supone
clementos los radios. ¥ lugar el plano y el centro: y enel has
de planos, constituido por todos los que pasan por una recta
(eje). son elementos los planos y su lugar el eje. Suponemos
entre los elementos de las tres formas una rigidez tal, que
cualquier movimiento que se dé @ la forma no altera las dis-
tancias entre sus puntos 6 los dngulos entre sus rectas 6
planos. El sistema plano, infinidad de puntos y de rectas de
un plano. v la radiaciéon. conjunto de todos los planos ¥
rectas que pasan por un-punto (cenlro), reconocen conio
elementos, ademas de los simples. las formas de primera
especie. El espacio, como forma, es el espacio ilimitado de
tres dimensiones. con todos los puntos, rectas y planos que
contenga, siendo sus elementos, ademds de éstos, las formas
de primera y segunda especie. Hay quien pretende (1) exeluir
el espacio entre las formas fundamentales, con el pretexto de
ue conticne en si & todas las demds; pero entonces tampoco
deberian ineluirse las de segunda especie, pues también con-
lienen 4 su vez la alineacion y los dos haces. A\ cada una de
las seis formas fundamentales que acabamos de deflinir co-
reesponde una geometria particular, mientras que el estudio
de sus relaciones mutuas es el objeto principal de la Geometria

de Im:-‘-it_‘i(m.

[1

La teoria de las proyecciones, empleada ya por los astro-

nomos de la antigiiedad, se aplica hoy 4 la investigacion de

(1) Stavmer. Lehrbuch der newren Geometrie [ur hohere Unterrichis. Anstallen

wund sum Seibtstudinem, Wien. IRTI.




nuevas verdades, Débese al ;_:(‘1]1:‘\ de |)c_'sill';.fl|w~' la [il'iﬂl"ltlat[
de esta aplicacion, que en el siglo actual ha tomado un des-
arrollo considerable, debido & las investigaciones de Monge,
Poncelet, Steiner y Staudi. En rigor, en loda proyeccion
geomdélrica hay dos actos distintos: una verdadera proyeceion
y una seceiom. Trazamos, por los punlos que deseamos pro-
vectar, lineas 6 superficies proyectantes, sujetas a una ley
determinada, y cortamos después por una superficie 6 por una
linea, donde queda dibujada la proyeceion. Cuando las proyec-
tantes sean rectas que partan de un centro f{ijo y la seecién
esté producida por un plano, tendremos la proyeceion eonica,
polar, central 6 perspectiva. Si en el centro colocamos un
observador, dirigird & cada punto un radio visual proyectado
6 arrojado desde su pupila, radio que estard cortado por el
cuadro 6 plano de proyeeciéon en otro punto, imagen fiel del
dado, desde ¢l momento que ambos estin en una visual co-
min. kkn vez de proyectar desde un punto y cortar por un
plano, podemos proyectar desde una recta y cortar por otra
recta. Cada punto da origen entonces & un plano proyectante
(que, corlado por el eje de proyeecion, produce olro punto,
imagen 6 proyeccion del primero. Se comprende facilmente
cOmo se¢ lallmh;' pasar por l_ll'n_\’t'('(*il'm 0 pm- seceion de mma
forma fundamental & otra de la misma especie, correlacion
que es el objeto primordial de la proyectiva.

De momento nos permitird decidirnos en la espinosa cues-
tion de si debemos considerar, como Desargunes, la recta con
un solo punto en el infinito, siendo en este caso cerrada, 0 si,
por el contrario, debe suponerse ésta abierta con dos puntos
en el infinito, como en la Pangeometria de Gauss, 6 sin nin-
gun punto impropio, como pretende Riemann. La proyeecion
de una alincacion desde un punto exterior, constituyendo el
haz de radios: la observacion de que @ cada elemento de éste
corresponde un solo punto de la alineacion, y la verdad tan
conocida de que habra un solo radio paralelo, nos obliga 4

-3
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admitir las siguientes conclusiones de Desargues. (1): «una
recta debe considerarse prolongada hasta el infinito en sus
dos sentidos. reuniéndose sus dos extremos», «las rectas
paralelas tienen sus puntos en el infinito comunesy, tesis
sublimes que causaron la admiracion en el siglo xvi, que
fucron aceptadas y delendidas con entusiasmo por Pascal.
Descartes, Leibnitz ¥y Newton, y mias 6 menos previstas por
Galileo, que consideraba la recta como una circunferencia de
radio infinito. Las consecuencias que de ellas se deducen son
muchas y tienden & generalizar la Ciencia; citaremos como
ejemplos: dos rectas situadas en un plano se cortan siempre.
cada punto en el infinito determina una direccion; asi es que
el problema «trazar por un punto una paralela & una rectay,
es caso particular de olro mas general: «lrazar una recla que
pase por dos puntosy.

El Tugar geométrico de puntos en el infinito, correspon-
dientes & las varias direcciones de reclas situadas en planos
de igual orientacion, es rectilineo (2), pues corta & cada recta
en un solo punto. El plano es ilimilado en todos senlidos y
esld cerrado por la recta en ¢l infinito, que debe conceptuarse
como paralela a todas las del plano.

Asimismo, todos los puntos y rectas en el infinito estan en
una superficie, que no vacilamos en llamarla plana (3), ya
que tiene de cada plano una recta y de cada recta un punto.
Este plano en el infinito, que cierra ¢l espacio inmenso, es
paralelo & todos los planos y & lodas las rectas.

No extranamos que estos elementos infinitamente lejanos
repugnen a aquellos [ilosolos que no aceplan otro ingreso
para los conocimientos humanos que nuestros imperfectos

sentidos; pues jamas lo transcendenle pudo adquirirse sino

(1) Desancues, (Eweres, reunies el publiées par Poudra. Paris, 1864,

) Poxcerer, Traile des jf."f'.l‘."l'l.rl'h:.\' projeclices des figures. Paris, 1822,
4 Ivem, Idem id.
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con cl poderoso auxilio de la razon. También repugnan estos
clementos a los que. militando en escuela filosofica antitélica
de la anterior, estan poseidos del natural y logico respeto
hacia el infinito absoluto: pero exagerandolo de tal modo, que
llegan hasta la negacion de la inmensidad del espacio, de la
eternidad del tiempo y de todos los infinitos relativos. No obs-
tante, las dos escuelas filosolicas estan de acuerdo en pedir la
suslitucion de la idea del infinilo matematico por la de indefi-
nido, nocion vaga, indeterminada ¢ impropia, pues no signi-
fica lo mismo. y esta conjuncion corrobora el pensamicento de
Desargues de que no hay diferencia entre el infinito positivo
v el negativo, 6 en términos vulgares, de que los extremos se
tocan. La tolerancia que deben inspirar todas las opiniones,
obliga 4 anadir que no hay inconvenienle si para estos liloso-
[os, en vez de ocupar los elementos en el infinito la categoria
de seres reales, tienen una existencia hipotética, pues como
tesis 6 como hipoétesis serdan siempre necesarios y fundamen-

tales para la Geomelria de posicion.

111

Después que los genios colosales de Arquimedes y Apo-
lonio dieron al mundo cientifico sus obras inmortales, quedd
la Geometria dividida en des ramas bien separadas v distin-
las. correlativas 4 los dos maestros. El autor del método de
exhaustion trata de longitudes, dreas, volimenes y de sus
razones; en particular se ocupa de la relacion entre la eireun-
ferencia y el diametro: considera siempre la cantidad de la
extension; sus propiedades son, pues, métricas, ¢ inslituye la
GGeomelria de la medida. En cambio, Apolonio, estudiando las
secciones comicas, no considera en las propiedades generales

de la extension mas que la forma y posicion: sus propiedades
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son descriptivas 6 graficas: es, pues, el [undador de la Gieo-
metria del orden. Las propiedades graficas lienen una genera-
lidad de que carecen las métricas. v son las que, siguiendo a
Staudt, estudiamos en la asignatura de Geometria general.
Iin ¢ésta no se llama poligono 4 la poreion de plano compren-
dida enlre rectas que se cortan, sino & varios puntos (vérti-
ces) unidos entre si por medio de rectas (lados), en un orden
determinado (poligono simple) 6 en todos los ordenes posi-
bles (poligono completo). La ley de la dualidad di6o a Steiner
como figura correlativa en el mismo plano al maltilitero, v
como correlativas de estas dos, en la radiacion, el maltiarista
y ¢l poliedro. La idea particular del cuadrilatero completo se
alribuye & Carnot (1), quien estudia las propiedades armoni-
cas de sus diagonales.

El sistema armdnico, conocido desde los ticmpos mas re-
molos, pues se supone que Pitagoras lo aprendio de los babi-
lonios, debe ser tratado en la Geometria proyectiva, siguiendo
a La-Hive (2), por la propiedad caracteristica en dos cuadrin-
gulos completos y homologicos que permite determinar. el
cuarto armonico valiéndose solo de la regla, La proporeion
armonica ha sido reemplazada en nuestros liempos por olra
idea mucho mas general, por la razdn anarménica de Chas-
les (3) 6 Doppelverhiiltniss de Mibius (4), que en el caso par-
ticular de ser igual & menos uno, da la proporeién armonica.
A pesar de la contradiceion que existe entre los dos vocablos.
no debe extraiarnos que la armonia sea caso particular de la
anarmonia, pues tres cuerdas vibrantes de igual naturaleza,
grucso y lension, pero de longitudes diferenles cualesquiera,

no producen en general acorde, sino inarmonia; en cambio,

(1) Canxor, De la corrélation des fiqures de Géomelrie. Paris, 1801,
(2) La-thme, Sectiones conice in novem libros distribude. Pavisiis. 16835,
(:4) CnasLes. Trailé de Geometrie .\fi!;i_'j'fr'.rrri'_ Paris. 1852,

(%) Mogiws, Der bavycentrische Caleul, Leipzig, 1827,




obtenemos el acorde perfecto cuando las longitudes son las
que ensena la Actstica, de acuerdo completo con las ideas
pitagoricas.

Dos formas de primera especie son proyectivas en la Geo-
metria del orden cuando. después de un movimiento conve-
niente, pueden convertirse en perspectivas, 6 bien cuando
pueden considerarse como primero v ultimo término de una
serie de formas perspectivas. En la Geometria de la medida.
dos formas se llaman proyvectivas cuando 4 cuatro elementos
de la primera L’l.:l’l't‘ﬁ])l.’ﬂlt]t‘ll otros cuatro enla segunda, que
tengan igual razéom anarmonica. Los dos medios que hay para
considerar la proyectividad vienen a ser iguales, pues esla
razén anarmonica mo varia, ni en la proyeccion, ni en la sec-
cion. Asi como la identidad es caso particular de la semejanza,
¢sla es también caso particular de la proyectividad; pues ob-
tendremos sistemas semejantes, siempre que las formas pro-
yectivas tengan homologos los elementos en el infinito. En la
comparacion de dos formas proyectivas no semejantes, los
elementos en el infinilo no se corresponden, tienen como ho-

y la igualdad de razones

o

mologos otros 4 distancia finita,
anarmonicas. sufre una simplificacion notable en el caso de
entrar en juego estos elementos. En dos alineaciones proyee-
tivas, las distancias de dos puntos homdélogos a estos punlos
limites forman un rectangulo constante que se llama polencia
de la relacion proyectiva. La idea de potencia signilica siem-
pre, en Matemélicas, fuerza 6 vigor de una evolucion: no esta,
pues, mal aplicada en el caso actual.

Permitaseme decir, aunque sea desviandome algo de la
cuestion, que la Ciencia debe & la intuicion de Descartes la
idea clara de la potencia algoritmica, considerando una pro-
gresion por cociente cuyo primer término es la unidad y la
razon la base. De modo que de ahi se deduce que las varias

potencias se forman de multiplicar la unidad por la base tan-

las veces como dig:t el exponente. No comprendemos por qué
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en los tiempos actuales se ha respetado con muy buen acierto
la definicion cartesiana de la multiplicacion, y no se ha hecho
lo propio con la de potencia, suprimiendo en ella la nocion de
la unidad sin ninguna ventaja, pues suprime la idea de evolu-
cion, y en cambio obliga al recurso ilogico de los convenios
para explicar la potencia de exponente cero, negalivo 6 frac-
cionario.

Volviendo 4 nuestro ubjcln.s principal, diremos que dos [or-
mas proyeclivas estan superpuestas 6 son conjectivas (1) cuan-
do tienen el mismo lugar geométrico, y en este caso podra
haber elementos unidos, en que se confundan dos homologos
cuya determinacion es de gran interés. El nimero de estos
clementos no puede ser superior & dos, pues desde el momen-
to que tienen tres elementos unidos, las dos formas son con-

grucntes.

1A}

De dos formas fundamentales de primera especic y pro-
yeelivas, nacen las de segundo orden: curva, haces de radios
v de planos y superficies conica y doblemente rectilinea.
La curca 6 alineacion de segundo orden se engendra, por las
intersecciones. de los radios homologos, en dos haces que tic-
nen el plano comun y diferente centro. Como forman parte
de la curva los centros de los dos haces. todos los radios la
corlan en dos puntos, que son coincidentes para las tangen-
tes O radios homologos de la recta de union de los dos cen-
tros. Reciprocamente, dada una curva de segundo orden,
podemos unir dos puntos cualesquicra con todos los demés, ¥

obtendremos dos haces de radios proveclivos. La recta en el

(1) W EisseExporx. Die Projeceion in der Ebene, Berlin. 1862




infinito puede ser. respecto a la curva: exterior. secante con
dos puntos de interseceion, o tangente; de ahi se originan en
la alineacion de segundo orden los tres géneros: elipse, hipér-
bola y pardbola. En el caso particular de que los dos haces
generadores sean iguales, resulta la circunferencia, si son con-
cordantes, y la hipérbola equilatera, si son opuestos.

El faz de radios de segundo orden se origina uniendo los
puntos homélogos de dos alinecaciones proyectivas, siluadas
en un mismo plano sin ser superpuestas. Formando parte del
haz los dos lugares geométricos, por cada punto de las alinea-
ciones pasan dos radios. menos para los homdlogos al punto
comun de dichas rectas. en euvo caso los dos radios se con-
funden. Llamanse estos puntos especiales puntos de contacto.
Y como dado el haz pueden formarse las alineaciones pro-
vectivas sobre dos cualesquiera de sus elementos, resulta que
todos los radios tienen su punto de contacto. Se comprende
la relacion que tienen entre si las dos formas anteriores,
sabiendo que todos estos puntos de contacto estin en una
curva de segundo orden, y que asimismo todas las langentes
a la curva forman el haz cuyos clementos son las involulas,
siendo aquélla la envolvente. El haz de involutas. correspon-
diente & una parabola tiene un elemento en el infinito; por lo
tanto, las dos alineaciones generatrices deben ser semejantes.
Si el haz estda envuelto por una hipérbola, los dos radios
correspondienles & los puntos en el infinito tiene a éslos
como puntos de conlacto y son, por lo tanlo, las asintolas.
Cuando la envolvente es una elipse. el haz tiene todos sus
radios v puntos de contaclo propios.

Dos haces de planos proyectivos cuvos ejes se corlan, dan
por sus inlersecciones de elementos la superficie conica. Dos
haces de radios proyeclivos y concéntricos, pero en dislinto
plano, engendran, uniendo los radios homologos, un Aaz de

planos de segundo orden. Estas dos formas son la proyeceion

de la curva vy del haz de radios de segundo orden desde un
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punto exterior a su plano. Puede también considerarse el
cono como envolvente y los planos del haz de segundo orden
como las respectivas involutas. En ¢l caso particular de tener
los dos haces de planos generadores sus ejes paralelos, el
cono degenera en cilindro. Entre estas dos superficies hay
una diferencia notable respecto & sus secciones: pues mien-
tras el cono produce las tres curvas de segundo orden, el
cilindro da todas las secciones de igual naturaleza, y por esto
se divide en eliptico, hiperbélico y parabdélico, clasificacion
(que seria inadmisible para el cono.

Dos alineaciones proyectivas cuyos-lugares no estan en
un plano, 6 dos haces de planos cuyos ejes se erucen, dan
origen, por la union 6 interseccion de sus elementos, & una
serie de reetas, cuyo conjunto produce una superficie ala-
beada llamada doblemente rectilinea para recordar su doble
generacion caracleristica. El plano en el infinito puede ser
respecto de esta superficie secante 6 tangente: en el primer
caso, resulta el hiperboloide de una hoja, y en el segundo, el
paraboloide hiperbolico. Como el hiperboloide tiene una cur-
va de segundo orden en el inflinito, ¢l plano de una seccion
cualquiera puede cortar & ésta en dos puntos, 6 serle tangente,
O no tener ninghin punto comin: las secciones pueden ser,
pues, hiperboélicas, parabélicas 6 elipticas. El paraboloide

oeneralriz de

tiene en el infinito un angulo formado por una g

cada sistema: un plano cualquiera cortard en general en dos
puntos distintos los lados del dngulo, v la secciéon producida
en la superficie serd mnna hipérbola: cuando los dos puntos
coinciden con el vértice, obtenemos una parabola. Las genera-
trices del hiperboloide son todas paralelas & un cono, y las

del paraboloide, a dos planos. Cuando estos dos planos asin-

oticos o directores son ortogonales. el paraboloide se llama

equilatero.
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El hexagramo mistico que Paseal publicd en 1640, a la
edad de dieciséis anos (1), v del cual dedujo nada menos
que cuatrocientos corolarios (]|1'|1||it'1|;u|{'s :_,'.‘I']Il'l'illl“-& de la
curva de segundo orden (ue pasa por seis punlos). ¢s una
propiedad esencialmente grafica. cuya demostracion es faci-
lisima en la Geometria proyectiva. En este siglo ha sido
ohjeto de un profundo estudio, y se han encontrado de €l
aplicaciones interesantes por Steiner, Plucker, Hesse, Cayley,
Grossmann, Kirkmann, Salmon. Baur y Veronese. En 1806,
Brianchon (2) enriguecio la Geomelria con otro teoreima corre-
lativo del anterior, y como ¢l igualmente feeundo. Los dos
leoremas, lo mismo pueden referirse @ la curva, que al haz de
radios de segundo orden, y originan por proyeceion otros dos
leoremas analogos, aplicables & la superficic conica y al haz
de sus involutas planas.

Innumerables son las aplicaciones de estos leoremas en la
proyecliva; pero ninguna quizis lan inleresante como la
teoria de polo y polar. Estas denominaciones son debidas a
Servois y Gergonne; la teoria estd magistralmente Iratada en
las obras de Desargues y de La-lire; pero el verdadero [an-
damento probablemente lo encontrariamos ¢n Apolonio. La
polar es un triple lugar geométrico, pues reune: los puntos
armonicamente separados del polo por la curva, los vérlices
de los angulos circunscritos, cuyas cuerdas de contacto pasan

por el pt:n]n. y las intersecciones de dos pares de lados

A Este eélehre leorema esla eontlenido en un opuseulo de Pascal. titulado Essai

sur les r-r.rfrlrur'.\',

(2) Mémaire sur les surfaces courres du second deqgre Journal de UEcole Polijlech-

nique.,
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opuestos de todos los cuadrangulos complelos enyo lercer par
se retna en dicho polo. Las curvas de segundo orden dividen
al plano donde estin trazadas en dos regiones: la interior.
formada por puntos cuvos polares no cortan a la curva, v la
exterior redne todos los polos de reclas secanles. La curva.
que es ¢l transito entre una v otra region, esta conslituida por
punlos cuvas lll_llill‘t‘.‘ﬁ son langenles.

La leoria de la polaridad nos obliza 4 hablar de los ele-
mentos conjugados (1) 6 reciprocos (2). Dos puntos se llaman
conjugados cuando cada uno esti en la polar del otro. Un
punto es reciproco, pues, de todos los de su polar, ¥ para que
sea conjugado de si mismo, ha d¢ estar situado en la curva.
Asimismo dos rectas son conjugadas cuando el polo de una de
ellas estd en la olra, y para que una recla sea conjugada de si
misma, debe ser tangente & la curva. Si unimos tres puntos,
reciprocos dos & dos, pormedio de rectas, resulta un triangulo
en que cada vértice es polo del lado opucslo, dos vérlices son
exteriores y el otro interior, y ¢l tridangulo es autopolar (sef/-
conjugate, Salmon). |

Si el polo es un punto en el infinito, su polar divide por
mitad & un sistema de cuerdas paralelas y se Hama didmetro.
Las langenles trazadas en sus extremos deben reunivse en el
polo; luego son paralelas. Apoyandose en el importante teore-
ma de que, mientras el polo recorra una recta, su polar gira
alrededor de un punto que es polo de dicha reeta. tendremos
que todos los diametros deben reunirvse en el polo de la recta
en el infinito, que toma el nombre de centro. La posicion de
la recta en el infinito nos dice cual debe ser la sitnacion del
cenlro en cada una de las tres curvas. La elipse liene dicha
recta en el exterior. luego el cenlro esta en la region interna.

sus diamelros son todos secantes: la hipérbola esta cortada

(1 Hessk, De Curris el .\'H}n'rﬁra\'hus secuncli ovefinis,

PoxceLer. Traite hr!_‘.\‘ #H'i_}}”';l {rs ’”‘u;;'r'h ves dles ;;”r:; s,
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por la recta impropia en dos puntos, el centro esta, pues, en la
region externa y serd el punto de concurso de las asintlotas
(que separan los diametros seeantes de los no transversos: la
parabola, por ser tangenle 4 la recta en el infinito, tiene por
centro el punto de contacto donde concurren todos los didame-
tros: en otros términos, la pardbola no tiene centro vy sus dia-
metros son paralelos.

Las tres formas fandamentales de primera especie v las
CINeo de h(‘:':'.':llllllll orden (que de ellas se deducen, son conoci-
das bajo la denominacion de elementales v se han generalizado
en todas ellas las ideas de perspectividad, proyvectividad, ar-
monia v superposicion. La consideracion de dos alineaciones
proyectivas v superpueslas en una misma curva, probable-
mente se debe a Bellavitis {1). La investigacion de sus clemen-
tos unidos nos permile hallar la interseccion entre una recta y
una conica conocida por cinco puntos. Suponiendo la recta
en el infinito. esta inlerseceiom nos determina a priori el gé-

nero de la curva. De la union o interseccion entre los elemen-

tos de dos formas elementales v proyeclivas, una de primer

orden y olra de segundo, nacen formas de tercer orden (2).

VI

{'na de las teorias mas importantes de la Geomeltria mo-
derna. v que mas aplicaciones ha alcanzado, es sin ninguna

(1) Biriavims. Saggio di Geomelyia devicala. Padova, 1538,

(2) Las formas de tercer orden que resullan son las siguienles:

Haz de radios engendrado por alineacion ¥ eurva en un mismo plano.

Corva plana engendrada por dos haces de radios, uno de primero y olro de secundo
orden.,

Corva alabeada engendrada por haz de planos v las generalrices de una superficie
conica O doblemenle reclilinea,

Haz de planos engendrado por una alineacién ¥ un haz de radios de segundo orden

6 un sistema de generalrices.
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duda la de la involucidn. Aunque algunos casos particulares
de ella eran ya conocidos de los gedmetras griegos (1); mas el
desarrollo tan completo que tiene en la actualidad se debe 4
Desargues, por lo que es justamente considerado como su ver-
dadero autor. La proposicion 130 de la obra de Pappus trata
de la propiedad que resulta cortando por una transversal los
scis lados de un cunadrangulo completo, involucion entre seis
puntos, que define por un equiproducto muy parvecido al teore-
ma de Menelao. No es ésta la anica propiedad métrica carac-
teristica de la involueion entre seis puntos: hay infinidad de
relaciones numéricas sumamente interesantes: una de las mas
notables, tomada como definicion por muchos gedmelras, con-
siste en la igualdad de dos razones cuyos términos son pro-
ductos de las distancias de un punto i dos homalogos. Chasles
adopta la razon anarmonica para definiv la involucion. Todas
estas definiciones hacen referencia a seis elementos; no asi la
signiente, qque se encuentra en la Geometria de Staudt: involu-
cion es la superposicion de dos formas elementales y proyee-
tivas, con doble correspondencia entre sus elementos homo-
Iﬂ:_’\'llH.

Iln una curva involuliva, las reclas que unen dos puntos
homalogos concurren en un punlo (centro), vy los puntos de
interseccion de dos tangenles correspondientes estin en una
recta (eje) polar del centro. Como lodas las formas clementa-
les pueden relacionarse perspectivamente con la curva de se-
gundo orden, en todas ellas podremos hallar, apoyindonos en
la propiedad del centro 6 del ¢je, los clementos de una invo-
]llf'il‘m, dados dos pares de elemenlos Ilunh':lll;;'u.ﬁ.

El teorema mas importante en la involucion es sin duda
ninguna ¢l de Desargues (del cual es caso particular el teore-
ma de Pappus). pues sirvio al gran geometra del siglo xvir de

fundamento para su teoria de las ednicas. Esta involueion

Paepts. Mathematice collectyiones (Suyarwra: ualimuasyst). Alejandria, sigloiy




formada en una secanle que corta & una curva de segundo
orden v & un cuadrilatero inserito, v su proposicion correlati-
va, dan origen & otras dos involuciones. obtenida la primera
por interseccion con todas las comicas que pasan por cualro
puntos. v la segunda por las tangentes trazadas desde un pun-
Lo 4 las infinitas ednicas que son tangentes a cualro rectas. Asi
como los teoremas de Pascal v de Brianchon nos permiten
dibujar una conica. dados cinco puntos 6 cinco tangentes, el
de Desargues v su correlalivo nos permiten el trazado cuando
se nos da cuatro pllll[ur& YV una tangenle 0 cuatro langentes v
un ]:nnlm

Si suponemos dos moviles (ue vayan recorriendo el lugar
de la involucion. colocados siempre en punlos que se corres-
pondan doblemente, podran marchar en igual sentido 6 en
sentlido opuesto: de ahi resulta que la involucion se divida en
concordante vy opuesta. Mientras la concordante no tiene
puntos en (ue se confundan dos homologos, la opuesta tiene
siempre dos puntos dobles. La determinacion de estos puntos
juega un papel notable en las importantes teorias del ¢je
radical, de los focos v dircetrices y de las asinlotas. que
pueden considerarse como aplicaciones de la involueion.

Las circunferencias descritas. tomando como diametros los
scgmentos comprendidos entre puntos homologos de una
alineacion involutiva, tienen el eje rvadical (1) 6 linca de igual
polencia comin (2), y son cortadas ortogonalmente por toda
circunferencia que pase por los puntos dobles, v cuyo centro
esli evidentemente en el ¢je radical. Cuando la involucion no
liecne puntos dobles. todas estas circunlerencias pasan por dos
puntos [fijos, cuya unién es tambicén la linea de igual potencia.
Si desde los extremos de esta cuerda comim proyectamos los

clementos de la alineacion. resulta un haz involutivo en que

(1) Garerien., Jowrnal de UEcale Polytechwgue, 16 cahier. ann, 1813,

(2) SteiseR. Jouraal de Creile, tom 17— tanales de Gergonne, tom xvir. pag 290




