todos los radios son perpendiculares. mientras que en general
un haz involutive no tiene mas que un solo par de radios
ortogonales.

Varias son las definiciones que se conocen de los focos
de las conicas: pero ninguna nos parcce tan natural y propia
como la de suponerlos centros de haces involutivos de radios
conjugados v rectangulares. Facilmente se deduce que deben
encontrarse sobre un eje v en la region interna de la curva.
Si trazamos una serie de rectas paralelas: luego otra formada
por radios 1'uiljllgilllu,-& 44 lH'I‘]Il‘llllit'lllil]'l'.‘- a los de la anterior.
v cortamos las dos series por un ¢je. resultard una involucion
cuvos puntos dobles son los focos. En la elipse v la hipér-
hola. estan simétricamente colocados respecto al centro; en la
circunferencia se confunden con este punto, y en la parabola
uno de ellos esta en el infinito y. por lo tanto, ¢l otro divide
por milad los segmentos de la involucion formada en el eje.
Asombra la facilidad con que se demuestra en esta leoria la
importante propiedad de ser la tangente y [a normal biseelri-
ces de los dngulos que hacen los radios veclores, asi como la
constancia de razon entee las distancias de los puntos de la
conica & un foco vy & su polar. 6 sea la diveetriz correspon-
diente.

Todos los clementos reciprocos en una conica (puntos o6
rectas) constituyen una involucion: luego todos los diametros
conjugados forman un haz involutivo, en que las asintolas
son los radios dobles v los ejes el par ortogonal. Se pueden
hallar los ejes cuando se nos hayan dado dos pares de diame-
tros conjugados, buscando los elementos unidos en dos haces
involutivos superpuestos, determinado ¢l uno por los datos ¥
¢l otro formado por rectas perpendiculares. Siempre que
lengamos dos involuciones superpuestas, se hallan elementos
unidos, excepto cuando las dos son opuestas y los clementos

dobles de la una estan ."\t"l}i'll':ll]{lh por los de la olra.

Del siguiente problema. que da en general cuatro solucio-
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nes: «dado un haz involutivo de radios v un tridngulo,
circunscribir 4 éste una comica en la cual los elementos del
haz scan conjugadosy. v de su correlativo, se deducen los
signientes: construir una conica, dados tres puntos y dos
tangenles O dadas tres langentes ¥ dos puntos: aAsl COmo:
lrazar una curva de segundo orden. dados tres puntos ¥ un

foco 0 dadas tres langentes y una direclriz.
Vil

La idea de la proyectividad no es menos interesante en las
formas de segunda especic que lo ha sido en las de primera.
Como existen en ellas elementos de dos naturalezas distinlas,
al comparar dos sistemas planos, dos radiaciones o sistema
plano v radiacion, podran presentarse dos casos diferentes.
O bien: 4 un elemento de una forma corvesponde olro en la
segunda, y & elemento mas complejo (1) que pase por aquél,
corresponde otro también mas complejo pasando por ¢ste,
siendo entonces las formas colincales, segin Mibius, y /omo-
grdficas, segin Chasles; 6 por el contrarvio, & un elemento de
una forma y & olro mis complejo que pase por ¢l, correspon-
de en la segunda otro elemento y un segundo menos complejo
conlenido en ¢l primero, en cuyo caso las [ormas se Haman
reciprocas. Tanto las formas colincales como las reciprocas
son proyectivas, es decir, licnen sus razones anarmonicas
comunes. Dos sistemas colineales se transforman en perspec-
tivos después de un movimiento convenienle. v pueden con-
siderarse asimismo como primero y tiltimo término de una
serie de formas perspectivas.

In lun'ti(-ul;n‘. dos sistemas planos seran colincales cuando

(1) Suponemss. para wayor inteligencin de este parrafo. ¢l plano de naluraleza

mas compleja que la recta. ¥ ésta mas compleja que ¢l punlo,
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a un punto del uno corresponde punto en ¢l otro. y & recta
que pase por cl primero otra que pase por ¢l segundo. Cuatro
clementos determinan la homogralia: asi es que se obtendran
dos sistemas planos colineales haciendo corresponder dos
cuadrangulos 6 dos cuadrilateros completos. A una curva del
primer sistema se refiere en ¢l segundo otra curva que debe
ser de igual orden vy de la misma clase: pero que quizas
difiera en el género. pues no se corresponden en general los
elementos en el infinito. Asi tenemos que dos conicas cnales-
quiera siempre pueden relacionarse entre si colincalmente, v
cualquier propiedad descriptiva & métrica, que no dependa
mas (ue de razones anarmonicas. verdadera en una de las
curvas, subsiste en su homografica. La importancia de esta
transformacion es, pues. considerable desde el momento que
nos da un medio de poder inducir con toda seguridad. Basta
haber encontrado una propiedad en una curva cualquicra,
para tener la convieeion mas absoluta de que existe la misma
propiedad en todas las curvas del mismo orden y clase. Asi,
por ejemplo, con s6lo hacer un estudio minucioso de las
propiedades de la circunferencia, tenemos ya un conocimienlo
asi completo de los teoremas referentes a la elipse, hipérbola
y pardbola. No es ¢ésta latinica importancia de la colincacion;
nos da ademds una representacion grafica de los elementos en
el infinito, por sus correlativos de la fignra colineal, elemen-
tos cuya idea no podiamos adquirir. ni por nuestros sentidos,
ni por la imaginacion. Cuando dos sistemas planos colineales
tienen una alineacion comin, si no son superpueslos, seran
perspectivos, v si. por el contrario, estin en un mismo plano,
tendran comiu también un haz de radios. Enlonces los siste-
mas son homolégicos, siguiendo a Poncelet, 6 colineales con
centro y eje de colineacion, conforme a Magnus.

Entre dos radiaciones. la colineacion significa que a recta y
plano de la primera corresponde recta y plano en la segunda.

[.a homografia entre radiaciones se determina por un cuatria-
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rista 0 un tetraedro completo, v generaliza las propiedades
deseriplivas y las métricas (de razones anarmonicas) para las
superficies comicas. Seran homologicas cuando lengan plano
v eje de colincacion. Por iltimo, 1a homografia entre sistema
plano y radiacion supone la correlacion de punto y recta, res-
pectivamente, con recla y plano, v da origen & que las propic-
dades estudiadas en las curvas puedan aplicarse con loda
gencralidad a las superficies conicas.

Dijimos que los elementos en el infinito no se correspon-
dian generalmente en dos sistemas planos colineales: pues
bien: en el caso particular de que exisla esta correspondencia,
los sistemas planos se llaman colineales por afinidad 6 alia-
dos. Es evidenle qiu' el paralelismo en una de las dos liguras
afines, origina paralelismo también en su aliada, asi como tlos
alineaciones correlativas tendran que ser semejantes, pues los
elementos en el infinito son homélogos. Los cuadriliteros
completos que sirven para la transformacion. se converliran
en triangulos. suponiendo que uno de los lados conocidos es
la recta en el infinito. Las curvas aliadas, no sdlo son del
mismo orden y clase, sino que hay coincidencia en ¢l género;
asi es que la cireunferencia, por ejemplo, sélo puede ser afin
A una clipse. Dos segmentos homdlogos en dos sistemas
planos afines tienen una relacion constanle enlre sus areas.
Averiguando cual sea esta relacion. puede hallarse una de
cstas dreas conociendo la otra.

Casos particulares de la alinidad son la equivalencia y Ia
semejanza. Advirtamos, no obstante, que la idea de equiva-
lencia es mucho mas restringida en la Geomeltria proyectiva
que cn la elemental, desde ¢l momento que en aquélla la
equivalencia s6lo se supone entre figuras afines. No sucede
asi con la semejanza, pues enlendemos por tal la relacion que
exisle entre dos figuras colincales que tienen sus dngulos
homologos iguales. Como el paralelismo significa angulo cero,

es claro que a dos paralelas de la primera [igura se corres-
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ponden otras dos paralelas en la segunda, y por lo tanto los
puntos en el infinito son homdlogos. v en la semejanza hay
afinidad. De ahi se deduce que los segmentos correlativos
estan en una razom constante (razon de semejanza). en comple-
ta conformidad con la teoria elemental. Si por un movimiento
de rotacion auxiliar. un par de rectas homologas llegan a ser
paralelas. el paralelismo serda comun para todas las demas
reclas: habra, pues. un eje de colineacion en el infinito, y por
consiguiente obtendremos un caso particular de la homologia,
que se llama homotecia, y que no significa otra cosa que la
reunion de semejanza y perspectividad. El centro de la coli-
neacion toma entonces ¢l nombre de centro de homotecia 6 de
semejanza. Cuando la razon de semejanza es igual & uno 6 a
menos uno, las figuras son congruentes, de modo que la con-

griencia ¢s un caso pm'tivulm- de la semejanza.

VIII

Dos sistemas planos son reciprocos cuando & punto y rec-
ta del primero corresponde recta y punto en ¢l segundo; dos
radiaciones, para ser reciprocas, deben relacionarse de modo
que 4 recta y plano de la una se refiera plano y recta en la
otra, v la reciprocidad entre sistema plano y adiacion exige
que sean homologos punto y recta de aquél con plano y recta
de ésta. Dos formas reciprocas a una lercera, son colineales
entre si.

En dos sistemas planos reciprocos, la alineacion de puntos
en el infinito de uno de ellos se corresponde, en general, con
un haz de radios cuyvo centro es un punto |n'n||in. Para cons-
truir dos sistemas planos reciprocos, basta relacionar un cua-

drangulo y un cuadrilatero completos. A una curva lugar de
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venle de rectas, siendo el orden de la una igual a la clase de
la otra. En el caso particular de ser una conica la primera,
deberd serlo también la segunda, pues sabemos que las cur-
vas de segundo orden son de segunda clase, y reciprocamente.

Podemos obtener una transformacion reciproca 6 correla-
tiva por la teoria de la polaridad. Basta trazar una comica cual-
(uicra (una circunferencia, para mavor sencillez) v hallar,
segin Poncelet, las polares y los polos de todos los puntos y
rectas de la figura dada. Si ésta expresa la demostracion de
un teorema 6 la solucion de un problema, la correlativa ex-
presard la demostracion de otro teorema 6 la solucion de otro
problema que difiere del dado en la permuta de sus elemen-
los punto y recta. Puede decirse que toda relacion grifica tiene
su correlativa, excepto cuando la relacion propuesta es reci-
proca de si misma, como sucede algunas veces. Como la polar
reciproca de una circunferencia, puede ser clipse, hipérbola 6
pardbola, segin la posicion que tenga respecto el centro de la
comica auxiliar de la transformacion: asi es que toda propie-
dad descriptiva que demostremos en la circunferencia origina
otra propicdad correlativa en todas las conicas. Se comprende,
pues, la utilidad ¢ importancia de esta teoria como mdétodo de
invencion, asi como se encuentra logico ¢l entusiasmo que ha
despertado en todos los gedmetras. No se contentaron éstos
con la transformacion de las propiedades graficas; pretendie-
ron aplicarla & las métricas, para lo cual demostraron los si-
guientes teoremas: El dngulo de dos rectas es igual al de los
dos radios que van desde el centro del circulo transformador
4 los dos respectivos polos (1). La razén anarmanica de cuatro
puntos es igual 4 la de las cuatro rectas correspondientes de

la figura derivada. La relacion de las distancias de dos pun-

(1 Para la transformacion de las propiedades referenles a angulos, debe recor
darse ademis que uno de los focos de Ia eonica resullante es ¢l centro dela cireunferencia

auxiliar, v la directriz correspondiente es la polar del eentro del cirealo gque transforma-
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entre las doblemente rectilineas, el hiperboloide de una hoja v
el paraboloide hiperbélico, v entre las que lienen un solo sis-
tema de generatrices rectilineas, ¢l cono y el cilindro.

La teoria de la polaridad se presenta algo mas complicada
en las superficies de segundo orden que en las curvas. A cada
punto 6 polo corresponde un plano polar. que es lugar geomé-
trico: de los puntos armonicamente separados del polo por la
superficie: de las polares del punto dado en las varias conicas
cuyos planos pasan por el polo: de las inlersecciones de planos
tangentes a la superficie. en puntos alineados con el polo.
v de los puntos de contacto de las rectas y planos tangentes
trazados desde el punto dado. La intersececion del l)lmln lm];lr
con la superficie es la curva de contacto del cono circunserito
a la superficie, teniendo por vértice el polo, cono que resulta
de segundo orden. Si trazamos por este vértice una recta, es
evidente que podran trazarse por ella dos planos tangenles al
cono, v como todo plano tangente 4 éste lo es & la superficie
propuesta en algiin punto de la curva de contacto, resulta que
toda superlicie de segundo orden es de segunda clase. Cuando
el vértice 6 polo se aproxima a la superficie hasta confundirse
con ella, el cono degenera en el plano polar, que serda enton-
ces lugar geométrico de las langentes 6 plano langente. No es
esta relacion entre punto v plano la dnica que nos interesa en
la teoria de la polaridad: hay ademds otra relacion entre reclas.
que son llamadas por Staudt polares, mientras que otros geo-
metras la designan impropiamente con el nombre de conjuga-
das. Dos rectlas son polares respecto de una superficie, cunando
una es lugar de una serie de planos y la otra de sus respecti-
vos polos. Si una de ellas es tangente a la superficie, la otra
lo serd tambien en el mismo punto de contacto. Es evidente
que de esta leoria se deduce otro método de transformacion
de figuras, debido también a Poneelet, con solo determinar,

respecto & una superficie de segundo orden cualquiera (que

para mayor sencillez puede ser una esfera), los elementos que
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se corresponden por la polaridad. En este poderoso método de
invencion se corresponden los puntos 4 sus planos polares,
los planos & sus polos v las reclas a4 sus polares, habiendo
correlacion también entre una superficie de orden m lugar de
puntos con otra superficie de clase m envolvente de planos.
Asi, por ejemplo. basta estudiar la esfera para que podamos
transformar todas sus propiedades descriptivas, y muchas
métricas en otras correlativas, referentes a cualquiera super-
ficie de segundo orden.

Dijimos que las rectas polares no deben llamarse conjuga-
das: pues mientras son determinados siempre los elementos
llamados polares, son por el contrario constantemente indeter-
minados los que se denominan conjugados. Asi, un punto es
conjugado a todos los puntos v & todas las rectas que hay en
su plano polar, mientras que un plano es conjugado & las rec-
tas y planos que pasan por su polo; y por dltimo, una recta es
conjugada, no solo de todos los puntos de su polar y de los
planos que pasan por ésta, si que también de todas las rectas
(que la cortan.

Los clementos polares de otros que estan en el infinito,
toman en las superficies nombres especiales, como sucedia en
las curvas. El plano diametral es el polar de un punto en el
infinito; una recta impropia tiene como polar un didmetro, y el
plano en el infinito tiene por polo el centro. Las observaciones
de que cada didmetro tiene otro conjugado v perpendicular, y
que un haz de diametros corresponde @ una superficie conica
de diametros conjugados v ortogonales, son sumamente utiles

para la determinacion de los planos principales, ejes v vértices

de las superficies de segundo orden.




Los espacios. 6 sean las formas fundamentales de tercera
t'r-.lu‘i'it'. Illil'l]!'ll ser ('Hlillt‘illt'ﬂ O l'l'{‘illl‘lll'ﬂ.-i, Vv oen :lll]llnr-& Casos
existe entre sus formas elementales integrantes la proyvectivi-
dad. exactamente lo mismo como entre sistemas. planos v ra-
diaciones. Con objeto de abreviar. diremos solo que la colinea-
cion se determina por cinco puntos, de los que cualro no estan
en un plano. 6 por cinco planos, de los que cualro no pasan
por un punto. Para que dos espacios sean perspectivos. basta
que tengan un sistema plano unido, en cuyo caso tienen unida
también una radiacién, y habra por lo tanto centro y plano de
colineacion 6 de homologia. Nada diremos de los espacios
aliados, equivalentes, semejantes y homoléticos, porque seria
una repeticion de lo que dijimos al tratar de las formas de se-
gunda especie; haremos so6lo notar que la equivalencia se re-
fiere & volimenes, y que cuando la razon de semejanza es
igual & uno & & menos uno, los dos sistemas serdn congruen-
les & bien simétricos.

La reciprocidad en el espacio supone la misma correlacion
que la polaridad aplicada & las superficies. Asi, por ejemplo.
a una curva alabeada corresponde en el sistema reciproco olra
curva también alabeada. v 4 cada punto de la primera un
plano osculador en la segunda.

De la consideracion de dos sistemas planos 6 dos radiacio-
nes 6 dos espacios reciprocos superpueslos v en involueion.
se deducen consecuencias importantisimas, que vienen a ser la
generalizacion de la polaridad reciproca para las curvas. conos
v superficies de segundo orden. El sistema plano polar, que

resulta en la involucion de dos sistemas [:I;ums reciprocos y

superpuestos. contiene infinidad de alineaciones involutivas,




de haces de radios en involucion v de triangulos autopolares.
El caso particular de que exista dircetriz en ¢l sistema, se
confunde con la polaridad reciproca de Poncelet. Otro tanto
puede decirse de la radiaciin polar, que puede tener directriz
(superficie conica de segundo orden) 6 dejar de tenerla. Dos
sistemas reciprocos del espacio estan en involucion 6 consti-
tuyven un espacio polar, cuando los vértices de un tetraedro
s¢ corresponden con sus caras opuestas. Si el sistema polar
tiene puntos que coincidan con sus planos polares, todos estos
puntos constituyven una superficiec de segundo orden. que
debemos considerar como doble 6 direetriz, suficiente para
determinar el sistema polar. El espacio polar contiene inflini-
dad de sistemas planos, de radiaciones y de tetraedros polares.

Cuando dos espacios reciprocos estan colocados de modo
que cada plano del uno pasa por el punto que le corresponde
en el otro (caso particular de la involucion anterior), constitu-
yen lo que Mibius y Staudt llaman un sistema focal (Nulls)s-
leme). Las rectas que coinciden con sus homoélogas, son las
directrices 6 radios directores; su conjunto forma ¢l Hamado
complejo lineal de radios. Determinan un sistema focal, y por
lo tanto un complejo lineal de radios: un pentagono alabeado
simple, en que cada lado sca conjugado de si mismo; tres
rectas que se eruzan, una de ellas directriz y las otras dos
conjugadas entre si: cinco rectas directrices: un sistema regla-
do en involuciéon: v el eje principal v una directriz que se
cruce con ¢l oblicuamente. Para comprender lo que es eje
principal de un sistema polar. debe saberse que.lo mismo que
en las superficies de segundo orden, se llaman didmetros las
polares de las rectas en el infinito, lugares geométricos de los
focos de un sistema de planos paralelos. Cuando este diame-
tro sea perpendicular al sistema de planos paralelos, toma
el nombre de eje principal, que serd evidentemente perpen-

dicular a todas las directrices que le corten. Una rotacion

alrededor del eje principal no altera el sistema [ocal ni el com-
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plejo lineal de radios. Todas las directrices son tangentes 4 una
hélice coaxil con el sistema focal. Fué descubierto este sistema.
en 1833, por Mibius, estudiando la reduccion de un sistema
de fuerzas dadas en el espacio & dos resultantes equivalentes.
Cuatro anos mas tarde lo encontraba Chasles al estudiar la
siguiente cuestion, también mecinica: si un solido experimenta
un movimiento helizoidal infinitamente pequeno, los planos
normales 4 las trayectorias de sus diferentes puntos son con-
jugados & estos puntos en un sistema focal determinado por
el mismo movimiento.

Las curvas alabeadas de tercer orden, 6 lo que es lo mismo,
que un plano no puede cortarlas en mas de tres puntos, pue-
den ser engendradas por los siguientes medios: 1.°, por dos
radiaciones colineales que no sean concéntricas, perspectivas
ni homologicas; 2.°, por tres haces proyectivos de planos;
3.9, por la interseccion de dos superficies doblemente recti-
lineas que tengan un radio comin; 4.°, por la de dos superfi-
cies conicas que tengan también una generatriz comin; 5.%, por
la interseccion de una superficie doblemente rectilinea con un
cono en las mismas condiciones. Toda curva alabeada de
tercer orden esta proyectada desde uno de sus puntos sobre
un plano cualquiera en una curva de segundo orden; por lo
cual se las llama conicas alabeadas, etibicas 6 de tercer orden.
Las conicas cibicas quedan determinadas cuando se conocen
seis de sus elementos, ya sean puntos tangentes, secantes 0
planos osculadores. La clasificacion de las conicas de tercer
orden radica, como en todo lo que llevamos dicho, en la situa-
cion del plano en el infinito: si éste corta 4 la curva en tres
puntos, tendremos la hipérbola alabeada; si dos de estos
puntos son coincidentes, obtenemos la hipérbola parabdlica;
si corta en un solo punto, la curva se llama elipse alabeada, y
si el plano en el infinito es osculador a la curva, ésta se deno-
mina pardbola alabeada. El exidgono inscrito en una conica

cibica goza de la siguiente propiedad, que recuerda el teore-

be
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ma de Pascal: este exdgono esta proyectado desde un punto de
la curva por un exaedro cuyas caras diametralmente opuestas
se¢ cortan en rectas que estin situadas en un mismo plano.
Dos sistemas planos colineales, que no son perspectivos, ni
superpuestos. ni homologicos, engendran un haz de planos de
tercer orden. Nos formaremos una idea clara de esta forma.
sabiendo que todos los planos osculadores de una cénica

ctibica constituyven dicho haz.

Desde los prineipios mas elementales de la Geomelria, y
en el ligero bosquejo de propiedades proyectivas que acaba-
mos de hacer, se manifiesta con toda lucidez, se ostenta con
todo su esplendor, una continua dualidad, hecho notable y
transcendental que asombra que no se haya ni vislumbrado
hasta nuestros tiempos. Si no contara nuestro siglo con tantos
y tantos descubrimientos que se van sucediendo con rapidez
vertiginosa en todos los ramos del saber humano, y que seran
sin ninguna duda causa de asombro y veneracion para los
siglos venideros, le bastara seguramente el haber formulado
esta ley de la dualidad para que el siglo x1x ocupase un lugar
muy preferente en la historia de la Ciencia. Existe dualidad
en los sistemas planos, en las radiaciones y en el espacio.
Cada teorema 6 problema da origen & otro correlativo 6 reci-
proco con so6lo cambiar en el plano los elementos punto y
recta; en la radiacién, la recta con el plano. y en el espacio,
punto y plano. Las dos mismas geometrias plana y de la
radiacion son correlativas entre si: una propiedad de la pri-
mera conduce a otra reciproca en la segunda, aplicando la
sustitucion de elementos que constituye la dualidad en el

espacio. Cualquiera propiedad grafica que hoy se descubra en

la extension de tres dimensiones, da origen & que cualquiera
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de nosotros, sin mérito ni trabajo alguno. pueda enunciar y
demostrar otra propiedad, que serd tan importante en la Cien-
cia y de tantas aplicaciones en la practica como la primera.
Asimismo, una propiedad descriptiva de una figura plana
producird con la misma facilidad otra reciproca en figura
plana también; y de las dos propiedades naceran inmediata-
mente otras dos, que seran sus correlativas en las radiaciones,
de modo que la primera se habri cuadruplicado.

Si Desargues v Poncelet no hubiesen formulado sus im-
portantisimas tesis sobre los elemeéntos en el infinito, es
posible que no se hubiese podido enunciar jaméas esta célebre
ley de la dualidad, 6 & lo menos no se hubiese verificado con
la generalidad que se le da actualmente. La transformacion
de cualquiera propiedad, por sencilla que fuese, obligaria fre-
cuentemente a limitar la extension de su corrvelativa. Asi, por
ejemplo, de la propiedad elemental «dlos puntos determinan
una rectay, deducimos en la actualidad que «dos planos se
cortan en una rectay; mientras ue si los elementos en el infi-
nito no hubiesen sido adoptados en Geometria, diriamos que
«dos planos se cortan en una recta, excepto cuando son para-
lelosy.

Dispitanse 1a prioridad de la enunciacion de la ley de la
dualidad dos grandes gedmetras: Poncelet y Gergonne. Esta
controversia notable, como la de Newton y Leibnitz, como la
de Galvani y Velta, ha sido fallada en la actualidad con la
mayor lucidez é imparcialidad. Todos los gedmelras contem-
porancos reconocen que la ley ha sido enunciada por Gergon-
ne; pero ue habia sido inspirada en la fecunda teoria de las
polares reciprocas del fundador de los métodos de transfor-
macion. Asi como Poncelet necesitaba de una curva 6 de una
superficic como instrumento de transformacion, Gergonne se
eleva 4 una mayor abstraccion., prescinde de la cuadrica

transformalriz v viene & convertir la dualidad en una especie

de axioma filosé6fico.
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En Geometria analitica se hace patente la ley de la duali-
dad por las coordenadas tangenciales de Plucker. Asi como
se llaman coordenadas de un punto los valores que lo determi-
nan. asimismo llamaremos coordenadas de una recla 6 de un
plano los parametros que hay en su ecuacion, pues fijan su
posicion en el espacio. Una ecuacion de primer grado en
coordenadas de puntos representa una recta 6 un plano, y, por
el contrario, en coordenadas de rectas 6 de planos significa un
punto. Ahora bien; un teorema cualquiera, demostrado en
analitica, empleando coordenadas carlesianas 6 bobilerianas,
da origen & su correlativo, con solo sustituir aquellas coorde-
nadas por las pluckerianas, dejando subsistente el mismo
céleulo y razonamiento.

Esta dualidad no es exclusiva de la Geomelria: puede
aplicarse asimismo en Mecéanica. Los tinicos movimientos que
puede tener un sélido invariable son, en cfecto, dos: la tras-
lacion y la rotacion, pues el helizoidal es la simultaneidad de
los dos movimientos. Entre dos puntos materiales existen
siempre dos fuerzas: la accion y la reaccion, que & su vez se
descomponen en otras dos: tangencial y normal. Sobre todo,
si hacemos, como en Geometria, la substitucion de punto por
plano, obtendremos, como observa Augusto Comte en su
curso de Filosofia positiva, otra Mecéanica racional correlativa
de la usual, y en que el principio de velocidades virtuales
se transforma en otro principio llamado de las rotaciones

virtuales.

No son éslas las anicas ventajas que liene la Geometria

moderna respecto de las obras inmortales de los gl‘andes

geometras griegos. Sentimos profunda veneraciom por los

L
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elementos de Euclides, que seran siempre un modelo en el
mdétodo, en la exactitud de las demostraciones v en la claridad
de la exposicion; por los datos. especie de analisis determi-
nada, y mis atin por la obra enigmatica de sus célebres poris-
mas, no descifrados desde época tan remota hasta el siglo
actual por el poderoso genio y paciente laboriosidad de
Chasles. Igual veneracién nos catisan las obras de Arquime-
des, Apolonio, Aristeo, Eratostenes. Hiparco, Ptolomeo y
Pappus. Pero aunque reconozcamos que muchas de las ver-
dades de la Geometria actual tienen cimientos muy solidos en
nuestros verdaderos maestros, especialmente en Euclides,
Apolonio y Pappus, no obstante, en las tesis de los modernos
brilla una abstraccion y una generalidad, que indGtilmente
buscariamos en sus inspiradores, stos, por el contrario, de-
mostraron una preferencia evidente por las soluciones par-
ticulares, de tal modo, que consideraban como problemas
distintos los varios casos de una misma cuestion, que solo se
diferenciaban entre si por la posicion de los datos. Esto hacia
que su método, aunque muy riguroso, debia ser pesado, y lo
atestigua el siguiente hecho referido por Plutarco. El hijo de
Lagus, Ptolomeo, quiso ser discipulo de Kuclides; pero fatiga-
do y asustado por las dificultades del estudio, ¢l principe
preguntd si existia una via mis expedita para estudiar la
Geomelria; lo que motivé aquella célebre respuesta del gran
geometra: py sva fasthudy dzpame mgts Fewpetsizy (no; la Geometria no
liene una ruta especial para uso de los reyes). A esta réplica
ha anadido Hankel, como comentario, que la Geometria mo-
derna es precisamente la ruta que pedia el hijo de Lagus.

El trinsito de lo particular & lo general, de lo concreto &
lo abstracto, no se verifico hasta el siglo xv, cuando Viela
fundé su notacion literal 6 algebraica para representacion de
los niimeros, dando & la Ciencia una generalidad desconocida

hasta aquellos tiempos. Debe ser considerado como el verda-

dero continuador del método analitico de Platon; pues su
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logistique specieuse no hace otra cosa que aplicar dicho méto-
do 4 la ciencia de los niimeros ¢ interpretar geométricamente
los resultados algebraicos. Esta interpretacion fué¢ el primer
paso dado para realizar el pensamiento sublime y profético
de Pascal: «dos niimeros imitan al espacio, & pesar de ser su
naturaleza tan diferenten. Realizacion mas completa de este
pensamiento que la obtenida por Descartes con su aplicacidn
del Algebra d la teoria de las curvas, es imposible que jamas
se haya verificado en la historia de la Ciencia.

I.a Geometria cartesiana se llamé analitica, por haber
tomado como medio de investigacion el andlisis algebraico, ¥
se ha designado muchas veces la Geometria pura 6 sin mezcla
de céalculo con el calificativo de sintélica, denominaciones
que serian impropias si se atendicra solamente al método
filosofico empleado, pues éste es un andlisis casi siempre, y
en cambio existen sintesis preciosas en la analitica. Adquirio
la Geometria, como era natural, la misma generalidad y
seguridad que el instrumento algebraico que usaba; pues
por una sola férmula se manifestaban propiedades generales
de familias enteras de curvas, mientras que hasta entonces
no se habian estudiado sino propiedades particulares de al-
gunas curvas, consideradas de un modo individual, sin enlace
ni relacion entre una curva y otra. Sin perder nada del ri-

gorismo que siempre tuvo el método geomélrico, adquirié

o

.

la Ciencia, con la aplicacion del .\Igt:ln'u a la teoria de las eur-
vas, vy mas tarde 4 la de las superficies, una facilidad grande
en los procedimientos, que es quizas el principal timbre de
gloria de la obra cartesiana.

Arrastrados los geometras contemporineos de Descartes
por el entusiasmo méas completo hacia su método, abandona-
ron casi en absoluto la Geometria pura, v este abandono aun
fué¢ mayor después de conocer el caleulo infinitesimal, inven-

cion sublime y simultinea de dos grandes genios: Leibnilz v

Newton. No obstante, la analitica tiene un grave defecto, que

-
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no tenemos ningtn inconveniente en declarar, cual es que la
prolijidad de sus calculos disirac muchas veces al geémetra
del objeto principal de sus especulaciones. Mucho se ha obvia-
do este grave defecto en la analitica moderna, por el uso de
las anotaciones abreviadas, de las determinantes, del método
de las identidades y de las formas 6 ecuaciones homogéneas.
a las que sirven de poderoso auxiliar las coordenadas trili-
neales v tetraédricas de Bobillier,

Si es cierto que fueron ingratos los entusiastas de Descar-
tes abandonando la Geomelria de Euclides, nuestro siglo ha
protestado de lamana ingratitud, con tal fuerza, que la Geo-
melria pura renacio de sus cenizas, 6 mejor dicho, desperto
de su letargo; mas tan modernizada, cubierta con un ropaje
tan vistoso, que reune la facilidad, generalidad y casi todas
las ventajas de su compaiiera la analitica; pero como hace
exclusion completa de todo cileulo, el geometra no pierde
nunca de vista la cuestion que esta estudiando.

Después que los materiales que sirvieron de cimiento i la
Geometria moderna fueron preparados por Carnot, Poncelel
y Monge, se han construido tres obras colosales, que son las
geometrias de Chasles, Steiner y Staudt, tres verdaderos mo-
numentos del siglo actual, con caracter marcadamente propio.
La geometria de Staudt se diferencia de la de Chasles y de la
de Steiner en que no atiende mas que & las propiedades gra-
ficas, y el prescindir por completo de las métricas, le comu-
nica un sello tal de generalidad, que por esta causa fué la que
elegimos para explicar & nuestros alumnos, como consla en
el extracto que hemos hecho.

Nos quejabamos antes de la injusticia de los entusiastas
del andlisis cartesiano; mas debemos aiadir, asimismo, que
son injustos también los que ahora suponen que la Geometria
moderna hace innecesaria la analitica y hasta el mismo

caleulo infinitesimal. En el estudio de la ciencia abstracta de

las leyes del espacio y del tiempo, se manifiestan, por mis que
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parezca raro, ingratitudes y apasionamientos impropios del
caricler severo € imparcial que siempre debe ostentar el ma-
temdatico. Los dos métodos que existen para el estudio de la
extension, no deben ser considerados como antitéticos; por el
contrario, se auxilian mutuamente, el uno complementa al

olro.

XII

Para terminar, faltanos decir dos palabras respecto a la
influencia que la Geometria proyectiva ha tenido sobre las
demés ramas de la ciencia matemética. Lo mismo que la
analilica, ha recibido una transformacion trascendental la
Geomeltria descriptiva. Compéarense, en efecto, las obras de
Fiedler, de Schlesinger, de Bellavitis y de Cremona, con la
clasica de Monge, y se vera la gran diferencia, el colosal pro-
greso que la influencia de la Geometria moderna ha realizado
en la descriptiva.

No obstante, la transformacion quizis més notable la ha
sulrido la Mecéanica, desde que Culmann, en 1860, explicd por
primera vez, en la Escuela Politéenica de Zurich, su Estatica
grafica, que ha asombrado al mundo cientifico, tanto por la
sencillez de su teoria, como por la importancia de sus aplica-
ciones. A pesar del poco tiempo de su invenciéon, hay cate-
dras establecidas de Grafostatica, 4 mas de la de Suiza, en
Austria (1), en Alemania (2), en Italia (3), en la Politécnica de
Riga y en las Universidades de Copenhague y Cinecinatti.

Pues bien: la nueva ciencia de Culmann, desconocida, a lo

(1) En Viena, Praga. Gralz v Brunn
(2) En Berlin, Munich, Dresde, Hannover, Stullgard, Aix-la-Chapelle, Carlsruhe
y Darmstadt.
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(3) En Milan, Padua, Roma, Napoles, Turin, Bolonia, Palermo, Pavia y Pisa.
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menos oficialmente, en Espaiia, puede ciertamente apoyarse
en el caleulo de las equipolencias de Bellavitis, en el de las
-antidades extensivas de Grassmann, en la misma Geometria
analitica y hasta en procedimientos elementales (1); pero se
presenta absolutamente logica, natural y mucho mas sencilla
cuando se la hace preceder, como hizo su ilustre inventor.

por el ealculo :__-;1';'1['icu v la Geometria proyectiva.

He terminado, excelentisimo sefior, la tarea (que me impu-
sisteis; perdonadme si quizis no he complacido 4 tan ilustrado
auditorio, como ardientemente deseaba: pero antes de dejar
esta tribuna, permitidme, excelentisimo senor, que dirija al-
gunas pocas palabras a nuestros queridos alumnos. Asi como
Fausto, al rayar el alba, se lamentaba de que naciera otro dia
mas, que, debido 4 la inmutabilidad de las leyes naturales,
debia ser idéntico & sus antecesores, nosotros en este momento
sentamos la idea radicalmente opuesta del alquimista imagina-
rio: anhelamos la venida del nuevo curso, pues vemos clara-
mente, no s6lo la evolucion progresiva de la idea, en su rica ¢
inmensa variedad de manifestaciones, sino el progreso corre-
lativo en la juventud estudiosa, que es hoy mejor que ayer y
sera manana mejor que hoy. Si, mis buenos amigos; si bien es
verdad que llegaréis 4 saber mas que vuestros maestros, tam-
bién es cierto que os aventajaran vuestros alumnos. No exis-
te, no, ley tan fija, tan constlante, tan tenaz como la ley del
progreso.

No os arredre el pensar que el campo donde debéis culti-

var vuestra inteligencia va agrandindose cada dia mas y mas:

(1 Como Reuleaux. OIt y Bauschinger.
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pues en cambio los utiles de esta sublime labranza, es decir,
los métodos que os han dado vuestros maestros, van también
perfeccionandose sin cesar, y por lo tanto con menos cansan-
cio podéis recoger mejores y mas sazonados frutos. Lo que
debéis procurar es que estos frutos (ue recogéis no estén
averiados, y para lograrlo, debéis huir de toda clase de exage-
raciones y apasionamientos: vuestra inteligencia debe actuar
siempre con libertad y completa independencia, no debe cono-
cer otras trabas que las de la rigurosa logica. La Ciencia debéis
amarla por lo que ella vale, no porque favorezca 6 perjudique
ningun prejuicio que a priori hubieseis formado. Desarrollan-
do vuestros conocimientos, y sin presumirlo siquiera, perfec-
cionais todas las facultades de vuestro espiritu; pues cuando
el hombre es mas sabio, es también mas sensible y mas

bueno.

HEe picuo.
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