
IlItlos los 1·'Hlios son P('1"pf'ndi l'l1"lI ' ( '~' micu trns c¡tll~ cu ~( ' Jl("'al

Ul1 lmz in volu t ivo )lO th-ue lilas '111l' 1111 ~olu pillo cle )';Idios

c11'1 CIg'OIl:l It· S .

Ym-iu-, so n las l1 c'rill il'ioll (,S cJlu ' sc· t'01l 0 ('C'1I d e los rc wos

cl(' (;lS eún it-as : P(,I 'O niug-uuu nos P :U 'C T C' tuu II n l1l 1"11 1 ~' 1'1'0l'ia

c'll llltl la lIt· "'llPOlll'I'1US c'(' n l l'os tic- luu -e ... i n vo luti vo« til' i-ndius

('o lljll:;n tlo s ~- 1·('dall¡;lIhu·(·... . F lWilll lt'lIlt ' SI' d t'cllH'l' CJnt' debr-u

(· lu·o III I·:'!·...(· snh l'(' un "J v y (' 11 In I'(' g-iílll iu tr-ru u tlt' 1;1 cru-vu .

S i Lrazmuos till a SI'I'1(' d t' '·t·t·las p:H'a l('I:ls: Itlt ' gu oí rn Icu-mudn

pOI' I'atlios ('n n j llgados ~. P(·'·llt ·lldit·nlal·c·... {. los dr- la un tvt-iut-.

y ('o l'l a lll llS la s dos s e des 1'111' u n t 'J t' , l't' s lI l la l'ú u nn iu volu cióu

l· n ~· tlS pHlllo ... dob les SOIl lo s fm·o ... . En la t'l ipsl' ~ . (;1 h i p(~ I '

hola , t's t :'1 n »lmén-h-nun-uu- (·o lot' a tl o ... 1'( ' S I' I' t'l o a l (' ( ' 1111'0 : (' JI la

(' i1't' lI l1f l ' l' t' n l'i ll "'l· eo u f'umh-u ('0 11 I'sl c' puu to -".,. en In p' J1 ·úh o la

111 111 ti t' (' l los (' s lú t '\l 1·1 in f i ll i lo .L pO I' In tan lo . ('1 01 1'0 di vidv

1' 11 1' mi tu d Ins "'q .plIt · ll l o ... dI' la iu vuluv ióu Im-m udu t ' JI 1'\ ('j ( ' 

,\ so lll ln'" l a f:H' il id ad cnn 1( 11t' StO t1t'lI lll t'sll'H t' lI cst n let u-iu la

iru portuní c p l'o p it ·tl atl de- sc t- la 1:\II I-\' I' 11l t' ." la nru-ruul hi s r-c-lr'i 

t'I'S cl t ' lo ... úll g'ul n s ¡¡ 1I(' 11<1 ('('11 lo .... l'lI c1 io s "t '( ' 11I1' ('S , as í ( ' 0111 0 la

cnu ... Iun t-iu dI' I'a zt'lll ( '1111 ' ( ' Ins distuuciu ... tl t· lo .... J"lnlo ~ de la

cóui cu (1 II n 1'0 1'0 y Ú Sil pill a r-. í l :-;('a la direetr-i z ('OI' I'(,S]lOII

dicu h- .

Tntlo~ los ele-un-utos l'l'(' í p l'O('OS ('11 uun có uicu ( pu ntos t'1

}'('l'I a s ) constitnveu unu in vo lm-i úu ; 11l1'¡';'O l tldo~ lns d iúnu-Iros

t'o ll j ll ¡.;'a d o:-; fm-r un u 11 11 h a z iu vo lu t lvo, (' 11 'I'!" la ... ux iu tot ns

!'o\ 1111 )o!'o\ rndius (lublt 's , . lo !'o\ ('j(''''' (,1 pal' OI·Ill g·o 11 a l. Sc' pu ed en

lmllm- lo s ejc's cuando S (' litIS hay a n dado llos pal '('s d r: di úm c

11'I IS t'c)JJ j ll1-{at.lo s, Imscaudn Itls c-lcnu-utos unidos (' 11 (los lu u-cs

luvofutivos s ll ]lt' I'IHlt' s los , determlundo ('1 u no pO·I· lo s t.lalos y

d 011'0 fm-nmdo pOI' rcvtus P('I')H'IIc1i('ulm·('s . Si('IIIPI'(' IIlH'

tr- ugu ruos d e s iuvol ucloucs Sll lH' l'l' lIt ' s t as, SI' hullnu dementos

un idos. (':'\I'(' ptO cuuudo .Ia s dos s lln n p ups ln s y los ('I(' III ('n tos

t1 ohlt's de la Hila ps t{lIl SC }>él I':Hlos )HII ' lo s t l (' la otru.

Del s igll it' lll l' p rublcruu, 'I'!" da (' 11 g (' Il ('¡ ':d c unu-o sol uc io-

I



·1

I H'~: 11110 1(10 1111 h nz iuvulnt ivo d t' rudi«.. ,. 1111 tri úugulo ,

r-irvu u- a- rjhir ú {'s ll ' 1I 11 a n 'm it'a ( ' U 1<1 cun l I II ~ dl'IIH 'n lo:"o d vl

haz ..van t · Cl IJ J· lI g'atlo~ ll. "dI' SlI l'llJ' l't' la lh ·o . SI ' dr -dm-cn lo ..., .
...j~ ll i c ' ll l l · s: r-onstruit ' H ila cóuivu. du do.. 11'(' s Illlllltl "; y do :;

l all ~t·lIlt ·s Ú dudu... 11·. · ... 1,III¡:c 'nlc ':-, , . d o s }J lIlll o :,, : así ('0 1110:

truzur Jl II<l ('H .'Ya lit- ... t ·~·Hlltl o ord en . dados 1"t 'S 111111 \o S ~. nn

rOl'Oú ciada ... In· ... ta ll ~I' Ilh' .. y tili a d lrecu-iz.

ni

1.;1 id r-n d (' I!l pl'o.n 'diyidad no (.... 1111 '110:0. ¡ ll t l'l't 'sa nl e c u la ..

fOl' llw!'o d e ..t ·~ lI l1 t1 a {·... p l·e¡ c· (JUI' lo ha ..itln ('11 la s (le [u-in u- ra ,

( :OIllO cx istvu ('11 ('lIas ('J I'HIt' H l n s tlt' dos nuturnh-zus t1i!';lilll a s.

al t'OI Il¡ltU '¡ll ' lIo ......¡ sil'lIla s pl a no s . d us l'at!i lH'i oll t ,S Ú ... istr -ruu

pllllH I y rudinci óu , POdl'ÚIl P l'l ' SI'III 11 I'St ' dos ( 'a!'>o~ d if'c 1'( ' 11ll' s ,

() h lvu : Ú 1111 e lt ' l lll' ll l o d r- Hil a fru-mu ('( II ' I'<" S P OII <l(' 0 11'0 e-n la

sq,plIlda , ." ú t'km t'll(o IlIÚ S I'Olllp lej o ( 1) q U l' p a !'ó t ' l" '!' a q H{' L

(' O l' l·t ' ''' p (l n tl t · 0 1"0 tnmhi éu IIl Ú'" eOIlII' I('jo pa sand o pO I' ('s lt' .

sitolldo ('1I 101l1'( 'S la s Im-mu... n J!i l/ ('(I / I' ... . St'H'üll :\ l i¡h ills . ,'" /¡()IJI (J

/-:n!lit'(( 8. S ('g t'lIl Chas it' s ; Ú pOI' e- l cou tru t-iu. Ú un r-Ir-mvu to d ( ~

HIl II Fur-ma ." {¡ 0 11'0 IIlÚ S ¡'(llllp kj o ll llt' ¡ 1l1S( ' 1'01' er. ¡' o l' l'e S ] HlIl

d t' (' JI In s r-g-nndn 0\ 1'0 c-lc-m cntn ". u n S( '~' lI l lt l o 1l11' 1l 0 S co m p l e j o

('o ll tt ' lI i t1o en e l Jl I·iIl It TO . r-n {' tI."o r-u.... o In ... f O I'lI l1l S S( ' l hu u a u

/'( '( ';1'1'0('( / 8 . Tn ut o la .... f OI ' IIJaS (·o lhlt'a lt ·!,> ( '0 11\0 la s 1·<.·<.·íl)l ·(I( ·a ....

So ll pl ·o ~ · t' <.·t i '" a s , es t1 t·(·i l·. lh -ur-n s l1 s l'n ZO Ilt' S umu-m ó n ieu -,

r- ou mncs. I) o s s is tem as ('o li ll('n l(':'; St ' lru n s fru-muu (' 11 P' '!"!" '!"

l i \'f ls dc'sl' lIés .1" 1I n m o vhnieut o (·, i ll\'( ·lli t' Il It' -" ." pucdr-u ('0 11

s i. !e l·a l·s t' a s im is m o l.·m llo I II 'i l ll l 'I 'O " IHlilll o térmluo .It- u n a

s(, l'ic' d.' Inrmu s P I.' I·s lJ(·.·li,' a s .

EII l' a l'l icn hu-. d os si s ll'lIlil S p lunus !'>.·rÍln coli ncules cua nd o

t i, SII I'''t ll : Ill '''''. p.u-a t ll ; l ~ · ' 'l' illl , ·li~ ,·tu· j;, ,1,· " ~ I "I ~¡ na l" , "1 1.[ .tlI" ,1,' lió. 11I1'il1'·'<1

Ill,j", C" 'III'I"j;l 'p". 1<1 p ·,' I' !. ,' - és ta 11I;i", "'''''I,I,·j;( ' 11 '" ,,1 1'11"1,,.



it IIn puntu dr-l 11110 ('OITI'S¡IlI IIl I( ' p ll ll to 1'11 (, 1 0 11'0. ~"il rcetu

qUl' pase 1'0 1' (,1 p rinu-ro ol l'a lJw' )lHSt' 1'0 1' d s('~1lJll ln , C natl'tl

t ' I I ' lI lt'n t o :-; d r-tet-m in a u la hO lll o~I 'a nH : así t ':-; q tlt' :,,(' o btendrán

dos :-; istt'ma:-; p la n o :-; t'o l im 'il l('s h.u-b-ndc ('OITt'Sp o llti l' l' d os

( ' II H tl I' Íl II ~ l1 l o s il d o:" (' lI ad r i Jú tt' I'OS "o lllplt'los, .\ uun ( 'III" "a dr -l

1"'11111 '1' si:"It.'llla :-;t' I'dil'I'I' t' 1I (,1 s q ;"llIHlo IIl1'a ( 'I1I'\"a tI 111 ' d eh t'

:"1' 1' ti( ' ig'ual orden v dt ' la misma ('Ia:"t' : P (' I'O lJw' ql1 izú:"

d ifir-rn (' 11 1'1 ~t'Ill'l'o. plll's 110 S(' ('OIT(':" I'0Il((¡'lI 1'11 g'('IlI'I'.d lo :"

('I ( 'Jlu'lIlo:" en e- l inf'iui to . .\ s í h' IIt' 1ll0:" 1(11(' llos I'ú n k a :" r-uuh-s

qu i" I'" sil 'JlI IlI'(' p uvdvn 1'('I ;Il'iolla l ':"I' vulrr- :"í cof iueuhm-nt e • .'"

r-uulquivt- pt-opivrlud t1 (' :" l"l'il' t i \' ;1 ú uu-u-icu, 1)111' 11 11 dt' llt ' lHla

Jl¡;J S qlll ' tlt ' ruzum-s unnt- tu ún ivns , \,(,)'(la dt ' I'a (' 11 II l1 a di' Ins

r-urvus, s ll l)s is tl' cu Sil I lO lI lt lg'I'ú ri n l, Ln i l11llC ll'Ia n t' in d e l'sta

truusf'u rn uu- i óu t's . 1'1It':" . 1'0 Ils i(I(' I'¡.¡ h l.· ( (¡':"d(' t'1 n nuncnto q lle

litis d n 11 11 un-d io d t' pod l'l' ind uc ir r-o n l o d .. S(,~ , " 'i ( l a d , Hnst u

lmhet- cn conundo ti lla pl'op it'dad t-u un u curvn l' lla lq ll icl 'a,

pa !'a km'" la cou v ice ión m Íl:" n lisulut n d t, tltlt ' I'x isl t' la m is mn

pl' opi "t1llt l t' lI Inda s la s (' III'\"IIS t lt ' l ml su¡ o 0 1'1 1(' 11 ,' " rlns r- . ,\ s í,

pll l' " j t' m p lo, ('0 11 sú lo hncvr 11 11 c- s l u di n uriuuviusu tl l' la s

p l'o p i t' t1l1t1I' S dt ' la t' i l' I' t1 l1f t' I" ' II t' i a , Ir-tu -tu ns ~' a 11 11 t' o llot'illl it'll l o

('¡¡s i rr uup h-t o d ,' lo s kl ll't'ma s l'!'f t'I'I 'Il l<' s 1I , Iu e l ipse , h i p{' l'I lol ll

y parúhulu . ~o es I~s l a la úni r-n impm-Inu r- in dc In r-oli m-nciún :

1I0S tia Itt l t ' lllúS tilla l' t ' P I'( ' st ' n la t' i (nl J.p'l, f il'a ti t ' lo s {' Jt ' lIl t ' n l o:" (' 11

1,1 in fi n i t o , p n r s us r-o t-n-lu l lvos (It' la ñgu ra co fiucnl . ch-nu-n

l o s ('uya idcn 110 po.li am o- a dq ui rir. n i 1'0 1' nu est ros s e n t idos.

111 p O I' la imnginaci ón , Cu a ndo do:" s is h' lIJas pl anos eol illl'a lc"s

t ienen tina a li neación co uuur, :"1 IlO SO l! :"t1I11' I'IHu's tos. Sl' I'Ú n

P( 'I's p l'c" t i\"lls . y:"i. pOI' e l co utrnt-iu . c':" tÍl n e-n 11n m ismo pl a no,

tcudrún r-ruuún ta m bi én u n 11HZ ti l ' radios . E ntonces lo s s is l t"

lilas son h nnlOlú¡;ico :". si¡;uit'llclo ú P O II (' t '!t't. Ú eo lincalcs co n

centro ~. ej e tll' co lineac-iún, conlornu- Ú .:\1agll 11 :" ,

Entl'(' dos radinclonc-. la ('o li ll('lH' iú n :"igni rh'a ' (lit' Ú rec ta y

plaun clt' la primera t.'ol'I'l'S IH)IHlt, l'l'('la ~" plano en In sl'g'l1 n tla,

La horuog-rafia cn t rc rndlacionvs SI' dvtermlun I H lI' un cuau-ia-



t-i s tu 11 u n 1l'l I'<l l'd, 'O l"lllllpk ltl. y ¡; t' lI t' l'a l iza ln-, )11'0 ll inladl-'s

tle :·wd pliy:t:- y In... IIl l ' lI ' i l'HS <lit- 1'1lZO lll' s nnn rtnúu icn s ] pa ra la s

Sll )lt ' l' ri (' i l'S vóui vus . Svrúu h n IllO I(Ig-it ' as r- unndu k ng'a ll pl a llo

~. ej e d r- cofiucaci ón. P OI' úllin m, 101 !l o lll 0 J.\Ta l'ín , ' 11 11'(' ... is l l' lIla

p lan o.'" rndin r-iún "' 11 p OIIl ' In c'o l 'I '( ' llu' iún cl t' pllllt o .'" I' l' l'I ' I , "''S
p c t-ti vn nu- u tr -. ('On rr -r-Ia .'" plan o. ~. da o l'i ¡;I'1l Ú l(ll l' la s (I"ll l' il"

(" Hll'S ('s tl llliaclns e n las (' lII 'YHs pur-dnu a plit' llI'S t ' r-o n locln

g'(' lw )'a lid ad Ú la s s lI}l" I,r i (' jt' S có uh-n s ,

Di ji lllos q ll l' los t-Ivtueu lo s " H el infinit o no ... ,' (' OI' I' ( '." P O II '

d íun ¡':'( ' Jll' l'a l ll ll ' ll k ...· 11 . Ios j'd s h' J1 w s pl a nos ('o li llt'a l('s: p lll 'S

hi en : en el ca so pm-t ieu lru- .l e q lle' c x istn cs tn l 'O I' I 'I' ~ pO IH I I 'IH' i ;l ,

l u~ ~ i~Il' IIH1S planos ... 1' llam a n rfl !iul'fI/r· .'j fin,. ,!!iuidlif! Ú ,d ;a·

d 08 . Es ('y id l' lIt e (I¡U' (,1 pa l'a k lis lIlCl CH unu (11 , la ... dos l'ig'lII'n ...

nfinr -s , fll ' i g i ll H [uu-nlcli stuo tnm hl én 1' 11 S il nlim lu , a ... í I 'n lll o dos

nli n cnci nn e ... r-ort-r-l n li vn s tc mh-ú n rJl\(' S ( ' I' sc uu-juu t r- s , p llt ' ~ lo ,;

l' i t 'lIll'n lo ~ en e-] i n fi n ito ...0 11 h O Ill {¡l n~o~ , 1.0... (·u iu l l'i l{ll l' I'u ."'i

c'o lll l' ie lo s C( lU ' ... ir-ven pa nl la IJ ·n IP..rOI·llI iW i(HI. S (' vonvr-t-lirún

en t l ' i ;lII~lIlo ... _ s npo nicm ln q u t' 1111 0 (11' lo ... l a tlo s C'OIHwiclll'" l· ...

la rcr-tn en .c l infini to. La s (' IU'yas . a l ind a s , no SIdo so n d l ' l

mi sr u o o rde n y clase. s ino qU l' hay rrriu c-i dcn ci u ( ' 11 e l g 'I" I II ' I'O ;

as í ('s (ltll ' In «irr-n n f'crem- ia , p O I' C'jt' IlI p ln . ...ólo IH Il'I1e S(-I' nf iu

á HIla e lips('. Ilos !'ó t'/-{JIl(,ll fo s IHJIIl Úlo~n s en do ... s i ~ lc' lIl as

pl anos afines tienen uun re lación cous ta u tc (' lI t n' SIlS ún-ns ,

. \ n' I ' i~ lIiHHln r- uú l sea (·... Ia I't-I:wi lm . IHH'111' hulhu-... e 11 1101 l!t'

es las úrea s co noci en do In ntrn.

Cas os pa l't in ll a l'('s d I' la ufln idn d so n 1u cqui vnh-uc-in ," la

s C' lIw j a nza . Adv irtamos. no obstu n n-. lJup la icleu de' cqu ivu

lr- ne¡a ('S mucho IllÚS rcs tt-imridu en la e l'OIl H.'tl'Ía )H'o n '(' l i YH" .
'1 U ( ' 1' 11 la elem ental. desdr' e l nronun to '111 1' ( '11 uquéllu 1:1

cqui vnh-nci a s ólo se su po nc eu trt- l'i t\'u l'as nfi ur-s, \ -0 s ll(,(,( k

us¡ ('0 11 la sc uu-junzn, p ll e s Im ( Cll lil'1Il0S p or l n l la IT I:ll' i1l11 '!'!"
('x is l(' e n t r-e (los f i t\"H1 'ns cofi neah-s C( IH' t l r-ncu "'lIS ;111 ;:11 10 ...

h Olllúl og o s i~lla l ('s . Como ('} pru-ah- Iismo s i ~lI iri l'a itn t\"ulo ('1'1'0 ,

es ci a re) flue ;1 do- parnh-lus tic la peimcm [i~lIl'a S(' l'OI'1'e ~-



•

~ :!li e-
pnuden (lll'as lllls purnh-l us en In Sl'1;1II11 I a . y p OI' lo tant o los

11II II lo s en (,1 infinito son hOlllú lngos. v 1' " la se uu- jnn za h ay

nüuidud . I h ' a h í St' ch-dru'r- qm' los sq;lIll'lltns ou-n-la t tvo«

l'slún (' 11 una razón eo us tun h - [t-az ón cl t, - a-n u-juuzu}, en co tn p h-

In t'o ll ru l'I uida(1 ('0 11 la tem-in «k-men ta l. Si 1' 0 ' 0 u n m o vi miento

tlt' rotaei ún un xi lbu-, un p a lo d i' ("t'das homól ogas lh-gnn Ú S ('('

pnruh-lns , ('1 parnlcf is mo S(' ( 'Ú com ú n pa l'a todas la s demá s

n'das: hulu-á. pU I' S . u n ('ji ' (le cnl incucióu (' 11 (,1 in fin ito . y pOI'

tO o n s ig n i l' lI lt' nhlt' n ti l'e mos 11 11 caso purf ic- u ltu- ti t' la h nmnl og¡a .

1(111' se llama homo n-r-iu , y (1'1t ' 110 si gni ri ('a o tra ('o sa que la

rcuui úu de semejauzn ~ - P('I'SIH' I..'l h -ill ad . El ('('11 11'0 de la coli

1H"'H'iún loma ('lItOI1('('S e l n mulnv de 1..'(' n ' I'O di ' homotccin ú tl c

S(' II H'j a llza , Cnnudo la rnz ón tle sc m cjnnzn ·l'S igual Ú 11I10 r. ú

1I lt'1l0S 1111 0 . la s n g ul'Hs so n ('lln ~p ' IIC ' llt t 'S . de 11I0110 ((lit' la con 

¡';" ' lIt' I\ (' ia es 1111 casn pnrth-uhu- tll ' la s r-n u-ju n zn.

vin

Dos s is tvruus plano s so n l'l,t 'í l ll 'O CO S rnunt lo Ú pli n to y I ' PC ~

I n del p ri llH 'r o C (H' I' l'~ P Ol \( Il' rr-ctn .'" (l nnl o en 1'1 s('g:lIIHlo; dos

rudi uriruu's , pa l':! S t ' (' reel prurns , d eb en 1'l'11l (' iOlla I'Se d(' 1II 0d o

'1 IJ(' Ú rect a ~- p luno 11(' la uuu S(' I't" fina plunu ~. rceta en la

mru, ~- la rccl p roc idn .l t' n ll'(' sls teu ¡n p lano y r:ltli:lt' iú n l'X Ig'C

lfHl' scu n hUlIlúlugos pllnl o y rt -rt n tit' : l( I' It~ 1 cn n pleuo v rt-r-I a

11(' ¡'~Ia. 1) ( IS for-ma s 1'('(' í IH'IH'a S ;1 111 1<1 11'1' (' 1" 0:1 . son ('o linl'a l('s

( ' lI tr 'I ' s i.

En llos ~ is t('III<l~ p la llos 1'( ' l"íl )J 'Il l"US. In nl lueuei ún <1(' puntos

(' 11 (,1 in finito tl l ' UIl O tl e t' lIo~ S(' ('OI'I 'I'S PO II( It" . (' 11 gl'tu ·I'a l. con

1111 haz di' I'ntl ios e ll ~-o ('('11 11'0 ('S 11 11 plin to p l'o p in. Pm-u cous

trui t- dos s is te m as pla nos 1'l· l'í l)l'O('o~. has ta rehu-innm- u n cu a

llr'únglll u y UIl cu.uh-i t áu-ro ('olll p l(' los . .\ 1II H1 ('1II'ya lu g m- tIt·

plintos eorrospondc en el «istc run rec-iproco o tra C1II'\" <I cnvnl-



vente (le rcr-tus , siendo el urden d e la una igHal [¡ la clase de

la uu- a. En el caso pm-th-ulm- (It' S(' I' unu t'f11lil-0l la [u-itu r- t-a,

(1t' IH'I'ú serlo tam hi én la segn ndu, PUt' S SHIU'IIIUS q ll e las l' I1I' ·

vu s d(' Sq.~lIl1()O or-den S O Il (le segu nda t'l a s t' , y l't' (· í)Il ·(Wa lll (· llt l' .

(·(.dt ·III1IS obt ener- una í ruusfut-nun-i úu l'('t' í) ll't lt'a Ú rm-rr-la

tinIIHII')a tco t-ia tI I' la puhu-idad . Ha sl ;l t t-azur u nu t'll ll it'a cuul

(puna (uun c irc uu fet-cue¡n , P :lI';l lIIay o l' s (' lu'ill ez ) .'" hnl hu-,

sq~'ú lI Poucclct, las polares y los p olo s d e t n clo s los pu n tos y

n-etas ele la ri "1Im duda. Si éxtu (' XIII'('sa la tlc'1ll 0 sIJ '¡)C'i bn d e

UII h 'OI'('1I1ll ú la solución tle HIl problema , la con-c la t iva ('X ·

IU ' (' Sal'[¡ In dcmost rac i ún (le otr-o tcnrcmu ú la snhu- i ón d e o tr-o

IH'ohlt'lll:l lfu e dlflci-c dr-l chulo c u la 1)('I'III111a (1 (' s us ('1C'1HC'1l·

tos pUllto .'" t-ecta. Puede t1l'c:iI 'S (' qlll' todu 1'('la c:i úll ~'I'Ílfil'a tiene

Sil cu t-i-c lufi vn , excepto cumulo la rcluciún P l'OIHll 'sta t's t-ccl 

IU't)(,ll d(' s í mi sma , ('0 1110 suced e alguuas V('('('S. ( :UIllO la pohu

1'('('i p I'Ol'a clc Hila vh-r n u fc rcuc iu , 11Iu'd(' s r-r (,l i pst', hip érhola ú

[uu-ú bolu, S('gúll 1:1 posi l' iú ll q ll(, lC'n g-a l't 'SIH'd o c,l (' (' 11 11'0 tle' la

vóuicu uu x ill ur ck la truusfut-n uu-I úu; a ~ í ( ' S ' f'!" tndu )ll·opi t' .

d lu l desr-t-ipti vn tJll C t1eHlos t l'('1II0 S ('11 la t'Í1'(' lI ll l'( 'l't ' IH'in ClI' Ig' 1II 1l

o lrn Jll'opicdad ccn-clu tivu en tn das la s t'flll i('a s, Se ('o mpl'l' lId (' ,

pU Psl la u t ilidud é impo rtanc ia d e es tu len t-iu ('0 11 10 tu ét od o d e

invcu ci ón , us¡ como se ('11 1'11en 11'1\ Iflgi ('o (,1 r-ntu s iu s tu n q ll (' h a

dcspcrtud u en tod os los g' (' Ú Ill t't I'HS , SO S I' r-u utr-n tru'uu {'~;(os

('011 la trnn s fm-tu a ci óu d e Ins )lI'¡)pi(' c1 IHI('s g'I'M it'as ; )lI·('t eJltl it'.

1'011 up lk-m-la Ú I.a s m úu-k-ns, pa ra lo t-uul dr -ruost rm-ou los s i·

guien tcs h ' OI ' (' 11l11S: El Ílllgu lo d e dus l·t·(·t HS ('S ig'ual a l (le lo s

dos rudlus qm' vun d esde d ('(, 11 11'0 d el ('íl'('lI lo II 'aIlSrOI'IIlH(lol'

Ú )t lS d tls r-espect i vos polos (1), La ruz úu nunrtnúuien li t, e l la l l'll

pli n tos ('S igual ú la d e la !': cua n-o l·t'd llS con-espon d icn tes tl t'

la n g't11'1l d cri vadn. La i-cluc i ún (le biS di st um-in s d e dos puu·

{t i P;lr;! la t ran "rut'lllad úll .1,' ' ;l ~ l,r"l' i,..l;..l , · ~ ...·/,·...·II I,·,,;i ;ill::ul".... ,1 ,·1 "· ......"•..
,Iar,;¡ ' :I , I " III:i ~ que UIIU ,1,' \,,~ ¡'''-''s ,1,· la /·.....ka ...·"ull;.II I.· "", ,,1 ""1 111'0' <1, , 1:1 ,·iITunl'·r¡·.wia
¡IU:l j1ia1', }' la ,1j 1'1',.,r¡1 \"111'... ·" \ .. . 11 '\i" ult" " ", 1;11" ,1 ar ,1.,\ ,','ulr" ,\,,1 r¡ 1" "11\" ' IU" 1run'" r, mua
JI'''...
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t.' lIt l'(' la s dohl l'lIIent t' r-cc-t illn eus , t'I h ip t.'l 'bo lo itl t' ti . ' un a hoja .,.

1'1 pnrnholo id r- hipc t-húl ivo , y ('n t l'(' la s que ticm-n 11 11 ~ulo Sls

temu (le g't.' II('I·;l l l·k(·s I'('dil ílleas. r- l ( ' 0 1111 y e-l (' i1i n tl l'o .

La tcoi-ín ti .' In pohu-idnd ~(' pl't'~('n tn a lg'O IIIÚ ... t.'o lll p l i(·acla

en In... SUpt' I'fit 'it's ci(' s ('gnn(lo orden ( )lit' cu la ... c·III" ·a ......\ cnd u

punt o Ú pol o ('OI'I't.' SPOll tl(' un pla no polru-. ((nI' ( 'S I I1g-' lI ' ~'t'Ol1l l'

n-leo : d e lo s punte s nrm úuivnuu -nt r- se para d os d cl p o lo pOI ' la

supcrf'ic ic ; (it' la s p01:1I '('s e1e l plin to du do r-n las vn t-in s cúu iru ...

en y os pl ano s pa sa n p OI ' (,1 polo; d(' las in tc rscceiour-s t lt ' pl:lI1 os

tall~('lIl t's ;"1 la snl'f'!·fj (·il' . r-n p untos nli m-ados l.'OU r-l polo .

y tie lo s punt os dt' contacto (I t' l a s ,'('das y p lanos t:lIlg'('utt's

lI'az:ul o's d csch- (,1 punto .l.« l» . La i ll tt ' I's(' ('c iú n lit'} pla no pu hu

c o u In snp t.'l'ri t' i(' es la curvu d t' co ntado del r-ouo circu nsc ri to

ú la supcr-Iici e , teu icud o pOI' Y{'l' l i t't' e l pol o , t'OIlO '! '!" rx-s ul tu

d(' segu ndo o rd r-u. Si II'aZ:lI Uos pOI' (' ste n :' I,t i t,t, t111:.l rvctu , l'S

e vidente ((lU' PO(JI'ÚIl t rn z.u-sc pOI' c lln dos pl a llo s lall i{('nt('s a l

t'Ullo . y vo u to todo plano la ngente ú {'s tl' lo ('S Ú la SlI Pl'l ' ri(' i t'

l Jl 'Ul l1ll~st a e u a lgllH lm lllo tle la c tn-vu de co n tac to . n- sultu que

tod n su p t' I,r i t' i l' d r- S('~ l l l ltl o orden ('S d e segunda c la sc . ( :u n llll(l

e l vé rtice (¡ pol o SI..' npro x ituu Ú la SII IH.' I'fie ie hasta t'on l'lI l1 t1i l's('

t.' OI1 c llu , el t-ono (l{' g' ('n e l '~ l (' 11 el pla no po hu-. q u t' sel''''' cu to u

('C 'S lu g tu- ~'eol ll l'lt ' i co d e la s lnng t' u l('s ú pluu n tallg'{' I1 lt' . :\0 e s

cstn i-c-l nci éu r-ntrc pu n to ~ . p l:lIlo In úuir-a que IIllS int et-csn (' 11

lu tco r-iu d e la pola r idad : Iw y :ul elll{ls ou-a t-el.n-i ón t-nti-r- recta s ,

que son ll amadus pot· St a ud t polurcs , Illi('nt i-:ls C[ IIt' otros gc'ú

nu-tras la tlcs ig'llllll illl p l'Opi a lll('n tt ' cn ll el IWIII I" 'l' tll' l'o llj ll ga~

dn s. Dos rcc tns son pohu-cs 1'(' !"\J)( 'ct o de Hila su pe rfi cie, cuu udu

U JI:! e s lu gut' tlt' H il a Sl ' l' it ' de pla nos y la o tr'u tk s u s l ' t ' !"\ I H'di ~

YOS pol os , S í H ila (]t' ella s t'S 11l1l1;(' n l<' Ú la s u per-fic ie , la u trn

lo S(' I'il íamhi cu (' 11 e l IIIISIIIO punto de coutu cto . Es r-vid cutc

q lW ()(' esta tcui-iu se d vd uce oh'o método de lrn usfor-unu-iúu

d e riglll'''I S. (1t-lJido nuuhiéu Ú Poru-ch-L ('0 11 súlo dctcrurhuu-.

"t'slH'do Ú 1I 1111 SHIH' I'ric i(' de sq ; lIl1 tio m-eh-u r-u ulqu ir-¡u {que

p al 'll Illa YO !' svn cil lez lll lt 'd t, set' 1I 11 11 ¡'s l't' I';¡) . lo s d C'lIll' ll los lf ll t'
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S(' ('OI'I'('spon d l' lI pOI' la pohu-i d nd . EII I'SI<' )lflth 'I'OSO 1Il ...-tod o de

lnvcncl ún se ('t)J'I'eSpOJldl' 1I In s punt o-, Ú slls planos po hu-r-s,

los plnllos Ú s u s polo s.'" las recta s Ú s us pnhu-cs , hnbicndo

ccu-i-chn-i ún tamhlón CHtl'I' 1I11 a SUp ('I'ri d (' d t, tu-eh-u III Iumu- ti c

¡HI litos ( 'OH otra su pcrf'ich- di' clusc III ell \ 'o ln'nll' de planos,

'-\sí. p Ul' ej e m p lo. has ta c- -t udim- la l'sf(' I'll p ;lI'a q ue po da uu»,

I I'ilIlSf( II' l nal' todas sus PI'olli t'(lati l's ch-scr- ipfivus , .r 1II 11('h as

u tétt-icas e n otras cm-rcluf ivn x. 1'('f(' I'('n tl's Íl ('lIn I1lu it'l':l su l'"1'

Iivic de seguHdo orden .

Dij im os (plt' l a s rectas pnla l'('s no 11 (,1 " '11 lluu uu-sc couj ugn

tl lI S : ("l l ' S m icut rn -, so n d ct crmiuud os sil'IlIIII'l' los clcm cu to-.

ll amados po lares . so n pOI' el cou tnu-io co us tnnh- nu-utc Iud cte r

mlnudus los (Jllt' SI' denominan ('o llj ll~:ulos..\ sí. UIl puu!o ('S

('(Hl j llg'lHln Ú todos los puntos y ú todns la s n'das que hay en

S il (11:1110 pn ltu-, micu tras lJlI l ' 1111 p lano e s l'Ollj llg:u lo Ú la s i-ce

tus ~. pla no s lJ ut' pasan l'v" S H polo : ~. p O I' ú lti mu , H il a rec ta I' S

l'o llj llg-ntla . nu sú lo tic to dos los p u utns de ;';lI pohu- ." d I' los

I' la llos '11ll' pasan pO I' és ta, s i "tl l ' lumhi éu de todus la s n-ct us

'111 1' la curtan .

Los t' lt' IlH'n tos pulun-s di' uh-os qu e cs túu e-n e l lufln lto ,

lo um u (' 11 las SUPt' I'l'it'ies 1l011l!.lI ' I' S cspcc iuk-s , l 'O Il Il I s u c cdin cu

la s cu r- vus . El pl a no dinuu-l rn l es el pohu- d e t111 (JIIBto (' 11 el

Iufl n lto : HIW rec-ta iut pr-o piu tivn c como pu lm- 1111 di áu u-n-o , .'" el

pluno l'1I ('1 in fin ito t ie ne p Ul' pu lu e l ('(' 11 11'0 , La s ohscr-vuc lou es

d e lfllt' cndn d i úmetro t ic-m- IIl l'O ('o llj uKa d u y P<'I'l' t'lId il' \I\¡u', .'"

1(11('1111 haz de d iiu ll ell 'o S t'OI'I'el'ó pontle Ú u na SII Ilt'I' l'i(' ic c óuicu

de ti iáun-u-os ('( 111 j lIg-ad us .'" cu-t0 KO IlHles , so 11 s 11 li la uu-n tv Ú ti It"s

pa !'a la det eru.i uuc i ón d e lus pl :llloS 11I'ill l'ipa ll ' s , ('jes.'" v órti ces

de I" s SHI'(, I'rie il' s d e segu ndu 01'11<'11,



IX

I.o~ ( ' SI)¡H'IOS . b sean las Iurmus Iundnuu-utnlvs di ' 1t' IT t ' I'"

(·sl't·(·it' . pueden S(')' t.'olilll'alt·s Ú 1'l'(· í P I'fl(' OS • .'" {' JI a m bo s casos

(' x is lt , entl 't' S l1~ fOl'IlIaS c lc m cu ta les illlq.~Tlllllt·S In pl·n~ · t.·(·th i 

dud. exnctumcutc In mismo (' 0 1110 ('nll'(' si stcuuo-. planos y ra

di nr-ituu-s, Con objeto de nhreviar, dircm.», súlo (JIU' la co lincu

eióu se det ermi na p ll l ' ( ' ¡ IlI'O puntos , clt, (liS lfU l' ( ' u a1 1"0 no es tán

e n un plano. { I pOI' ('¡m'o planos. de los que ( ' U H t l'O 11 0 pasan

pOI' u n 1'"1110. P tu-a ( [ lit ' dos l'spcl{'io s -a'uu 1'(·I'SIH·(,tiYus . has tu

q n !' It'lI~a ll UIl sis tema plano u nido . ( '1\ ( ' 11." 0 ( ' ¡¡ SO ti e nen unida

nu n h ión nnu md iución . y h uln-á pO I' lo Inutu ( ' (' n t l 'o .'" pl ano d e

l'o li rll'II(' jlm t. de humolog¡n. :\"adn tlil 'l'1Il0 S (le los l'spnelOs

uli ud os . eq uiva le ntes, Sl' lIlt'ja n h's y h OlllOt t',t icos , pOI'fpl l' s l' l'ía

Hila I'('peli ci ún d e lo <t Ul' d iji mos ni l rn tnr 11( ' la s Irn'tuns de Sl'·

g'lI lJd a ('s ¡H'(' ie ; hn t-cm o s s ólo 11 01 nl ' (j U( ' In r-q u i vuh- uciu S(' 1'( ' 

ril 'I '( ' <1 \'(I I(I/III' n( 'S , r ((I U' (' 1111 11110 In ruzóu l k svuu-jn nzn ('S

i ~lI al {¡ un o Ú {l men os uno. los tlos »is tctuus S( ' I'ún cn ngruen

I I' S Ú hir-n s il1lt' l l'i{'os,

Ln rcr-i p ror-iclml e n (,1 e s p a c io SlI pOIH' la m is m a l'OI'l'l' léH'iú n

q ue la pnhu-id nd Il l' li('~l.lla {¡ la!' !'lIpi' I,ril'it,s , .\ s í , pOI' ('jt' IllJl lo .

Ú 1111<1 cur-va nluhcndu COI'1'CSPOllll(' ( '11 t'l s isll'llta l'l '('ípl'(I('O ou-a

('III' \ 'a tumhién al nhcndn, ~" ú cuda punto (le In [u-i uu- ru UIl

,,1:lIJ o osr-ulndru- e n la"seguntln ,

1)(, In r-onx idcrn r-i ón de (los sislt'lIl:lS planos ú dos rndincio

1WS ú (los ('s llól. cins l'l'cípI'O l'OS sup crpm-stos y ( '11 involución .

SI' dedu cen r-on sr-cm-n cins im pm-tun ti s im us , flll t' vienen Ú S('I' In

~I" H" 'ali za dú ll di' III polnrhlad rr-oiprocn pnl'a las curvas, conos

y Sllpt'l,ril'i es de segundo OI't! ('11. El ... ;'~ /('11It 1 pfallo p olar. q ue

n-snltu en In in vol u ci ón tlc-' d o s s islt 'lIlllS planus rec iprocos ~.

Slllll'I'IHIt's(os. con tiene infinidad tlt· «lin cnci oncs invohnivas ,



d 4' h :ll' t' ~ tlt · r-adios en in volu ri ón ~- lit' n-i úngnb», a u to polarce .

El ('lI!"U pru-tirnlu r tll' 'IJl C' c xis ta d il'~I' t1'iz (' 11 r-] s is te m a , SI'

t-oufuudr- cun 1<1 pnl a l'itl a ll J'('dpl 'lH' a tll' I)Cl IH'd d , 0 11'0 lanl o

pm'( I(' t ll'I 'il'~e d t , la Nu/ iaci,;" IJO /or , epu ' (I 1I ('d c tener (HI'l'(.' t l'iz

(s ll pt'l'ricil' có nica Ile' :-;('rl lllC i o cU'il (' n) ú d vj ru-.dc' t cm-rla . ()O~

sisn-ma s reci proc-os rh -I e spal'io cs t ún C'II invo luc i ón ú consí l

111.'"1 '11 1111 (' .';IUlcio potar, cua ndo los n~rt i('I ' S d (' un Il'll'~H'd l 'O

St' ('OJ"I '('S PO IH I('n ('O H S ll ~ c a ra s op uestas . S i el Si l"t(' IIHl pola r

th-m - pli n tos qll(' co iuc id a n co n s llS p la nos pnhu-es , todos es tos

punt os ('u ns l it ll .'"(,1I Hila s n p('l' ric i(' 11(' s l'g'1ITll l0 orde n . (PI('

t!I'! WIIlOS co ns idera r ('OJllO dob le Ú d irectt-iz , !-'u ri(' i('n le p al'a

dvt crm ium- el »ist emu pOI HI '. El C',", p ill' io p u hu- ('o n t ic' nl' in fini

Ihll l d e s is lemas p lanos. d e r a d i a l ' jo llt' s y 111' t et l';l('(Ii'o s pola res .

Cuuudn (los C'S IHlt' io ,," I'C' ('í p I' OCO S I's liln cn lo rn d os de mod o

(111 1' cm lu pla no d d u no pasa p OI' e l (111 11 10 C(IIC le e-u-resp on de

en r- l 0 11"0 (r-aso pa rt ir-nlm- de la ln vo hu-i óu nnll' l 'iOl ') . con s ti t u

,n 'lI lo 'lil e .l\liih ills y Stn uclt lluuuui un .-;¡... /o /lfr / oo tl (i.YIf{/.~}""'

/r'/l/c) . Lu s n -c tu s (pI\' cuiuci d r-n (' 0 11 :-; II S h Olllúl o¡.!;a s . son la s

di l'l'cl l'il'e s Ú radios dil'{'dOl'('s ; S il eoujuuto I'Ol'llI H e- l ll unuul o

"(¡ /l/p lf:io /¡'If'fll d,' radio», Dctct'mlnan 1111 »istcm u fo cal, : - flol'

lo la n lo u n ccm p lc] n li ueu l d r- rndi ns : tlll 1H' 1l1;"1¡'{O Il O ulnbcado

s im p lto , en qne e<Hla lud o sen r-ouj u g ud u d e s í ruis m n: t r es

f'('(' l ns (fl H ' s r- uruznn , una d e 1' lIa s dirct-tt-i z y las otrus d os

l'o ll j ll¡;a t1as (' Ilt l't~ s í ;. c i nco rcc tus d lre-cu-i ccs : 1111 sis l e llHl n'Ml a 

do en i~ I Y ()ll ic i ón : y e l ('j I. ' princip al : ' 111\<1 directr-iz (Iue S I'

(" ' lIC(' con él oblicu amen te . P ara l 'O Ill P I'( ' lH l e l' lo qn(' es ej e

p t-int-ipul d e u n ais tcma pot ar. (I('!w sah (,j 's(' q lll'.lo mismo qll l'

('H la s s u pel'ri(.'il.'s lLe segn lHlo urden . se [luu um d iúmetf-os las

po la res de la s rec tas 1'11 1,1 infiu ito . lu¡;a l'('s geométt' icns (h ' l o s

rcwos d e u n sj s te ma d e plano-, pura k -Ios , eWBu lo l's lt' d iúnu-.

trn sea P('I'¡WIlll ic ntaf' a l -Is t r-i n u (le pl ano ... pa ra le lo s . tom a

1'1 uomlm- (1(' t'je p t-iu eipul , CI'Il ' sl'ril eviden tc nu -ute 1'('1'1 )('11

dieu lnr á todns las d it'ectt-i vcs IJl It ' 1(' co i-ten . Unn r-o tac ión

nlrvdcclor (Id c'j(' princ ipal n o nltr-ra (,1 s lstcruu For-a l ni el ('0111-



('kjn lineal (le rndios. Todas las di t-cct t-iccs son tun gvntes ú u na

h éli ce eonxil con el sistema focal. Fné descubierto es te sis te ma,

en 18 '3:3, IHH' }'lühius , cstrulinndo la re d ucc ión de UII s is tema

d e fu erzas dadas en el espacio á d os resultantes eq u iva lente s.

Cua tro a ñu s mús tru-de lo encontraba Chasles al es tud iar la

s ig u icnte cuestión , tambi én m cc únlcn. si u n sólido cx pc i-hucntu

un m ovimiento hclizoid al infi nitam cnte PC(IILCilO, los planos

nor-mules ú la s trnycctorius d e sus d iferent es punt os son l' O I1

j ug'ados ú eslos puntos en un sis tema focal determinado I"H'

e} m ismo movimiento.

Las cu rvas alabeadas d e te rcer orden . ú lo c{lle ('S lo mi smo ,

que UI1 plan o no puede co r ta das en m ás d e tres puntos, plll' ·

den se r engendradas p or los s igu ien tes mcdios: J .'\ pOI' dos

radiaciones co tiucales que no sean co ncént r icas. pc rspcct ivns

ni homológicas: 2.°. por trcs haces proyccrivos de pl anos;

3 .°, pOI' la intersecci ón d e dos su perficie s doblemente recti

líneas lllle tengan un radio común ; 4.°, pOL' la d e dos s upei-Ii

e les c ún icns quc te ngan tumhi én uuu genc l'at l'iz co tnú n; ri .", pOI'

la int e rsecci ón de una s up c t'Iicie d oblemente rcct ill ncn con un

con o ('11 las m ismas eOIHIil'iOlH'S. Todn CUI'Ya aln heu du tic

tcrccr- O I' t1l' 1l estú [u-oyectndu des d e uno d e s us pu ntos so ln'c

1In 1'101110 c unlquicrn en u na CII I " ' a d e segundo orden; por lo

cua l S(' la s llama có ni eus ulnhcudns , cúbicas ó d e tercer orden.

Las ('IJ llh 'as cú b icas quedan detr-rtnimulas cuando se conocen

seis d e sus elementos, ~·a sean puntos tangcntcs , Sl ' ('alllt's Ú

planos osr-ulud orcs. La t.'1 a sifÍl'a l'iún de las cónicas d e h-rccr

orden ra di r-a , co mo en todo lo '1" (, Hcvemos dicho, ( ' U la s itun

ci óu (Id plano ( '11 el infinit o: s i l's ll' eru-ta á la curva eu trx-s

puntos, tendremos la !lip0 l'bo ln ulubeada; si d os tic es tos

puuu», sou co iuc identcs , O !J tC IH' 1Il 0S la hip érho la purubóficn:

si cortn en uu so lo pli n to, la cu r- va se llama cfipsc ulnhcudn, y

si el pl an o (' 11 el infinito es osr-ulud.u- Ú la cut-vn, és ta se d ono

min a pm-áhola nluhcnda. El ex{¡gollo inscri to c u nun cún icn

cúhicu goza de la 's igu ie n tc p t-o picdud, quc rec ue rda el t-:01'C-



lila d e Pascal: es te l'xúg-ono est á pro ~' et'l ado desde U Il punto d e

la curvu pOI' un cxncdro cuyas ( 'U ra s diamcrrnlmcntc op uestas

St' eru-tan en rectas q u e cs tún s it uadas ('U un m ismo plano,

Dos sistemas planos co ltncales. que 110 SOIl perspect ivos. ni

SIlIIl'I'PUt'slos. n i homológico«. engcmh-au uu ha ::: de plalto.'; d e

/, 'I" ' {'I' orden, Sos Inrnuu-cmos uua id ea clura ele es ta forma,

subiendo qllt~ todos los p lanos oscu lndurcs de una cónica

cúhicu con stit uyen d icho huz ,

Ilt-stle los principios lilas c h-n u-n tulcs tlt' la (Icoruvtt-iu , y
c u ('1 lig t'I'o bosquejo (le [u-opicclnd es I' l'oy edi ya s que aca ba

IlIUS d e hace)'. M' manifies ta cu n todu lm-i dez , se ost ent a con

lod o su esple ndor, u na eoníi u un d ualidad , lu-cho notabl e .r
trausccndcutnl (pLe nsom ln-n <¡lit' no se hay a n i vi slumln-ado

hasta nu est ro s tiempos . Si no cnntnru nu cs tru s ig'lo con tantos

,\" lnulus dcsculn-lmicntos (p1<.' se v au suced iend o cnu rapidez

"" "tig-i llos a CH lodos los ramos del suhcr humano, y (lile scrúu

s in n ingu na duda ca usa de ns uml n'u y vcncmc i ón para los

siglos vun idcros , le b astara segu r-amente el haber Icu-mulndo

cs tn ley d e la dualidad pum q ue el s ig-lo X IX oc up ase un lugar

Illuy pt-c fvrcnt c en la histo ri a d c In Cicut-iu . Exis te dualidad

en los s is tcnms p lanos. en las m dluc iu nvs ,Y cu el esp ac io.

Cnda tcorcmn Ú problema tia o rigen Ú 011'0 cot-rclut i \ "0 Ú rcc í

111'0(.0 con s ólo eu mbhu- e n el p la no los ele men tos p unto y
rcctu: e n la radiac i ón, la recta co n el pl ano. y CH el esp ac IO,

pli nto ~. plano. Las dos mismas ge(~IlIt'trías plana y de la

m d iuc ióu son con-c lnt ivns cun-e sí : una propiedad de la pri

IU t'J'a con duce á otra reciproca e n la s l 'gtllHln. apl icando la

sustituci ón de elementos que consfitu y e la dualidad en el

es pacio . Cu alqu iera propiedad g l'úfie a que hoy se d escubra en

la e x ten si ón d e tres d imensi ones. da origen Ú (PIC cu alq uiera



de nosot r-os, SIH m ér-ito ni trabu]o a l!-.plIlll. pueda enu nciar v

dr-mostrar otr-a pi-oplcdml , (Iue Sl' I' Ú ta n impor ta nt e en la Cien

e-in y de tantas npl icacioucs en la [n-á cf icu co mo la [u-itnora ,

Aslruismo, nun propi edad dt-sci-ipti vn (11' unu figura plana

pi-oduc irú con la mi sma Iacil idad otrn ('(,l'íl ll'Ol'H ('11 figura

plana tambi én ; y (le las Ilos lJl'opi ell 'lll l's nucc rú n innu-diutn

m ente ot ra s d os, qne s(~I'ÚIl sus cot're lnt ivns ('11 la s rndiuc ioncs,

de modo que la pr-imera se habrá cuad ru plicado.

Si Desargues y P oncclet no hubies en Iorruulndo sus h n

portnnttsimas tesis sobre los ele me ntos en el infinito, es

posihle que IlO se hubiese podido cn u m-iur [amús es ta ('~ I l'1H'e

ley d e la dualidad, ú á lo m ('IlOS IIn se hubiese veri ficado con

la g'eucl'al idatl (Iue se le da uc tnuhucntc. La tmusformación

de cualq u ie ra "pro p iedad , por senc ill a cItw Iu es c, ohlig-.u 'ía Irc

cuc n tcm cn lo Íl li mita r la c xtc ns i ún de su cori-ctu t lvn . .\s í, por

ejemplo, d e la propiedad elemental «dos puntos d cu-nuina n

una i-cetu», ded uc imos en la actualidad CIl1C «dos planos se

cm'Inn cu u na recta»; rui cutrns que si los elementos en el inf'i

Hito no h ubies en ~ ido adopl'Hlos un (h'olllell 'ía , rlit'Iamo s 'I'!"

«d os pla nos se co i-tan en un a rectn , excep to c un ud o son p¡u'a

h-lns».

Dispú Lansc la prio rida d tic la cuuucincióu de In ley de la

d ua lidad dos g l':lIl d CH geúllH' II';lS: POII('e l<'l y (;(,I'g'OIl IH '. Esta

conírovcr-siu uotablc , como la d e Xcwton y Lr-ibnltz, como la

de (Ialvuui y Vnltn , ha sido fa llada ( ' U In m- Innlidu d con la

lIl ay o !' lucid ez é impurcialhlnd . Todos los W'úlllell'aS co n tcru

POI'ÚIH'OS reconocen cIue la ley ha s ido etuuu- iud a pOI' e n g oll

11(' ; 1' ( ' 1'0 fl U(' hublu si(lo in spil'ail a cu la Iecuudu tcur-iu Ile las

pO!:lI '('s 1' ('('íIH'O('aS d el fumlu dot' d e los lIll'llHlos d e II 'aIl SrOI '~

illa eiún . .\sí ( 'U BIO POIl (,('I l'l m'l'('sitaha (Il' UII<l l' III" 'a ú de una

su pc rfh-h- cum» insn-um cnto d e nnnsfu ruuu -i ún, ( ; (' r g"ollll c se

clcvn Ú una may or a bstracc i ón. )l1 'l'SeiJllle tI (' la cuúch-icu

trnnsfm-ututt-iz , . vi cuc íl couvcrt h- la d uulidud (' 11 u uu ('spef'IC

d e n x iomu nIns úri l:o,



En G('Ollll,tl'ía anal ítica se lmc c patente la ley tic la d uali

dud por la s coordenadas tangcncialc« lit' Plucker. Así (:01110

se llaman coordenadas d e un punto los vulm'cs till e lo cleter-mi

nnu , as imismo [laruu retuos co ot-denadns d e 1IIIa rec ta ú d e un

pl ano los pm-átuett-os que hay en S 1l ecuuci óu, pu es rijan s u

poai ci ún en r-l e sp acio , C na er-uae i ón d e p r-imer- graJ o en

co.u-dc nu dns d e puntos rept-eseutu una revtu ti un plano , y ~ por

(,1 eouu-m-io , en coor-denadas d e r('da" ti (1<' p lanos sign irica un

p un to , Aho ra hicri; un teorema cu ulq u ic ra . demostr-ado en

uun lftk- n, r- m ph -a ndu co.u-denadns eurteai nnus ti bohileeianas,

du oí-igcn Ú su correla tivo, con só lo su s tit u ir aquellas eom-dc

nadas 1'01' las pluckcnanas, d ejando su bs is tente ..1 mi smo

c álcu lo y mzonamicuto.

Esta d ualidad no es e xcl us lvn d e la Gcomcu-ía: p uede

ap lil':l l'sl' ns lm lsruo en Mecünica. Los ú ni cos movhuicutos tIl W

p uede tenor- HIl só lido iu vm-inhle son , en e fec to, dos: la t ras

lución y la r-otuci ón , pues el hc llzoldn l es la «imul tnm-ldad de

los dos movimientos . En l.t'c (los pu ulus muh-t-iu lcs cx istcu

s icuqu-c dos fu er-za s : la uccióu y la rcacci ón , (li le Ú HIl vez se

d escumpoueu en otr-as dos : tun gcuc iul ." 1I 01'llIal. Soh l'c todo,

si hacemos , co mo e n Gcomcn-ta , la s u bstituci ón tic pu n to pOI'

plnuo , ob tendremos, como ouseivu A 1 lgtl~ t o Com tc en Sil

curso tic F ilosofía posi tiva, otrn Mecáuicu rnciuna] cort-elnt ivn

de la usua l, y en que' el p t-inuipio d c velocidades vi t-tuulcs

se t ransfr n-r uu en ot ro pr-iucipiu ll.uund« lll' las r'oturinnes

v h-tu ulc» .

X l

Xo son tos tas la s únicas ven ta ja s qlle ti ene la Geometría

moderna respecto tic las ob ras Inmos-tah-s tic los g ra nd es

gcó ruet r-as g r iegos , Sen t imos profunda veneraci ón pOI' los

..

...
l

I



..

•

..

¡

~37~

elcrueutos de Eu cl ides. que Sl' I 'Íl Il s i t' lII p )'(' u n modelo en el

m étod o, en la ex net ltud ele la s d cmost i-aciom-s y ('JI la clm-id ad. .
(I l~ la eXI'0S il'i{lllj 1'01' los datos. l'Spt ·(· j(· t l t ' nu úliais dctct-mi.

undu, y lIlil s a ún pOI' la obm t' u ig'Jllú l iea ti. ' sus ('l' lc 'llI'('S pot-is

11 1:1S. 11 11 d csc ifrnd os desde l-l' ll('a tan r-emot a hasta ('1 sig-Iu

uct unl p OI' el p oderoso g'l' ll io y pacient e lnbm-ius idn d ele

Chas lcs . Igual ven eración nos;rtÍsa n las o l.)I'HS tle .:\ rqui me

(les , Apolonio , .-\I'ísteo , EratÍlsh' lIt's, 11¡(JU I'en , Ptolom co y
I'uppu s . P e ro a nnq ue reconozcamos q ue m u r- has de las vce

lindes de la Geomct r¡« actua l tict u-n c·j lll i ('ntos JIIuy só lidos en

IIlH'sll-os n.~ l'dad(' l ·os m a es t ros, ('slH'c ia h llt 'IlI (' cu Euclicles,

' \ l'0 lou io y Puppus. no ohstuntr-, cu la s tes is d e los modernos

ln-ll la una ahstmcci ón y u na gcucra lidu d. tpte in útilmente

bu scm-lamos CH sus inspirado res . I::slos , pOI' t-I con tra rio , d e

m os trn rou u na prc rcrcncin ev idente pOL' la s soluc iones pat'·

Ih-u lru-c s , de t al m odo, qu e cuuaidvr'n ha n cu uto [n'nhlemns

di st in to s los vnr-ios casos (le u uu mi s mn c ues ti ón, lIu e s úlo se

difcrx-nciubnn en tr-e s í p OI' la l'0sidúlI d e los d ut os , Es to ha cía

qu e su n u-t o.I o , au nq u e 11111)' l'ig'lII'oso , d e b¡a s et ' pesado, y In

alt's t igua ('1 »Igu ic n tc he cho I'cl'c l'i tlo pOI' Pf unu-oo . El hij o tic

Laglls , P tol omeo , (p liso ser dl xcipul o de Eu cl ic lca; pel 'o fa liga

do .r us ustn do p or la s d ifl cul tnd cs del estml¡o , el príncip e

preg un tó s i existía UBa vía m ús ex ped ita pUl'a cs tud hu- l a

( ~eo llll'l l'ía ; lo q lle m ot iv ó aq uella c élebre resp ues ta del g ran

gl'ú llll'i ¡'a : lJ.~ ;:in: ~ J; ~ "¡"/.lr.-i;·1 i:r:t:;;:~'J ';;:?~; 1'~(oI :.tl": t ¡ X V (no; la Geollle l!'ía 110

t iene una r u ta espcoinl pa l'u u so tic lo s revcs}..\ CS I¡l i- épl tca

Ira a twtlido I lnnkcl , 1..' 0 1110 cotuen tnt-io, qll e la Geometr ía mo

tlt ' I'1ll1 es precisamente la r uta (lue pedía e ) hijo tlt' I."15u s.

El t t-án uito de ]0 pnrticulnr Íl lu g'l' lIl' I'ul. de In (' OJlC I'Cto Ú

)0 abstracto, no se ve r-ific ó h a sta el s iglo XY, cua ndo Yictu

fuutii'J s u n otac-i ón l it e r a l ú alg elH'a ic.'a pam "t'p)'('se ll ta ciú n lle

los nIIlU Cl'OS. d a ndo á la Cienci a una g('nc l'alil lati d es cono cida

hasta aq u el los tie mpos . D ch c ser' conside r-ado corno el vcr-du

dr-t-o con ti nuador d el m étodo analít ico d e PIatún, p ues su



!ogistique .<;p ecieuse no h a n ' ot ru cosu (Jl H' a plic.u- dicho m éto

410 Ú la ci encia de los núm eros (~ in terp retar geulllét l'lCa llll'n t c

los resu ltados Hlgl'1)1'a ico s . Esta ill te l'pl ,(,tlld ún Iu é el p rimer

pliSO dado para realizar el p cn saruh- ut o s ubli me y p rof ético

de P ascul: «los números im itan a l espac io, á pesa l' de ser su

nat ui-alezn tan d ifer ente) . Hca lizució n IIIÚS com pleta tic este

pensamiento q ue la oh teu idu p OI' D cscm-tvs co n S IL aplicación
• I

del Algebl'(l rí la teoría de ía» CUI'\Y1 S , es impos ib le (PI{' ja más

se ha y a ver-ificado en la h isto r ia d e la Cie nc ia .

La Gcomcu -ta ca r tes ia na se ll a m ó unul ü len , por haber

tomad o com o m edio d e i uvcstignci ón el an úlis¡s alge hraico, y

se ha dt'si gnado muchas veces la Geom ct rlu pura ú s in m ezcla

d e cálcu lo con el cn li ficarivo de sin té tica . d enominaci ones

epw ser ía n Imju-opia s si se a te ndi era sola mente al m étodo

Illo s óf'Ico em plead o, pues és te l ' S 1111 un úlisb, ca s i s iemp r-e, y
t-u r- am hio ex is te n sí n tesis p re ci osas en la nnnlü icn. Adqu ir ió

la G comct r¡a, com o r- t'n natu ral , la mism a gcncl'alí tlúd y
!-i('g l1 l'id.Hl CIn c el iu st ruuiento ulgcln'uico till e u saba ; pues

p OI' Hil a su la Ió rmuln se mnuif'cst nhun (ll'opit'dades gener ales

d I' r.u ui lias c utera s de cu t-vus, micuu-u s que hasta cn touccs

no se huhían es t u d iado siuo pl'Opi ed ad cs particulurcs tic al

gunus c urvn s, cous id cm dns d e 1111 uunlo iudi vid u ul , s in en lace

ni re laci ón c I1II'c 1I1la cm-va y O I I'H . S in (l l'I'd cl ' undn del t-i

g'ol'i!-i lllo q u e s ie m p re l u vo el 1I1 l'l odo ~'('o Illé L l'ico, adqu irió

la Ciencia, eOH la uplicnc i óu del , \ I g, t~h l'a ú la teoría d e la s cu t

vus, y lllÚS hu-de ú la de la s 1:' u pe l'l'i l'ies , Hila fucilldnd g'I'a n d e

e n IO!-i procc d itnien fos , q llt' vs q uizils e l pt-iucipnl t iujhrc tlt

ghu-iu d e la ( 1)1':\ curt eslnun.

A l'l'as lt 'a tios los gcúlIlc l l'as ('o llte llq Hu'úlh'OS d c Des e-u-tes

p OI' e l en tu siasmo llIils l'o m plt'ln hnc in s u mé todo, a ba ndona

1'0 11 cns¡ en a bsolu to la G l'41IlH'tl'Í n IHII'a , y l'!-i lt ' a ba nd ono au n

r ll(: lIIa y o l' después de co u ocr-r- r- l L'ú l('u lu iu f'Iuitr-xirunl , iu veu

ciú u s ubl im e ." s im ult ánea tle t lo!" g' l'ill ll l( '!" g'l'lIius: Lr-ihnitz y
Se\\" toll , So obsta nte. la a nuli ticu tie ne H U o l'a n ' d e fcctu , (p ie

\
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no tenemos n in gú n inco n veni ente en dcc hu-ru-, cua l es (P'" la

p rolijid ad tic S lIS c álcu los dis frm- nuu-hus Vce4'S al g'eúJll ell'a

del o bj eto principal d e sus cspcrulnci ruu- x. ~ llI ('ho se hu o hv¡n 

110 es to g ra ve defect o ('11 la a nu lüi va IIl IH Icrnu , p OJ ' el uso de

la s uno tac iou cs nbrcv iadu s , d e la s d cn-rmlnnn tc.... , th-I 1II 1~ l od o

de la s id cufldn d cs ~. d l \ la s Io rmus Ú ecuaciones h OIll Og' l-Jl ( 'HS .

ú las tlu e sh-ven tic p041 eroso aux il ia ,' las ('o o l·tk llatl a s t rif i

m'alt's ~ ' teu-uérh-icn s 41t' Hohl lllcr.

Si t's c ic- rt n qu e fueron ingTllto s lo s cnt u s lns tus tic 1) " ..... cm-.

te s ahnudonuud o la G l' o llJel l' ja tic Eucli des . nu r- s tro s ig lo ha

[u'otcs tado t ll ~ tum nñu iugrn t it ud, ("0 11 tal Fuurza, qll l' la (;eo ~

m c u-lu p u ra renac i ó d e sus ren izns, Ú uu-j ru- di c lm , tlt'SIH'l'lú

(le su let a rgo , lilas ta n modei-niznda . cu bierta ( 'O H U Il ropaj e

tan v is toso, tIlle reune la Incifid ru], gcm-ra lidu d y caxi Illd aH

las vr-n tnjns de su co mpruu-ru la nn a liti rn ; l'"'"! n IH I l) hu r-e

e xcl us i ón com p leta d e lodo cá lculo , el g'eúmell'a no }li f'J'de

nu nca d e vista la cuesti ón qu e está es tud ia ndo.

D esp u és que los matet-ialcs (J1w sirv ieron de clm lc ut» i. 1;1

Geomct r¡a m oderna Fu uron p repa rados po r Carno t, P OIH'cle(
. 'y l\I OIlg'C, se han cons u-uí d o t res ob ras colosa les , .pte son la s

geom cll'ías di' Chas lc» , St ci nc r- y Sta ud t, tres vcrdnd cros mo

numeuto-, d el s iglo a ctual , co n ca rácte r nu u'cadu uu-nte p ropio .

La geometría tic S tau d t se dife t-cnci n ele la ele Chaslcs j - de la

de S tei ner en q ue n o a tiende lilas q n c ú las p rop iedades g l'á

ricas , y el p rescindir p OI ' co m ple to d e la s mét ri cas , le co tu u

nicn un sello tal de gt~ n el'a l iI Lad , q ne 1'0 1' cs lu enuso rué la que

elegilllos pat'a cxplic.u- Ú nuest ro s nlnnm os, co mo co ns ta en

el e xtract o que hemos hecho.

X os q uejábamos a n tes d e la iujus tlcin de los c ntus lustns

d el un úli si s car-tcs ia u«; lila s d ebemos uün d ¡r-, ll S l lll l S JlHl , f i l i e

son Injustos tambi én los qlle nhuru su po lleJl /fu e la G cu nu- tt-Iu

moderna hace inueccsa ri n la a nalí t ica y hast a el nu smu

cálcu lo infin itesi mal. En el estudio d e la cicm-iu uhstrnctn (le

las Il'Yl's del es pacio .Y del tiem po, se n tnnifiestun, p OI' ruú s ({l l e
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parezca ra ro , ingrntítrules r apasi onamientos impropios del

carác te r severo é i mparc ial ({tlC s ie m pre d ebe oste n tar el ma

tem útlco . Los dos m étodos que exis te n p ara el es tu dio d e la

ex tensión , n o d eben ser co nsiderados como a nti té ticos; por el

cont rtu-io , sc a uxil ian mutuamente , el u no comple menta al

o tro.

XII

P a ra terminar, [Altanos d eci r dos palulu-as respecto á la

influencia que la Geometría [u-nyccti vu ha tenido solu-c las

dem{ls rumas de la ciencia mntcmútl cn . Lo mismo que la

nnal itica , ha r ec ib id o una transfunuación trascendental la

Gccn nct rin descriptiva . Co mpáren se, e n efecto , las obras de

F ictllc l', d e Schlcsiugcr, d e Hcllnvit¡ s y (le Crc mon n, con la

cl úsl eu de l\l ongc, y se YC: I' Ú la g ra n difer-en cia , el colosal pro

g re so que la influencia de la (I eom elrIu moderna ha realizado

r-n la descr-ipfi vn.

1\'0 obstante, la trnustunu acióu lJlli:t.ús más notnhlc la ha

s u fr-i d o la ~le{'{¡nica , desd e (Ine C u lmn un. en 18Go, explicó por

[u-itncrn v ez, en la Escuela Politécnica (le Zut-ich, su Estátic a

g l'únea , que ha asombrado a l mundo cientí fico, tanto por la

sr-uc il lez de su teot-ia , com o por la imporumclu tic sus aplica 

('iont's . '\ ' p. 'sal' del poco tiempo de su in v ención, huy e áte

eh'as es tnhlocid ns d e (~I'af( .) st ¡lti(' ll . ft IIIÚS d e la de S uiza, (-'11

A us u-in ( 1). en Alemania (2), en Itnllu (3), en la Politécnica d e

Biga y en las Un iversid ades de Copcn hague y Cinc inot tí.

P ues b ien . la nu eva ciencia de Culnuuui, d esconocida. á lo

( Il EII Yieua , Pr apa. lil 'alz)- llrunn .
{:I En ' lt'rHn, -'Iunk h , ()n·~d f' . Hunnuvcr , Sllltlg¡II'¡1. Ah-Ia-Chal".- II.·, Cartsrubc

y nunustadt.

(3) En -,1¡ lan , Padua , Honra , :\ '¡ i'lJl c~ , Turiu , i¡"II" nia, Palerrne, Pavía y Pisa,
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menos o ñcínl mcntc, cn Espnñ a , puede cioi-tn mcnto a poyarse

l'lI el c álcu lo d e la s cq u lpolc nc ins d e Hclla vlt¡s , en el de las

ca ntid ndes extensivas de GI'USSIIHlIlll, en la misma Geometría

uu nlttlcu y hasta en pi-occdimíeutos elcm cntuh-s ( 1); pcro se

pi-csentn nbsoluuunento Ulg'ica , uuturu] y mucho m ás senc ill a

cu a ndo se la ha ce [n'ecedct-, CO III O hizo su i lu s tre in ventur-,

1'01' d c álc ulo ~p'úrico y la G comctr¡u pt-oyc ctivn.

He ter-minado, cxcclcnusimo señm-, la tnt-cn fltle me impu

sistds; pcrd on nd m c s i q ui zás no he coiu plac ldo ú tan ilusu-ado

nud itoi-io, com o ardie ntemente d cscuha; 1)(' 1'0 unt es d e d ejar

esta t t-ihn nn, p crmitidmo, cxcclcnttslmo sefuu- , (llIC diJ'ija al 

¡{lInas pocas pa la bras Ú n u cs tros q ucrld, », nh uunos. Así cor no

Fun sto, n i I'aya¡' el nlhn, se Irunent ubu d e que nueicra 0 11'0 di u

'IIl rIS, quc, d ebido ú la Inmutuh illdnd d e las 1t~ .r l'S nnt mu h-s .

dchlu ser id énti co ú s us uutcccso t'cs , lI o so tl 'o S c u ('s tc m OIlH'1l 1o

scn tunios la id ea ra d icalmen te.opuesta cleI nlq u lm lstu imagina

do: nn hehu uos la venida d el 1ll1C"O cm-so, pucs vernos clm-n

m ente , no s ólo la evolución Pl'ofp'csh'n de la idea, e n su rica é

Imuensu vm-iedud de m a nifest ncioncs , s ino el 11I'Ogl 'l ' SO (' 01 '('( ' 

Intl vo en la j u ventud estud iosa. tple (' S hoy mejm- q ue ayc l ' y
serú maña na mejru- qu e hoy , S í, mis lnu-uus amigos ; s i hien es

verdad qlle ll eg:U'{' is ú saber- u rús que vuvstt-os mncsf ros , turu

bi én es c ie rto (lile os uv entaju rán vuestr-o s alumnos, .:\"0 e xis

te , no, ley tan fija. tan constnntc , lan tenaz come la ley del

1l1'0g l'cso ,

.:\"0 os m-redr-o el pcnsnr que el el' lll pO d ond e d eb éis culti

vur vnesfra intcf igcnc ia vn agra lHliu Hlost' r-udu d la tu ús y IIIÚS:

( 11 Wllln llP-ul"IlU\ . 011 y ll.a ll "th in~" I ' .

G
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Pll('S en camb io Ios út iles d e cstn sublime lalu-anza , es decir,

los m étodos que os han dado vuestr-os maestros. van también

pc í-fecci rmúndose sin cesm-, y por lo tant o con m enos cansan

ci o pod éis ('('('oger m ej ores y m ás sa zo tuulc» ü-utos. Lo que

dehl"is lu'ocllJ'al' es que es tos Irutos que I'ecogéi s no est én

a ve i-iudos , y para lograrlo, deb éis huir' d e toda clnsc d e exage·

mcio ues y apasionamientos: vuestr-a íutcl igc nci n d ebe actual'

s ie m pre con libertad y com p leta indcpcudcneiu, no d ebe con o 

ve r- o tras trabas que las de la l'igUl'osa lúgicn. La Cie nci a debéis

auuu-ln por lo que ella vale , no porque Iuvorezcn ó perj udique

n ing(1ll prejuicio qu e tl priori h u h icsc is Iormado. Desa r r olla n

do vuestros conocimiento s, ~. sin p re sum ir-lo siquiera, p erfec

d oná is todas las facu ltades (1.. vuestro es píl"illl; pues cuando

el hom bre es m ás sab io . es ta mbi én II Hí.S sensible y m ás

bueno.

HE meno .


