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Introduccié

L’objectiu d’aquesta memoria és estudiar, classificar i caracteritzar extensi-
ons finitaries del calcul infinitvalorat de Lukasiewicz. Per mostrar les moti-
vacions que ens han portat a fer aquest treball remarcarem alguns resultats
sobre les logiques i els calculs multivalorats de Lukasiewicz.

A11918, Jan Lukasiewicz, en una conferéncia a la Universitat de Varsovia,
manifesta la necessitat d’obtenir una logica, lleugerament diferent a la logica
proposicional classica, que admeti més de dos valors de veritat. Al 1920 en
[50], introdueix la logica trivalorada que més tard, al 1922, generalitza en
definir les logiques n-valents i la logica infinitvalent. Totes aquestes logiques
estan definides semanticament utilitzant el meétode de les matrius.

Mordchaj Wajsberg axiomatitza en [74] (citat anteriorment en [53]) les
tautologies, és a dir els teoremes, de la logica trivalent de Lukasiewicz i,
Lindembaum primer (citat en [53]), i més tard Rosser i Turquette en [68]
estenen el resultat per tota logica finitvalent.

Lukasiewicz conjectura que les tautologies de la logica infinitvalent sén
derivables a partir dels axiomes

L1 o= (Y- ) |

2 (p—1) = (% —v) - (p—v)
L3 ((p—=9)—9) = (W —9) = o)
L4 (= —p) = (0= 9)

L5 ((p— )~ @ —9)— @ —p)

i la regla Modus Ponens: ({p,¢ — ¥}, ¢¥).
Al 1935, Wajsberg en [75, pagina 240] anuncia que ha verificat la con-
jectura, pero no publica la demostracié. Rose i Rosser publiquen la primera
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demostracié al 1958 en [67], basant-se en la interpretacié donada per Mc-
Naughton [56] de les férmules en l’algebra [0, 1]. Independentment, Chang
al 1959 en [18] demostra algebraicament la conjectura, per la qual cosa in-
trodueix per primera vegada les MV-algebres [17].

Els calculs proposicionals obtinguts a partir d’aquestes axiomatitzacions
s6n el que anomenem els calculs proposicionals multivalorats de Lukasiewicz
(calcul infinitvalorat de Lukasiewicz pel calcul obtingut a partir de I’axio-
matitzacié de les tautologies de la logica infinitvalent; i calcul n-valorat de
Lukasiewicz pel cas de les 1ogiques n-valents).

Es important remarcar que tots els resultats esmentats anteriorment
identifiquen les tautologies amb les logiques proposicionals. Al 1973, se-
guint la tradicié de Tarski d’entendre les logiques no només com a conjunts
de férmules sin6 com a operadors de conseqiiéncia (vegeu [70, 52]), Wojcicki
en [76] estudia les conseqiiencies logiques de les logiques multivalents i dels
calculs multivalorats de Lukasiewicz. Recordem que consegiéncia logica és
un operador de consequéncia estructural sobre els subconjunts de férmules
d’un llenguatge proposicional (vegeu [49]). Wojcicki demostra que les con-
seqiiencies logiques dels calculs n-valorats i de les logiques n-valents coinci-
deixen i sén finitaries aix{ com també ho és la del calcul infinitvalorat. En
canvi, les conseqiiéncies 10giques de les logiques infinitvalents sén totes in-
finitaries. De [76] es dedueix també que la logica finitaria generada per la
logica infinitvalent coincideix amb el calcul infinitvalorat.

Al 1981 en [44], Komori estudia, caracteritza i classifica totes les exten-
sions axiomatiques del calcul infinitvalorat de Lukasiewicz.

En els treballs ja esmentats [17, 18], Chang busca la contrapartida al-
gebraica del calcul infinitvalorat de Lukasiewicz i a tal efecte defineix les
MV-algebres. Amb el mateix proposit d’algebritzacié del calculs multivalo-
rats de Lukasiewicz, A.J. Rodriguez estudia en [64] les algebres de Wagsbery,
que sén una presentacié equivalent de les MV-algebres [35], perd usant la
implicacié i la negacid, a diferencia de Chang que també usa la negacié i uns
altres funcionals binaris @ i ©.

Al 1989 en [8], W.Blok i D.Pigozzi construeixen una teoria general d’al-
gebritzacié de sistemes deductius proposicionals, logiques proposicionals fi-
nitaries, i donen una nocié precisa d’alld que fins aleshores s’havia deno-
minat com la contrapartida algebraica de les ldogiques proposicionals. Aixf,
un sistema deductiu (£,F) és algebritzable si, i només si, existeix una clas-
se d’algebres K, que anomenem semantica algebraica equivalent, tal que la
relacié de conseqiiéncia logica b és interpretable, mitjangant un conjunt fi-
nit d’equacions definidores, en la conseqiiéncia equacional =k associada a la



classe K; i a més, existeix una interpretacié inversa de |=k en - determinada
per un conjunt finit de férmules d’equivaléncia. Tot sistema deductiu alge-
britzable té una tnica quasivarietat com a semantica algebraica equivalent
que anomenem quaswarietat semantica equivalent. Un dels principals merits
de la teoria d’algebritzacidé és que permet establir equivaléncies entre propi-
etats dels sistemes deductius i propietats de llurs quasivarietats semantiques
equivalents (vegeu [8, 9, 10] entre d’altres).

En (8] es demostra que tota extensid finitaria d’un sistema deductiu al-
gebritzable és algebritzable, i a més s’estableix una correspondéncia bijectiva
entre les extensions finitaries del sistema deductiv i les subquasivarietats de
la quasivarietat semdantica equivalent corresponent.

Rodriguez, Torrens i Verdu en [66] demostren que el calcul infinitvalorat
de Lukasiewicz és algebritzable i la seva quasivarietat semantica equivalent
és la varietat de totes les algebres de Wajsberg. l

Partint de tots aquests resultats, i donat que les algebres de Wajsberg sén
definicionalment equivalents a les MV-algebres, hom pot estudiar les exten-
sions finitaries del calcul infinitvalorat de Lukasiewicz, mitjancant ’estudi
de les quasivarietats de MV-algebres, que és 'objectiu d’aquesta memoria.

Hem optat per fer I’estudi algebraic usant les MV-algebres per diverses
raons. En primer lloc la presentacié és més propera a la presentacié classica
de les algebres de Boole, els funcionals binaris @ i © sén la generalitzacié dels
operadors disjuncié i conjuncié classics. En segon lloc, i tal com detallarem
més endavant, les MV-algebres estan estretament lligades als grups reticulats
abelians (vegeu [59, 61]), la teoria dels quals ha estat ampliament estudiada.
Finalment, la literatura sobre MV-algebres és molt extensa, per exemple
(3, 20, 22, 23, 30, 31, 40, 41, 59, 60, 61, 72|, i aixd, sense dubte, simplifica la
tasca a ’hora d’emprar propietats de les MV-algebres.

L’estudi de les quasivarietats de MV-algebres en general esdevé molt
complex ja que la varietat W de totes les MV-algebres és Q-universal (vegeu
(1]), i per tant el reticle de les subquasivarietats de W conté el reticle lliure
generat per una quantitat numerable de generadors. Per aquesta raé res-
tringim el nostre estudi a alguns tipus concrets de quasivarietats. Fins ara
les Uiniques que han estat tractades a fons sén les varietats: la seva carac-
teritzacié es dedueix de la caracteritzacié de les extensions axiomatiques de
Komori [44] i diferents autors han treballat en la recerca d’axiomatitzacions
(vegeu [31, 40, 41, 68, 63]). Donat que ens interessen les varietats com a
cas especial de quasivarietats, hem obtingut la mateixa caracteritzacié, si
bé la demostraci6 és lleugerament diferent i per cada varietat n’hem obtin-
gut els generadors com a quasivarietat. Les altres quasivarietats estudiades
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sén: les generades per MV-algebres simples, les n-acotades i les congruent
distributives. De totes elles n’hem obtingut una caracteritzacié i els genera-
dors. A més hem estudiat ’axiomatitzabilitat, la propietat de I’extensié de
congruencies ((R)CEP) i la propietat de les congruéncies principals equaci-
onalment definibles (EDPC(R)) de les quasivarietats que estan estretament
lligades amb I’axiomatitzabilitat, el Teorema Local de Deduccié i el Teorema
de Deduccié de les extensions finitaries associades a les quasivarietats.

Finalment, voldriem remarcar que a I'hora d’estudiar quasivarietats de
MV-algebres, hen fet servir técniques pertanyents a materies diferents: per
exemple, per obtenir els resultats referents a les varietats hem usat resultats
i nocions de Teoria de Models i Teoria de Grups; en el cas de les quasi-
varietats generades per MV-algebres simples, el Teorema de McNaughton
[56], Topologia lineal ”a trossos” i Teoria de Grups; per les quasivarietats
n-acotades sobretot hem usat resultats de la propia Teoria de MV-algebres i
d’Algebra Universal; i per les quasivarietats congruent distributives Algebra
Universal i Teoria de Grups Totalment Ordenats.

* ok ¥

Hem dividit la memoria en quatre parts:

Una primera part de preliminars que inclou un capitol dedicat a /ilgebm
Universal i Logica Algebraica. El lector no familiaritzat amb aquestes dues
materies hi trobara algunes nocions i resultats necessaris per seguir aquest
treball. Com a textos de referéncia hem usat [14, 39] per I’Algebra Universal,
[11, 8, 77, 28] per la teoria general de logiques proposicionals i (8, 7, 9, 10] per
la teoria d’algebritzacié de sistemes deductius. El segon capitol esta dedicat
als calculs multivalorats de Lukasiewicz. Enunciem els teoremes de comple-
tesa i n’estudiem la seva algebritzacié. Al final d’aquest capitol justifiquem
que estudiar extensions finitaries del calcul infinitvalorat de Lukasiewicz és
equivalent a estudiar subquasivarietats de la varietat Walg de les dlgebres de
Wagsberg.

La segona part esta dedicada integrament a les M V-dlgebres.

El-capitol 3 conté la teoria general de MV-algebres: algebres equivalents,
ordre natural, aritmeética, teorema de representacié, etc. No es tracta d'un
estudi exhaustiu, siné més aviat d’un recull de nocions i resultats necessa-
ris per l'elaboracié de la memoria. Com a bibliografia basica i complerta
proposem [20, 21].

Un tractament a part mereix la relacié entre els grups abelians reticulats
i les MV-algebres. En el capitol 4, recordem I'equivaléncia functorial entre la
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categoria de les MV-algebres i la categoria dels grups abelians reticulats amb
unitat forta definida a partir del functor I' de Mundici. Al final d’aquesta.
seccid, obtenim els primers resultats originals que ens asseguren, sota certes
condicions, la distributivitat dels productes reduits i ultraproductes respecte
de la transformacié I' i que usarem sovint al llarg del treball.

El capitol 5 esta dedicat a les MV-cadenes. La importancia d’aquestes ve
donada pel fet que tota MV-dalgebra és representable com a producte subdi-
recte de MV-cadenes (teorema 3.30) i que la classe de les MV-cadenes és la
classe de les MV-dlgebres finitament subdirectament irreductibles (corol.lari
3.31). Basant-nos en la transformacié I' i en resultats de Teoria de Models,
obtenim que la classe de totes les MV-cadenes és la classe universal gene-
rada per l'dlgebra [0,1] N Q (teorema 5.5). Andlogament, i a partir de la
caracteritzacié de Komori [44] per les MV-cadenes de rang finit, demostrem
que la classe universal generada per 'algebra L% és la classe de totes les
MV-cadenes de rang n i les seves subalgebres.

La tercera part és la més extensa i la principal de la memoria. Esta
dedicada a lestudi de les quasivarietats de MV-glgebres.

En el capitol 6, tractem les varietats. Aquestes ja havien estat estudiades
anteriorment: Chang [17, 18] demostra que la varietat W estd generada per
I'algebra [0,1] N Q. Del treball de Komori [44] es dedueix la caracteritzacié
de les subvarietats propies de W. Demostrem ambdés resultats de forma
diferent a la dels treballs originals. Com que tractem les varietats com
a quasivarietats, n’obtenim els generadors com a quasivarietat (teoremes
6.12 i 6.15). Per tltim, donem les diverses axiomatitzacions que hi ha a la
literatura.

En el capitol 7, estudiem les quasivarietats generades per MV-algebres
simples. A partir del Teorema de McNaughton (teorema 3.11) obtenim una
interpretacié geomatrica que ens caracteritza la satisfactibilitat d’una quasi-
equacié del tipus ¢ = 1 = 9 ~ 1 per qualsevol MV-algebra simple. Usant
aquesta interpretacié i altres resultats técnics sobre grups, demostrem el
resultat principal d’aquest capitol: la quasivarietat generada per una MV-
algebra simple infinita depén unicament dels racionals que conté aquesta
dlgebrd (teorema 7.8). Estenem aquest resultat a families de MV-algebres
infinites simples i a families de MV-algebres finites simples (teoremes 7.11
i 7.12): dues families de MV-dlgebres infinites (finites) generen la mateiza
quasivarietat si, i només si, contenen els mateizos racionals. Finalment, mo-
difiquem les condicions per obtenir una caracteritzacié general per a families
arbitraries de MV-algebres simples (teorema 7.16).
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En el capitol 8, tractem les quasivarietats n-acotades. Demostrem que
coincideixen amb les quasivarietats de MV-algebres localment finites (teore-
ma 8.7). A més, sén les iniques quasivarietats de MV-algebres finitament
generades i els seus generadors sén les MV-algebres critiques. Aprofitant
la caracteritzacié de les MV-algebres critiques (teorema 8.8), veiem que to-
ta quasivarietat n-acotada és finitament axiomatitzable, donant-ne alguns
exemples d’axiomatitzacions.

En el capitol 9, estudiem les quasivarietats congruent distributives. Del
fet que W satisfa EDPM, caracteritzem les quasivarietats de MV-algebres
congruent distributives com les quasivarietats generades per MV-cadenes. El
resultat central (teorema 9.16) caracteritza les quasivarietats generades per
una MV-cadena no simple de rang n. Per obtenir aquesta caracteritzacid, en
primer lloc provem un resultat sobre grups abelians totalment ordenats. En
concret, demostrem que donats un grup abelia totalment ordenat finitament
generat © un element distingit del grup, podem submergir el grup en una
ultrapoténcia del grup dels enters Z de manera que la imatge de ’element
distingit conservi totes les propietats de divistbilitat. Aixi, fent servir la
relacié entre f-grups i MV-algebres, obtenim que la quasivarietat generada
per una MV-cadena no simple de rang n ve determinada per les MV-adlgebres
simples que conté la MV-cadena (corol.lari 9.19).

En el capitol 10, estudiem les propietats (R)CEP i EDPC(R) en les
quasivarietats tractades. Fem un esquema de les relacions que hi ha entre els
diversos tipus de quasivarietats que hem estudiat i finalment, com a resum,
donem una taula classificatoria de les propietats: congruent distributivitat,
(R)CEP, EDPC(R) i axiomatitzabilitat finita respecte a les quatre classes
de quasivarietats.

La quarta part és la darrera i conté les conclusions d’aquest treball.
En el capitol 11, a partir de la teoria d’algebritzacié de. sistemes deductius
traduim els resultats algebraics de les quasivarietats estudiades a propietats
logiques relatives a les extensions finitaries de (£, o).

Finalment, a tall d’apéndix, enunciem alguns dels problemes que resten
encara oberts i que tenim la intencié d’estudiar en el futur.

* kX
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Part 1

Preliminars



Capitol 1

Algebra Universal i Logica
Algebraica

1.1 Algebra Universal

En aquesta seccié recordem algunes nocions d’ Algebra Universal i fixem les
notacions usades en aquesta memoria. Suposarem que el lector estd famili-
aritzat amb la teoria basica d’Algebra Universal, com a textos de referéncia
vegeu: [14, 39].

Un llenguatge algebraic és un conjunt F' de simbols funcionals i una
aplicacié 7 : F' — w, on w és el conjunt dels naturals. Per tot f € F, 7(f)
rep el nom d’arietat del funcional f.

Si F' és un llenguatge algebraic, una algebra A de tipus F' (o també
una F-algebra) és un parell (4, {f* € F}) on el conjunt A és I'univers
de I'algebra i per tot f € F, si 7(f) = n aleshores f* és una operacié n-
aria d’A. Recordem que una operacié 0-aria d’A és un element d’A. (En
el cas que tinguem un nombre finit de funcionals fi,..., f, escriurem A =
(A, f1,..., fa) 1 direm que és una algebra de tipus (7(f1),...,7(fn))-)

Siguin A = (4, {fA;f € F}) i B = (B,{fB; f € F}) dues algebres del
mateix tipus, diem que A és subalgebra de B, A C B, si, i només si,

e ACB,
e per tot ¢ € F d’arietat 0, ¢ = B
e per tot f € F d’arietat n > 0, f4 = fB | A"

3




4 CAPITOL 1. ALGEBRA UNIVERSAL I LOGICA ALGEBRAICA

Siguin A i B dues algebres del mateix tipus, direm que una aplicacié h :
A — B és un homomorfisme d’A en B, ho denotem per h: A — B, si, i
només si,

e per tot c € F d’arietat 0, h(ct) = ¢B,

e per tot f € F d’arietat n > 0 i per tot ay,... ,’an €A,
h(fA(a'h R an)) = fA(h(a’l)> ) h(a’n))

B és imatge homomorfa d’A si, i només si, existeix un homomorfisme
h d’A en B tal que h : A — B és exhaustiva. Un homomorfime h: A — B
és una immersié si, i només si, h: A — B és injectiva. Un homomorfime
h: A — B és un isomorfisme si, i només si, b : A — B és bijectiva.

Donades A = (A, {f2;f € F}) una algebra i § C A2, 9 és una relacié
de congruéncia (o simplement congruéncia) d’A si, i només si, 8 és relacié
d’equivaléncia sobre A i a més és tancada per les operacions d’A. Es a dir:
per tot f € F d’arietat n > 0, si (a1,b1) € 0,--,(an,bn) € 6, aleshores
(fA(a1,...,an), FA(a1,...,a,)) € 0. El conjunt de totes les congruéncies
d’A, que denotem per Con(A.), és tancat per interseccions arbitraries i forma
un reticle algebraic determinat per la inclusié que denotem per Con(A) =
(Con(A),N,v) on \/6; = ({6 : |J6: C 6}. El maxim de Con(A) és

i€l i€l

VA = A? i el minim és Ap = {(a,a) € A% :a € A}. Siguina € Ai6 C A?
una relacié d’equivaléncia sobre A, definim la classe de I’element a com
a/f = {b€ A:(a,b) € 0} 1iel quocient d’ A per 4, com A/ = {a/6 :
a € A}. Donades A una algebra i § € Con(A), definim I’algebra quocient
A/0 = (A/0,{fA°: f € F}) de la segiient manera:

e Per tot ¢ € F d’arietat 0, cA/% = cA /9.

e Per tot f € F d’arietat n > 0 i per tot ai,...,a, € A,
Aa1/8,...,an/0) = fAa1,...,an)/0

Donada una familia d’algebres {A; : ¢ € I} del mateix tipus definim
l’algebra producte

[T A
[TAi=([4u{f<r :feF})
iel i€l
de la segiient forma:

e J] A; és el producte cartesia dels universos.
i€l
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1 A
o Per tot c € F d’arietat 0, ciel = (CAi)ieI-
e Per tot f € F' és d’arietat n > 0 i per tot a@j,...,a, € [] 4;
el
II}Xi A
(@, Ba)(0) = FAY@I(A), ., 3n(0)

on b(i) denota la component i-éssima de b € [] A;.
iel

Recordem que es defineix un filtre F sobre un conjunt I com un sub-
conjunt de les parts de I, F C P(I) tal que

s [eF
e Si X,Y € F, aleshores X NY € F.
e SiXeFiXCZCI, aleshores Z € F.

Observem que un filtre sobre I és un filtre d’algebra de Boole de les parts
de I.

Donada una familia {A; : ¢ € I} d’Algebres del mateix tipus i un filtre
propi F sobre I (F # P(I)), definim la segiient relacié en [] 4;: per tot

a,b € ] Ai, @ ~7 bsi, i només si, {i € I : a(i) = b(i)} € .17?'] ~zF és una
relacic’)fl{e congruencia de I'algebra [] Aj.
Definim I’dlgebra producte réfilui't de {A; : 1 € I'} que denotem per
1 AyF
[[A/F={l4/F {0 :feF)

el i€l

com [ A;/ ~g, és a dir:
i€l

o [I A;/F és el quocient del producte cartesia [] 4; per la relacié ~x.
iel iel

[TAyF ITA:
o Per tot c € F d’arietat 0, ci€? =cel [F.

o Per tot f € F d’arietat n > 0 i per tot @1/F,...,an/F € [ 4i/F,
i€l
TayF I
FU (@) Fy ../ F) = flliefi(@y, . a,)/F

Sigui F un filtre propi sobre I, direm que F és un ultrafiltre sobre I si,
i només si, satisfa qualsevol de les tres condicions equivalents:
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o Pertot X CI, X € Fsi,inoméssi, [\ X ¢ F
e Pertot X, Y CI, XUY € Fsi,inoméssi, XeFoY eF

e F és maximal dins el conjunt dels filtres propis sobre I, ordenats per
la inclusié.

El producte reduit per un ultrafiltre rep el nom d’ultraproducte. Al llarg
de tot el treball sovint usarem els segiients resultats respecte ultraproductes

Teorema 1.1 [14, pag. 213] Tota dlgebra és submergible en un ultraproducte
de les seves subdlgebres finitament generades. ]

Lema 1.2 [2, pag. 123] Sigui F un ultrafiltre sobre I i J CI. Si J € F,

aleshores F |J = {X NJ : X € F} és un ultrafiltre sobre J. A més, per

qualsevol famdlia d’dlgebres {A;:i € I}, [1 Ai/F = [1 Aj/F|J. O
i€l jeJ

Denotarem per I, S,H,P,Pr i Py els operadors sobre classes d’algebres
que formen les imatges isomorfes, subestructures, imatges homomorfes, pro-
ductes, productes reduits i ultraproductes, respectivament.

Per tota classe d’algebres K, per tot O € {S,H, P, Pr, Py} es satisfa:

1. O(K) C IO(K)

2. IO(K) = OI(K)

3. IPS(K) C ISP(K)

4. TPH(K) C HP(K)

5. ISH(K) C IHS(K)

6. ISPr(K) = ISPPy(K)

Donada una classe K d’algebres del mateix tipus direm que K és varietat
si, i només si, K és tancada per H,S i P. Si denotem per V(K) la varietat
generada per K, és a dir la més petita varietat que conté la classe K, aleshores
V(K) = HSP(K). Si K = {A} escriurem V(A) enlloc de V({A}).

Siguin X un conjunt de variables i F' un llenguatge algebraic, construim
el conjunt de férmules (o termes) sobre X, Fmp(X) per induccié:

1. Per tot z € X, z € Fmp(X)
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2. Per tot f € F d’arietat 0, f € Fmp(X)

3. Per tot f € F d’arietat n > 0, si ¢1,...,¢p € Fmp(X), aleshores
f(‘Pl, SR 7(Pn) S FmF(X)

Donada ¢ € Fmp(X), escriurem ¢(z;,,...,i,) per indicar que les va-
riables ocurrents en ¢ estan incloses en {zi,,...,Zi, }.
Definim l'algebra de férmules

FmF(X) = (FmF(X)’ {meF(X) . f € F}>, on
1. Per tot f € F d’arietat 0, fFmr(X) = ¢

2. Per tot f € F d’arietat n > 0, si ¢1,...,n € Fmp(X), aleshores
meF(X)(()Dh ERE) 5077-) = f(‘pl) s aQOn)

Es ben conegut que si |X| = |Y], aleshores Fmp(X) és isomorf a Fmp(Y).
Com que el nombre de variables ocurrents en una férmula és finit, n’hi ha
prou en considerar el conjunt de variables numerable X = {z1,z,...} i
escriurem en general Fmp (o Fm si el tipus és clar). Siguin ¢(z1,...,2,) €
Fmp i A una dlgebra del mateix tipus, definim Paplicacié o™ : A" — A:

1. Si ¢ és una variable z;,
o™ (ay,...,an) = a; per tot ay,...,an € A.

2. Si ¢ és un funcional ¢ d’arietat 0,
<pA(a1,...,an) =ch per tot a1,...,a, € A.

3. Si p és de la forma f(p1(z1,...,2Zn), .., om(Z1,...,2Zn)),
goA(al, cey Q) = fA(cp{X(al, cey Gy .,go,‘,’;(al, )
per tot ai,...,an € A.
Una equacié de tipus F' és una expressié de la forma
P

on ¢, € Fmp. Denotem per Eqr el conjunt d’eqﬁacions de tipus F.
Si A és una algebra de tipus F, diem que A satisfa l’equacié

90(:1;1, .o .,(L'n) ~ w(xl" v vxn)7

i escriurem,

AlFp=y
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si, 1 només si, per tot a1,...,a, € A,

p™a,. . an) =™ (ar, -, an)

Una classe K d’algebres de tipus F' satisfa una equacié ¢ ~ ¢ € Eqp, iho
denotem per K = ¢ ~ 9, si, 1 només si, per tota A € K, A = ¢ = 9. Direm
que una classe K d’algebres de tipus F' satisfa A C Egqp, i ho escriurem
K = A, si, i només si, K |= ¢ ~ 1 per tota p & ¢ € A.

Teorema 1.3 (Birkhoff 1935, vegeu per exemple [14, Thm. 11.9, pag.75)).
Sigui K una classe d’algebres. K és una varietat si, i només si, K és una
classe equacional (i.e. existeic A C Eq tal que K= {A: A |= A}. 0

Direm que K és una quasivarietat si, i només si, K és tancada per I, S
i PR o equivalentment tancada per I,S,P i Py. Si denotem per Q(K) la
quasivarietat generada per K, aleshores Q(K) = ISPg(K) = ISPPy(K). Si
K = {A} escriurem Q(A) en lloc de Q({A}).
Una quasiequacié (o quasi-identitat) de tipus F és una expressié de la
forma

leiﬂl&&%zmiﬂn:}go%z/) (també 18251(,01%'()02:}(‘0%@[))

on Yi,...,Pn, O W1, ... Yn, ¥ € Fmp. Denotem per Qegr el conjunt de
quasiequacions de tipus F'. Observem que tota equacié ¢ ~ 1 és una quasi-
equacié amb la particularitat de tenir n = 0, per tant Eqr C Qegr.

Si A és una algebra de tipus F, direm que A satisfa la quasiequaci6:

p1 R Y& &pn XY = @ R Y,
i ho escriurem,
Ao P& - &ppYp= o~y
si, i només si, per tot ai,...,am € 4,

(Plla(a'lv v >am) = ":bf(al’ .o ~»am)

‘109(@1, .o '»am) = wr‘?(alv R 7am)
implica A
SDA(al)“wam):l/) (G]_,---,Cbm)
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Si K és una classe d’algebres de tipus F'i Eu{igcl i B Y = oY} C Qegr,
aleshores K i_xzcl Yi N Y = p = Y si, i només si, per tota A € K,
AE ig:51<pi ~Yp=>ery IKE Esi,inoméssi,Kf:igglgoi R = p Y,
per tot i&:zlgoizlpiﬁwzweﬁ

Teorema 1.4 [39, Thm. 3, pag.379]).
Sigui K una classe d’algebres. K €és una quasivarietat si, i només si, K és una
classe quasiequacional (i.e. existeizc & C Qeq tal que K={A: A EX}). O

Com que Eqr C Qeqr dels teoremes 1.3 i 1.4 tenim que tota varietat és
quastvarietat. Una quasivarietat K és estricta si, i només si, no és varietat.

Donada una quasivarietat K i A una algebra del mateix tipus defi-
nim Cong(A) = {6 € Con(A) : A/ € K} el conjunt de congruéncies
relatives a K. Cong(A) és tancat per interseccions arbitraries i tenim
que Cong(A) = (Cong(A),N, Vk) és un reticle algebraic, perd no és ne-
cessariament un subreticle de Con(A) ja que per tota familia {6; : ¢ € I} C
Cong(A)

\/Kﬁi = ﬂ{e € Cong(A) : pertotiel,6; C 6}
i€l

Direm que una quasivarietat K és congruent distributiva quan per to-
ta algebra A € K, Cong(A) és un reticle distributiu.(Alguns autors anome-
nen a aquesta propietat congruent distributivitat relativa a la quasivarietat
K)

Observi’s que si K és una varietat, aleshores Cong(A) = Con(A) i la nostra
definicié de varietat congruent distributiva coincideix amb la nocié habitual
“de congruent distributivitat d'una varietat.

Direm que una varietat K té la propietat de les congruéncies prin-
cipals equacionalment definibles (ho abreujarem EDPC) si, i només si,
existeix un conjunt finit d’equacions amb 4 variables

{oi(z,y, 2,w) = 7i(x,y,2,w) : § < n}
tal que per tota algebra A € K i per tot a,b,c,d € A.

(c,d) € O(a,b) si, i només si, of*(a,b,c,d) =1/*(a,b,c,d) per tot i < n.
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on ©(a, b) és la congruéncia principal generada per {(a,b)}, i.e. la més petita
congruéncia que conté la parella (a, b).

Direm que una varietat K té la propietat de ’extensié de con-
gruéncies (ho abreujarem CEP) si, i només si, per tot A,B € K tals
que B C A, per tot § € Con(B), existeix §' € Con(A) tal que &' N B? = 6.

Ambdues definicions es poden relativitzar respecte una quasivarietat de
la forma seglient: Sigui K una quasivarietat.

K té la propietat de les congruéncies (relatives) principals equa-
cionalment definibles (ho abreujarem EDPC(R)) si, i només si, existeix
un conjunt finit d’equacions amb 4 variables {oy(z,y, 2,w) = Ti(z,y, 2z, w) :
i < n} tal que per tota algebra A € K i per tot a,b,c,d € A.

(c,d) € Ok(a,b) si,inoméssi, o(a,b,c,d) =71(a,b,c,d) per tot i< n.

on Ok(a,b) és la congrueéncia principal relativa a K generada per {(a,b)}.

K té la propietat de I’extensié de congruéncies (relatives) (ho
abreujarem (R)CEP) si, i només si, per tot A,B € K tals que B C A, per
tot § € Cong(B), existeix 6 € Cong(A) tal que § N B2 = 4.

Teorema 1.5 [10, Thm. IV.3.1 i Thm. IV.4.2] Sigui K una quasivarie-
tat. Si K satisfa EDPC(R), aleshores K és congruent distributiva i satisfa
(R)CEP, - O

1.2 Logiques i Sistemes Deductius proposicionals.

Un llenguatge proposicional £ és un llenguatge algebraic. Anomenem els
simbols funcionals de £, connectives proposicionals . Considerem 1'algebra
de férmules de £, Fm, = (F'mg, {ff™ : f € L}), una logica proposici-
onal és una parella (£,F) on -C P(F'mz) X Fm. és una relacié que satisfa
les seglients propietats:

1. Relacié de conseqiiéncia:
Per tot I'A C Fmg i ¢,% € Fmyg,
(a) Sip €T, aleshores I' - .
(b) SiTk @il C A, aleshores A - .
(c) SiT'F @i per tota ¢ € I', A I 1, aleshores A I
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2. Estructural:
Per tot I' U {¢} € Fm, i tota o : Fmg — Fmg substitucié (Tot
homomorfisme h : Fm; — Fm, es anomenat substitucié),
si I' - p,aleshores o(I') o (p) .

Direm que una logica proposicional (£,}) és un sistema deductiu pro-
posicional (o una logica proposicional finitaria) si, i només si, satisf3 la
seglient condicié:

3. Finitarietat:

Per tot T'U {¢} C Fmg, si I' I ¢, aleshores existeix I C T' ﬁmt tal
que I' I .

Anomenem regla d’inferéncia sobre £ a una parella (I', ), on ' C
Fmg és finiti p € Fmg. Diem que una férmula ¢ és derivable de A per
la regla (I', ) si, i només si, existeix una substitucié o tal que o(p) = 1 i
o(l') € A. A partir d'un conjunt de férmules Azs C Fm, que anomenem
axiomes i d’un conjunt de regles d’inferéncia Rg sobre £ definim la segiient
relacié Fg entre P(Fmg) i Fmg:

A g Y si, i només si, 1 pertany al més petit conjunt de féormules que conté
A, totes les instancies de substiticid de Axg i és tancat per la derivabilitat
de les regles Rg.

Es facil veure que (L,Fg) és un sistema deductiu proposicional. Anomenem
als sistemes deductius proposicionals obtinguts a partir d’axiomes i regles
d’inferéncia, calculs proposicionals. Donat un sistema deductiu proposi-
cional (L,F), si agafem com a axiomes Azg = {¢ € Fmg : @ - ¢} i com
a regles Rg = {(I', ), finit : I' I ¢}, aleshores el calcul proposicional
(L,Fg) coincideix amb (L, ).

Donada una ldgica proposicional (£,1), definim (L£,Hf), el sistema de-
ductiu associat a (£,}), també anomenat logica finitaria generada per
(L,F), de la segiient manera: per tot I' U {¢} C Fmg,

T ¢ si, i només si, existeix A C I finit, tal que Al

Observi’s que si (£,F) és un sistema deductiu, aleshores (£,F) = (£, /)

Direm que (L,F.) és una extensié de (L,F) si, i només si, per tot
I'U{p} € Fmg, T' - ¢ implica T' k-, ¢. Ho denotem per (£, k) < (£,F).
Es facil veure que < és una relacié d’ordre,

Direm que (£,F) és una extensié finitaria de (£,F) si, i només si, és
extensié 1 és sistema deductiu. (L,F,) és una extensié axiomatica de
(L,F) sis'obté de (L,F) afegint-hi nous axiomes.
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Sigui (£,F) una logica proposicional i T' C Fmg. T és una teoria de
(L,F), quan per qualsevol ¢ € Fmg, ¢ € T si, i només si, T - . Denotem
per Th(L,F), el conjunt de les teories de (£,-). Com que és tancat per
interseccions arbitraries, aleshores Th(L,+) = (Th(L,F),N, V) és un reticle
complet; amb \/ T, = ﬂ{T € Th(L,F) : UTi CT} A més, Fmg ésla

i€l i€l
més gran teoria de (L, ), i els teoremes de (L,F) (i.e. { € Fmg: 0+ ©})
és la minima teoria de (L,F). Observem que no totes les teories d'una
ldgica s6n tancades per substitucions, anomenem a aquestes teories, teories
plenament invariants .

Direm que (£,F,) és extensié purament finitaria de (L,}F) si és ex-
tensié finitaria propia de (£,F) i no és extensié de cap extensié axiomatica
propia de (£,F); és a dir, si (£, ) té els mateixos teoremes que (L,+).

Si A és una algebra de tipus £ i F C A, aleshores la parella (A, F)
s’anomena L-matriu . Donada una £-matriu (A, F'), podem definir la segiient
relacié entre P(F'mg) i Fmg: per tot I'U {¢} C Fmg,

TE@aR e
si, i només si, per tot homomorfisme h : Fmg — A,
h(I') C F implica h(p) € F

Si F' = {d}, escriurem (A, d) enlloc de (A, {d}).
Donada una classe M de L-matrius definim la relacié = de la segiient
manera; '

[ Em @ si, 1 només si, per tot (A, F) € M,T' A ) ¢

Teorema 1.6 [49, pag. 181] Si M és una classe de L-matrius, aleshores
(L, EMm) és una logica proposicional. i

Siguin (£, ) una logica proposicional i (A, F) una L-matriu, direm que
(A, F) és model de (L,F) (també que F' és un (L, )-filtre) si, i només si,
(L, E(a,r)) és una extensi6 de (£,F).

Observi's que si A = Fmy, aleshores els (£, F)-filtres, sén les teories de
(L,F). ,

Donada una classe M de matrius direm que M és una semantica de
matrius per (£,F) si, i només si,

(L,F) = (L, Em)
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La classe Matr((L,)) de totes les L-matrius que sén model de (L,F) és
una semantica de matrius per (£,F) (vegeu [77, pag. 189)).

Fixem-nos que tota £-matriu (A, F'), podem pensar-la com una estruc-
tura A* = (A;{fAf € L};{DA"}) sobre el llenguatge relacional ampliat
L* = LU {D} on D és un relacional monadic tal que DA" = F (vegeu
[77]). D’aquesta manera podem definir les nocions de submatriu, produc-
te directe, imatge homomorfa forta, antiimatge homomorfa forta, producte
reduit i ultraproducte de matrius com les nocions de Teoria de Models de
subestructura, producte directe, imatge homomorfa forta, antiimatge homo-
morfa forta, producte reduit i ultraproducte de les estructures equivalents
a les matrius (vegeu [2, 19]). H; i H;! denoten imatge homomorfa forta, i
antiimatge homomorfa forta respectivament.

Teorema 1.7 Donada una classe de matrius M,

1. [28, Prop. 3.6]

() (LiFEm) = (L Fsm))
(b) (L, Em) = (L, Fpm))
(c) {L,EM) = (L, l=Hs(M)>
(4) (£, m) = (£, gt rg)
2. ([28, Thm. 5.1] 1 [11, Cor.2.9]) (L, =Mm) és sistema deductiu si, i només
si, (L, FEm) = (£, FEpy(m) o

D’aquest resultat deduim que donada una classe de L-matrius M,

(LR = (L, Ery () = (£, Fispry ()

Corol.lari 1.8 5i M és un conjunt finit de matrius finites, aleshores

(L, =) = (L, M) O

Donada una L-matriu (A, F), la congruéncia de Leibniz QA F €
Con(A) esta definida de la segiient manera: Per tot a,b € A,

(a,b) € QpF
si, 1 només si, per tot ©(x,yo,...,Yn-1) € Fmg itot co,...,cn-1 € 4,

o™ (a,c0,...,cno1) € F & o™ (b,co,...,cn 1) € F.
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Qa F té la propietat de ser la més gran congrueéncia d’A compatible amb F'
(i.e. la més gran congruéncia 6 tal que per tot a,b € A, a € F i (a,b) € §
implica b € F'). La funcié Q4 , el domini de la qual és el conjunt de tots els
subconjunts d’A, s’anomena operador de Leibniz sobre A. Direm que una
matriu (A, F) és reduida si Qo F = A que és la relacié d’identitat sobre
A. Sigui Matr*((L,F)) = {A € Matr((L,})) : A és reduida}, es dedueix
facilment (vegeu [77, pag. 189]) que Matr*((L,})) és una semantica de
matrius per (L,F),

1.3 Algebritzacié de Sistemes Deductius

Si £ és un llenguatge proposicional i K és una classe de £-algebres, aleshores
denotarem per =k la relacié de conseqiiéncia equacional (entre conjunts
d’equacions i equacions de £ definida de seglient forma:

Per tot AU {p~ ¢} C Eq. = Fmz?,

AFkprY
si, i només si, per tota algebra A € K i per tot homomorfisme h : Fm; — A,
si per tot 6 e € A, h(6) = h(g) , aleshores h(yp) = h(?))

Teorema 1.9 Si £ és un llenguatge proposicional i K €s una classe de L-
algebres, aleshores

1. Eg és una relacid de conseqiiéncia equacional estructural.
i.e. per tota substitucid o,
A g ¢ &~ ¢ implica o(A) Ex o(p) = o(y)
onog(A)={c(6) = o(e):6~ec e A}.

2. Fr = Fse)- o

Lema 1.10 [28, pag. 72] Siguin L un llenguatge proposicional i K una clas-
se de L-algebres. SiPy(K) = K, aleshores =k és una relacid de consegiéncia
finitaria. a

Sigui (L, ) un sistema deductiu proposicional i K una classe de £-algebres.
K és una semantica algebraica per a (£,}) si, i només si, existeix un
conjunt finit d’equacions amb una variable

6(z) me(z) = {6i(z) ~ei(z) 11 < n},
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que anomenem sistema d’equacions definidores, tal que per tot TU{p} C
Fmg,

Tho e {§) ~e(): ¢ €T}k 6(p) ~ e(p)

on () ~ &(y) vol dir {6;(7) ~ ei(7) : ¢ < n}
‘Com que (L,}F) és una logica finitaria del teorema 1.9 i del lema 1.10,
deduim:

Corol.lari 1.11 [8, Cor. 2.3] SiK és una semantica algebraica per un siste-
ma deductiu proposicional (L,}), aleshores Q(K) també ho és i té el mateix
sistema d’equacions definidores. a

Teorema 1.12 [8, Thm. 2.4] Sigui (L,F) un sistema deductiu proposicio-
nal, K una classe de L-dlgebres i §(z) =~ e(x) un sistema d’equacions en una
variable. Les seguents condicions sén equivalents:

1. K és una semantica algebraica per a (L,) amb equacions definidores
6(z) = e(x).

2. La classe M = {(A, F§™) : A € K} és una semantica de matrius per
(L,F).

on F§¥ = {a € A: §*(a) = ®(a)} O

Sigui (L£,F) un sistema deductiu proposicional i K una classe de £ -
algebres. K és una semantica algebraica equivalent per a (L,F) si, i
només si, K és una semantica algebraica per a (£,F) i existeix un conjunt
finit de férmules amb dues variables A(z,y) = {Aj(z,y) : j < m} que
anomenem férmules d’equivalencia tal que per tota ¢ ~ 1 € Eq.,

o~ Y=k 6(Ap, ) = e(Alp, ¥))

on § = ¢ és el conjunt d’equacions definidores de K i §(A(p, ¥)) = e(A(p, ¥))
vol dir {6;(A;(,¥)) = €i(A;(p,9)) 1i < n,j <m}.

Direm que un sistema deductiu proposicional és algebritzable si té una
semantica algebraica equivalent. :

Teorema 1.13 [8, Cor. 2.11] Sigui K una semantica algebraica per un sis-
tema deductiu proposicional (L,F). K és equivalent a (L,F) si, 1 només si,
Q(K) també ho és. O
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Teorema 1.14 (8, Cor. 2.15] Sigui (L,F) un sistema deductiu proposicio-
nal. Si K 1 K' sdn dues semantiques algebraiques equivalents per a (L,F),
aleshores Q(K) = Q(K/). O

Anomenem a aquesta quasivarietat, quasivarietat semantica equivalent
de (L,F).

Teorema 1.15 [8, Cor. 4.6] Tota extensid finitaria d’un sistema deductiu
proposicional algebritzable és algebritzable amb el mateiz sistema d’equacions
definidores 1 les mateizes formules d’equivaléncia. a

Corol.lari 1.16 Siguin (L,F) un sistema deductiu proposicional algebrit-
zable 1 K la seva quasivarietat semantica equivalent. Aleshores hi ha un
isomorfisme d’ordre dual entre les extensions finitaries de (L,F) i les sub-
quasivarietats de K ordenades per la inclusié. a

La importancia de ’algebritzacié ve donada pel poder de traduccié de
propietats logiques a propietats algebraiques i viceversa. Per exemple:

Teorema 1.17 [8, Thm. 2.17] Sigui (L,F) un sistema deductiv proposici-
onal aziomatitzable per un conjunt Az d’aziomes i un conjunt R de regles
d’inferéncia. Si (L,b) és algebritzable, i § ~ € és un sistema d’equacions
definidores © A és el conjunt de formules d’equivaléncia, aleshores la quasi-
varietat semantica equivalent K de (L,F) és aziomatitzable per:

1. 8(p) = e(yp) per tot p € Az.
2. §(A(z,z)) = e(A(z, z)).

3. 8(1p0) ~ e(p0) & .. & 8(pn-1) ~ e(pn-1) = 8(p) = ()
on <{(p0a SR <Pn—1}, (P> €ER

4 6(A(z,y) = e(A(z,y) = T~ y. | o

Usant un argument similar al de la demostracié de teorema anterior, s’obté
el resultat reciproc. Es a dir, obtenim una axiomatitzacié del sistema deduc-
tiu algebritzable a partir de l'axiomatitzacié de la quasivarietat semantica
equivalent.

Teorema 1.18 Sigui (L,F) un sistema deductiu proposicional algebritzable,
K la seva quasivarietat semantica equivalent 1 6 =~ € el sistema d’equacions
definidores 1 A el conjunt de formules d’equivaléncia. Si K és axiomatitzable
per Eqx conjunt d’equacions i per Qeqg conjunt de quasiequacions, aleshores
(L,t) és axiomatitzable per:
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1. A(p, ) per tota ¢ =~ € Eqxk.

A(z, z)

(Alz,y),Aj(y,z)) per tot § < m.

(A(z,y) U A(y, 2), Aj(z, 2)) per tot j < m.

(U A(xk,’ yk)a Aj(f(mfb ceey mr—-l), f(yo, cee ayr—l))) per tOtj <m, per
k<r
tot f € L d’arietat r

6. (A(po,ho) U -+ U A(pr, ), Aj(p,9)) pertot j <m
i per tota po = Yo & & vy, Y = p = P € Qegk.

7. (A(6(z), (), z)
8. ({z}, A;(8i(x), ei(x))) per toti<mn, j <m. O

Corol.lari 1.19 Sigui (L,F) un sistema deductiu algebritzable i K la seva
quasivarietat semantica equivalent. Aleshores (L,F) és finitament azioma-
titzable si, i només si, K és finitament axiomatitzable, !

Teorema 1.20 [8, Thm. 5.1] Sigui (C,F) un sistema deductiu proposicional
i K una quasivarietat.

1. Les segiients propietats son equivalents:

(a) (L,\) és algebritzable i K és la seva quasivarietat equivalent.

(b) Per tota dalgebra A, loperador de Leibniz Qp €és un isomorfisme
entre el reticle dels (C,F)-filtres i les K-congruéncies d’A.

2. 8i (L,F) és algebritzable, K és la seva quasivarietat equivalent,
8(z) = e(x) és un sistema d’equacions definidores i per tota dlgebra
A € K i tota congruéncia 8 € Con(A) definim

Hpb={ac A:(6%@),c*(a)) €6},
aleshores Hp restringit a Cong(A) és la inversa de Q4 . o

Pel cas particular de les teories d’un sistema deductiu obtenim

Corol.lari 1.21 Sigui (£,) un sistema déedu'ctiu algebritzable i K la seva
quastvarietat semantica equivalent. Aleshores el reticle de totes les teories
de (L,F) és distributiu si, i només si, K és congruent distributiva. 0
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Un altre exemple de propietats logiques que tenen el seu equivalent al-
gebraic via l'algebritzacié del sistema deductiu s6n: Teorema de Deduccié i
Teorema Local de Deduccid.

Un sistema deductiu proposicional (£,F) té Teorema de Deduccié
(abreujat DDT), si, i només si, existeix un conjunt finit de férmules amb
dues variables

E(z,y) = {mi(z,y) 11 <n} C Fme(z,y)
tal que per tot I' U {p, ¥} C Fmg,
LU {p} 9 si, i només si, I' = E(p, )

Teorema 1.22 [10, Thm. VI.1.3] Sigus (L,F) un sistema deductiu alge-
britzable i K la seva quasivarietat semantica equivalent. Aleshores (L,F) té
Teorema de Deduccid (DDT) si, i només si, K satisfa la propietat de les
congruéncies principals relatives equacionalment definibles (EDPCR). a

Direm que (£,F) té Teorema Local de Deduccié (abreujat LDDT),
si, 1 només si, existeix un conjunt de férmules (no necessariament finit) amb
dues variables

%(z,y) = {ni(z,y) : i € I} C Frg(z,y)
tal que per tot T'U {p, 9} C Fmg, existeix E(z,y) C X(z,y) finit tal que
LU {p}F ¢ si, i només si, I' - E(p, )

Teorema 1.23 [9, Cor. 5.3] Sigui (L,F) un sistema deductiu algebritzable
i K la seva quasivarietat semantica equivalent. Aleshores (L,l) té Teorema
Local de Deduccié (LDDT) si, i només si, K satisfa la propietat de ’extensid
de congruéncies relatives (RCEP). ]



Capitol 2

El Calcul Infinitvalorat de
L ukasiewicz

2.1 Les logiques i els calculs multivalorats

Sigui £ = {—, -} un llenguatge proposicional de tipus (2,1). Considerem
’algebra ([0, 1], —, ) del mateix tipus, que té per univers el segment real de
la unitat [0,1] = {z € R: 0 <z <1} on R és el conjunt dels nombres reals
i per tot z,y € [0,1],

T — Y =gy min{l,1-z4y} —T =ges 1~ 2.

Anomenem subalgebra de Lukasiewicz a tota subalgebra de
([0,1], —, ). Per exemple:

e ([0,1],—, ).
e ([0,1]NQ,—,") on Q és el conjunt dels nombres racionals.

Per cada 0 < n € w,

n-—1

1
.Ln:<{0,—'1"" 71}7_)7_'>'
o n
e ([0,1]N A, —, ) on A és el conjunt dels nombres algebrics.

Per cada nombre irracional 0 < 8 < 1,

e SO =(Im+nf:mne Zi0<m+nd <1}, —,-) on Z és el
conjunt dels nombres enters.

19
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Donada una subalgebra de Lukasiewicz S, considerem

(L, =)

la logica proposicional obtinguda per la matriu (S, 1). Es a dir:
Si T'U{p} C Fmg, I' F(s,1y @ si, i només si, per tot o : Fmg — S
homomorfisme, si h[I'] C {1} aleshores h(p) = 1.

Observi’s que I'algebra Ly = ({0, 1}, —, =) és polinomialment equivalent
a l’algebra de Boole de dos elements i per tant f=,, 1y és la logica proposici-
onal classica. En realitat el paper que tenen les subalgebres de Lukasiewicz
respecte aquestes logiques és el mateix que el que té I’algebra de Boole {0,1}
respecte la logica classica: sén taules de veritat que admeten més de dos va-
lors de veritat. D’aquesta manera s’obtenen per cada 0 < n € w, logiques
finitvalents (o finitvalorades) |=(1,, 1y amb n + 1 valors de veritat i logiques
infinitvalents en el cas que la subalgebra de Lukasiewicz sigui infinita.

Sigui S una subalgebra de Lukasiewicz. ¢ € Fm, és una tautologia de
(L,F=(s,1y) si, 1 només si per tot homomorfisme h : Fmg — S, h(p) = 1.
Equivalentment, si, i només si, § F(s,1) - Per cada 0 < n € w denotarem
per Taut,; les tautologies de (L, =1, 1y). Lukasiewicz i Tarski citen en
[53] a Lindenbaum com el primer en demostrar:

2.1 Taut,, C Taut,, si, i només si n — 1 divideiz m — 1.

2.2 Totes les subdlgebres de Lukasiewicz infinites tenen les mateizes tauto-
logies.

Denotarem per Taut, el conjunt de les tautologies d’una subalgebra infinita
de Lukasiewicz.

Teorema 2.3 (Lindembaum, citat a [53]) Per tot 2 < ne€w,
Taut,, C Taut, C Tauts,. a

Finalment

Teoréma 2.4 (Tarski [53]) Si 2 < ny < ng < ... és una successid infinita
de nombres naturals, aleshores Taut,, = ﬂ Taut,, . O
kew

Al 1931, Wajsberg [74] dona una llista d’axiomes
CN1. ¢ — (¢ — )
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CN2. (p = ¢) = (¥ = v) = (¢ = )
CN8. (¢ — ) = (p — ¥)
CN4. ((p — ~p) = ) =

que juntament amb la regla Modus Ponens: ({p, ¢ — ¥}, 1) permet de-
duir sintacticament Tauts. Aquest cacul proposicional ’anomenem calcul
trivalorat de Lukasiewicz i el denotem per (L,t3). Wajsberg estengué
aquest resultat per tot nombre primer i Lindembaum per tot nombre natural
(ambdos citats a [53]). Al 1952, Rosser i Turquette [68] donen un metode
constructiu per obtenir I’axiomatica de cada Taut,. Aquesta axiomatica,
igual que en el cas 3-valent, té com a tnica regla el Modus Ponens. El calculs
obtinguts a partir d’aquesta axiomatica els anomenem calculs n-valorats
de Lukasiewicz i els denotem per (£, ).
Lukasiewicz va conjecturar que Taute, era derivable dels axiomes:

Ll o= (= ¢)

L2. (p =) = (¥ —v) = (p—v))
E3. (¢ =) =) = (¥ = 9) — o)
4. (¢ — =) = (9 — ¥)

5. ((p—9) = (¥ —9) = (¥ — o)

i la regla Modus Ponens: ({¢,¢ — 9},9). :

Chang [16] i Meredith [57] demostraren que axioma L5. és derivable a
partir dels altres quatre. Anomenem a aquest calcul el calcul infinitvalorat
de Lukasiewicz i el denotem per (£, o).

Al 1935, Wajsberg (75, pagina 240] anunciava que havia verificat la con-
jectura, perd no publicad la demostracié. La primera demostracié fou pu-
blicada per Rose i Rosser al 1958 [67] basant-se en la interpretacié de les
férmules en D'algebra [0, 1] donada per McNaughton [56]. Al 1959, Chang
[18] demostra la conjectura a partir de les propietats de les MV-algebres [17]
i llur felacié amb els grups abelians totalment ordenats.

Cal remarcar que els teoremes de completesa donats en [18, 67, 68, 74]
sén tots teoremes de completesa en sentit feble. Es a dir que només tenen
en compte les tautologies.
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Teorema 2.5 (teoremes de completesa feble)[18, 67, 68, 74]
Per tota p € Fmg

1. Pertotn € w,
Faa.) @ i, inoméssi  Fpp1p
2. Per tota subdlgebra de Lukasiewicz infinita S,

Esy e s, inoméssi b

2.2 Algebritzacié de (£,F)

Observem que les logiques del tipus (L,}=(gq)) amb S subalgebra de
Lukasiewicz, s6n totes extensions de (£, F) ja que pel teorema 2.3 contenen
Taut, i a més a més sén tancades per la regla Modus Ponens. Aquestes
1dgiques perd, no sén totes finitaries [42, 76]. Wojcicki demostra en [76], que
les logiques (£, F=(j0,1jnQ,1)) 1 (€1 F((0,1),1)) s6n diferents i no sén finitaries,
mentre que les logiques n-valents sén totes finitaries i coincideixen amb els
calculs n-valorats de Lukasiewicz. Ja hem vist en el capitol 1 que donada
una logica podem construir la 1dgica finitaria generada per ella. En [76] es
demostra, )

2.6 (L, }={[0,1]QQ,1)> = (L, l={[0,1],1)>

Dels resultats de Wojcicki [76] i el teorema de completesa feble per la logica
infinitvalent de Lukasiewicz [18, 67] obtenim el teorema de completesa forta.

Teorema 2.7 (teorema de completesa forta)
(£, "—‘{[0,11062,1)) = (£, i={[0,1],1)> = (L ko) 0

Com que (£,Foo) és una logica proposicional finitaria, aleshores és un sis-
tema deductiu i per tant podem aplicar les técniques d’algebritzacié desenvo-
lupades per Blok i Pigozzi [8]. Per aix0 necessitem introduir les dlgebres de
Wajsberg (Foren definides per primer cop per Komori {44] amb el nom de
CN-algebres, si bé nosaltres seguim la nomenclatura de Rodriguez en [64]).

Direm que una algebra A = (A4, —, - de tipus (2,1) és una algebra de
Wajsberg, si, i només si satisfa les segiients equacions:

Wl (z—z)—y=y
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W2. (z-y)—-(y—2)—(z—2)~a—a
W3. (z—y)—y=~(y—z)—>2
W4, (-2 - )= (y—z)~z—2

Com que la classe de totes les algebres de Wajsberg és equacional, aleshores
és una varietat que denotarem per Walg.

Corol.lari 2.8 La varietat Walg satisfa:

Wszx—zrRy—y.

Prova:

T—z = (z—3)—(z— 1) de W1
~ (r—2)>@—2y)—>(y—=y) —y) = (z—=2z)—y) de W2
~ =y —-(y—y)—y)—y) de W1
~ (y—y)—(y—y) de W1
r Y=y de W1

]

Per tant © — x és una constant algebraica de la varietat Walg. Definim
l=gz—oz.

Teorema 2.9 [66] El calcul proposicional infinitvalorat de Lukasiewicz
(L,Foo) €s algebritzable amb equacid definidora 6(p) ~ e(p) = p ~ 1 i
férmules d’equivaléncia A(p,q) = {p — q,q — p} i la seva quasivarietat
semantica equivalent és la classe de les algebres de Wajsberg. O

De les propietats dels sistemes deductius algebritzables, obtenim que to-
tes les extensions finitaries de (L£,t o) s6én algebritzables (teorema 1.15) i
les seves quasivarietats semantiques equivalents sén subquasivarietats de la
varietat Walg (corol.lari 1.16). A més, hi ha un isomorfisme dual entre el re-
ticle de les extensions finitaries de (£, F) i el reticle de les subquasivarietats
de Walg.

Com que (L,F) satisfa

PVl =Y 1 ol —p

(cas particular de la regla G, vegeu [8, Cor. 5.4]), aleshores la classe de
matrius Mwa, = {(A,1) : A € Walg} és una semantica de matrius re-
duides per (£,t). En particular tenim que Matr*((£,F)) = Mwaly.
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Analogament, tota extensié finitaria (£,+,) de (£,Foo) té com a semantica
- de matrius reduides Matr*({£,F.)) = Mk = {(A,1) : A € K} on K és
la quasivarietat semantica equivalent de (£,F.). Aixi doncs, tenim que to-
ta extensié finitaria del calcul proposicional infinitvalorat de Lukasiewicz ve
donada per [Eate on K és una subquasivarietat de Walg. I tota logica del
tipus (L, F=ag) abans esmentat, és una extensié finitaria de (£, ko).

El segiient esquema il.lustra l'isomorfisme entre extensions finitaries i
subquasivarietats:

Extensions finitaries — Subquasivarietats
de (L,Foo) . de Walg

K« la quasivarietat
(L,F«) +—  semantica equivalent

de (L,Fy)

(L, Eranacky) <~ K

El teoremes 1.18 i 1.17 ens proporcionen dos algorismes per obtenir una
axiomatitzacié d’una extensié finitaria a partir de ’axiomatica de la seva
quasivarietat semantica equivalent i viceversa. Aquests algorismes preserven
la propietat de la finitud, Observem que en el cas de (£,F) 1 Walg ja
coneixem una axiomatica pel sistema deductiu i una altra per la quasivarietat
que no provenen una de l'altra via els algorismes dels teoremes 1.18 i 1.17.
Aixo ens permet reformular els algorismes d’axiomatitzacié de la segiient
forma:

1. Si (£,F4) és un sistema deductiu proposicional axiomatitzable per

e Axiomes :
(a) E1.,E2.,13. i L4.
(b) ' C Fmg
o Regles :
(a) M.P. v
(b) R« €S Pu(Fmg) x Fmg,

aleshores la seva quasivarietat semantica equivalent és axiomatitzable
per

(a) W1.,W2. W3. i W4.
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(b) y~1pertotyel
(c) pr = 1& - &y, = 1= p =1, per tota ({p1,...0n}, ) € R

2. Si K és una subquasivarietat de Walg, axiomatitzable per

(a) W1.,W2.,.W3. i W4,
(b) Egx C Eqc
(c) Qegk conjunt de quasiequacions,
aleshores el sistema deductiu equivalent (L, |={< A1):Ack}) és axioma-
titzable per
e Axiomes :
(a) L1.,L2.,13. i L4.
(b) @ — $,% — p, per tota ¢ ~ 3 € Eqg
e Regles:
(a) M.P.

(b) <{‘P1 — 1,1 = P, 0n _’?[)n,"pn_’ﬂon},@—"‘p)
i<{¢1—’¢1,7/)1 “"Pl,-~-90n_”/)na¢n—“ﬁn},¢“"<P>:
per tota o1 R P& o R Yp = @R Y E Qegr

D’aquests dos algorismes d’axiomatitzacié deduim el segiient resultat:

2.10 Sigui (L,F+) una extensid finitaria de (L,bo) @ K C Walg la seva
quasivarietat semantica equivalent, aleshores

1. (L,Fy) és extensid aziomdtica propia de (L,Fo) si, 1 només i K és
una subvarietat propia de Walg.

2. (L,y) és extensid purament finitaria de de (L,Foo) 8B, & només si
V(K) = Walg i K # Walg. O

Observem doncs, que estudiar les extensions finitaries de (L,Fo), €s
equivalent a estudiar les subquasivarietats de la varietat Walg. D’aquesta
manera podem emprar eines i resultats algebraics per obtenir resultats logics.
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Part 11

MYV-algebres
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Capitol 3

MYV-algebres

Observem que en el cas de la logica classica, les algebres de Boole no es
defineixen normalment a partir de les operacions — i - siné a partir de les
constants 01 1 i les operacions V, A i —. Ambdues definicions sén equivalents,
si bé s’usa mes freqilentment la segona per tenir propietats algebraiques més
addients.

Analogament al cas classic nosaltres podem donar una definicié polino-
mialment equivalent de les algebres de Wajsberg, sén les anomenades MV-
algebres.

3.1 Definicions i propietats basiques

Una MV-algebra és una algebra (A,®,-,0) de tipus (2,1,0) que satisfa
les segiients equacions:

MVL (z8y) @22z (y® 2)
MV2,. zhy~ydx

MV3. 200~z

MV4., ~(~z) =z

MVS5, 26 -0~ -0

MV6. =(—z@y) Py~ -(z®y)dz

Si prenem y = -0 en MV6, deduim:

29
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MVT7. z& -z ~ 0.

Donada una MV-algebra A, podem definir la constant 1, i les operacions
binaries ® i — de la segiient manera:

1. 1=gef =0
2. £OY =gef (~x D ~y)
3. 2 Y =gef DY

Originalment, Chang [17] va definir les MV-algebres amb les operacions &,
®, — i les constants 0 i 1, La nostra presentacié més curta és equivalent a
la de Chang i el primer en donar-la fou Mangani [54]. Com que la classe
de totes les MV-algebres esta definida equacionalment, és una varietat que
denotem per W.

El segiient resultat ens déna ’equivaléncia polinomial entre les algebres
de Wajsberg i les MV-algebres.

Teorema 3.1 [35, teoremes 4 i 5]
1. Si A =(A,®,1,0) és una MV-dalgebra, i definim sobre A:
T — Y =def DY,

aleshores A’ = (A, — =) és una algebra de Wagsberg tal que
T —YyY=zDYy.

2. 8i B = (B,—, ) és una dalgebra de Wagsberg i definim sobre B:
Y=gt —Yy G 0=ge5 (z— x),

aleshores B* = (B, ®, ~,0) és una MV-dalgebra tal que
ThYy=1r—Y.

3. Si A és una MV-algebra i B és una dalgebra de Wagjsberg

(A=A i (B =B
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Observi’s que la definicié de © i © a partir de = i — ens suggereix que
sén la generalitzacié de les connectives classiques disjuncié i conjuncié per
la logica de Lukasiewicz.

Altres presentacions equivalents son: les L-algebres de Lacava [46], les S-
algebres de Buff [15], els bricks de Bosbach [12], els Wajsberg hoops acotats
definits per Blok i Ferrerim [34, 5, 6] aixi com les BCK-algebres acotades i
commutatives [73, 60].

Des d’ara, i si no diem el contrari, considerem L el llenguatge algebraic
{69) ™ O} .

3.2 El singleté {0} és un exemple trivial de MV-algebra.
3.3 El primer exemple de MV-algebra no trivial és:

[07 1] = <[0a 1]7 @,“,0)

que té per univers el segment real de la unitat [0,1]] ={z € R: 0<z <1}
on R és el conjunt dels nombres reals i per tot z,y € [0,1] definim

T Dy =4of min{l,z+y} L =gef l— 0=0.
3.4 Donada una algebra de Boole (B, V, A, —,0,1) definim la MV-algebra
B = (B,®,~,0)
tal que per tot z,y € B deﬁnim
TOY =def TV Y T =gef —I.

3.5 Subalgebres de [0,1]:

e [0,1]NQ = ([0,1]NQ,®,—,0).

e Percada 0 < n < w,

Ln=({%:reZiOSTSn},@,"»())-

e Per cada nombre irracional 0 < 8 < 1,

S =({m+nl:mneZid<m+nb<1},&®,-,0).
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e [0,1]nA= ([0,1]N A, ®,~,0)
on A és el conjunt dels nombres algébrics.

Observem que les subalgebres de [0,1] sén polinomialment equivalents a les
subalgebres de Lukasiewicz.

3.6 Sigui Fm l'algebra de férmules sobre el llenguatge {®, —,0} i conside-
rem la relacié d’equivaléncia ~ tal que per tot o, 8 € F'm,

o~ (3 si, i només si, al0l] = 5[0,1].
Fm/ ~ = (Fm/ ~,©,-,0)
tal que per tot a/ ~, B/ ~ € Fm/ ~,
af ~ ® B~ =agf (@®B)/~ (e ~) =g (me)/ ~
0 =45 =T/ ~ per qualsevol tautologia 7, és a dir: 701 — 4,
Fm/~ és l'algebra lliure respecte W amb Ry generadors.

3.7 Sigui G = (G, V,A,+,—,0) un grup abelia reticulat i sigui v € G,
u > 0.
N'Gu={zeG:0<z<u},®,,0)

tal que per tot 0 < z,y < w:
TDY =gef UNT T Y L =gef U — .
3.8 Donat un grup additiu abelid totalment ordenat G 1 0 < b € G. Per
cada 0 < n < w,
Gb T T
G = ({(Z,9) € Qu® G (0,0) < (5,9) < (1,5)},,7,0)

on @, ® G és el producte lexicografic del conjunt dels racionals amb deno-
minador n, per G. Per tot (0,0) < (z1,z2), (y1,y2) < (1;b),

(z1,22) ® (y1,92) =dey min{(1,0),(z1+y1, 22+ y2)}
~(z1,22) =des (1 —21,b0—2)

0 =des (0,0)
En el cas particular que G sigui el grup additiu dels enters Z, escriurem
LY =LE2° i EF=LZF

L’algebra LY és equivalent a 1'Algebra C definida per Chang [17] i la genera-
litzacié d’aquesta algebra per qualsevol nombre natural n, LY és equivalent
a 1'dlgebra S% definida per Komori [44].
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3.9 Siguin A un conjunt no buit i [0,1]4 el conjunt de les funcions d’A en
Uinterval [0, 1].

[O’ 1]A = ([07 1]A’ @, 7, O)
tal que per tot f,g € [0,1]4 i per tot a € A:

(=F)(a) =aes ~(f(a))  (f ®9)(a) =des f(a) ®g(a)  0(a) =ges 0.

3.10 Una funcié f : [0,1]" — [0, 1] és una funcié de McNaughton sobre
el cub [0,1]" si, i només si, és una funcié continua i lineal a trossos amb
coeficients enters. i.e. '

1. f és continua amb la topologia natural de [0, 1]"

2. Existeix un nombre finit de polinomis de grau 1, A4, ..., Ax, de manera
que cada

Ai =maZ1+ .. My e + by,

amb b;,my € Z per tot 1 <1 < n, i tal que per cada (a1,...,a,) €
[0, 1], existeix j, 1 < j < k tal que

fla1,...,a,) = /\j(al,l. ey Qp).

Obervi’s que tota funcié de McNaughton pot ser pensada com una funcié
amb « variables (k un cardinal qualsevol) que només depén, en realitat d’'un
nombre finit de variables. Aix{, una funcié g : [0,1]* — [0, 1] és una funcié
de McNaughton sobre el cub [0, 1]* si, i només si, existeix un nombre
finit d’ordinals ai,...q, € x i una funcié de McNaughton f sobre [0, 1]"
tal que per tot € [0,1]*, g(Z) = f(Tays.-+)Tay,). En el cas particular que
k = Np, direm que g és senzillament una funcié de McNaughton.

Siguin M, M, i M, els conjunts de totes les funcions de McNaughton, so-
bre els cubs [0, 1]%¢, [0,1]", [0, 1]* respectivament. Definim les MV-algebres:

o M= (M,®,~,0) C [0,1]01"
e M, = (M,,®,—,0) C [0,1][0,1]n
e M, = (M, ®,, O) - [0’ 1][0,1]m

on les operacions estan definides punt a punt com en ’exemple anterior.
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M, M,, i M, sén les algebres lliures respecte W amb ¥y, n, & generadors
respectivament. Les funcions de McNaughton foren introduides per primer

cop per McNaughton [56] per caracteritzar les interpretacions de les férmules
de L en lalgebra [0,1]:

Teorema 3.11 ( Teorema de McNaughton )[56, teorema 2]

Donada una funcié f : [0,1]" — [0,1], exzisteiz una formula o(z1,...,2,) €
Fmg tal que f = ol®1] si, i només si, f és una funcid de McNaughton sobre
el cub [0,1]"

Observacié: el Teorema de McNaughton va ser originalment enunciat i
demostrat pel lleguatge {—,—} i l'algebra ([0,1],—, ). Donada lequiva-
léncia polinomial entre les algebres de Wajsberg i les MV-algebres, hem
reformulat el teorema a £ = {®, -, 0} i I'algebra [0, 1] = ([0, 1], ®, -, 0).

En tots els exemples que hem donat de MV-algebres hem partit d’es-
tructures que es poden ordenar. El segilient resultat ens permet obtenir de
forma algebraica un ordre per qualsevol MV-algebra, és a dir podem definir
un ordre a partir d’una equacié.

Lema 3.12 Si definim sobre una MV-algebra A la segiient relacid:
z <y si inoméssi, ~cDy=z—y=1,

aleshores < és una relacié d’ordre parcial sobre A que té les segiients propi-
etats de compatibilitat amb les constants i les operacions: Per tot a,b,c € A,

1.0<a<l1
2. Sia < b aleshores:

e adc<bdec
e a®cLbOec
ec—a<c—b
eb—oc<La—c

o -b< —a

8 a®b< csi, i només si, a <b—c. m]
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Anomenem ordre natural d’ A a la relacié < definida en A. Observi’s que
Pordre natural de [0,1], B, LS i T(G,u) coincideix amb l'ordre habitual
dels reals, de 'algebra de Boole amb univers B, del producte lexicografic
Qn ® G i del grup reticulat amb univers G respectivament.

Direm que una MV-algebra és una MV-cadena si, i només si, el seu
ordre natural és ordre total,

Sigui A una MV-algebra i definim sobre A les operacions binaries V i A
de la segiient manera:

* TVY=gs (@Y BYy=(z0y)dy=(z—y) >y

* ZAY=dgef 2(-zVy)=(20y)Oy=(z®y) Oy
Lema 3.13 Sigui A una MV-dlgebra.

1. Per tota,bc A,

e a Vb és el suprem respecte l’ordre natural d’A de a i b.

e aAb és l'infim respecte l'ordre natural d’A de a i b.
2. (A,A\,V,—,0,1) és una dlgebra de Kleene. i.e

(a) Es un reticle distributiu amb mazim 1 i minim 0.
(b) Satisfa les lleis de DeMorgan

S(zVy)=-zA-y  (zAy)=-zV-y
(c) Satisfa la llei de Kleene
cAz<yVvV-y

3. Pertota,be A, a®0b<aAb<a,b<aVb<adb. a
Observem que (A4, ®,®,~,0,1) és una algebra de Boole si, i només si, A és
una MV-algebra tal que per tot a,b € A, a®@b=aAbia®b=aVb.

Qualsevol MV-algebra satisfa les segiients propietats ( vegeu per exemple
[20]):
314 z0 (yVz)=(z0y)V(z0 2).

315 2 (yA2)=(z®Y)A(z® 2).
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3.16 =y si, inomés si, c - y=11y—x=1.

317 z=14iy=1si, inomés si, cOy =1 si, i només si, t Ay = 1.
3.18 2 =0ty =0 st, i només si, Dy =0 s5, i només si, zVy=0.

Sigui A una MV-algebra, per tot n < w definim per induccié les operacions
unaries nz, ™ i les operacions binaries x —, y sobre A.

e 0z =ger 01 per tot n < w, (n+ 1)z =45 T ® na.
o 20 =4 11 per tot n < w, gt =def TOT".
° x—>0y=defyipertotn<w', w—’n+1y=defm"*(m_’ny)

Com a conseqiiéncia de les definicions de ©, nz, 2™ i —, tenim que tota
MV-algebra satisfa les equacions:

n(-z) = =(z"), -(nz)~ (-z)" i T —p 0~ n(-z)

El segilient resultat ens déna les propietats de compatibilitat amb ’ordre
natural.

Lema 3.19 Sigui A una MV-dlgebra. Per tot a,b € A,
l.a<naia"<a, pertotl<n<w. '
2. Sia<b, aleshores na < nb i a™ < b per tot n < w.
3. SiaANb=20, aleshores na Anb =0 per tot n < w.

4. SiaVvb=1, aleshores a® V" =1 per tot n < w. ‘ o

3.2 Ideals, congruéncies i homomorfismes
Sigui A una MV-algebra. Un subconjunt I C A és bun ideal si satisfa:
1. 0 eI,
I2. SiaeIibel aleshoresa®b € I,

I3. Sia<bibel aleshores a € I.
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Del lema 3.13, tenim que L(A) = (A4, A, V,0,1) és un reticle acotat distribu-
tiu amb minim 0 i maxim 1. A més com que zVy < z@® y [lema 3.13, 3)],
es dedueix que si I és un ideal de A aleshores també és un ideal de reticle
de L(A). Denotarem per Z(A) el conjunt dels ideals de A. Z(A) és tancat
per interseccions i per suprems i per tant és I'univers d’un reticle algebraic,
ordenat per la inclusié, amb minim {0} i maxim A que denotarem per I(A).
El segiient resultat ens caracteritza els ideals d’'una MV-algebra A a partir
de les seves congruencies.

Teorema 3.20 [17, teorema 4.3] Sigui Con(A) = (Con(A),N,V, A, A?) el
reticle algebraic acotat de les congruéncies de la MV-algebra A. La corres-
pondéncia:
J:Con(A) — ZI(A)
§ — JO)=0/0={a€ A:(a,0)€b}
estableiz un isomorfisme de Con(A) sobre I(A). I la inversa de J ve donada
per:
J1:Z(A) — Con(A) :
I = JYI)={(a,b) € A%: (a®-b) ® (b® —a) € I}

a

Aixi per cada I € Z(A), escriurem A/I enlloc de A/J~(I). Siguin A i B
dues MV-algebres i h : A — B un homomorfisme de A en B. Anomenem
nucli de A, el denotem per A~1({0}) a I’antiimatge del zero de B.

R 1({0}) = {z € A: h(z) = 0}

Observi’s la distincié entre el nucli de h que com veurem és un ideal i el
Ker(h) = {(a,b) € A? : h(a) = h(b)} € Con(A). Del teorema, anterior i de
la relacié entre congruéncies i homomorfismes (vegeu [14]) obtenim:

Lema 3.21 Siguin A i B dues MV-algebres i h : A — B un homomorfisme.
Son valides les segiients propietats:

1. Per cada I € I(B), h™*(I) = {x € A : h(z) € I} € I(A). En
particular el nucli de h és un ideal.

2. Per tot I € I(A), I és el nucli de I’homomorfisme canonic
hr: A— A/IL
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3. h(A) és isomorf a A/I on I és el nucli de h.
4. Per tota,b € A, h(a) < h(b) si, i només si, a® b e h~1({0}). O

En [24] i [35] es demostra que la varietat de les MV-algebres és aritmética,
és a dir, tota MV-algebra és congruent permutable i congruent distributiva.
Per tant, per qualsevol MV-algebra A, I(A) és un reticle distributiu.

Sigui A una MV-algebra i sigui X C A, definim 'ideal generat per X
i el denotem com (X) = ({J € Z(A) : X C J}. Direm que un ideal és
principal si esta generat per un singleté. Donat a € A, escriurem (a) enlloc

de {{a}).

3.22 (a)={z € A: 2z <na peralgun n€w}

323 (XU{a})={z€cA:2<na®b peralgun ncw ibe X}
3.24 (a) N (b) = (a A b)
3.25 (a) V(b)) =(a®b)=(aVD)

Direm que un ideal I d’A és primer si, i només si, és un ideal primer de
L(A). Es a dir:

IP.I#AiaAnbelimplicaaclobel.
Si Spec(A) representa el conjunt dels ideals primers d’A, aleshores tenim:
Teorema 3.26 Siguin A una MV-dalgebra i I,J € Z(A).
1. I € Spec(A) si, i només si, A/I és una MV-cadena.
2. Si A és una MV-cadena aleshores Spec(A) = T(A) \ {4}
3. SiI+#AiJe Spec(A) tal que J C I, aleshores I € Spec(A).

4. Si I € Spec(A), aleshores el conjunt {H € T(A) : I C H} esta
totalment ordenat per la inclusid.

5. SiI# A, aleshores ezisteiz J C Spec(A) tal que I = ﬂ P.
Peg
6. I € Spec(A) si, i només si, és un ideal finitament N-irreductible.
i.e. Sily,...In1 € Z(A)

I=Iyn:--NI,—y implica I = I} per algun k < n a
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Direm que I € A és un ideal maximal d’A si, i només si, I és un ideal
propi d’A i no esta estrictament contingut en cap ideal propi d’A. Es a dir:

IM.I#AilGJeZ(A) implica J = A.

Denotem per M(A) el conjunt dels ideals maximals d’A. Del teorema 3.26
deduim el seglient resultat:

Teorema 3.27 Siguin A una MV-dlgebra i I € Z(A).
1. SiI € Spec(A), aleshores ezisteiz un dnic M € M(A) tal que I C M.
2. SiI € M(A), aleshores I € Spec(A). O

Recordem que una algebra A és representable com a producte subdirecte
d'una familia d'algebres {A;}icr,

A “ps HAZ

iel

si, 1 nomes si existeix
h:A—[]A
i€l
una immersié (homomorfisme injectiu) d’A en I’algebra producte H A;, de
iel
manera, que per tot i € I,
;O h(A) = Ai

on T : H A; — A, és la projeccié canonica, m;(a) = a(i) per tot a € H A,
i€l i€l

El segiient resultat de Birkhoff ens caracteritza quan una algebra és repre-

sentable com a producte subdirecte.

Teorema 3.28 [39, teoremes 11 2, pag. 123] Una dlgebra A és representable
com a producte subdirecte de {A; : 1 € I} si, i nomes si exzisteiz una
familia {0; : i € I} C Con(A) tal que

1. A; =2 A/0; pertoticl.

2. ﬂ 0; = A. : O
iel )

Del fet que W és varietat i que les congruéncies queden determinades pels
ideals (teorema 3.20), es dedueix:



40 CAP{TOL 3. MV-ALGEBRES

Teorema 3.29 Una MV-dlgebra A és representable com a producte
subdirecte d’una familia {A; : i € I} de MV-dlgebres si, i només si, exis-
teiz una famdlia {J; :i € I} C I(A) tal que

1. Ay = A/J; pertotiel.
2. nJi={0}. O

el
D’aquest resultat i del teorema 3.26 deduim:

Teorema 3.30 (Teorema de representacié subdirecta de Chang [18].)
Tota MV-algebra és representable com a producte subdirecte de M'V-cadenes.
O

Usant la propietat 6) del teorema 3.26 es dedueix:

Corol.lari 3.31 Una MV-dlgebra és una MV-cadena si, i només si, és sub-
directament idescomposable (finitament subdirectament irreductible). O

Una algebra A és simple quan Con(A) = {A4, A%}. En el cas de les
MV-algebres com que pel teorema 3.20 hi ha isomorfisme entre congruéncies
i ideals podem donar una definicié equivalent:

Una MV-dlgebra A és simple si, i només si, 'dnic ideal propi d’A és {0}.

Observem que si A és simple, aleshores {{0}} = M(A) i pels teoremes 3.26
i 3.27 tenim que A és una MV-cadena. El segiient resultat ens caracteritza,
les MV-algebres simples.

Teorema 3.32 [18] Per qualsevol MV-dlgebra A, les segiients condicions
son equivalents:

1. A és simple.
2. A és isomorf a una subdlgebra de [0,1].

3. Pertota € A, a # 0, existeix un nombre natural n > 0 tal que nx = 1.
O

Aix{ doncs, les algebres simples sén (tret d’isomorfisme) polinomialment
equivalents a les subalgebres de Lukasiewicz (vegeu secci6 2.1).
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3.33 Tota MV-glgebra simple finita és isomorfa a L, per algun nombre
natural n.

3.34 L, C L;, si, i només si, n divideiz m (en simbols n|m).

3.35 [72, lema 2.2.] L, és submergible en una MV-dlgebra A si, i només
si, existeiz a € A, a # 1 tal que (n — 1)(—a) = a.

Lema 3.36 Siguin 0 < r < n < w tals que m.c.d.(n,r) = 1, aleshores %
genera Ly,.

Prova : Com que

1
m_ m — per qualsevol 0 <m < n
n n

. 1 , .
és evident que - genera L,. Per tant només hem de demostrar que si

m.c.d.(n,7) = 1, aleshores ;1; es pot obtenir a partir de % mitjangant MV-
operacions.

Si m.c.d.(n,r) = 1, aleshores,per 1'algorisme d’Euclides, existeixen dues suc-
cessions finites de nombres naturals tg, t1,...,ts41 i m1,ma, ..., mg tals que:

t() =N

tiL=r

ts+1 =1

ti>ti1 >0

tiva = i — Mita1tit1

ti . : .
Aix{ obtenim que %i €Ly, jaqueto=nild<t;<tg=n.
0

Sabent que tiy2 = t; — miy1ti+1, és tracta només d’una simple verficacié
veure que

tiv2 ti tit1
to _—‘(—'to O Mits t )
) to t T, . T .,
Obviament, = = 1i rialio s'obtenen a partir de o Aix{ doncs, per
0 0
R 7 t; T
induccié tenim que per qualsevol 0 < i < s+ 1, %1 eL,i Z'— s’obté de e
0 0
t 1
En particular st _ 2 $'obté de —. a
to n )
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Una MV-algebra A és semi-simple, si, i només si, és representable com
a producte subdirecte de simples. Trivialment tota algebra simple és semi-
simple.
Donada una MV-algebra A anomenem radical d’A, escriurem Rad(A), a
la intersecci6 de tots els ideals maximals d’A. Es a dir:

Rad(A)= () [
IeM(A)

Com que I(A) és un reticle complet algebraic, tenim que Rad(A) € Z(A).
Del teorema 3.29 obtenim la segiient caracteritzacié per les MV-algebres
semi-simples

Teorema 3.37 Una MV-dlgebra A és semi-simple si, i només si,
Rad(A) = {0}. o

Observem que tota MV-cadena semi-simple és simple ja que per ser cadena
nomsés té un tnic maximal que és Rad(A).

Sigui A una MV-algebra, per tot a € A, diem que a és un infinitéssim
d’A, escriurem a € Inf(A), si, i només si, na < —a per tot n € w.

Teorema 3.38 [64, teorema 6, pag. 109] Per tota MV-dlgebra A,
Rad(A) = Inf(A) a

Teorema 3.39 [64, teorema 3, pag. 126 Una MV-algebra A és finita si,
i només si, és isomorfa a un producte finit de MV-dlgebres simples finites.
i.e.

AL, X XLy onng,...,nx €Ew

Aquesta representacid és unica llevat de l'ordre dels factors. - a
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/-grups i MV-é.lgebres

4.1 El functor I'.

Recordem que un grup abelia reticulat, per simplificar ¢-grup, és una
algebra (G, +,—,V, A, 0) tal que el reducte (G, +, —,0) és un grup abelia, el
reducte (G, V, A) és un reticle i que satisfa la segiient identitat:

(zVy)+zr(z+2)V(y+2). |

Siguin G un ¢-grup 0 < u € G. (L’ordre ve determinat per I’estructura de
reticle). Recordem la transformacié T', (definida en 3.7)

I': (G,u) —» I(G,u) = ([0, u],®, ,0)

on[0,ul={z€G:0<z<u}i

T®Y =gr (T+Y)Au
T =gef U—T

0 =gy Og

Siguin G un 4-grup i 0 < u € G (anomenem u unitat). u és una unitat
forta de G si, i només si, per tot z € G, existeix n € w tal que z < n - u.
Direm que la parella (G, u) és un grup abelia reticulat amb unitat forta
no trivial, escriurem u-grup no trivial, si, i només si, G és un ¢-grupi v € G
és unitat forta de G. Considerem ({0}, 0) com el u-grup trivial.

Sigui G la categoria dels grups abelians reticulats amb unitat forta:

Els objectes de G sén els u-grups.

43
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Siguin (G,u) i (G',v) dos u-grups, direm que h : (G,u) — (G/,u) és
un morfisme de G si, i només si, A és un homomorfisme de grup, és un
homomorfisme de reticle i h(u) = u/'.

Sigui MV la categoria de les MV-algebres on els objectes de MV sén les
MV-algebres i els morfismes de MV sén els homomorfismes de MV-algebres.
Definim la tranformacié I" : G ~» MYV de la forma segiient:

o Per tot (G, u) € Obj(G), T'((G,w)) = T'(G, u).

o Per tot h € Mor(G), I'(h) = h | [0, u].
ie. Sih:(G,u)— (G',u'), aleshores

T'(h) : T(G,u) —» T(G',4) : a — h(a)

Teorema 4.1 [59, teorema 3.9] La correspondécia I' : G ~~ MYV és un func-
tor d’equivaléncia entre la categoria dels grups abelians reticulats amb unitat
forta i la categoria de les MV-algebres. a

Chang ja establi en [17] I'equivaléncia entre els grups abelians totalments
ordenats amb unitat forta i les MV-cadenes. En realitat si restringim el
functor T' als grups abelians totalment ordenats amb unitat forta obtenim
I’equivaléncia de Chang. '

Corol.lari 4.2 Per qualsevol MV-dlgebra A, ezisteix un u-grup (G, u) tal
que A 2 T'(G,u). A més (G,u) esta univocament determinat per A llevat
d’isomorfisme. a

Aix{ tenim que:
e [0,1]=T(R,1) 0on R és el grup dels reals.
e [0,1]NQ = T(Q,1) on Q és el grup dels racionals.
e L, 2T(Qn,1) on Q, és el subgrup dels racionals amb numerador n.

¢ L% > T(Qn®G,(1,b)) on Qn ® G és el grup producte lexicografic
de Qn i G.

e [0,1]4 = T(RA,1). RA és el grup de les funcions d’A en els reals on
les operacions de grup es defineixen element a element i per tot a € A,
1(a) = 1.
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e M=T(L,1). L és el grup de les funcions continues i lineals a trossos
amb coeficients enters on les operacions de grup es defineixen com en
el cas anterior.

Sigui G un ¢-grup, direm que J C G és un ¢-ideal de G si, i nomsés si,
J és un subgrup de G que satisfa la segiient condicié de convexitat: Per tot
a,beqG
Sia€ Ji|bl < |a|, aleshores b € J.

Denotem per J(G) el conjunt dels ¢-ideals de G.
Analogament al cas de les MV-algebres ’aplicacié

¥: Con(G) — I(G)
6 — Y@)={zeG:(z,0)€b}

ens déna un isomorfisme entre el reticle de les congrueéncies de G i el reticle
dels ¢-ideals de G. La seva inversa és:

U1 I(G) — Con(G)
J = YN ={(a,b)eG?®:a-be J}

Sigui (G, u) un u-grup i J € J(G), observem que J és propi si, i només
si, no conté u. El segiient resultat relaciona els ideals de MV-algebres amb
els £-ideals dels u-grups.

Teorema 4.3 [23, teorema 1.2] Sigui (G, u) un u-grup.
La correspondeéncia:

2:I(T'(G,u) — I(G)
I » ®I)={zeCG:|z|AueI}

defineiz un isomorfisme entre el reticle dels ideals de T'(G, u) 1 el reticle dels
£-ideals de G. A més, l'isomorfisme invers és:

3 1:1(G) — II(G,u))
I = 3 YD)=1In[0,4].

O

Denotem per G/J el ¢-grup quocient G/¥~1(J). Observem que si u € G és
una unitat forta de G, aleshores u/J és una unitat forta de G/J.
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Teorema 4.4 (20, teorema 5.1.13] S (G,u) és un u-grup i J € I(G), ale-
sores

L(G/J,u/J) = T(G,w)/(J N[0, ul]) O

Siguin G un ¢-grup i J un {¢-ideal de G. J és un f-ideal primer si, i només
si, G/J és totalment ordenat.

Com a conseqiiencia dels dos teoremes anteriors 4.3 i 4.4 obtenim que 'apli-
cacié ® restringida als ideals primers també és un isomorfisme que preserva
Pordre entre els ideals primers de MV-algebra i els £-ideals primers. Per tant
ideals maximals de MV-algebra es corresponen amb £-ideals maximals.

4.2 Productes reduits i ultraproductes

Sigui {(Gj,u;) : ¢ € I} una familia de ¢-grups amb unitat. Considerem
[1G; el producte directe sobre I. Definim @,0 € []G; tals que (i) = v; i
0(i) = 0.

Sigui F un filtre propi sobre I, per cada A C [[ G; escrivim

Ar = {B/]: tbhe A}.
Lema 4.5 Sigui {(Gy,u;) : 1 € I} una famdia de £-grups amb unitat (no
necessariament unitat forta). Si F és un filtre propi sobre I, aleshores la
correspondeéncia:
hg:[0/F,0/F] - [0,0]r:a— (@V0)AQ)/F onaca,
és un isomorfisme de T'([1; Gi/F;u/F) en [[; T(Gy;wi)/F.
Prova : Anem a veure que la correspondéncia esta ben deﬁnida' Obviament
si @ € []G; aleshores (@V 0) A @i € [0,1]. Per tant si a € « € [0/F,a/F],
aleshores ((@V 0) A @)/F € [0,1]F. Sigui a € [0/F,0/F]ia,belG;
tals que a, b € a, és a dir @, b s6n dos representants de la classe a. Com que
a/F = b/F, aleshores
{iel:a@)=bl)}=NL¢€eF
Del fet que a/F,b/F € [0/F, @/F] deduim:
{'IZEIZOS&(i)Su,}:IzEJ:

{iel:0<b(i)<u}y=LeF
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I com que per tot 7 € I i per tot ¢ € G4, 0 € ¢ < wu; si, i només si,
¢ = (cV 0) A u;, aleshores

L= {ieI:a()= @) Vo)A =(@vo)Aa)s).

Per tant G, (@V0) AT € a.
Analogament

ib(bvO)Aiief.
Aix{ obtenim que

{fiel:(@voAa)i) =((dVO) AR} =LNLNIzeF

I per tant hx(a/F) = hx(b/F) = hr(a). Aixd demostra que la corres-
pondéncia no depén del representant escollit i, a més, que per tot o €
[0/F, @/ F), existeix b € [0,4d] C []G; tal que b € o i hre(a) = hx(b/F) =
b/F. Aixi doncs hx és una correspondéncia injectiva i exhaustiva.

Siguin o, 8 € [0/F,6/F]ia, be [0,14] C [[Gitalsqueacaibcf.

o he(0/F) = 0/F.

o hp(ma) = hz(=(a/F)) = hs(0/F —a/F) = hz((t-a)/F)
(@—a)/F = =(a/F) = ~hz(@/F) = -hz(a).

ll

o hr(a®B) = hr(@/F®b/F) = hx(d/F A(a/F +b/F))
he((@n(@+d)/F) = (aA(@+b)/F = (a®b)/F = a/Feb/F
hr(@/F) @ hr(b/F) = hr(e)® hr(8).

all

]

Per tant hx és homomorfisme.

Lema 4.6 Si (G,v) i (Gy,u;), ¢ € I son £-grups amb unitat 1 F és un filtre
propi sobre I, aleshores la correspondéncia

(r,a) ~— (F,8)/F

ond €« t(0,0) < (F,a)(t) = (r,a()) < (v, u;) per toti € I,
és una immersid de (G ® [1; Gi/F; (v,u/F)) en [[; T(G ® Gyi; (v, us))/ F.
A més st F és un ultrafiltre i [0,v] és finit, aleshores lx és isomorfisme.
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Prova : Usant el mateix raonament del lema anterior la correspondéncia
esta ben definida i no depen del representant d’a escollit.

Siguin (r, ), (s,8) € [(0,0/F),(v,a/F)]iabe [[;Gi,siacaibep,
aleshores (r,a) # (s, 3) implica r # s o {i € I : a(i) # b(i)} € F.

Sir # s, aleshores

{iel:(r,a)i)+# (E,b)3E)}=I€cF.

Per ser F ultrafiltre {i € I : (¥,a)(i) = (5,b)(s)} ¢ F. Per tant lr(r,a) =
(¥,a)/F # (5,b)/F =17(s, B).
Si{ieI:a(i)#b(i)} € F, aleshores com que

{iel:a() #b()} S {iel:(F,a)0)# (b))} € F,

tenim que lz(r, @) # lx(s,3). Per tant [x és injectiva.

Siguin (r, ), (s,08) € [(0,0/F),(v,@/F)] i a,b € [[;G; tals que @ € o i

beg.

e [x(0,0/F) = (0,0)/F.

o lr(=(r, @) = Ir((v,a/F) - (r,a)) =lr(v -1, (0 —a)/F)

=(V-t,ua-a)/F=(v,u)/F - (¥,a)/F =~(t,a)/F

= =lg(r, @).

o lr((ra) & (s,0)) = _

_Jlg(r+s,(@+b)/F) si(r+s<v)o(r+s=wvi(a+b)/F<Lu/F)

- {ly:(v, u/F) altrament _

I A L

@, 0)/F=Fa)/FeEb)/F

= (7,a)/F ® (8,b)/F = lr(r,a) ® I(s, B).

Per tant [ és una immersié.

Si F és un ultrafiltre i [0, v] és finit, aleshores donat (£,d)/F € [(0,0)(¥, @),

per qualsevol r € [0,v] considerem H, = {i € I : #(i) = r}. Obviament
H, = I. I com que [0,v] és finit i F és un ultrafiltre, existeix un

r€fo,v]

g € [0,9] tal que H, € F. Si prenem (q,d/F) € [(0,0/F), (v, &/F)], com

que .

{i € Ilp(q,d/F)(i) = (d)(0)} = {i € I: (§,d)(i) = (£, d) ()} = Hq € F,

aleshores I(q,d/F) = (£,d)/F i per tant I és exhaustiva. O



Capitol 5

MYV-cadenes

5.1 Caracteritzacio de les M V-cadenes

Recordem que una MV-cadena és una MV-algebra tal que el seu ordre na-
tural és total. Denotem la classe de les MV-cadenes per Cyy. Ja hem vist
en la capitol 3 que l'interes de Cy ve perqué tota MV-algebra és represen-
table com a producte subdirecte de MV-cadenes (teorema 3.30) i aquestes
es caracteritzen per ésser les MV-algebres subdirectament idescomposables
(corol.lari 3.31). ‘

El nostre objectiu és caracteritzar la classe de les MV-cadenes i altres
subclasses de Cy de forma algebraica. Es a dir donar-ne una caracteritzacié
a partir d’operadors algebraics i de les algebres que generen aquestes classes.

Com que ’odre natural en les MV-algebres és definible per una equacié:

r<ysi dy~1
tenim que Cy és definible a partir dels axiomes:
e MV1. MV2, MV3., MV4., MV5. i MV6.
e VzVy[(~zdy~1)o(-ydz~1).

Aix{ doncs, Cy és una classe universal i per tant tancada pels operadors I,
S i Py (vegeu per exemple [14]).

Com que l'ordre el podem definir a través d’una equacid, la linealitat es
conserva també per imatges homomorfes. Sigui B = h(A) una imatge ho-
momorfa d'una MV-cadena A. Siguin b; = h(a1),b2 = h(az) € B. a1 < ay
0 az < a; ja que A és una MV-cadena. Si a; < ag, aleshores —a; @ as =1

49
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i com que h és un homomorfisme, —h(a;) ® h{ag) = 1 i per tant by < by,
Analogament 'altre cas.

Tot seguit enunciem un resultat de Teoria de Grups que usarem en aques-
ta memoria

Lema 5.1 (vegeu per exemple [4]) Tot grup abelia totalment ordenat G es
pot submergir en un grup abelia totalment ordenat divisible H. a

El segiient teorema és un resultat conegut de Teoria de Models (vegeu per
exemple [19, seccié 3.5]):

Teorema 5.2 La classe dels grups abelians divisibles totalment ordenats és
model completa, completa i és la model completacio de la classe dels grups
abelians totalment ordenats. A més, tot grup abelia divisible totalment or-
denat és elementalment equivalent al grup abelid divisible totalment ordenat
Q dels racionals. a

El segiient corol.lari es dedueix del Teorema de Frayne (vegeu per exemple
[19, pag. 256]), del lema 5.1 i del teorema 5.2.

Corol.lari 5.3 Tot grup abelia totalment ordenat és submergible en una ul-
trapoténcia de Q. a

Teorema 5.4 [30, teorema 1] Tota MV-cadena es pot submergir en un ul-
traproducte de [0,1] N Q.

Prova : Sigui C una MV-cadena. Pel corol.lari 4.2, C és isomorf a I'(G, u)
on (G, u) és un u-grup. Com que C és cadena, G és un grup abelid totalment
ordenat. Pel corol.lari 5.3, existeix un ultrafiltre F sobre un conjunt d’indexs
I i una immersié h : G — [[; Q/F. De forma natural, la restriccié de h
a [0,u] ens defineix una immersié h* : I'(G,u) — I'([I; Q/F, h(u)). Sigui
7 € [1; @ tal que 7 € h(u), sense perdua de generalitat podem suposar que
7(i) > O per tot ¢ € I. Definim r; = 7(i) € Q. Pellema 4.5, I'([; Q/F, h(u))
és isomorf a []; I'(Q,r;)/F. I com que la correspondéncia

gr; 2 0,)NQ — [0,1]NQ
b — 2
ry
és un isomorfisme entre I'(Q, r;) i I'(Q, 1) = [0, 1] N Q, aleshores

C e ISPyI([0,1) N Q) = ISPy ([0,1] N Q)
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Per tant C és submergible en una ultrapoténcia de [0,1] N Q. g
Finalment caracteritzem Cyy en termes d’operadors algebraics i de I’Algebra
[0,1]nQ.

Teorema 5.5
Cw = ISPy([0,1] N Q) = ISPy([0, 1]) = HSPy([0, 1] N Q) = HSPy ([0, 1]).
Prova : Pel teorema 5.4 sabem que

Cw C ISPy ([0,1}Nn Q) C HSPy([0,1] N Q).

A més, com que Cy és una classe uni\}ersal, Cw és tancada per I, S, Py i
ja hem vist que també per H. Evidentment [0,1] N Q € Cy, per tant

ISPy ([0,1] N Q) € HSPy([0,1] N Q) € HSPy(Cw) = Cw
D’altra banda com que [0,1] N Q és una subalgebra de [0, 1] tenim que

ISPy ([0,1] N Q) C ISPy ([0,1]) € Cw = ISPy ([0,1] N Q)

5.2 MV-cadenes de rang finit

Sigui A = (A, ®,,0) una MV-cadena i a € A. Anomenem ordre d’ a, que
representem per ord(a), el més petit natural n tal que na = 1. Si no existeix
cap enter que compleixi aquesta condicié, aleshores ord(a) = co. Observi’s
que per tot a € A

ord(a) = oo si, només si, a € Inf(A) si, només si, a € Rad(A)
Definim l'ordre d’ A com
ord(A) = sup{ord(a) : a € A}.
Es facil de veure que
si ord(A) = n , aleshores A és isomorf a Ly. (5.1)
Sigui A una MV-cadena, definim el rang d’A’ com
rank(A) = ord(A/Rad(A)).
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Com que A és una MV-cadena, aleshores Rad(A) és 'inic ideal maximal
d’A i per tant A/Rad(A) és una MV-algebra simple.
D’aquest fet i de 'observacié abans esmentada (5.1) deduim

rank(A) =n si,inoméssi, A/Rad(A)=L,

rank(A) =oco si, i noméssi, A/Rad(A)=S C [0,1] infinita
El seglient resultat de Komori ens caracteritza les cadenes de rang n.
Teorema 5.6 [44] A és una MV-cadena no simple de rang n si, i només

si, existeizen un grup abelia totalment ordenat no trivial G i un element
be Gt tals que A 2 T(Qn ® G;(1,b)) = LGP, o

Observeu que si A és una MV-cadena simple de rang n, aleshores si prenem
G = {0} i b =0, aleshores A = L, = E{0}°,

Teorema 5.7 Si Lg’b és una cadena de rang n, aleshores per tot ¢ € G,
LGP és isomorf a LGP, En particular si b és divisible per n, LS® és
isomorf a LSO,

Prova : Considerem la segiient correspondencia, :

h:T(Qn®G;(1,b)) — T'(Qn® G;(1,b+nc))

m m
(—n‘,a) = (;, a + mc)

— my ma2 B (151 m
Siguin (7,a1),(7l—,a2) € LG tals que h(—;—,al) = h(—z,ag) aleshores
n
m mg . . .
il " i ay +mic = ag + maoc, d'on es dedueix que my; = mo i a1 = ag

n .
i per tant h és injectiva. Obviament la correspondencia és exhaustiva i la
inversa vé donada per ‘

A T(Qn®Gi(Lb+nd) — T(Qn® G;(1,b))

(Zya) = (Z,a-me)

« 1h(0,0) = (0,0),
o h(~(=,a)) = h
_ (n—m

7 m
i h(('—n—>a1) D (";;2‘7 ‘12)) =

T b—a)= (b —at (n-m)e) =
m
_“70‘)7

, (b+nc) — (a+me)) = —x(%,a+mc) = ﬁh(n

my
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mr+m . .
___{h(——l—n——g,al—}-ag) si (m1+mg <n)o (m1+me=niay+a <Dh)

h(1,0) altrament

my + my (m1 + my

(
my m.
(= a1 +mic) @ (—n—z, az + mac)
mi mo
= h(7, a1) @ h(—n—,CLQ).
Hem demostrat que h és isomorfisme.

Si b € G és divisible per n aleshores existeix un 0 > ¢ € G tal que 0 = .b+n(c)
i per tant

yai + ag + (my + ma)c) = y (a1 + mic) + (ag + mac))

G ~ ¥ GO
ESb = £G0,

0

El nostre objectiu és caracteritzar les classes de MV-cadenes d'un cert

rang. Per qualsevol n € w, Cyp, representa la classe de MV-cadenes de rang
n.

Teorema 5.8 Si A € Cyy i rank(A)=n, aleshores A € ISP,(LY)

Prova: Suposem que A és una cadena de rang n. pel teorema 5.6 existeix un
grup abelid totalment ordenat G tal que A 2 T'(Q, ® G;(1,b)) on b € G*.
Usant el resultat del corol.lari 5.3 obtenim una immersié v de G en un
ultraproducte de Q, [[; Q/F. Aquesta immersié es pot estendre de forma
natural a I'(Q, ® G; (1,b)),

Y :T(Qn®G;(1,h) — T(Qu®[[Q/F;(1,7(b)))

I
)g) = (;{:7(9))
i aix{ obtenim que A és submergible en I'(Q, ® []; Q/F; (1,~(b))).
Sigui ¢ € [[;Q tal que § € 7(b), podem suposar que 0 < §(i) per tot
i € I. Definim ¢; = (i) € Q. Pel lema 4.6, com que Q, N [0,1] és finit
TL'(Qn®I1; Q/F; (1,7(b))) ésisomorf a [[; T'(Qnr®Q; (1,¢))/F. Pel teorema
5.7, com que ¢; és divisible (en Q) per n, aleshores I'(Q, ® Q;(1,¢)) és
isomorf a T'(Q, ® Q;(1,0)) = LY. Per tant hem demostrat que

A € ISPyI(LY) = ISPy (LY)

Observem com sén les subestructures finitament generades de LZ.
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Lema 5.9 Tota subdlgebra finitament generada de LS és submergible en L

Prova : Sigui A una subalgebra de LY generada per (T—l, 21—), . T—m, gl"—).
n n’ gm
Sigui ¢ = m.c.d.(q1,...,qm). Com que per qualsevol a € A, a és expressable

7‘ 7 » . \ . .
en la forma (—, —), és trivial veure que la correspondéncia d’ A en L% definida
n

+3)
- = —
nq

és una immersié d’A en LY. m

de la manera segiient:

Teorema 5.10 ISP, (LY) = ISP, (LY).
i.e. L8 i LY generen la mateiza classe universal.

Prova : Com que L C L%, aleshores
ISP, (L) C ISP, (ES).

Sigui Fg la familia de les subalgebres finitament generades de L,? . Pel lema,
1.1, tota algebra és submergible en un ultraproducte de les seves subalgebres
finitament generades, per tant L,? C ISP, (Fg). Pel lema 5.9, Fg C IS(LY).
Per tant £ C ISP,IS(L¥) = ISP, (L¥). Aix{ obtenim

ISP, (LS) C ISP,ISP,(L¥) = ISP, (L) o

Lema 5.11 La classe Cy, €s tancada péer ultraproductes i per imatges ho-
momorfes.

Prova : Sigui {A;: ¢ € I} una familia d’algebres de Cyyp,. Pel teorema 5.6,
A; 2 T(Qn ® Gi;(1,b;)) per alguns grups abelians totalment ordenats G
ib; € G;*‘. Sigui F un ultrafiltre sobre I i b € [[; G; tal que per tot i € I,
b(i) = b;. Pel lema 4.6,

[TAi/F =2T(Qu® [] Gi/F;(1,8/F)) € Cwn
I I

ja que [0,1] N Qp és finit. I com que [[; Gi/F és un grup abelia totalment
ordenat i b/F > 0/F pel teorema 5.6 [[; A;/F € Cyp.

Sigui B = h(A) una imatge homomorfa d’'una MV-cadena A de rang n. Ja
hem vist anteriorment que la linealitat es conserva per imatges homomorfes.
Anem a veure que rank(B) = n. Recordem que Ker(h) € Con(A) i que
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A/Ker(h) = B. Pel teorema de correspondéncia (vegeu per exemple [14,
pag. 49]) hi ha un isomorfisme de reticle
({6 € Con(A) : Ker(h) C 6},n,V) — Con(A/Ker(h))

§ — 6/Ker(h)={(a/0,b/6) : (a,b) € Ker(h)}
Com que A/Ker(h) és una cadena, Rad(A/Ker(h)) és 'inic ideal maxi-
mal de A/Ker(h), andlogament Rad(A) és I'inic ideal maximal d’A. Pel
teorema 3.20 i per 'isomorfime entre les congruéncies d’A que contenen
el Ker(h) i les congruéncies de A/Ker(h), tenim que Rad(A/Ker(h)) =
Rad(A)/Ker(h). Aixi, pel segon teorema d’isomorfime:

(A/Ker(h))/Rad(A/Ker(h)) = A/Rad(A)

i per tant
B/Rad(B) = A/Rad(A) = L,

irank(B) =n. O
Observem, perod que la classe Cyyy, no és tancada per subestructures: Per
exemple si m|n i m # n, aleshores L, C Ly, € Cy,, i obviament L,, & Cyy,.

Teorema 5.12 Considerem C,, = U Cwm, aleshores
{m:m|n}

C, = ISP, (L) = HSP,(L%) = S(Cwn)
Prova : Pels teoremes 5.8 ,5.10 sabem que
Cwm C ISPy (L) = ISPy(Liy).
I com que L, C LY per tot m divisor de n, aleshores per tot m|n,
Cwm C ISPy(L;,) C ISP,S(L7) = ISPy (L3)

Per tant
C, C ISP, (k) C HSP,(L¥)
Anem a veure que C,, és una classe tancada per H,S i P,,.
C,, és tancada per imatges homomorfes ja que per tot m|n, Cyyp, és tancada

per imatges homomorfes, pel lema 5.11.
Siguin {A; : 1 € I} C C,, 1 F un ultrafiltre sobre I. Observem que

U {iel:AieCwym}=1€7F,

{m:m|n}
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per tant existeix mg € {m : m|n} tal que J = {i € I : A; € Cyym,} € F,
ja que {m : m|n} és un conjunt finit i F és un filtre primer. Pel lema 1.2,
[T Ai/F = [1;A;/FI1J icom que, pel lema 5.11, Cyyy, és tancat per ultra-
productes i imatges isomorfes, tenim que []; Ai/F € Cwmy C Cy.

Sigui B C A € C,, obviament B és una MV-cadena. Si m = rank(A), ales-
hores A/Rad(A) 2 L,,, designem per a aquest isomorfisme. Considerem
I’homomorfisme natural 7 : A — A/Rad(A) : a — a/Rad(A), aleshores
aom [ B:B — Lp é una immersié i per tant (e on [ B) (B) C Ep,.
D’aqui deduim que B/Ker(aon | B) & Ly per algun k|m. Ara bé, com que
Ly és una MV-algebra simple, (c o7 | B)™1(0) és un ideal maximal. Per
tant Rad(B) = (a o« | B)71(0), ja que B és una MV-cadena. Aix{ tenim
que B/Rad(B) = Ly, per tant B € Cy i com que k|m i m|n, aleshores
B e C,. ‘
Per tant C, = ISPy (C,) = HSPy(C,). Aix{ tenim que

ISPy (LY) CISPy(Cr) =C, 1 HSPy(Ly) C HSPy(C,) =C,
jaque LY € C,
Usant el mateix raonament per demostrar que S(C,) = C, tenim que
S(Cwn) € Cp. D'altra banda com que L% € Cyp,, aleshores
C, =ISPy(Ly) C ISPy (Cwn) = S(Cwn),

ja que pel lema 5.11, Cy,, és tancada per ultraproductes i per imatges ho-
momorfes. . O
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En aquesta tercera part estudiarem les quasivarietats de MV-algebres
(recordem que pel teorema 3.1, les algebres de Wajsberg sén polinomialment
equivalents a les MV-algebres).

Donada una quasivarietat K d’algebres qualssevol (no necessariament
MV-algebres), el conjunt de totes les quasivarietats contingudes en K és
tancat per interseccions arbitraries i forma un reticle respecte la inclusié que
denotem per L(K). En el cas de W, el segiient resultat mostra la complexitat
de L(W).

Teorema 5.13 [1] W és una quasivarietat Q-universal. Es a dir:
Per tota quasivarietat K d’dlgebres de tipus finit (no necessariament de M'V-
algebres), L(K) és imatge homomorfa d’un subreticle de L(W). O

D’aquest teorema es dedueix que L(W) conté el reticle lliure generat per
w elements, per tant no satisfa cap identitat de reticle no trivial i és de car-
dinal 2%, A causa d’aquesta complexitat, ens restringirem a estudiar alguns
tipus de quasivarietats tenint en compte algunes propietats algebraiques que
compleixen.



Capitol 6

Varietats

Un cas especial de quasivarietats sén les varietats. Les varietats de MV-
algebres han estat ampliament estudiades. Chang [17, 18] fou el primer
en estudiar la varietat W i demostra que la varietat W estd generada per
[0,1]N Q. Dels treballs de Komori [44] es dedueix la classificacié de les
subvarietats de W. Una gran part de la literatura sobre varietats de MV-
algebres esta dedicada a les axiomatitzacions d’aquestes (vegeu per exemple
[40, 41, 72, 31, 63]). El nostre objectiu és obtenir aquesta classificacié i
estudiar les varietats com a quasivarietats.

6.1 Caracteritzacié i Classificacio
Dels treballs de Chang [17, 18] obtenim:

Teorema 6.1 [18] W =V([0,1] N Q) = V([0,1]).

Prova : Pel teorema 3.30 de representacié de Chang, tota MV-algebra és
representable com a producte subdirecte de MV-cadenes. Hem vist en el
teorema 5.5 que la classe de les MV-cadenes Cyy = ISPy([0,1]N Q). Per
tant

W C IPgpISPy([0,1]NQ) C ISPISPy([0,1]NQ) C
%([O,l]ﬂQ) C V(0,1]nQ) < V([o,1)) =
. . O

De [44] es dedueix la classificacié de les varietats de MV-algebres.
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Lema 6.2 Siguiy C w un subconjunt infinit de naturals, aleshores U (Ln)*

ney
és dens en [0,1]*

Prova : Sigui @ = (a1,...,ak) un element de [0, 1]%. Construim la segiient
successi6 (bp)ney d’elements en U (En)*
ney

T tn1 tnk < - t
bp = (—,...,——) on tpj és el mdximt € w 0 < ¢t < n tal que — < a;.
Si el maxim no existeix, aleshores t,; és el minimt € w 0 <t < n tal que
~>aj;.
n - %

e : _ - vk
Aix{ tenim que en la topologia natural de R", d(a, b,) < e
Per tant, nlggo@")"@ = a. a

El segiient resultat es troba implicit en Tarski, [53].

Teorema 6.3 Sigui {L, : n € v} una familia infinita de M'V-algebres sim-
ples finites, aleshores V({Lyn :n € v}) = V([0,1]) = W

Prova : Obviament V({L, : n € y}) C W = V([0, 1]).

Sigui p(z1,...,zx) = ¥ (z1,...,2,) una equacié tal que
0,1] ¥ o(z1,...,21) 29 (z1,..., 7). (6.1)
Es a dir, existeix (a1,...,ax) € [0,1]* tal que

golo’l] (al, e ,ak) # ’9[1[0’1] (a1,..., ak)-

Suposem que L, E oz, ..., z) ~ Y(z1,...,7%) per tot n € 7. Considerem

la successié (bp)ney de U (Ln)* construida en el lema 6.2, tal que (bn)ney —
ney

(@) -

Per hipotesi, wL" (bpyy. o sbny) = wL" (bnyy- -+, bn,) per tot n € 4.

12
Per tant , com que ch" R v,bL" = l01] w[o’l] [ L, tenim que
@O By, ) = 9O (B, Bny) VR (6.2)

Usant ara el teorema 3.11 (Teorema de McNaughton [56]), qualsevol ter-
me en el lleguatge de les MV-algebres expressa una funcié real continua i
l-valorada. Siguin f i g les funcions continues associades a ¢ i . Per

(6.2), Flbny,---rbn,) = g(bnys. .., bn,) per tot n € 4. Com que (bn)ney
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és una successié de lfmit (ay,...,ax) i f i g sén contfnues, obtenim que
flai,...,ax) = g(a1,...,ax), i arribem a contradiccié ja que de (6.1) tenim
que oY (a1,...,a) # 9%V (a1,...,ax). Per tant, existeix n € 7 tal que
L, b&%)(xh--wwk) ~ ¢(371,~~>33k)-

Hem vist doncs, que donada una equacié € = § en el llenguatge de les MV-
algebres

Lyl=e~§ pertotne€xy, implica [0,1]e~§

Per tant, W =V([0,1]) CV({L,, : n € v}) a

Corol.lari 6.4 [44] Sigui K una varietat de MV-algebres. K és una subva-
rietat propia, si, i nomes si K conté un nombre finit de L,'s. O

Com que tota subalgebra infinita de [0,1] és densa en [0, 1], usant un
argument similar al de la demostracié anterior es dedueix el segiient resultat:

Teorema 6.5 (Lindembaum [53], també [20]) Sigui S una subdlgebra infi-
nita de [0, 1], aleshores V(S) = V([0,1]) = V([0,1] N Q). O

Del teorema 3.30 de representacié de Chang, es dedueix que les cade-
nes contingudes en una subvarietat propia de MV-algebres generen aquesta
subvarietat. Els segiients resultats van encaminats a caracterizar les subva-
rietats propies a partir dels seus generadors.

Lema 6.6 Sigui K una varietat de MV-algebres. K és una subvarietat
propia, si, © només si, tota MV-cadena de K és de rang finit. A més, si
A és una MV-cadena de K i K # W, aleshores rank(A) = n per algun
n € w tal que L, € K.

Prova : Si per tota MV-cadena A, el rang d’A és finit, aleshores com que
rank([0,1]) = w, [0,1] € K i per tant K # W.

Sigui A € K una MV-cadena de rank infinit. Aixd ens diu que A/Rad(A)
és una subalgebra infinita de [0,1]. Com que A/Rad(A) € H(A) C K, pel
teorema 6.5, W = V(A/Rad(A)) C K. Per tant K= W.

Sigui K # W una subvarietat propia de MV-algebres, pel corol.lari 6.4 K
conté un nombre finit de L,'s. Sigui I = {n < w : L, € K}. Sigui A
una MV-cadena i suposem que rank(A) = n per algun n € I, aleshores
A /Rad(A) és isomorf a L,. Per tant L, € K. Contradiccid, ja que n & I.
Aix{, rank(A) = i per algun i € I. )
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Lema 6.7 Sigui A una MV-cadena, si rank(A) = mn, aleshores
A e V(LY)

Prova : Sigui A una MV-cadena de rank(A) = n, aleshores pel teorema
5.12 tenim que

Ac (CWn c Cn = ]ISIPU(L‘;L)) - V(L:uz)

0
Anem a veure quan una cadena genera la mateixa varietat que L&. Per
aix0d necessitem uns lemes previs.

Lema 6.8 Una MV-cadena A conté una copia de LY, si, i només si, es
satisfan les dues condicions:

1. Rad(A) # {0}

2. Ly, és submergible en A

Prova : Si h és una immersié de L% en A, aleshores h(0,1) € Rad(A)\ {0}
i obviament com que L, C L, tenim que L, és submergible en A.

Sigui ¢ una immersié de Ly, en A. Donat ¢ € Rad(A) \ {0}, només és una
simple verificacié veure que la correspondéncia,

r Lp(i) ® zc si 2 <0
(—'a Z) — 7’}
w(ﬁ-) O =((=2)c) siz<0

és una immersié de LY en A. o

Teorema 6.9 Sigui A una MV-cadena tal que Rad(A) # {0}.
Si rank(A) = n aleshores LY € V(A)

Prova : Com que rank(A) = n pel teorema 5.6, A = LS®. Com que
Rad(A) # {0}, aleshores G és un grup abelia totalment ordenat no trivial.
Considerem AY /U una ultrapoténcia d’A on U és un ultrafiltre no principal

sobre w. Pel lema 4.6, A¥ /U = ng/u’g/u. Observi’s que per tot a € AY /U
a € Rad(A%/U) si, i només si, a = (0,¢/U) € G¥ c/U>0/U (6.1)

Sigui ¢/U € A¥/U, definit de la forma segiient ¢(m) = (0, mb) per tot m € w.
Per (6.1), ¢/U € Rad(A¥/U).
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Considerem ara, l'element dju € A”/U, definit de la forma segiient
d(m) = (0, m?b) per tot m € w. Analogament d/U € Rad(AY¥/U).
Observem que per tot k € w,

k(z/U) < dju
Per tant, d/U & (¢/U) l'ideal generat per ¢/U. Considerem I’algebra
B = (A*/U)/(e/u),
com que (¢/U) és un subideal propi de Rad(A“/U) tenim que
Rad(B) # {0}

D’altra banda observem que els elements (n—1,b/U) i (n—1,0/U) difereixen
en (0,b/U) € (¢/U) i per tant

(n—1,b/U)/(e/U) = (n —1,0/U)/(c/U)
A més com que (n — 1)(=(n — 1,b/U)) = (n — 1,0/U) aleshores tenim que
(n = 1)(=(n—1,b/U)/(e/U)) = (n — 1,0/U)/(c/U)
Per tant per la propietat 3.35 tenim que
L, és submergible en B
I aplicant el lema 6.8 obtenim
L és submergible en B
Per tant hem trobat una algebra B € HPy(A) tal que £ € IS(B). Es a dir:
Ly € ISHPy(A) C V(A). O
Corol.lari 6.10 S5i A és una MV-cadena de rang n, aleshores
VAA)=V(EY) o V(A)=V(L,).

Prova : Si Rad(A) = {0} aleshores trivialment A és isomorf a L, i per
tant V(A) = V(Ly). Si Rad(A) # {0}, aleshores dels teorema 6.9 i lema
6.7 es dedueix que V(A) = V(LY). O

Finalment obtenim una classificacié de les varietats de MV-algebres ana-
loga a la classificacié de les extensions axiomatiques de (£,F) donada per
Komori en [44].
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Teorema 6.11 [44] Sigui K una varietat no trivial de MV-algebres.
K # W, si, 1 només si, existeizen dos conjunts finits I 1 J de nombres
naturals INJ = tals que

K=V({EieI}U{EY jeJ})

Prova : Anem a veure que V({L; i € I} U{LY j € J}) és una subvarietat
propia. Sigui m = max{n € w: n € I U J}, existeix ja que I U J és finit.
Sigui m < k € w i considerem la segiient equacié:

ma V (~z ® -(kz)) = 1
Anem a veure que
{LiieITU{LY je€ J} EmaV (~z® ~(kz)) =~ 1.

Com que G = {L; i € I} U{L} j € J} és una familia de cadenes, n’hi ha
prou en veure que donada una cadena A € G per tot a € A

ma=1 o -a®-(ka)=1

Com que rank(A) < m, aleshores per tot a € A \ Rad(A), ma = 1.
Si a € Rad(A) aleshores ka € Rad(A) i per tant ka < —(ka) < -a o
equivalentment —a @ —(ka) = 1. Aix{ queda demostrada l’afirmacié. En
canvi

Ly B maV (mx @ —(kz)) =~ 1.
ja que si considerem 1’element L € L, aleshores

k

m(p)V (z o) =Ty en =t

Per tant, per tot k£ > m,
E 7 QV({LiiEI}U{L‘;}jGJ})¢W.

Sigui K una varietat de MV-algebres diferent de W . Pel teorema 3.30
sabem que les MV-cadenes de K generen K. Denotem la classe de les MV-
cadenes de K per Cg. Pel corol.lari 6.4, K conté un nombre finit de L,’s.
Sigui I = {i <w :L; € K}, I # 0, ja que L1 € K per ser K no trivial. Pel
lema 6.6, si A € Ckg, aleshores rank(A) =i per algun i € I.

Sigui

J={j€I:3BeCg tal que rank(B) = j i Rad(B) # {0}}.
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Obviament J és finit ja que J C I'i I és finit.(J pot ser buit).
Pel teorema 6.9 tenim que {L j € J} C K i com que {E;i € I\ J} CK
aleshores:

V{{Liie INJYU{EY je J}) CK.

Pel lema 6.6, per qualsevol A € Cg, existeix j € I tal que rank(A) = j.
Si j € J, aleshores del lema 6.7 deduim que

AeV({LyjeJ}) CV{Lii e INJIU{LY j € J}).
Sij & J, aleshores A = Lj, per tant

Ac{liieI~NJ}CV({LiieINJIU{LY je J}).
Per tant Cx C V({L; 4 € I N J}U{LY j € J}), d’on es dedueix

KCV({EiieINJPU{EY je J})

6.2 Varietats com a Quasivarietats

En aquesta seccié ens interessen les varietats com a cas especial de quasiva~
rietats, per tant no només volem trobar els generadors com a varietat, siné
que també volem obtenir els generadors com a quasivarietat. El seglient
resultat es troba en la demostraci6 del teorema 6.1 i esta implicit en [30, 76]

i [B].
Teorema 6.12 W = Q([0,1] N Q) = Q([0, 1]). ]
Basant-nos en el resultat anteriof obtenim:

Teorema 6.13 W = Q({L, : n € w}). o

Prova : Pel teorema anterior W = Q([0,1] N Q). Observi’s que totes les
subalgebres finitament generades de [0,1]NQ sén L, per algun n € w.
Pel teorema 1.1, ’algebra [0,1] N Q és submergible en un ultraproducte de
{Ln : n € w}. En conseqiiéncia, '

W =Q([0,1] N Q) C QISPy({Ly : n € w}) = Q({En : n € w}).
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En el cas de la varietat W, hem vist doncs, quins s6n els seus generadors
com a quasivarietat. Volem obtenir un resultat analeg pel cas de les subvari-
etats propies de W. Primer necessitem un resultat previ que ens caracteritza
de forma algebraica les MV-cadenes contingudes en una determinada subva-
rietat propia

Lema 6.14 Siuin I i J dos conjunts finits de nombres naturals tals que
INJ =0, aleshores

Cy(sienul? jesy = BESPu({liie IJU{L} je J})
= ISPy({Esie I} U{EY j e J}).

Prova : Obviament, {£; i € I} U{LY j € J} C CV({L,- ienyU{ES jes)) i
HSPy({Ei i € IYU{LY j € J}) CV({Esi € IYU{LY j € J}) i com que el
fet de ser MV-cadena és tancat per H, S i Py (vegeu el capitol 5) tenim que

HSPy ({L: i € I} U{LY j € J}) C Cyyk, ienpuiL¥ jesy

J

Com que W és aritmética, V({E; i € I} U{LY j € J}) C W també ho és, en
particular és congruent distributiva. Usant un resultat de Jénsson [14, pag
147] tenim que

V({Lii € IYU{LY j € JY)psr CHSPy({Esi € TJU{EY j € J})

on V({k; i € I}U{L} j € J})Fsr és la classe de les algebres finitament 4
subdirectament irreductibles de V({k; i € I} U{LY j € J}). Pel teorema

J

CV({Li ieryu(LY jesy) CHSPy({Liie I} U {L;)] € J})

J
Trivialment
ISPy({Es i € IYU{LY j € J}) CHSPy({Li i € IYU{LY j € J}).

Per demostrar la inclusié inversa, observem primer que com que I U J és un
conjunt finit, aleshores

Py({Lii€ ITU{LY j € J}) = ([ Pu(Ls) U | Pu(L¥)
1€l jed
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Per tant

HSPy({Lii € IYU{LY j € J}) = | JHSPy(L:) U | HSPy(LY)
i€l jedJ
Pel teorema 5.12, HSPy (L) = ISPy(LY). D’altra banda com que L; és
una algebra finita, simple i hereditariament simple HSPy (L;) = HS(L;) =
IS(L;). Aix{ doncs, tenim

HSPy({Lii € IJU{LY j e J}) = (JIS(L:)u | ISPy (LY)
’ iel jeJ
C ISPy({Eiic IYU{LY j € J}).

Finalment obtenim els generadors com a quasivarietat de qualsevol sub-
varietat propia de MV-algebres:

Teorema 6.15 V({Lii € I[}U{LY j € J})=Q({Li i € [JU{LY j € J}).
Prova : Del teorema 3.30 (Teorema de representacié de Chang [18]) es
com que pel lema anterior

CyyL ienuiL¥ jesy = ISPy ({Li i € I} U{L} j € J}), aleshores:

V{Lite I} U {L;”j € J}) C HPSDHS]P’U({L,' iel}pu {L‘]‘)] € J})
CISPISPy({kii € IYU{Ly je J}) = ISPP,({Lii€I}U{Ly je J})
=Q{LiielfU{LyjeJ}) C V{LiieI}U{L)jeJ})

6.3 Axiomatitzacions

Ja hem vist que la varietat W és una varietat finitament axiomatitzable, per
exemple per MV1,, MV2, MV3., MV4,, MV5. i MV6. Dels resultats
de Komori [44, Theorem 5.3] es dedueix :

Teorema 6.16 Tota varietat de MV-dlgebres és finitament azxiomalitzable.
n

Una subvarietat especial és la varietat V(L;) ja que com que Lj és polino-
mialment equivalent a ’algebra de Boole de 2 elements, aleshores V(L;) és
polinomialment equivalent a la varietat B de les algebres de Boole i pot ser
axiomatitzable per
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o Axiomes de W.
e I RITDx

De 'axiomatitzacié del calcul trivalorat de Lukasiewicz donada per Wajsberg
[74] es dedueix que 'axiomatica de V(L2) és la segiient:

o Axiomes de W
o 22 =~ 3z

Es podria pensar que per cada 1 < n € w, 'axioma (n—1)z = nz axiomatitza
la varietat V(Ly,_1), perd aixd no és cert. Direm que una MV-algebra és
n-acotada si, i només si, satisfa 'axioma anterior. Justament la classe
de les MV-algebres n-acotades coincideix amb V({¥L1,Ls,...,L,_1}) (vegeu
[64, 20]). Observi’s que V({L1,L2}) = V(L2) ja que L3 C Lq.
Grigolia al 1973 [40, 41] d6na una axiomatica per cada V(L,)

e Axiomes de W.

e nz~ (n+ 1)z

Per cada 0 < j < n tal que j [n,
e n(~(jz) @ (z0 (- 1)z)) ~ 1

Rodriguez i Torrens [65], obtenen per cada n € w un terme v,(z) € Fm(z)
tal que V(L) és axiomatitzable per tots els axiomes de W i

o vp(z) ~ 1.

Amb la particularitat que es pot estendre a tota V({Ly,,...,Ly, }) amb
0<ny,...,ng €w per I'axioma

e up (Z) V- Vup(z)~ 1.

D’altra banda V(L{) és axiomatitzable per:
e Axiomes de W.
o (22)? ~ 222

DiNola i Lettieri [31], seguint els treballs de Grigolia, donen la segiient
axiomatitzacié per qualsevol subvarietat propia, V({L; i € I}U{L} j € J}):

e MV1., MV2,, MV3. MV4., MV5, i MV6.
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Sigui n = max{I U J},

o ((n+1)z™)? m 2271

Per tot natural 1 <p <n tal que per tot i € ITUJ, p fi,
o (prP ) & (n+ 1)a?

Per tot natural 1 < ¢ < n tal que per tot j € J, ¢ /7 i tal que existeix
i € I tal que glj,

e (n+1)z7 = (n+2)z?

Finalment, Panti [63], basant-se en técniques geomeétriques, obté, donada
una subvarietat propia K de W, un terme computable ax(z) € Fm(z)
d’una sola variable tal que K és axiomatitzable per:

e MV1., MV2., MV3., MV4., MV5. i MV6.

o ai(z)~1.



72

CAP{TOL 6. VARIETATS



Capitol 7

Quasivarietats generades per
MYV-algebres Simples

En Pestudi de les varietats de MV-algebres fet en el capitol anterior, hem
observat que tota MV-dlgebra simple infinita genera la varietat W de les
MV-adlgebres i que tota familia infinita de MV-algebres simples finites també
genera W. En el teoremes 6.12 1 6.13 hem vist que

W =Q([0,1]N Q) = Q([0,1]) = Q({kn : n € w}).

Malgrat aixd observem que, per exemple, si S és una MV-algebra simple

infinita tal que 2 ¢ S aleshores S satisfa la quasi-equacié

rRr=>crx1
mentre que l'algebra [0,1] no la satisfa. Per tant Q(S) # Q([0,1]) = W.
Analogament, si donat o C w, {L, : n € a}, és una familia infinita de MV-

algebres simples finites tals que per tot n € «, 5 & L,, aleshores usant un
argument similar també obtenim que Q({L, : n € a}) # W.

7.1 - Quasivarietats generades per MV-algebres Sim-
ples Infinites
El nostre objectiu és demostrar que tota quasivarietat generada per una

MV-algebra simple infinita només depén dels racionals que conté. Primer
observi’s:

73
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Lema 7.1 SiS i T sén dues MV-dlgebres simples, aleshores

Q(S) =Q(T) implica SNQ=TNQ.
Prova : Si SNQ # T NQ, aleshores, sense pérdua de generalitat podem
suposar que SNQ T NQ # 0. Per tant existeix %,en forma irreduible,
tal que % esSi % g T. Pel lema 3.36, % genera L,, per tant tenim que

n—leSin——l

¢ T. Afirmem:
SEMm-1)(z)rz=>z~1
i
TEMh-1)(2)~z=>z~1.

Observem que si a € [0, 1], aleshores

n—1

0,1 F (n—1)(~z)~ z [a] si a= —
-1 -
Com que L esiZ L # 1, tenim que
n n
SEMmM-1)(2z)~z=>z~1.
n—1
D’altra banda, com que - gT,
TEMh-1)(z)z=>z~1.
Aixi queda demostrada l’afirmacié. Per tant Q(S) # Q(T). O

Per demostrar el reciproc per MV-algebres simples i infinites, recordem
que el Teorema de McNaughton [56, teorema 2] (en aquesta memoria teorema
3.11) ens permet associar a cada férmula ¢(z1,...,2,) € Fm, una funcié
de McNaughton sobre el cub [0,1]", f,, de manera que f, = @01, En
la demostracié del Teorema de McNaughton ([56, pag. 2]), el n-cub [0, 1]”
es divideix en un nombre finit de regions tancades i convexes DY,..., D?
tals que dues regions o no intersequen o si intersequen, ho fan en punts
de la frontera de cada regié. A més, per tot Dﬁ existeix j < p € w tal
que f, | DY = Aj | DY (on {); : 1 £ j < u} és la familia de polinomis
constituents de f,,). Per qualsevol 1 <k <s,si fy | Df = Aj [Df, existeix



7.1. ... GENERADES PER MV-ALGEBRES SIMPLES INFINITES 75

un subconjunt I C {1,...,u} tal que D,‘f es pot definir per les segiients
inequacions:

Am—A; <0 mel

A= <0 nedl,...,up~TI
0< <1

0<z; <1 per tot ¢ € {1,...,n}

Recordem que una cel.la convexa D de R™ és un subconjunt compacte no
buit de R™ que és el conjunt de les soluciéns d’un nombre finit d’igualtats
lineals fi(x1,...,2n) = 01 desigualtats lineals g;(z1,...,2n) < 0. Observem
que una interseccié finita no buida de cel.les convexes és una cel.la convexa.
Una cara de D és una cel.la convexa obtinguda canviant algunes desigualtats
gj < 0 per igualtats g; = 0. Un vértex és una cara formada per un sol punt.
I un poliedre de R™ és una reunié finita de cel.les convexes (vegeu [43]).

Donat un terme ¢ = ¢(z1,...,Z,), les regions DY,..., D¢ sén cel.les
convexes. A més, com que les desigualtats lineals que defineixen cada D,f
tenen els coeficients enters, els vértexs de DY sén racionals.

Per cada terme ¢ = p(z1,...,Zn) considerem el conjunt

H, ={(a1,...,a,) € [0,1]": [0,1] I ¢ = 1[ay, ..., an]}.

Per tant
H,={(a1,...,an) € [0,1]" : fo(a1,...,a,) = 1}.

Per cada j € {1,...,u}, sigui DY tal que f, | Df = A; | D, aleshores
H 1; =H,N D,f ve definit per les segiients igualtats i desigualtats lineals:

Am—A <0 mel IC{l,...,u}

A=A <0 ne{l,...,upN1T
A=1

0<z; <1 per tot 7 € {1,...,n}

Per tant H(’f, és una cara de DY. A més, dues regions H"; i pr o no in-
tersequen, o ho fan en punts de la frontera (H’;, i Hfa poden ser iguals).
Obviament, H, = U Hf,, per tant H, és un poliedre de R™. Observem

1<k<s
que els punts aillats, si existeixen, sén racionals.
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Lema 7.2 Sigui (z1,...,2,) = 1 = ¢¥(z1,...,2,) & 1 una quasiequacio.
Aleshores per qualsevol MV-algebra simple S es satisfa:

SFe=l1=>¢y=1 siinoméssi, H,NS"C H,NS"

Prova : Suposem que S =@~ 1= ¢ ~ 1. Es a dir:
Per tot (ay,...,an) € S™,
5(

¢>(a1,...,an) =1 implica ws(al, cooyap) =1

Com que S és una subalgebra de [0, 1], I'anterior propietat és equivalent a
que per tot (ai,...,an) € S™

folat,...,an) =1 implica fy(a,...,an) =1.

Per definicié, és equivalent a H, N S™ C Hy N S™. m]

Per demostrar el nostre resultat principal, necessitem introduir alguns
resultats de Teoria de Grups. Primer, recordem un resultat classic en la
Teoria de les matrius d’enters:

Teorema 7.3 (Forma Normal de Smith) [62, teorema IL.9] Tota ma-
triv m X n d’enters A és equivalent a una matriuv diagonal d’enters D en la
forma normal de Smith:

Per qualsevol matriu m X n d’enters A existeizen una matriu m X m d’enters
unimodular U i una matriu n x n d’enters unimodular V' (i.e. |det(U)| =
|det(V)| = 1) tals que UAV = D on D és una matriu m x n d’enters de la
forma: ‘ :

d 0 0 --- 0 00 .-+ 0
d 0 -+ 0 00 .-+ 0
0 0 0
0 0 0 d 0 0 o |
0 0 0 0 00 0
0 0 o0 --- 0 00 -0
r és el rang d’A i d;|di+1 per tot i < 7. i

Utilitzant la forma normal de Smith, teorema 7.3, obtenim el segiient
resultat.
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Teorema 7.4 Sigui S un sistema d'igualtats lineals finit a coeficients en-
ters.
alzy + adzs + - + alz, = b

allzy + af'zy + - + apwp, = bp
Si H és un subgrup aditiu de R que conté Z tal que S té solucid en H,
aleshores S és resoluble en HN Q,
A més, si G és un subgrup dens de R tal que HNQ C G, aleshores per
qualsevol solucid (hi,...,h,) de S en H existeiz una successié de solucions

{(g1,---19n)}x de S en G amb limit (hq,..., hy).

Prova : Escrivim el sistema lineal S en forma matricial AX = N. Pel
teorema, 7.3, existeixen U i V matrius unimodulars i D en la forma normal
de Smith tals que UAV = D. Per tant A = U~1DV !, Es senzill demostrar
que el sistema S és equivalent al sistema S’: DY = UN, en el segiient sentit:

e S és resoluble si, i només si, S’ és resoluble,

e si X és solucié de S, aleshores V71X és solucié de 8’ i si Y és solucié
de DY = UN, aleshores VY és solucié de S.

Com que S té una solucié Xo € H", aleshores V~1X, és una solucié de
S’. Tota solucié de DY = UN és de la forma (q1,...,4r,t1,...,tn—r) OD
els ¢;’s sén uns racionals determinats i els ¢x’s poden prendre qualsevol va-
lor. Com que V és unimodular, aleshores V! és una matriu entera i
V-1X, € H". Per tant Y1 = (q1,...,¢r,0,...,0) € H*N Q™ i és solucié de
S'. Per tant X1 = VY € H" N Q" és solucié de S.

Sigui G un subgrup dens de R tal que HN Q C G. Considerem Xg =
(hi,...,hyn) una solucié de S en H.

Si S és un sistema compatible i-determinat, aleshores Xig € H* N Q™ C G™
i trivialment obtenim la successié de solucions en G.

Si S és indeterminat, aleshores V™1Xyg = (g1, yqryt1y. ..y tp—yp), ON
g € HNQ C Gpertot ¢t <rit; € Hpertot j <n—r # 0. Com
que G és dens en R i H C R, per qualsevol t; j < n —r, existeix una
successié {o;}r de G amb lmit £;. Aix{ doncs, existeix una successié de
solucions de S’ en G

{(QL ey Qry Oy ey an—r)}k = (Qh ooy dry {al}k) sy {an—-r}k)

amb l{mit
(@121 tnr) = VT X R
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Com que la matriu V es pot interpretar com una aplicaci6 lineal de R™ en R™,
per continuitat, {V(q1,...,qr,®1,...,0n—r) }x és una successié de solucions
de S en G amb limit VV !Xy = Xq. ]

Finalment ja podem demostrar:

Teorema 7.5 Siguin S i T MV-dlgebres simples infinites tals que
TNQ C SNQ. Aleshores per qualsevol quasiequacio ¢ ~ 1 = ¢ ~ 1
es satisfa:

SEp~1=¢Y=1 implica TEexl=>9Y=1.

Prova : Sense peérdua de generalitat podem assumir que ¢ i ¢ tenen les
mateixes variables, per exemple zy, ..., Ty.

SiSE¢~1= 19 =1, pel lema 7.2, tenim que H, N S™ C Hy NS™. Volem
veure que H,NT™ C HyNT™.

Com ja hem posat de manifest, H, és la reunié finita de les cel.les convexes
HE. Si(a1,...,an) € Hy, sigui J = {j : (a1,...,a5) € Hj}. La cella

convexa Hy(a1,...,an) = ﬂ H, és una regié convexa i tancada d'un m-
jed

espai, m < n que té la mateixa "dimensi¢” que Pespai lineal. El m-espai

associat a Hy(az1,...,a,) ve definit per un sistema finit S d’igualtats lineals

amb coeficients enters:
alzy + adzg + - 4+ alz, = b

al’zi + afzy + -+ + alzy, = bn

Sigui (ay,...,an) € T™ tal que T = ¢ ~ 1{a1, ..., ay]. Per tant
(a1,...,an) € Hy(a1,...,a,) NT™.

Siguin G i H els grups abelians totalment ordenats generats respectivament
per S i T. Aleshores G i H sén subgrups densos de R que contenen Z tals
que HNQC G, I'(G,1)=SiI'(H,1)=T.

Com que (ai,...,a,) € Hy(ay,...,a,) NT", (a1,...,a,) és solucié de S en
H. Pel teorema 7.4, existeix una successié de solucions de S en G amb limit
(a1,...,an). Com que

(a1,...,an) € Hy(a1,...,a,) NT" = Hy(ay,...,a,) N[0, 1]" N H",
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i Hy(a1,...,an) és una regi6 convexa i tancada del m-espai de solucions de S
de la mateixa ”dimensié” m, podem obtenir una successié {(b1,...,bn) rew
amb limit (a1,...,a,) tal que

(bl, e ,bn)k E H(p((ll, e ,an)n[o, 1]nﬂGn = H(p(a:]_, ceey an)msn g H(pﬂSn‘

Per hipotesi, H, N S™ C Hy N S™. Per tant (by,...,bn), € Hy N S™. Aixi

tenim una successié {(b1,...,bn)}kew de Hy N S™ amb limit (ay,...,a,)

tal que fy({(b1,...,bn)}x) = 1. I com que f és una funcié continua, tenim

fy(ai,...,an) = 1. En conseqiiéncia (a1, ..., a,) € HyNT™. Hem demostrat

que H,NT™ C Hy NT™ i aixo clou la demostracié. a
Les segiients propietats sén valides per qualsevol MV-algebra, :

76 zoy~lsiiz~1liy~l1. (Es la propietat 3.17)

77 (rz@Y) O (~ydz) ~ 1 sii z~y. (Es dedueix de les propietats 3.16,
3.17 i de la definici6 de —)

De 7.7 es dedueix que per qualsevol equacié o = v, existeix una equacié
de la forma ¢ ~ 1, amb les mateixes variables, tal que per qualsevol MV-
algebra A

AEormy=2prl i Akeprl=0=7.

A partir d’aquesta equivaléncia entre equacions i de 7.6, és facil demostrar
que per qualsevol quasiequacié ¢ = Y1 & ... &pp-1 = Yp_1 = n X Uy,
existeix una quasiequacié de la forma ¢ = 1 = ¢ ~ 1 amb les mateixes
variables, per exemple z1,...,Zm, tal que per qualsevol MV-algebra A i per
qualsevol assignacié (ai,...,am) € A™

AEpirmip1 & &on1 R p1 = op R Uplar, ..., am]

si, 1 només si,
AEeprl1=>9y~l1a,...,amn).

Aix{, com a conseqiiencia del teorema 7.5, obtenim que la quasivarietat ge-
nerada per una MV-algebra simple i infinita només depén dels racionals que
conté ’algebra.

Teorema 7.8 Siguin S i T dues M'V-algebres simples i infinites. Aleshores

Q(S) =Q(T) si, inomés si, SNQ=TNQ.
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Prova : Pel lema 7.1, Q(S) = Q(T) implica SNQ =TNQ.

Després del comentari anterior, per demostrar ’altra implicacié, n’hi ha prou
en considerar quasiequacions de la forma ¢ ~ 1 = ¢ ~ 1. Aleshores, pel
teorema 7.5, SN Q =T N Q implica

SEprl=>9P~1 sijinoméssi, TReo~xl=>¢y=1.

Per tant Q(S) = Q(T). O

El teorema anterior es pot estendre a families de MV-algebres simples
infinites. Usant un argument similar al de de la prova del lema 7.1 es dedueix
el segiient resultat que és una primera aproximacié del resultat general.

Lema 7.9 Si {S;:i €I} i {T;:j € J} son families MV-algebres simples,
aleshores

Q({Si:ieI})=Q({T;:j€J}) implica | JSinQ=|JTjNnQ. u|
i€l jeJ
Lema 7.10 Siguin {S; : ¢ € I} i {T; : j € J} families de MV-dlgebres

simples, aleshores les segiients condicions son equivalents:

G Unneclysina.
jeJ iel
(ii) Per cada Ly, C T; existeiz i € I tal que Ly, C S;.

Prova :(i) implica (ii): Si L, C T; aleshores z

€ Tj, i per (i), tenim

que
-1
“—ennecJnneclUsine.
jeJ i€l
n—1 n—1

Per tant, existeix ¢ € I tal que

Aixi b C 8S;.

(ii) implica (i): Si % € U T;NQ, % en forma irreduible, aleshores existeix
jeJ

j € J tal que % € T;. Per tant, pel lema 3.36, L, C T;. De la condicié (ii),

€ S;. Pel lema 3.36,

genera L.

deduim que existeix ¢ € I tal que L, C S;. Per tant % €5NQC U SiNgQ.
iel
O
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Teorema 7.11 Siguin {S; : ¢ € I} i {T; : j € J} dues famdlies de MV-

algebres simples i infinites. Aleshores

Q({Si:ieI})=Q({T;:j€J}) si,inoméssi, |JSin@=JTnQ.
iel jeJ

Prova : Pel lema 7.9,

Q({Si:ieI}) =Q({T;:j€J}) implica | JSiNnQ=JT;nQ.
i€l jeJ

Per veure el reciproc necessitem demostrar préviament:

U SiNnQC U T; N Q implica que per qualsevol i € I existeiz una MV-

i€l jeJ :
algebra simple infinita T € Q({T; :j € J}) tal que S;NQ C T.
En efecte, si S; N Q és finit, aleshores S; N Q = L, per algun n € w. Pel
lema 7.10, U SiNQC U T; N Q implica que existeix j € J tal que

iel jeJ
L, =5;,nQ QTJ‘ EQ({Tj 1j € J})

Sigui S; N Q una subalgebra infinita. Pel teorema 1.1, S; N Q és submergible
en un ultraproducte de les seves subalgebres finitament generades. Com que
totes les subalgebres finitament generades de S;NQ sén L,, per alguns n € w,
aleshores pel lema 7.10, tenim que per tot L, C S; N Q C S;, existeix j € J
tal que L, € T;. Per tant S; N Q és submergible en un ultraproducte de
membres de S({T; : j € J}) i per tant S; N Q € Q({T; : j € J}). La qual
cosa demostra l'afirmacio.

Si U S;NE = U Tj N Q, aleshores, pel resultat que hem demostrat, per

iel jeJ

cada i € I existeix una MV-algebra simple infinita T¢ € Q({T; : j € J}) tal
que S; N Q C T¢. Pel teorema 7.5, deduim que

Q(S;) CQ(TY) CQU{T; :j € J}) pertoticl,

per tant Q({S;:i€ I}) CQ({T;:j e J}).
Simétricament, es demostra que Q({T; : j € J}) C Q({S; : ¢ € I}), per tant
Q{T;:j€J})=Q({Si:iel}). o

7.2 Quasivarietats generades per families arbitra-
ries de MV-algebres Simples.

El teorema 7.8 ens diu que dues MV-algebres simples infinites generen la
mateixa quasivarietat si, i només si, ambdues algebres contenen els mateixos
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racionals. El teorema 7.11 generalitza aquest resultat per families de MV-
algebres simples i infinites. En el cas de dues MV-algebres simples i finites,
com que ambdues contenen els mateixos racionals si, i només si, sén iguals,
la mateixa propietat es satisfa trivialment. Del lema 7.10 es dedueix que el
reciproc del lema 7.9 és valid si totes les MV-algebres simples sén finites.

Teorema 7.12 Siguin o, C w. Si {Ln : n € a} i {Ly, : m € B} sdin
families de MV-algebres simples i finites, aleshores

Q{En:n€a}) =Q{lm:meBY) si, i només si, |JLn= ) Em.

neoa meS

O

El nostre objectiu és veure si podem estendre aquest resultat a altres classes
de MV-algebres simples. Sigui T' una MV-algebra simple infinita tal que
TNQ =L, peruncert 0 < n € w. Observis que L, = ~((n+1)z)®nz = 1,
mentre que, com que T és infinita i densa en (0, 1], qualsevol element a € T tal

que 0 <a< %, =((n+1)a) ®na # 1. Per tant T & =((n + 1)z) @ nx =~ 1.

I com que una equacié és una cas particular de quasiequacid, tenim que
Q(T) # Q(Ly). Fent servir un argument similar es pot veure que qualsevol
quastvarietat generada per un conjunt finit de MV-algebres simples finites
és diferent de qualsevol quasivarietat que contingui una MV-algebra simple
infinita.

Per poder trobar una caracteritzacié per a families arbitraries necessitem
primer els segiients resultats: ’

Lema 7.13 Sigui {A; : 1 € I} una familia de MV-dlgebres no trivials. Si S

és una MV-algebra simple submergible en [] A;, aleshores S8 és submergible
i€l :

en A; per toti eI,

Prova : Sigui p una immersié de S en [] A;. Per cada i € I, considerem
i€l
la projeccié natural m;: [] A; — A;. Clarament, m; 0 ;:S — A; és un
' il
homomorfisme i (7; o p)(8) és una subalgebra no trivial d’ A; ja que A; és
no trivial. Com que S és simple, aleshores m; o p és una immersié de S en

A;. O

Lema 7.14 Siguin F un ultrafiltre sobre I, {A; : i € I} una familia de

MV-dlgebres in € w. Si Ly, és submergible en [ Ai/F, alhesores existeizen
i€]
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J C I i un ultrafilire H sobre J tal que [] A;/F = H Aj/H i Ln és
el
submergible en A; per cada j € J.

A més, si el cardinal de les diferents algebres de {A; : 1 € I} que contenen
Ly, és finit, aleshores existeiz una dlgebra B € {A; : i € I} que conté una
copia de Ly, tal que [] A;/F és isomorf a una ultrapoténcia de B.

i€l

Prova : Considerem J = {i € I : L, és submergible en A;}. I sigui

p:L, — 1 A;/F una immersi6. Si ¢ € [[ A; és tal que € € p( n—1
iel iel

aleshores
{t€I:(n—-1)(—e(t))=2¢c()} e F.

Com que per la propietat 3.35, qualsevol MV-algebra A que conté un element
a € A tal que (n — 1)—a = a, conté una cdpia de Ly, obtenim:

{iel:(n-1)(-e@l))=¢()}CJEF.

Pel lema 1.2, F |J és un ultrafiltre sobre J i [] A;/F = [] A;/F|J

i€l jeJ
Suposem que {Bj,...,Bn}, m € w, és el conjunt de les diferents MV-
algebres de {A; : ¢ € I'} que contenen una copia de L,. Percada 0 <k <m

escrivim J, = {i € I : A; = By}, aleshores
J=hU---UJpeF

i com que F és un ultrafiltre, existeix 1 < k < m tal que J, € F. Aix{ F[J}
és un ultrafiltre sobre Ji i H A/ F = B,{" [F k. 0

Usant els lemes 7.131 7. 14, podem demostrar:

Teorema 7.15 Siguin & C w i S; una MV-algebra simple infinita tal que
SiNQ = Ly per un cert | € w. Aleshores Q(S;) C Q({L, : 7 € a}) s, 4
només st, existeir un congunt infinit 8 C « tal que L; C L, per tot r € S.

Prova : Q(S;) € Q({Lr : r € a}) implica S; € ISPPy({L, : r € a}). Pel
lema 7.13, existeix 8 C «, tal que S; és submergible en un ultraproducte
de {L, : 7 € 8}. Com que E; C S;, pel lema 7.14, podem suposar que
L; C L, per tot r € 8. Si B és finit, per la segona part del lema 7.14, existeix
m € (3 tal que &y C L, i S; és submergible en una ultrapoténcia de L,y,.
Tota ultrapoteéncia de Ly, és isomorfa a L, ja que L, és finit (vegeu [2] i
[14]). Aixd contradiu el fet que S; és infinit. Per tant, el nombre de L,’s que
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contenen L; ha de ser infinit.

Per demostrar el reciproc n'hi ha prou en veure que per cada quasiequacié
de la forma p~ 1= ¢ =~ 1.

{Lr:r€alEprl=>9¢Y~1 implica S;Fp~1l=>¢=1

Fem servir la mateixa notacié i arguments similars als usats en els teoremes
7.417.5. Sigui (a1,...,an) € ;" tal que S; = ¢ ~ 1[ay,...,an]. Per tant

(a1,...,an) € Hy(ar,...,an) NS".

Siguin G i Qr, 7 € a, els grups abelians totalment ordenats generats per S,
ik, r€a GiQp r € a sén subgrups de R que contenen Z tals que
I'(G,1) =8,iI'(Q,,1) = Ly, per tot 7 € c..

Recordem que Hy(ai,...,a,) C Hy, és una regié tancada i convexa d'un
m-espai, m < n que té la mateixa ”dimensié” que I'espai lineal. El m-espai
ve definit per un sistema finit d’igualtats lineals amb coeficients enters.

alzy + alza + - 4+ almn = b
§=3 : ' :
al’lry, + afzy + -+ + alz, = by
i(a1,...,an) éssolucié de S en G ja que (a1,...,a,) € Hy(ay,...,a,)NS™

Per hipotesi, existeix # C « infinit tal que L; C L, per tot r € 8. Per tant
GNQCQ,pertot r € Bjaque S;NQ =L;. Com que GNQ C Q,
per cadar € B i U Q," és dens en R"™, fent servir un argument similar al

reg
del teorema 7.4, podem demostrar que existeix una successié de solucions

{(b1,...,bp)}rep de S amb limit (ay,...,a,) tal que (by,...,b,)r € Q™
Com que '

(a1y...,0n) € Hyp(ay,...,an) NS = Hy(ay,...,a,) N[0, 1] NG"

i Hy(a,...,an) és una regié tancada i convexa del m-espai de solucions de S
de ”dimensié” m, podem obtenir una subsuccessié {(b1,...,bn)}rey, ¥ € B
and « infinit, amb limit (ai,...,a,) tal que per cada k € y:

(b1, ., bp)k € Hyp(ay, ..., an)N[0,1]"NQ%" = Hy(a1, ..., an)NLx™ C© HyNEL™

Comque {L, : 7 € a} Epo~1= 9% ~1iy C «, aleshores per tot
k €, Hy NL,™ C H¢ N L;". Per tant (bl,...,bn)k € H¢ N L™ Aixi,
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hem trobat una successié {(bi,...,bn)}rey amb limit (a1,...,a,) tal que
Fo({(b1,...,bp)}x) = 1. Com que fy és una funcié continua, aleshores
fu(a1,...,an) = 1. Per tant, S; = ¢ = 1{ay, ..., an). a

Finalment el segiient resultat ens déna una caracteritzacié per les quasiva-
rietats generades per families arbitraries de MV-algebres simples.

Teorema 7.16 Sigui o, 8 C w i siguin {S; : 4 € I} i {T; : j € J} dues
families de MV-algebres simples infinites.

Q{Em:mea}U{Si:ieI}) =Q({kr:refU{T;:je J})

8, i només si,

. (U LmuUSi>ﬂQ= (UL,uUcr,)mQ,

mea iel rep jeJ

2. Per qualsevol L, C S; o exzisteiz j € J tal que L, C T; o existeir
Bn C B infinit tal que L, C L, per tot r € f,.

3. Per qualsevol L, C T; o emisteir i € I tal que £, C S; o existeix
an C « infinit tal que L, C L, per tot m € a,.

Prova: SiQ({Em:mea}U{S;:icl})=Q{L,:r € BYU{T; :j € J}),
aleshores pel lema 7.9, es satisfa la condicié 1.

Suposem que L, € S; i L, € T per cap j € J. Pels lemes 7.131 7.14, S; és
submergible en un ultraproducte de {L, : r € v C 8} tal que L, C L, per
cada r € 4. Com que S; és infinita, la segona part del lema 7.14, obliga que
« sigui infinit. Aixi hem demostrat que es satisfa la condicié 2.

La condicié 3 és la simeétrica de la condicié 2.

Suposem que es satisfan les condicions 1, 2 i 3. Pel lema 7.10, la condicié 1
implica que

{Em:mea} CQU{E, :r € fU{T;:5€ J})

(B :re€BCQ{Em :mealU{S;:i€I}).

Afirmem que S; € Q({L, : r € B} U{T; :j'E J}) per qualsevol i € I.
Sigui S = S; N Q. Si S és infinita, aleshores § = {l € w : L; C S} és infinit.
Com que les subalgebres finitament generades de S, sén {L; : | € 6§}, pel
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teorema 1.1, S és submergible en un ultraproducte de {£; : [ € §}. Per la
condicié 1 i pel lema 7.10,

L eS({L,:r€BYU{T;:j € J}) per qualsevol | € é.

Per tant,
SeQ({kr:r€BIU{T;:j€J}).

Com que S i S; sén infinites, pel teorema 7.8, tenim que
S; € Q(8:) =Q(8) CQ{Lr:r € BU{T; :j € J}).

Si S és finita, aleshores S; N Q = L,, per un cert m € w. Per la condicié 2,
L, C T; per un cert j € J o existeix un subconjunt infinit 8,, C 3 tal que
L, C L, per tot r € B

Si Ly € T; per un cert j € J, aleshores S; N Q C T N Q. I pel teorema
7.5, tenim que

S; € Q(S;) CQT;) CQU{L, : 7 € fYU{T;:j € J}).

Si existeix B, C B infinit tal que L,, C L, per tot r € B,,, aleshores pel
teorema 7.15,

Si €Q(S:) CQU{Lr: 7 €0n}) CQ{Er:r € fU{T; : j € J}).

Aixd ens demostra 1’afirmacié.
Simetricament, utilitzant la condicié 3, es demostra que

T; e Q{Ln:n€a}lU{S;:1€1})
per tot j € J. I aix0 clou la prova. ]

Corol.lari 7.17 Sigui {S;;¢ € I} una familila de MV-dléebres simples, ales-
hores

Q({S;i € I}) =W si, i només i, | JS;inQ=1[0,1]NnQ
i€l
0

Corol.lari 7.18 Sigui {S;;i € I} una familila de MV-dlgebres simples, ales-
hores

Q({SuieI}) =V({Siiel})

s, ¢ només st,
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1. Usin@=0,1nQ

i€l
0
2. emisteizen ny,...,ng € w tals que {Si;i € I} = {Lp,,..., kn, } O

Per 1ltim donem una presentacié uniforme dels generadors de les quasi-
varietats generades per families arbitraries de MV-algebres simples.

Teorema 7.19 Sigui K una gquasivarietat generada per MV-algebres sim-
ples. Ezxisteizen dos conjunts disjunts de nombres naturals «, 3 tals que

K=Q{Ln:n€a}U{S,:repB}),
on per totr € B, S, és una MV-dlgebra simple infinita tal que S, NQ = L,.
Prova : Sigui S la famila de MV-algebres simples que genera K. Considerem
e y={new:L, €S}
e S;={TeS:T ésinfinitai TNQ és finita}

B={r€w:L =TNQ, peruncert T €Sy}

Sinf ={T€8:T i TNQ sbn infinites}-

SiTESpfier={n€w:L, CT}, aleshores 6= |J e
TeSings

Per cada r € 3, escollim S, un membre de Sy tal que L, = S, N Q. Aix{, pel
teorema 7.16, si @ = (yU §) \ B, aleshores

Q(S) =Q({kn:n€a}U{S,: 7€ fF}).

O
Observacid: D’aquest resultat es dedueix que les quasivarietats generades
per families de MV-algebres simples es poden generar de forma “contable”.
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Capitol 8

Quasivarietats n-acotades

8.1 Quasivarietats localment finites i algebres cri-
tiques.

Recordem que una MV-algebra és n-acotada si, i només si, satisfa ’equacié
(n—1z

Direm que una classe K de MV-algebres és n-acotada si, i només si, tots els
seus membres ho sén. Com que la definicié d’algebra n-acotada ve donada
per una equacio, tenim que una classe K de MV-algebres és n-acotada si, i
només si, V(K) és n-acotada. Per tant necessitem caracteritzar les varietats
de MV-algebres n-acotades.

Teorema 8.1 (vegeu [20]) Una varietat M de MV-dlgebres és n-acotada si,
i només si, existeizen ny,...,ng <n tal que M= V({Ly,,...Epn, }) )

Una algebra A és localment finita si, i només si, tota subalgebra fini-
tament generada és finita. Una classe K és localment finita si, i només si,
tota algebra de K és localment finita.

Una classe K és finitament generada si, i només si, esta generada per un
conjunt finit d’algebres finites.
Recordem propietats de varietats i quasivarietats localment finites

Teorema 8.2 [14, pdg. 70] Sigui L un conjunt finit d’dlgebres finites. Ales-
hores V(IL) és localment finita. a

89
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Teorema 8.3 [14, pag. 69] Siguin M una varietat i Fy(X) ’dlgebra lliure
respecte M amb generadors lliures X. Aleshores M és localment finita si,
nomeés st,

| X |< w implica | Fm(X) |<w O

Teorema 8.4 Sigui K una quasivarietat. Les segiients condicions son equi-
valents:

1. K és una quasivarietat localment finita
2. V(K) és una varietat localment finita.
3. K esta continguda en una varietat localment finita.

Prova : 1 = 2: Suposem que K és localment finita. Com K és una quasiva-
rietat aleshores Fy(k)(X) € K i per tant si |X| < w aleshores |Fy(g)(X)| <w
ja que K és localment finita. I pel teorema 8.3 tenim que V(K) és localment
finita.

2=3:Es evident, ja que K C V(K).

3 = 1 : Com que tota subclasse d’una classe localment finita és localment
finita, trivialment de 3 obtenim 1 m]

Corol.lari 8.5 Tota quasivarietat finitament generada és localment finita.
O

Volem caracteritzar les varietats i les quasivarietats localment finites de
MV-algebres.

Teorema 8.6 Sigui M una varietat de MV-algebres. M és localment finita
s, 1 només si, existeir un n € w tal que M és n-acotada

Prova : Si M és n-acotada per algun n € w, aleshores pel teorema 8.1 M és
finitament generada i pel teorema 8.2, és una varietat localment finita.
Suposem que M no és m-acotada per cap n € w. Pels teoremes 6.11 i 8.1,
tenim que M = W o M = V({L; i € I} U{Ly j € J}) per algun I,J C w
finits tal que J # 0.
Si M = W, aleshores observem que [0, 1] no és localment finita, ja que, per
exemple, la subalgebra generada per qualsevol irracional a € [0, 1] és infinita.
Per tant, M no és localment finita.
SiM=V({L; i€ I}U{LY j € J}) amb J # 0, aleshores existeix j € J
tal que Ly € M. Ara bé LY no és localment finita, ja que, per exemple, la
subalgebra generada per I'element (0,1) és LY que obviament no és finita.
Per tant M no és una varietat localment finita. m]
Dels teoremes 8.4 i 8.6 es dedueix:



