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Introduccién

El primer resultado de interpolacién de operadores data del afio 1911 y es debido a L

Schur. Este resultado afirma: “si L es un operador tal que
L:I®° —I[® y
L:1' -t

son lineales continuos, entonces, para todo p > 1, L : I[? — [P es también continuo y
i <
ademds, || Lilp,p < ||L||f1 || Ll[&,00™-
Dos anos mas tarde, Young prueba un resultado del mismo tipo referente a espacios LP

y a un operador L definido por

L)@ = [ Ka9)i) b

La extensién de estos resultados a operadores lineales entre espacios LP generales son
los teoremas de Riesz-Thorin (Riesz en 1926 y Thorin, por el método complejo, en 1948) y
Marcinkiewicz (usando el método real en 1939). La demostracién de este dltimo teorema,
en su caso mas general, es debida a Zygmund en el afio 1956. |

En este ano A. P. Calderén y Zygmund extienden los teoremas de interpolacién al
caso de operadores sublineales y, en el mismo afio E. M. Stein demuestra un teorema de
interpolacién relativo a familias analiticas de operadores.

En la década de los 60, A. P. Calderén, J. L. Lions y J. Peétre desarrollan una teoria que
incluye espacios de Banach abstractos y que generaliza los resultados anteriores. Esta teoria
puede ser resumida del siguiente modo. Sean (Ao, A1) y (Bo, Bi) dos pares compatibles
de espacios de Banach (esto es, existen dos espacios vectoriales topolégicos separados A y
B tales que Ay, A; estdn contenidos continuamente en A y By, Byen B)yseaL: A — B
un operador tal que su restriccién a A; da un operador continuo de A; en By, (i =0, 1).

Un método de interpolacién consiste en construir espacios de Banach A y B tales que

se pueda considerar L : A — B lineal continuo (propiedad de interpolacién).



" Existen dos diferentes puntos de vistas segiin que las técnicas empleadas sean de variable
real o compleja. Segin el caso, se llaman respectivamente método real (desarrollado por
J. L. Lions, J. Peetre) y método complejo (desarrollado por J. L. Lions, A. P. Calderén).
Esta memoria versa sobre este iltimo método.
Sea 1 = {z € C; 0 < Re(z) < 1}. En [C] se consideran los espacios de funciones
analiticas con valores vectoriales siguientes:
(1) F(Ao, A1) es el espacio de lasfunciones f definidas en 12 con valores en el espacio de

Banach Ag + A; tales que
(i) f es analitica en Q y su restriccién a las rectas £ = 5+t es A, continua, (j = 0, 1).
(ii) Para j =0, 1, lim¢ 400 f(J +¢t) =0.
Dotado de la norma |
1fllz = maxsup [|f(5 + it)]la;-
(2) F'(Ag, A;) es el espacio de funciones f definidas en ) con valores en A+ A; tales que
(i) f es analitica en (1.

(if) Para todoty, t2 €R, f(j +1t1) — f(j + ¢t2) estd en A; y ademdssij =0, 1,

(IIf(j t+ity) — F(5 + ita)]a,
Ity — ta

) <o

max
3

Dotado de la norma dada por la expresién anterior.

Con la base de estos dos espacios se construyen los espacios de interpolacién:
[Ao,A1lo={x€ Ao+ Ay ; If€Fcon f(@) =2} ¥y
[Ao0,A1]p ={z € Ao + Ay ; 3f € F' con f'(6) = =},

dotados de la norma ||z||¢ = inf{||f||7 ; f(8) = z} (andlogamente ||z||3).
Posteriormente, J. L. Lions ([L I]) y M. Schechter ([S]) interpretan la evaluacién en 8 y
la derivacién en 8 como la distribucién &g y 8, respectivamente, y generalizan los resultados

anteriores definiendo los espacios
[Ao, Ailr ={z € Ao+ Ay ; If € F con T(f) = z},

donde T es una distribucién con soporte compacto.
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En 1982 en [C-C-R-S-W I, Coifman, Cwikel, Rochberg, Sagher y Weiss desarrollan una
teorfa de interpolacién en la cual el par compatible de espacios de Banach del método de
Calderén es sustituido por una familia de espacios de Banach.

El origen de esta teoria esti basado en la importancia de las familias analiticas de
operadores para espacios de Banach y en el hecho de que, en algunos casos, estas familias
no actuan sobre un par de espacios de Banach sino sobre toda una familia.

En la combinacién de los trabajos [C-C-R-S-W 1] y [S] est4 el origen de esta memoria y

asi, estudiamos fundamentalmente los espacios del tipo
AT ={z el ; 3f € F con T(f) = z},

donde, en nuestro caso, ¥ es el espacio definido en (1;2.3), U es el espacio contenedor de
la familia (1;2.1) y T es un funcional analitico.

Tanto el espacio ¥ de [C] como el de [C-C-R-S-W ] son “en cierto modo” subespacios
de funciones de H® con valores vectoriales, aunque en esta memoria vamos a considerar
la posibilidad de sustituir H* por H”. »

Las desigualdades 9.2 de [C], 2.4 de [C-C-R-S-W I] y 6.3 de [S| demuestran que los
espacios interpolados serian equiva.léntes si T es de soporte finito. Sin embargo, jserd cierta
esta equivalencia en el caso general?. La respuesta es negativa (2;2.17) y la introducién
del pardmetro p en la definicién de espacios interpolados proporciona nuevos espacios AT+?
(entre otros) (1;3.1). _

La presente memoria consta de cinco capitulos y dos apéndices. Los dos primeros estan
dedicados a la introduccién y propiedades de los espacios interpolados que incluyen (en el
capitulo II) las cuestiones ;‘tipicas” de interpolacién, dualidad y reiteracién.

El método de [C-C-R-S-W I] es una generalizacién del de [C] y asf, el que aqui presen-
tamos engloba a ambos. Dedicamos el tercer capitulo a estudiar de que forma nuestro
método incluye al de [S].

Los tltimos capitulos estdn dedicados a la identificacién de espacios interpolados, cuando
T es de soporte finito, de familias de espacios L? (cap. IV) y de familias de espacios que

son dominio de una potencia compleja de un operador (cap. V).

1Las técnicas de la teoria de espacios HP pueden ser vistas en [DU], [G].

3



En el apéndice I damos ejemplos dé espacios de interpolacién cuando el funcional T no
es de soporte finito.

Finalizamos esta memoria con una aplicacién de la interpolacién al caso de espacios de
dimensién finita. (Ap. II).

En cuanto a las notaciones:
(1) E* representa el dual topolégico de E salvo indicacién expresa en otro sentido.
(2) z — ~(n.t) significa convergencia no tangencial de z € D hacia €*” € T
(3) El signo < significa, como es habitual, la mayoracién salvo constante multiplicativa.
(4) Para las citas, (n;m.p) hace referencia al capitulo n, seccién m, nimero p. Dentro de

cada capitulo se omite el indice n correspondiente.

Deseo expresar mi gratitud al Dr. Joan Cerda por iniciarme en este tema, asi como por
su colaboracién y dedicacién en todo momento. Agradezco, también, el apoyo recibido por
mis compaiieros de departamento y amigos y a mis padres, sin cuya ayuda este trabajo no

hubiera sido realizado.



Capitulo I

Construccién y propiedades elementales
de los espacios de interpolacién.

El presente capitulo consta de 5 secciones.

La primera de ellas es una breve revisién de algunos conceptos referentes al espacio
H'(D) de los funcionales analiticos sobre D, incluida la forma de extender T € H'(D) al
espacio H(D;U) de las funciones analiticas con valores vectoriales.

La segunda seccién estd dedicada a introducir el concepto de familia de interpolacién y
a definir espacios de funciones analiticas asociados a esta familia, los cuales son necesarios
para posteriormente, en la tercera seccién, definir los espacios de interpolacién o espacios
interpolados. Estos espacios serdn de cuatro tipos: BT?, Bry, BST?y B .

Para el estudio de los espacios Bg r, necesitamos una relacién entre los funcionales
analiticos S y T. A esta relacién la llamamos “dominancia” y la estudiamos en la cuarta
seccibn.

Finalmente, dedicamos la iltima seccién al estudio de algunas de las relaciones existentes
entre diferentes espacios interpolados.

Mientras no se indique lo contrario, D seré el disco unidad y I la circunferencia unidad.

Todos los resultados que veremos se eitienden mediante la transformacién conforme al
caso en que D es un dominio simplemente conexo de C cuya frontera es una curva cerrada
simple rectificable I'. En tal caso, al considerar la integracién sobre I', habra que realizarla
respecto de la medida harménica dP,(-) con z € D arbitrario. Véase, a este respecto, el
teorema (2;1.3).

Denotaremos por P,(-) (resp. H(-) ) el nicleo de Poison en el disco D (resp. el niicleo

de Herglotz ).

§1 Funcionales analiticos.
Sea T un funcional analitico sobre D, esto es, T € H'(D). Es sabido que existe una

tnica funcién hr(¢) holomorfa en C \ D (es decir, existe un compacto K C D tal que si
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U=C\K, hr € HU) ) tal que hr(co) = 0, de modo que cualquiera que sea ¢ € H(D),
se tiene la representacién siguiente:

(1) T(e) == /Ew(E)hr(ﬁ)df,

T2
donde X' es cualquier curva cerrada simple rectificable tal que ¥’ C U N D y que contenga
a K en su interior. (Véase [KO I}, cap. 6, §7).
En virtud del teorema de Cauchy, la integral (1) es independiente de la cur.va. L elegida.
Nosotros trabajaremos con curvas X del tipo 8B(0,r), (0 < r < 1) y asi, podremos

expresar (1) por

1 2~ o . .
T(p) = :?;/0 o(re?®)hp(re?)reds.

El teorema de los tres circulos de Hadamard asegura que, para cualquier r mayor que un
cierto rg, existe M € RY tal que ||hr(r-)||lcc < M y en consecuencia, si p € H>®(D), existe
k tal que |[o(r-)hr(r-)r||co < k. Aplicando convergencia dominada, podemos afirmar que,

para p € H*(D),
2w
(2) T(o) = lim - /0 o(re ) (re)re®ds = — /r hr(£)p(€)de.

Supongamos ahora que la funcién hr es racional, esto es, existen dos polinomios Pr y

Qr tales que hr (&) = £2L8) y las raices de Qr estdn en K. De (2), deducimos que
Qr(¢)

1 Pr(¢)
e (¢) Qr(¢)

Puesto que Pry € H(D), la férmula integral de Cauchy permite afirmar que
(3) T(e)= Y, ai6d(e),

1<5<n
0<k<m(s)

T(p) = dg.

2m1 T

siendo z; (1 < 7 < n) los ceros de Q7. Esto es, T se extiende a una distribucién de soporte
finito. A la vista de ésto, diremos que un funcional analitico T es de soporte finito si es de
la forma ¥’ ak,-éfj) o0, lo que es equivalente, si hr es una funcién racional.

Asf mismo, si T es de soporte finito, llamaremos Ord T al orden de T entendida como

distribucién, es decir, si T cumple (3)

OrdT = X m(7).
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Estamos interesados ahora en ver cémo actia un funcional analitico T en D sobre una
funcién f € H (D,U) Consideremos el espacio producto tensorial H(D) ® U dotado de
la topologia natural inducida por H(D;U) y denotemos por H(D) ®, U el mismo espacio
dotado de la topologia & ([T], cap. 43). Recordemos que un entorno de cero en H(D) @ U
es de la forma

Ve={pc HD)®U; |p(2)|lu <& VzeK},
donde K es un compacto de D y, un entorno de cero en H(D) ®, U es de la forma
U, 5y =+ (W ni(H(D) ® U)),
donde ¢ es la inyeccién de H(D;U) en L.(U!, H(D)) definida por ¢(f)(u') = «'(f) vy
W = {p € L(U!, H(D)) ; v(As) C B¢}, siendo As = By(0,6)° (acotado de U') y B, un
entorno de cero en H(D) ([T}, cap. 42, prop. 42.2).
Es fécil ver que f € V5 si y sélo si i(f) € W(4s, B,). En definitiva, H(D) ® U es
isomorfo a H(D) ®, U. Por otra parte, es sabido que:
(i) H(D) ® U es denso en H(D;U).
(if) Dado el funcional T y el operador, ¢d, identidad en U existe una dnica aplicacién
. lineal continua
T®id: HD)®,U — CU=1U
definida por (T ® id)(pu) = T(p) ® u = T(p)u (véase [T], cap. 39).

Asi, T queda definido sobre H(D;U) cuando lo identificamos con la extensién de T ® ¢d
a H(D;U). Esto es, T(Z?=1¢J‘bj) = Y i=1T(p;)b; si p; € H(D) y b; € U para todo
1<57< n.

(Véase también [GR], §2, n. 1, th. 6 y §3, n. 3).

§2 Familias de interpolacién y espacios de funciones analiticas asociados.

DEFINICION 2.1. Paracada~y €T, sea B(y) un espacio de Banach sobre C. Diremos que
{B(¥) , 7 € T} es una familia de interpolacién sobre T con espacio contenedor U y
espacio log-interseccién B, si se cumplen las siguientes condiciones:

(a) U es un espacio de Banach tal que, cualquiera que sea 4 € T, B(7) estd contenido

en U con continuidad.



(b) Para todo b€ N,erB(n), la funcién v €T — ||b]| B(y) es medible.
(c)
8= {benerB(); [ log" PllowdPs(1) < +eo)
y verifica que existe una funcién medible K(-) sobre T' tal que:
(i) Jplog® K(v)dP,(v) < +oo.
(i) |lollu < K(7)||bl|B(+) para casi todo vy €T y todo b € B.

EJEMPLO 2.2: SiT =T; U..UT, es una unién finita de arcos disjuntos y B(y) = By
paray €T, (1 <7 <n),lafamilia {B(y), v € '} es familia de interpolacién con espacio
log-interseccién N?_, B; y K(-) = k = max;<;<n kj, donde k; es la norma de la inyeccién
de B; en el espacio contenedor.

DEFINICION 2.3. Definiremos el espacio de funciones

9=6(B()T)={g= Z psb;; 0; € NT(D), b;€B Y1<j<ny lgllg < +oo},

1<j<n
donde ||g||g = sup esqerllg(7)llB(y) con g(v) = lim,_.(n+)9(2) (limite no tangencial) y
N*(D) la clase de Nevalinna (+) ([GO], cap. IX, [G], cap. 2, §5).

PROPOSICION 2.4. Sea f() una funcidén positiva, medible sobre T' tal que

/ |log f(1)|dP5(7) < +o0 (2 € D).
r

Existe una funcién exterior, que denotaremos por f*(z), cuyo limite no tangencial
F*(v) = lim,—q(n.) f*(2) satisface que |f*(7)| = f(7) para casi todo v € T. Dicha
. funcién es

. 1
re) =ew (o [0 an).
TJr

NOTA 2.5: Se verifica que [}, [log|[bl|p(y)|dP.(7) < +oo para todo b € B\ {0} y todo
z € Dy, por tanto, existe ¢ € N*t(D) tal que |p(7)| ||b]lp(+) = 1. Esto es, si f(-) = Wﬁ;ﬁ
entonces f* = .

NOTA 2.6: La funcién K(-) que aparece en la definicién 2.1 satisface que

/F |log K(+)|dP, () < +c0

para todo z € D y, por tanto, existe K*(z). Por simplicidad, denotaremos a esta funcién

K(z). . %%
' $

~

s % o




DEFINICION 2.7. ([C-C-R-S-W I], 2.2).
Cualquiera que sea v € T', sea Bo(y) el subespacio cerrado de B(~) generado por B.
Se define el espacio ¥ = X(B(:),T) de Ia funciones h de D en U tales que:

- (i) h€ H(D;U).

(ii) H%(fz)yﬂuhesté acotado en D.

(iif) Para casi todo vy € T, existe y estd en Bo(v) h(7) = U — lim,_.,(n.t) h(2).

(iv) La funcién v € T — ||h(7)||B(y) es medible y acotada sobre I' y asi, ¥ puede ser

normado por

IRllx = sup esqer|lh(M)B()-

PROPOSICION 2.8. ([C-C-S-R-W I}).

(a) X es un espacio de Banach que contiene a §.

(b) Sige Gy z€ D, |g(z)llu < [K(2)| llglls-

DEFINICION 2.9. ([C-C-S-R-W I]).
Se define el espacio ¥ = ¥(B(:),T') como la adherencia en X de G, esto es, ¥ = ?u.

DEFINICION 2.10. Dada una familia de interpolacién {B(y) , ¥ € T'} con espacio con-
tenedor U, definimos (en analogia con la definicién 2.7) el espacio X? = }?(B(-),T) de las
funciones h de D en U tales que:

(i) h e H(D;U). |

(ii) La funcién ¢ : D — U definida por ¢(z) = '1%‘(% estd en HY(D;U), esto es, para

cadale U, I(%) € H?(D) ((B], cap. 2 §2).
(iii) Para casi todo v €T, existe y estd en Bo(y) h(7) = U — lim,_,(n.¢) h(2).
(iv) La funcién v €T — ||h(v)||B(4) es medible y estd en LP(T).

En estas condiciones, X? puede ser dotado de la norma

1
1 2m P
Iilles = (5= [ 1B I5)

Observemos que si p = 0o, X? =}

PROPOSICION 2.11. ¥? es un espacio de Banach.



DEMOSTRACION:

Obviamente es un espacio normado. Veamos la completitud: sea (h,),, una sucesién de
Cauchy en }¥P, se cumple pues que
1
b4

(4) “hn “ hm”ﬂ” = (2—1,;/(; " ”hn('Y) - hm(’Y)”%(,,)d'7>

converge a cero cuando n, m tienden a infinito (observemos que, para cada n € N, existe
un conjunto I';, C T' de medida nula tal que h,(y) estd definido y pertenece a Bo(y) para
todo v € T',, y asi, existe un conjunto I'g = U,enT,, de medida nula tal que, para cada
v € I'\Tq y para todo n € N, h,(7) estd definido). En virtud de (4), existe una parcial
(An,)x de (hy)n tal que hy,, (v) converge en B(y) a un limite w(y) que, en virtud de (iii),
estd en By(y) para casi todo ¥ € T'. Ademsds,

1
. 1 2n p
i (2 [ s - w5 p1) =0,

k—+oo

de lo cual ya deducimos que la funcién v € T — |[w(")||5(q) estd en LP(T).

En virtud de 2.1 (ii), tenemos que
(5) lim _1___ o ”hnk(’Y) . w() 12.d ’ -0
kst oo (21r /0 K(7) K ") -
| Por otra parte, la hipétesis (ii) nos permite afirmar que, para cada l € U’ y para cada

h € X?, I(£) estd en HP(D) y asi,

I ( h(z) ) < ( 1 /02” I (h—(”l> }"sz('y)>%‘ V1< p < +00,Vz € D.

K(2) 2r \K(v)
Consecuentemente,
©) 15 < (= [ 15 Edr)

de modo que para cada compacto K C D, existe Cx > 0 tal que

sup g <0 (57 [, Iyt @)’
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y asi, en virtud de (5), la sucesién ()(L—I';—‘L);C converge uniformemente sobre cada compacto
K C D en U-norma a una funcién G(z) € H(D;U). Es mds, para cada l € U’, <l(ﬁf"{i))
: k

converge a 1(G) en norma H? y, de nuevo en virtud de (5),

. hy, ('7)) (w(w ) .
lim I{ =2~ )=l —% ara casi todoy € T.
o ( K °F 7

Por consiguiente, lim,_,(n.¢) [(G(2)) = l(;g( )y
1(G(2)) = %/0 "l(}—u%)dpz('y) .y (-217;[0 "%%l)dpz(q))

para cada | € U’. Esto es,

21rw
Gle) = 5 0 k%))dP()

En definitiva, existe U — lim,_,,(n.¢) G(2) »y es igual a %((%-} para casi todo vy € T.
Definamos W (z) = K(z)G(z) se cumple:
(i) W € H(D;U).
(if) Para cadale U’, l(—?{i{f%) =1(G(2)) € HP(D) y asi, ¥ € HE(D;U).
(iii) Existe lim,_(n.s) W(2) = w(7) y estd en Bo(v) para casi todo y € T.
(iv) La funcién v € T — ||jw(%)||B(+) estd en L?(T) y se cumple
1 2T - . o %
i, —wlr = tim (o [ lhny) — w3 ) =0

Se deduce, de ello, que W € ¥? y (hy,,)r converge a W en norma X?. Por tanto, (hy),

converge a W en norma X? y, a fortiori, ¥? es de Banach. El caso p = +00 es la proposicién

2.8 §

DEFINICION 2.12. Definimos G? = GP(B(-),T) el espacio de las funciones analiticas con

valores en B de la forma g = 3.  p;b; tal que p; € N*(D), b; € B para todo j y

2
| el gy < oo,

. Py
1 2w P
lolsr = (55 | a0l )

Sip = 400, G = G. Estos espacios no son en general completos y definimos 7 =

F?(B(:),T) como la clausura de G” en X? (obviamente G C ¥P).

dotado de la norma

11



PROPOSICION 2.13.

(a) Paracadap>1, g€ GP yz€ D,
lla(2)lu < (C(2)*llgllg»s

siendo C(2) = |K(2)[Psup esyer|P()] < |K(2)|P 1.

(b) Se tiene el mismo resultado para cada f € ¥P.

DEMOSTRACION:

Basta combinar (6) con el hecho de que G? y 77 son subespacios de ¥?. I

COROLARIO 2.14. Los espacios de funciones GP, ¥? y NP estdn contenidos con con-
tinuidad en H(D;U).

§3 Espacios interpolados .

Espacio BTP,

DEFINICION 3.1. Llamamos BT? a] subespacio de U siguiente:
BT? ={zecU; 3f € 7 con T(f) = z}
dotado de la norma

lellpr.e = inf{||fll7s ; T(f) ==, f € F*}.

Puesto que dada f € ¥7, existe (g9,)n, en G? tal que lim, o g, = f, tenemos que
T(f) = U — lim, T(g) donde, si g, = Y.  ©7b7, es claro que T(gn) = X' T(p})b7.

373

PROPOSICION 3.2. BT'? es un espacio de Banach.

DEMOSTRACION:
Obvio pues BT'? es isométrico a FP/Kert T. 1

PROPOSICION 3.3. Se verifica que BT'? est4 contenido en U continuamente con norma

menor o igual que || KT)||,, donde

IKT|lp = inf{C > 0; |[KT(p)llu < Cllell, Ve € H?(D)}.

12



DEMOSTRACION:
Dado z € BT'? y ¢ > 0, existe f € 7P tal que T(f) =z y ||f|l#» < ||z||gr.» + €. Ahora
bien, si f € ¥?, f € ¥P y asi, en virtud de 2.10 (ii), -{? € ¥2(D;U). En consecuencia,
f
lzlle = TNy = suwp WT()|= sup [HET(3))|=

{ u’<1 ”I“u'51

= swp [KTUL)I < sup KT, =

HNur<a Hlur<a

Py
f 1 /2” f() 1o P
IIKTHpIIKHus(D,U) < [|KT|lp (27r . HK(,Y) |2 dy

Se tiene, en virtud de 2.1 (ii), que para cada g € §P y para casi todo vy € T,

Hg(Mlu < EWNlgM B

y puesto que para cada f € FP, existe una sucesién (g,), en GP tal que lim, g, = f,

tenemos que [|gn(7) = gm(V)llu < K(V)||9a(7) — 9m (V)| B(+) Para casi todo v € T. Ahora

bien,
2m

.1 p =

y asi, existe una parcial (¢,, )x qQue seguiremos denotando (g,.). tal que g,.(7) es convergente
en B(v) y, a fortiori, en U, para casi todo v € T. Puesto que f = lim,, g,, tenemos que
f(v) = U = lim, gn(v) = B(7) — lim, g.(7) y asi, para cada € > 0, existe n € N tal que

lf(4) — g2(7)|lu < €. En consecuencia,

17N lle < llgn(Mlle + & < KMNlga(NlB(2) +& < KO USOB() +€) + e
Esto es, ||f(")lu £ K()|f(7)|lB(y) para casi todo v € T'. Se deduce que

1

2n '};
o [ OB dr) = KTl

¥, por la eleccién de f, se tiene que, cualquiera que sea € > 0,

IT(H)lle < IET], (

lelle = 1T(/)llu < IET||s(Iz]l57.» + €)-

Si hacemos tender € a cero obtenemos el resultado buscado. § -~

NOTA 3.4: Observemos que si T = 6,, (20 € D) y p = 400, entonces ||KT | =
| K62, lloo = | K (20)] ||zl B|2o) como estd probado en ([C-C-R-S-W 1J, 2.3).

13



Espacio Brp.
LEMA 3.5. Paracada b€ B, existe g € GP tal que T(g) = b.

DEMOSTRACION:

Dado b € B \ {0}, consideremos la funcién exterior

1 [ 1
(7 ©b(2) = exp (57}-/0 log mdﬂz(7)> .
Se cumple que ppb € GP para todo 1 < p < co. Ademds, para cada ¢ € H*®(D),
b € Gy |lpwsd|ge < ll@llp. Si T(pws) fuese cero para toda ¢ € H* (D), tendriamos
que el funcional ¢,T serfa idénticamente nulo y puesto que ©(2) # O para todo z € D,

T serfa nulo. En consecuencia, existe ¢ € H*™(D) tal que T'(ppp) # 0y, por tanto,

b= T(%). Por dltimo, puesto que T%:—&% € GP obtenemos el resultado deseado. R

DEFINICION 3.6. Definimos Br , como el espacio completado de B respecto de la norma

I8l 5, = inf{llgllg» ; T(g) =5, g € §7}.

NOTA 3.7: En general Br,, no esti contenido con continuidad en U. Un ejemplo, para

el caso T = §,,, puede ser visto en ([C-C-R-S-W I}, Ap. 1).

Espacios Brpe y BTP®,

DEFINICION 3.8. Llatmaremos.f)”*p al subespacio de G? tal que si g € G*®P, g es de
la forma Z'(p,-bj, donde p; € H®(D) para todo j. Asi mismo, llamaremos ¥ a la

adherencia de G*'? en HP.
LEMA 3.9. Para cada b € B, existe g € G tal que T(g)=b.

DEMOSTRACION:

Enteramente andloga a la del lema 3.5 sin més que sustituir la funcién ¢ por

op(z) =exp | — log ————————dH_,(v) ] .
o) = exp (51 | o8 e

Observemos que ! € H®(D) puesto que, para casi todo v € T, |} ()] < “31";. i

14



DEFINICION 3.10. Definimos

(a) BT»™ ={z el ; 3f € F°? con T(f) = z} dotado de la norma

I[|B™"" = inf{|fll5» ; T(f) =z, f € F=P).

(b) Br,p,0o €l espacio completado de B respecto de la norma

llBzr, o = inf{|lgllzs ; T(g) =5, g € G=F}.

La primera pregunta que surge es qué relacién existe entre los espacios BT'?, Brp, BT:p.
Y Br p,co. Sabemos quesi T = §,, y p = +o00, los espacios Br , ¥ Bt p 0 son equivalentes

([C-C-R-8-W 1], 2.5). En nuestro caso, tenemos el siguiente resultado:

PROPOSICION 3.11. Para todo1 < p< ooy todoT € H'(D), se verifica:
(a) Paracadabe B, |b|pr, <||bllBrp -
(b) BT:#* est4 contenido con continuidad en BT'? con norma menor o igual que 1.
(c) Para cada g € G*, existe (gn)n en GP tal que ||gnllgr < |lgllgr ¥ lim, T(gn) =
T(g) en cualquier espacio que contenga a B.

(d) Los espacios Br, y Br,p 0o son equivalentes.

En virtud de (d), de ahora en adelante siempre podremos suponer ¢ € G°'? cuando
trabajemos con el espacio Br .
DEMOSTRACION:

Los apartados (a) y (b) son consecuencia inmediata del hecho de que P y F°°P sean
subespacios de GP y F? respectivamente.
(c) Seag = Zj-\;l ©;b;. Consideremos la funcién medible a(-) = maxY_, |p;(-)|. Se cumple

que

/0 |log a(v)|dP.(y <E/ llog |0;(7)| | dPs(7) < +oo.

. 4
Sea ap(7) = a—(lﬁx{,,;a(,,))M} + X{v;a()<M}- Es claro que la sucesién (]log anm|)m

est4 mayorada por la funcién integrable |log «|. Consideremos la funcién aj},(z) definida

15



en 2.4 y sea K un compacto de D. Sea r > 0 tal que K C -E(O,r). Se cumple que existe

una constante Cj tal que, para todo z € K,

2
< Ck/ |log anr(v)|dn,
0

/ " (log ane(x)) dH. ()

'y puesto que limas apr(y) = 1 para casi todo v € T', tenemos, por convergencia domi-
nada, que el miembro de la izquierda tiende a cero y, por tanto, deducimos que a},(z)
converge a 1 uniformemente sobre todo compacto de D. En consecuencia, para cada
¢ € H(D), limp T(ajsp) =T (p).

Definamos la sucesién de funciones gar(z) = anr(2)*9(2) = Y'(a},0;)b;. Se cumple
que:
(i) [lerresllos = sup esyer|ats(7)es(7)] < M para todo 1 < 5 < Ny, por tanto, ajsp;
estd en H*(D), esto es, gpr € GP.
(i) Puesto que flar (Voo < 1, llgnellgr < llgllgr-

Obviamente, se obtiene, de ello, el apartado (c).

(d) Se deduce, de (c), que para cada g € GP y € > 0, existe no € N tal que si n > no,

IT(@)[Bz,p.00 < €+ T(9)llBr s, <€+ llgnllgr <+ lgllge-

Luego ||T(9)||Br .o < IT(9)llBr, ,- Combinando este resultado con (a), concluimos que,

para cada b € B, ||b||5,,, = ||bl|Bs,,.o ¥ asi, los espacios completados son isométricos. 1
PROPOSICION 3.12. Los espacios BT'? y BT:#*® son equivalentes para todo p > 1.

DEMOSTRACION:

Sabemos que BT:?* est4d contenido con continuidad en el espacio BT?. Veamos el
recfproco: sea z € BT? y sea f € 7P tal que T(f) = z. Sea (gn)n en GP tal que
f = #? —lim, g,. Para cada par de {ndices n, m, sea (BE, ,)x la sucesién de funciones,
construida como en 3.11 (c), asociada a la funcién g, — gm. Se cumple que BE, | (9n — 9m)

estd en G7* y que (Bfn'n) x converge a 1 uniformemente sobre compactos de D cuando k

tiende a infinito. Entonces:

T(6) = T(am) a7 = i |T(B (00 ~ gl mrem <

< liIEnHB,’;’n(gn —gm)ll7» < |lgn — gm| 7».

16



Por tanto, (T'(g,)). es una sucesién de Cauchy en BT:»® y, a fortiori, convergente.
Claramente, z = T(f) = BT»* — lim, T(g») y en consecuencia, z € BT y

lzllgrp0 < [|z]|BTr B

Espacio BS:T.p,

Sean S y T dos funcionales analiticos sobre D no nulos. Llamemos
SP={fe#?;3dzecly S =T}

con la norma inducida por F”.
PROPOSICION 3.13. S? es de Banach.

DEMOSTRACION:
Puesto que 7” es de Banach, basta ver que $? es cerrado en 7.
Sea (fn)n C S? tal que 7 — lim, f, = f. Se cumple que, para cada n € N, existe

z, € U tal que f,S = z,T. Consecuentemente,

120 = 2mllu|T($)] = | T($2n) = T($zm)llu = [|S(¢fn) — S(6fm)llu ¥

<N KS|pllé(fa = fm)llgr < IKS|pllllcollfn — frmllge
y asi, puesto que el Ultimo miembro tiende a cero cuando n y m tienden a infinito, tomando

¢ € H*(D) tal que T(¢) # 0, deducimos que (z,,),, es de Cauchy en U y, por tanto, existe

z € U tal que z = lim,, z,,. Ademis,
(75)(8) = 5(f9) = lim §(fud) = (1) (4) = lim(z.T)($) = B T(¢)zn = 2T(9)

para toda ¢ € H(D). En definitiva, existe z € U tal que fS = zT y, por tanto, f € $?¥. 1

Consideremos ahora el operador AP : §? — U definido por A?(f) = z, siendo z € U tal
que zT = fS. Observemos, en primer lugar, que dicho operador estd bien definido pues si
2T =2'T, z = z'.

PROPOSICION 3.14. Se verifica que AP : $? —» BS? es lineal continuo y ||AP|| < “Thcn .

17



DEMOSTRACION:
Si f € SP, entonces A?(f)T = fS y, por tanto, para cada ¢ € H*(D), AP(f)T(¢) =
S(f¢). En consecuencia, para cada ¢ € H*(D) con T(¢) # 0, se tiene que

S(f9) ( ¢ )
A =202 _ g (2 5).
D=70 =*\19
Puesto que T%j [ € ¥?, se deduce que AP(f) € BS?. Ademds, obviamente A? es lineal

y

AP _S(/4) 4]l
”A ( )”BSP ” ( ) ”BSP = ” ( )“7” IT( )IHf”-T"

para toda ¢ € H°(D) tal que T(¢) # 0. Por tanto, por definicién de ||T}|o0, deducimos el

resultado buscado. J§

DEFINICION 3.15. Definimos el espacio BST? = AP(§P) = §P/Ker AP dotado de la
norma

lzllps.ze = inf{||fllz» ; f€FPy fS=2zT}.

COROLARIO 3.16. Para todo 1 < p < +00 y cualesquiera que sean los funcionales S y

T, se cumple:

(a) B5T'? es un espacio de Banach.

(b) BST+ estd contenido continuamente en BS? con norma menor o igual que "Tln—
o

Otro ejemplo de espacio interpolado lo veremos en 4.13.

§4 Funcionales analiticos dominantes.

DEFINICION 4.1. Dados dos funcionales analiticos S y T sobre D diremos que S domina
a T respecto de la familia de interpolacién {B(v) , v+ € I'} si y sélo si para cada b € B,
existe g € G(B(:),T) tal que S(gyp) = bT(p) para toda p € H(D). '
Si B = {b; , 1 € I} es una base de B basta poner en 4.1 que, para cada ¢ € I, existe
g; € G tal que S(g:p) = b;T(p) para toda ¢ € H(D) y todo ¢ € I. De ahora en adelante

cuando pongamos {b;};er hacemos referencia a una base de B.

Mientras no indiquemos lo contrario, supondremos que S domina a T respecto de la

familia {B() , v € '} con espacio log-interseccién B.

18 A gl



PROPOSICION 4.2. Si S domina a T entonces existe $ € Nt(D) tal que ¢S = T.

DEMOSTRACION:

Si S domina a T, para todo 1 € I, existe g; € § tal que S(g;p) = b;T(p) para cada
p € H*®(D).

Supongamos que

n¢
gi =) oibi (b € {bi}ier),
Jj=1

entonces S(g;p) = z;‘;l S ((pj.tp)bj- = b;T(p). Puesto que B es base, se deduce que existe
k € {1,...,n;} tal que S(pip) = T(p) para toda ¢ € H(D) , b% = b; y S((pj-tp) =
0 st g # k.

En consecuencia, existe ¢ € N*¥(D) (¢ = i) tal que ¢S =T. I
LEMA 4.3. Dados zp € D y m € N, se cumple que, para cada b € B, existe ¢, € NT(D)
tal que ¢gpb € B, dp(20) #0 y ¢:)(zo) = 0 para todo k € {1,...,m}.

DEMOSTRACION:

Sea Wy (2) = 7 fo% log ||b]| 5()dH:(7) y consideremos

m k)
(8) ' ¢b(z) = exp <\Ilb(z) - Z(z - Zo)k'\IILk(i"zo—)> .
k=1 )
Se cumple que ¢, € N*(D) y
1
lim |¢p(2)] = - .
#=(n) 16l exp (T (657 = 20) 49 (0)) |

Por tanto, es claro que sup es,er|ds(7)| ||8]|B(y) < +00 ¥ en consecuencia, ¢pb € §. Las

propiedades restantes son obvias. I

COROLARIO 4.4. Se verifica que para cadan,m € N (n > m), 20 € D y para cada

b€ B, existe g € G tal que g"~™(20) =by g’)(20) =0 paral1<j<n, j#n-—m.

DEMOSTRACION:

Basta tomar
(Z _ Zo)n—m

1) = =) a(e0)
donde ¢;(z) es la funcién dada en (8). B

é5(2)b,
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COROLARIO 4.5. Para cadan € N, (Ag,Aq,...,A,) € C**! y para cada b € B, existe
Uy € NT(D) tal que Upbe G y \Il:)-(zo) = A\, para k€ {0,...,n}.

DEMOSTRACION:

Considerar
P(z)
#(20)

donde P(z) = Ao + A1(z = 20) + ... + 25(2 — 2)™ y ¢ como en (8) con m =n.

Up(z) =

#5(2)b,

NOTA 4.6: En ([S], 2) se define el siguiente concepto: si S y T son dos distribuciones
de soporte finito, se dice que T estd contenida en S, y se expresa por T C S, si y sélo si
Sop T esté contenido en Sop S y el orden de T es menor o igual que el de S en todo punto

del soporte de T'. Pues bien:

PROPOSICION 4.7. Sean S y T dos funcionales analiticos. Si ambos son de soporte finito

entonces S domina aT siy sélosiT C S.

DEMOSTRACION:

Si S domina a T tenemos, en virtud‘ de 4.2, que existe ¢ € N*(D) tal que T = ¢S y,
por tanto, es claro que T' C S.

Reciprocamente, si T' C S, existen dos funcionales analiticos Sy y S* tales que S =
St + S*, Sop St = Sop T, Sop S*NSop T = @ y el orden de T es menor o igual que el
orden de St en todo punto del soporte. ‘
~ Supongamos que Sop S* = {z1,...,2,} ¥ consideremos w(z) = [17=.(z — 2;)?, siendo
p > Ord S*. Entonces wS* = 0y asi, si vemos que wSr domina a T tendremos que, para

todo b € B, existe g € § tal que wSr(g9p) = bT (p) para toda p € H*®(D) y, puesto que

wge Gy
S((wg)p ) =Sr((wg)e )+ S*( (wg)e ) = Sr(wgp) = bT(p),

habremos acabado la demostracién. Como Sop (wSt) = Sop T 'y Ord T < Ord (wSt) en
cada punto del soporte, la proposicién quedard probada si demostramos que si Sop T =

Sop Sy Ord T < Ord S en cada punto del soporte entonces S domina a T
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Con un razonamiento enteramente andlogo al empleado anteriormente para “anular”a

S*, podemos suponer que Sop?T =Sop S = {20} y Ord T < Ord S, esto es,
S=Zak5:°) , T= Zc:,&’) m < n.
k=0

Si vemos que S domina a 6;2 para todo 0 < j < m, tendremos que, dado b € B, existe

g; € G tal que g;S = béﬁg y asi, bastard tomar g = Z;.":O ¢;g; para obtener‘el resultado

buscado.
S domina a 6;3 si y sélo si, para cada b € B, existe g € § tal que
S(gp) = Z a:65) (gp) = bp?(20) € H(D).

Luego se ha de cumplir que, para toda ¢ € H(D),

2:: (Z (,,) g* 77 (20)?) (Zo)) = bp?)(20),

p=0
equivalentemente
n K .
> Zak( >9k ?)(20) | 7 (20) = bp?)(20),
p=0 \k>p P
es decir,

f: (Z—:p“ﬁp (q : p) g9 (20)) ©*)(20) = bp?) (20),

¢=0

!

lo que equivale a

n—p
+ .
S ares (157 ) =0 Vot

¢=0

"i’aqﬂ< . ) 99 (20) = b.

q=0
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- Si llamamos (Ag, ..., A,) a la solucién del sistema:

- aozo + @171 + ... tagz, =0
2\ : n
a1xo + ar;+ . . .+ T )epnZp-1 =0
1, I n—1
a;-170+ . .. =0
i+ ' n ’
q,,-xo + < 1 >a,~+1z1 + ...+ (n _ 1) ApnTp—5 = 1|
a;41%0 + .. = 0 [
!
a,zg =0 ‘

tenemos qué la funci(;ﬁ g, (iue estamos buscando, ha de verificar que g’f)(zo) = Arb para
todo 0 < k < n; funcién que sabemos que existe en virtud de 4.5. §

" En virtud del resultado anterior, expresaremos que S domina a T por T C S tanto si
" son de sopOrté finito como si no lo son. ,

EJEMPLO 4.8: Sean >m yA 29 € D. Se cumple que ' C

B6:0’5;';; = {ze u , éf € ¥ con "™ z) =z, f¥(20) =0 Vk < n,k #n—m}.
) -
DEMOSTRACION: | t
Si £ € B%0%n, existe fe .'r'(B() T) tal que (fo)™(20) = zp™ (zo) para toda ¢ de
H*>(D). Partlcularlzando para funciones ¢ del tipo (z — 2o)? obtenémos el resultado

buscado. El reciproco es obvio. [
Para tratar de obtener resultados sobre funcionales analiticos que dominan a otros fun-
cionales cuando no son de soporte finito, veamos, en primer lugar, un lema de caracteri-

zaciéon de los mismos.

LEMA 4.9. Dado un funcional analitico T en D, sé¢ cumple que T no es de soporte finito
si y solamente si, cualquiera que sea el funcional analitico S, existe una sucesién (fn)n de

funciones holomorfas tales que (fnT')n converge a S en H' (D).
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DEMOSTRACION: :

Sea P el subespacio de H (D) formado por las funciones polinémicas y sea H'(D) dotado

de la topologia débil 7,. Consideremos el operador lineal continuo
Lr: P — (H'(D),7,)

definido por Lz (P) = PT. Es sabido que N(Lr) = {0} si y sélo si L.(H(D)) es denso
en P/ = H'(D), donde L, es la aplicacién traspuesta de L, la cual estd definida por
Ly (f) = fT (KO 1I], §32). Por tanto, N(Lr) = {0} si y sélo si, para'cada S € H'(D),
existe (f.)n en H(D) convergente hacia S en H'(D).

Ahora bien, N(Lt) # {0} si y sélo si existe un polinomio P no nulo tal que PT = 0.

P
'
|
I

Supongamos que existe tal polinomio P y que P(z) = ¢ H?:o (z — z;)™(9). Llamemos,
para cada k € {0,...,n}, i

7

Sk = H(z — z;)™)T,

j=k
Se cumple que (z—z;—1)™ k=1 S, = S;_;. Asi, (2—20)™(%)S; = 0y en consecuencia, $;
es un funcional analitico de orden m(0) y soporte {zo}, esto es, existen a,ic (0<k<m(0))
tales que Sy = Z‘(g) ak&zo) Por tanto, para cada p € H(D), existen b?, (0<s5<1,0<
I < m(j)) tales que
1 z=21)}
- e B M)

(z — 21)™(D)

mJ

m(0) 1 zzll
- (R

y asi, existen ¢, (5 =0,1, 0<1 < m(j) ) tales que S; = E 0 Z,_J) 2 63 , esto es, Sy

es de soporte finito {2¢, 2;} y de orden max{m(0), m(1)}. ‘

Supongamos que Sk_; es de la forma Sk_; = Ek_oz = (3) _’;, g, ) Tendremos entonces

que

_ym(k=1) n (zm2x-1)" !
Sk ((2 _ Zk_]_)m(k_l)(p(z) {=0 \ 4 (Zk_]_) i ) = :

(z — zk_l)m(k—l)

- ' 2—2p_3)
= 5 1(‘0(;«')— iy I)Wl)(zk—l)-(_‘l‘!_u—)
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y asi, existen b;?, (0<j<k—1,0<1<m(j)) tales que Sy = Zk_é , ’) b;‘,«SQJ
Deducimos que, para todo 0 < k < n, existen a.;?, (0<j<(k—-1),0<1I<m(j))

tales que

{
'l 63?,-

>

y, por tanto, S, = (z — z,,,)"‘(")T es de soporte finito. En consecuencia, zconcluimos que T

%Ma

es de soporte finito. il :

|
|
COROLARIO 4.10. Dado un funcional analitico T en D existe una funcién ¢ € H*(D),

no idénticamente nula tal que ¢T = 0 si y sélo si T es de soporte finito.

DEMOSTRACION:

Si consideramos el operador lineal continuo
Ly : H*(D) — H'(D)

definido por Lr(¢$) = ¢T, y seguimos el mismo razonamiento que en el lema 4.9, obtenemos
que N(Lz) = {0} siy sélo si LL.(H(D)) es denso en H'(D) y, en virtud del citado lema,
esto ocurre si y sélo si T no es de soporte finito. Por tanto, T es de soporte finito si y sélo
si N(Lr) # {0} o, equivalentemente, existe ¢ € H(D) no idénticamente nula tal que
¢T =0.
PROPOSICION 4.11. SiT C S ambos son de soporte finito o ninguno de ellos lo es.
DEMOSTRACION: .

En virtud de 4.2,si T C S, existe $ € N*(D) tal que ¢S =T. Si T esj de soporte finito,

existe ¥ # O tal que YT = 0y asi, ¥¢S = 0 y puesto que V¢ # O se deduce, de 4.10, que

S es de soporte finito. Del mismo modo se procede si S es de soporte finito. il

PROPOSICION 4.12. Sean S y T dos funcionales analiticos. Si S y T 'no son de soporte
finito, se cumple que T' C S si y sélo si existe ¥ € N*(D) tal que, paratodobe B, Vbe §
y¥S =T. !
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DEMOSTRACION:

SiT C S, paracadai € I, existe g; € § tal que, para toda funcién ¢ € H(D), S(gip) =
b;T(p). '

Supongamos que g; = Z;;l <p;b; Entonces,
b

n .
" S(gip) = ) S(pe)b; = b:T(0) .-
_ =1 |
y en consecuencia, existe k € {1,..,n} tal que, para toda ¢ € H(D), S(pip) =T(p) vy si
i#k, S(pip) =0. ,f
Puesto que S no es de soporte finito necesariamente <pj. =0sij#k yi por consiguiente,
g: = bip;. En definitiva, para cada ¢ € I, existe p; € N*(D) tal que pib;€ Gy piS=T.
Por consiguiente, cualesquiera que sean 1, j, (p; —p;)S =0y, asf, p; = ;. LLamando
¥ = ; obtenemos el resultado buscado. El reciproco es obvio. §

, i
DEFINICION 4.13. SiT C 8, tiene sentido considerar el espacio Bs 1, como el comple-

tado de B respecto de la norma ’

{

lbllBs,r, = inf{llgllgs ; 95 =0T, g € G*}.

§5 Relaciones entre espacios interpolados.

Resultados relativos al funcional analitico KT.

PROPOSICION 5.1. SeaT € H'(D) y K € H*(D).
(a) El espacio BET'? est4 contenido continuamente en BT'? con norma menor o igual
que [|K|eo- '
(b) Paracadabe B, [|b]lpy, < ||K|lcollbllBxr,-

DEMOSTRACION:

(a) Sea z € BET:?, Por definicién de este espacié, dado € > 0, exist§ f € 77 tal que
KT(f) =z vy ||fl5» < ||zllpxr.s + €. Se deduce, de ello, que T(Kf) = z y puesto que
Kf € #? tenemos que z € BT?, Ademis, ‘

Izllsz.s < 1K Sfll7e < [ Klloollfllze < [ Kllo(llzllprere +€).
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Esto es, para todo € > 0, ||z||gr.» < ||K||oo(||z]|pxr.s + €). Debido a la arbitrariedad
de €, obtenemos el resultado buscado.

(b) Totalmente anélogo. B ,

COROLARIO 5.2. Si la funcién K es invertible en H™ (D), los espacios BXT'? y Byr
son respectivamente equivalentes a BT'? y Br . ;

i
En el caso general no siempre se verifican las desigualdades inversas a{las de 5.1. Basta

considerar, por ejemplo, T = 6, y K(2) = 2. Es claro que el espacio BXT = {0}.

|
Resultados relativos al funcional analitico suma de un nimero finito de funcionales.
i

Dados {T7 , 1 < j < n} C H'(D), definiremos el espacio ¥ 7 BT p como el completado

de B respecto de la norma suma.

PROPOSICION 5.3. Sean T!, T?,..., T™ n funcionales analiticos en D yseaT =T+
T? +..4+T"

. ’ . . . : 1 2
(a) El espacio BT? est4 contenido continuamente en el espacio suma BT * 4+ BT » 4

|

” .
... + BT"? con norma menor o igual que n. l

(b) Para cada b€ B, ||b||BT1,,+BT=,,+...+B1-»,, < n|[b]| B, p-

t

(a) Sea z € BT'*. Dado € > 0, existe f € 77 tal que T(f) =z y ||fl|7» S' |zl g9 4e-

DEMOSTRACION:

En consecuencia, z = T1(f) + T%(f) + ... + T*(f) = z1 + 72 + ... + z,,, donde es claro
que z; = T7(f) € BTi* para todo 1 < j < ny, por tanto, z € Y_;_, BTg'P. Ademis,

i

q
1

n k43
ol pris <D lzsllgrss < 3 17l5s = nllfllss < nlsllsrs +¢)
1= . . -
. J=1 i=1 .
|

y asf, debido a la arbitrariedad de €, deducimos que ||x||zu prip < nllz|| pr.» para todo
=1 i
z € BT, como querfamos probar.

(b) Totalmente anilogo. B i

Obviamente, no siempre se verifican las desigualdades inversas a 5.3. Bastarfa considerar

|

. 1,13 )

en el caso n=2, T* = —T?; el espacio BT 7 » = {0}. :
!

i
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4

PROPOSICION 5.4. Dados T y T? dos funcionales analiticos en D, seicumple:

1 2 , ] . 13 1_r3
(a) BT » + BT estd contenido continuamente en BT +T"» + BT ~T°.P con norma

+

menor o igual que 1.

(b) BT'» 4 BT"? g5 equivalente al espacio BT'+T%p 4 BT'-T?p,

A}

DEMOSTRACION:

(a) Sea z € BT"» 4+ BT*?_ Dado € > 0, existen z; € BT ? y z, € BT '? tales que
. |

g=zi+22 ¥ |2illprrs + 22l prep < l2llprisypres +e
'

Ahora bien, dado j = 1, 2, puesto que z; € BT'P se cumple que exist(f fi € ¥? tal que

Tj(fj) =y Yy ”fj”}'r < ||:Z:J'HBTJ',,, + €. : . -’

!
Entonces , |
. t

(T + T%)(fu + f2) = 2+ TH(f2) + TH(f) = 24 € BT T2y

(T~ T2)(fy - fa) = 2= TH(fa) = T*(f,) = 2 € BT*~T"%.

Por tanto, z = %(-’5'1 +zh) € BT'+T%p + BT -T%p y l
|

(||$l1”19r1+z'9,p + ”zallsﬂ—r’.y) < |

|
<5 s+ Fallss + 11 = falls») < ;

[fallze + 1 fallze < llzallprs + llz2ll peas + 26 <

”z”BTI+T’.p+BT1—T?,p <

| =t DO | b=

IA

< ”x“BTl,p.;.BT?,p + 3e. I

En consecuencia, cualquiera que sea €, se cumple que ,

le”Brl"'Tsz-f-BTl"Tzs.P S IlzllBrlvP+BT2vl’ + 36’ l

de lo cual se deduce el resultado buscado.

(b) Basta combinar los resultados 5.2, 5.3 y (a).

PROPOSICION 5.5. Supongamos que T' € H'(D) admite una descomposfcién del tipo
v ;
-y,
n=1
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donde, para cada1 < n < N, T* = 7,T con 7, una funcién de H*(D). Entonces,
los espacios BT y Br son equivalentes a los espacios suma Zf=l BT" y Zf=1 Bpn

respectivamente.

DEMOSTRACION:

En virtud de 5.3, tenemos que el espacio BT'? est4 contenido con continuidad en el espa-
cio suma Zf=1 BT™? y puesto que, en virtud de 5.1>, BT™P est4 contenido continuamente
en BT'? obtenemos uno de los resultados buscados. Es més, de la combinacién de los

resultados anteriormente mencionados, deducimos la siguiente relacién entre las normas:

1
Slallssr pen, < llzlsrs < ((max, Iralla)llzlyy  gon,.

Idéntica relacién obtenemos para las normas de los elementos de B en los espacios Bt ,

y Ef= ; BT 5 y de ello deducimos la equivalencia de los mismos. i

NOTA 5.6: Si T € H'(D) de soporte finito, es claro que cada uno de sus sumandos 52
estd contenido en T y, por tanto, existe una funcién r € H*°(D) tal que 62 = 1T (véase,
por ejemplo, ([S], 4.4) ). En consecuencia, tenemos el siguiente resultado:

COROLARIO 5.7. SiT es un funcional analitico de soporte finito {z0,21,..., 2N}, €sto es,
' N m{j)

T3 w),

. 3=0 I=0

R 1) .
se verifica que BT = Z;.V___O Z;"(d’) B’:i. Andlogamente con los espacios Br.

Observemos el corolario anterior hace referencia a los espacios BT y Bz y no a los

espacios BT y Br,. Esto no le resta generalidad pues como veremos en (2;2.11) todos

estos espacios son equivalentes.

Resultados relativos a la derivada de un funcional analitico dado.
PROPOSICION 5.8. Sean T € H'(D) y 7 € H®(D). Se verifica:

. . . I
(a) Elespacio B2("T):? est4 contenido continuamente en el espacio suma B9T-»+ BT T'»

con norma menor o igual que ||7||o + 1.

(b) B*'T® est contenido continuamente en B9T® + B2("T)-», Anglogamente:
(c) Paracadab€ B, ||bllBor,+B,ir, < (I7llco + VlIollBocer).s
(d) Paracadab€ B, [|bllBor,+Bacery» < 0Bz,
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DEMOSTRACION:
(a) Seaz € B2("T)», Dadoe > 0, existe f € 72 tal que T(rf') = zy || fl|5» < ||zl pocrryo+
€. Se tiene, pues, que z = T((rf)’) — T(r'f) y, por tanto, z € B?T» 4+ B"T'?_ Ademis,

Izllgors 4 prrs < 7 fllze + £z < (I7lloo + Dlifllzr < (lI7lleo + 1) (llzll pocerrr +€)

En definitiva, cualquiera que sea'e > 0, ||z||gor,pypgrre < ([[7]lo + 1) (|||l pocrr) +€) ¥
haciendo ¢ tender a cero obtenemos el resultado buscado.

Los apartados (b), (c) y (d) son enteramente anélogos. N

PROPOSICION 5.9. SiT es de soporte finito, el espacio BT est4 contenido con continuidad

en el espacio BT,

DEMOSTRACION:
En este caso T C 3T y, por tanto, existe w € H*(D) tal que wdT = T. Concluimos

como consecuencia de 5.1. }i

NOTA 5.10: SiT = §,,, entonces 3T = 6, y podemos tomar w(z) = (z—zo). Por tanto,
en virtud de 5.1, obtenemos que B%#0 est4 contenido en B%® con norma menor o igual que
SuUp es.er|e’” — zo| = 2 — d(2,T).

En general, si p < n, el espacio B‘s":g estd contenido en 36:0) con norma menor o igual
que %(2 — d(20,T))""7.

Sin embargo, en el caso p = 0, n = 1, si tomamos w(z) = (1 — |20|%) £722 es facil ver
que B’ est4 contenido en B%% con norma menor o igual que C = 1 ~ |zo|2.

Veremos que la contencién de 361’3 en B&g: Y es estricta en general y, por tanto, no son
ciertas las desigualdades inversas de 5.8. Basta tomar T = §§ y 7(2) = 2; obtenemos que
T =60y AT = 6 y en consecuencia, B("T) = B% y BT 4 B*'T = B%,

Enunciarémos a continuacién los correspondientes resultados referentes a los espacios
BS5T?y Bgr,.

Dados {S, T7,1 < j < n} C H'(D), definiremos el espacio N}_, Bs 1 , como el com-

pletado de B respecto de la norma max; || - ||z, ,; -

PROPOSICION 5.11.

(a) Si K € H®(D), se tiene que el espacio BXST'? est4 contenido continuamente en

I3
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BSTp y éste, a su vez, en BSKT:». ambas contenciones con norma menor o igual
que | Kl . |
(b) ‘Para cada b € B, ”b“-BS,T,p < ”K”oo”b”BKS',T‘,p” y “b”Bs,xr,p < ”K”w”b“Bs,r,p'
(c) Si K es invertible en H* (D), las inyecciones de los apartados anteriores son bicon-

tinuas y asi, los espacios correspondientes son equivalentes.

En general, el espacio BT+ no estd contenido continuamente en BXST:?  Bastarfa
tomar S = 8 y K(z) = z. Se tiene que KS = 0y, por tanto, BKST:» = {0}.
Asf mis'fhd, tampoco BSX7T:? est4 contenido, en general, en BST'? pues bastarfa tomar

K y T de manera que KT =0 y en consecuencia, BSKT» = |,

' PROPOSICION 5.12. Sea S un funcional analitico sobre D. En las hipétesis de 5.3, se
cumple que :
(a) EI espacio ﬂ;-‘=1BS’Tj”’ estd contenido continuamente en B5T? con norma menor
o .i_giial que n. |

' (b) Paracada b€ B8, |blssx, < rllbllny_,5

S,Tj,p.

~ Las desigualda:des inversas no son ciertas en general pues si tomamos, por ejemplo,
" T1 = _T? tenemos que BST'+T*» = I y 12 BST'» = BSTp,

S ‘ T = .

» PROPOSICION 5.13. En Ias‘}u'pétesis de 5.5, si S es un funcional analitico sobre D
que domina a T™ para todo 1 < n < N, tenemos que los espacios BST? y Bg 1, son
respectivamente equivalentes a NN_, BST"? y NN_ Bs1n .

COROLARIO 5.14. En las hipdtesis de 5.7, si S es un funcional analitico que domina a

T, se verifican las siguientes equivalencias:
- BSTw = AN Aml) gS.é) Bem.=n ™) g
L T 7=0"{=0 _J. y ST.p='5=0'"1=0 S,&:; .

PROPOSICION 5.15. Sean S y T en H'(D). Supongamos que S admite una descom-
- posicién del tipo S = Zﬁ’-zl S™, donde S™ = 1,5 y 7,, es una funcién invertible en H*(D)
paré, todo 1 < n < N. Entonces, supuesto que S domina a T, tenemos las equivalencias
siguientes:

nSTp_ ~N RS™Tg =nN
B>"P=n,_ B 7P y Bs1,p = Np=1Bs»1p-
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Obviamente, en general no es cierto que BS'+.+SV.Tp = ﬂf’___lBSj'T'p puesto que si
tomamos S = 0, tenemos que B® LT = {0} y en consecuencia, el segundo espacio se
reduce a {0}.

Observemos también que la proposicién 5.15 no puede aplicarse al caso en que S es de
soporte finito pues, en este caso, las funciones 7,, existentes son de H* (D) pero no sus
inversas.

Para finalizar este apartado veamos un resultado referente a algunas relaciones entre

espacios BT», By, y BS? | Bg,.

PROPOSICION 5.16.

(a) Para cada q < p, BT:? est4 contenido continuamente en BT'? con norma menor o
igual que 1.

(b) Andlogamente, para cada b€ B , ||b||p,, < ||b]|Bxr, -

(c) Sean p y p' exponentes conjugados. Si K € H?(D), BXT.?' esti contenido conti-
nuamente en BT'! con norma menor o igual que || K||,.

(d) En las hipétesis de (c), para cada b € B, ||b]|, < [|[K|lpllbll5,r -

(e) Si K € H?(D), BXT estd contenido continuamente en BT? con norma menor o
igual que ||K||,.

(t) Paracada b€ 8, |tlzr,, < IKllolblmer-

DEMOSTRACION:
Todos los apartados son obvios sin més que tener en cuenta que ¥P estd contenido
continuamente en 9 con norma menor o igual que 1. El resto de la demostracién se basa

en desigualdades integrales que incluyen la de Holder. I
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Capitulo II

Interpolacién, Dualidad y Reiteracién.

Este capitulo consta de tres secciones. En e_llas estudiamos cada una de las tres cuestio-
nes “tipicas” de la teorfa de la interpolacién que dan el titulo al ca.pl’tulé.'

La primera de ellas, dedicada a la interpolacién en si, estd dividida, a su vez, en tres
apartados: operadores lineales, operadores multilineales y familias analiticas de operadores.

En la segunda estudiamos la dualidad de los espacios BT y Brp. Loscasos1 < p < +oo
pueden ser estudiados en conjunto (Teor. 2.4), sin embargo, el caso p = +o0o precisa de
otros argumentos tales como la utilizacién de la transformada de Gelfand (Teor. 2.5).

Basandonos en los resultados obtenidos, probamos la “no” equivalencia, en general, de
los espacios {Brp, 1 < p < oo} (Teor. 2.17) y, de este modo, queda justificada la
introduccién del pardmetro p en nuestras definiciones.

Finalmente, en la dltima seccién, estudiamos la férmula de reiteracién. El teorema 3.1

es una generalizacién de ([C-C-R-S-W 1], 5.2).

§1 Interpolacién.
Enunciamos los resultados para el caso p = +00. Todos los cdlculos son andlogos para
el caso p < oo.

Interpolacién de operadores lineales.

TEOREMA 1.1. Sean {A(y), y€T} y{B(v), v €T} dos familias de espacios de inter-
polacién con espacios contenedores U, V y espacios log-interseccién A y B respectivamente.
Sea L : A — N,erB(Y) un operador lineal tal que, para cada a € A y para casi todo
veT,

IL(a)l|B(v) £ M(V)llal| a()s

con M una funcién medible sobre I' cuyo logaritmo es integrable.
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Dado T € H'(D), consideremos el funcional analitico GT, donde

(1) G(2) = exp (zlﬂ /0 " log M) de('y)) .

En estas condiciones:

(a) L admite una extensién lineal de norma menor o igual que 1 a L : Agr — Br.

(b) Si L es restriccién de L : U — V lineal, continua, entonces L : AT — BT es de
norma menor o igual que 1.

(c) L admite una extension lineal de norma menor o igual quel a L : Agr,r — Brr.

(d) En la hipétesis de (b), L : AST"T — BT'T es de norma menor o igual que 1.

DEMOSTRACION:
La demostracién de (a) y (c) se deducird de la de (b) y (d) respectivamente, pues, en

los primeros casos basta ver que los operadores

L:(4 | llags) — (Bs I-llBz) ¥
L: (A I llagr,r) — (8, Il |Br,r)
son continuos y de esta forma existen las respectivas extensiones continuas a los espacios
completados. Esto, como veremos, queda implicito en la demostracién de (b) y (d).
(b) Sea a € AST. Dado € > 0, sea f € F(A(-),T) tal que GT(f) = ay ||fllra()r) <
lallacr + €.
Puesto que f € F(A(:),T), existe (g9,)n en G(A(:),T) tal que f = ¥ —lim,, g, y en
consecuencia, a = U — lim,, GT(g,).
Ahora bien,bsi g€ G(A(),T),gesdelaforma}  _ p,a; conp; € N¥(D)ya; € A para
todo j. Definamos L(Gg)(z) = L(G(z)g(z)) para todo z € D. Se cumple que, cualquiera
que sea z € D, L(G(2)g(2)) = Yo7, G(2)p;(2)L(a;) = X7, G(2)9;(2)b; en donde, en

principio, sélo sabemos que b; estd en N,erB(y). Sin embargo,
/p1°g+ 165118 (md P () =
= [ 10" 1L(a3)ladP:(0) < [ 108" () llesllac)dPo() <
< /P log™ M(7)dP,(v) + /r log* ||aj]|a(y)dP:(7) < +o00

33



¥, por tanto, b; € B para todo 1 < j < n. Por otra parte, se tiene que Gp; € N*(D)y

IL(G9)llg(B(),r) = sup esqyer||L(G(7)g()B(x) <
< sup es,er|G(Y)|IM()|g(M)|a() = sup esqerllg()lam = llgllgea().r) < +oo.

Se deduce de ello que L(Gg) € G(B(-),T). (De aqui obtenemos ficilmente, en virtud de
(2), el apartado (a) ).

Dada la sucesién (g,), en G(A(+),T), (2) permite asegurar que (L(Gg,)). es de Cauchy
en el espacio 7(B(:),T) y, por tanto, existe una funcién h € ¥ tal que h = ¥ —lim,, L(Gy,,).

En consecuencia, para cada z € D, h(z) =V = lim,, L(G(2)g,(2)). Ahora bien, puesto
que G(2)f(2) = U — lim,, G(2)gn(2) y L : U — V es continua, se cumple que

L(G(2)f(2)) =V - li'rln L(G(2)gn(2)) = h(2) Vze D.

Se obtiene asi que L(Gf) € #(B(-),T') y ademds, en virtud de (2), existe no € N tal

que, cualquiera que sea n > ng,

IL(GHIrB().r) < €+ IL(Gen) 7By 1) S €+ llgnllr(a()r) £ 26 + || fll7(a¢).1)-
Se tiene que
(3) T(L(Gf)) =V — li,ﬁnT(L(ng))-

Por otra parte, para cada n € N,

T(L(Ggn)) =T (L (Z G’qo;-‘a;‘)) =T (Z G(p}‘L(a;-‘)) =

= Z T(Ge7)L(a}) =L (Z T(ch;?)a;-‘) = L(T(Gg,)),

¥, puesto que @ = U — lim,, GT(g,) = U ~ lim,, T(Ggx), L(a) =V — lim, L(T(Ggn))-
Combinando este resultado con (3), concluimos que L(a) = T(L(Gf)) y asi L(a) € BT.

En cuanto a la relacién entre las normas tenemos que

I2@sr < IEEN a0 < flriermy <+ lallaor %
L
& o)
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para todo € > 0y, asi, queda demostrado el apartado (b).
(d) Sea z € ASTT. Dado € > 0, sea f € F(A(),T) tal que fGT = zT y ||f||7(a()r) <
”x”AGr,T + €.

Se tiene que, para cada ¢ € H(D),
L(z)T(¢) = T(L(z)¢) = L(zT(¢)) = L(GT(f4)) = L(T(G f4)).

Por tanto, si vemos que L(T(Gf¢)) = T(L(Gf)¢) tendremos que L(z)T = L(Gf)T y,
puesto que ya sabemos que L(Gf) € F(B(-),T), se concluird que L(z) € BT'T. Ademis,
como ||L(Gf)|l78(),r) < IIfll7(a(),r) tendremos

IL(@)|pre <NL(GAlz()r) S IflFac)r) < ll2llasrr +e

y, por tanto, quedard probada la prop.osicién.

Veamos pues que, para cada ¢ € H(D), L(T(Gf¢) = T(L(Gf)¢): en virtud de la
linealidad de L y de la forma de las funciones g € G(A(:),T), es claro que dicha igualdad
se verifica en G(A(-),T) vy, asi, si utilizamos la continuidad del operador L : U — V,

concluimos la igualdad requerida. |

NOTA 1.2: En el caso particular en que T = §,, con 2o € D, tenemos que GT'(g) =
G(20)g(20) y asi, GT = G(z)6,,. De esta forma, AT = A[zo] y Aer = A{z0}, donde la

equivalencia viene determinada por

1

l|z|| ac = |_G(z—o)|”z”A[z°]'

Lo mismo sucede para los espacios Agr y A{z0}-

Por tanto, decir que L : AST — BT ( L: Agr — Br) con norma menor o igual que
1, equivale a decir. que L : A[2¢] — B|zo] (resp. L : A{20} — B{20} ) con norma menor
o igual que M(29) = |G(20)|™! como se afirma en ([C-C-R-S-W I, 4.1).

Observemos que si T = 6;‘0) (n €N),

— —~ (n n—k) k)
GT kzz;)(k)c: (20)65)
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¥, por tanto, en virtud de (1;5.7), los espacios AT y AT son equivalentes. M4s adn, es

facil ver que, para todo z € A7, se verifica que
[zl ser < M(20) [|z]| az

y por consiguiente, el apartado (c) del teorema previo afirma que L : AT — BT con
_norma menor o igual que M(zp).

Anilogamente sucede con la extensién L : A — Br.

TEOREMA 1.3. Sean D y D' dos dominios simplemente conexos tales que sus fronteras
I' y £ sean dos curvas cerradas simples rectificables. Sea W una transformacién conforme
de D' en D.

Sean {A(c) , 0 € L} y {B(v) , v € T} dos familias de interpolacién con espacios
contenedores U, V y espacios log-interseccién A y B respectivamente.

Sea L : A — N,erB(7) tal que

IL(a)llB(v) < M(Wlalaw(y)) VY €ET,

con M una funcién medible en T cuyo logaritmo es integrable.
SeaT € H'(D) y sea S el funcional analitico sobre D' definido por S(p) = T((¢oW)G),

donde G es la funcién definida en (1). En estas condiciones:

(a) L admite una extensién a L : As — Br de norma menor o igual que 1.

(b) Si L es restriccién de L : U — V lineal, continua, entonces L : A5 — BT es de
norma menor o igual que 1.

(c) L admite una extensién a L : Ag+ — Brr de norma menor o igﬁa] que 1.

(d) En las hipétesis de (b), L : AST — BTT es de norma menor o igual que 1.

DEMOSTRACION:
La demostracién es enteramente andloga a 1.1 salvo (2), ya que en este caso la funcién

L(Gg) queda sustituida por L(G(g o W)). Ahora bien,

IL(G(g o W))ll7(B(),r) = sup esserl|L(G(g o W)(M)llB(m) <
< sup esqer MG lg(W (M)l aw () = sup esoesllg(9)lla(e) = lgllg(ac).z)
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¥, por tanto, se verifica la desigualdad correspondiente a (2), como necesitdbamos probar. [

NOTA 1.4: Sea D y D' en las hipétesis de 1.3 y sea {A(¢0) , 0 € T} una familia de
interpolacién en D. Definamos B(y) = A(W(v)). Entonces, {B(y) , v € I'} es una familia
de interpolacién.

En este caso U =V y A = B y si tomamos L = id en 1.3, se tiene que ||L(a)||p(y) =
lallB(y) = lla|la(w(v))- Por consiguiente, deducimos, de 1.3, que B est4 contenido con-
tinuamente en A7, donde S(p) = T(p o W). Andlogamente, deduciriamos la contencién
reciproca y, por tanto, BS = AT. (Mismo resultado para Bs y Ar).

De aqui se deduce que el estudio de las familias de interpolacién en un dominio sim-
plemente conexo con frontera cerrada simple rectificable queda reducido al estudio de las

mismas en el disco unidad.

Operadores multilineales.

TEOREMA 1.5. Sean {A;1(7) , v € T}...{4.(7) , v €T} y {B(n) , v € T}, (n+1)
familias de interpolacién con espacios contenedores U; ...U,,,V y espacios log-interseccién

Ai... A, y B respectivamente. Sea
L:A;1 x...x A, — NyerB(v)
un operador multilineal tal que, para cada (ay, -+ ,8,) € A1 X ... X Ay,

IL(a1,- -+ s an)llB(v) £ M(Wllarllartr) -+ - lenllanz)y  poct. v €T,

con M una funcién medible sobre T cuyo logaritmo es integrable.
Sean S,,...,S, n funcionales analiticos en D tales que, para todo1 < j<n-—1,5;
domina a S;+1 respecto de la familia {A;(-)}. Sea G la funcién definida en (1). En estas

condiciones:

(a) L admite una extensién multilineal continua a:

L:(Ay)s,,s5 X -« X (An=1)Sp_1,5. X (An)as, — Bs,.
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(b) Sisuponemos ademds que L es restricciénde L : Uy x...xU, sV lineal, continua,

entonces
L: (A1) x ... x (Apey)®15 x AGS» — B
es continua.

DEMOSTRACION:
Veremos la demostracién en el caso bilineal. El caso n-lineal serd una generalizacién del

mismo. Sean S, T € H'(D) tales que S domina a T respecto {A1(-)} y sea
L:A X Ay — n,,epB(’y)

en las hipétesis de la proposicién. La demostracién de (a) serd ficilmente deducible de la
~de (b).
(b) Sean a; € A7 T y az € AST. Dado € > 0, sea f; € F(A;(-),T) ( = 1,2) tal que

(@) | SUw)=aTl) Ve H(D),

(5) GT(f2) = a3,

y tal que

(6) If1ll7(ar()m) < llaallase +€, [If2ll7(aa0).r) < llazllagr +e.

Supongamos que f; € G(A;(-),T) (j = 1,2). Tendremos que f;(2) = 5., pial con
af; € A;y pf; € Nt (D) para todo j, k. Consideremos

£(2) = L{f1(2), G(2) fal2)) = L(Y - 0h(2)ab G(2) 3 - w2 (z)ad) =
k=1 k=1
= Y eHR)eI (G eD) = Y eHE)ed (G,

donde, en principio, b;; € N, erB(y) pero, al igual que probamos en 1.1, b;; € B cua-

lesquiera que sean 1, 5. Puesto que Gpjp% € N*(D) y
IFll7@0)r) = 1L(f1, Ch2)ll7(B(),r) = sup es,er|L(f1(7), G(N) f2() B () <
< sup es,erM (WG| (N anlf2NB@) < 1 Fillasc)my I f2ll7(aa0).r) < +oo,
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se deduce que f € ¥(B(-),T).

Sean ahora, fi € F(A1(-),T) y f2 € F(A2(:),T) y sean, para j = 1,2, (g%), en
G6(4;(-),T) tal que f; = F—lim, g%. En virtud de lo establecido anteriormente, la sucesién
(L(9n:G92))n,p es de Cauchy en F(B(-),T) y, por tanto, existird h € F(B(-),T) tal que
h = 7 —lim,, ,(L(gs,Gg2)). En consecuencia, para cada z € D,

h(z) = V — lim L(gh(2), G(2)g2(2))-

Ahora bien, puesto que f1(z) = Uy — lim, g1(2), G(2)f2(2) = U, — lim, G(z)g2(2) y el

operador L : U; x U, — V es continuo, tenemos que
L(f1(2),G(2)f2(2)) = V ~ lim L(gh(2), G(2)e2(s)) V=€ D 7

y asi, h(z) = L(fl(z)fG(z)fZ(z))'
Deducimos que L{f1,Gf2) € F(B(:),I') y ademsds,

|L(f1, Gf2)ll7B(),r) < Wfill7ar )y F2ll 7 (As(),1)-
Por otra parte también tenemos que

(™) S(L(f1,Gf2)) =V — lim 5(L{g}, Gg2)).

3
Consideremos ahora p fijo y supongamos que g2 = ZkN;I ©} ,az ,- Supongamos también

N .
que g1 =3 " i _a} .. Se tiene entonces que

N} N}
S(L(g,l‘, ngzz)) S (L (Z (pk nak no Z G‘pk,pa’k p) ) =

k= . k=1
N, N
=33 S5(P}nPt oG)L(a} s 02 )-
J=1k=1

39



Sea E, ={k€N; 1<k< N2y T(p;,G) # 0}. Se verifica que

S(e .01 ,G)
S(L(g5,Ga?)) ZZ " '”’ — LB T (ph pG) L(a) s 0 )+

j=1k€E, (pk!’
+ Z Z 99_7 n‘Pk,p L(a;,naa’%,p) =
J=1k¢E,
% S(p}, 02 G
(8) = 17( ZL( (o, ké’) )a,{,,, ai'p) +
' kEE,
Nl
+ Z Z (Pj,n(plzc,pG)a’},n ’ a’z,p =
k¢E, =1
S(¢kei ,G)
= 2 Tl 0 (W + 3 LSlaek,G) s o)
k€EE, Pk k¢Ep
Ahora bien: -
(a) Sike€E, :
: . Slerei ,G)  S(fipi,G)
a; = Uy —lim 5 = 5 .
n T(p ,G) T(p% ,G)
(b) Sik¢E,

0 = Uy — lim §(9,0% ,G) = S(f19% ,G) = a1 T (¥} ,G)-
Por tanto, si hacemos tender n a infinito en (8), tenemos que
V -limS(L(g},Ge2)) = Y T(02,G)Llar,a?,) = ZT )L(ay, a0} ,) =
. k€eE,
= L(a’l) GT(gp))

y en consecuencia,
L(ay,az) = L(ay,GT(f2)) =V — limL(al,G’T(gg)) =V —lim S(L(gl, Ggg)).
P n,p

En virtud de (7), obtenemos que L{a;, az) = S(L(f1,Gf2)) vy asi, L(a1,az2) € BS.

Finalmente,
|L(a1,a2)|lps < | L(f1,Gf2)|l7B().r) < W fill7(an(). o)l f2ll7(4a20).m) <
< (latllas. +€)(llazllagr +€)
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y, por tanto, queda concluida la proposicién. [

Familias analfticas de operadores lineales.

TEOREMA 1.6. Sean {A(y) ,v € T} y {B(vy) ,v € T} dos familias de interpolacién
con espacios log-interseccién A y B respectivamente. Sea {L, ,z € D} una familia de
operadores lineales L, : A — B* (dual algebraico de B) tales que:
(a) Para casitodoy €T, Ly : A — B¥(7) y || LyallB+(4) < M(v)llalla(+), con M una
funcién medible sobre I' cuyo logaritmo es integrable.
(b) Paracadabe B ya€ A, < L,(a),b > N*(D) y, para casi todo v € T, se verifica
que lim,_,(n.¢) < Lz(a),b >=< L,(a),b >.
Sean S, T,R tres funcionales analiticos en D tales que S domina a T respecto de {A(-)}

y T domina a R respecto de {B(-)}. En estas condiciones,

R(( Lz(-), . >) : AS,T e (BT.R)*,

donde R(< L,(-),- >)(a) = R(< L.(a),- > para cada a € A. Ademds, la norma de este

operador es menor o igual que | M*S||c donde M* es la funcién definida en (1;2.4).

DEMOSTRACION:

Sea a € A. Puesto que T C S respecto de {A(+)}, dado £ > 0, existe g € G(A(-),T) tal
que ¢S = aT'y ||gllg < |lallas r +€- Andlogamente, existe f € G(B(-),T) tal que fT = bR
y Ifllg < ||bllByr r + €. Se cumple que

S(< Lu(9(2)), £(2) >) = 5(< L(X vi(2)as), 3 W)t >) =
J k

- Z S(p;(2)¥k(2) < Li(as), bk >).

Ahora bien, tenemos que 3.’ S(p 0)a; = aT(p) y asf,sia = Y.’ A;a;, S(p;v) = A;T(p)

para todo j. En consecuencia,

S(< La(9(2)), f(2) >) = 3 MT (Wi < La(a;),bx >) = Y T(¥x < La(a), bi >).
’ 5k k
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Anélogamente, Y, T(¥xp)bs = bR(p) v, si b = 3, uxb, se tiene que T(¥xp) =
ux R(p) para todo k. Por consiguiente,

| S(< L,(g9(2)),f(z) >) = Z“kR(< L.(a),bx >) = R(< L,(a),b>).
k
Tenemos entonces que

|R(< L(a),b >)| = |S(< L:(9(2)), f(2) >)| = IM*S(< Lo((M*)1g), f >)| <
< |M*S|loo sup esyer| < Ly(g(7)), f(7) > [ [(M*) 7' (9)| <
< [|M*S]loo sup esyer || Ly (g(1)lz+llf (DlBmM ™ () <
< ||M*S]jeo sup esqerllgMllamllf (Nl < 1M Slleollgllghfllr <

< |M* Sl (llallas,z + €)(lIbllBz,n + €)-
Se deduce pues que, para todo a € A, R(< L,(a),- >) € (Br,r)* y ademis,

I1R(< Lz(a),- >)|(Br,r)* < [IM7S]collef| a5,z -

En consecuencia, [|R(< L,(-)},- >)|| <[IM*S||co- 1

NOTA 1.7: Sitomamos S =T = R = §,,, se tiene que L,, : A{20} — (B{20})* con
| Lzo |l < |M*620llcc = |[M*(20)] tal y como estéd probado en ([C-C-R-S-W 1], 4.2).

TEOREMA 1.8. Sean {A(y) ,v € T} y {B(v) ,7 € T} dos familias de interpolacién
con espacios contenedores U, V y espacios log-interseccién A y B respectivamente. Sea
H(z): A — NyerB(y), con z € D, una familia de operadores lineales tales que
(i) Para cada a € A, H(-)a : D — NqerB(y) es analitica en D (como funcién con
valores en V) y existe, para casi todo v € T, lim,_,(n.¢) H(2)a. Ademds, dicho
limite coincide con H(v)a.
(ii) Para cada a € A y para casi todo vy € T, |[H(v)a||B(y) < M(7)||a| a(y), con M una
funcién medible cuyo logaritmo es integrable.
Supongamos también que ¥(B(-),I') = X(B(-),I') ysean S y T dos funcionales analiticos
tales que T C S respecto de {A(-)}. Entonces:
(a) T(H(2):): Ast — BM®S ¢on norma menor o igual que 1, donde M* es la funcién

asociada a M en (1;2.4).
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(b) H(zo) : A{z0} — B[20] con norma menor o igual que |[M*(2)|.

(c) Si ademds, para todo z € D, H(2) : U — V es continua, H(z) : A[20] — B|z).

DEMOSTRACION:
(a) En primer lugar, observemos que, en virtud de (ii), H(y) : A — B, para casi todo
v€T.

Sea a € A. Dado ¢, existe g € §(A(:),T) (9 = X_, psa;) tal que ¢S = aT y ||g||g <
lallas,r +e.

Sea h(z) = (M*)~(2)H(2)g(z) = (M*)~*(2) 3" p;(2)H(2)a;. Obviamente, se verifica
que h € ¥(B(-),T) = F7(B(:),T) y ademis, si a = }_ Ajay,

M*S(h) = S(H(2)9(2) ES (p;(2)H(2)a;) ZA T(H(2)a;)
y de esta forma (M*S)(h) = T(H(2)a). De lo cual deducimos que

|T(H(2)a)|| gmes < sup esyer||h(7)||B(y) = sup es,erM (V) [|H(N)g(7)|5(x) <

<sup esqerllg()llac = llgllg < llallas,- +¢

(H(2))l < 1.

(b) Basta tomar S = T = 6, en (a) y tener en cuenta que BM 2 = BM"(20)és = Bz

’
y asi,

con ||z[| Blzo] = |M*(20)] || ]| prc+ss, -

(c) Sea a € A[z). Dado € > 0, existe f € F(A(:),T) tal que f(z0) = ay |[fllr <

lall a0 + €
Sea (gn)n en G(A(),T) tal que f = lim,, g. Se verifica que (M*)~'Hg, € F7(B(-),T)
y |(M*)"'Hg,|l78(),r) < llgnll7(a().r). De esta forma, deducimos que la sucesién

((M*)~'Hg,),, es de Cauchy en ¥(B(-),I') y, por tanto, existe una funcién k en este
espacio tal que A = lim,(M*)"1Hg,: De modo que, cualquiera que sea z € D, h(z) =
V — lima (M*)~1(2) H ()90 (2)-

Ahora bien, puesto que f(z) = U —lim,, g,(2) y H(2) : U — V es continua, se cumple
que (M*)‘.l(z)H(z)f(z) = lim, (M*)"(2) H(2)gn(2). Luego (M*)~'Hf € F(B(-),I) y
[(M*)= Hf||7(B().r) < Ifl7(a0).0)-
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Por tanto, (M*)~(z0)H(20) f(20) = (M*)~1(20) H(20)a € B|z,]. Ademés,

1H(20)al| B[] = |M*(20)] [I(M*) ™" (20)H(20)f (20| B|z0] <
< IM*(20)| I(M*) " H fll7(B(),r) < [M*(20)] || fll7(a().T) <
< [M*(20)| (llallafzo) + )
como se queria demostrar. J
COROLARIO 1.9. En las mismas hipétesis que en 1.8, si, para cada p € H(D) ya€ 4,
S(H(-)ap) = L(a)T(p), entonces L admite una extensién continua a
L:Ar — BM'S,
Si ademds, para cada z € D, H(z) es restriccién de H(z) : U — V lineal, continua,

* I3
entonces L : AT — BM"S es continua.

DEMOSTRACION:
Sea a € Ay sea g € G(A(+),T) tal que T(g) = a. Supongamos que g = 3.’ ©ia;.

Basta observar la siguiente cadena de igualdades:

L{a) = LY T(ps)a;) = D _T(ei)L(as) = 3 S(H()ases) = S(H()a()

IL(a)llpmes < |(M*) " Hyll7(5().r) < llgll7ac).r)-
La demostracién de la segunda parte es andloga a la de 1.8. |

COROLARIO 1.10. Si la familia de espacios C(v) = {A(y), B(v)} con v € T', donde
{A(7),B(¥)} = {L : A(v) — B(n) lineales continuos},

es una familia de interpolacién, el teorema 1.8 afirma que:
(a) CT estd contenido continuamente en {Asr, BS}.
(b) C|20] estd contenido continuamente en {A{zo}, B|20]}.
(c) Si {U,V} es espacio contenedor de {C(:)}, entonces C[z0] estd contenido continua-

mente en {A[z], B|zo]}-
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(d) En particular, si {A(-)} es familia de interpolacién tal que {A*() ,~ € T} también
lo es, para todo funcional analitico S tal que T C S respecto de {A(:)}, se cumple

que [A*()]T estd contenido continuamente en (AsT)*.

DEMOSTRACION:
(a) Sea L € CT. Dado € > 0, existe f € F(C(-),T) tal que T(f) = L. Supongamos
inicialmente, que f € G(C(-),T). La familia f(2) : A — N,erB(7) (2 € D) cumple las
siguientes condiciones:
(i) Si f = Y'o;L;, entonces f(-)a = Y'p,L;(a) y puesto que L;(a) € B, tenemos
que f(-)a es de la forma de las funciones de §(B("),T).
(ii) Para casi todoy €T,

If(Veallsey < NfWlleqllallaeqy < NfllFee).mllallaw@),

y asi, en virtud de 1.8, T(f(z)a) € BS.

Ahora bien, |
9 T(f(z)a) ZT (p;)L ZT(% =T(f)a = L(a)

y en consecuencia, L(a) € BS Y, si g € G es tal que ¢S = aT, se cumple que ||L(a)|ps =
IT(f(2)a)llzs = IS(f()9())lizs=. Por tanto,
IZ(@)llss < I fgllz(B()r) = sup esserllf(Me(Mlp(r) <
| < sup esqer||f(NllcllgMlam) < Iflixllglls
En definitiva, ||L(a)|lgs < ||L|lcrllallas, z-
Supongamos ahora que f € #(C(:),T) y sea (gn)n tal que f = lim,, g,. Se deduce de la
condicién (ii) que ||f(¥)allB(y) < [|fll7llella(y) Para casi todo v € T y, puesto que

T(f(-)a) =V —limT(gnpa) =V —1limT(gn)a = ({U,V} — limT(gn))e = T(f)a,
si razonamos como en la primera parte, obtenemos el resultado buscado.
(b) Basta tomar T'= S = §,, en (a).
(¢) Trivial por 1.8.
(d) Basta tomar B(y) = C paratodoy€T. I
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§2 Dualidad. v
Recordemos que dado el funcional analitico T en D tenemos la representacién integral

1

T(e) = 5~

;[ elOm(de Vo HD),

con ¥ una curva cerrada simple rectlﬁcable contenida en 2 = U N D y que contiene a K

en su interior, tal y como vimos en (1;§1).

DEFINICION 2.1. (a) Llamaremos W? = W9(B(-),I') al espacio de las funciones H

definidas en () con valores en B* (dual algebraico de B) tales que :

(i) Para cada b€ B, la funcién < H(-),b > es analitica en 1.
(ii) Para todo b € B, existe limite no tangencial de < H(¢),b > cuando ¢ tiende a €.
A este limite lo denotaremos por < H(8),b >. .
(i) La funcién —ﬁ%ﬁ—)— estd en L(T) para todo b € B.

(iv) suPsep (o} ”—nz[f‘}(?,zﬂq < +oo0.

Dotaremos a este espacio de la norma

< H(:),b>
(10) [Blwe = sup | SELLEZ)
ses\(0}  |lbllB()

(b) Definimos también el espacio Wy como el subespacio de W? tal que la condicién (iv)

queda sustituida por:

(v) Existe una funcién medible C sobre T’ tal que C € L(T) y

lim | <H(€),b>|<CM)|blly) VbEB, pct. yET

£—q(n.t)

dotado de la norma (10) o equivalentemente

|1#]|wg = inf{||Cllq ; C cumple (v)}.

DEFINICION 2.2. Llamaremos Bf (resp. Bf ), al espacio de los funcionales z € B*
tales que existe H € W? (resp. H € W!), con p y q exponentes conjugados, verificando
que

(11) ()T () = % | <H@.b> (04t Vo H(D)VbEB.
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Dotamos a By, (resp.Bf , ) de la norma
lzlley = inf{||H||we ; H cumple (11)}.

Andlogamente, ||z|| B}, con W en lugar de W1.
1Py *
NOTA 2.3: Observemos que si ¢ = +00, obviamente W? = W) y asi, Bf, = B, ,.

TEOREMA 2.4.

(a) Sil<p< +oo, el espacio dual de Br,, estd contenido continuamente en B, con

norma menor o igual que 1.

(b) Si1 < p < 400, el espacio Br . estd contenido continuamente en el espacio dual
de Bt , con norma menor o igual que 1.

(c) El espacio dual de Br,; es isométrico al espacio BF .

DEMOSTRACION:
(a) Sea I € (Br,p)*. 1 es una forma lineal sobre B y, por tanto, la podemos considerar.

como un funcional lineal sobre G? mediante la relacién I{g) = I(T(g)). Se cumple que

16)] = KT < Wliar, - IT @2, < Whion,e (55 [ NoDlBnen)”

y asi, el teorema de Hahn-Banach permite extender el funcional ! al espacio de funciones
g= E' ¢ ;b; tales, que para todo j, ¢; son medibles sobre I' (no necesariamente definidas

enD),b;eBy & f lg(M5(y)d7 < +00 dotado de la norma

1 2 Ji
o= (= [ ot liyar)

Consideremos, para cada b € B, el espacio
. 1 2n P p
L(b) = {¢ : T — C medible ; o ). le(NIPlIblB () dy < +oo},

dotado de la norma

i

1 27n
lelis = (2= [ loOIPIBI5 )
esto es, L(b) = L"(”bHB(,Y)%)
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Definamos Ay : L{b) — C por Ap(p) = I(bp). Se cumple que
s(0)] = [1(b0)] < Ul Br,p)e lelioe = (B0 1ol Loqopg,., 42)-

* .
En consecuencia, \p € (L"(”b“’}’a(,’) -%7; ) con norma menor o igual que |l}|(p,. )+ ¥, por
tanto, existe una funcién escalar medible H*(b,4) tal que .
1 2w

[ 1H () bl < +oo,

(6, Mzagong, ., 2) < Ul (Bzp)- ¥

1 27

(12) Ao(p) = o—

2 | E BBy

Consideremos ahora la funcién H(b,7) = H*(b,7)||bl/5(,) para casi todo v € T. Se
verifica que

1 2w

[ 1H b bl P dy < oo

0
b q
y asi, 2"f (erﬁ:(l);l) dy < +oo.

En definitiva, existe H(b,-) tal que Tblil_l- € L9(T) con || F5{boL Ilblls( S le < el (Br )+ ¥ tal que,
en virtud de (12),

1

2m
Mo(p) = —/0 (V) H(b,)dy Yy € L(b).

2n

En particular, si <p € L(b) n H*°(D), deducimos que

(13) Nle) = e0) = KT () = = [ o))

Puesto que, para toda ¢ € H*(D), la funcién go@,{ estd en L(b) N H*(D), donde

recordemos que la funcién o} venfa dada por

(14) obe) =e (5 [ = oaBlon KA 0))

se tiene, en virtud de (13), que -3

1 2n p 0o Ve a
1 —_ g 1 S ®
(15) O T (pws) = 5 /0 o(7)s () H(b,7)d. &5 @%\‘n .
@8 @
o o »
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Al llegar a esta igualdad, siguiendo el método de ([C-C-R-S-W 1], 3.1), se podria intentar

determinar una funcién & € H*°(D) tal que

1 2n

Wy (2) 03 (7)®(7)H (b,7)dP:(v)

sea de H(D). Para ello tendria que ocurrir que \jb(n) = 0 para todo n < 0, esto es, para

cada n € N,
@b(—n) =

1 2 iny 1 2 1 iny (13) 1 n
=3 Up(y)e™dy = — ©s(VN@()H(b,7)e™dy =" I(b)T (Ppy2") = 0.
T Jo 27 Jo v _

Pero el corolario (1;4.10) afirma que tal ® existe si y sélo si Sop T es finito. En este
caso podemos proseguir como en ([C-C-R-S-W I]) tal y como veremos en 2.12. En el caso
general hemos de proceder de otra forma.

Volvamos a (15) y expresemos T'(pp}) en su forma integral. Tenemos que

2 2n
05 [ etelhriemar= o [ o) HG ek

¥ en consecuencia, cualquiera que sea ¢ € H*(D),

1 [ :
2 | ook (Ohe()e” — Hbm) dy=o.
0 ,
Se deduce de ello que la funcién

R(o) = 5 [ b (O)he)e - H(3,7) dP.(o)

es una funcién de H(D) tal que F3(0) = 0. De hecho, F, € H§(D) puesto que |F3()| =
(08()] H®)hr () - H(b, )] € LI(T) ( siempre podemos suponer K(7) > 1).
Sea F(z) = Fy(2)/vi(z), entonces: ”
(a) Fy € N*(D) como cociente de una funcién de N*(D) por una funcién exterior
([G], cap. 2, cor. 5.6).
(b) Fz(0) =o. |
(c) Fz(7) =lim,—q(ns) Fy(2) = 1(b)hr(v)e”” — H(b,~) para casi todo v € T.
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Por tanto, H(b,) = I(b)hr(v)e*” — F} () para casi todo v € T.

Definimos, para cada z € (1, la funcién

< H(2),b >= I(b)hp(z) — T2

2

Se verifica:

(i) < H(-),b>€ H(N) para todo b € B.

(ii) Para casi todo v € T, existe limite no tangencial cuando z tiende a v y se cumple

(16) lim < H(z),b >= I(B)hp(y) — 2 _ HB et

z—v(n.t) e*7 e*7

Sea I(Q?) = {r € (0,1) ; dB(0,r) C N} y consideremos, para cada r € I((2),

27 '
Mo(r)= 5= [ elre)obire) < H(re),b > re%ds -
1
=5 e(§)ps(€) < H(€),b> de.
7t JaB(0,r)

El teorema de Cauchy asegura que, cualesquiera que sean ro y 71 en I(Q2), M,(ro) =

M, (ry) y, usando adecuadamente convergencia dominada, obtenemos que

27

(ML (VH (b, 7)dy = — o()ph(€) < H(£),b > de.

27 Jo 271 Jap(0,r)=T(r)

Por tanto, en virtud de (15)

(17) (D) T (ppy) = é—:;; " )w(f)fp%(f) <H(¢),b>dé Vpe H™(D).

Ahora bien, puesto que (p})~! € H(D) y H*®(D) es denso en H(D) tenemos que
1(B)T (o) = —.-/( o) <H(@),b>de Ve H(D).
I(r

Veamos ahora que H : {} — B*, esto es, cualesquiera quesean £ € ), a,b€ B, o, € C

se verifica que

(18) < H(¢),ca+pb>=a< H(§),a>+B < H(E),b>.
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Veamos,! en primer lugar, que
(19) H(aa + Bb,v) = aH(a,v) + BH(b,~) pct. v€T.

Se cumple que las funciones medibles ||a||g(y), [|bl|lB(1) ¥ ||@a + Bb||B(q) estdn acotadas
superiormente para todo ¥ € T \ I',, donde |T',| < € y € puede ser elegido arbitraria-
mente pequefo. Asf, cualquiera que sea el subconjunto medible E C T' \ T, su funcién

caracterfstica xg € L(a) N L(b) N L(aa + Bb) y, por tanto,

2w

/E H(aa + Bb,v)dy = /(; xe(7)H (aa + Bb,v)dy = 2nl((ca + Bb)xE) =
= 27 (ed(axe) + Bl(bxE)) = 27(eXa(xE) + BAo(xE)) =
= a/ H(a,~)dv + ,3/ H(b,~v)dvy = / (aH(a,v) + BH(b,v))dn.
E E E

En consecuencia, se deduce (19).

De ésto, y a la vista de la definicién de la funcién Fy, tenemos que F .5, y o F; +0Fy
son dos funciones de Nevalinna cuyos limites no tangenciales coinciden para casi todo
punto y, por tanto, Fa,, g, = oFa + fFy ([GO), cap. IX, §3, th. 3). Consecuentemente,
es obvio que se cumple (18). Ademés, (18) junto con (i) e (ii) aseguran que H € W? como
queriamos probar. |

Por otra parte, en virtud de (13), se tiene que

oz, < 1Hlwe = sup 2o < lar, -
(b) Sea ahora ! € Bf,,, (1<p < +00). Para cada € > 0, existe H € W tal que, para
todo b € B y toda ¢ € H(D),

z(b)T(so)=5%Lso(e)<ﬂ(e),b>d6 v [ Hllwe <Wtlsg,, +¢

Seag€ GPtal que T(g) =b. Sig=Y.' gp_,-b_,- tenemos la siguiente cadena de igualdades:
1
1) =10 = ST 000 = 5 [ S eile) < HE) by > e =

- 2—1,;;[3 < H(€),9(€) > dt.

1Como en ([C-C-R-S-W I, 3.1).
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Ahora bien, puesto que H € W/, dado € > 0, existe una funcién C € L7(T) tal que
limgyne)| < H(E),b > | < C(7)||bllB(+) para casi todo v € T, y tal que ||C|; <
|H||ws + €, y asi, para cada g € §?,

im | <H(©,000)> | SCO)s0)ney (€L pet. 7eT.

Como < H(¢),9(¢) >€ H'(), deducimos que I(b) = 51 [ < H(e?),g(e*®) > d(e*) v,

por tanto,

1 2 1 2w .
101 < - [ 1<HG) o) > lar< o [ Colotnllaemen <
(] T Jo
< 1Clellalls < (1Hllws + Olally < (Mllag .. + 26Nl

De esta forma, si hacemos tender € a cero, obtenemos que |I/(b)| < ”1"3;” ‘||b||B,.,p Y,
por consiguiente, | € (Br,p)* ¥ [!l|(5r.,)+ < |54, .-
(c) Trivial consecuencia de (a), (b) v 2.3. §

Veamos ahora que también es cierto el apartado (a) de 2.4 en el caso que p = +o00.

Para ello haremos, en primer lugar, unas observaciones sobre el espacio dual de L*°(T),

_ para las cuales nos remitimos a ([G] cap. IV).

Es sabido que, bajo la transformada de Gelfand, L*°(T') es isomorfo a C(X), 4lgebra de
las funciones continuas sobre un espacio compacto X, (espectro de L*°(T') ), de modo que
el dual de L*°(T') puede ser identificado al dual de C(X).

Asi, si consideramos el funcional lineal sobre L (T')

1 2n
$:9€ L=() — —/ g(0)do,
27 Jo
¢ puede ser considerado como un funcional sobre C(X). En consecuencia, el teorema de

representacién de Riesz determina una medida de probabilidad pg sobre X tal que

(20) 8(0) = #(0) = [ diue
para toda g € L*°(T), con § la transformada de Gelfand de g.

Sea E C T un conjunto medible de medida positiva. Puesto que xgxe = XE, XE s6lo
puede tomar los valores 0 y 1y, por tanto, existe £ en X tal que X = x g+ En virtud de
(20), deducimos que m(E) = ¢(xg) = ¢(xz) = po(E).

Enunciamos a continuacién dos lemas que utilizaremos en la demostracién de la siguiente

proposicién.
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LEMA I. ([G], cap. 4, Th. 4.3)
Si0 < p < o0, la correspondencia xg — X g se extiende de manera tnica a un operador
S lineal isométrico positivo de LP(T, 22) sobre LP(X, po) (restriccion de la transformacién

de Gelfand).

LEMA II. ([G], cap. 5, Th. 5.3)

Sea L € (H*°(D))*. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) L es débilmente continuo, esto es; existe p € L' tal que L(f) = —217 02" pfd~ para
toda ¢ € H* (D).

(b) Si (hx)x € H®(D) y Ypey lhi(€*®)| < M para casi todo 0 € T, entonces
L ki) =) L{hs).
k=0 k=0

TEOREMA 2.5. El espacio dual de Br (=Br,«) estd contenido continuamente en BF

(=Bf ,) con norma menor o igual que 1.

DEMOSTRACION:
Sea ! € (Br)*. De la misma forma que hicimos en el caso p < +o00 podemos extender !

al espacio de las funciones medibles sobre I' de la forma 9=3"p;b; con b; € B para todo

7 tales que sup esqer||g(")llB(v) < +oo.

Sea ¢} la funcién definida en (14) (por simplicidad en las férmulas la denotaremos por
©sp). Consideremos, para cada ¢ € L*°(T), el operador Ap(p) = I(bpws), se verifica que
sl L=())* < [ll(Br)+- Asi, en virtud de las observaciones hechas previamente, existe

Uy, medida de probabilidad sobre X, tal que
Ao(p) = /x Pduy, Vo € L*=(T).

Ademds, es conocido que dup = hpduo + dop donde hy € L(X, uo) y op es singular

respecto a po. En definitiva, tenemos que

Mo(0) = /x Blhoduo +do) Ve € L(T).

Veamos que ), es un funcional cuya restriccién a H°®(D) es débilmente continuo. Para

ello probaremos que se cumple la condicién (b) del lema II
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Sea (hi)x en las hipétesis de (b), sea hN = Y~  hey h = Y5>, hs. El teorema de la
convergencia dominada afirma que h = H'—limy hy y asi, puesto que Ay () = {(0)T (pps)
y T es un funcional continuo sobre H!, es claro que. se cumple (b). Por consiguiente, para
cada p € H*(D),

Ao(0) = 1(B)T (pps) = /X@hbduo-
Ahora bien, puesto que hp € LY(X,dpo), en virtud del lema I, existe una funcién

- H*(b,-) € L(T) tal que H*(b,-)" = hp y en consecuencia,
- 1 2w . oo
1(5)T(ps) = /x PH (b Tduo = 5= [ o(H*(,7)dy V€ H2(D).
0

Si-llamamos H (b,v) = H*(b,7)p; *(7) obtenemos que

1 21!‘
(21) (OT(ews) =5 [ e)eHG,)dr Vo€ H=(D)
0
Ademis, se cumple que Wﬁ%f)ﬂﬁ eL'N)y
22) o) b, ) = ol ey < [ellmimy- < Wlae)-
I8l 5() K () ’ (X,mo) = (L=(r))* = IFli(Br)

Por tanto, es claro que obtenemos la relacién (15) y, en consecuencia, si seguimos los
mismos pasos que en el caso p < +o00, deducimos que I(b)T(p) = [ v (£) < H(£),b> d¢
para toda p € H(D). '

Sin embargo, el razonamiento empleado en aquel caso para probar que H : 1 — B8* no
es valido ahora y, por tanto, hemos de razonar de otra forma.

Sigue siendo cierto que para probar la linealidad de < H(£),- > respecto de b € B, basta

ver que, para todo by, bz € B, A\{, A2 € C,
(23) < H(’y),xllh + Agby >= A1 < H('y),bl > +Ay < H(ﬁ),bg > p.ct. v€T.

De hecho, trataremos de probar que, cualquiera que sea € > 0, existe un subconjunto
medible E, C T tal que [T'\ E| < ¢ y tal que, para casi todo v € E,, se cumple (23).

Sea b € B y consideremos, en primer lugar, cualquier conjunto medible E de T sobre el
cual ||b]|p(.)K(-) sea una funcién acotada. Entonces, p; 'xg € L*(T) y asi, en virtud de

(20),

(24) l(bpxE) = Mo(ppy 'xE) = /x &(0p 'x) (heduo + dop) Vi € L=(T).
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Ahora bien, sabemos que hy = H*(b,)"y, puesto que hy(p; xg)" € L*(X, 1o), existe
una funcién Hg*(b,-) € L}(T) tal que

HE' (b, = holpy 'x£)™= (H*(b,")05 'xE)"

Se deduce que H3*(b,7) = H(b,7) =< H(%),b > €' para casi todo v € E. De modo
que lo que hemos de probar es la linealidad de Hz" como funcién de b.

En virtud de (24) tenemos que, para toda ¢ € L*=(T),

(25) I(boxz) = /X BHE (b, T do + (05 X&) dos)-

Por simplicidad, llamaremos h; = Hg*(b, )"

Una vez hechas estas observaciones, consideremos, dados b;,b € B , A1,A2 € C y
e > 0, un subconjunto medible E, C T tal que |I' \ E,| < € y sobre el cual las funciones
618K () 5 |1b2]lB() K () ¥ ”Albl—{—,\zbz[lg(.)K(-) estdn acotadas. Es claro que el miem-
bro de la izquierda de (25) es lineal respecto a los elementos de B y, por tanto, deducimos

que
,/;C 6(h;161+)«;b;d“0 + (‘p;llbl+Agb:xEs)Ado.4\lbl+A2b2‘) =
= A1 /x B(hy, dpo + (p5. xE. ) dos, ) + Az /x @ (h,duo + (o5, XE. ) dob,)
para toda ¢ € L*(T'). De lo cual, obtenemos que
h:1b1+kzbgd”0 + (‘p;llbl+A3b3XEs)AdoA1bl+A2b2 =

= Ay (i, dpo + (05, xE. ) dos,) + A2 (h3,dro + (v5, X E.) dow,) -

En consecuencia,

BX . by +230,8H0 — Arhy, dpo — Azhy, duo =
= Al(‘ol:llec)AdU'bl + Az(wll_gles)AdabB - (go:\—llbl-{-a\zbzXES)Ado’Albl'fAzbz

y asi, puesto que la medida que queda a la derecha en la expresién anterior es singular

respecto a yg y, a la vez, absolutamente continua, necesariamente es nula y, por tanto,

Abi+Asby = Athy, + A2hy, (o).
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En definitiva, se deduce la linealidad de < H(«),- > respecto a los elementos de B para

~ € E,. Debido a la arbitrariedad de ¢, obtenemos la linealidad buscada. i

Antes de ver algunos casos concretos de duales de espacio By, cuando T es de so-
porte finito, vamos a caracterizar el espacio dual de BT'! y obtener los correspondientes
resultados para el dual de BT?,

Dada f € F!,sea (gn)n C G  tal que f = ! —lim,g,. SIHE W = W™,

27

1
lim o~ ; | < H(7),9n(7) —9gm(v) > |[dy=0  pct. y€T

de modo que existe una subsucesién, que seguiremos denotando (g, )», tal que la sucesién
(< H(7),90(7) >)n es convergente. Llamemos (H, f)(y) = lim, < H(v),9.(7) > para

casi todo 4 € I'. Se cumple, en virtud del lema de Fatou, que

2
—/ (H, )(¥)ld <11m—/ | <H(7),9n(7) > |dy < [|H]|w lim |lgn]| 52 =
= || H||wl|fll5:.

Por tanto, si #! —lim,, g, = O tenemos que, para casi todo v € T, (H, f)(7) =0, esto es,
(H, f) es independiente de la sucesién (g,),, elegida. Ademds ||(H, f)||1 < |H||wl|fll7:-

DEFINICION 2.6.

(a) Llamaremos W(T) al subespacio de las funciones H € W tales que cumplen la

siguiente propiedad adicional: si f € F! es tal que T(f) = 0 entonces,

1 2
2 ), (BN)0) dv=o0.

(b) Denotaremos por B_{’l al subespacio de los z € Bf, tales que existe H € W(T)

verificando

(26) 2(BT(p) = 7= /E < H(¢),b> p(€)dé Vb€ B, Vi € H(D).

Con estas notaciones, tenemos:
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TEOREMA 2.7. El espacio dual de BT'! es isométrico al espacio BI’I.

DEMOSTRACION:

Sea l € (BT'1)*, puesto que, para cada b € B, ||b||gr.» < ||b]|5,,, se tiene que ! € (Br,)*
y asi, dado € > 0, existe H € W tal que se cumple (26) y [|H||yy < |[llj(r.1)» + €.

Sea f € ¥ con T(f) = 0, entonces

27
0= UT(f)) = lmI(T(0a)) = lim - [ < HO),al1) > 7y =
1 2n

= S (H, f)(v)e"dn.

Con lo cual H € W(T) y, a fortiori, l € B7''. Ademis, ||l||31-,1 S| Hllw L |lUl(pray-+e.
Reciprocamente, si [ € BI’I, dado € > 0, existe H € W(T) tal que ! cumple (26) y
[ H|lwr) < |I2]] pT1 + €. Se tiene que el funcional  definido sobre B lo podemos extender

a BT+ mediante
1

"o

IT()) /0 "(H, ) (7).

El hecho de que H € W(T) garantiza que el operador estd bien definido y ademis,
T < I(H, Hllx < IH]wllfllz2- Por consiguiente, I € (BT!)* y ||l||(pra)+ <
sz 0
NOTA 2.8: En el caso p # 1, es claro, que si definimos los espacios anélogos, Bf”’ ,
obtenemos que éstos estin contenidos con continuidad en el espacio dual de BT"?, Sin
embargo, si | € (BT'?)*, | € (Br,)* y asi, existe H € W? tal que ! cumple (17). Por otra
parte, si f = P — lim,, g,,, la sucesién (f}: < H(€),9.(¢) > d{),1 es de Cauchy y, de esta
forma, aunque tuviera sentido definir la funcién (H, f)(£) = limx < H(&),9,,(§) > para

casi todo ¢ € X, donde (g,, ) es una subsucesién de (g5)n, €l hecho de que

/,: < H(E),gn(€) > d¢

convergiera a cero, como ocurriria en el caso de que T(f) = 0, no implicaria, en principio,

que fz (H, f)(&)d¢ fuese cero y, por tanto, no podriamos deducir que H € W?(T).
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Desigualdad fundamental.

DEFINICION 2.9. Diremos que un funcional analitico T en D y una familia de interpo-
lacién {B(y) , v € T'} verifican la desigualdad fundamental, si existe un compacto K C D

y ut‘la constante Cr > 0 tal que

2
OF)  [TW)lsr <Crsmes (& [ ogletladp) .

l

PR(:)POSICION 2.10. Si T y {B(y) , v € T} cumplen la desigualdad fundamental, los
espécios Br,, son equivalentes para todo 1 < p < +o00. Lo mismo sucede con los espacios
BT»p, '
j
DEI!/IOSTRACION:
La equivalencia de los espacios Br, es consecuencia inmediata de la desigualdad de
Jensen. Veamos que ocurre con los eépacios BT», Para probar la equivalencia de estos

espacios sélo hemos de probar que si se cumple (D.F.) también es cierto que

i

1 2
1T(0)ax < Crsupexp (= [ logllr)lmcnydPe(r) )

parzi_ toda f € ¥. Ahora biensi f € 7, existe (gn)n C G tal que f = lim,, g, y puesto que,
|

para todo b € B, [|b]|pr < ||b]|5, tenemos que existe no € N tal que para todo n > ng
i
| IT(f)llsr <€+ [IT(9n)ll 57 <€+ T (gn)llBr <

1 2T
< e+ Cp supexp (— | Hgn('r)lls(q)sz(“r)) <
26K 27 Jo

2r

!
Y, d(febido a la arbitrariedad de €, queda probada la proposicién. §

2r
< e+ Cp sup exp (i [ el +) sz('v))
zeK 0

PROPOSICION 2.11. Sea T de soporte finito, se cumple:
(a) Para cada k € H*®(D) y para cada b € B, existe un compacto K C D y una

constante Cr > 0 tal que ||bl|p, < Crsup ek [k(2)] |1bllByr-

(b) EI espacio B*T est4 contenido continuamente en BT con norma menor o igual que
Cr sup,ek [k(2)]-
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(c) Si T es de soporte finito, cualquiera que sea la familia {B(v),y € T}, T y dicha

familia cumplen la D.F.

(d) Si T es de soporte finito, todos los espacios {Brp, 1 < p < oo} son equivalentes.

(Lo mismo sucede para los espacios {BT?, 1< p < oo} ).

DEMOSTRACION:

En virtud del corolario (1;5.7), no hay pérdida de generalidad si suponemos que T = 6:0)

conzge DyneN.
(a) Dadobe By e > 0,seag € § tal que kT(g) = T(kg) = by |lgllg < |IbllB.r + € Se
tiene, pues, que b = 52,) (kg) =300 ( k™) (20)g”) (20) y, por tanto,

Bl < 3 (5) 70 6l

Ahora bien, la férmula integral de Cauchy afirma que

27 B(zo,r) (6 - zo)n—p+1

k"'p)(zo) = M/g k(&) d¢ (r; B(zo,7) C D)

y asi, para todo p € {0, ...,n} se tiene

(n—p)! Ik(2)!-

- sup
r 2€8B(z9,r)

k™) (20)| <
Por otra parte, en virtud de (1;5.10), si p < n entonces
p! n—p
1olar < (2 — d(20,T))" "] b]| 5,
! 1

y en consecuencia,

I6l3- < (E ()22 e - m))"-p) lolls _sup _Ik(a)l =

B n M o su z €
—(2_2( 21) )‘ze-g(fo,,)lk( ) (bllaes + <),

de modo que existe un compacto K = B(zo,r) y una constante Cr = C(T, K) tal que se
verifica (a).
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(b) Totalmente andlogo a (a) sin méas que sustituir g € § por f € 7.
(c) Dada g € G, si llamamos k(z) = exp (%r- foz" log ||g('7)||3(.;)de('y)), tenemos que

IT(9)lBr = |kT(k~1g)||p,- Consecuentemente, en virtud de (a), obtenemos

aia

)”BkT <

I7(6) s < Cr supexp (5= [ logllatrllatyaP.(r) ) T

- 1 27
< Cr sup exp (——/ log l|9(7)'l3(q)sz(7)> .
z€K 2r 0

(d) Trivial consecuencia de (c) y 2.10. 1

Casos de dualidad con T de soporte finito

Puesto que en este caso Bry, = Brg,y BT'P‘ = BT para todo p,q, trabajaremos con
p = oo.
(1) T = é,, con 2, € D. _

El teorema 3.1 de [C-C-R-S-W I] afirma que el espacio dual de B{zy} = Br es isométrico
al espacio BT{zo}* definido por la clase de-los z € B* tales que z = h(zp) para alguna
h € W, donde W es el espacio W (definido en 2.1) pero en el que la condicién (i) queda

sustituida por la siguiente:
(1) Para cada b € B, < h(2),b > N*(D).
Veamos que efectivamente Bt {zo}* es equivalente a B}f. Sea ! € B}. Dado ¢ > 0,

existe H € W tal que ||H|w < |llllpz +c¥

1(B)e(z0) = /2 < H(€),b> p(€)de

para toda p € H(D) y todo b € B.
' Ahora bien, la funcién < H (-),b > venia definida por

5 < H(2),b >= I(b)h(z) - 212

1

1
z—20"

¥, en nuestro caso, hr(z) = Por tanto,

1
* —(z—2p Fi(z)
< H(z),b >= l(b)z—lzo _ Fb (z) _ l(b) ( ) z_

2 Z2— 20
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En consecuencia, si llamamos < h(z),b >=1(b) — (z — zo)ﬂéﬂ, tenemos que b € W,
h(zo) =1 y

im [ <h(@b> = lm | <H(E)b> (- 20)| < |6 = 2ol Hllwblnr) <

< (2—d(20,T)) (Il 5 + €)lbllB ()

y asi,l € B¥{z}*y “l||3+{20}. <(2- d(zo,I‘))”lHB;.

Reciprocamente, sil € BT {2}* existe, dado € > 0, una funcién h € W tal que I = h(z)
Y lkllw < B+ (z0)e + € Sea < H(£),b>=< h(£),b> /€ — 2. Se cumple que H &-W y
1 [ <h(§),b>p(§)

'2—7r—z: b)) £—ZO

1(8)(20) =< h(20),b > ©(20) = d¢ =

-1 _<H(E),b> p(e)de.

27

Por tanto, se deduce quel € Bt y

1
illsg < 1H]lw < d—(m—)llhllw < m‘ll,'3+{20}‘ +e.

(2) T = 62) con n € N con 20 € D.
En este caso, hr(§) = T(?i—z) = é‘é(z:o%,):q y por consiguiente,

ni(—1)" _ Fr(¢) (B)n!(-1)" — (€ - o)"+1ﬂéﬂ
(E—=z)"tt €& (€ — zo)+*

< H(€),b >=I(b)

Si llamamos < h(z),b > al numerador de la fraccién anterior, tenemos que h € W ,
< h(20),b >= l(b)n!(—1)" y ademds, para todo 0 < k < n, ﬂ%{-bbll]z:zo =0, lo cual,
como veremos en (3;1.5), concuerda con la dualidad de los espacios [Ao, A1] ) definidos
en [S]. -

Observemos, finalmente, que la éxistencia de una funcién h € W que verifica las condi-

ciones anteriores puede ser expresada de la forma
62 (< h(z),b > p) = n)(-1)"I(b)M(p) Ve € H(D), Vb€ B.

(3) T = 6,, + 6, con 2,2, € D.

61



Se tiene que hr(z) = z_lzo + 2_12 = ft%":_";ﬁ y, por tanto,
—(20tz)  Fi(z)  Ub)(2z — 20— 1) = (2 — 20) (2 — 2) &
< H(2),b>= l(b) = 2,
,(z —z0)(z — 21) z (z—20)(z — 2z1)

Si llamamos, al igual que en los casos anteriores, < k(z),b > a la funcién numerador de
la tltima expresién, resulta que h € W, h(zo) = 1(b)(20 — 21) ¥ h(21) = I(b)(21 — 20). De

esta forma, si consideramos

v b
< hi(2),b>= <h(z),6> v < hg(2),b>= S_MJ_Z,

] 20 — 21 21— 20

|

ha(z1) =1y, poi' tanto,
(B{zo} + B{21})",

N (B{z})* =

tenemos que h1(2q)
= (B{Zo})*
27 Blzo} + B{z).

l € B¥{20}* N B*{z,}"

como ya sabiamos |que tenia que ocurrir puesto que Bs, s,
8. Se ti
ag0z, . Se tiene, entonces, que

(4) Caso general de T de soporte finito.
m (k)
Ily

Supongamos queT k=0 2o
n m(k)
r(§) =T =2 ) augp e
k=0 =0

|

|
21-%% siendo Pr y Qr dos polinomios

1

expresién que podemos expresar por hr(¢)
1(b) Pr (&) — NG

BPre -erfE
Qr(€)

Consecuentemente,

(&)  F(o _

(8),6>= b5 oy ~ ¢

- < H(¢),
De modo que si llamamos < h{z),b > a la funcién numerador de la expresién anterior,

N
h € W. Ademss es claro que Q11(£) determina un funcional analitico en D, al cual
d¢ =

denotaremos por .é'T, y asi, tenemos que
| 1
OT() = 57 [ < HO.b> p(€de =5 [ <m(ELb>ol€) 5

= $r(< h(€),b > p(¢))-

En definitiva, obtenemos el siguiente resultado
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"TEOREMA 2.12.'SiT es de soporte finito, existe Sy € H'(D) tal que el espacio dual de

Br es equivalente al espacio de los £ € B* para los cuales existe h € W verificando:
(%) z()T(p) = Sr(< h(2),b>p) Ve € H(D), Vb€ B.

dotado de la norma ||z| = inf{||h|lw ; = cumple (*)}.

Es mds, Sr viene determinado por hgs, = 5117’ donde hr = gT

SEGUNDA DEMOSTRACION:

Si hr(2) = 523, la funcién Q7 (€) € H*°(D) “anula” al funcional T, es decir, Q7T =0

y asi, en virtud de, (15) con wp = 3},
1 21
1OT(ee) = 52 [ eI BN Vo€ H=(D)
\ 1]

Tenemos que la funcién ¥,(2) = = 02 <p'b.('y)H (6,7)Q1(7)dP, () es de H*®(D) y se
verifica que lim,_, y(n.¢) ¥s(2) = 05 (7) H (b,7) Q1 (7).
En consecuenciai, si < h(2),b>= p—‘I;“(-(;"ylz-, se cumplen las siguientes condiciones:
(a) <h(-),b > N*(D) para todo b € B.
(b) lim,q(n.e) | < h(2),b > | = |Qr(7)H(b,7)| < Cr||bl|B() para todo b € B y para
casi todo v € T.

Esto es, h € W. 'Ademas,

St(< h(2),b > ppp) = -21—7r /:“ < h(7),6 > o(7)es(7) QTl(’Y) eVdy =

_ 1 [*" H(b,7)Qr(7) |
=) T e p(V)es( o)’ dy =
1 27

=), H(b,meees(r)dr L 16)T (pws)

para toda ¢ € H°°(D)
La proposicién se concluye por densidad de H (D) en H(D). &
NOTA 2.13: Al tratar de calcular los espacios duales de Br ,, nuestro objetivo inicial era

“demostrar” que, dado T, existia St € H'(D) tal que
(27) . S7(< h(2),b>) = 1(b)T(p) Vb€ B, Vp € H(D)

con h € W. Esto e$té probado si T es de soporte finito. Pues bien:

|
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PROPOSICION 2.14. El dual de un espacio Br estd en las condiciones anteriores si y sélo

si se cumple una de las dos condiciones siguientes:

(i) T es de soporte finito.
(ii) Existe una funcién K* medible sobre T' tal que log K(-) es integrable y tal que,
para cada b € B, ||b||p, < K*(7)||b||B(+) Para casi todoy €T.

La condicién (ii) se cumple si los espacios B(7) (y € T) y U tienen normas equivalentes,
como es el caso de dimensién finita (([C-C-R-S-W II], (R-W 1], [EH], ...).

Observemos que si se cumple (ii), B es espacio contenedor.

DEMOSTRACION:

Supongamos que Br cumple (27). Sea a € B tal que verifique I(a) = 0. Se cumple que
St(< h(2),a > ) = 0 para toda ¢ € H(D) y, por tanto, existe una funcién < k(-),a > en
H(D) tal que < h(-),a > St = 0. En virtud de (1;4.10), o bien T es de soporte finito o bien
< h(:),a >=0. Por consiguiente, si T no es de soporte finito y /(a) = 0 necesariamente
< h(-),a >= 0. Se deduce que existe una funcién C(z) tal que < h(z)},b >= C(z)l(b) para
todo z € D y todo b € B. .

En virtud de las propiedades de h, concluimos que C € N*(D) y que

lim | <h(z),b> | = [C()| 1B)] < [lar) (It mr)s +€)-

z—y(n.t)

En consecuencia, |I(b)| < (!ll(51)- + E)Tc_}(l-y_)[“b”B(’i) y asi, | € (B(7))*. Adema4s existe
K*(-) = ]Eh’ cumpliendo las condiciones requeridas, tal que ||{||(5(4))s < K*(7)Illl(B)*
para casi todo 4 € I'. De lo cual se concluye la tesis.

Reciprocamente. Ya sabemos que si T es de soporte finito se cumple (27). Supongamos,

pues, que se cumple (ii) y sea

< h(2),b >= exp (2% /021r log K—*lh—)dﬂz('y)) 1(b).

Se cumplen:

(a) h: D — B*.

(b) < h(-),b > N*(D) para todo b € B.

(©) man(niy | < h(2),6 > | < Wl me)- bl 7y < Wi o)+ l1Bllmr) Para casi todo
vyeT.
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Asf, h e W y I(b)T(p) = exp (51’; foz" log K* ('y)de('y)) T(< h(-),b > ¢). Por consi-

guiente,si - . '
. 1 2n

- S = exp (—/ log K*('y)de(fy)> T,

S 2 Jo -
obtenemos la condicién (27). I N '
COROLARIO 2.15. Si existe una funcién K* medible sobre T' tal que log K* es integrable
Y, para cada b € B, ||b]lp, < K*(7)||bl|B(~) para casi todo v € T entonces, T y {B(v)}
cumple (D.F.). ‘

DEMOSTRACION: , .

Por dualidaé, cualquiera que seal € (Br)*, existe una funcién h € W tal que I(b)T(p) =
Sr(< h(-),b > ©(-)) para toda'v € H(D) y asi, I(T(g)) = Sr(< k(),g(-) >) para cada
g € G(B(:),T). Seal € (Br)* tal que |T(g9)||sr = {(T(g))|. Entonces

IT(@lzr = [ST(< A(-),9(-) >)| < Cs; sup | < h(2),9(2) > |,
donde K es un compacto de D y Cg,. una constante positiva.

~ Ahora bien, es sabido que si h € W entonces, (z) € (B{z})" ¥ [h(2)l[(m sy~ < lIA]l0
| ([C-C-R'S’W'I]’ 3.1). De esta forma, - ,

T @)ler < Csyellbllw sup llg(2) B =y <

. 1 21 .
| < Csyllblw sup exp (5= [ toglot)laidrut).
Yy, asi, queda demostrado el corolario. |}

' N_OTA '2.16: Observemos que, al igual que hemos hecho en 2.15, siempre que un funcional
analitico T' y una familia {B(v) , = '} cumplan (27) tendremos que se cumple (D.F.).
~ Sin embargo, en el caso general; esté de;si.g'ualdad'no es consecuencia (al menos trivial)
- dela dliélidad’;"puesto que el espacio dual no viene dado por clases de funciones analiticas
~en D, sir;o eAn" Q! = D\ K y, puesto que estas funciones no cumplen el principio del médulo
'méximo no han de veriﬁcar}:;[ue h(o) € (B{0})* para cada o € 0.
. Hasta ahora hemos visfo que si T es de soporte finito o By cumple 2.14 (ii), entonces
-~ los eépvaciés {Brp,p> 1} son todos equivalentes. Veremos ahora, que existen funcionales

“analiticos y familias de interpolacién, para los cuales esta equivalencia no es cierta.
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TEOREMA 2.17. Sea T un funcional analitico sobre D tal que T no es de soporte finito
¥y Br no cumple 2.14 (ii). Entonces, existe C € H(D) tal que Ber no es equivalente a
Ber,.

DEMOSTRACION:

Sea | € (Br,1)* no idénticamente nulo. En virtud del teorema 2.4, existe h € W tal que
(28) (OT() = [ <h(E)b>w(de  VbeB, Vo H(D)
E -

Recordemos dos cuestiones:

(a) El operador ) definido en 2.4 cumple que

(29) o) = [ ol <hb>dr  vee Lo

(b) Tenemos que < h(7),b > es limite no tangencial de la funcién z < H(z),b >=
l(b)hr(2)z — Fy(2), donde F; es de la clase Nt (D).

Deducimos que si C = C(0;r1,1) es una corona contenida en 2, la funcién < H(z),b > 2
estd en N*(C), en el sentido de ser cociente de dos funciones de H®(C). Y asi, o bien
| < h(),b > | = 0 para casi todo 4 € T o bien dicha funcién no se anula en un conjunto
de medida positiva de T'.

Sea ahora C € H'(D) tal que C(2) # 0 para todo z € D y tal que C(2) < h(z),b > estd
en %! pero noen W.

De (28), deducimos que /(b)CT(p) = f): C(&) < h(§),b > p(€)d€ para toda ¢ € H(D)
y todo b € B. En consecuencia, 2.4 asegura que ! estd en el dual de Bor.

Supongamos ahora que Bcr es equivalente a Ber,;. De nuevo, en virtud de 2.4, existe

He € W tal que
(30) 1(6)CT(p) = Lp(f) < Ho(€),b>dé Ve H(D), Vb€ B.

Ademis, si llamamos A} al operador “Ay”cuando ! es interpretado como un elemento de

(Ber,1)*, tenemos que

(31) Ab(p) = %/0 ”<p('y) < Hc(n),b>dy € L(b).
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En virtud de las observaciones hechas previamente, vemos que si < h(:),b >= 0 entonces

I(b) = 0y asi, si consideramos el conjunto
A={be B; I(b) =0},

tenemos que, para todo a € A, la funcién < h(-),a > no puede anularse en un conjunto de
medida positiva de I'. En consecuencia, dado € > 0, existe un conjunto medible A, C T
tal que |4;] < ey | < h(y),a > | estd acotada inferiormente por una constante positiva
para casi todo vy € T\ A,.

Sean ahora a;,as € A linealmente independientes, y sean dl,ag € C tal que aja; +

asas € A. Puesto que las funciones
< h(),a1 >, < h(:),a3 >, < h(-),a1a1 + azas >, |la1|[B(), la2llB() ¥ lle1a1 + azazllB()

no pueden anularse en un conjunto de medida positiva, deducimos que, dado £ > 0, existe

un conjunto medible E, C T tal que |E,| < ¢ y tal que dichas funciones estin acotadas

inferiormente en T\ E,. También las podemos suponer acotadas superiormente en T \ E,.
De esta forma, las funciones

< H¢(),aia; + azag >

< h(-),a1a1 + azaqs > XT\Ee>
< Hg(),01 > < He(),a1 >
<h(),a1 > XT\E, Y <h(),a2 > XT\E,

estdn en L(a;) N L(az) N L{aya; + azasz). Por tanto, se cumple que, para toda p € L=(T),

< Hc('),ala1 + asag >
< h(-),a1a1 + agaq >

Aalal-i-azaz ( XF\E‘§0> =

en virtud de (29),
1 2

= o e()xr\E. < He(v), 101 + azay > dy =
0

en virtud de (31),

= AL 0y +azas (PXT\E,) = I({01a1 + e2a2)0xr\E,) = a1l(a1oxr\E.) + c2l(e20Xr\E,) =

= oy A}, (pxm\E.) + 2Al, (pxr\E.) =

_ < HC(-),a1 >
= a1/\¢u ( < h(-),aI. > WXF\E‘) + aZAaz (

< He(+),az2 >
< h('),az >

@XI‘\E,—) )
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donde la dltima igualdad se razona como anteriormente.
Por otra parte, el primer miembro de la cadena de igualdades anterior también coincide

con

< Hc(°),ala]_ + asaq >
alAa1
< h(), o101 + agag >

v (2 Heo(), 0101 + azay >
PXT\E, | T @24a; { R(), crar + azag > PXT\E; | -

En consecuencia, si

fi= < He(),a5 > _ < He(9),a1a; + azas >
J < h(-),a; > < h(-),na; + agaz >

(U =1,2),
se cumple que
o1 )a, (froxr\e.) + az2ha, (f20xr\E.) = (2181 f1 + aza2f2)pxr\E,) =0

para toda p € L (T') y asf, (a1a1f1 + aza2f2)xrme, = 0.

Puesto que a;,as, los tofna.mos linealmente independientes deducimos que fixr\e, =
fexr\e. = 0y, por tanto, cualquiera que sea € > 0, existe un conjunto E, C I' de medida
-menor o igual que € tal que

<Hg(v),a1 > < Hg(r),a2 >

= T\ E,.
<h(®),a1>  <h{y),az> pct. yET\E,

En definitiva, obtenemos que si a;,a2 € A son linealmente independientes entonces

< Hc(-),a1 > _ < Hc(-),az >
<h(),a; > = <h(-),az> "

Obviamentg, la misma igualdad es cierta si a;,a2 son linealmente dependientes. Por
consiguiente, deducimos que, para todo a € A, existe una funcién K medible en I' tal que
< Hg(),a >= K(-) < h(:),a >.

A la vista de la observacién (b), si {(b) = 0, la funcién < H(z),b > estd en la clase

N*(D) y asi,
Caso 1: si cualquiera que sea b € B con I(b) = 0, < h(:),b >= 0 entonces, existe una
funcién medible S sobre I' tal que < h(4),b >= S()!(b) para casi todo v € T y, por las
propiedades de h, deducimos que Br cumple 2.14 (ii). Por tanto, este caso no es posible
y necesariamente:

Caso 2: existe b* € B tal que [(b*) =0y < h(-),b* >#0.
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Sea B(z) los ceros de < h(z),b* > y consideremos la funcién

1 2r

ck =  /, (C(v) - K(7)) < h(»,),b > ppe ()P ().

En virtud de (28) y (30), tenemos que C% es analitica en D, de hecho, estd en H'(D)
y se cumple que |

: B(2)C¥ (2)
z—»ltlyl(lylz.t) < h(2),b* > ppe(2)

B(v)(C(v) - K(v) = pct. yeT.

De modo que, para casi todo v € T', B(7)K(7) es limite no tangencial de una funcién
analitica que llamaremos R(z).
Por otra parte, para todo a € A, se cumple que
1 (2"

27 J, (B(mM)C(v) = R(7)) < k(7),a > pa(v)dP.(n)

es analitica en D (de nuevo, consecuencia de (28) y (30)).

En definitiva, existe una funcién ¢ € H(D) tal que
1 2

Vo) =5 | 8(7) < h(1),a > pa(1)dPy ()

estd en H(D) y, por tanto,
27

T 1 in : .
V,(—n) = 2 J, é(v) < h(),a > pa(7)e™'dy=0 VrneN

En virtud de (28), deducimos que {(a)T(¢pap) = O para toda ¢ € H(D). En conse-
cuencia, puesto que ¢ no es idénticamente nula por la eleccién de C, se tiene, en virtud de
(1;4.10), que T es de soporte finito; lo cual estd en contradiccién con la hipétesis inicial.

Esta contradiccién viene de suponer que el espacio Bor es equivalente a Ber,1. |
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§3 Reiteracién.
Dados un par compatible de espacios de Banach y 0 < s,00,0; < 1 se demuestra en ([C],

12.3) la equivalencia:
(Ao, A1](1-4)00+50, = [ [A0, A1leos (A0, Atley a»

bajo la suposicién de densidad de Ag N A; en Ap, ﬂ Ap,. Posteriormente en [CW] se
prueba que la condicién de densidad es innecesaria. La férmula anterior es conocida como
“teorema de reiteracién”.

Generalizando este concepto se demuestra en ([C-C-S-R-W 1], 5.2) que dada la familia
{A(v) , ¥ € T} y la familia {B(0) = A{0}, 0 € T}, donde T es una curva cerrada que
cumple determinadas propiedades, los espacios A{zo} y B{z} son equivalentes para todo
2o € tnt(X), siempre y cuando se cumpla una cierta propiedad de “densidad”.

Nuestra aportacién a la reiteracién queda expuesta en el siguiente resultado:

TEOREMA 3.1. Sea {A(y) , 7+ € T}, una familia de interpolacién con espacio log-
intersecién A. Sea ! un dominio simplemente conexo cuya clausura estd contenida en
D, y sea L, frontera de 1, una curva cerrada simple rectificable.

Para cada o € X, definimos B(oc) = A{o} = As,. Supongamos que A es denso en
NeexB(o) en el sentido siguiente: para todo b € N,exB(0) existe una sucesion (ay), en

A tal que
(32) lim/ llan — b||B(o)du-(e) =0  VzeQ,
>

donde du, (o) es la medida harménica sobre ¥ en z € (1.
Supongamos que existe un espacio de Banach V' que contiene a B(o) para todo o € &
y una funcién K(-) medible sobre ¥ cuyo logaritmo es integrable y tal que, para cada

b € N,exB(0o), ||blly < K(0)||b||B(s)- Con estas hipétesis se cumple:

(a) {B(o) , o0 € £} es familia de interpolacién sobre L.
(b) Para todo funcional analitico T sobre ) tal que T es de soporte finito o tal que “Ar

cumple 2.14 (ii)”, se verifica que At y Br son espacios equivalentes.
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DEMOSTRACION:
(a) Demostrado en ([C-C-R-S-W 1], 5.2).
(b) Puesto que A C B es claro que, cualquiera que sea f € Q(A(-)V,I‘), la funcién f
restringida a 1 U L es una funcién de G(B(-),X) y ademis, | f|g(a().5) < [Ifllgca().r)-
Consecuentemente, para cada a € 4, |la|lB, < |lallar-

Para demostrar la desigualdad contraria veamos, en primer lugar, que, cualquiera que sea
la funcién g = 377", pja;, donde a; € Ay p; € Nt(Q1) (0 < j < m) (g no necesariamente
en G(B(-),X)) y, para cada T € H'(1), existe una constante Cr tal que

(%) I7(6))ar < Or sup exp [ 10g lo(o)latoydus(=)).

con K un compacto contenido en (1.

Sea l € (Ar)* tal que [I(T(¢))| = ||T(¢)||ar. Sabemos que, en las hipbtesis del teorema,
dado € > 0, existe h € W y un funcional analitico St tal que, para toda p € H(D) y, a
fortiori, para toda ¢ € H(1),

i

Se(<hz), > p() =10TW@) v lhllw < sy +e=1+¢

La funcién escalar < h(£),9(¢) >= 3 71,0 (€) < h(£),a; > estd en N*(0) puesto que
< h(€),a; > N*t(D) c H*(Q) para todo 0 < 7 < m.
Ademis, si h € W, k(o) € (B(0))* con norma menor o igual que |[l[(a,)+ + €y asi,

existe Ks, > 0 tal que
I7(6)lar = 182(< B2 0(2) )] < Ky sup oxp [ 10g] < Hlo)soo) > ldua(e)) <

< Ksp supexp ( [ 1og (Wlcarye + No(o)llncn) duslo) ) =

F-4

= Ky (tan +9) sup exp ( [ 108 19(0) o s (o))

tal y como queriamos probar.

Prosigamos con la demostracién del teorema. Para cada a € A y para cada € > 0, sea
9= Y;_105b; € §(B(),E) tal que p; € H*(0) , T(g) = a ¥ ligllca()z) < llalar +e.

Observemos que g puede ser elegida de esta forma en virtud de la proposicién (1;3.11).
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En virtud de (32), podemos elegir a; € A tales que

€
b; — al|p(ydo < ————  (0<j < N).
L= ailode < = )

Consideremos G(¢) = Ef;l(w,-(f) — ¢(&)T(pj5))a; + ¢(&)a tal que T(¢) = 1. Puesto
que todos los coeficientes a; y a de G(£) estdn en A, si combinamos (33) con la desigualdad

de Jensen, obtenemos que
IT@)llar = llallar = IT(G)]ar < Cr 3}51!1;/2 1G(0)l|B(o)du=(0).

Puesto que G(o) = g(0) — E;Y:l((pj(o) — ¢(0)T(p;))(b; — a;) la integral anterior, esta

. N
dominada. por [lgllg + Sy (1051l + 18leellTleelloslln) f 165 — aslln(e)dis(0) 3 en
consecuencia, existe una constante Cr tal que ||alja, < C3(llallBr +e+ (1 +]|@llocl|Tllco)e)

para todo € > 0. Si hacemos tender € a cero obtenemos que, para todo a € A,

lallazr < Crllelles-

Finalmente, si vemos que A es denso en B con la norma || - || p, tendremos que 77 =
BT
tendremos que A7 = Br como queremos demostrar.

Sea, pues, b € B y sea f = Z;.Vzl ©ib; en G(B(),Z) tal que T(f) = b. Tomemos

{a; € A, 0< j < N} tales que

= Br. Pero puesto que anteriormente hemos probado que ZBT = 7%7 = Ar

€
[ = asllaoyde < &l

Si llamamos g = Eﬁ'zl pja;, tenemos que existe Cz* > 0 tal que
D.F. ‘
IT(f) — T(9)ller = lIb—T(g)llBr < Cr sup exp Llog 1£(e) — 9(o)l| B(e)dn=(0)
z
N
<cr [ S leillolls = osllneds < Ci'e
_-

y puesto que T'(g) € A, queda probada la densidad buscada. §
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Capftulo III

Interpolacién para un par
compatible de espacios de Banach.

Dados un par de interpolacién (Ao, A1), los espacios (Ao, A1) y F'(Ao, A1) de funciones
analiticas con valores en Ag + Ay, definidos en la introduccién, y un funcional analitico T
en la banda (2, se introducen en [S] (véase también [L I]) los siguientes espacios:

() [Ao, Ar]lr = {z € Ao+ A1 ; 3f € F (Ao, A1) tal que T(f) < z}.
(b) [Ao, A1]T = {z € Ao+ Ay ; 3f € F(Ao, A;) tal que fT © zT}.
(c) [Ao, A1l = {z € Ao + A1 ; If € F'(Ao, A1) tal que T(f") € z}.
(d) [Ao, A1]"T = {z € Ao + A1 ; 3f € F'(Ao, A1) tal que f'T 2 2T?).

‘Dotados de la norma

Ili(5y = inf{llfll7; 5 f cumple (5)},

siendo ¥; el espacio ¥, ¥’ correspondiente en cada caso y j = a,b,¢,d.
Supondremos siempre que Ag N A; es denso tanto en Ag como en Aj.
En [S] la condicién

t_gr:élwf() +1it)=0 j=0,1

de la definicién del espacio ¥(Ap, A;) estd sustituida por la condicién méas débil de con-
tinuidad sobre los conjuntos acotados de Q2 y acotacién. Denotaremos a este espacio por
F5(Ao, Ar).

Sin embargo, los correspondientes espacios intermedios (a) y (b), cuando T es de soporte
finito, son equivalentes ([S], 2.17).

Nosotros trabajaremos con el espacio ¥(Ag, A1) salvo cuando el funcional analftico sea
de soporte finito. En este caso emplearemos ambos espacios indistintamente.

La primera de las dos secciones de que consta este capitulo hace referencia al espacio

dual de [Ao, AI]T-
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A fin de poder utilizar los resultados de la dualidad del capitulo anterior, definiremos,
via transformacién conforme, un nuevo espacio ¥ (Ao, A1; D) de funciones analiticas en D
con valores en Ag + A;, isométrico al espacio ¥ (Ao., Ay). |

Denotaremos por uo(é,t) y p1(é,t) el nicleo de Poison en la banda 2. Es obtenido
del nicleo de Poison en D por transformacién conforme. Explicitamente, sobre los bordes

Re(€) =0y Re(€) = 1 son respectivamente:

e "(t~Vgsen 7z

ko(é,t) = E=z+1y vy

sen? x + (cos mz — e="(t—v))2’
7 e~ "(t~Ysen 7z
sen? wz + (cos mz + e~"(t-¥))2’

p1(é,t) = €=z +1y.

En la segunda seccién obtendremos resultados que relacionan la interpolacién de un
par coinpatible de espacios de Banach con la interpolacién de familias. Hace referencia al

siguiente resultado:

TEOREMA ([C-C-R-S-W I], 5.1).
Sea a(-) una funcién medible sobre T con 0 < a(v) < 1 para todo v € T'. Sean (Ao, A1)
un par de interpolacién y sea A() = [Ao, A1]a(y) Para todoy €T.
~ Se cumple que {A(y) , ¥ € T} es una familia de interpolacién y, para cada z € D,
Alz] = [Ao, A1]a(s) con igualdad de normas, donde o(z) = 5= foz" a(y)dP,(v). Mds atn,

si o) alcanza los valores sup. cr «(7) e inf,er a(7) entonces A{z} = Alz].

Los resultados obtenidos en esta seccién serdn de gran utilidad, en los préximos capitulos,

para la identificacién de espacios concretos de interpolacién.

§1 Espacio dual de [Ag,Aq]T.
Seal't = {2 €T ; img(z) >0} yTl~ =T\T*. Llamaremos C : D — N1 ala
transformacién conforme que lleva I't a la recta = 0 y tal que C(1) = +oo0.

Consideremos el operador L definido en ¥(Ao, A1) por L(f) = f o C y denotemos por
F (Ao, A1; D) al espacio L(¥ (Ao, A1)) dotado de la norma

2l 7(40,41:0) = IR © C™ |7 (40,41)-
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Es claro que este espacio estd formado por las funciones f analiticas en D con valores

en Ag + A; tales que :
(i) f e C(D; A+ Ay).
(i) £(1) = f(-1) =0.

(iif) fyr+ :Tt — Aoy fjr- : T~ — A; son continuas,

dotado de la norma ||f||7(40,4::0) = max(supper+ || (6) |4, » suPser- [1/(60)]l4,)-
Puesto que el espacio

G(A0, A1) ={g= Zga,-a,- s a; € AgN Ay, p; € H(Q)NC(QA) , pj(too) =0}

J

es denso en ¥ (Ao, A1) ([C], 9.2),

L™Y(G6(Ao, A1) = G(Ao,A1; D) =

={g= Z‘OJ""J' ; a; € AoN Ay, o5 € A(D), p;(1) = p;(~1) =0}

3
es denso en ¥ (Ao, A1; D).

Mientras no se indique lo contrario T serd un funcional analitico en {2 y S, definido por
S(p) = T(p o C~1), obviamente un funcional analitico en D.

Definimos el espacio
[A0, Ay)s,p = {z € Ao + Ay ; 3f € F(Ao, Ays; D) con S(f) = z}.

Es trivial ver que este espacio coincide con [Ag, A1]T.

Anélogamente, podemos definir nuevos espacios estrechamente relacionados con nues-
tros espacios Ar y Arr de la siguiente manera: puesto que si @ € Ag N Ay, existen"
g, h € G(Ao, A1; D) tales que S(g) = a y hS = a8, tiene sentido considerar los espacios
{Ao,A1}s.p ¥ {Ao, A1}5'P completados de Ag N A; respecto de las normas

lall¢ao,a1}s,0 = inf{llgllg ; S(9) =a, g€ G(40,A1; D)} ¥y
”a’”{Ao,Al}svD = lnf{”g”g 3 gS =aS ’ ge \g(AO’AlvD)}

respectivamente.

Si § = §,,, los espacios [Ag, A1)z, ¥ {Ao, A1}z, coinciden en virtud del siguiente lema:
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LEMA ([ST], 2.5).

Cualesquiera que sean a € Ag N Ay y 2o € D, se cumple que

lallias, 411, = inf{llgllg ; ¢ € §(4o,41) , g(20) = a}.

Sin embargo, vamos a probar, usando dualidad, que en general estos espacios no son
equivalentes para S € H'() arbitrario (véase 1.3).
En primer lugar observemos que si {A(y) , v € I'} es la familia de interpolacién con

espacio contenedor Ag + A; y espacio log-interseccién Ag N Ay definida por
A(v) = A siyeTt,
A(v) = Ay sinel™,
y A,y A} son los espacios definidos en (2;2.2) (p = +00), se verifica el siguiente resultado.

PROPOSICION 1.1.

(a) El espacio A}, estd contenido continuamente en el espacio dual de {Ao, A1}r.

(b) El espacio dual de {Ao, A1} estd contenido continuamente en el espacio A%.

DEMOSTRACION:

Enteramente aniloga a la realizada al calcular el dual de Br (2;2.4,2.5). Sin embargo,
el hecho de que en este caso las funciones p;, tales que Y ' p;b; € G(Ao, A1; D), sean
continuas en T simpliﬁca. la demostracién pues, en estas condiciones, el espacio L(b), alli

definido, coincide con

.

L(b) ={p :T — C continua ; sup es,er|p(7)| [|b]la(y) < +oo} =

. ={p:T — C; p es continua}

y asi, para cada l € ({40, A1}71)* = ({Ao, A1}s,D)", existe una medida up sobre T tal que
Ao() = l(bpps) = [r ©(7)dus(7), para toda ¢ continua en T.

Se cumple que existe una funcién hy € L!(T') y una medida vs singular respecto de dvy
tal que dup = hbg—;’; + dv.

Puesto que

o ' o
L [T iestahst)ar) - o= [ Prdiat)
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es una funcién analitica, si definimos

Wi(B) = [ 10puhst)e™dr B CT medible
E

tenemos que (u; — pp) (—n) = 0, para todo n € N U {0}.
El teorema F. M. Riesz ([DO], Th. 6.14) asegura entonces que u; — fp es absolutamente
continua y, por tanto, v =0

En definitiva,

1 2

Hbpps) = o / ©(7)hs(7)dn.

T Jo
Con un razonamiento anélogo al empleado en (2;2.4) obtenemos el resultado deseado. 1
En virtud del resultado anterior, es ficilmente deducible que si T es de soporte finito,

{Ao, A1}r = {Ao, A1}s,p = As.

Para estudiar la dualidad en ([S], 2.13), sil € [Ap, A1} con T de soporte finito, se hace

uso de la igualdad: ‘
) l(T(f))——tZ [ rt < a6+, (3 +0) >= T(< 9(0) /) >)

para una cierta g € 7'(A3,A’{).

Puesto que g(¢§) € A5 + AT = (Ao N A1)*, actda sobre los elementos de Ag N A; y, por
consiguiente, dicha igualdad es vilida para toda f € G(Ao, A1). Se deduce que toda funcién
g € F'(A§, A}) origina un funcional sobre {Ao, A1 }r y reciprocamente, todo funcional
sobre este espacio viene determinado por una funcién del tipo mencionado.

Sin embargo, f(§) € Ao + A; si f € F(Ap,41) ¥, en principio, no tiene sentido hablar
de la funcién < ¢’(€), f(¢) >.

Ahora bien, si f € (Ao, A1), existe (gn)n C G(Ao,41) tal que f = ¥ — lim, g5, ¥, para
toda h € F'(A§, A}), se tiene

| < h(£),94(8) > | < [IBll7 llgnlls  VEEQ.
De esta forma, tiene sentido considerar la funcién (h', f) definida por
(K, 1)(6) = lim < K(€),0a(6) > VE€O.

Diremos que h € F'(Ao,A1;T) si h € F'(Ao, A1) y T((k', f)) = O cualquiera que sea
f € F(Ao, A;) tal que T(f) =0.
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PROPOSICION 1.2. Sea T de soporte finito.

(a) El espacio dual de {Ag, A1} es equivalente al espacio [A§, A7]"7.
(b) El espacio dual de [Ao, Ai]r es equivalente al espacio

[Ao, A1]4T = {z € A + A} ; Ih € F'(A}, A}, T) con K'T = zT}
dotado de la norma ||z||'T = inf{||h||7' ; h€ F' y A'T = zT}.

DEMOSTRACION:

(a) Si T es de soporte finito, también lo es el de S y asi, en virtud de (2;2.11) y la
equivalencia {Ag, A;}r = Ag, mencionada anteriormente, si | € ({Ao,A1}r)", existe
h € W(A(:),T) tal que
1(6)S(p) = S*(< h(2),b > ) Vb€ AoN A1, Vo € H(D),

donde hs+ =1/Qg si hs = Ps/Qs.

Sea H = h o C, se cumplen:

(i) H e H®(Q; Ao + Ay).

(i) H:0 — (Ao 4,)".

(iil) limg—jpit(n.e) | < H(E),0> | < ||hllw]lblla;  VOE AoN Ay, 7 =0,1.

Por tanto, H no pertenece a %,(A§, A}) a falta de la continuidad sobre conjuntos acota-

dos de 1.

Sin embargo, si definimos

3
H*(f):/ HO)dA  Veen,0<a<l,
H*(¢), .

(2) - .
| H*(j +1it) = &—oj-fl-lili?éeﬂ)
se ;umplen las siguientes condiciones:
(a) H estd bien definida: si & € 2, la integral es independiente del camino que une & con
€ en virtud de la analiticidad de H en Q.
Si (én)n es convergente a j + it se tiene que, para todo € > 0, existe ng € N tal que si
n,m 2> ng

[Em
IH*(§) — H*(bm)llag+as =1 [ HN)dA]|az+4; < [[Hlloo|én = Em| <,

n
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de modo que no sélo existe el limite (2), si no que adem4s es independiente de la sucesién
(én)r elegida.
(b) H* € H(Q; AL + A%).
(c) H* es continua sobre conjuntos acotados de f): sean t;,ts, tales que [t; —t5| < 6 =
e/||H||co- Sean (€1)n y (€2),, dos sucesiones en {1, tales que lim, £Z = 4t; con 5 = 1,2.
Se tiene que
1B (it0) = H* (ita) g as = lim [ H*(€5) — H* (€2) | agoa; =
[
= lim | " H(A)dAl|lag+a; <
< | Hlloo lim &7, — €3] = | H|oo[ts — t2| < [[H |0 =¢.
Anilogamente en la recta z = 1.
(d) H*(j +1t1) — H*(j +it2) € A} para § = 0,1y t1,t; € R: supongamos j = 0. Sabemos
que lim, . (n.t)yer+ | < h(2),b > | < ||k|lw][b]la, pPara casi todo v € T y, por tanto, si
A C D es un sector con vértice en €¢'7 tenemos que, dado € > 0, existe § > 0 tal que si
|z — €] < 8, (z € A), | < h(2),b> | < ||h|lwllblla, + &
En consecuencia, si tomamos ¢} = BL + ity y €2 = B2 + itz con lim, B =0 (5 = 1, 2),

se tiene que para cada b€ AgnN Ay,

| &
|<H*(it1)—H*(it2),b>|=1im|/ < H(\),b> d\| <

4
<tim [ "| < H),b> | 3] < [llwlblLaslts ~ al
n E"'

y asi, H*(ity) — H*(it2) € A§. Andlogamente H*(1 + it,) ~ H*(1 + it3) € A} y ademis,
|H*(7 +dt) — H*(5 + itz)”A;
[t =t
En definitiva, H* € F/(A§, A1). Puesto que (H*)'(§) = H(€) = (ho C)(€) y I(8)S(p) =
S*(< h(2),b > ) tenemos que, para cada p € H(D), :

<|hllw  5=0,1

I()T(poC)=T*(<hoC,b>poC) Vbe Agn Ay,

con T* el funcional analitico sobre 1 definido por T*(p) = S*(¢ o C~'). Deducimos, pues,

que
I0)T(p) =T*(< Hyb>p) =T*(< (H*),b>¢p) Vepe H(N).
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Observemos finalmente que si T = §, ), T = T* y, por consiguiente, la condicién anterior
se traduce en z € (A}, A}]"T. En virtud de (1;5.7), obtenemos el mismo resultado para T
de soporte finito. ‘
(b) Seal € ([Ao, A1]7)*. Es claro que ! € ({Ag, A1}7)* con ||l||({a0,4:}7)* < [Ull(j40,41]2)°
y, por tanto, existe h € F'(Aj, A7) tal que < b,z > T = l(z)T para todo £ € AgN A;. Es

mas, en virtud de (1), tenemos que si z € Ag N Ay,
() = _32/ T(u;(-1)) < £ + it), dh(j + it) >=

=— llmZ/ ) < gn(s + tt),dR(7 + it) >
= mT(< ga(-), (") >) = T((*', )(-))

para toda f tal que T'(f) =

Resulta de la igualdad anterior que si 0 = z = T(f), T((h',f)) = 0y, por tanto,
h e ¥'(A5, AL T).

El reciproco es totalmente analogo al de la proposicién (2;2.7) extendiendo ! a [Ao, Ai|T
mediante {(T(f)) = T((A', f))- 1

Se deduce de la proposicién anterior, aplicada al caso T = 6] , que si {4q, 4 1}6;0 y
[Ao,A1]5;0 fuesen equivalentes también lo serian su duales, de modo que la condicién
adicional impuesta a las funciones h € F/(A§, A}) serfa superflua.

En consecuencia, tendriamos que para toda h € ¥'(Aj, A) tal que < h',z > 6] =
I(z)6,, para todo x € Ag N Ay, se cumpliria (', f)'(20) = O siempre que f’(zo) = 0.

Veamos que ésto no ocurre. '
EJEMPLO 1.3: Sea Ao = (I2; %) ={(zn)n; X, lﬁn%t <+oo}y A1 =(1%; &) Aoy
A, son espacios de Hilbert y asf AT = A; (7 =0, 1). Llamemos |

£(2) = (a(2))n = (n*x- D +06-1)7-1)

n

Se cumplen:

(1) f € H(f; Ao + A;)) y es continua sobre los conjuntos acotados de 1.
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(2) f(it) = (n4(“‘%)3+6(“‘§)2‘1)n. Un sencillo cdlculo prueba que la parte real del

exponente es cero, de modo que
1
2

1£8)]ap = (Z L%m) - (Z nl) < +oo.

n n

Esto es, f(it) € Ao y, para todo t € R, existe k tal que ||f(it)|| 4, < k.
To(1+ 3t)| < n. Luego

17+ i0)lla, = (Z '-—@;ﬂ) < (z ;) < +oo

n

(1) |zn(1 + it)| = nBe(G+)’+6(3+it)’=1) — p1-38e? ¢ ogf

¥y, por tanto, f(1 + #t) € A; y sup, ||f(1 + 5t)|| 4, < +o0.
De las condiciones previas deducimos que f € (4o, A1) = F(A], A7).
(4) Un célculo trivial prueba que z,(3) = 0, de modo que f/(1) = 0.
Por otra parte, para toda h € F,(Ao, A1), se cumple que Hy(¢§) = foe h(z)dz (integral a
lo largo de un camino que une 0 con £) estd en F'(Ao, A1) y ademis, H} (§) = h(€). En
consecuencia, si h € F(Ag, A1) v h'(20) = 0, H,':(zo) = 0 y, por tanto, cualesquiera que

sean £ € AgN A,y p € H(D),
d(< Hp,z>)

(< By > 8,)(0) =< Hi(20), 2 > ¢/ (20) + Sk

| (z0) =
—< Hy(20),2 > 61, (¢).

Obtenemos, de esta forma, que si h € F(Aj, A}) y h'(20) = 0, entonces h(2o) estd en
(43, 43)" .

Si consideramos en nuestro ejemplo h = H; € F'( A%, A}), tenemos que

Y l — ’ l —_
+o00 +o0
::/ <fwxﬂay>md¢»yu+/ < FQU+), F(L+72) > (ua (1)t

-/ i”zniz(uo(-,t));m / =

4 7r2
o (u1(1))ydt = —% + B.

+o0 n2-15t*
o &

Si B — 1’6—3 # 0, habremos acabado, pues (f, f)'(3) # O mientras que f'(3) = 0. Y asi,
f(3) €43, A(*,]"‘s;o y sin embargo, no es del dual de [4o, A1]5;0 .

Si por el contrario B — 1’;— = 0, tomamos la misma funcién f pero con A; = (I2, 5347)

y de este modo, (f, f)’(%) = % - ’% #0.
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COROLARIO -1.4. En general, el espacio Ag N A1 no es denso en [Ao,A1]640.

DEMOSTRACION:
" Vamos a probar que si Ap N Ay fuese denso en (Ao, A1)° * los espacios [Ao, Adls:, ¥
' {Ao, 1}5: serian equivalentes, en contra de lo probado en el ejemplo anterior.
Sea a € AgN A; ysea f € F(Ag,A;) tal que f'(29) = a. Supongamos inicialmente que

a = 0. Entonces, puesto que

ACELAGD = 1(20)¢'(20) + f'(z0)(20) = f(20)"(20),

se éﬁmple que f6; = f(z0)6;o y consecuentemente, f(zo) € [Ao,Al]‘SLO.

Si Ag N A; fuese denso en este espacio, tendriamos que, para cada € > 0, existiria
b€ Ao N A, tal que ||b— f(z0)||lA Ao
existirfa h € ¥ (Ao, A1) tal que [|A]|5 < <2y hé., = (b—f(z0))d%,, esto es, h(29) = b— f(20)
y h'(20) = 0.

 Sea G = h+ f. Se cumple que G € (Ao, A1), G(20) = b, G'(20) =0y ||G — |5 =
Ikll7 < 2. o

< ey, ala vista de la definicién de este espacio,

SeaW : 01 —» D la transformacnon conforme tal que W(z,) = 0. Se verifica que

G(2) - Glzo)els==”
W2(z2) '

H(z) =

estd en ¥(Ag, Ay) y, por tanto, existe g € G(Ao,A4;) tal que ||g — H||7 < e. En virtud de
que |W(j + it)| = 1 para todo t € R (5 = 0,1), tenemos que

IW2(2)g(2) + G(20)e®=*)" — G(2)||5 < &

y la funcién g*(z) = W?(2)g(2) + G(20)e(*=#)”, obviamente en G(Ao, A1), verifica que
g*'(20) =0y llg* = fll7 < llg* - Glls + G — fll5 < 3e.

Por- consiguiente, si f'(z0) = a € Ao N Ay, la funcién f*(z) = f(2) —a(z - zo)e(3=20)’
éuniple que f* € ¥y (f*)'(20) = 0 y en consecuencia, en virtud de lo probado anterior-

‘mente, existe una funcién g € G(Ao, A1) tal que ¢’(20) =0 y

lg = £*Il7 = llg + a(z — z0)e===) — f||5 < e.
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Si llamamos g**(2) = ¢(2) + a(z — zo)e(z"“)’, se tiene que ¢g** € G, (¢**)'(20) =ay

lg** — fll¥ < e. Consecuentemente,
lellao,anyg, < llg™lr <[5l ¢ siempre ave /'(z0) = .

Esto es, si a € Ao N Ay, ||a||{,g;0,,41}6;0 < ||al|[_4°,A1]6;0 ¥y, a fortiori, tendriamos la
igualdad.

Por densidad, ambos espacios serian equivalentes. |}

NOTA 1.5: Cuando en ([S], 7.2) se prﬁeba que Ao N A; es denso en {4y, 4;]7, se utiliza
el hecho de que el espacio dual de [Ag, A1]T es [A}, A}]%. Sin embargo este espacio es,
de hecho, el dual de {A¢,A;1}7 y, al igual que hicimos en (1.2), para que una funcién
h € F'(A§, A}) nos defina un funcional lineal continuo en [Ag, A1]7, hemos de imponerle

la condicién adiccional siguiente: “si fT = 0, entonces T'((h’, f)) = 0.

§2 Familias {A(-) = [Ao,A1]s()}-

Sea o una funcién medible sobre I' tal que 0 < a(y) < 1 para todo v € T'. Sea (Ao, A1)
un par compatible de espacios de Banach.

Dada la familia de interpolacién {A(7) = [Ao, A1]a(y) » 7 € T'}, nos planteamos si, dado
T € H'(D), existe S € H'() tal que AT = [4y, A4]s-

Si consideramos w(z) = a(z) + ia(z), donde

a) =5 [ el

tenemos que w : D — ) es analitica y, por tanto, si ¢ € H(2), pow € H(D). En
consecuencia, parece légico suponer que de existir tal funcional S, ha de ser el definido
por S(p) = T(p ow). Y asi, si procedemos como en ([C-C-R-S-W I], 5.1), obtenemos el

siguiente resultado:

PROPOSICION 2.1. Cualquiera que sea T € H'(D), se cumple

(a) Paracadaa € AgN Ay, |la||lar < ||a||{Ao,A1}s-

(b) [Ao,A1]s estd contenido continuamente en AT con norma menor o igual que 1.
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DEMOSTRACION:
(a) Sea a € Ag N A;. Dado € > 0, existe g € G(Ao, A1) tal que S(g9) = ay |lgllg <

”a’”{Ao,Ax}s +e.
Sabemos que g = 3. @, con a,, € AoN A1 ¥ om € H*®(Q) para todo m. Por tanto,

(90 w)(2) = X' (om 0 w)(2)am, verifica:
(i) Para todo m, ¢,, o w € H*®(D).
(ii) a, € AgN Ay C ﬂ.,épA('y) y ademds,

[ 108" lamlata)@Po(n) = [ 108* omlaouastacy 2Po(1) < 108" llamlagnns <+

Esto es, a,, € A para todo m.
(iii) [lg o wllg(a().r) = sup esyerllg(w(V))llia0,41lacy) < l9llg(40.41) < +00, de modo que
gow € G(A(),T).

Puesto que a = S(g) = T(g o w) se cumple que

”a”Ar <llgo w”Q(A('),I‘) < ”9”9(1‘0,A1) < ”a”{Ao.Ax}s te€

(b) Sea ahora z € [Ag,A1]s. Dado € > 0, existe f € F(Ao, A1) tal que S(f) =z y
1£1l7(40,41) < l|Zll{a0,41)s + €

Ahora bien, si (¢gn)n C G(Ao, A1) es tal que f = lim, g,, se tiene, en virtud de la
condicién (iii) del apartado anterior, que la sucesién (g, o w),, es de Cauchy en F(A(:),T)
¥y, por tanto, convergente hacia una funcién h € F(A(),I).

Ahora bien, si f = ¥ —lim,, gn, para todo z € D, f(w(2)) = Ao+ A1 —lim,(gnow)(2) =
h(z) y, por tanto, h = f o w.

Concluimos que f ow € F(A(:),T). Finalmente, puesto que z = S(f) = T(f o w),

tenemos que z € AT y ademds, es claro que
lzllar < ||f o wllz(ac),r) < 1fll7(a0,41) < ll2llja0,410s + &

de lo cual se concluye la proposicién. §

NOTA 2.2: Observemos que el reciproco de la proposicién anterior no es cierto en general,
pues puede ocurrir que S = 0. Bastarfa tomar T = §,  y o una funcién medible tal que

w’(29) = 0. Entonces S(p) = (p o w)’(2p) = 0. Sin embargo:
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PROPOSICION 2.3. Sea T = 5?0) y supongamos que w'(2p) # 0. Entonces:

(a) Si a-) alcanza los valores 0 y 1, los espacios At y {Ao, A1}s son equivalentes.

n)
(b) Si A estd contenido en [Ao,Al]ﬁ"'('o) entonces AT y [Ao, A1]° son equivalentes.

DEMOSTRACION:

(a) Si a(-) alcanza los valores 0 y 1, se tiene A = AgN A;. Consecuentemente, en virtud de

2.1, sélo falta ver que para cada @ € Ao N Ay, existe C > 0 tal que ||all(40,4,}s < Cllala,-
Para ver dicha desigualdad procederefnos por dualidad. Sea ! € ({Ao,A41}s)*. Dado

e > 0, existe h € F'(A}, A}) tal que |

(3) RS=1S y  |h|s<1+e

donde, en nuestro caso,
(1) = (f 0w an) = (PN T = 3 gD,
p=0

donde a, = ap(w'(20), .. L w™P) (20)) ¥ @n-1 = w'(20) # 0.
A la vista de la forma de S, S = Zp_o o0 ? )), se cumple, en virtud de (3), que para

cadaa€ AgNAyp€ H(N),

-1
S(<h,z>p) =) apbill (<h,z>p) =

w(z
p=0
n—1 p+1
p+1\d*(< h',z >
=2 02 ( ) H 2 e P e =
p=0

= l(z)S(p) = (=) Z app® 'H) (20))-

Si igualamos los coeficientes de p‘)(w(zo)) del tercer y tltimo miembro y resolvemos el

sistema resultante obtenemos que, para todo z € Ao N Ay,

k [J
M]w(%) -0 Vk=1,.,n

< h'(w(20)),z >=I(z) dzk

Llamemos H(z) = (h' o w)(z). Se cumple:
(a) H, definida en D, toma valores (Ag N A)*.
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(b) Para cada a € AgN Ay,

| < H(z),z> | =| < K (w(2)),z>| <
< [ (w(2)llaonan)-llzllaona, < Alz ]l aona, < +oo.
Esto es, < H(:),z >€ H*®(D).
(¢) limyery(ns) | < H(2),z > | = | < h'(w(7)),z > |. Ahora bien, si h € F'(4§, A}), se
tiene que h'(¢) € [A§, Af]"% = ({40, A1}¢)* ¥, por tanto,

| <R (w()sz > | < Nkll7ll=ll (4,41}, = IRll7 Nl 40,41100)-

w ()
Se deduce que H € W(A(-),T) y || H|lw < ||k|l7* <1+ €. Ademis:

(i) H(zo) = h'(w(20)) =1.

(ii) Para cada z € A9 N Ay,

d*(< H(2),z>), _ d*¥(< h'(w(2)),= >)]20 gkt

U p = = (< F" @@,z > w'(@)y =

_ S k-1\dP(< k" (w(2)),z >) w*=?) =
_Z( ) Jzo ") (20) = .

P dzr

p=0
En consecuencia, para cada z € AgN A;, se cumple que < H(z),z > 6;0) = (x)&Z,) y asi
I € (Ar)*. Ademis, ||!|[(ap)» < [|H|lw < 1+ ¢ para todo e.
Sean ahora a € A9 N Ay y ! € ({Ao, A1}s)* tales que |I(a)| = ||a||(a,,4,}s- Entonces

lall¢ao,a1}s = @)l < [[Ull(ar)-llallar < (1+€)llallar,

como se queria probar.
(b) Sabemos que A C [Ao, A1]a(z) ¥, Por tanto, en virtud de (1;5.9), A C [Ao, A4]s.
Puesto que A es denso tanto en AT como en [Ag, Ay]s, s6lo hemos de ver, en virtud de

2.1, que, para cada a € 4, ||al[ay,4,)s < Clla||ar-

Para ello vamos a probar, usando dualidad, que existe C > 0 tal que, cualquiera que sea

g€ Q(A(),I‘),

(4) - 119™ (20)ll{ 46,4415 < Cliglls-
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Sea a € AT. Dado e > 0, éxiste f€ Ftalque T(f) = f"}(zo) =ay ||f|lr <la|ar +e.
Si (gn)n C G es tal que f = lim, g,,, (4) nos afirma que la sucesién (g:,‘;) (20))m es de
Cauchy en [Ag, A1]s v, a fortiori, convergente. Ahora bien, dicha sucesién converge en
AT y, por tanto, en U = Ag + A; hacia f™(2) = a y, en consecuencia, se deduce que
a = [Ao, A1]s — lim,, gﬁ) (20). En definitiva, a € [Ag, A1]s y se verifica que existe m € N

tal que
lalliao,41)s < €+ llgmllg < 26 + || fl|7 < 3¢ + [|al| 47

De esta forma, si vemos (4), habremos demostrado la proposicién.
Procedamos a probar (4). Sea l € ([Ao, A1]s)* tal que (g™ (20)) = [l¢™ (20)l{ 40, 41]s
En virtud de 1.1 existe h € #/(Ag, A}; S) tal que

<h,z>S=1Iz)S Vze AgN Ajy.

Puesto que g™ (z) no esté, en principio, en Ag N A;, la forma de actuar de h' sobre
este elemento es por paso a un limite. Sin embargo nos va a interesar, en esta ocasién,
aproximar la funcién h por funciones de G(Ag, A}), en lugar de aproximar g")(zo) por
elementos de Ag N A;. Veremos pues, en primer lugar, que existe (gmk)m,x en G(A5, A7)

tal que

(5) <h'(z),x >= l’i‘l'%<9mk(z)’z> Ve AgN A, Vz€E Q.
Posteriormente veremos, con la ayuda de la igualdad anterior, que

(6) l(a) = 1'1‘12 < gmir(w(20)),a > Va € A.
Finalmente, la hipétesis dada nos permitira afirmar que

(7) lim < gme(w(20)), 6™ (20) >= lm(< gme(w(2)), 9(2) >) -

m,
De esta forma, tendremos la siguiente cadena de desigualdades:
6) .. 7) ,.
o™ (z0)ljao,ass 2 lim | < gmi(20),9™ (20) > | L limm (< g (10(2)), 9(2) >)2)
< l'l‘n,:” < gmk oW, g > |lo = linisup esqer| < gmr(w(7)),9(7) > | <

< l'iln,isuP es‘VEP”gmk(w('ﬂ)“(IAo,Allm(r,))'||g('7)”[Ao,Allm(q) <
. (5)
< lim lgmill7(az,anllgllsiac)r) < IRl llglls < (1 +€)llglls
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para todo € > 0. Habremos asi probado (4) y con ello la proposicién.
Procedamos pues a probar (5): dada h € F/(A§, A}), consideremos la sucesién de fun-

ciones

ho(2) = 22 5) —hE en.

m

Se cumple que h,, € F(Ag, Al) ¥ ||hm|l7 < ||k||7+ para todo m € N. Mis atin, hy,

converge a h' uniformemente sobre todo compacto de 0.

Sea ahora (gmk)x en G(Ag, A}) tal que h,, = F—limg gmi. Se verifica que h,, (2) converge
en A§+ A7 a hp,(2) uniformemente sobre todo compacto de 2 y, consecuentemente, tenemos
probado (5).
~ Se trata ahora de probar (6). Puesto que h/(w(2)) = I, hemos de ver que (5) puede ser

extendido a A para z = w(zo). Para ello, veamos, en primer lugar, que
®) lim < g (2), £(2) >= (W, 1)(2)  Vf € F(do, A1)

uniformemente sobre compactos de {1: por definicién de (k’, f), para cada € > 0, existen

(9n)n en G(Ao, A1) ¥y no € N tal quesin > ng
(9) | <h(2),9a(2) > = (K, f)(2)| < €

uniformemente sobre cada compacto K de ). Puesto que g,,(2) € Ap N A; para todo

z € N, dado €, existen mg, ko € N tales que
(10) | < h'(z)’gno(z) > = < Gmoko(2)9no(2) > | < € Vz e K.

Por dltimo, fijados mo y ko, tenemos que gm ok, (2) € [Ag, A1z ¥ asi, estd en ([Ao, A1]2)*

y se verifica que

lgmoko (2)ll(140,411)0 < gmokollg < € + [[hmollr < €+ Al

Consecuentemente,

| < Imoko(2)s9mo(2) > = < Gmoko (2), £(2) > | < (£ + [bll5)llgn(2) = (240,411, <
<(e+ bl )lon = flls  Vzeq.
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De la combinacién de esta desigualdad con (9) y (10) obtenemos (8).

Sea ahora a € A4, se verifica, en virtud de los resultados anteriores y la forma del funcional

S, que

(1) Ua) = S(W, 1) 2 S(lim < guma(), F() >) = lim S(< grmi (), £() >) =

n-1
= E,,I,I/: Z—: a,,&Z'{Z?) (< gmk(')a f() >) =

p=0

n—-1 p+1 ‘
= lim Z o (Z (p+ 1) < 99, (w(20)), 7719 (w(zo)) >) =

q

= limz Z a,,(p: 1) < g9, (w(20)), FPH1D (w(20)) >

Si aplicamos ahora la hipétesis dada, tenemos, puesto que a € [A,, Allazzzo), que existe
f € F(Ao,Ay) tal que f(w(zo)) = ay f9)(w(z)) = 0 para todo 1 < j < n. Dada esta
funcién f se verifica que, cualquiera que sea € H®(Q), (fo)?) (w(z0)) = ap?) (w(zo))
para todo 1 < 7 < n y, por tanto, S(fy) € A. Por consiguiente, en virtud de (11),

15 (fe)) = (o) (Z a,,wl)(w(zo))) =

p=0

(12)  =lm (<‘gmk(w(zo)),a >y apso*’“)(w(zo))) +

m
p=0

+ lrluné (Z 2—: av(p: 1) <-92k(w(20)):a > P19 (w(2)) >) .

9=1p2q—1
Si tomamos, en particular, p(z) = Lf"—'ﬂ;;(f—")l: exp((z — w(20))?) y tenemos en cuenta
que a,_; # 0, es facil ver que que se cumple (6). '
Finalmente, de la combinacién de (6) y (12), obtenemos que
limzn: "il a (p+ 1) < g9 (w(z0)),a > Pt "D (w(2)) =0  Vp € H®(Q)
e o L P\ ¢ mk 0))» L2 0 1

y por consiguiente, los coeficientes de <p')(w(z0)) han de converger a cero cualquiera que

ses r € {0,---,(n —1)}. De esta condicién se obtiene que
(13) mquk(w(zo)),w:o Vac 4, 1<p<n.
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Sea, finalmente, g € §(A(),T) con g = 3/ p;a;, se verifica que

(< gmr(w(2)),9(2) > )/20 = Z(%’(z) < gmi(w(2)), a; >)7’z)0 =

5

B (),

= n\ df mk\W\2}), n—p) 2
=< gmk(w(20)),9™ (20) > +E (p) (< gmis( (dB’ 9" (=) >|

p=1

20

Puesto que g%)(2) € A para todo ¢ se deduce, de (13), que el segundo término tiende
a cero cuando m, k tienden a infinito y, por tanto, se obtiene (7). Queda de esta forma

concluida la proposicién. i

COROLARIO 2.4.

(a) Si a(-) alcanza los valores 0 y 1, AT = [A¢, A4]s-
(b) Si T = 6,,, AT = [Ao, A1]s.
(c) En la proposicién anterior, el apartado (a) se sigue verificando si a(:) alcanza los

valores sup.,er @(7) = ao e inf er a(y) = a1 y Ao N Ay es denso en Aq, N Aq,.

DEMOSTRACION:

(2) En este caso, A = AgN A4; C [Ao,Al]'S:z'Q).

(b) Si T = §,,, [Ao, A1]*(0) = [Ag, A]a(so) ¥> POT tanto, A C [Ao, At]a(zo)-

(c) Es conocido (véase [C], 12.3) que si s(-) es tal que a(-) = (1—s(-))a; + s(-) @o entonces,

[AO’Al]a(q) = [AauAao]a('y) V’Y el

y asi, Ar = [ [Ao, A1]a() |1 =[[A4ay>Aaole() Ir- Puesto que s(-) alcanza los valores 0 y
1, tenemos que Ar = {Aq,,; Aq, } s+ donde S*(p) = T(pos) y s(2) = fo s(v)dH ().
En consecuencia, S* es de la forma Z;‘;& ﬂpéf(‘:l) y, por tanto,
n—1
AT = Z{Aal’Aa0}6p+l))
p=0

Si vemos que para todo k € N, {Ao, A1};5 = {Aay, Aay}s», donde § = (1—s)a; + sap,
9 )

tendremos que {Aq,, Aa,}zp+1) = {Ao, A1}sr+1 ¥ de esta forma obtendremos la tesis.
en w(z0)
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Veamos pues que {Ao, A1};0 = {Aa,,Aay}sn: sea a € Ag N A;. Dado € > 0, existe
8 -3
9 € G(Ao, A;) tal que _
gk)(o) =a Yy ”a”{Ao,Ax}ak) +&.
]

Sea h(2) = g{as+#(a0—ax). Se cumple que h € G(Aus, Auo) ¥ [l < lols- Ademés,
para todo k € N, k¥)(s) = (a0 — a1)*g*)(8) y, por tanto, a € {AanAao}gf) y

|Ia||{A011Aao}6k) k ||a||{A0’Al}6k) Va e AO n Al.
e 8

<

~ (a0 —ai)
Sea ahora l € ({Ao,A1}6;=))*- Sabemos que, dado € > 0, existe h € F'(A§, A}) tal que

h'5;°) = l&:). Esto es,sia € AgN Ay, < h',a > 6:)(<p) = l(a)&?(w) para toda ¢ € H(D),

y asi,
(< K(z),a >)
dzP

< h'(0),a >=I(a) loe=0 1<p<k.

Si h € F'(A§, A}), la funcién

B(s) = ————h(as + (a0 - a)

ay?

estd en F'(A},, Ay,) (véase [C], 32.3) y se tiene que, para todo a € Ag N Ay,

< h(s),a > =< h'(8),a >=I(a),
d?(< h(z),a >) LdP(< h'ya >)
dz? dzp

Js = (a1 — ag)?~ loe=0 VI<p<k.

Luego < F,a > Sf) = l(a)&f) para todo a € Ag N A;.
Puesto que estamos suponiendo que Ag N A; es denso en A,, N A,, tenemos que ! estd

€n ({AauAao}ﬁf))* y
Il ({Aay Aa0} o) < IBll77(ag,,a2,) < IlRll5e < Wl (0,41} )%

y, asi, obtenemos el resultado buscado. i

COROLARIO 2.5. Sea T = Z;-;l Zk";(i;) a,-k6f,-)

(a) Si a(:) alcanza los valores 0 y 1 (alternativamente, alcanza los valores ag , ay y
Ao N Ay es denso en Ay, N Aa, ), los espacios At y {Ao, A1}s son equivalentes.

m(5)
(b) SiAC ﬁ;-‘=1[Ao,A1]6"'(’j), los espacios AT y [Ao, Ay]s son equivalentes.
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DEMOSTRACION:
k)
Sabemos, en virtud de (1;5.7), que AT = Xk A%y Ar = >k Ast). Puesto que
zj

‘ k=1
S(p)=T(pow) =Y aubtl(pow) = an Y B (0) = ajuSi,
gk ak 5k

{=0

donde S; = Z::Ol ﬂ{kéﬁg), tenemos que [Ag, A1]s = J_; [Ao, A1]s;,. (Andlogamente

el espacio {Ag, A1}s ).
Por otra parte, para cada j,k, (k < m(j)),

m(5)

m(j) k)
A C N7 [Ag, 41)55 C [Ao, Ar)¥GD C [Ag, Aq) v

y asi, en virtud de 2.3 y 2.4, queda concluida la demostracién.

NOTA 2.6: Tratamos ahora de suprimir las hipétesis sobre la funcién a hechas en las
proposiciones anteriores. En ([C-C;R-S-W I, rem. 5.2) se conjetura que la condicién
sobre a de (2.3, (a)) no es necesaria.

Sea {1 un abierto contenido en D tal que Sop T' C 1 y tal.que ¥ = 9} sea una
curva cerrada simple rectificable. Sea a(s) = 5-11-; 02" a(y) dP,(v) y construyamos la
familia de interpolacién {[Ao, A1]a(s) » 0 € £}. Puesto que oz es continua, alcanza los
valores supremo e infimo y, por tanto, en virtud de la proposicién anterior, tenemos que

[ [AO,AI]a(a) ]T = {AO’AI}S-

Consecuentemente, si {Ao, A1}s fuese equivalente a [ [Ao, A1]«(y) ] tendrfamos

[ [AO’AI]a(a) ]T = [ [AOsAl]a('v) ]T-

De esta forma, se cumpliria “reiteracién”. Esto nos lleva a pensar que la equivalencia
buscada serd cierta si se cumple una condicién de densidad del tipo (2;(32)). Esta condicién

serd la siguiente: para cada b € N,ex[Ao, A1]a(0), existe (a,), en A tal que
(14) lim / lan = bllao Ao dis(0) =0 VzEQ,

donde u, es la medida harménica sobre X.

En los ejemplos que veremos en los préximos capitulos estaremos en la hipétesis (14).
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PROPOSICION 2.7. Sea T un funcional analitico en D de soporte finito. Si existe ()
en las condiciones anteriores tal que se cumple (14) y Ao N A; es denso en Aqy N Agg
donde aj = sup,ex @(0) y af = inf,ex a(o), entonces los espacios Ar y {Ao,A1}s son

equivalentes.

DEMOSTRACION:

Sabemos que {[Ao, A1]a(s) » 0 € L} es una familia de interpolacién y, en las hipétesis
de la proposicién, el espacio log-interseccién es Nyex (Ao, A1a(0)-

Ademds, puesto que a(o) es continua sdbre ¥, alcanza los valores supremo e infimo,
y puesto que Ag N A; es denso en Aay N Ags, [ [Aos Aila(o) |7 es equivalente al espacio
[Ao, A1]s, en virtud de 2.4.

En consecuencia, si vemos que [ [Ao, A1]a(q) |7 = [ [40,At]a(o) |7, habremos acabado
la demostracién.

Para demostrar la equivalencia anterior basta seguir los mismos pasos que en el teorema
de reiteracién (2;3.1) con los siguientes cambios:
(i) Si f € G(A(-),T), entonces f = Y’ p;a; con a; € A para todo j. Puesto que A
est4 contenido en Noex{4o, A1la(o) SUP eSoex||f(0)[l140, 41100y < IIfll7, £ € G(B(),X)
Y Ifllsaiym) < fllgac).r (véase [C-C-R-8-W 1], 5.2), se cumple que |[a||5, < [|allas
para cada a € A.

(ii) Si h € W entonces, sia € Ay f € F(Ao, A1) es tal que f(a(o)) = a, se tiene

| <ho)sa> | = <h(0), f(a(0)) > | < sup esyer| < h(), fla(n) >| <

< [[Rllw sup esyer||f(a(¥))liao.a1]acy < IRllw ]ISl

Esto es, h(0) € ([Ao, A1]a(s))* ¥, POT tanto, obtenemos (2;(33)) de la misma forma que

alli se hizo. El resto de la demostracién es una repeticién de dicho teorema. |
PROPOSICION 2.8. En las hipdtesis de 2.7, los espacios AT y [Ao, A\]s son equivalentes.

DEMOSTRACION:

De la misma manera que razonamos en 2.7, s6lo queda probar que

AT = [ [AO’AI]a(q) ]T = [ [Ao, Al]a(a) ]T = BT_
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Sea z € AT. Dado € > 0, existe f € F(A(-),T) tal que T(f) = z y ||fllra()r) <
|zl az + €.

Dada f, existe (9,)n en G(A(:),T') tal que f = lim, g,. Sabemos que gnjous estd en
§(B(-),Z) con ||g.]lg(B().x) < ||l9nllg(a(),r)- En consecuencia, (gnjaus)n €s una sucesién
de Cauchy en ¥(B(-),Z) y, por tanto, convergente hacia una funcién h € ¥(B(-), ).

Ahora bien, puesto que U = Ag + A; es espacio contenedor de ambas familias y f(z) =

U — lim,, g, (2), se deduce que, para todo z € 0, h(z) = f(2). Por consiguiente, z € BT y
lzller < |fll7B()2) < fllFeac)r) < llzllar +e
En definitiva, ||z||gr < ||z| a7-

Reciprocamente, sabemos por (2;(33)) que si ¢ = Y p,a; con a; € Ay p,; € N*(Q)

para todo j, entonces existe C' > 0 tal que

(15) IT@lar <€ [ lo(e)lsteydo
¥, a fortiori, || T(g)||ar cumple la misma desigualdad. ‘

Sea ahora f € ?(B(-),E) tal que T(f) = z y ||f|l#(B().z) < ||zllpr + €. Como siempre,
tomemos (g,)n en G(B(-),X) tal que f = lim, g,. Si gn = Zﬂ;‘) ©7b? con b; € By

p; € H*(Q) para todo j, dado € > 0, existe, para cada j, n, un elemento a7} € 4 tal que

€
a? — b?||p(oydo <
L” 7 =Wl < 1 N w)

N(n) pra}, se tiene que fz: IGs(0) — 9n(0)||B(s)do < €. Denotemos por

rd . 8 —_—
y asi, si Gn - Ej:l

G a la funcién GE. En virtud de (15), tenemos que

IT(GE) — T(GX)|ar < C / 1G%(0) — G¥ (o)l p(oydo <
< [ 1650) - 4a0)l15(01d0 + [ 119n(0) = 9m(@) 15 (oydo-+
) z

' 1 , 1
+ [ lom(o) = GE@) o < £+ l9n = amlso01.) + ;-
Se deduce, de ello, que (T(G%)), x es de Cauchy en AT y, por tanto, convergente hacia

un elemento a € AT. Ahora bien,

I7(6%) ~ Tlanlls= < [ 1G5(0) - 9alo)Imiordo < £
E .

94



y asi, dado € > 0, existe k(n) tal que || T(GE™) — T(g,)||s= < €. Por tanto, es claro que
z = BT — lim,, T(Gﬁ(")) y en consecuencia z = U — lim,, T(Gﬁ(”)). De lo cual deducimos

que necesariamente a = z y, por consiguiente, z € AT. Ademis, existe n € N tal que
lellax < IT(@EM) Lar +e <&+ [ 65 o)l 0)do <
. >

<et (e+ /2 ||yu(0)||a(o)d0) < e+ @+ flrmom) <
<&+ (3e+ ollo).

En definitiva, se cumple que ||z||4r < ||z||pr como queriamos probar. i
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Capftulo IV

Interpolacién de familias de espacios L”.

El presente capitulo consta de seis secciones. Las cinco primeras tratan de identificar
espacios interpolados de familias de espacios L%(('?) (u(-,-)) siendo p(-) una funcién medi-
ble sobre T, u(-,") ﬁlediblg sobre ' x X, (X un espacio medible), y B(:) una familia de
interpolacién.

La 1ltima seccién serd una combinacién de algunos de los resultados obtenidos en las

primeras secciones y la interpolacién de operadores estudiada en el capitulo II.

§1 Familia de espacios {LP()(y), v €T}.

Séa. p(-) una funcién medible sobre T tal que 1 < p(4) < co para todo vy € I'. Sea x una
medida o-finita. |

Es conocido que la familia { L?(") (u) , 4 € T'} es de interpolacién con espacio contenedor
LY(p) + L*(u) (por ejemplo).

Sea T un funcional analitico de soporte finito. Si T = §,, son conocidos los siguientes

resultados:

TEOREMA 1.1. ([TRI], 1.18.6, Th. 2).
Sean 1 < po,py < 0,0 ={2€ C; 0< Re(z) <1} y0 < 6§ < 1. Se verifica que
[LPo(w), L1 (p)]o = LP(u), siendo p = 1p;00 + x%‘
TEOREMA 1.2. ([C-C-R—S-W I], Cor. 5.2).
Se cumple que
[ZPO ()20 = [L%° (1), L ()] azo) = LPP),

2
donde a(z) = 5 = 5[5 5574P: (7).

Se trata, en esta seccién, de identificar el espacio [LP()(u)]T cuando T es de soporte
finito y, para ello, en virtud de las proposiciones (1;5.7) y (3;2.8), basta identificar el

espacio [LP° (u), LP* (u)] s conn e N. Procederemos por induccién en n € N.
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PROPOSICION 1.3. Sean (X, M, u) un espacio de medida, 1 < py,py < ooy T =6} con

0 < 6 < 1. Se cumple que f € [LP°(u), LP*(u)]r si y sélo si existen fo, fi en LP(u), con

% = % + ;?;, tal que f = fo + filog |fi| (si fi(z) =0, entonces fi(z)log |fi(z)| =0).
Ademds,

£ lls; = inf{|| fo + f1log ”flupnp'*‘ﬂ);plh’o—mrl |fille 5 f=fo+ flog |fi}.

DEMOSTRACION:

Sea f = fo + f1log |f1|.- Consideremos la funcién

f f ((1“‘5)Pl+fP0)p—onﬁ
) FO) = Il (A1) -
P
Se verifica que |F(it)| = ||f1||p(|f1|/||f1]]p)7’ﬁ5 € L*°(u) para todo t € R, y ademais,

supier || F(#t)||Lro(u) = || f1]lp- Andlogamente, para todo t € R, |F(1 + it)| € LP'(p) y
sup;er || F(1+ 4t)||Lrs(x) = || f1]lp- En consecuencia, es claro que F € F(LP°(u), LP*(u)) y

1]z = Il fellp-

Por otra parte,

F'(9) = ﬁ;(po —p1) fi(log [fi] —log | fillp)

y asi, si llamamos M = ;.%l—(po — p1), despejamos f; log |f1| de la expresién anterior y

sustituimos en f, obtenemos que
f=1fo+ filog [ fillp + M~ F'(6).
Puesto que fo y f1 estdn en LP(u),
for+ fulog 11l € L7(1) = (17 (), 7 ()]0 € 117 (1), 27 ()]

¥, en virtud de que F'(#) € [LP°(u), LP* (u)],gé, se tiene que f € [L?° (/l.),Lpl(]J«)]gé y

I fllsr < [l fo+ filog [[fillpllsy + 1M~ | F'(8)ls; <
< || fo+ frlog || fillpllLequy + 1M~ 1 fillLe (-
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En consecuencid, deducimos que
1 fls; < inf{||fo + filog | fillalle + M| | fillp 5 f = fo+ filog |f1]}.

Recfprocamente, sea f € [LP°(u), L?*(u)]s; vy sea F € F(LP°(u), LP* (1)) tal que F'(8) =
f. Consideremos el conjunto A = {z € X ; F(9,z) = 0}. La funcién F admite una

descomposicién del tipo
F(é,z)=G(&z)(é€ - O)xa(z) + F(&,z)xac(z) pet. z€X

y asi, f(z) = F'(8,z) = G(8,z)xa(z) + f(z)xac(z) para casi todo z € X.
Obviamente, G(&,z) = %(E—’:lx,‘(z) estd en F(LP°(u), L?* (1)), de modo que G(8,-)xa
estd en LP(u).
Si :z: € A°, F(0,z) # 0y, por tanto, tiene sentido considerar la funcién
F(6,z) ( |F(8,z)| )l(l—é)pﬁépo]p—o"ﬁ
[F(0,2)| \[IF(9 )]s
Se cumple que H € F(L# (), L (4), y ademds, || H|l = | F(O)llp = | FO)lls, < IF -

Xae(z)-

H(¢,2) = |1F(9,),

Puesto que
H'(0,z) = M F(0,z) (log |F(0,z)| —log [|F(6)]l5) xa:(2),
se tiene que si f§ = (F(& )xac — H(£,")sz0
fo(2) = f(z)xae(z) — M F(8,z) (log |F(0,z)| - log | F(8)ll,) xa<(z).

Ahora bien, F(0,z)x a<(z) — H(8,z) = 0 y asi, sabemos que f§ estd en L?(u). Ademis,

1 1 1 1
Hlp < max (| —, = ¢ — ax | ——, = :
[follp <m (1_0,0>|1Fx.4 H|s £m (I_G,O)ZHFII;

Tenemos pues que
f(z) = G(0,z)xa(z) + f5(z) — M F(0,z)x4-(z)log [|[F ()|, + M F(6,z)log |F(8,z)|
y de esta forma, si llamamos
o (z) = G(0,z)xa(z) + fo(z) — M F(6,z)xa-(z)log |[F(O)|l, ¥
17 (z) = F(8,z)xa:(x),
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tenemos que ‘f‘g*', reLr(u)y

£(2) = £3°(2) + M i*log |fu(2)] = f3*(2) + M f3*(z) log | M|+
+(M f3*(2)) log |f*()M] = fo(z) + f1(z)log |f(),

donde

fo=G(8,)xa+ fo — M fi*log ||fi*|l, — M fi*log M| y
fi=M fi*

estan en L”‘(u). Ademds, de la combinacién de los resultados obtenidos, resulta que

fo=G(0,-)xa+ fo — fi(log ||fi]lp — log |M]) — f1log |M|=
= G(8,-)xa + fo — filog ||f1lp-
En consecuencia,
M fo+ frlog [filllle + 1M M fulle = G0, )xa + f3lls + £l <

< (lG(8,)xallp +1l70lle) + [1717]lp < max (1_17 5) I1Fll7+
1

e (2) 218l #1817 = (smathg. )+ 1) 1FLy

para toda F tal Qhe F'(0) = f = fo+ filog |fi]. De aqui, es ficilmente deducible la

equivalencia del enunciado.

- NOTA 1.4: En el caso en-que po 6 p; sea 1nﬁn1to el razonamiento es totalmente analogo,

sin més que considerar

fa] ) *7r
PO = Iy (7i5)

= (Analogamente, la funcién H(¢, )) En este caso, |[M~!| queda sustituido

PROPOSICION ' 1.5. En las hipétesis de 1.3 con T — 6;'), se cumple que f esti en
[LPo (), L (w)]r si y sélo si existen Jos s fny en LP(p) tal que

f= zn:fj(bg Ile)’

7=0
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DEMOSTRACION:

Sabemos que el resultado es cierto para n = 0,1. Supongamoslo para n — 1 y vedmoslo
para n.

Sea f € [LP°(u), L?*(u)]r ¥ sea F € F(LP°(u), LP*(u)) tal que F™(8) = f.

Sea A ={z € X ; F(6,z) = 0}. Al igual que hicimos en 1.3, la funcién F admite una
descomposicién de la forma F(§,z) = G(&,z)(§ — 0)xa(z) + F(&,z)xac(z) y se verifica

f=F"0,) =nG" 18, )xa() + fxac(")

Puesto que G € F(LP°(u), LP (), G~V (8,)xa(") € [LP°(n), L** (“)165‘") y asi, por
hipétesis de induccién, tenemos que nG™~1(8,-)xa(:) = 27;01 fi(log |f}])? con ff en
L?(u) para todo j =0,...,(n — 1).

Consideremos, de nuevo, la funcién

F(¢,z) (IF(f,z)l)‘“‘f)“*fPo)#n

F(&,z)| \[IF(8)ll, Xae(")-

H(,) = IIF(0)le|

Se cumple que
T(H(€,2) = B (8,2) =
= F(0,2)xa:(s)M™ (log [F(0,z)| —log [|F(0)],)" =
= FO.Axarcd Y- (7) Gog 1F(0,2))7 (-1~ (o8 [FO)])"~ =

p=0

= M™X a0(z) F (6, 7)(log |F(4,z))"+

M) (Z)F(o,x)(log IF(6,2)])?(~ log [|F(8)],)"~".

’):

Asi, si lamamos f* = "] (P)F(8,z)(log |F(8,z)|)?(—log ||F(6)]|,)""7, obtenemos,

p=0
por hipétesis de induccién, que f* € [LP°(u), LP* (u)]sn-1) ¥ ademds
[}

H™(0) = M™xc (F(0,")(log |F(6,))" + /).
Puesto que F(0,-)x4c — H(8,:) = O se tiene que

[F(E’ ')XAc - H(fa )H:)) € [Lpo (/“')’ L (ﬂ)]%n—l)
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y, por tanto, si expresamos fxac = F™(0,")xa: = [F(& z)xac — H(f,-)]l':,) + H™(9,")
y combinamos con la forma de H™) (6,-) obtenemos que existe una funcién f** en este
espacio tal que '
IXa0 = M"xa:F(8,")(log |F(8,))" + f**.
Deducimos que existe f*** € [LP°(u), L™ (p)]6:_1) tal que
f=f""+F(9,z)(log |F(8,2))",
¥, en virtud de la hip6tesis de induccién, obtenemos el resultado requerido.

NOTA 1.6: Si hacemos los célculos anilogos a los de 1.3 y aplicamos la hipétesis de in-
duccién, se puede demostrar una equivalencia similar a la de la citada p.roposici()n. Aunque
no explicitamos la fé6rmula correspondiente, observemos que la equivalencia 1.3 nos da la
siguiente informacién: |

La sucesién (fm)m C [LP° (u),L”‘(y,)]gé es convergente a cero si s6lo si existen dos
sucesiones (fl)m, (f2),» en LP(u) convergentes a cero.tales que, para cada m € N,
fm = fL + f2 log |f2|. Pues bien, es facil ver, aplicando la hipétesis de induccién, que
dicha condicién se verifica cualquiera que sea n € N, esto es, ( f';")'," C [LP°(u), LP(u)] 5M
es convergente a cero si y s6lo si existen (n + 1) sucesiones en LP(u), (f2)ms---s(f2)ms
convergentes a cero tales que, para cada m € N, frn = Y7, 5, (log |f2,])7.

De la combinacién de los resultados 1.5 y (1;5.7) obtenemos:

COROLARIO 1.7. Si

n m(j)

(2) , T = Z E ‘7'3150 )

§=0 =0
f € [LP°(p), LP* (u)]T si y sélo si existen {fi,; € LPi(pu), j =0,..,n, | =0,..,m(s)}, tales

que

~—

m(s

F=Y_> fijllog |fi;])’,

=0 (=0

1 _1=0; | 85
: donde Pj Po + p’

Sea p una funcién medible sobre I' tal que 1 < p(7) < oo para todo v € T'. Sea

w(2) = a(2) + i&(z), donde a(z) = #z-; =L [ TL;dP (7) v &(20) = 0.
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PROPOSICION 1.8. Si w'(2p) # 0, se cumple que [L?()(u)]T = [L*(u), L*°(k)]s, donde
S(p) = T(p o w). Por tanto, si T = 5;‘0), f € [LPO)(u)]T si y sélo si existen fo, ..., fn €n
LP(=0) (1) tales que

=Y fillog |f;))°.
J=0

(b) Si T es de la forma (2) y w'(z;) # O para todo j = 0,..,n entonces, f € [LP()(u)]T si
y sélo si existen {f, ; € LP\*)(4), p=0,..,,m(5), j=0,..,n} tales que

n m(J)

f= Z Z fp,i(log [fp,5])P-

7=0 p=0

DEMOSTRACION:

Si vemos que [L?() (u)]T = [L(u), L°(u)]s obtendremos el resultado requerido sin mas
que usar 1.4y 1.7.

Para ello, en virtud de (3;2.7), sélo hemos de ver que se cumple la condicién (3;(14)).

Ahora bien, cualquiera que sea ¥ cumpliendo las condiciones requeridas, si llamamos
py = infoex p(0) ¥y P} = sup,cx p(0), tenemos (3;(14)) en virtud de la densidad de las
funciones simples en L?5(u) N LPi(u) = Nyex LP(9) () = ﬂ,eg[Ll(u),L“(u)]a(,). ]

PROPOSICION 1.9. En las hipétesis de 1.8, si w'(z) = 0, se tiene que LP(%)(yn) es

isométrico al espacio [LP() (u)]%% o,

DEMOSTRACION:

Es sabido que

[LPO ()50 = {z € U ; 3f € F(LPV)(w),T) con f6], = 26]} =
={z €U ; 3f € F con f(z0) =z, f'(20) = O}.

Obviamente, se tiene que [L"(')(p)]G:’O‘&;o est4 contenido continuamente en L?(%0)(y).

Sea ahora f € LP(ZO)(M) y consideremos la funcién

f If| p(zo)w(2)
1f1 <”f”?(zo)> '

Sabemos que F € F (Lp(')(u),r) puesto que F = Fow, donde F es la funcién definida
en (1) y ademés, ||F||5 < |[Fll5 = ||f|lp(z) (visto en (3;2.1)).

F(2) = |1 fllp(s0)
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Como F(z0) = f y F'(20) = 0, tenemos que f € [LP) (1))’ %% y ||£||
”f”p(zo)' i _

NOTA 1.10: Una vez vista la forma de una funcién de [LP()(u)]T, tratamos de ver si

[LPC) ()] %50 %50 <

estas funciones estdn en algun espacio “conocido”. Este espacio serd, como veremos, un
espacio de Orliz.

Consideremos T = 6! y sea f € [LP()(u)]T. En virtud de 1.3, existen g y b en LP(*0) ()
tales que f = g + blog [b].

Llamemos ¢(z) = z|log z| para z € RY. La inversa de © no es una funcién pero si lo

es la funcién ¥ definida por ¥(z) = min{(p)"(z)}.

ler—-—--

Y
A la funcién ¥ la llamaremos pseudo-inversa de ¢. Obviamente,
U(z|log z]) =z siz€|0, %—) U[M,00) vy
U(z|log z|]) <z size€ [%,M),

donde M # 1 es tal que (M) = ().

Sea p = p(2¢) y consideremos ¢ = ¥P. Entonces,
ballog o) =2*  siz€[0,5)U[M00)
é(z|log z|) <zP siz€ [%,M).

Esta funcién es de Orliz (véase [TU], 0.2, 0.3), y asi, podemos considerar el espacio de

Orliz (metrizable y completo)

Lo(w) = {f medible ; 3> 0y [ o(el(a) ) < o0}
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dotado de la F-norma ||f||4 = inf{e > 0; [, ¢(Lf—(;ﬂ)du < €}.

PROPOSICION 1.11. Los espacios [L”(')(u)](s;o y Ly(p) son algebraica y topolégicamente

equivalentes.

DEMOSTRACION:
Veamos, en primer lugar, que L?(u) est4 contenido continuamente en Ly(p). Sip(z) =

zP, entonces L, (p) = LP(u) y

Pl P
lim 28y Ollog vl) o oP(llog w)?

w0 §lu) oo goflog o) vmee v

Lo mismo se obtiene si u tiende a cero. Por consiguiente, tanto en un entorno de cero
como en un entorno de infinito () > ¢(-), esto es, usando la notacién de [TU], ¢ °>: o,
y asi, LP(u) estd contenido continuamente en Ly(u). Se deduce, por el teorema de la
aplicacién abierta, que el espacio suma LP(u) + Lg(u) es equivalente a Lg(u).

Veamos la igualdad algebraica de los espacios en cuestién. Sea f € Lg(u) ( siempre

podemos suponer f > 0) y sea k > 0 tal que [. x ¢(kf(z))du < +00. Consideremos

kf(z) = kf(z)x (s ; kf(z)g%} +kf(@)X(z ; kp(z)>1) = 1+ fa.

Se cumple que existen dos funciones g; y g» tales que g;(z) < —1;, g2(z) > M y para
7 =12 f; = g;|log g;|. Puesto que ¢(f;) < ¢(kf) por ser ¢ creciente, tenemos que
#(f;) € L} (n) para j = 1,2. En consecuencia, g; = qSt(f,-) es medible y estd en L?(u).
De esta forma, kf = f; + f2 = g1]|log 91| + g2|log g2| estd en [L”(')(u)]GLO.

Reciprocamente, si f = g + blog |b|, tenemos que g € Ly(u) y puesto que

[ 85(2) 1og 1o@)| Des < [ @) < +oo,
X X

se deduce que blog |b| € Ly(p) v, a fortiori, f est4 en este espacio.

Equivalencia topolégica : puesto que el espacio [L”(')(u)]‘s;o es de Banach y Ly(u) de
Frechet, sélo hemos de ver que la aplicacién identidad id : [L”(')(,u,)]‘s;o — Ly(p) es
continua. Ahora bien, si (f,)» converge a cero en [L"(‘)(u)]G;O, existen, en virtud de 1.3,

dos sucesiones (gn)n, (bn)n en L?(u) tales que f, = g, + b, log |b,| paracadan e Ny
li’lin ”bn”p + ||gn — by log "bn”p“p =0.

104



En consecuencia, g, y b,, convergen a cero en L?(u) y, a fortiori, en Ly(u). Ademis,

dado € = L, existe n(m) € N tal que ||b,||, < 35 para n > n(m), y asi,

3=

/ $(mba|log [bn] [)du < / é(mby| log (|bn] m)[)du < ||mb,,||v<mv(—) <

Concluimos que ||b, log |b,| |4 converge a cero y, por tanto, f, converge a cero en la

métrica de Lg(u). i

NOTA 1.12: Si trabajamos de forma andloga con las funciones @, (z) = z|log z|* y
¢, = V2, siendo ¥, la funcién pseudo-inversa de ¢,,, obtenemos que [L"(')(;/,)]5:c:) es
equivalente al espacio Ly, (1).

Para ello, sélo hemos de precisar el hecho de que Ly, _, (1) estd contenido continuamente
en Lg,(n). Ahora bien, |

im $n(®) . én(v]log i i) im 2n(vllog v|”)

=1.
uw—roco ¢n—l(u) v—o0 ¢n_1(v| lOg v|""1) ~— y—o00 114

0
Lo mismo sucede si u tiende a cero. En consecuencia, ¢n,—1 > ¢y, y, por tanto, Ly, _, (1)
o o]

estd contenido continuamente en Ly, ().

n

PROPOSICION 1.13. SiT = Y7, ;”(g) @162, el espacio interpolado [LP)(y)

2 [T es
equivalente al espacio 2,‘ Ly, (1), donde ¢; es la potencia p(z;) de la funcién pseudo-
inversa de p;(z) = z|log z|™().

Supongamos ahora que p es una medida finita. Vamos a ver que [LP()(u)]T con Sop T
finito es un espacio de Orliz Ly, donde ¢ serd una N-funcién ([KR]) y, por tanto, Ly serd
un espacio de Banach.

Para ello, recogemos algunas definiciones y resultados contenidos en [KR| y ([K-J-F],

cap. III).

DEFINICION 1.14. Una N-funcién es una funcién del tipo M(u) = I"l p(t) dt, donde

p(t) es continua por la derecha para t > 0, creciente y tal que p(0) = 0, lim;_.o p(t) = oo
Equivalentemente, una funcién continua M es una N-funcidn si es par y se verifica que .

lim(M(u)/u)=0 lim (M(u)/u) =

u—+0o0
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DEFINICION 1.15. Se dice que la N-funcién M $atisface la condicién A, para valores

grandes de u, si existe k > 0 y ug > O tales que M(2u) < kM (u) para todo u > uo.

TEOREMA 1.16. La clase de Orliz
Ly = {f medibles ; p(u,m) =/ M(|u(z)|) dz < +oo}
X

es un conjunto lineal si y sélo si M satiface la condicién A,. En estas condiciones, el
espacio Lys, dotado de la norma

lullon =gt > 05 [ a2 2z <,

es un espacio de Banach.

DEFINICION 1.17. Una funcién convexa Q se llama parte principal de la N-funcién M

si existe ug tal que Q(u) = M(u) para todo u > u,.

Si la funcién convexa @ satisface lim,—, o, (Q(u)/u) = 0o, entonces Q es la parte principal

de alguna N-funcién.

TEOREMA 1.18. Si |lull(ar) < 1 entonces p(u,M) < ||ul|(ar) ¥ si |lull(ary > 1 entonces
(M) > [[ullae-

Con estas nociones, comenzaremos por identificar el espacio [LP(')(M)]6:<>) . Sea p,(z) =
z|log z|™. Se verifica que p es inyectiva en [1,00) y, puesto que lim,_, o, p(z) = +o0o,
deducimos que para todo y € R¥, existe un dnico z > 1 tal que y = z(log z)". Sea
¢ tal .que #(z(log z)*) = zP, con p = p(z0). Es ficil ver que existe 2o € R™ tal que
¢ (z(log z)™) es positivo para z > zo. Por tanto, si yo = zo(log o)™, tenemos que ¢ es
convexa en el intervalo [yo, 00).

Por otra parte ¢(y) >0y

n P
tim 28 g SeloB D)), 2
y—oo Y z—oco z(log z)® z—oo z(log z)"

de modo que existe una N-funcién ®,, con parte principal ¢.

Se trata ahora de construir ®,,. Dado € > 0, llamemos {;(z) = kzP~*, donde k es tal
que £,(yo) = #(yo), esto es, k = z§(log 1;0)"(8-?).
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Un sencillo célculo permite probar que £ (yo) < ®'(yo) si y sélo si

pP—¢€ _ (log zo)™ ~ log zo
p ~ n(log zo)*~! + (log zo)® n+log zo

y asi, para z, suficientemente grande, tenemos que £4(yo) < ¢'(y0). En consecuencia, la

funcién
kuP~% siu<yg

H(u) siu>yo

NORY
es una N-funcién con parte principal ¢.

Consideremos el espacio Lg,. Es ficil ver que ®,, cumple la condicién A, para todo

u > 0y, por tanto, Ly, es un espacio de Banach-Orliz.
LEMA 1.19. Paracadan € N, Ly, estd contenido con continuidad en Ly, ,,.
DEMOSTRACION:
Tenemos que para z suficientemente grande (z > zo),
®,.(z(log 7)") = z° = &, (z(log z)"*)
y, puesto que &, es creciente, es claro que ®,,41(y) < ®,.(y) para y > yo. Por otra parte

@,.41(y) = z5(log o) Py~ < 2f(log 20)" PNy = 8, (y)

para todo y < yo. En consecuencia, ®,4+; < ®,, y asi, si f € Lg, ¥ ||f|le, <1 se cumple,

en virtud de 1.18, que p(f,®,.) < ||f|l#,. Por consiguiente,

s 8ns0) = [ @oia(Nan< [ @(f)d=pls,8) < e, <1
Y, de nuevo en virtud de (1.18), obtenemos que ||f||#,,, < 1. Esto es, para toda f € Lg,,,
se cumple que ||flla,yy < ||fll2.. B

PROPOSICION 1.20. Si p es una medida finita sobre el espacio X, [L”(')(u)]‘s:o) es equi-
valente al espacio de Orliz Ly, .
DEMOSTRACION:
Sea f € La,. Se tiene que &,(f]) € L*(k) y asi, ®%(|f]) € L?(u). Ahora bien,
(1) Si |f(2)] < wo, @n(lf(2)]) = K|S ()P~
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(2) Si |f(z)| > yo, existe un tnico g(z) > zo tal que g(z)|log ¢(z)|™ = |f(z)|. Se verifica
que ®,.(|f(z)]) = |9(z)|P y, por tanto, g es medible y estd en LP(u).

En consecuencia, si llamamos A = {z € X ; |f(z)| < yo}, tenemos que

17 (=)} = | (z)xa(z) +|f(z)Ixa:(z) =
= k787 (£ (2)[x4(2)) + @K (1f(2)Ixa+(2)) (log @2 (1f(2)|xae(2)))™

Puesto que <I>,-’ii_‘ (1f(z)xa (z)) y <I>,%;(|f(z)|x,4c(z)) estdn en LP(u), se deduce que f(z)
est4 en [LP() (;1,)]5:3

Reciprocamente, si f € [LP(')(;L)]‘S;:)), existen fo, ..., fn en LP(p) tal que

n
f=2 fillog |£;))".
J=0

Puesto que estamos en un espacio de medida finita, sélo interesan los valores “grandes”de
las funciones fi,estoes, {z € X ; f;(z) > zo}. Ahora bien,

(i) Si fo(z) > zo, existe go(z) < fo(z) tal que go(z) log |go(z)| = fo(z) ¥y asi, ®1(fo(z)) =
go(z) € L*(p). Por tanto, fo € Ly, (k) v, a fortiori, en virtud de 1.12, fo € Lg,,.

(ii) Para 1 < j < n, si f;(z) > zo, ®;(f;(z)(log |f;(z)|)?) = |f;(z)|? € L (n) y, por tanto,
es claro que f;(log |f;|)? € Ls,,.

En consecuencia, f € Ly, y, asi, concluimos que los espacios Ly, y [L"(')(p,)]‘s:o) coinci-
den algebraicamente.

Veamos la equivalencia topolégica: si (fn)n es una sucesién en [L”(‘)(u)]‘sso) tal que
(Zr() (”,)]630) — lim,, f,, = 0, existen, en virtud de 1.6, n + 1 sucesiones (f/*),, (0 <j < n)
en L”(u) tales que, pa.ra cadam €N, f, = > f(log | f”‘l)" y, cualquiera que sea j,
L?(u) — lim,, fr=o. “Ahora bien, sea § > 0. Se verifica que

/ (£ ()] |log |f7(z)] F)du < /X‘I’:'(lf}"(Z)I |log |£7()] )dp =

KR @IP~llog 177 Fe~au+ [ (@) Pdu <

/{=c i [f(2)|<=0} {z i [£](2)|>=0}

| <</ kI f™ (@) P(f7 ()¢ | log |f(z)] |7®=*)du+
{= 5 |£(2)1<6}
m - m m ‘5\““ De 8,
+), @ du + 1Ol < 17Ol LN
{z; 6<|f" (=) <=0} S e
-4 s T g
23 §2 8

Q
0 Mngies €0 &



y asi, existe mo € N tal que si m > my, [, ®,(|fm(z)])de < e. Consecuentemente,
Ly, — limy, f;m = 0.
Puesto que ambos espacios son de Banach, el teorema de la aplicacién abierta asegura

la equivalencia topolégica de los mismos. B

Si denotamos a ®,, por ®2(20), se tiene:

n

COROLARIO 1:21. SiT = } 7, I:_(g) a,'152- y i es una medida finita sobre X, el
espacio [L?() (u)]T es equivalente al espacio 2 i=o L iz (1)
m(3)
NOTA 1.22: Sesigue de la demostracién de 1.13 que si y es una medida no finita, entonces
. rd - . 3 . ")
(1) Lyp(=o) (1) estd contenido con continuidad en [LP0) ()%= .
(ii) [LP(')(p,)]‘S:o) estd contenido en LP*9(u) + L ps0) (1), para todo & > 0.
Si f=Y"f;(log |f;|)?, estd visto que los valores “grandes”de f; estin en L<1>’,';(‘°) (1).
Por tanto, sélo quedan los valores “pequefios”.

Ahora bien, sea € > 0y A; = {z € X ; |f;(z)| < €}, entonces

[ 1@ s 15, P < M 117 < +oo,

Y en consecuencia, queda demostrada la condicién (ii).

NOTA 1.23: Puesto que (X, M, u) era un espacio de medida arbitrario, tenemos identi-
ficados los espacios interpolados de familias del tipo:

() PP (w) , ye T},

(ii) {12(™) , 4 € T'}, donde

n=0

-
50 = {(z0)n ; (Z(zm’z )PW) < +o0}

NOTA 1.24: Comportamiento asintético de Ly .

Se tiene que ®,(z|log z|*) = z?, si £ > zo. En consecuencia, es ficil ver que

3) o g 2n(v)(log )™ _

y—0o yP

Por tanto, ®,, se comporta para valores grandes del argumento como y?(log y)~"?, y
. n)
asi, si f € L(log L)~"?, se cumple que f?(z)X(z ; |f(s)|>k}(%) estd en Ly, = [LP0) ()] %0

para algun k.
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Observemos ademds, que el limite (3) también es 1 si z tiende a cero y, por tanto, existe
A suficientemente pequefio tal que fP(z)X{z ; |7(z)|<r} € L(log L)™"P. Deducimos que
n) ’
f e [LPO) ()] si f € L(log L)~ "2.

§2 Familias de espacios L? con valores vectoriales.

Sea {B(v) , v € I'} una familia de interpolacién con espacio contenedor U y espacio
log-interseccién 8.

Antes ae comenzar la interpolacién de familias de espacios LP con valores vectoriales,

incluimos algunas definiciones sobre medidas vectoriales ([D-U], cap. II).

DEFINICION 2.1. Sea A un espacio normado y (X, M, u) un espacio de medida. Una
funcién f : X — A se llama simple si existen ay,..,a, € Ay E,,..,E, C M tales que
f =237 axE,-

De una funcién f : X — A se dice que es u-medible si existe una sucesion (Sy)n
de funciones simples tal que lim, ||s,(z) — f(z)||la = O para casi todo z € X [u]. Y es

débilmente p-medible si, para cada l € A*, l(f) : X — C es p-medible.

DEFINICION 2.2. Una funcién vectorial u-medible f : X — A es integrable (en el sentido

de Bochner) si existe (s, )n, sucesién de funciones simples tal que lim,, fx llsn—fllade =0

/ fdu =1im/ Spdp.
X " Jx

DEFINICION 2.3. Se define L¥, como el espacio de las funciones p-medibles f : X — A

¥, en este caso, se define

tales que

[ 1 < 4o
X

Este espacio, dotado de la norma ”f”Li = || |flallz», es un espacio de Banach.

Si p > 1, la familia {L%( 4 € T'} es de interpolacién con espacio contenedor L}, y

5)
espacio log-interseccién

¢

;. Bue ={f €NyerLpy; /I_log* (fx ||f(-’”)”%(q)dﬂ) dy < +o0}.

(Véa.se;[H], cap. II, §3).
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Se trata de ver, a continuacién, que relacién existen entre los distintos espacios interpo-

lados. El siguiente lema estd implicito en ([H]|, cap. 2, Th. 3.1).

LEMA 2.4. Sea (X, M,u) un espacio de medida o-finito. Si f € Brs(,) entonces, para
casi todo z € X, f(z) € B.

DEMOSTRACION:

Si p(X) = 1, la férmula de Jensen asegura que

[ [ 108t 15@5ydudr < [ 1o8* [ 1 @)I5emydud < +oo.
rJx r X

En virtud del teorema de Fubbini, se deduce que [, [, log* || f (z)||’1§(,1)d'7du < +ooy
asf, para casi todo z € X, [, log* |If(z)||B(+)d7 < +o0o. En consecuencia, f(z) € B para
casi todo z € X.

Si u(X) < +oo, el razonamiento es totalmente andlogo. Por tltimo, si u és o-finita,
existen (A,), en M tal que u(A,) < +ooy X = U, A,. As{, puesto que, para cada n € N,
fA,,fI‘ log™ || ()| B(v)dvdr < +oo. deducimos que, para casi todo z € A, y para todo
. n€EN, [, log* | f(z)||B(v)d7 < +00. De lo cual se concluye la tesis.

LEMA 2.5. Sea (X, M,u) un espacio de medida o-finito y’ sea q < p. Si
G(,):DxX—C

estd en g"(L’l’;(.), I'), entonces, para casi todo z € X, G(-,z) estd en G(B(:),T).

DEMOSTRACION:

Sea G € Qq(L’é(,),I‘). Se tiene que G(z,z) = Y. p;(2)f;(z), donde f; € BLr(,). Por el
lema 2.4, f;(z) € B para casi todo z € X y asi, G(-,z) es de la forma de una funcién de
U(B(),D).

Es sabido, por la desigualdad integral de Minkowski, que si y es o-finita , 1 <r < 400

y F(~,z) es una funcién dvy x du-medible, entonces

| /P F(v,)dv|lru) < [P 1 F (v, ML w)dr.
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Sea r = p/q > 1, se cumple que

1
. 1 2w q
I6lr1agem = (5 [ 16, a1) =

1 2 _% .ql
- (E‘/(; (L ”G('Y’z)”pa(q)dllf) dfy) =

= (5 [} V1t lewen) 2 15, [ 100Nl =

= ( [ (= [is6uaisen) % du) g

En consecuencia, si G € §9(Lj(,),T), %fg" IG(7,2)|| 5 ()@Y < +oo para casi todo
z € Xy asi, G(-,z) € §9(B(-),I'). Ademds,

(4) IIGE Mgeao)mllizew SNGlgewy,.,.r)-

LEMA 2.6. Sea g <p. Si F € 9L ,,T), entonces F(-,z) € 79(B(:),T) para casi todo
z € X.

DEMOSTRACION:

SiF e 7"(L’1’3(_), T'), existe (Gy)n en gq(Lg(_),I‘) tal que F = lim,, G,,. En consecuencia,
en virtud el lema anterior, para casi todo z € X, G,(-,z) € G%B(-),I'). Sea para cada
n € N, el conjunto A,, de medida nula tal que G(-,z) € §%(B(-),T) para todo z € X\ 4,,.

Sea A = U, A,,. Se tiene que A es de medida nula y, para todo z € X\ Ay todo n € N,
Gn(,z) € G9B(-),I'). Ademds, en virtud de (4), tenemos

1
(. 1626:2) = Gmles ) ucorryd) < 16 = Gimllgzg )
y asi, existe una parcial (G,,)r que seguiremos denotando (G,), tal que, para casi todo
z € X, G,, es convergente hacia una funcién H(-,z) € ¥9(B(-),T). |
Ahora -bien, si F = lim,, G,, entonces, para casi todo v € T, F(v) = L}, — lim, Gn(7) ¥,
por tanto, G, (7, z) converge a F(v,z) en U. En consecuencia, H(-,z) = F(-,z) para casi

todo z € X. Concluimos que F(-,z) € ¥9(B(:),I') y que

I HIFC Mz )myllerw < I1FllFoey ,.r)-
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PROPOSICION 2.7. Seal < p < +o00.
a) El espacio L% » . estd contenido con continuidad en [LY, T:4 con norma menor
BT B()\H
o igual que 1.

(b) Existe L: L% —— [L%()(u)]r,q lineal continuo con norma menor o igual que 1.

DEMOSTRACION:
(a) Sea f € L%, Br.e ¥ supongamos que f es caracteristica, esto es, existe un conjunto medible
A C X tal que f = ux, con u € B9,
Dado € > 0, existe F € F9(B(:),T) tal que T(F) = u y ||F|l7e(B(),r) < |u|[pTe + €.
Consideremos F*(z,z) = F(2)xa(z). Entonces, puesto que F € F9(B(-),I), existe
(G,;),, en G9(B(-),T) tal que 5= 2" IF(7) - G,,('y)“qB(,,)d'y converge a cero, y asi, si

- llamamos G7(z,z) = Ga(z)xa (z) tenemos que, para cada n € N,
1 [ .
1

2r

también converge a cero. En consecuencia, si vemos que dada G € §(B(:),TI), la funcién
G*(z,z) = G(2)xa(z) € §%(L%(,),T), tendremos que F* € Fi(Lp(.)T) v, a fortiori,
f=uxa=T(F)xa=T(F*(2)) € [LB(_)(u)]T"’. Mss aiin, se cumplird que

11

A (/,, IFG) - Gn(v)ll‘émdu) Cay= @i [1Gn) — Pl

wire < [F*5e(zg ) = [Fllze(s)rn(4)?

< (lullame + u(4) = ([ (lulloe. +e)vXA(z)dﬂ)

para todo € > 0. En definitiva, tendremos que

B()
i
P

() Iy, @nme < 1 fllze . -
Veamos, pues, que si G € §¥(B(:),T) la funcién G* € §¥(L5(),T): si G =} 7 v b;
con b; € B para todo 0 < j < n, se tiene que b;x4 € Brr(,) ¥, por tanto, G* es de la forma

de QQ(LPB(),I‘). Ademés,

1 2m 1 2m » %

o J, NG00y dv=o0 | (/X G (’y,z)”Bh)du) dy =
. 1 2 .

T or ”G(’y)”qﬁ(")“(A)%d'y = u(A)*||Gl[Ge(p(),r) < +o©
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1]
y, por tanto, obtenemos el resultado buscado.
Haciendo un razonamiento totalmente anlogo obtenemos la misma desigualdad (5) para
funciones simples con valores en BT'? y, puesto que éstas son densas en L’L’?m, obtenemos
el apartado (a).

(b) Del apartado (a) podemos deducir ficilmente que si s es simple con valores en B,

entonces.”s”‘[m‘;(’)(,,)]M < ||s“Lme y asi,

td : E = {s simples con valores en B, || - HL%T }— [L%(.)(#)IT,q-
19

es lineal continuo y, por tanto, (b) serd consecuencia de la densidad de E en L”BT o

Sea f € L’ér . Es sabido que existe (f,), simples con valores en Br 4 tal que

(6) '= f=1%,, —limf.

Supongamos que f, = ng;) u;xa; con u; € Br, (1 < ¢ < k(n)). Para cada ¢, existe

(4i,)m en B tal que uf = B, — limy, u},. Llamemos f7* = Y51 uf,

Xa; € E. Se verifica

que
k(n)

If - fn”ign = /x 1£7(2) = falBy i = D llubs — w15, p(4))
’ =1

y, por tanto, obtenemos que f,, = LPB,- . lim,, f*. De la combinacién de este resultado
con (6) obtenemos la densidad buscada.
Aunque el razonamiento se ha hecho para ¢ < +o00, con los cambios obvios de integrales

por supremos, obtenemos el mismo resultado para ¢ = +o00. i

NOTA 2.8: Se trataria ahora de ver si [Lg(,)(u,)]T'q estd contenido continuamente en

L

Br.q- Sin embargo, para que esto ocurra, es necesario que toda funcién f € Br»s(,) sea

pu-medible en BT'? y aunque esto no parece trivial en el caso general, se cumplir en los
ejemplos que consideraremos.

Esto sucede, por ejemplo, en los siguientes casos particulares:
(a) Si la familia en cuestién es del tipo {l’b(q) , ¥ € I‘}, no es necesario imponer tal
condicién puesto que en estos espacios la medibilidad es trivial.
(b) Si la familia {B(y) , v € I'} est4 formada por un niimero finito de espacios, By,..., By,

no es dificil adaptar el argumento realizado en ([C], 33.6) para el caso n = 2 y probar que
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si una funcién f es B; medible para todo 1 < j < n y toma valores en la interseccién
N7=1Bj, entonces f es N}_, B,- medible y, a fortiori, medible en los espacios interpolados.
Esto nos hace pensar en la posibilidad de que la citada condicién se cumpla si la familia

es del tipo {[A¢, A1]a(y) » 7 € T}. Veremos esta cuestién en la proposicién 2.12.

PROPOSICION 2.9. Sea q < p. Bajo la hipdtesis de medibilidad de 2.8, se satisfacen las
siguientes condiciones: A

(a) Para cada f € Broqu), | fllzg, < 1fllieg,@ir.q:

(b) [EPB(,)(M)]T'q estd contenido continuamente en L% ,.

(€) LE,, =L (W)lrq ¥ Lr, = L) ()77

DEMOSTRACION:
(a) Sea f € BLs(u). Dado € > 0, existe una funcién G en gq(LZ('),I‘) tal que T(G) =fy
||G'ng(;,5(‘),p) < ||f||[L5(.)(“)]T,q + ¢. Entonces, para casi todo z € X, f(z) = T(G(-, z)) y,

por tanto,

ol

3 (4)
”f”’“’ér,q = (/x ||f(z)||gr’qdu) < (/X IG(-, Z)”g’q(B(.)’r)dﬂ) <

< IGllge(zy, ) < IflliLy ., ir. T€

para todo € > 0.
(b) Totalmente anélogo en virtud de 2.6.
(c) Trivial consecuencia de (a), (b) y 2.7. I
NOTA 2.10: Si T es de soporte finito 6 la familia {B(-) , ¥ € I'} cumple la condicién
de “normas equivalentes”, sabemos que los espacios By y B, son equivalentes para todo
1 < p < 0. Anélogamente [Lg(.)(ll’)]r,p y [Lg(_) (#)]r. Por tanto, bajo la suposicién hecha
en 2.8, tenemos que L%, (u) = [LG((s)]r. De la misma forma, L (k) = [Lp(,(1)]7-

Tratamos ahora de ver algin caso particular en el que se cumpla la suposicién hecha en

2.8. Para ello veamos, en primer lugar, la siguiente proposicién:

PROPOSICION 2.11. Sea (Ag, A1) un par de interpolacién y sea S un funcional analitico
en @ = {z € C; 0 < Re(z) < 1} de soporte finito. Entonces, [L% (u),L% (k)]s es

equivalen_te al espacio Ler,Ads (1).
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DEMOSTRACION:

Observemos, en primer lugar, que las funciones simples con valores en Ag N Ay, son
densas en ambos espacios y, por tanto, basta probar que para estas funciones se cumple la
equivalencia de las normas.

Sea s = )., a;xE,(z), donde a; € Ag N Ay para todo i. Sea F € F(LY (u),L% (1))
tal que S(F) = s. Puesto que S es de soporte finito, podemos suponer, como consecuencia

-de ([S], 6.3), que F € F1 (LY (u),L% (u)), estoes, F € FH(LY ,LY)) ¥

max ( /_ z IFGOlley, d, /_ : IF(L+i)llos, dt) < +oo,

dotado de la norma dada por la expresién anterior.

Por consiguiente, con un razonamiento totalmente anilogo al empleado en 2.6, es facil
ver que F(-,z) € F1(Ao, A1), y asf, s(z) = S(F(,z)) € [Ao, A1]s. Ademis, en virtud de
la desigualdad integral de Minkowski enunciada anteriormente,

1

oo = ([ ils(w)ll,AoA,]sdu)"s(L IFC o) s g ) <

S I Fllzr s, @w).L5, @)

llsllzp

y en consecuencia, ||s”LMo @ S ||s||[L ()L ()]s

Reciprocamente, puesto que a; € Ag N A; C [Ag, A1]s para todo ¢, dado ¢ > 0, existe
F; € 7(Ao, A1) tal que S(F:) = a; y || Fill7 < [lasill{ao,4.1s + &
Sea F =7 | F;xe;(z), se cample que S(F) = s y ademis,

1|7 2, (0).£%, () = m2x(sup [F ()25 ) » sup[[F(1+dt)lzy, () =

1 1
1 4 4
— max (sup ( / ”F(it,:z:)”ﬁodu) , sup ( / IF(L+ z't,z:)”ﬂldp) ) _
t x t X

;,'-_-33(1 (s‘ip (/ (Z 1 Fie (5 + st)|I%, XE::(“’)) dﬂ) ’) <
j=od (sﬂp (Z 1Fx (5 + )11, (Ek)) P)' <

< (Z(e + “ak”[Ao,Axls)p”(Ek)) "
k

I/\
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y, debido a la arbitrariedad de €, obtenemos

”3||[L50(u),Lil(#)]s < ”s”Lf’Ao,Ans°

Sea af-) medible sobre I tal que alcanza los valores 0 y 1y sea w(z) = a(2) + 1&(z).

Entonces:

PROPOSICION 2.12. Sea T € H'(D) tal que Sop T es finito. Supongamos que la familia
{B(7) , 7 €T} es del tipo {[Ao, A1]a(y) » ¥ €T} ¥ que w' no se anula en ningun punto
del soporte de T. Entonces, los espacios [Lj. )(u)]T y Lz (1) son equivalentes.

DEMOSTRACION:
Sea S el funcional analitico en 0 definido por S(p) = T(p o w).
Se satisface la siguiente cadena de equivalencias:

ITRI] (8:2:4)

L3y W = L4y agu, W = 125,00, 25, (u)]a()]T

= (L5, (), L5, )]s "2 LE,, 4, (0) =

COROLARIO 2.13. SeaT =37, ;"(") a,-;&i}. Sean (X*, M*,u*) y (X, M, 1) dos espa-

cios de medida o-finitos y supongamos que p(:) alcanza los valores 0 e infinito. Entonces,

113

T _ 7P
22 3y BT = e () 2 By 0,

donde ®; es la potencia p(z;) de la funcién pseudo-inversa de p;(z) = z|log z|™\9).

NOTA 2.14: Si Ord T = 0, no son necesarias, en los dos 1iltimos resultados las hipétesis

~de que a(:) y p(-) alcanzen los valores extremos.

§3 Familia de espacios {L‘E,(') , YET}
Sea p una funcién medible sobre I tal que 1 < p(-) < 00. Sea B un espacio de Banach.
Es coné;cido que la familia {L”B(') , ¥ € T} es de interpolacién. En este apartado,
tratamos de identificar los esi)acios [L%(') |7, cuando T es de soporte finito.
Sea By s(.) el espacio log-interseccién de la familia {L"(') ,YET}Hy BL;(.) el de la familia

{L%(') , 7 € T}. Observemos que si f € B, ,(), f es B-medible y | f(:)l|s € Nyer LP).
' B
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Ademas, :

[ 1og* Wl gody = [ og* [ 15O sllzsnd < +oo

y asf, | f(-)ll5 € Brroo-

PROPOSCION 3.1. Para cada g € [1,00] y para todo T € H'(D), se cumplen:
(a.) Para cada f € BL;(')’ "f”lL",,("]r,q < "f"[L’(')]T,o(B)'

(b) [LPO)|T9(B) est4 contenido con continuidad en [LZ)]T.

DEMOSTRACION:
(a) Dada f € BL’,;(.), If()llz € BLsy ¥, por tanto, dado € > 0, existe G € §9(LP(),T) tal
que T(G) = ||f()l|z ¥

IGl gorcr,ry S NSOl Lrcr)r,g + €= FlliLocr)r q(B) T €
Sea G*(2,z) = ﬂ-fl(%h-a-G(z,x), donde la fraccién anterior es 1 si f(z) = 0. Se cumple
- que G* € gq(L',_:,('),r) y ademds,
(7)
N 1

* * o * T(“'ﬁ !
16 gazomy = (L1670 g0n) " = [ ([ 1o aisan) d'r)

() g :
= A (,/;{ |G('7, x)lP v dp) d'1 = ”Gugq(LP(‘),I‘)

y asi, puesto que T(G*) = f, tenemos que

1y, <16 gaguser py = Gl geq@rormy < 1 lizooyeo(2) +e

de lo cual se deduce (a). Mismo razonamiento si ¢ = co.

(b) Si en lugar de tomar G € G¢(LP(),T), tomamos F € FI(LP(),T), en virtud de la

densidad de QQ(LP('), T) en F9(L?(),T) y (7), es claro que F* € .'r"’(L”B("),I‘) y se cumple

(7) con F" en lugar de G. De esta forma obtenemos (b). i

NOTA 3.2: La desigualdad inversa a (2) y la contencién reciproca en (b) no son evidentes.
De hecho, la demostracién en el caso T = §,, se basa en la desigué]dad fundamental

(2;2.9).

118



Por esta razén, es légico pensar que si T" es de éoporte finito, si que ser4 cierto el reciproco
de la proposicién anterior.
Ahora bien, puesto que L’é(') = [L°B°,L113]a(.), con o) = ;ﬁ, tenemos, en virtud de
(3;2.8), que
(L5 = [ [Lg, Lplagy |7 = [LF, L}]s,
donde S(p) = T(p o w).

Asi, para identificar [L%(')]T, basta identificar [L$,L}]s. De hecho, los métodos ya

considerados permite identificar (L}, L}}!]s con S = §, ) para0 <@ <1:

2o

PROPOSII_CION 3.3. fe|Ly, LY & si y sélo si existen fo, .., fn en L, con % = %-f
tal que f =3 7, f;(log || f5li8)-
DEMOSTRACION:

La demostracién es enteramente anéloga a (1.5) sin més que sustituir |-| por ||:||p donde

proceda. Hi

NoTA 3.4: Si f(z) =37, f,-(a:)(log. || £i(z)|l8)?, tenemos que

If (@5 < Z I£i(=)ll5|log [I£5(z)lls)

¥, por tanto, si llamamos g(z) a la suma anterior, se tiene que g € [L°°, L] sm ¥, a fortiori,
]
I7()ls € [L°°,L1]6..). Puesto que f es B-medible, deducimos que f € [L°°,L1];.,) (B).
] ]

En consecuencia:
PROPOSICION 3.5. Si T = Z?:o ;';(g) a,-;ﬁg. y w' no se anula en ningun punto del
soporte de T, se cumple:

(a) [L"B(')]T, es equivalente al espacio [LP()]T(B). |

(b) [LEV)]T es equivalente al espacio > ;La;(B), donde ®; es la potencia p(z;) de la

funcién pseudo-inversa de p;(z) = z|log z|™U) y

Lg(B) = {f : X — B, medibles ; ||f(")||ls € Lo}

e\ 8
Q,Q‘ 69“““"’91@ '7,9
dotado de la norma ||f||Le(8) = || I (-)l|BllLe- 2:\ "’,g%
i:\;’ o &
vz
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§4 Familia de espacios {L%((',)) , vET}

Sea p(:) en las hipétesis del apartado anterior y {B(v) , 4 € I'} una familia de interpo-
lacién. Es conocido que {L’é((',)) , 7 € T} también es familia de interpolacién ( véase [H],
cap. 2).

Nos preguntamos si [L’é((',))]T es equivalente al espacio [LP())T(BT).

Sabemos que existen casos en que la respuesta es afirmativa, tales como:

(1) B(y) = B paratodoy€T.
(2) () =py {B(-)} en las hipétesis de 2.12.
Sin embargo, es claro que la respuesta es negativa en general. Pues si [LZ((',))]T fuese

equivalente a [L?()]T(BT), tomando T = 6, + 4,, tendrfamos que
(L7066 (Blao] + B = L769) (Bll) + 172 (B[]

Y, por otra parte,
(L7000t (Blz0] + Bleal) = L) (Blzo] + Blaa]) + L) (Blzo] + Blz1]) =
= LP(*0)(B[zo]) + LP\=) (B|z,]) + LP*1)(B]zo)) + L*(*1)(Bzy]).

Dado T € H'(D), recordemos que
BTTe={zecU; 3f € F9(B("),T) con fT = zT}

Ahora bien, sil € U* y f € F9(B(-),I), existe una sucesién (g,)» en G9(B(-),T) tal que

f(2) = U — lim,, g,(2) en convergencia uniforme sobre compactos y en consecuencia,
(z)T(p) = iml(T(gap)) = im T (Ugn)p) = T(U(S)p) = U(f)T(¢) Ve € H(D),

esto es, tenemos que (I(f) — I(z))T = 0. Deducimos, en virtud de (1;4.10), que para que
BTT £ {0} es necesario que T sea de soporte finito, o bien, que la familia en cuestién
cumpla la condicién de “normas equivalentes”. Como ocurre en el caso de familias de
espacios de dimensién finita ((C-C-R-S-W 1], [R-W 1], [H],..).

Supondremos, en este apartado, que estamos en estas condiciones y asi, no sera necesario

trabajar con BT'? pues éstos son equivalentes cualquiera que sea p.
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i
PROPOSICION 4.1.
(a) El espacio [LP()]T(BT'T) est4 contenido en [L%(('_))]T con continuidad.

(b) Si T es de soporte finito, [LP()]T-T (BT) est4 contenido continuamente en [L”B((',))]T. :

DEMOSTRACION:

(a) Es sabido que las funciones simples con valores en BT-T son densas en [LP()]T(BT'T),

(véase [C], 33.6) y asi, para ver este apartado, basta ver que si f(z) = Zﬁ=1 anXE,(Z),

con a, EJBT*T, entonces f € [L‘L’,((',))]T y ”f”|L;(('?)]T < || fllzecyr (BToT)- |
Puesto que a, € BT'T, dado € > 0, existe F™ € F(B(-),I) tal que F*T = a,T y

(8) ; |1 F*|7z().r) < llan]lpr.r +¢.

Por otra parte, ||f(-)llpr.r = 3, llanllprrxE, € [LP))T y, por tanto, dado €', existe,
paracadan € {1,.., N}, F, € F(L?0),T) tal que T(F,) = ||an||pr.rXE, ¥ 1 Fall 7 (£re0,r) <
”a’n”BT’T|IXE,,”[LP(~)]T +e.

Consideremos la funcién

Veamos, en primer lugar, que F* € ¥ (LPB(('.)),I‘): supongamos, inicialmente, que F,, y
F™ estdn en el espacio § correspondiente. Esto es, si £ es el espacio log-interseccién de la

familia {L?(") , 4 € T},

My
Fa=) ¢3ff fP€LCNelP) VISj<M, vy
=1
Pn ’
. Fr=) 4pbp breBCnuerB(r) V1<k<p
! k=1
!
Se tiene entonces que
F* =

n,J.k

1 n
Tanllgr £33 k0%

Puesto que

[ 108" (telae Izl <400 ¥, ki m,
r
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se veriﬁc.a que F* es del tipo de las funciones de Q(L”B(('_)),I‘). Ademis,

g
IF "l 50,0y = 5uP esner | F* (M)l e = sup esyer (/ IF* (1 2) 5 )

o)
= SUp €S.er (/ ”Z Ha ” — %(g})du)) <

<n e X el (L ireimearna) ™ <

)—‘w

< sup esqerz Ta ” ~IE* (a1 Fa(y,llrer <

< Z “F"”f(B( I‘)”F “3’ L?().T)

lanllpz.r

ya.Sl, F*EQ(LB(), )
Si F* € 7(B(-),T) y F, € F(LP1),T), existen (G )m en G(B(-),T) y (G™)m en
Q(LP('),I‘) tales que F™ = lim,, G}, y F, = lim,, G*. Puesto que, para cada m € N,

Z Taipir € SHD

a,.,“ T,T

cumple que
* o e

1G5 = G3llsuz0 y = | Z ,,an,,B,, GrG7 ~ GG s ugr 1 <
d 1

= —G, (G — GE ‘

= ”'; ”an”BT,r m( n ")IIT(L;((,)),I‘)—*-
= 1

+ |l Z mGﬁ(GZ ~ G;)”f(:,;(('_)),p) <

= Z el 1@ G = Gllsasor o+

1 n
’ ngl Tanlger 1Gallzzso.n)IGn = Gollza()r),

y el dltimo miembro tiende a cero cuando m y p tienden a infinito, (G7,)» es una sucesién

de Cauchy y, por tanto, convergente hacia una funcién H € ¥ (L’,’a(('_)),I‘).
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En virtud de que G}, (2) converge a F*(z) en el espacio contenedor, se deduce que

H = F*. De ello, concluimos que F* € ¥ (L”B(('?),I‘) y se cumple que

©) F g0

< F* F,
20T = Z”a T " 7)) 1 Fall7(Lrer,r)-

Por otra parte, puesto que para cada 1 < n < N, F*T = q,T, se tiene que si g estd en

G(LPO,T) con g =Y 0, s,

! F™T(g) = Z(F“T )(#3)f; Zan (0:)fs = enT (o),

es ficilmente deducible que, para toda f € Y(L"(‘),I‘), se cumple a,T(f) = F*T(f). En

consecuencia,
T =3 T T Fe) = > W(F"T)(Fn) -
=L fanllgrr T = E g e fenlsmxe. = 1
De esta formé., fe [L%((',))]T y ademds, en virtud de (9),
172z = < IF*lrgao y < Z o ” ~IF™ 700 | Fallz@ro,ry <
< Zn: m(llaallam +€)(llanllprrllXEalljLocr)r + €).
De modo que
£ H,L»B((-_))]r <Y llanliprrlixeallizeogz = 1FC)llzroyr@r)-

(b) Totalmente andlogo. N

COROLARIO 4.2. Si T es de soporte finito,
(L0 (BTT) + [LPO)7T (BT) (L))

con norma menor o igual que 1.
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§5 Familia de espacios {ng; , YET}HL
Sea p(<,z) > 0 una funcién medible en T' x X tal que, para casi todo z € X,

1
/ —— log u(7,z)dP.(7) < +o0.
r

p(7)

Supongamos que la familia {L” ulv) > V€ I'} es de interpolacién con espacio contenedor
U. Consideremos la funcién

u(z,z) = exp (1)(2)517—;/(;:‘,1r ——l—log u('y,x)de('y)) .

p(7)
. . 2w ’
Se cumple que si T = 6245 [LZ(())] (( o) donde 7—; =15 ;,(—l,’dez('y). (Véase
[H], cap. 2, §4).
 Tratamos en esta seccién de identificar los espacios [LI’: (())]T cuando T es de soporte finito.
Para ello bastara identificar un espacio [Lz (('.))]6:0). Lo haremos por induccién respecto de

n € N con la ayuda del siguiente resultado:

LEMA 5.1. Sea F : D — U tal que para casi todo z € X, F(z,z) € N¥(D) y la
funcién log |F(v,z)| es integrable en I'. Supongamos ademds que, para casi todo v € T,
F(y,)) € Lp(")) y sup es,er||F(v, )“Lp('y) M < +oo. Entonces, si F(z9,+) =0, F'(zo,")

) 162 (20)
estd en [Lp ] 0o = LZ(z(:))

DEMOSTRACION:

Lo probaremos con la ayuda de la Desigualdad Fundamental de ([H|, cap. II, §1) que
enunciamos a continuacién: sea (M,dz) un espacio de medida, F(6,z) medible en T x M
tal que log |F (0, z)| es integrable en I para casi todo z € M y sea 0 < p—(lgy < 1 una funcién

harménica en D. Entonces, para cada z € D, .

/M exp (p(z)ziﬂ_ /02" log |F(0,x)|sz(0)) dz <

or (G " o))

En nuestras hipétesis, tiene sentido considerar la funcién

F(z,z)/z — 20 z # 2z
F'(z0,2) z = 2.

G(z,z) = {
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Si llamamos a(z) = RIQT se cumple que u(z, ) *(?) es analitica en Dy, a fortiori, también
lo es u(z,z)*(*)G(z,z). De hecho, ests en N*(D).
Por consiguiente, la funcién log |G(z,z)u(z,z)*(*)| es subharménica en D. De modo

que
1 2
log Gz, (2, 2)*)| < 5= [ o 1G (v, 2Dy 2)"0 4P ().

En consecuencia, tenemos la siguiente cadena de desigualdades:

/ |G(2,2) [P |u(z, 2) |dp = / |G (2, 2)us(z,2)* ) [PFdp <

1 2 D.F.
< /X exp <p(2)— / log |G (v, z)u(7, 2) "“’Isz('r)) du <

0
< exp ( " pz) log (/ |G (7, z)u(ry, z) 70 IP('Y)dy,) dP, (v ))
2 0 (
1 (%1 / (|F('y,x)| )”(")
=ex — —lo —_ ,z)du | dP, <
p(p( 2)or / () g( e =] u(7, z)dp ()

‘ 1 2 F'y"
< exp (P(z)% /0 log ||e‘-7(—_z)(;|| L sz(’Y)) =

Se deduce que si z # 2o, G(2,7) € L*$*) v ||G(z,") HL,(.) < _zMT‘)‘ En virtud del lema

#(2)
de Fatou queda concluido el lema. Més adn, se cumple que ||F’(zo,)|| L,.((zo) < m ]
PROPOSICION 5.2. Se verifica que f € [L”‘: ())] %0 si y sélo si existen fq, f1 € Ll‘:((zz‘(’))) tales
que ‘ '
(*) f(z) = fo(z) + fi(z)(log |f1(z)] + Hyu(20,7)),
siendo

H,(20,7) = (w'(20) — e/ (20)) log u(zo,z)—a(zo)’;'(‘j:;j)) = (u(z,z)-a(zwm,z)"'(z));m

Y ademds,
(10)
“f”[Lp(-)]v;o = inf{|| fo + f1p(20)w’(20) log || f1ll Lsc0) | pcz0) + | f1ll Lpeso) 5 f cumple (*) }.
u() n(zg) “u(sp) u(zg)
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DEMOSTRACION:

Sea f € [L”( )]6'0 ysea F € 7(Lp( ),1‘) tal que F'(2q,-) = f.

Consideremos A = {z € X ; F(z0,z) = 0}. Se verifica que F admite una descomposicién
de la forma F(z,z) = G(2,z)(z — 20)xa(z) + F(2,z)xa(z) y por consiguiente, para casi
todo z € X, f(z) = F'(20,2) = G(20,z)xa(z) + f(z)xa:(z). En virtud del lema anterior,
la funcién f§(z) = f(z)xa(z) = G(20,z)xa(z) € Lz(z‘;))

) WSl < g

Puesto que si z € A°, F(29,z) # 0, tiene sentido considerar la funcién

H(z,z) =

: (2)p(20)
F(z0,2) |F (20, )|
= u(z,z)” “(”u(zo z)*®)||F (20, )| »<=o>—x.4c(-'c) :
Eutso) |F (20, 2)| 1F (20, )l Lczo)

Se cumple que H verifica las hip6tesis del lema previo salvo H(zg,:) = 0:
(1) p(z,z)~*(=) = exp (—% foz" HIW log p,('y,:c)de('y)) € N*(D) para todo z € X.
(2) Si F*(z,z) = H(z,z)u(z,1)*(?), se verifica que F* = F* o w donde,

ép(zo0)
F¥(6,2) = 1P (a0, ) ) o) (” it 2) ) (20, )",

|F(zo, ) (Zo, °)||Lp(=o)
n(=g)

definida en 2 = {£ ; 0 < ¢ < 1}, cumple trivialmente que F* € F(L*,L'). De modo
que, en virtud de (3;2.1), F* € F(L*(),T) y IF*||7zecr,ry < IF¥|[5(Lw,L1). A fortiori,

F* cumple las hipétesis del lema previo salvo F*(2y,:) = 0. Finalmente, puesto que

S o) zal
sup esyer | H (7, )l| (0 = sup esyer i (v, 2) PO F* (v, 2) [P u(y, z)dp

t}

o)
= SUD eS.er </ |F*('7,z)|l’(‘7)du) =
X
= IF*lls@rer,r) SNFF N 5(re,Lr) < ”F(%")”Lﬁ(&?ﬁ) < o0,

deducimos que H cumple las hipétesis anunciadas.

Por tanto, puesto que H(20,z) = F(20,%)x4c(z), la funcién definida por G(z,z) =

F(z,z)x ac(z)—H(z,z) cumple todas las hipétesis del lema previo, y asi, G'(20,z) € Lz((i‘;))
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Un célculo trivial prueba que si f; = F(29,z)x4<(z),

G'(20,7) = £(z)xa+() — 1(2) (plz0)"(20) log. | (=)])+
+ p(20)'(20) 2(2) 08 sl st + Huloos (2

y ademis,

1 | 2P|z
G 2os My pise) € = 1P 5 g e 0) < '
- N9 N = gy lrazgm * Wil < e

Si combinamos los resultados anteriores, obtenemos que
i

f =134 Ce0n) - o (p(zo)w'(zo) 108 [l e + Hu(zo)) + plz0)w'(20) 1 log |1
i o

y asi, si fo = f§ + G'(20,*) — (p(20)w'(20) f1 log ”f1||L,((.0)) € Lz((‘:‘(’))), se tiene que
= fo+ f1(p(20)w'(20) log |f1| + Hu(20)) .
Mis afin,
| fo + fip(20)w’(20) log || f1ll L rcso) | Lrcsor + 1 f1ll Loceo) =
n(zp) B{zp) u(zg)

8||F| =
= x + G' 20,° s5) + s S —_—_ + F|l«.
o (20 )IIL;((;;)) HflllL;(u%)) (20,1 | F|
De lo cual deducimos una de las desigualdades de la equivalencia anunciada.
Reciprocamente, sea f = fo+ f1 (Hu(20) + w'(20)p(20) log |f1]). Llamemos g al segundo

término y consideremos la funcién

e TAR N TA
n(z9)

: ' w(2)p(20)
- f1 f1
Hyy(29) = (212)" " u(20,2)* O - -
Observemos que Hy, es igual que la funcién H, anteriormente definida, sin méis que
cambiar |F(z0,z)xa<| por fi. De modo que, razonando como anteriormente, obtenemos

quesi Fe ¥ (Lz(('_g,l‘) es tal que F(29,z) = f1. Entonces, en virtud del lema previo,

fi(z) = F'(20,2) — Hf (20, 7) =
= F'(20,2) — f1(z) (P(zo)w'(zo) log |f1(z)| — p(20)w'(20) log HflllL:m)) + Hu(zo,x)> =

= F'(20,2) + f1(2)p(20)w'(20) log |1l o) — 9(2)

n(z0
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estd en L¥ ((i‘(’))) y
1
”fl ”L”('O) = d( )(“ ”y(LP( ) p) + l'flllL”(”O))

Deducimos que g € [Lp (- )] %0 y, puesto que, en virtud de (1;5.10), L? ((z°)) estd contenido
en [LZ((,))]‘s'o con norma menor o igual que C = 1—|2|?, tenemos probada la primera parte

de la proposicién. Més aiin, se cumple que
10 gagpte = Mo+ ol o s, =
=||fo — i+ F'(zo,ﬂ?) + flp(zO)w’(zO) log ||f1”Lp(so) | P(-) 185, =
w(20) [L,‘()]
< ||fo + f1p(z0)w'(20) log IIf1||Lp<-o>||[L,()] +If1 —IF'(ZO,')II[L.:( )it S

< C|lfo + fip(zo)w(20) log ||f1”Lp(so) ”LP(BO)+

u(z0)

+ 2 (1Bl + fullpw) + 1l

1
d(20,T)
De esta desigualdad es ficilmente deducible la equivalencia buscada. i
NOTA 5.3: Observemos que si u(7, z) = u(z) entonces H,(20,) = 0y asi, la proposicién
1.5 para el caso n = 1 resulta como corolario de la anterior.
PROPOSICION 5.4. f € [LZ((.))]&:O) si y sélo si existen fg, ..., fn €n Lz(é‘(’))) tales que f(z) =
fo(z) + H{(20,2) + -+ - + H,':)(zo,x), donde

w(z)p(20)

. Hj(2,z) = p(z,2) " *® p(20,z)* fi(z) s |/:(=)|
J(Z 33) ﬂ'(z 33) ”'(ZO 17) |f ( )IHfJ ”LI‘((zo)) ”fJ”Lz((i(())))

para0<j<n.
/

Se cumple que

k k—q
H.:'C)("“'Oax) = (Z (ZﬂZ"’k(zO’x)(IOE ||f_,”L£((:(;)))"> (log If_,-(a:)])q) fi(z),

gq=0 \&=0
donde
k k k s+ gq
g = 3 (5) 0t Ota0, 2P (U7 7) (-1
p=s—q
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siendo a; unos coeficientes que sélo dependen de la funcién w.

DEMOSTRACION:

Sabemos que el resultado es cierto para n = 1. Supongamoslo para n — 1 y vedmoslo
para n.

Sea f € [L” ¢ )]6"0 y sea F € (L e ),I‘) tal que F*)(29,) = f. Consideremos el conjunto
A={z€ X ; F(z,z) = 0}. Entonces F(z,z) = (2 — 20)G(2,z)xa(z) + F(2,z)x42(2).

LEMA. SiF cumple las hipétesis del lema 5.1, F™(z,,) € [L”( )]‘s'l ",

' DEMOSTRACION: De nuevo, sabemos que el resultado es cierto para n = 1. Consideremos
el conjunto B = {z € X ; F'(z0,z) = 0}. Se verifica que F(z,z)xp(z) = (2 — 20)2G*(z, z)
y asi,

(F(z,z)xs (:L'))h,0 =n((z - zo)G*(z,z))l';l)

Pero puesto que G*(z,z)(z — 2p) estd en la hipétesis de induccién; (F(z,')xB ())l';)o estd
en [L”( )]6.. i
Sea ahora z ¢ B. Tiene sentido considerar la funcién

F(z,z) z)

GF(za x) 2 —

ch (z) — Hr(z,z)

donde
Hp(z,z) =

w(2,2) " (20, )" || F' (20, )|  siso)

w(z)p(zo)
F'(20,z)xB(z) |F’ (20, )|
siz0) | F'(20,2)| |

1 F (20, )| . pcs0)
#(20)

Puesto que G cumple las hipétesis del lema 5.1, aplicando la hipétesis de induccién,
tenemos que Gy Y 2g,°) estad en 71555 Ahora bien, es claro que (F(2,)xBe o
F u() |z0

n-1)
n (F—("—’l X Bc) y por consiguiente,

z—2p lzo
(F(z,2)xpe)s, = n (G5 (20,2) + HE(20,7) ) -

- y6m=1)
La primera hipétesis de induccién realizada asegura que Hp. 2 (20,°) € [LE ((.))]610 ' , de
* modo que si combinamos todos los resultados establecidos, obtenemos que F™)(zo,-) est4

en [L”( )70

n 1)
1% ' como queriamos probar. |
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Continuemos con la demostracién de la proposicién. En virtud del lema previo tenemos

garantizado que (F(z,)xa(: ))n) estd en [Lp )]6 = v si fa(z) = F(20,z)x4c(z) y Hp =
Hy,, se cumple que G (z, z) = F(2,z)xac(z) — Hn(z,z) estd en la hipétesis del lema
anterior y, por tanto, Gn (zo, ) € [LP( )]6" »oo

En consecuencia, g(-) = (F(z,-)xa(: ))Izo + Gn)(zo, -) estd en [L”( )] 0 y, por hipétesis
de induccién, existen fo,--- , f1 en LZ((‘:‘(’))) tales que g(z) = fo(z) + Z;: H ;') (20, ).

Puesto que f(z) = g(z) + H? (20, 1), obtenemos el resultado buscado. El reciproco es
totalmente anilogo.

La segunda parte de la proposicién es un sencillo, aunque tedioso, célculo.

1
COROLARIO 5.5. Sea JZ°(z,z) = (%‘(?fj") * con p = p(z0). Se cumple que el espacio

(L? (- )] 5 es equivalente al espacio suma

.._|.Lp _ =Lp

L? » 5
#(20)((72°)™ (20,2))=7 = “u(20) (1+( %)™ (50,2)) ~**

) 4
w(zo) T Lu(zo)(ur)'(zo,z))-v +
DEMOSTRACION:

Si p(7) = p se tiene que Hy(z,z) = Jzo (z,z) f(z) vy, por tanto, puesto que f € L“(zo),

Hy)(20,2) = f(2)(T°)") (20, %) € LE,, ) ( ym0y0 s0,2)) -

Veamos ahora la equivalencia de las normas. Supongamos inicialmente que n = 1 y
sea f € [Lz(,)]‘ﬁo, Sea F € }'(L";(_),I‘) tal que F'(29,z) = f(z). Llamemos G(z,z) =
F(z,z) — JZ°(2,z)F (20, ). Se cumple que G(zo,-) =0 y asi, G'(20,) € L“(z X Ademds,

2| Fllz
Lo = d(zo d(zo,T)’

En consecuencia, F'(z,z) = G'(20,z) + (JZ°)'(20, ) F(20, %) = fo(z) + fi(z) con fo en

16" (20,2 Ty 1Pl +1F (o, 2)lzy,,,) <

Litao) ¥ 100 L) a0y (a0, o Ademis

I follzz

n(zg)

+ || fullze <

#(20)((4,0) (30,2))~P

2| Fl5
- d(ZO, P)

FIFls = (1+ T )) IFll5.

Se deduce de ello que

2
< —_— '
“f”+ —_ (1 + d(zo,r)) "flllL;(.)]é'O’
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donde || ||+ es la norma en el espacio suma.

Puesto que ambos espacios son de Banach y coinciden algebraicamente se deduce la
equivalencia topolégica.

Supongamos que el resultado es cierto para n — 1. Sea ahora f € [LZ (.)]6:0) y sea F en

.'r'(Lz(.), T) tal que F™)(20,7) = f(z). La funcién G™ (29,z) = f(z)—(J‘f°)")(zo,z)F(zo,:c)

estd en [LZ (_)]6:;1 y por tanto, en virtud de la hipétesis de induccién, existen f; € L’;(zo)
(0 <j<n-1) tales que

f(2) = fol) + f1(=)(T2) (20, 2) + - + faos(2)(J2)" ") (20, 2) + (J3°)™ (20, 2) F (20, 7).

Mais aun, existen unas constantes k y ¢ tales que

ces n) a—
Ifollzs,, , + -+ ”f"‘l“L,’Z(.o,((,;o,.._n(,o,,,,-, <k|G (zo,x)”[Lz(‘)]a,o v < ¢f|F|l#
Por consiguiente, deducimos que
<c||F J20)™) (20, z) F(20, <
I < el + 1220 (2 (20,2, o yes S
<c||Fll5 +[F(20,2)llzz,, < (¢ +1)[F]5,

y, asi, queda concluido el corolario. i

COROLARIO 5.6. SiT = Y7 _, Y ) 0169 entonces [L;)|T es equivalente al espacio

suma 35 o Ll o 3 ((14221)mti) (s5)) -+

COROLARIO 5.7. Sean wo,w; dos funciones positivas medibles sobre X. f € L2,
) 1=, 4,
tooyw= wo'® “wit, tales que

Lt ls;

— 1-0

si y sdlo si existen fo, f; en L?, siendo -‘1; —

£(2) = fo(z) + f1(2)(— log wo(z) — — log wy(2)) + fi(z) log |f1(2)]
Po D1

DEMOSTRACION: '

Dado 0 < 0 < 1, existe 'y C I medible tal que fm dP,,(y) = 6. De modo que si
consideramos A(y) = Lf2 para todoy € T'\T; y A(y) = L& para todo v € I'y, se cumple
que A(7) = [T}, LE a(y) con () = xr,()-
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Es conocido que A(q) = Lﬁ (('f’)z), donde, para todo y €T,

1 _l—a(’r)+a(’7)

= y
r(7) Po P1
——mp('r) 2 p()
(v, z) = wy w, .
(Véase [TRI], 1.18.5 ).
Por otra parte, si T = ;‘o), se tiene que [A(-)]T = (L8, L2 ]s donde recordamos que
S(¢) = T(p o w). Por consiguiente,
[LWO,L"‘ ]S = [LZ‘L,L’" ]5") {Laoo’Lm ]5")

En definitiva, el espacio que queremos identificar es un caso particular de (5.4). En este

caso,
2

p(z,z) = exp (p(z)%/o p(lq) log p(v,z)dH, (’7))
= exp (10(.2)%/(;2’r (1—:”—(’7)-103 wo + IE ) 1 wl) dH, (’7))

1—w
= exp p(z)——po&—)- log wo + p(2) wp(f) log w1> =

_ o ) Hhee)
_wo 1 -

Asi, si llamamos B(z) = fo p—de (7) y B(2) = B(z) + iB(2) tal que B(2) = 0

tenemos
¥4 L z l__ﬂfﬂ _2_&3)_
“(Zo,z)a (z .'l:) B(z) _ PB() 1 pB() wy o w, ot _
70 ((w(z)—,1)+(1-0)p8(z)) & (pB(2)0-w(2))
0 » w .

Aplicando 5.2 se obtiene el resultado buscado. i

NOTA 5.8: Mediante la combinacién de 5.5 y los cdlculos realizados en 5.7, es facil ver

que

= 7P
L% "'1]55‘) o Lw3‘°w€(1+|1og 2"

como se afirma en ([L II], 5.2).
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§6 Algunos ejemplos de interpolacién

Se trata, en esta seccién, de ver brevemente cémo se pueden aplicar los resultados
anteriores a la interpolacién de operadores.

Si b € BMO (|G], cap. VI ) tiene norma suficientemente pequefia s entonces W = e® y
W1 son pesos de la clase A, ([M-P], cap. XI, 12.1). Se cumple también que si L es un

operador integral de Calderén-Zygmund,
L:L°W)— L*W) y L:L*W™')— LP(W™})
([M-P], cap. XI, 12.3).

PROPOSICION 6.1. Sea L un operador integral singular de. Calderén-Zygmund y sea

b € BMO, se cumple que

r 1 i p P
[ @D e < lells Vo€ I

DEMOSTRACION:

Por las observaciones hechas previamente tenemos, en virtud de (2;1.1), que
L:(LP(W), L7 (W~ 1)]s; — [LP(W), LP(W )]sy,
Ahora bien, si usamos 5.8 para § = 1 /2, tenemos que
[L"(W),L‘"(W"‘)]a; = LP((1+[b])77)

y de esta forma IlL(f)lle((1+lb|)—p) < cllf”L"'((l-i-lbl)"’)°
Sea ahora g € L?, se cumple que g(1 + |b]) € LP(1 + [b])™? y en consecuencia,

g

IL(a (1 + B Le(r+iapy-#) < ellg(X + [BD) ]l o ((1+15)-») < cllgllp-
Por otra parte si g € L?, L(g) € L? y, por tanto, L(g) € LP((1 + |b])~%) y

NL(@) | e (1415 -7) < IIL(9)]lp < cllgllp

Si combinamos estos dos resultados, obtenemos que || L(g[d|)||Lo((1+15])-7) < cllgllps s
decir,
1
L(g(z)|b(z)])|P —————=du < cl|g||?
| @ @D e < ol
y en consecuencia, cualquiera que sea 6 € BMO, aplicando la férmula anterior a ]]'1?“:9

obtenemos el resultado buscado. |
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COROLARIO 6.2. Si (X, M,u) es un espacio de medida finita, se cumple que si L es un

operador integral singular de Calderén-Zygmund

o1 1_1
W (/x A=D1 e+ slb(xmvd“) 5 < 5%

Consideremos ahora 0 < v < n,1 < p; < (n/q) ¥y ;1; = p_11 -1, 8ibe BMO

Muckenhoup y Wheeden [M-W] probaron que si L, = x|z|"~™ (Potenciales de Riesz)

entonces
L,: L7 () — IP(&") y
L., : LP (e™®) —s LP2(e™").

Por tanto, se cumple:

PROPOSICION 6.3. En las condiciones anteriores,

o1 " Lok
280 ([ 1o P o es) ™ < 0%,

DEMOSTRACION:

Si razonamos como en 6.1, obtenemos que
Loy : LP((1 + [b])™7*) — LP2((1 + [b])772)
y asi, para cada ¢ € LP! y cada b € BMO con norma pequeia s

P 1 *
(/. 1Bs (ot o szan) ™ <l

y, por tanto, para toda b € BMO,

1 m !
(L izste@be e ) < 3l

De lo cual se deduce la proposicién para g = 1. |

NOTA 6.4: Seal <p; <py<ooyseap=2prl+p;!)~L Sige LP(R") yg* esla
funcién maximal de Hardy-Littlewood, existe a tal que (g*)*“ son pesos de las clases A4,,
y Ap, ([C-R], prop. 2). En consecuencia, si L es un operador integral singular de C-Z,
LI (@) — 1 (6 v
L: 17 (")) — L7 ((g")%7).

De este hecho podemos deducir los siguientes resultados entre otros:
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PROPOSICION 6.5. En las condiciones anteriores, para cada f € L°(R"™) (p; < p < p2),

1
. 1 1
(/L iztr1iog oD gz ) < il

DEMOSTRACION:

En virtud de 6.1 y 1.2, tenemos que

1 1
L:L? L? )
((1 + aflog 9*!)") _’ ((1 + o] log g*l)*’)

de lo cual es facilmente deducible la proposicién. §

COROLARIO 6.6. En las condiciones anteriores,

1 1 p,(X)%
sup L(log g¢*)|P du) - L ——,
e ([, 18008 00 ) 5 < 25
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Capfitulo V

Potencias complejas de operadores lineales.
Identificacién de espacios interpolados.

En este capitulo estudiaremos las familias de espacios {D(L*(")) , 5 € T}, esto es,
dominios de potencias complejas de un operador lineal L, no necesariamente acotado,
definido en un espacio de Banach A.

Si A es de Hilbert, las técnicas de la teoria sobre estos espacios simplifican las demostra-
ciones del caso general. Ademds, el espacio interpolado [D(L*())]T con Sop T finito
surge de manera natural y, de esta forma, nos orienta sobre cual es este espacio si A es
simplemente Banach.

Por tanto, en la primera seccién supondremos que A es de Hilbert y posteriormente, en
la segunda, generalizaremos los resultados obtenidos. La tercera seccién estara relacionada
con la interpolacién de familia de espacios de Sobolev. Los resultados obtenidos en esta
seccién estardn en concordancia con los obtenidos por Schechter en ([S], §4). Finalmente,
dedicamos la cuarta seccién a una aplicacién al caso de familias de espacios LP con pesos.

Comenzaremos enunciando algunos resultados de la teoria general de operadores sobre

un espacio de Hilbert. ([RU], cap. 13), (|D-S], cap. XII).

§1. Potencias de operadores positivos sobre un espacio de Hilbert.

DEFINICION 1.1. Sea M una o-dlgebra en un conjunto (1 y sea H un espacio de Hilbert.
Una resolucién de la identidad es una aplicacién E : M — B(H) tal que:

(a) E(0) =0, E(Q) =1I.

(b) E(w) es una proyeccién autoadjunta.

() E(w' nw") = E(W)E(w").

(@) Siw'Nw' =0, E(wuw") = E(W)+ E(W").

(e) Para cada z,y € H, la funcién E,,, definida por E;,(w) = (E(w)z,y), es una

medida compleja sobre M.
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TEOREMA 1.2. (Teorema eéspectral). Para cada operador L autoadjunto en H existe una

dnica resolucién de la identidad E sobre los conjuntos de Borel de R tal que
(Lz,y) = / tdE.,(t) VzeD(L), yeH.
~oo

Ademds, E estd concentrada en el espectro de L, o(L), en el sentido de que E(o(L)) = I.

E se llama descomposicién espectral de L.

PROPOSICION 1.3. Sea E la descomposicién espectral de L.

(a) Dada una funcién f : R — C medible, existe un operador, ¥(f), cerrado densa-

mente definido en H con dominio

D) =Ds = {me B [ |ffdBus < +oo)

el cual estd caracterizado por (¥(f)z,y) = fR fdE;, para todo z € Dy y satiface
que [¥(f)2|? = [ |1 °dB... |

(b) Si f y g son medibles ¥(f)¥(g) C ¥(fg) y D(¥(f)¥(9)) = DyN Dy,. Se cumple
ql;e V(f)¥(g) = ¥(fg) siy sélo si Dy, C D,. En particular se da la igualdad si g
es acotada.

(©) ©()* = ¥(F) y L) = L(SP) = L) ¥().

(d) Dy = H siy sélosi f € L (E). Ademds, || ¥(f)||z(z) = || oo

Sea L : D(L) — H un operador autoadjunto, definido positivo tal que 0 ¢ o(L). Puesto
que o(L) es cerrado, existe d € Rt tal que o(L) C [, 00).

Sea F la descomposicién espectral de L.

LEMA 1.4. Sean f,g : (0,00) — C medibles tales que f es acotada en todo intervalo
(0, M) y limy—, o f(t)/9(t) = O. Entonces Dy C D,.
LEMA 1.5. Sidenotamos por L™ el operador ¥(f) con f(t) = t*, se cumple:

(a) D(L*) = H para a < 0.
(b) Para todoa € R, L** € B(H) y || L*?|| = 1. QTAT 0

Si z = a + 18, D(L*) = D(L®). R %
(c) Siz=a+1iB8, D(L?) (L) §§ ‘b\;;%%
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A lo largo de esta seccién, a serd una funcién medible sobre I tal que 0 < a(y) <1
para todo v € I'. Los espacios que sean dominio de algin operador R estarin dotados de
la norma usual

lzlloer) = (=i} + |1R=%)? V=€ D(R).

Se cumple que D(L*(")) = [H, D(L)]a() ( véase [TRIE], 1.15.3) y en consecuencia, la

familia {D(L"‘("_)) , ¥ € T'} es de interpolacién ([C-C-R-S-W 1], 5.1).

LEMA 1.6. La familia {D(L*()) , ~ € T} cumple las hipétesis de (3;2.7).

DEMOSTRACION:

Sea Y en las hipétesis de (3;2. 5). Se tiene que Nyex|[H, D(L)]a (o) = D(L?°) siendo
0¢ = maXseyx af0) < 1.

Puesto que D(L) es denso en D(L°°), dado a € D(L°°), existe una sucesién (a,), en
D(L) C ﬂ,,epD(L"(")) tal que ||a,, —al|p(Le0) converge a cero y asf, puesto que, para cada
o€, ,

L*9) (g, —a) = L*(®)=90[%°(q, — a),
se cumple que
1L (an = @)l < L2~ p(ar) | L7 (an — @)l & < [t~ o) [l — allD(zo0)

< d*(?)7%lan — a||p(zeo) < kllan — allp(Lo0),
donde k sélo depende de d y 0. En consecuencia, es claro que se cumple (3; (14)). I
En virtud del lema anterior, tenemos que si T es de soporte finito entonces [D(L*())]T
es equivalente a [H, D(L)|s donde S(p) = T(p o w) ( véase (3;2) ). Al igual que hicimos
‘en el capitulo anterior, la identificacién de un espac10 [D(La( ))]T queda determinada por

la de [H,D(L )]6..) con0<f#<1,neN,

PROPOSICION 1.7.
(a) Si denotamos por log L = W¥(log t) se cumple que, para todo 0 < 6 < 1, D(L?)
est4 contenido continuamente en D(log L).
(b) En las condiciones previas el operador log L es inyectivo.
(c) El espacio R[log Lp(rey] = {b € H ; 3b; € D(LP?), con log L b; = b}, dotado de
la norma ||b||g = ||b1|| p(e) tal quelog L by = b, es un espacio de Banach contenido

continuamente en H.
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DEMOSTRACION:

(a) Consecuencia immediata de 1.4.

(b) Sea f{t) = 1/log t. Puesto que 0 ¢ o(L) se tiene que f € L*(E) y as{, Dy = Hy
¥(f) € B(H). Ademés, si g(t) = log t, ¥(log ti;;—) = (log L)¥(f) = I. Esto es, ¥(f)
es la inversa por la derecha de log L,y se cumple que ¥(f)log L C (log L)¥(f) = I. De
lo cual se deduce la inyectividad buscada.

(c) Obviamente es un espacio de Banach puesto que log L : D(L?) — R[log Ljp(L¢)] es
una isometria. Ademads,

I8llz = lllog L byl|zr = [|log L L™°LObs [l <
log t

<|llog L L™°|pan)lIL? buller < I =5 lloollb1lp(ze)
con b, € D(Lo) tal que b = log L b;. De esta forma se tiene que existe una constante
C = C(0) tal que ||b]lzr < C(0)]|b]|- W
PROPOSICION 1.8.
El espacio [H, D(L)]s; es equivalente al espacio suma D(L?) + R[log Ljp(re)].

DEMOSTRACION:

Es sabido que D(L?) est4 contenido con continuidad en [H yD(L)]s;- Sea, pues, b en
R|log Lip(zs)] y sea by en D(L?) tal que b = log L b;. Consideremos la funcién F : 0§ —
H definida por F(¢) = L™¢L%,. Se cumple:

(i) F esta bien definida pues b; € D(L?) y D(L™%) = H.

(ii) F es analitica en f2: en virtud de 1.3, tenemos que
(e o]
F(§&) =/ t=%dELe, (t) VO < Re(¢) < 1.

Es facil ver que estamos en las hipétesis del teorema de derivacién bajo el signo integral

¥, por tanto, no sélo es clara la analiticidad de F sino que ademds se verifica que
Fi(0) = [ (~log 9t~8dBL0 1,(0).
Se deduce pues que
(1) F'(8) = ¥((—1log t)t™°)L? by = ¥(—log t)¥(t~?)L° b, =
= (—log L)L™°L® b; = —log L b, = —b.
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(iii) |F(EX)|a = IL7**L° bylla < ||IL? byllg < ||b1llp(Le) para todo XA € R.. Y asi,
supyer |F(iA)[|lw < “b1“D(L0)
(iv) Para todo A € R, se cumplen

IF+X)]la = L7172 L8 byl < |IL7 Y| B@nyllballprey ¥

ILF(1+ M)z = L7 L° by|lar < [[ballp(ze)-

Por tanto, F € #(H,D(L)) y ademds,

(2) |Fl7r,p(2y) = max(sup |F (), sup | F (14 iX)l|pny) <
< max(||bl|pzeys (1 %) + 13 billoeey) =
= (L+ L7 %)) * o1l pze)-

Combinando la relacién anterior con (1), se deduce que b € [H, D(L)]s; y ademas, existe
ﬁna constante k tal que ”b”[H,D(L)]% < k||b1]lp(zey = k||b]|r. En definitiva, hemos probado
que D(L®) + Rflog Ljp(re)] estd contenido continuamente en [H, D(L)]s;.

Reciprocamente, sea b € [H,D(L)]gal y sea f € F(H,D(L)) tal que f'(6) = b. Su-
pongamos inicialmente que f € G(H,D(L)), esto es, f = 3 %= p;b; con b; € D(L) y
p; € H*(N) para todo j.

Sea G(z) = L? bo con by € D(L). Tenemos que G(2) = [;° t*dEy, (t). Se cumple que la
funcién h(t, z) = t* verifica las hipétesis del teorema de derivacién bajo el signo integral y

por consiguiente, G es H-analitica y
G'(0) = / 0 log t dEj, (t) = ¥((log £)t*)bo.
d

En consecuencia, la funcién L*f(z) = 3" p,(2)L* b; es analitica y

I J

= U(t’log t) f(8) + L° f'(6).

(sz(z))io = Z(‘PJ’(‘Z)LZ bJ'){o = Z ((pj(0)\Il(to log t) b; + <p;-(0)L0 bi) =

Pero puesto que f(8) € D(L) C D(log L) N D(¥(log t t%)) = D(L%log L), se deduce
que

(L*(2)}p = L°f'(8) + L% log L f(6) = L°(f'(6) + log L f(6))
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¥ en definitiva, obtenemos que f'(9) +log L f(8) = L™°(L* f(2)){, € D(L?). De modo
' que existen b; € D(L?) y by = —f(8) € D(L®) tal que b = b; + log L ba.
Ademais, en cuanto a la relacién de las normas se tiene que

161llo(ze) = IE72(Z* F(@follpeey = (1L (L2 @Djolll + (L5 DjollE) * <

< IZ2F @) ol (@ + L3 ) F < KA+ 17013 )) 2l £ D17

¥ Ib2llp(zey = 1/()llo(zey < [If]|7- De este modo,
(3) 17 @)+ < (L + k@ + L) ) DI f 1l 5

Sea ahora f € ¥(H,D(L)) y sea (gn)n en G(H,D(L)) tal que f = lim, g,. En virtud
de (3), la sucesién (g;,(8))» es de Cauchy en el espacio suma y, por tanto, existe a en
D(L®) + R|log Lp(re)] tal que @ = lim, g, (). Puesto que este espacio estd contenido

continuamente en H, concluimos que necesariamente a = f’-(0) = b, y se cumple que
- 1
17O+ < @+ kQ+ LB @) DNl V€T f1(8) =0

De esta forma queda demostrada la proposicién. i
COROLARIO 1.9. El espacio [H,D(L)]s; es equivalente al espacio R[log Lip(s))-

DEMOSTRACION:
En virtud de la proposicién anterior, sélo falta ver que el espacio D(L?) est4 contenido
con continuidad en Rflog L|p(re)]. Ahora bien, si b € D(L®) y denotamos por (log L)~!

al operador acotado ¥(1/log t) tenemos que
(log L)~'b = (log L)"*L™°L® b= L~ %(log L)~'L® b € D(L?)

y por tanto, b = (log L)(log L)~* b € R[log L|p(re)]- Mds aiin,

1
e

I8llr < lI(log L)™* bllp(zey = (ll(log L)~* b7 + |L(log L)~* bl%)
= (Il(tog L)~ 8]% + l|(tog £)~*L° 8]%)* < [l(log L)l ltllpze),

y, asi, se finaliza la proposicién. §
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PROPOSICION 1.10. [H,D(L)]|, es equivalente a R[(log L)I‘D(L,,)] dotado de la norma
8

l|6]| &, = l|b1]|p(Le), donde (log L)™ by = b. Denotaremos a este espacio por R,,.

DEMOSTRACION:

Observemos, en primer lugar, que .
(1) D(L?) C D((log L)™) = ¥(f,), siendo f.(t) = (log &)™
(2) Si llamamos g, = 1/f, se tiene que g, € L°(E) y, por tanto, ¥(g,) € B(H) y
U(gn)¥(fn) C ¥(gnfn) =I = (log L)*¥(g,). Se deduce de ello que el operador (log L)™
es inyectivo. ’

Para la demostracién de la proposicién procederemos por induccién respecto de n € N.

Sabemos que el resultado es cierto para n = 0,1, supongédmoslo para n — 1 y vedmoslo
para n. .

Sea b € R, y sea by € D(L?) tal que (log L)® by = b. Consideremos la funcién
F(¢) = L7¢L° b;. Ya hemos visto que F € F(H,D(L)) y que existe £ > 0 tal que
| Fll7z,0z)) < kllbillp(re)- Esféacil ver que F™(8) = (—1)"(log L)™ b, y en consecuencia,
be [H’D(L)]sa") y

[8lljz.D(L)) 0y < [IFll7 < K|l p(ze) = Filbl| R
8

Reciprocamente, sea b € [H, D(L)|,» y f € ¥(H, D(L)) tal que f™(8) = b. Supongamos
8
que f = X' p;b; (b; € D(L)) y consideremos la funcién L?f(z). Un simple cilculo de

derivaciéon nos demuestra que si a = (L?f(2)), entonces
|6

o1 (Z (%) tos 2o (0))

p=0

y, por tanto,
. n

> (2)tog £y (6) = 17 a e DL).

p=0
De este modo, tenemos que existe by € D(L?) tal que

n—1

b=fm(0) =bo— 3 (;‘) (log L)?f~~7)(6) — (log L)"f(6)

p=1
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Puesto que f*~?)(8) € [H,D(L)] sn-»» podemos aplicar la hipétesis de induccién y
8
tenemos que, para cada 1 < p < n — 1, existe b, € D(L?) tal que (log L)*"P b,_, =
=) (6) y ash,

n—1

b=bo— Y (:) (log L)?(log L)™"? b,_, — (log L)* f(8) =
= bo + (log L)" (— 3 ()tnr - f(0)) .

Por otra parte, by = L‘O(sz(z))';io € D(L®) y, por tanto,
U(fY)bo = W(f7Y)L™°L? by = L~0U(f 1) L? by € D(L?)

y puesto que by = (log L)*¥(f, )by se cumple que by € R,. Mis ain, existen unas
constante {k; , 1 < j < n} tales que:
(1) llbollza = I1¥ (£ Vbollp(rey < ”\I’(f;l)”B(H)”L—G(sz(z))ro)”D(L") < ku||fll7(#,p(z))
(2) ba-spllpize) < ncspllfllr .00
(3) 1f @) lpzey < W fll7(a.p (L))
De todo ello se deduce que b € R, y que existe k > 0 tal que ||b||r, < k||f||7#,D(L))
Si tomamos finalmente f € #(H,D(L)), y hacemos el mismo razonamiento que para

n = 1, obtenemos el resultado buscado. §

§2 Operadores positivos sobre un espacio de Banach.
Enunciaremos, en primer lugar, algunos resultados sobre potencias complejas de opera-

dores positivos sobre un espacio de Banach A.

DEFINICION 2.1. ([TRIE] 1.14.1).
Sea A un espacio de Banach y L un operador lineal cerrado con dominio, D(L), denso
en A. El operador L se dice positivo si (—o0,0] pertenece al resolvente de L y existe C > 0

tal que ||(L +tI)~1|| < C(1+t)~! para todo t € [0,00).

LEMA 2.2. ([TRIE] 1.15.1).
Sea L un operador positivo en un espacio de Banach A. Sean 0 € R*, n,m € N U {0}

con 0 < ¢ < m. Para cada nimero complejo o con —n < Re(a) < 0 — n y para cada
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a € (A,D(L™)) 2, (espacio interpolado real)

I'(m)
T(a+n)I'(m—n-a)

(4) L%a= / tetn=lpm=n(L 4+ ¢tI)™™ a dt
0

es una integral A-convergente, independiente de la eleccién de n 'y m. LS es un operador

clausurable y, para cada o, la clausura, L%, es independiente de o.

- NOTA 2.3: Del lema previo se deducen los siguientes resultados:

(1) L°=1.

(2) Si Re(e) < 0, L* es continuo y L™*L* = I.

(3) L**# = L*L?# alli donde ambas expresiones tengan sentido.

(4) D(L™) es denso en D(L*) si m > Re(c).

(5) En general, al contrario de lo que ocurrfa en el caso de espacio de Hilbert, L** (A € R)

no es acotado. Sin embargo:

LEMA 2.4. ([TRIE], 1.15.3).

Sea L un operador positivo. Si existen dos nimeros € y C tales que L* es un operador
acotado para —e <t<ey ||L‘t||B(A) < C entonces, para cadat € R, L** es un operador
acotado y existen C* y 4 > 0 tales que ||L*| () < C*e"ll.

Mientras no se diga lo contrario, supondremos siempre que L cumple la hipétesis del

lema anterior.

TEOREMA 2.5. ([TRIE] 1.15.3).
En las hipétesis anteriores, si a,f € C son tales que 0 < Re(a) < Re(f) < oo y
0 < 0 < 1, entonces [D(L*), D(L?)]s = D(L(1~0)+68),

. En virtud de este resultado y la proposicién 5.1 de [C-C-R-S-W- I], si & es una funcién
medible sobre T tal que 0 < a(v) < 1 para todo 4 € T, la familia {D(L*™) , v €T} es

de interpolacién.
LEMA 2.6. La familia {D(L*(")), v € T'} cumple las hipdtesis de (3;2.7).

DEMOSTRACION:
Sea ¥ en las hipétesis de (3;2.5). Se tiene que Nyex[A, D(L)]a(s) = Neex D(L*?)) =

D(L?°) con 0 = maxyex afo) < 1.
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Puesto que D(L) es denso en D(L°°), dado a € D(L°°), existe (a,), en D(L) tal que

a = D(L°°) — lim,, a,,. Se tiene entonces que
Lf(“) (¢n — a) = L*(9)=90 L7 (q, — q)
¥, por tanto, puesto que a(o) — 0o < 0 se cumple
IL) (an - a)lla < [|IL) 77| 5(a) | L7 (e — @) ]| 4

Veamos que HL"‘(")""0 llB(a) estd acotada uniformemente en X: sea —1 < § < 0, en

virtud de (4), tenemos que

8 I‘(TH) > B4n—1 C m-—n
I ol < Sgragrim =gy Jy O e 18 ol

Tomando m = n y B = a(o) — 0p, un sencillo célculo integral prueba que

T'(m+1)
(@(0) — o0+ m + )T(i = (o) + 3)

IL” alla < Cllallag
de modo que si consideramos m = 1, tenemos efl cuenta que
sup 1/(T(2 + (o) — 00)T'(1 — afo) + 0¢)) =k < oo
y la densidad de D(L) en A, deducimos la acotacién uniforme buscada. En consecuencia,

/5: lan — allp(Lacor) drs(0) < kllan — al|p(zo0),

expresién que converge a cero cuando n tiende a infinito. |

Por consiguiente, para identificar [D(L*())]z con T de soporte finito basta identificar
[A, D(L)] s con 0 < 8 < 1. Hagamos, en primer lugar, dos observaciones:
(i) Puesto que D(L™) es denso en D(L) para todo m > 1, toda funcién f € F(A, D(L))
puede ser aproximada por funciones del tipo g - ! eai”z'f’\fzbj con b; € D(L™) para
todo j.
(ii) Puesto que nuestras funciones f estin definidas en la banda 0 < Re(z) < 1, en virtud

del lema 2.2, podemos tomar n = 1y m = 3. A fin de no tener que utilizar técnicas
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de interpolacién real, trabajaremos con el subespacio D(L®) denso en (4, D(L®%))¢ 1. De

modo que si o = 2.5 podemos afirmar que, para todo a € 1 y para cada a € D(L®),

— 2 . * ar2 -3
"I‘(1+a)1‘(2—a)/0 t*L?(L +tI)™3 dt.

Por simplicidad, llamaremos C(a) a la funcién analitica 2/(T'(a + 1)T(2 — a)).
Sea a € D(L®) y consideremos F(¢) = L¢ a : 1 — A, A-analitica en Q.

. (5) L% a

Si aplicamos el teorema de derivacién bajo el signo integral a la funcién L*L2(L+tI)~3 a,

es facil ver que

F'(0) = C(0) /

0
Ahora bien, C(0) [;° L?(L +tI)™3 a dt = L° a = a y, por tanto, puesto que C(0) = 2

oo

(log t) L2(L +t1I)2 a dt + C'(0) / L3(L +1)~° a dt.
0

F'(0) = 2/000 (log t+ C'(O)) L*(L+tI)~3 a dt.

podemos expresar
2

Por analogia con la teoria en espacios de Hilbert, definiremos el operador

(6) log La=2 /

0

LEMA 2.7. El operador log L, anteriormente definido, es clausurable.

(e o]

(4
(log t+ CT(O)> L*(L+t)"®adt Vae D(LP.

DEMOSTRACION:

Puesto que el operador L2 es continuo tenemos que
. La _
L %log La=L"?(L%)j, = L~? <A — lim _“_‘.’.) =

. L2L*a-L2%a —ota
= dim, x = (L7 %a)o.

Pero, por la definicién de L*, es claro que, para todo a € 0, ||[L™2L* a4 < Clla||a
¥, por tanto, existe k tal que ||[L™2log L a|l4 < k|la]|a. De esta forma probamos que el
operador L~2]og L es acotado. En consecuencia, si 0 = A—lim,, a, y a = A—lim,, log L a,,
se verifica que (L™2%log L a,), converge a L™ 2a y a cero. Luego L™%a = ? y, a fortiori,
a=0.1 -

Puesto que D(L3®) C D(log L), se tiene que log L es densamente definido.

Con un razonamiento totalmente anélogo al empleado anteriormente definimos (log L)"
como la clausura del operador F™(0), siendo “F(¢) = Lf”. Con estas observaciones

llegamos al siguiente resultado:
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PROPOSICION 2.8. El espacio [A, D(L)]sn es eqiivalente al espacio suma
8

D(L®) + R(log Lip(re)] + -+ + R[(log L)jp(ye)]

dotado de la norma ||z||r; = inf{||z1||p(rey ; (log L)’z; = z}, donde por simplicidad

denotamos por R; al espacio R|(log L)fD( LG)]‘

DEMOSTRACION:

Procederemos por induccién respecto de n € N. Sea n =1y a € D(L®). Consideremos
la funcién F(¢) = e(6=9)’L~¢L? 4. Se cumple que F € (A, D(L)):
(1) F es obviamente A-analitica en 0 y continua en 0.
(2) |F(it)||a = ||~ L*L° a||a < Ce™t"+7It]||L? a]|4 en virtud de 2.4. De esta forma,
existe k tal que sup,eg ||F(:t)|a < kllallp(ze)-

(3) De nuevo en virtud de 2.4, existen k* y k** tales que
NF(1+3t)||a < k*|lallpzey ¥ IL(FA+4t)l|la < k**lallpee)

Por consiguiente, existe K tal que F € .'r"(A,D(I;)) y [|Fll7 < Klla||p(ze)

Veamos que D(L®) c D(log L): sea F(¢) — 6=’ [~¢[f g cona € D(L?®). Se cumple
que F(§) = e(6-0)?10-¢ 4 y asi, si hacemos el cambio de variable v = & — 6, aplicamos
la regla de la cadena y tenemos en cuenta la definicién del operador log L, es claro que

F'(6) = —log L a. En consecuencia, existe una constante ¢y tal que
(7) ||log L alla = ||F'(6)]la < collFll5 < eollal|p(ze)-

Sea ahora a € D(L?) y sea (a,), en D(L®) tal que a = D(L?) — lim,, a,. De (7), se
deduce que (log L a,), es de Cauchy en A y, por tanto, convergente en este espacio a un
elemento b. Pero puesto que a = A —lim, a,, y log L es un operador cerrado, b =log L a
¥, por tanto, a € D(log L) como queriamos ver. Ademds, ||log L a4 < collallp(Le)-

M34s atn, si llamamos Fy,(¢) = el€-0)’ €190 a; tenemos que F,, converge a F uni-
formemente sobre cada compacto de {2 y por consiguiente, puesto que F '(8) = lim,, F.(6),
F!(§) =—log La,ylog La=lim,log L an,_obtenemos que F'(0) = —log L a.

Luego, si @ € D(L%), log L a € [A4,D(L)]s; v en consecuencia, R, estd contenido en
[4,D(L)]s; v ||log L a||[A,D(L)]ﬁé < |[Fllfs < collalib@a). En definitiva, se cumple que
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b=log La€[A,D(L)]sy ”b”[A,D(L)]Jé < ¢p||b||r,- Queda pues probado que D(L%)+ R,
esté contenido continuamente en A, D(L)]s;.

Reciprocamente, sean a € [A,D(L)]&é yf E-f(A,D‘(L)) tales que f'(6) = a. Suponga-
mos inicialmente que f = Z'e‘sﬁz"“\fzbj, donde ya sabemos que b; puede ser tomado en
D(L®) para todo j. Sea F(z) = e(*=9”L=f(z). Se cumple que

F'(8) = L°f'(8 +Z (6;0%+A; 9 (L? b Vlo-
J

Ahora bien, por ser L% un operador continuo tenemos
L—e(Lz bj)fo = (Lz_o bj)iﬂ = (L bJ')iO = log L b;.

De este modo, log L b; € D(L%) y LPlog L b; = (L* b-)io. En definitiva, F'(6) =
L°(f'(6) + log L f(6)). La demostracién para el caso n = 1 se concluye de manera
totalmente aniloga a 1.8. |

Supongamos que el resultado es cierto para n—1y véamoslo paran. Sea b € [A, D(L)] 5
y sea f € F(A, D(L)) tal que f™(8) = b. Consideremos la funcién F(¢) = e(¢=0) L€ f(¢).

Como siempre, suponemos inicialmente que f = Y’ go,-b- € G con b; € D(L3) para todo

j. Entonces F™ () = Y0_, (") (¢-0)? e P)(L¢ f(f)) Por otra parte,
(8) (LE () = Zso, €L b; "’—ZZ( ) eR(LE L)) Vo<p<n.
i k=0

De nuevo, por ser L™% un operador continuo, se tiene que L™9(L¢ b; )|k0) = (L¢-° b,)fo) =
(log L)* b y asi, (log L)* b; € D(L?) y L°(log L)* b; = (L* bJ')]o) para todo j. Por

consiguiente, en virtud de (8),
(LE f( =L° E ( )(log L)’c f”'k)(a) YVO<p<n.

Deducimos que existen unas constantes ¢; (0 < j < n) con ¢, =1 tales que

0= St (5 () 07 100) < (S s 200 -
) k=0 \p2k
= an log L) (ijc o f")(0))

q=0
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De la cadena de igualdades anterior se obtiene que

™) = L~° F™(9) — f: (log L)* (E cotkfD (8 )

q=0
Por consiguiente, aplicando la hipétesis de induccién, es claro que b € D(L?) + Y }_, Rk
y se verifica que existe K > 0 tal que:

l6ll+ < IZ7° F™(8)llp(zey + Z | Z co+nf V(0 p(ze) < KlIf |7

k=1 g=0

Se deduce, asf, que [|f™ (0)[1+ < K|fllz.

Si combinamos esta tltima desigualdad con la densidad de G(A, D(L)) en 7(A, D(L)),
obtenemos la contencién continua de [A, D(L)] s en D(L®) + 3%,y Rx.

Para ver el reciproco sélo falta ver que R,, estd contenido en [A4, D(L)] 5" SeabER,y
sea by € D(L?) tal que b = (log L)™ by. Puesto que b; € D(L?), tiene sentido la funcién
F(¢) = el6=0’L=0L0 b,. Sea (b,)n en D(L®) tal que b; = D(L®) — lim,, b, y llamemos
F,(§) = el€=0)’1—010 b .. Se cumple que existen {¢k , 0 <k <n—1} tales que

FM(9) = Xn: <Z) (e(f-o)’)l';'k)(—1)’°(log LY b, =

k=0
n—1
=Y cx(log L)* by + (—1)"byn.
k=0
En consecuencia, b, = (— 1)"F")(0) (1) 3 e 3( )ex(log L)* b, y, por tanto, para

todo m € N, existen k y k* tales que

"bm”[A,D(L)]E:) S Famliza.pr)) + kllbmllozey < k*|lbmllpLe)

Concluimos que'(b,,;)m es de Cauchy en [A, D(L)] s ¥ POT tanto, convergente. Puesto
que b; = A — lim,, b, es claro que by = [A4, D(L)]sp) — limpn by y a8, by € [4, D(L)]5m
como queriamos probar. |
NOTA 2.9: En ([S], 5.6, 5.7) se obtienen los siguientes resultados:

(1) Si0< 4 < 1 el operador!?

-0 — senmd

/ AT(A+ LI)"t dA
T 0

1Resultados sobre este operador pueden ser vistos en [K].
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cumple que D(L?) est4 contenido continuamente en [A, D(L)] PR

(2) L~° aplica acotadamente [4, D(L)]s, en [A, D(L))s+0,-+ Para todo € > 0y L? aplica
[A,D(L)]s, acotadamente en [A, D(L)|s,—o—e para todo €. En particular, D(L?) estd
contenido con continuidad en [A4, D(L)]o—e.

Pues bien, es sabido que el operador L? es la potencia  de Ly, por consiguiente, D(L?) =
[A,D(L)]e que evidentemente estd contenido en [A, D(L)] s Ademds, puesto que si z €
[A,D(L)]s, = D(L?), L=CL~% L%z = [~(6+60) [foz se tiene que L%z € R[L~(0+%)] =
D(L%+%) = [A,D(L))o+s,- Esto es, L=% aplica [A,D(L))s, en [A,D(L))o+s, con con-
tinuidad. »

Anilogamente L? aplica (4, D(L)]s, en [A, D(L)]s,~o con continuidad.

§3 Interpolacién de familias de espacios de Sobolev.

LEMA 3.1. ([TRIE] 2.5.3). Seal<p<ooyec, €R tal quec,| (1+|z[?)~*#||; = 1.

Sea

(y)dy O<t<oo, f€LP(R"?)

PO =cn [ t

re (2 — 9P+ £2)°F
Sea P(0) = I. Entonces { P(t)}o<t<oco €S un semigrupo analitico en el espacio L?(R") y si
A es el operador infinitesimal asociado entonces, para cadam € N, A?™ f = (A™ f)(-1)™

y D(A?™) = w2m(R").

El espacio W} (R") esté definido como H}(R") si s € N y, para todo s € R, se cumple

que ,

Hy(R™) = {f € L?(R") ; F~}(1 +|«[)#7f € IP(R")}
dotado de la norma ||f||mrg(r=) = [|F~1(1 + |z|2)3 7 f||p- Es mas, se verifican las siguientes
propiedades:

(a) —A+ I es un operador positivo. _
(b) Para todo a € R y para toda f € S(R®), (—A+I)* f=F"1(1+|z|)*7 f.
(c) D(A*) = D((—-A +1)*) = HF(R").
En consecuencia, si a es una funcién medible sobre I' tal que 0 < a(q) < 1 para todo

~ €T, la familia {H, (")(R") , 7 € T'} es de interpolacién y, si aplicamos los resultados de
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la seccién anterior, tenemos identificado el espacio interpolado [Hyp (')(R")]T cuando T es
de soporte finito.
SiT = 4§, con zp € Dy w'(20) # 0, se satisface la siguiente cadena de equivalencias
[HyO®™)]% = [D((~A + D)*D)]sy, = [L°(R"), D(A)], =
(©) = I_I:(""")(R“) + Rllog (A + I)IH:(‘O)(Rn)]'
Se trata pues, en primer lugar, de encontrar una expresién del operador log (A + I).

Para ello veamos el siguiente lema:
LEMA 3.2. Paracada f € S(R"),log (A+1I) f=F"llog(l+|z|)F f
DEMOSTRACION:

Para cada o € R y para cada f € S(R") es conocido que (—A—FI)"‘ f=F11+|z|)7F f
([TRIE], 2.5.3. Rem. 2). Ademds, el operador log (A+I) est4 definido “formalmente”como
dx (A + 1)) |

Sea f € §(R™). Se cumple que, para todo a € C, (1+ |z|)*F f€ S'(R") y

2 (@4 [a)°F N)jo = (141 *log(1 + [ 7 1 € S'(R).

En consecuencia, el teorema de derivacién bajo el signo integral nos asegura que

d d
2o (CA+ D% o= = (FT 1 +[2))*F f) o = F log (1 +[z))7 f

y asi, concluimos el lema. i
NoOTA 3.3: En virtud de 2.8, tenemos que f € [H,‘,’(')(R")]‘sio si sélo si existen f1 y f2
en H:(z")(R") talesque f=fy +log (A+1) f2y |
11203 eyt = 1l o + el § 1= o (A+1) 1)

Puesto que $(R") es denso en Hp z°)(R”) existen (f1*)n, (f3)n en S(R™) tal que
fi= ,’i““’(Rn) —lim, f?* (f = 1,2) y de este modo, llamando f* = f* +log (A + 1) f3
tenemos, en virtud del lema previo, que f™ = f + F ~llog(1 + |z|) ¥ f#. Como

17 st oy o <€ 17 o0 my + 15 st ey

se verifica que (f™)n es de Cauchy en [H“(') (R")]Gio y asi, puesto que f = LP(R") —
lim, f*, se cumple que f € [HZ()(R")]%o.

Para llegar a una identificacién méis concreta del espacio [Hy' ol )(R”)] *o necesitamos el

siguiente resultado, el cual es consecuencia del teorema de Michlin ([TRI], 2.2.4, Rem. 4).
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LEMA 3.4. Para cadam € N, A € R™, la distribucién

_ 1+ |z))*
A=) = T g+ 2™

es un multiplicador de tipo (p, p).

PROPOSICION 3.5. Si llamamos A, (z) = (1 + |z[)*(*0) /(1 + log(1 + |z|)) se cumple que

los espacios [Hp (')(R")]6;0 y H;} * son équivalentes, donde
Hy™ ={f € IP(R*) ; F7'\,,7 [ € IP(R")}

dotado de la norma | f| = |F" 0 F flipe

»* (R")
DEMOSTRACION:

Sea f = fl+log (A+1I) f2€ [Hp -(')(R")]‘SLO. Las observaciones hechas previamente
afirman que existe una sucesién (f,), en $'(R™) tal que f = [Hg(’)(R”)]%o —lim, f, y
fa=fp+F llog(1+ |z|)F f3 donde {f?, j =1,2, n € N} C §(R") y para cada
7=1,2 f = Hy®*)(R") — lim, f7.

Puesto que f3 € S(R") para todo n € N, el teorema de la inversién ([HO}, cap. 1)

permite expresar f,, por
fa=(T-f3)+F (1 +log(1+[2]))7 f7 V€N,

de modo que

(1 + |z])o(=0)
1+ log(1 + |z|)

F A (@)F fo=F1 FUP-)+77 (1 +|z))2=)7 f3

Aplicando el lema previo para A = 0,t =0, m = 1 obtenemos
”?_1 Az (2)F fallp <
<N FH (1 + [2)*EVF (FF = f)lp + I1F 7 (1 + [2)*CF 2], <
< ”fi‘ - f;”H:('O)(Rn) + ”f;”]{:('O)(Rn) < IlfrIIH:("o)(Rn) + “fg”H:('O)(Rn)
Consecuentemente, la sucesién (f,), es de Cauchy en H,',\ *(R") y, a fortiori, conver-
gente.
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Puesto que f = LP(R") — lim,, f,,, deducimos que f = H;‘ *(R™) — limy, f,. Asi, f estd

en H: *(R") y, de la desigualdad de anterior, es claro que
”f”H:‘O (Rn) < ”f”[H:()(Rn)]Jﬂl!o °
Reciprocamente, sea f € H,’,\ " (R"), esto es, f € L?(R™) y
~H (14 |2])*0) /(1 + log(1 + |2]) F f € LP(R™)

El teorema de la inversién permite afirmar

1 ~1 _log(1+ |z|)
1+ log(1+ le); f+7% 1+ log(1 + |z])

f=7"1 7 f.

Sea g = F~! (1 +1log(1 + |z|))~1F f, entonces
F L+ |z)e)F g=7"1 (14 |zl)°‘(”°)/(1 +log(1+ |zl|)) ¥ f € LP(R™)

3, por tanto, g € HEC R ¥ gl et ey = 1300 (ny

Sea h = =1 log(1+|z|)/(1+log(1+|z|)) F f. Se cumple que h = 7~ log(1+|z[) ¥ g.

Consideremos ahora una sucesién (g,), en S(R™) tal que g = Hy (30)(R") ~ lim,, gn
y llamemos h,, = F~! log(1l + |z|) ¥ g.. En virtud de 3.2, h, = log (A + I) g, y asf,
hn € R[IOg (A + I)IH:(BO)(R,.)] y ”hn - hm”R < ”gn - gm”H:("o)(R'.)-

Deducimos, de ello, que (k,), es una sucesién de Cauchy en R y, por tanto, convergente
hacia una funcién h* € R. Ahora bien, puesto que h = S§'(R™) — lim, h,,, es claro que
h* = h. De modo que h € I(Z)y ||h[[§ < HgIIH:(,o) Re) = = |Ifll % (Rm)”

COHClulmOS que f € [ (Rn)] o y ”f”[H:()(R"')] By — 2”-’-“H:”0(Rn)' l

LEMA 3.6. Paracada f € S(R") y cada j € N,
(log (A+1))7 f=F" (log(1 + |2]))¥ f.

DEMOSTRACION:

Enteramente andloga a 3.2. i

PROPOSICION 3.7. El espacio [H,‘,'(')(R")]ﬁro) es equivalente al espacio H;,\'° (R"), donde
AZ, = (14 [a])*E) (1 + log(1 + [2[))
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DEMOSTRACION:

Si denotamos R; = (log (A + I))* tenemos que

|y (R")

[H2O®™))% = (L?(R"), B} (R™))m = Hy =)(R™) + }n: Ry.
k=1
Dada f = Y7 ,(log (A + 1)) f [Hp (R”)]‘S”o deduc1mos, con un razonamiento
enteramente analogo al empleado en 3.3, que existen ( fi ¥} (0 < 7 < n) n+ 1 sucesiones
en $(R") tales que, para cada j, f; = Hp (20) (R™) — limyg f;" y tal que, si llamamos
5 =" o(log (A+ 1)) f1*, se cumple que f = [Hg)(R™)]%0 — limy, f*.
Consecuentemente, en virtud del lema previo, obtenemos la existencia de n+ 1 sucesiones

(F})x en S(R™) tales que
fr = Z F~1 (log(1 + |2]))*F f;k = Z F-1(1+log(1+ |z)))*F fJ’-‘.
7=0 7=0
De este modo, obtenemos que, para todo k € N,

(1 + Jaf)=(=)
(1 + log(1 + [=[))"

<D OUFE (4 ) (1 + og(1+ 2D 5

1772 X2, () F 5]l = 177 F s <

Puesto que j —n < 0, (1+log(1+ |z|))?~™ es un multiplicador de tipo (p,p) y, por tanto,
1771 n @)F £4l, < Z 177 (1 + o) =) 7 £, = Z 1751 5000 oy
=0
Consecuentemente,

[F A Mo (e <<Z||f lzraceo) (rm) <<E|| Fll o0 (rm)

7=0 =0

y asi, la sucesién (f %)k es de Cauchy en H (R“) y, por tanto, convergente. Puesto que

f = L? — lim,, f*, deducimos que f € Hp % (R™) y que

171 = |71 ALF Sl < ISl

2o (r7) (5 (R o
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Reciprocamente, sea f € H " (R"), estoes, f € L?(R") y F~1 A2 7 f € L°(R"). Es

claro, que la condicién anterior es equivalente a decir que
F-i (1+ |z|)"("‘°)(1 + (log(1 + |.'z:|))")_1.’r' fe€LP(R?)

y que si llamamos u? = (1 + |z[)*(*)(1 + (log(1 + |z]))*)~* entonces H;,\"’ (R™) =
Hp™ (R™).
Si expresamos f por

1 1 __(log(1 + |2[))"

—_ -1 -
f =3 Tz ay 't Ta (s zD))"

Ff

y llamamos g y h al primer y segundo sumando respectivamente, obtenemos el resultado

buscado con un razonamiento enteramente andlogo al empleado en el caso n = 1. |

PROPOSICION 3.8. Si T = Yo 123 o ak, 67), el espacio [Hg(')(R")]T es equivalente

k?

al espacio H)T donde

m » -1
(E 1+ log(1 + |z]))™ k) (1 + Izl)"("‘”‘)> .
k=1

DEMOSTRACION:

Se cumple que
A m(k)

[Ha( )(Rn ]T - Z[Ha() Rn)}é’ m(k)) = i

k=1

Esto es, f € [II;(')(R")]T siysélosi f =73, fx con fi € L” tal que
FU(+|z)*=) /(1 +log(1 + [z]))™®) F fi € L

Consecuentemente, si fx es el multiplicador de tipo (p,p)

(1+ log(1 + lxl))'"(k)

) o+ gL+ D)) (L + o)) (14 fa)eton

obtenemos que

FUAF f= Z?“ BAREF fi

k=1
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Yy, por tanto,

1772 Ac 7 Tllp < D_NFTENZDF fillp = 3 fill amon
k=1 ?

k=1 v
El reciproco es totalmente andlogo. i

Los resultados anteriores concuerdan, para el caso de un par compatible, con los obte-

nidos en ([L II}, 5.3) y en ([S], §4).

NOTA 3.9: Sea u € §'(R"™) una funcién positiva tal que 1/ sea un multiplicador de tipo
(p,p). Entonces el espacio HY = {f € LP(R") ; F~1 u(z)F f € LP(R™)} dotado de la
norma || f||gy = | F~' uF f||p es de Banach y estd contenido continuamente en LP(R").
Bajo determinadas condiciones tales como:
(1) #7! (1 + #)F es un operador positivo.
(2) 1+ u)ﬁ/(l + log (1 + 1))™ es un multiplicador de tipo (p,p) para B € R~ y m € N.

podemos, obviamente, generalizar los resultados anteriores a la interpolacién de familias
{H#=() | 4 € T}, sin més que sustituir |z| por u(z).

NOTA 3.10: La condicién a(-) < 1 es innecesaria. De hecho, si a es una funcién medible
positiva tal que a € L®(T), existe m € N tal qué si B(v) = ﬁ("%l para todloy €T, la

funcién B estd en las condiciones anteriores y se cumple
D(L*M) = D(L™PM)) = [A,D(L™)|p(ry Vv €T.

De modo que, si hacemos los cambios necesarios, podemos generalizar los resultados

anteriores a este caso.

§4 Espacios LP con pesos
Sea w una funcién medible positiva y sea 1 < p < +0o. Consideremos el operador
L : D(L) — L? definido por L(f) = wf. Se cumplen:
(1) D(L) ={f € L? ; fw € L?} = L?(1 + w?).
(2) L* f = w*f y asi, D(L*) = L?(1 + w°?).
(3) log L(f) = (log w).
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PROPOSICION 4.1. Sea T = Y% ) 06!, entonces

n a(z;) P
p pa(-) T — E P l1+w
EP( 4w = J.=0L <<(1 + log w)"‘(J')) ) .

DEMOSTRACION:

Se cumple que

221+ wOR)T = [D(L=)]T = 3 Ri(log D)

Pero D(L*(3)) = LP(1 + w*(2)?) y si f= (log L)™)g = (log w)™()g con g en

L?(1 + w®(25)), es claro que f € L? (((T-l%“)p) )
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Apéndice 1

Identificacién de espacios interpolados
para un funcional analftico que no es de soporte finito.

Sea L : D(L) — A un operador positif*o en un espacio de Banach A tal que, para todo
t € R, L* es un operador acotado y exis}";e M tal que ||[L*||p(a) < M.

Sea S un funcional analitico en 2 = {£ € C ; 0 < Re(¢) < 1} y & € Q. Consideremos
C la transformacién conforme de D en 0 tal que C(0) = &,. Sea, finalmente, T el funcional
analitico en D definido por T'(p) = S(p o C~!) para toda p € H(D).

Se cumple que si F € H(Q),

o C)?) o C)"
S(F) =T(FoC) = (Z (Fo0)7(0) C) (©) ) Z(F C) O 1m).

n=0 n=0

De modo que si llamamos o7 al coeficiente de F39) (&) en el desarrollo de (F o C)™(0)

(coeficiente que sélo depende de C), se cumple que

s@) =3 T 3 i e

n=0 =0

en convergencia absoluta. Consecuentemente,

st =) > Trdarre) = ) (Z %;f,:—;)-? ;"*’) (&) =

e e
= -1 m+j @ 7) o
§=: 2 s(ererm) g +J)')F (¢0)
y si llamamos
m+J
1 m+J
A(8,C34) = ;_ZOS (1)) )(mﬂ),,

tenemos que S(F) = 3_72, A(S, C;5)F9(&).
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LEMA 1.1. Si¢n(é) =(£- ﬁo)"‘/m!, se cumple que

S(L~¢+éo ¢m) = ZA(S,C;m+P)(_ log L)p(m:p)'
p=0

DEMOSTRACION:

Por las observaciones iniciales, tenemos que

S(L=¢t¢ ¢,,) = ffA(s,c;j)(L‘€+€° $m)?) (é0) =
= ffA(s, C34) (Z (j,) (L“*“)fgm;:"’(so)) =

p=0

I

a(s,059)(, | ) loe 1)

Il

pp
e o]

}:A(s Cim+p ( :p)(—log L)®,
tal y como se queria probar. Jj

Sea
E = {(4m)m C D(L®) ; 3p € A(D; D(L*)) , 9™ (éo) = Am , Ym € N}

dotado de la norma ||(Am)mllE = ||©]lco-

Consideremos el operador 7 : E — A definido por

o5 (Am)m) = 3 S(EEE o) .

m=0

' PROPOSICION 1.2. Si dotamos al espacio R|p3] de la norma

loE(Am)m)lir = llz]r = inf{[|(Am)mlle ; PL((Am)m) = =},

se cumple que R[p3] es equivalente a [A, D(L)]s.
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DEMOSTRACION:
Sean (Am)m € E y p € A(Q; D(L%°)) tales que ™ (&) = A, para todo m € N. Se
cumple, en virtud de las observaciones iniciales y la definicién del operador log L, que

S(LE+0p(e) = Y A(S,C3) (L0 (©))),

J"_‘

=0 p=0

=§:iA(S,C:P+§)<p+ )( log L)”p? (&)
p=0q¢=0 p

=3 (Z A(S,C;p+9) <p q) (—log L)") v (&)

y, en virtud del lema anterior, dicha expresién coincide con

i S(L™%%% )4y = 07 ((Ag)q)-

q=0

Puesto que L~¢*¢op(¢) € F(A,D(L)) y
|L~¢*¢0p(€)|l5 = max (sup |L™¥* €0 (5t)|| 4, sup || L1~ E0 (1 + it)”D(L)) <
teR teR
< max (sup |0 (0)La,sup |61 + D)) < ol

se cumple que p7((Aq)q) € [4,D(L)]s ¥ [9Z(Ag)ells < llollo = [I(Aq)qllE. Por tanto,
hemos probado que R[p?] est4 contenido continuamente en [A, D(L)]s.

Reciprocamente, sea z € [A,iD(L)]g y sea F € ¥(A,D(L)) tal que S(F) = z. Sabemos
que S(F) = 3272 A(S,C;5) F) (&) y puesto que F(&) = L=¢+e0 L=¢0 LEF(¢), se verifica

que
2= 5(F) = 3 A(5,C3d) (B4 LS (LR, =
iA(S C;3) Z (‘;)(—-log Ly (L8 (LEF(8)) 1" =
= io (2_)4 5,Cip+m) () (- 1og L)*’) (L= LR ().
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Puesto que L~&LEF(€) € A(D; D(LY)), (Am)m = ((LRLEF(E)?)) estéen By,

en virtud del lema previo y las igualdades anteriores, es claro que z € R[p7]. Ademis,
Izllz < [(Am)mlle = L7 LEF(€)lle = Sup IL=¢LEF(€)llp(reo)

En virtud del teorema de las tres rectas, es ficil ver que ||z||r < ||F|7,p)) ¥, 2
fortiori, ||z||r < ||x||[A,D(L)]s. i
EJEMPLO 1: Sean p = 2y L : D(L) — L?%R"™) un operador cerrado definido por
L(f) = F~' (1 + |z|?) 7 f para toda f € S(R™).

Se cumple que D(L) = HZ(R™) (|[TRIE], 2.5.3) y puesto que |L|| () < 1 para todo

t € R, se cumple, usando 1.2, que
[L*(R"), H}(R")]s = Rlpi)-
Sea P € A(Q) y consideremos pu?(z) = S(P(1 + |z|?)~¢).

LEMA 1.3. Si|u?(z)|"! € §'(R™), se cumple que Hé"g(m))—l es un espacio de Banach

contenido continuamente en L?(R™), y tal que S(R™) es denso en él.

DEMOSTRACION:

A la vista de la forma de p?, es claro que |u?(z)| < ||P||c para todo z € R™y, por tanto,
p? € L= (R™). Consecuentemente, Hj *@™" est4 contenido en L?(R™) con continuidad.
Completitud: sea (f,), una sucesién de Cauchy en Hj @)™ Por definicién de la
norma en este espacio tenemos que (¥ ! uP(z) "7 f,), es de Cauchy en L? y, por tanto,
convergente en L? hacia una funcién ®.
Puesto que uP(z) € L™ y ¥ es una isometria en L? con inversa ¥~ ! se cumple que
H=7"1p2(2)7 ®c H*® " y ademss H = H*® ™" _lim, f,
Densidad de $(R™): Sea f € H;g(z)-l. Se verifica que ¥ ! uP(z)¥ f € L? y, en conse- -
cuencia, existe (pn)n € S(R™) tal que ¢,, converge a F~1 uP(z)~17 f en L2, de modo
que &, = F~1 uP(z)¥ p, converge a f en H;g(m)_l.
Si vemos que ®,, estd en S(R") para todo n € N, habremos acabado la demostracién.

Ahora bien,
2y — 1 2y —
p(z) = S(P(1+z”)"%) = %/I:hs(f)f’(f)(l + |z[?)7¢ de,
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de forma que el teorema de diferenciacién bajo el signo integral asegura que u? € C* y

que D*(u?(z)) tiene una expresién de la forma

zl_;: - hs(E)P(E)(—€) (=€ —1)--- (=€ +1—|af)(1 +|z[?) "¢l dg z§r ... pan,

Puesto que Fp,, € S(R"), concluimos que p?(z)¥ p, € S(R") y, a fortiori, ®,, estd en
S(R™). B
-1
PROPOSICION 1.4. En las hipétesis del lema 1.3 Hg *(®™" est4 contenido continuamente

en [L2(R"), H2(R™)]s cualquiera que sea P € A((1).

DEMOSTRACION:
Sea f € H;s(z)_l y sea (pn)n C S(R") tal que f = ’H;g(z)-l — lim,, pg,.

Consideremos ¥,, = P(¢)F~1 uf(z)_lmff ©n. Se cumple que

S(L-E ) = 5 (7 L+ o) T PO WD) e ‘”") B
=S (F71 (1 +z) " P(Oui(2) T F pn) =
= 7718 (14 [2*)74P(9) 13(x) 77 o = .

En consecuencia, puesto que L= ¢+& W, € F(L?, H?) y

IL™ 4 Callr (22,13) < lloall yupcar-ss

se verifica que ||on||L3(rn), H2(R))s < ”(p"”}{“g(’)_l' De modo que (p,)n es de Cauchy
3

en [L2(R"™), HZ(R")]s y, por tanto, convergente en este espacio. Pero, en virtud de que

ambos espacios estidn contenido en L2, se deduce que f = [L2(R™), HZ(R")]s — lim, ¢, ¥

asi, no sélo tenemos que f € [L%(R"™), H2(R")]s sino que ademés se cumple que

”fllle(Ru)aHg(R")]S < “f“H‘;g(’)_l’

como queriamos demostrar. |

PROPOSICION 1.5. Siexiste P € A() y (ag)q C R tal que
() IS((€ = $)(1+ |21*)~¢)| < ag|S(P(1+ |2[*)~¢)| para todog €N y
(b) k=3"720a427 < 400,
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z)—l.

entonces [L2(R™), H2(R")]s = HA*!
DEMOSTRACION:

Sean & = 2 y f € [L*(R"), HZ(R")]s. Se verifica que f € R[p3] y, por tanto, existe
o € A(; H2%°) = A(Q; HY) tal que

F=Y 8 (L8 — g)1) & q(f°).

q=0

Ahora bien, sabemos que ¢ puede ser tomada de la forma L™ L¢F(¢), con F en
F(L?, H3), tal que S(F) = f. Por otra parte, dada F € F(L? Hj), existe (Gn), en
G(L? H2) tal que F = ¥ — lim, G, y, para cada n € N, la funcién G,, toma valores en
HZ(R"™). Es més, G, = Z;Y:"I ©7b% con pT € A(Q) y b} € Hj.

En virtud de la densidad de S en HZ, dado € > 0, existe, paracadan € Ny 1 < j < N,,,
a7 € § tal que [} — b}l gz < e/ N||©?|lco- Si lamamos G}, = Y.'p%a” se cumple que
|IG: — G|l < €. En definitiva hemos probado que F se puede aproximar en 7(L?, HZ)
por una sucesién de funciones con valores en S.

Supongamos pues que G,, toma valores en S. A fortiori p,(¢) = L™¢L¢G,(¢) =
F~1 (1 + |z|?)~¢+€° G, (&) toma valores en §.

Sea, para cada n € N,

[o%) )
fu= Y S(L-EHeo (g — o)) 2]
q=0 g
oo q)
— ES (3‘-—1 1+ |xl2)—€+€o}' = Eo)q) P ('EO) -
q=0 q: i
= )
=Y 7 (S (L + 1P Er (e - o)) 7 LEE),
q=0 :
Consecuentemente,
oo q) |
F-1 u;:(z)—lf fu= Z .7—1;1,’;(:1:)—13 ((1 + |x|2)—£+fo = fo)q) F @nq('fo) ) ‘
. q=0 : .
En virtud de la hipétesis (a), se cumple que
q)
IF71 65(2) 7S (1 +[2[?) 746 — &)7) (1 +|2]*) 7 prq(!@uz <
q) a) (¢ i
< a7 (4 laP)er L), - o 2R, < nataro,
Sa v ®
< aq29”<pn”°°, 55& A
AN
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donde la tltima mayoracién es debida a la fé6rmula integral de Cauchy.

Si aplicamos la hipétesis (b), obtenemos que ||[F=! p2(z)~1F fullz < kll@nlleo ¥ asf,
“f””H;‘g(”_l < ||Gyl]|7. Deducimos que (f,), es de Cauchy en Hgg(x)_l ¥y, por tanto,
convergente en este espacio. Ademds, es claro que la funcién limite es f y, por tanto, obte-
nemos que f € H;g(m)_l y ||f||H,,g(,,—1 < ||F|l# v, asi, queda concluida la demostracién| I
NOTA 1.6: 2

(1) Si S =6 con 0 < 8 < 1, entonces existe C < :,21- tal que
1 _ 1 - _
5 (€= 3+ 1s)7¢) | = 10 = 0+ 1)) < €901+ 12)
y asi, puesto que estamos en las hipdtesis de 1.5 para P = 1, se verifica que

[Z2(R"), HE(R™)s = HYF )™

)

donde, en este caso, pu?(z)~! = (1 + |z|?). En definitiva, obtenemos que
[7(R"), HE(R™))s = Hy* ) = HE(R™),

como ya sabfamos que tenfa que ocurrir. ([TRI], 2.4.2., Rem. 2).
(2) Anélogamente, es facil ver que si § = §, estamos en las hipétesis de la proposicién
anterior para P = e¢~¢0 y g, = ¢C?! con C una constante menor que % Ademais, pues{to

que
P (z)"! = e3- (1+[=?)°
* 1+ log (1 + |z|2)’

obtenemos el mismo resultado que en (5;3.4).

PROPOSICION 1.7. Existe S € H'(RY) de soporte no finito cumpliendo las hipétesis de lla

proposicién 1.5. , !
|

DEMOSTRACION:

Sea S el funcional analitico en ) determinado por la funcién
| 1,._
ha(€) = (6= 5) " exp(~(6 ~ 5) ™)

Sea £ = % Se cumple que, cualquiera que sea ¢ € N,

S (6= €)1+ 12)7) = 5= [ (6= €)1+ o)t T g

27t
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y, en virtud del teorema de los residuos, es ficil ver que dicha expresién coincide con

5> I tog (14 fay (1 4+ fapy e 2

T
n=0 n (q+ n)'

Tomando P = 1, un célculo sencillo de comparacién de series demuestra la existencia

de una constante C < 1 tal que

s (6= 3@+ laP) ) | < cols(@+ ) vaen,

y, de esta forma, queda concluida trivialmente la proposicién. i

COROLARIO 1.8. Si S es el funcional analitico de 1.7, [L2(R"), H2(R")|s es equivalente

al espacio HY donde

u(z) = (S((L+1=2)~9) 7 .

EJEMPLO 2:

PROPOSICION 1.9. En la hipétesis de 1.5, siw es una funcién medible positiva y acotada

inferiormente por una constante m >0y P € A(Q) es tal que S(Pw~¢) # 0, entonces
[LP,LP(1 4 wP)|s = LP(|S(Pw™¢)|™?).

DEMOSTRACION:
Sea L : D(L) — L? definido por L(f) = wf. Es claro que D(L) = L?(1 + wP) y asf,
en virtud de 1.2, [L?, LP(1 + wP)]s = R|p;].
Sea f € LP(|S(PW~£)|=?). Se cumple que f(S(Pw=€)) 'w=¢ € LP(wéP) y, en
consecuencia, (Am)m = (P™ (&) f(S(Pw=¢t¢))~1) €Ey

. . .
5 (Amdm) = 3 8 (w0 — g0)) TL80) £ (5(puy-eren)) =

= S(w_E+E°P)f (S(Pw—5+éo))‘1 = f.

Por consiguiente, f € [L?, LP(1 + w?)]s ¥y

Ifllizo,Lr14wo)s < [1(Am)mlle = [PF(S(Pw™t+e)) " o < ”P”oo”f“LP(lS(Pw*f)l"P)i-
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Reciprocamente, sea f € R[pf] y sea p € A(Q; LP(w¥°P)) tal que

f= iS(L_HE“(E—fo)q) q&)) Zs(w‘f“o £ — &)9) q)(fo)_

!
=0 g=0 q:

Se cumple que

( IR dzf <

q=0

¥, en virtud de la hipdtesis dada, obtenemos que el iltimo miembro estd mayorado por

b q) P> q)
>, (|58 purtots) az) " = 3 o Z L, .
q=0 ¢=0

Si tomamos £, = % obtenemos | fllze()s(Pw-€)-r) < |l®llco ¥, POr tanto,

| fllzeqspw-€)-#) < [ fllize.Lo(14wr))s>

rd
como querfamos demostrar. |
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Apéndice II

Una aplicacién al caso de familias
de espacios de interpolacién de dimensién finita.

En [RG]| se estudia la familia de interpolacién {B(8) = C™ ,0 € I'} donde B(f) estd

dotado de la norma |- |g. Se impone, como es habitual, la condicién de que existan
funciones ki, ky; medibles sobre T' cuyos logaritmos sean integrables y tales que

ky(8)|lv]| < [vlo < k2(0)[lv]]  pct. BET,

5

donde || - || es la norma Euclidea.

Dada la funcién ,
Wile) =exp (5 [ log ku(0) ai.))
se define el espacio HY® de las funciones de H® = {H € H(D) ; W F € H*(D)} ta
que [||F|||co = sup esper|F(6)|o < +00 y se introduce el espacio

(1) Bg’) ={(u,v) €eC*xC"; IF€HY , F(zo) =u, (1— |20]?) F'(20) = v},

dotado de la norma |(u,v)[{2) = inf{|||F|||e ; F cumple (1) }.

Si aplicamos las definiciones de las respectivas normas, obtenemos:

PROPOSICION 1.1. Para todov € C*, [lv]l sz, = inf{|(u,v)|{} , u € C"}(1 - |zo[?).

En el citado articulo se prueba el siguiente resultado:

LEMA 1.2. Si para todo 8 € T, B(f) = C con la norma Euclidea, entonces |(u,v)|£ﬁ)

([l + VIv? +4fuf?).

COROLARIO 1.3. Si (B(8),|-|o) = (C™ |- |I) para todo 6 € T, [lv]| _s;, = [[o]|(1 — |zo[?)-

COROLARIO 1.4. Se cumple que inf{||f|lc , f € H6°(D) , f'(z0) =1} =1— 2|

PROPOSICION 1.5. Sea B(6) = C dotado de la norma |1|o = W (§), siendo W una funcié

medible sobre I' cuyo logaritmo es integrable. Sea

W (2) = exp (% /0 " 1og W(0) de(O)) .
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Entonces,

|(u,v)|D) = %0—)1 (|z\u + |+ V] Au + 0] + 4[u|2) ,
donde A = (1 - IZolz)W'(Zo)/W(Zo).

COROLARIO 1.6. En las condiciones de la proposicién anterior se cumple

2
W A| > 2
(2) lioll goz, =l |l (z0)|(1 | olz){ ms
DEMOSTRACION: '

En virtud de la homogeneidad de la norma, basta probar (2) para v = (1,0). En virtud 1

de la proposicién anterior y 1.1, se ha de probar que

2 1A >2
. I'\l =
inf {|Au + v| + v/|Au + v|2 + 4[u|?} = 8
uec =pr <2

y, por tanto, la demostracién queda reducida a un simple problema de extremos. i

COROLARIO 1.7. Sea 29 € D. Se cumple que
inf _ {sup esper|f(0)|W(6) ; f'(20) =1} =

feH={D)
1
e Loz
= exp (%/ log W (6) szo(ﬂ)) (1- |zo|2){ ]_[4 \ !
0 Thr <2 ;

donde X = 2(1 — |z|?) (2—1" 02" log W(0)F%W dﬂ).

COROLARIO 1.8. Para todo p > 1, se cumple que

nt { (2 [ P W@ do)% : (o) =1} <

2 » 1 Y 2 9
< exp (%/ log W () szo(0)> (1- |20|2){ ]T[4 [A]
0 - = Al <2

T

Tratamos, ahora, de encontrar una acotacién inferior al miembro de la izquierda de |

[¢]

desigualdad anterior. Si W es la funcién anteriormente definida, se cumple la siguient
cadena de igualdades:
inf{||FW||, ; F'(0) = 1} = inf inf{||FW]|, ; F'(0) =1, F(0) = u} =
= inf inf(|[H], ; H(0) = uW(0) , H'(0) = W(0) + uW'(0)} =
w
+ 70O
ZOM

= W(O)| jnf, inf{IK],, ; K(0) =, K'(0) =
~ W (0)] inf, inf {1 Kll, ; K(0) =1+ul}.
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Si p = 1, es sabido que |K|[; > |K(0)] = |u| ¥ ||K|l1 = |K'(0)] = |1 + u)|. De esta

forma,
inf{|[FW|}1 ; F'(0) = 1} 2 W(0) inf max{[u| , |1+ uwA[}.
~ Si resolvemos el problema de extremos obtenido, llegamos al siguiente resultado:

COROLARIO 1.9. Para todop > 1,

|W (0)| min (%\IJ) < inf { <51; /:1r |£(8)" W= (6) do)% f'(0)}.

|

2

NOTA 1.10: Finalmente, observemos que si A = I [~ log w(f) e=* df = 0, de la

combinacién de 1.8 y 1.9, obtenemos que

wt{ (= [ VOFwe@ @) 5 10 =1}= WO
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