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el 12%, es decir, el pago proporcional. En cambio, los pagos a los jugadores 2 y 3 se
incrementan desde el 11.6% hasta el 12%.

El Nucleolus de un juego financiero simétrico en valores medios
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En nuestro ejemplo, para iz = 11% el caso que le corresponde es el (c). Aplicando

la férmula correspondiente obtenemos que
n(v) = (130, 235, 235),
o en tanto por ciento,

n(v) = (13%, 11.75%, 11.75%).

Tal y como comentabamos, el jugador 1, con menos inversién que los jugadores 2

y 3, obtiene un pago medio superior.

Al igual que para el valor de Shapley, otra deficiencia es que el nucleolus es una
distribucién manipulable respecto a los recursos. Continuando con el ejemplo anterior,
si el jugador 2 se desdobla en dos de manera que surgen dos nuevos jugadores que

invierten un millon cada uno, resulta que el nucleolus del juego pasa a ser:
n(v) = (123.33, 123.33, 123.33, 230).

El jugador 2 ha incrementado su pago mediante esta manipulacién del juego.

Para el caso general de n jugadores, la casuistica se multiplica de manera extraor-
dinaria; para comprobar la dificultad merece la pena estudiar el trabajo de D. Bitter
[7] que estudia el Kernel de un juego de cuatro jugadores. Por tanto, no parece in-
dicado realizar un estudio en la misma direccion para el caso de mds jugadores. De
esta manera, dado que la clase de los juegos financieros parece demasiado amplia (ver
capitulo 1), restringiremos nuestro estudio a una parte de ellos, que incluird a los

juegos de bancarrota.

4.2.2 Un caso particular

Los juegos de bancarrota, ademas de ser una interesante aplicacién de la Teoria
de Juegos Cooperativos, propician una original interpretaciéon de soluciones como el
Kernel, el Prekernel y el nucleolus basada en la negociacién bilateral de los jugadores
(Aumann [5]). Nuestro propésito es extender la misma filosofia a un conjunto de
juegos financieros mas amplio que los propios juegos de bancarrota; en concreto,

consideraremos juegos financieros que verifican la siguiente condicién:

o(N) = v($) = 3 B (4.15)

i€N\S
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para toda S C N conv(S) > 0y1 < |S| < n—2,y donde b} = v(N) — v(N \1).

Este tipo de juegos ya fueron analizados en los capitulos primero y segundo.
Recordemos que entre los juegos que se incluian en esta subclase se encontraban
los de Bancarrota, los juegos 1-convexos financieros y los juegos de minimo nivel
generadores de todo juego financiero.

Al igual que para el caso de tres jugadores, se puede demostrar que el Kernel
(Prekernel) se reduce a un tnico punto y que por tanto coincide con el nucleolus.
Para ello enunciaremos previamente un Teorema debido a Maschler, Peleg y Shapley

([32]) que utilizaremos posteriormente.

Teorema 4.9 Sean v, w dos juegos cooperativos de n jugadores tales que C(v) =

C(w), entonces

K(v) N C(v) = K(w) N C(w)
A partir de este resultado probaremos el siguiente Teorema:

Teorema 4.10 Sea (N,v) un juego financiero que verifica la condicidn (4.15), en-

tonces

K(v) = {n(v)}.

DEM.

En efecto por la proposicion 2.13, C(v) = C(v) donde 5(S) = max{0, v(N) —
Yien\s 0¥} Dada esta igualdad es posible aplicar el Teorema 4.9, lo que implica que
K(v) N C(v) = K(v) N C(v). El juego ¥ es un juego convexo dado que es un juego de
bancarrota donde d; = 6Y y E = v(N) y por tanto el tinico punto del Kernel coincide

con su nucleolus, i.e.

K@) n @) = {n(@)}.

Por otra parte, el juego v es un juego financiero y por tanto su conjunto de
negociacién (segiin Aumann-Maschler) coincide con el Nicleo (Teorema 3.10). Dado

que el Kernel es un subconjunto del conjunto de negociacién tenemos que
K(v) N C(v) = K(v).

De aqui concluimos que

K(v) = {n(®)} = {n(v)}.
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]

Por tanto el nucleolus de esta subclase de juegos financieros equivale al calculo del
nucleolus del juego de bancarrota asociado (juego ). Esto implica que gran parte de
las caracteristicas del nucleolus en un juego de bancarrota se van a verificar para la
clase particular de juegos que estamos analizando: entre las mas importantes estaré
su célculo y la consistencia del nucleolus.

Respecto a la primera cuestion, nos remitiremos al estudio realizado por Aumann
y Maschler ([5]) sobre los juegos de Bancarrota; en este articulo se facilita una regla
de célculo para el nucleolus: “The contested garment consistent division rule”( en
adelante CGCDR). Para el caso que nos ocupa esta regla va a ser nuevamente aplicable
al juego v. En este juego de bancarrota, las demandas de los creditores son las
contribuciones marginales, d; = b?; y el patrimonio (“Estate”) serd el valor total de
la coalicién, v(IN). A continuacién describimos la regla CGCDR.

Sea (N,D) el juego de bancarrota asociado al juego financiero que verifica (4.15)
y bY,..., 0" las contribuciones marginales de cada jugador ordenadas de manera que
b < by < ... < b). Obsérvese que para un juego financiero la suma de las con-
tribuciones marginales siempre es mayor que el valor de la coalicién total v(N) (i.e.
Yien b = b'(N) = v(N)).

El proceso de reparto se realiza de la siguiente manera: (los pasos que a con-
tinuacién describiremos se siguen hasta el punto en que se ha asignado el total a

repartir):

1 Se realiza un reparto igualitario hasta que todos los jugadores han alcanzado
el valor £67. Por tanto, si v(IN) es suficientemente bajo el pago serd igual para
todos.

Si todavia queda algo por repartir, el jugador 1 no recibira ninguna unidad
adicional y el reparto igualitario continuara para los jugadores del 2 al n hasta

que hayan alcanzado el valor 2b3.

Si todavia queda algo por repartir, el jugador 2 ya no recibird ningin pago més
y el reparto igualitario continuard para los jugadores del 3 al n. Este proceso
de reparto igualitario se desarrolla (si se puede) de la misma manera hasta
que todos los jugadores han recibido la mitad de su valor marginal %bf; en ese

momento, el dltimo jugador habra recibido %b};.

2 Si la asignacién atin no ha sido completada, es decir cuando 36*(N) < v(N),
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el reparto continuard asignando al jugador n todas las unidades que excedan
de %b“(N ) hasta el punto en que haya recibido su valor marginal menos 16%_,.
En este momento el jugador n — 1 vuelve a entrar en escena realizandose un
reparto igualitario entre él y el jugador n hasta que los dos han recibido su valor
marginal menos 1b7_,; entonces vuelve a entrar el jugador n — 2 y el reparto
igualitario se lleva a cabo entre el jugador n, n — 1y n — 2 hasta que reciben
un pago igual a su valor marginal menos 1b7_,. Esta etapa de reentrada de los
jugadores en el pago contintia hasta que el jugador 1 entra también en escena;

en ese momento todos los jugadores han recibido un pago de bY — -12-6’{

3 A partir de aqui si todavia queda algo por repartir la distribucién ya serd igua-

litaria hasta agotar v(V).

La segunda cuestiéon que se deriva del Teorema 4.10 es la consistencia de la
solucién aportada por el Nucleolus. El concepto de consistencia se ha definido en
la literatura de juegos para problemas de bancarrota (ver Aumann [5] y Driessen
[12]) o en general para problemas en donde los jugadores tiene unos derechos cuan-
tificables sobre la cantidad que se debe repartir (“rights problems”). En los juegos
financieros no tenemos explicitamente estos derechos aunque los podemos identificar
con las contribuciones marginales de los jugadores; estos valores no constituyen ningtn
derecho aunque si una legitima aspiracién dado que, como hemos visto en el capitulo
segundo, siempre es posible encontrar una distribucién en el Nicleo del juego que
asigne a un jugador su contribucién marginal. Definidos estos derechos, la consisten-
cia se enmarca en un proceso de negociacién bilateral. Dada una cierta distribucién
Z de la ganancia total consideramos la asignacién total que se ha realizado a un par
cualquiera de jugadores ¢ y j, es decir, x; + ;. Estos jugadores podrian plantearse
si la distribucién de esta cantidad entre ellos dos se ha realizado correctamente. El
jugador ¢ no reivindicard de esta cantidad mas que el montante de sus derechos, es
decir, de su contribucién marginal (6?). De esta manera la cantidad que el jugador
7 se puede asegurar, o sus minimos derechos, es lo que sobre después de pagar al
jugador ¢ sus derechos, es decir, (z; 4+ z;) — b}; de hecho, seria el maximo entre esta
cantidad y cero dado que lo minimo que €l jugador j puede obtener es que no se
le pague nada. De la misma manera, el minimo derecho que el jugador i se puede
asegurar seria max{0, (z; + z;) — b’}. Por tanto, de aqui se deduce que la cantidad

sujeta a negociacién entre el jugador ¢ y el j seria la diferencia entre el total a repartir
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z; + z; y los minimos derechos de ambos jugadores, i.e.

(z; + z;) — max{0, (z; +z;) — b7} — max{0, (z; + ;) — b}}.

Siguiendo un criterio equitativo, esta cantidad se repartiria de manera igualitaria
entre los jugadores de manera que al final cada jugador dispondria de la minima
cantidad que se puede asegurar mas la mitad de la cantidad sujeta a negociacién.

"4 repartida,

Dependiendo de si la cantidad inicialmente asignada estaba “justamente
este proceso de negociacion puede conducir o no a una redistribucion del reparto entre
los jugadores.

En este marco una distribucion es consistente si los procesos de negociacién bila-
teral entre los jugadores no alteran la distribucion; es decir, la distribucién es inmune
a intentos de redistribucién de la cantidad total. Técnicamente, podemos definir
la consistencia en términos de los juegos de negociacién bilateral y de la solucién

estandard.

Definicién 4.11 Sea & € I*(v), definimos el juego de negociacion bilateral entre i

y J referido a la distribucion & como ({1,5}, vb’{_”;-j}) donde

wb{ip(id) = @i+,

wbfp() = max{0, & +2; — b},
vbf”}(]) = max{O, x;t+x; — bl}

Por otra parte, la solucién standard (¢(v)) para un juego de dos jugadores ({i, 5}, v)

es
$i(v) = v(7) + 3 - [v(zf) ~ v(&) = v(j)],
¢i(v) = v(j) + 3 [v(éF) — v(é) — v(j)].
Teniendo en cuenta las anteriores dos definiciones se deduce la definicicién de
consistencia:

Definicién 4.12 & € I*(v) es consistente si y sdlo si la solucidn standard del juego
de negociacion bilateral entre cualquier jugador i y cualquier jugador j [(¢;, #;)] coin-

cide con las asignaciones originales (z;, ;)

A pesar de haber definido las distribuciones consistentes, no tenemos asegurada
su existencia. Al respecto, cabe decir que Aumann y Maschler ([5]) demuestran que

para los juegos de bancarrota como maximo sélo existe una distribucién consistente;

4Tomando como criterio de justicia el reparto igualitario en la negociacién bilateral.
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esta conclusién es extensible a la subclase de juegos financieros que verifica (4.15) (la
demostracién es idéntica) . Ademds demuestran que, para los juegos de Bancarrota,
esta distribucién existe y coincide con el nucleolus. Dado que el nucleolus de los
juegos financieros que estamos analizando equivale al calculado para un cierto juego
de bancarrota donde las demandas de los acreedores son las contribuciones marginales
de los jugadores, concluiremos que el nucleolus de la subclase de juegos financieros es

también consistente.

Uno de los tipos de juegos financieros que verifican (4.15) son propiamente los
juegos de bancarrota vg,. Para estos juegos, el proceso de asociacién de un nuevo
juego de Bancarrota (7) deja inalterado el juego inicial, i.e., vg.,y = T (ver Teorema
2.29); sin embargo, las demandas de los acreedores quedan modificadas y en lugar
de considerar las iniciales d; se toman las del nuevo juego que son las contribuciones

marginales:

be;d = vga(N) — vE(NV \ 1) = min{E, d;}.

Los derechos del jugador en el nuevo juego son mas correctos dado que son iguales

que en el juego de bancarrota inicial pero truncados por el valor total a repartir.

El siguiente ejemplo nos muestra un juego financiero de cuatro jugadores que

verifica la condicién (4.15) pero que no es ni de Bancarrota, ni 1-convexo.
Ejemplo 4.13 Sea un juego financiero respecto al vector (100, 200, 300, 400):
v(N) =120; v(234) =108; v(134) = 96;
v(S) =0 en otro caso.
A partir del cdlculo de las contribuciones marginales de cada jugador
by = 12; by = 24; by = 120; b = 120;

asociamos al juego v el correspondiente juego de Bancarrota ©

o(N) = 120; ©(234) =108; ©(134) = 96; v(34) = 84

9(S) =0 en otro caso

Obsérvese que ambos juegos no son iguales y por tanto el juego v no es de Ban-
carrota; tampoco es 1-convero dado que v(N)—v(24) < b¥ + by. Sin embargo, es un

Juego financiero que verifica la condicion (4.15).
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Calculamos el nucleolus aplicando la regla. CGCDR. Repartimos en primer lugar
a cada jugador % - bY, es decir 6 wunidades; dado que no hemos agotado el total a
repartir (hemos repartido en total 6 -4 = 24 unidades) continuamos con el proceso,
asignando unidades adicionales de pago a los jugadores 2, 8 y 4 ( el 1 se retira )
hasta llegar a la cantidad % - by, es decir, 12 unidades. Hasta el momento habremos
repartido 42 unidades. Dado que todavia no hemos asignado las 120 unidades a
repartir, continuamos el proceso asignando unidades a los jugadores 8 y 4 hasta que
cada uno de ellos disponga de % - b3 = 60 unidades. Sin embargo, ello no es posible

dado que entonces repartiriamos una cantidad global entre los jugadores superior a

120 unidades (v(N)); de esta manera, los jugadores 3 y 4 sdlo llegardn a obtener un

{

j pago de 51 unidades. El nucleolus del juego es pues
»

' | n(v) = (6, 12, 51, 51)

que coincide con el nucleolus del juego original.

Antes de acabar esta seccién dedicada al nucleolus, vamos a justificar que siempre
es posible aplicar la regla CGCDR a los juegos de tres jugadores cero-normalizados
I con Nicleo no vacio (no necesariamente financieros). La clave para demostrarlo es jus-
| tificar que el Nicleo de un juego cero-normalizado coincide con el juego de bancarrota

asociado.

Proposicién 4.14 Sea (N,v) un juego cero-normalizado® de tres jugadores con Nicleo

no vacio. FEntonces,

donde 5(S) = max{0,v(N) — Ciems b} }.

DEM.

Obsérvese que T(N) = o(N) y 9(ij) = max{0,v(ij)} > v(ij) Vi,j € N. De-
mostraremos ahora la doble inclusién C(v) € C(v) y C(v) € C(v).
C(v) € C(v).- Sea & € C(v).

En primer lugar comprobaremos que z; > v(:) Vi € N. Supongamos que
z; < ©(t); ello implica que z; < v(N) — b¥ — b} y por tanto,
zi < v(N)=(v(N)—=v(ik))—=(v(N)—v(ij)) = v(ik)—(zitz;+ar)+v(ij) < 7 v(ik)—zp.

Su(i) =0 Vi € N.
6Por eficiencia de Z.
"Dado que & € C(v), z; +z; > v(if).
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De aqui se deduce que z; + z; < v(ik), lo cual es imposible dado que & € C(v).

Sea ahora una coalicién {ij} de dos jugadores; dado que & € C'(v) entonces
0. Si a ello anadimos que por
max{0, v(ij)} = v(zj). Por

z; > v(i) = 0 Vi € N lo que implica que z; + z; >
hipétesis z; + z; > v(¢j) deduciremos que z; + ; >

tanto concluimos que ¥ € C(D).

C(v) C C(v).- Este caso es inmediato dado que z; + z; > (i) > v(ij)Vi,j € N
yz; > 0() > 0 = v(e).

O

Entonces aplicaremos el mismo razonamiento para demostrar la coincidencia entre

los nucleolus de los dos juegos.

Teorema 4.15 Sea (N,v) un juego cero-normalizado de tres jugadores con Nicleo

no vacio. Entonces,

donde v(S) = max{0,v(N) — Yiems b7}
DEM.

Dado que los Nicleos de ambos juegos coinciden (Proposicién 4.14), también coinci-

dird la parte del Kernel que intersecta con el Nucleo, i.e.

K@) NC([@) = K(v) N O@). (4.16)

Recuérdese ademas que en el capitulo 3 hemos demostrado que para todo juego
de tres jugadores equilibrado el Nucleo y el conjunto de negociacién coinciden. Si
a ello unimos que el Kernel siempre es un subconjunto del conjunto de negociacién,
deduciremos que también lo serd del Nicleo y, por tanto, la ecuacién (4.16) se puede

reescribir como
K(v) = K(v).

Dado que el tnico elemento del Kernel de ¥ coincide con su nucleolus, éste sera
también el tinico elemento del Kernel de v y por tanto su nucleolus. ]
El célculo del nucleolus del juego ¥ es bien conocido dado que es un juego de
bancarrota lo que nos facilitard el calculo del juego v. El siguiente ejemplo nos

muestra como aplicar el anterior Teorema.
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Ejemplo 4.16 Sea el siguiente juego cooperativo de tres jugadores:

v(1)=1; v(2)=1; »(3) =0; v(12) =3; v(13) =2; v(23) =3; v(123) = 8.
Si cero-normalizamos® el juego tenemos que :

5(1)=0; 9(2)=0; 9(3)=0; 9(12)=1; 9(13)=1; ¥(23) =2; ©(123) =6,

donde las contribuciones marginales son (b7, b5, b3) = (4, 5, 5).

Ahora, aplicaremos la regla CGCDR: intentamos pagar a los jugadores de manera
igualitaria hasta que se alcanza para todos el pago - b] = L-2. En este caso, se
ha podido pagar dicha cantidad a todos los jugadores dado que no supera el valor
de 9(N) = 6; sin embargo el proceso ha terminado dado que se ha agotado toda la

cantidad que podiamos repartir. Por tanto,
n(d) = (2, 2, 2).

Como el nucleolus es invariante bajo transformaciones S-equivalentes®, desnormali-

zamos 1(v) y obtenemos el nucleolus del juego original,
n(v) = (3,3, 2).

El analisis realizado generaliza el establecido por Aumann y Maschler respecto a
los juegos de Bancarrota. En general, es un problema abierto establecer la coinci-
dencia del Kernel y el nucleolus para el caso de los juegos financieros. A la vista del
ejemplo 4.16 , otro problema interesante a estudiar es analizar bajo qué condiciones
es posible asociar a un juego v un juego de Bancarrota de manera que ambos juegos

tengan el mismo nucleolus.

4.2.3 El nucleolus proporcional

El concepto béasico que define el nucleolus de un juego cooperativo es el exceso de
"una coalicién que expresa cudl ha sido el pago a la coalicién en relacién a lo que
ésta se podria garantizar en el juego, es decir, el valor de la funcién caracteristica.
Si el exceso para una coalicién Sy, v(S;) — z(S;), es mayor que para otra coalicién

Sz, v(S2) — (S2), ello indica que los miembros de la coalicién S; estdn peor pagados *

®El juego normalizado  estd definido como #(S) = v(S) — ;.5 v(3).
®Una solucién @ es invariante bajo transformaciones S-equivalentes si ®(\ - v +d) = A - ®(v) +
d ;A€ Ryy;de R
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que los de la coalicién S3. Sin embargo, esta comparacién no tiene en cuenta si son
muchos o pocos los miembros de las coaliciones S; y S2, es decir sélo se considera
el valor de los excesos de las coaliciones pero no a qué coaliciones se refieren dichos
€Xcesos.

Para evitar este incoveniente, se debe considerar el denominado exceso per cépita
donde se pondera el exceso por el nimero de jugadores de la coalicién (Ver el Handbook
of Game Theory vol 1 pag 626-6 27 [3]).

v(S) — z(5)

e.(S, ) = i3]

donde |S| indica la cardinalidad de la coalicién S. Con esta modificacién de los
excesos se define el nucleolus por capita que es aquella distribucién que minimiza los

excesos per capita.

Sin embargo, para el caso de los juegos financieros parece mas conveniente definir
un nucleolus basado en los excesos ponderados por los recursos de las coaliciones

(excesos proporcionales) , i.e.

v(S) — z(5)
YiesCi

El vector de excesos proporcionales se formaria de idéntica manera al caso del

ep,g(S, Z) =

nucleolus, pero a partir de los excesos proporcionales. Para decidir qué distribucién
es preferida entre dos cualesquiera, utilizariamos también el mismo criterio de com-
paracion (orden lexicografico de los vectores de excesos)

A partir de aqui definimos el nucleolus proporcional 77"’6' como la mejor dis-
tribucién (imputacién) teniendo en cuenta como criterio de comparacién el del orden
lexicogréafico de los vectores de excesos proporcionales!®.

Puede parecer en principio que el nucleolus proporcional siempre coincide con la
distribucién proporcional. Sin embargo, ello no es cierto si pensamos en un juego de
dos jugadores; por ejemplo, tomemos el juego financiero respecto al vector (10,20)

cuya funcién caracteristica es:
v(12) = 33; v(2) =22; »(1) = 10.

Dada una imputacién (z1, 3), los excesos propocionales son e({1}, %) = l(J_l—O_xL y

19Para una definicién similar de los excesos y del nucleolus proporcional ver el articlulo de Lemaire

[27].
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e({2}, %) = B5* queigualados dan lugar a la distribucién (z1, 22) = (10.33, 22.67)

y que no corresponde con la distribucion proporcional.

El célculo para juegos de mayor nimero de jugadores tampoco estd en general
relacionado con la distribucidén proporcional. Sea, por ejemplo, el siguiente juego

financiero de tres jugadores respecto al vector (10, 10, 30):
v(1) = v(2) = 0; v(3) = 30; v(12) = 10; v(13) = v(23) = 44; v(123) = 55

En este juego los jugadores 1 y 2 aportan los mismos recursos; es facil demostrar
que el pago que recibiran segun el nucleolus proporcional deberéd ser el mismo. De
esta manera el nucleolus proporcional adoptara la forma #(a) = (a, a, 55—2a) donde
0 < a < 12.5. En este caso podemos recurrir a un método gréafico de calculo para
seleccionar el valor de a 6ptimo que minimize los mdximos excesos proporcionales.
Los excesos proporcionales para cada coalicion seran en definitiva una funcién lineal

a

de a [e(S, #(a))]; por ejemplo para S = {1}, e({1}, #(a)) = 25%. En la siguiente

0
grafica se representan los diferentes excesos en funcién de a

epiSxlal) 1:e,(Lx(a))=e(2,x(a))=- Ty
1 a=12.5 | 2Z:e(3x(a)) &%ﬁﬂ
3: o 12x(al= 0

~ a

il
F',
N

a: e(13x(a))=e (23,%(a))=

- 44-a-(55-2a)
40

a
x[a)=[a, a, 55-2a)

Figura 4.1: Calculo gréfico del nucleolus proporcional.

Minimizar el maximo exceso proporcional se consigue para el valor @ = 6.2 con
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lo que el nucleolus proporcional es 777”6(1;) = (6.2, 6.2, 42.6) que no coincide con
la distribucién proporcional. La siguiente proposicién nos muestra cudndo podemos

esperar que el nucleolus proporcional coincida con la distribucién proporcional.

Proposicién 4.17 Sea (N,v) un juego financiero respecto a C. Entonces, si %%%% =
v(N\s

5%—]\%\—% Vi,7 € N, el nucleolus proporcional coincide con la distribucion proporcional.

DEM.

—

Para la distribucién proporcional p(v; C') tenemos que

uN\D = Sremyipe(C) oV \§) _ Trewirr(v; ) _
C(N \ 1) C(N \7) C(N\i)
_ v(V\J)  ZeemyPr (v C) _
CN\j)  C(N\J),
— U(N\j)_ZreN\jpr( ) C)
C(N\J)

Vij €N,y

N\ = Seemir (0 C) _ o(N\i) _ Tremit (5 C0) _
C(N\ i) C(N\i) ~ C(N\i)

o(S)  Trespr (v 0) _ v(S) = Lrespr(v; €)
C(S) () C(S)

v

Vie NyV¥SC N.

Teniendo en cuenta esta desigualdad, los mayores excesos proporcionales serén los cor-

W(N\)=3 ", o pi(v; C)
C(N\i) )

Ahora demostraremos que si consideramos otra distribucion existird un exceso corres-

respondientes a los excesos de las coaliciones de n—1 jugadores, i.e.,

pondiente a una coalicién que superara los anteriores valores y que, por tanto, hara
menos preferida a dicha distribucion respecto a la proporcional. En efecto sea ¢ otra
distribucién diferente a la proporcional; entonces tenemos que para algtin jugador k
se verifica que y; > pi y por tanto, y(N \ k) < 3, cni p(v; 5) De aqui tenemos

que

, N\i S , s ey . . Zr pr(v; )
11Nétese que %(%Vl\i))_ > -g—,(%))- VS C N\ por definicién de juego financiero y, ——;—E(S) =

fsVSgN,S;ﬁ(O.
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o(N\K) —y(N\k) _ o(N\k)  y(N\Fk)
C(N\ k) C(N\k) ~ C(N\k)

J VAR Drewp(0i0) _ oV \K) = Temep(v; O)
C(N\ k) C(N\k) C(N \ k) '

v(N\k)— ;O‘ , . ‘ . . .,
Dado que (MM E:UQ,E\’Z)\" P9 ra ol méximo exceso para la distribucién propor-

cional, la distribucién ¥ serd peor dado que existe una coalicién (N \ k) con exceso

ain mayor.
O

4.3 El valor de 7

Otra de las soluciones puntuales mas importante y reciente es el valor de 7 (“7 —
value”). Esta solucién fue introducida por S.H. Tijs [58] y se caracteriza por ser una
solucién de compromiso o intermedia entre una cota superior y una cota inferior del
pago que los jugadores pueden recibir.

Sea un juego (N,v), la cota superior (M") se compone de las contribuciones
marginales de cada jugador y representa lo maximo a que cada jugador puede as-

pirar en el juego; por eso a esta cota superior se la denomina vector de “utopia”.
MY € R" tal que M] = o(N)—v(N\ {z}).

En los juegos financieros esta cota es realmente efectiva dado que como vimos en
el capitulo segundo, siempre podemos encontrar una distribucién en el Nicleo del
juego que asigne a un jugador su contribucién marginal (Lema 2.16).

La cota inferior (m") se compone de los pagos minimos que cada jugador se puede
asegurar en el juego: si un jugador ¢ pertenece a una coalicién S, puede garantizarse
como pago lo que resta después de pagar a sus compaiieros de coalicién lo maximo a
que éstos pueden aspirar, es decir su contribucion marginal. A esta cota inferior la
denominaremos vector de “minimos derechos”.

m” € R" tal que m} = pcBaX {v(SU{z})-j}e;Mj}.

Para que el valor de 7 pueda ser calculado se necesita que
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i) Tienmi < o(N) < Fien M

i) m! < MP Vi € N.

es decir que el vector de minimos derechos y el de utopia representen realmente una
cota inferior y superior. Los juegos que verifican estos dos requisitos se denominan
cuasiequilibrados; dentro de esta clase de juegos se incluyen los juegos equilibrados.
Los juegos financieros al ser totalmente equilibrados verifican las dos condiciones (i)
e (ii) por lo que es posible definir el valor de 7.

El valor de 7 se define entonces como la dnica distribucién eficiente que se halla

en el segmento que une la cota superior e inferior anteriormente definidas

Tw) = (1=X)-m" + X-M"

'u(N)—Z, m?
donde A\ = S
onde Z,‘eNMf_EgeNm;‘J

De la definicion del valor de 7 se desprende que sélo otorgard a los jugadores un
pago igual al vector de utopia cuando éste sea eficiente; para el caso de los juegos

financieros, es inmediato deducir a partir del Teorema 2.9 que esto sélo suceders

o) _ o(N\ D)
Yien Ci Tiems G

En ese caso el 7(v) coincidird con el Nicleo del juego. En general, la pertenencia

cuando

V3 € N.

del valor de 7 al Nucleo de los juegos financieros constituye un problema abierto que

todavia esta sin solucionar.

Al igual que hemos realizado para el nucleolus, analizaremos el caso particular

expresado por la condicién (4.15). Para su estudio definiremos el juego (N,7) como

(S) = max{O, o(N) — > M:’} S CN. (4.17)

iEN\S
Del anterior juego se puede afirmar:
e teniendo en cuenta (4.15) se deduce que T(S) > v(S);
e dado que v(IN \¢) > 0 (v es un juego financiero).

M? = 5(N)=o(N \ 1) = v(N) — max{0,v(N) — M} = M}. (4.18)

]
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De los dos puntos anteriores obtenemos que

m! = max {U(SU{Z})—ZM}T} > max {U(SU{Z})——EMJ”} = m;.

(4.19)

A partir de aqui podemos enunciar la siguiente proposicién que nos facilitard el

célculo del valor de 7 para este tipo de juegos.

Proposicién 4.18 Sea (N,v) un juego financiero que verifica la condicidn (4.15) y
v el juego definido segin la expresion (4.17). Entonces,

7(7) = 7(v) € C(v).

DEM.

Por definicién del juego T se verifica que 5(N) = v(N); ademas, por (4.18), las
cotas superiores de los juegos v y ¥ coinciden, i.e. MP = MY. Por tanto, simplemente
queda por verificar que la cota inferior de ambos juegos coincide. Por (4.19), sabemos
que m? > m?. Dado que el juego T es un juego de bancarrota, es también un juego
convexo; Driessen ([13] pags. 129-131) demuestra que la cota inferior para un jugador
en un juego convexo coincide con el valor de la funcion caracteristica para dicho

jugador. Por tanto, deducimos que

m{ = 3(i) = max{0,0o(N) — > M} = max{0,0(N) - 3 M3}
FEN\{s} JEN\{7}

Combinando esta igualdad con la desigualdad (4.19), obtenemos que

max{0,0(N) — > M} > m!.
JEN\{i}

Pero por la definicién de m} y dado que los juegos financieros son positivos,

m{ > max{v(i),o(N) = 3> M7} > max{0,0(N) = 3 M}}.
JEN\: JEN\{#}

De las dos tltimas desigualdades deducimos que

max{0,0(N) — > M} = m!.
JEN\{i}
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Concluyendo, y dado que las cotas inferior y superior coinciden y v(N) = v(N),
los valores de 7 de ambos juegos coinciden.

Por otra parte, como ya hemos discutido para el caso del Nucleolus, el juego ©
es un juego de Bancarrota y por tanto, el valor de 7 de v siempre pertenecerd a su
Nicleo. Dado que, por la proposicién 2.13, los Nicleos del juego v y del juego ©
coinciden, el valor de 7 de v pertenecerd al Nucleo de v. O

La anterior proposicién, nos permite obtener el valor de 7 de un juego financiero
que verifica la condicién (4.15) a partir de un juego de bancarrota donde E = v(NV)
y d; = M?. En el libro de Driessen [13], pag. 160, se facilita una férmula para el

célculo del valor de T para un juego de Bancarrota que es la siguiente:

my si o(N) = Yienm?

7(v) ==
my + [o(N) = Tievmi] - [Zien M7T - M si o(N) > Tien my
donde M} = min {M? —m?, v(N) — ienmi} v m{ = v(z) Vi € N.

Obsérvese que el valor de 7 concede a cada jugador el minimo exigido m?, y lo que
queda por distribuir hasta cumplir la eficiencia se distribuye proporcionalmente a los
factores M; dichos factores indican la cantidad maéxima exigible por cada jugador

una vez recibido el pago m?.

La principal critica desde el punto de vista de los juegos financieros se centra en
que no tienen en cuenta los recursos invertidos por cada jugador. En el siguiente

ejemplo, se puede ver con claridad este punto.
Ejemplo 4.19 Sea el siguiente juego financiero respecto al vector (100,200, 250)
v(1) =10; »(2) =20; v(3) =25; v(12) = 33;
v(13) = 38.5; ©v(23) =49.5; v(123) = 66.

El valor de 7 de este juego es (13.25, 23.75, 29). Si expresamos estos pagos en

tanto por ciento de los recursos invertidos obtendremos
r(v) = (13.25%, 11.88%, 11.6%)

es decir, los jugadores con menores recursos son recompensados con un mayor

pago porcentual. Evidentemente, esto no parece ser lo mas correcto. El problema
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radica en que las cotas superiores e inferiores no tienen en cuenta tampoco los valores
porcentuales; en el ejemplo anterior las cotas superiores eran en términos relativos
(16.5%, 13.8%, 13.2%) siendo la de los jugadores 1 y 2 mayor que la del 3. La solucién
a este problema pasaria por una modificacion de las cotas superiores e inferiores de
manera que el pago final sea creciente en términos porcentuales respecto a los recursos
invertidos; para concluir el capitulo propondremos a modo de ejemplo una posible

variante de estas cotas.

Si la contribucién marginal (M) definia lo maximo a que los jugadores pueden
aspirar tendremos que matizar que en ningun caso podra suceder que en términos
medios dicho maximo supere al de otro jugador con mayores recursos. En efecto, si
ordenamos los jugadores de menor a mayor segtn la cantidad de recursos que aportan,
i.e.

1< ] = C; < Cj

. . v
definiremos la nueva cota superior M~ € R"™ como

M:/ = m]n{v(N)—v(N\Z), C,%} i——:l,...,n——l
Cita

donde M, = v(N)—v(N \ n).

Obsérvese que las nuevas cotas superiores se calculan de forma recurrente a partir
de la del jugador n, es decir, la del jugador con mayores recursos; para este jugador
la cota coincide con su contribucién marginal. Para el jugador i-ésimo, M, resulta
ser el minimo de su contribucién marginal o de aqvuella cantidad que, en términos
medios, es igual a la cota del jugador 2+ 1 (C;- A—é—'ﬁ ).

La nueva cota superior esta bien definida dado que, en un juego financiero, siempre

se cumple que
My = o(N)=o(N\{i}) = Lien Ci - v — Ziema Ci - gy =
> YienCi v — Liempy Ci-Iv = Ci - iy

donde fg = %(% S C N. De aqui se deduce que M; > C; fy y por tanto,

Ewal
Yien M; 2 v(N).
La cota inferior serd modificada de tal manera que, en términos medios, ningin
jugador con menos recursos que otro tenga una cota inferior media mayor. Asi re-

definimos la cota inferior m” € R” como
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§l

— 1 <
a0k ——max{mgsnéz}\;i{i}{ (SU{:}) - ZM} 02—1} 1=2,...,n

JES

donde M} = maxgcscn\{1} {U(S U{1}) = Zjes M;j}

Al igual que para las cotas superiores, las cotas inferiores se calculan de manera
recurrente partiendo en este caso de la cota para el primer jugador (el de menos
recursos); para este jugador, la cota inferior es idéntica a la definida para el valor de
7 s6lo que calculada a partir de las nuevas cotas superiores. Para el jugador ¢-ésimo,
la cota inferior resulta ser el maximo entre la cota inferior clasica pero calculada a

partir de las nuevas cotas superiores, y aquella cantidad que en términos medios es

igual a la nueva cota inferior del jugador 7 — 1, i.e., C; -

esta bien definida dado que .m—ét < g(]_v% = fy. Esta demgualdad es inmediata a
V(SU{N - s Mi
C

i

partir de la definicién de W} y de la relacion < fy. Esta dltima
desigualdad es facil de deduc1r si tenemos en cuenta que 3 ;cq "Mf > Y iesCi vy
que v(S U {i}) < F;csuqy Ci - fv. Teniendo en cuenta lo anterior, se cumplird que

Yien™! = v(N)y que M; > ! para todo jugador i de N

A partir de las nuevas cotas, sera posible definir un nuevo valor de compromiso
que podriamos denominar como el valor de 7 proporcional 7,(v).

El nuevo valor asignara a cada jugador un pago medio que es creciente respecto a

los recursos aportados. En efecto, si C; < C; tendremos que = o< %Z y %ﬂ < %{L
J t 7
y por tanto
1—X)-m! + A M, 1—X)-my + X\ M;
( ) 1 + 1 < ( ) J 7 )\ e [O, 1]

C; - C;
Siguiendo con el ejemplo 4.19, la cota superior modificada seria ahora
M" = (13.2, 26.4, 33),

o en términos relativos respecto a los recursos M’ = (13.2%, 13. 2%, 13.2%); a partir
de la anterior cota calculariamos la cota inferior modificada: = (10, 20, 26.4) o

(10%, 10%, 10.56%). Finalmente el valor de 7 proporcional seria

m,(v) = (11.89, 23.79, 30.31) o (11.9%, 11.9%, 12.12%)
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La soluciones cldsicas (valor de Shapley, nucleolus, valor de 7), a pesar de su
amplia aceptacién dentro de la Teoria de Juegos, pueden resultar poco apropiadas
para su aplicacién a los juegos financieros. El principal problema es que para la Teoria
de Juegos cooperativos el punto de partida lo constituye la funcién caracteristica del
Juego; en ella se condensa el resultado de la cooperacion, pero obvia el grado en que
ésta se ha producido por parte de los jugadores. Para los juegos financieros, este
grado viene representado por los recursos asociados a las coaliciones. El nucleolus
proporcional, el valor de 7 proprocional (definido anteriormente) y el valor de Shapley
proporcional son modificaciones de las originales definiciones que intentan paliar este
problema.

Una solucién, que no tiene su origen en la Teoria de Juegos pero ampliamente
aceptada, es la distribucion proporcional respecto a los recursos. Esta solucién repre-
senta la aproximacion mas simple a la valoracidon de la aportacién de los jugadores;
otras valoraciones pueden proporcionar otras soluciones proporcionales a dichas va-
loraciones. En esta ultima parte de la Tesis nos dedicaremos al estudio de soluciones
especificas para los juegos financieros que se adaptan a las caracteristicas especiales
del modelo estudiado. El considerar soluciones que tengan en cuenta la aportacién de
los jugadores ya plantea una diferencia sustancial respecto a las soluciones clasicas:
si en estas ultimas la solucién @ se aplicaba sobre un juego cooperativo v, en las
primeras habremos de considerar ademas explicitamente el vector de recursos C'. Por
tanto, la solucion se aplicard a un par (v; 6) que conjuntamente constituira lo que
denominaremos el “problema financiero”; de esta forma, una solucién al problema
financiero la notaremos como ®(v; ¢ ).

En el capitulo 5 estudiaremos la familia de distribuciones proporcionales y entre

ellas la distribucién proporcional a los recursos y el “valor del juego financiero”.




Capitulo 5

La Familia de soluciones
proporcionales

Toda distribucién & del valor de la coalicién total v(/V) se puede interpretar como un
reparto proporcional respecto a unos ciertos factores «; > 0, i.e.
T; = —%——'v(N)Vi € N.
2 okeN Yk

Estos factores pueden responder a una valoracién mas o menos objetiva de la
aportacion de los jugadores, o simplemente, al resultado de la negociacién. Cuando
nos enfrentamos al problema de los juegos financieros, parece obligado ligar el valor
de estos factores a los recursos aportados por los jugadores (C;). De esta manera
podemos expresar los factores 4; como v, = C;:w; y la familia de distribuciones

proporcionales como

-y C- . w.
®*(v;C) = ————— - v(N)Vi € N 5.1
(v;C) S ") (5.1)
donde w = (wy, . ..,w,) es la valoracién relativa® de cada unidad de recurso apor-

tada por el jugador . Podemos normalizar estos valores exigiendo que ¥, p(Ci-w;) =
v(N); en este caso el factor w; representard ademas el pago medio otorgado por la

solucion al jugador 2.

Como ya hemos dicho, a partir de la férmula de una distribucién proporcional (5.1)
es posible generar cualquier distribuciéon simplemente haciendo variar los valores wj,
estando fijos los recursos C;. Dado que w; representa la valoracién que se hace en el
reparto de los recursos en poder del jugador :, parece adecuado establecer una serie

de restricciones en los posibles valores que pueda tomar:

Lo importante es el valor de w; en relacién al resto de valores w;, j € N j # i.

211
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Si C; = C; parece 1gico establecer que w; = w;; no resultaria razonable un
reparto donde dos jugadores con idénticos recursos recibieran diferentes pagos.
Esta propiedad es la que denominaremos simetria respecto a recursos y que

denotaremos por SR.

Parece légico también exigir que la aportacion de mayores recursos sea premiada

con un mayor pago unitario, i.e.

(v, G) _ @v; 0)
. . () < A
C; < C; = Ci < c

i,j € N.

Si tenemos en cuenta que

7 (v; C) ‘ v(IV)

Y kenN Ck - Wk

C; Vi € N;

= Wy
la anterior.condicion se puede reescribir como
si <0y = w <wji,j €N. (5.2)

Toda solucién que verifique esta condicién diremos que es creciente en valores
medios (CVm) .

Si el pago que recibe un jugador viene influido por la cantidad de recursos que ha
aportado, no parece demasiado dificil imaginar que un jugador pueda especular
con la posibilidad de desdoblarse, simplemente repartiendo sus recursos entre
dos o més jugadores ficticios con el objetivo de obtener un pago superior. Dada
una solucién al juego, una buena propiedad que se le puede exigir es que sea
inmune a este tipo de manipulaciones unilaterales por parte de los jugadores.
De aqui se define la propiedad de juego no manipulable respecto a los recursos
(NMR).

Para formalizar esta propiedad es necesario generalizar el concepto de solucién

de un juego.

Definicién 5.1 Sea Q" C FG" x R} el conjunto de pares (v; 6) donde v es
un juego financiero respecto al vector C. Una solucién al problema financiero
de n jugadores es una funcion ®" : Q" — R" que asigna a cada par constituido
por el juego v y el vector o) respecto al cual el juego es financiero un vector
de n componentes. Una solucion para el conjunto de problemas financieros la

denotaremos como ® = (®"),eN.
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Apoyéandonos en la anterior definicién enunciaremos la propiedad de no mani-
pulabilidad respecto a los recursos. Esta propiedad sélo tendra sentido cuando
consideremos juegos financieros cuya funcién generadora verifique la siguiente

condicion:

(=)

Zz

< z,y >0, tal que z < y siendo f(0)=0. (5.3)

)
Y

Asi de esta manera, cuando un jugador decida desdoblarse sera posible calcular

los beneficios o pérdidas fruto de esta manipulacion (la funcién estd fija) y el

juego resultante (que tendra un mayor nimero de jugadores y un vector diferente

de recursos) continuara siendo financiero.

A partir de ahora denotaremos como F G’ al conjunto de juegos financieros de n
jugadores generados por una determinada funcién f continua que verifica (5.3);
de la misma manera, definiremos 1} como el conjunto de pares (v, c ) donde
v € FGYy C es el vector asociado. Por extensién definiremos a FG § como

Unen FG7 y a £y como U,en (7.

Observacién 5.2 Si (0;6_”) € Qy ello quiere decir que
v(S) = max{0, fF(O_C))} SCN
i€s

El juego asi generado serd financiero dado que f verifica (5.3).

Definicién 5.3 Sea @ = (®"),cN una solucion definida en Q. @ es no ma-
nipulable respecto a los recursos si y solo si para todon > 1, para todo problema

financiero (v; C_") € Q% y para todo jugador i € N se cumple que

or(v;0) = Y@+ (v (CNY, Gy, .., 1))

k=1

donde CN\i representa el vector C restringido a las componentes de los jugadores

de N\i, C; = o, Gy, y (v (CNY,Cy, ..., C)) € Qitm,

La anterior propiedad nos indica que el pago que obtendria un jugador i en el

juego v donde este jugador se considera como un tnico agente y el pago que
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obtendria cuando la solucidn se aplica al juego v’ donde el jugador se presenta,
fraccionado (conjunto de jugadores de {i1,...,1,}) es el mismo.
Si interpretamos la solucién dentro del conjunto de distribuciones proporcionales
tendremos que, dada una solucién, la no manipulabilidad equivale a exigir que
si aplicamos la solucién en el juego donde el jugador no se ha desdoblado, i.e.
Cyr - wy
2penCp wp‘
y lo comparamos con la aplicacién de la solucion al caso en que el jugador se
ha desdoblado, i.e.

' (v; 0) = w(N)Vr € N

’

_ Crwl
= A7
ZpEN’ CP wp

donde N' = {N \ ¢, t1,...,i — m}, se cumple que

@n—-l-l—m(,vl; (6N\i,cil,---,cim)) ~1)(N’) Vr € N,,

m
/
wi'C,'Z E wk-Cik
k=1

donde los pesos w, y w; han sido normalizados de manera que ¥,cn wy - C, =

W(N) ¥ Srewwl - Cr = v(N).

Esta propiedad ha sido ampliamente utilizada para estudiar la solucién propor-
cional en los juegos de Bancarrota : M.A de Frutos utiliza las propiedades
“Non-advantageous splitting” (NAS) y “Non-advantageous joining” (INAJ)
que indican que los jugadores no obtendrdn ningin beneficio de dividirse o
juntarse; O’Neil [40] y Chun [9] definen una propiedad equivalente denominada
“Strategy-proofness” que es utilizada para caracterizar la solucién proporcional

en los juegos de Bancarrota.

La racionalidad individual(IR), ®7(v; C) > v(z) Vi € N es otra exigencia
indiscutible para toda distribucidn. Si la solucién se interpreta dentro de la
familia de distribuciones proporcionales se deberd cumplir que w; > Ecm Vi €
N.

Finalmente, una consecuencia de la definicidn de la familia de distribuciones
proporcionales es la eficiencia que denotaremos por EF . Recordemos que una
solucién (®"),eN es eficiente si

3" 0%(v;C) = v(N) Vn € N.
1EN
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Este conjunto de propiedades restringen el conjunto de posibles soluciones pro-
porcionales para un juego financiero. Vamos a ver a continuacién qué papel juegan

en la distribucién proporcional a los recursos.

5.1 La distribucién proporcional

Como ya hemos mencionado anteriormente, la distribucién proporcional a los recursos
se consigue asignando una valoracién por unidad de recurso igual para todos los

jugadores, i.e. w; = w; V4,5 € N

Definicién 5.4 Sea (N,v) € FG" vy Cy,...,C, los recursos asociados a los ju-

gadores, definiremos el pago proporcional p(v; C_") € R" como

pi(v,C) = <C(C;V) 'U(N)>,»=1,...,n

En general, la solucion (®"),cN coincidird con la solucién proporcional si " (v;C) =

p(v;C) Vn € N.

Es inmediato verificar que p(v; c ) cumple las propiedades de eficiencia EF, raciona-
lidad individual IR, simetria respecto los recursos SR, observa crecimiento respecto
a valores medios CVm y no es manipulable respecto a recursos NMR.

En lo sucesivo nos ocuparemos de caracterizar la distribucién proporcional para
aquellos juegos financieros generados por una funcién continua que cumple la condicién
(5.3); recordemos que dicha condicién establecia que la funcién f siempre generaba
un juego financiero fuera cual fuera el vector de recursos. Para establecer esta carac-

terizacién, previamente, enunciaremos un axioma de continuidad CONT:

Definicién 5.5 Una solucion (®"),eN definida en Qs es continua si para todo n €
N, para todo problema financiero (v; é) € (s y para toda sucesién {ék} de vectores
de R%, tal que {Cr} —mn C, entonces
Q" (v; C-"k) —Rrn O"(v; C_")
donde (v; Ci) € Q.

Observacidén 5.6 Notese que dado que (vg; C_Z") € Qy y f es una funcidn continua

se cumplird que

si {Cp} — e C = {vk(S)} —r v(S) VS C N
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Teorema 5.7 La distribucién proporcional es la iinica solucion en Q0 que cumple las
propiedades EF, SR, NMR y CONT.

DM

Es inmediato verificar que la solucién proporcional cumple los cuatro axiomas

propuestos.

Supongamos ahora que tenemos una solucién (®"),eN definida en §; que verifica

—

NMR, SR, EF y CONT. Sea (v; C) € % un problema financiero donde

v(S) = max{0,f(} C;)} S C N.
1€S
y N ={1,...,n}.
En primer lugar supondremos que C' € Q' , es decir que las componentes del vec-
tor C son ntimeros racionales positivos. Entonces construiremos un juego financiero

asociado de la siguiente manera: sea D el minimo comiin multiplo de los denomi-

nadores de Cy,...,Cy; a partir de aqui subdividiremos cada valor C; en m; = T%D‘ =
C; - D partes iguales y definiremos el conjunto N' = {1;,...,1m,, ... ,01,..., 7y}
como el conjunto de nuevos jugadores surgidos de las subdivisiones realizadas donde
el jugador i; dispone de una cantidad de recurso C}, iguala 5 Vi=1,...,n, k=
1,...,my. Siserealiza este proceso y teniendo en cuenta las propiedades de la funcién
f, podremos generar a partir de esta funcién y el vector ¢’ = (C£k> i=1,....n
k= 1, cee My

un nuevo juego financiero (N',v') con |N'| =n' = (Tien Ci) - D = T, m;.

En el nuevo juego v' cada jugador i ha subdividido sus recursos en m; trozos
iguales. Utilizando la propiedad NMR podemos establecer la relacién entre el pago
al jugador 7 en el juego original y la suma de los pagos a los jugadores i; en los
cuales se ha desdoblado en el juego v'. Efectivamente, dado que ®" cumple NMR
tendremos que, para todo ¢ € N, si los jugadores excepto el ¢ unen sus recursos
(C(N\ %) = Xkenyi Ck) no obtendran ninguna ventaja, i.e.

> (v, 0) = (o [C(V\ ), i)
kEN\i
donde (v%; [C(N \ ¢),C;]) € 9y es el problema financiero de dos jugadores: el i y
aquel que tiene como recursos C (N \¢); (I)?V\i representa el pago a este dltimo jugador.

Por eficiencia (EF) de la solucion ello nos permitird deducir que
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o7 (v,C) = (v [C(N \4),Ci])

Si en el problema (vY; [C(N \ 1), C;]) desdoblamos al jugador cuyos recursos eran
C(N \ 1) en C(N \ t) - D jugadores asignando a cada uno de ellos una cantidad de
recurso (] igual a 7> podremos aplicar de nuevo las propiedades de NMR y EF

obteniendo que

V(% [CWV\ ), C) = oF NP () G
k= 1,...,m]‘

donde (v [(O’ ) J=1,m A ,Ci]) € Qy es el nuevo problema financiero

k=1,.
resultante. Finalmente por la propiedad NMR deduciremos que

1+C(N\i)-D; II, [{ v
®; (v ’[(Oik>j 1,. n];éz’ Z(I) ( )j:l,..,n )
k=1,...,mj k:1,..,mj
De las anteriores igualdades podemos deducir que
7 (v; C) Z‘I’ v (C )j.=1,.. ) (5.4)
k= 1,.. Uz

De aqui, y teniendo en cuenta (5.4) y la eficiencia de (®"),cN, obtenemos que

noomy

o(V) = S0 0) = Y508 (301 = (V). (5.5)

=1 1=1 k=1

Por otra parte, por el axioma de Simetria respecto a recursos se cumplird que

n' (1 A v(IV)
q)ik(v,’ C,) = —n—’—
que sustituido en (5.4) resultard que
wpe. Ay Sa @) _ (W) v(N)
Qi(v’o)_; i =0 D e
Teniendo en cuenta que n' = (F;en)Ci - D, llegamos a
v(V N
@"(U,C):Oi'D (,)-‘—‘Ci-D-—iL:C’i. U(N)
" 2ien Ci- D Lien Ci
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y por tanto, la solucién ®" coincide con la distribucién proporcional.

Analizaremos ahora el caso en que C € R, \ Q},. Sea entonces {ép}pEN una
sucesién de vectores de componentes racionales positivas tal que para todo: € N,
‘ C? — (;siendo C? > C; Vp > 1. De aqui y para cada vector C’;, € Q% podemos
generar un juego financiero v, donde v,(S5) = max{0, f(T;esCT)} VS C N; dada
( la continuidad de la funcién f generadora de los juegos financieros ello implicard que
| v,(S) — v(S) donde v,(S) > v(S) S C N. Ademds, dado que la funcién f es de

valores medios crecientes, se cumplira que

i ZieN Czp o ZieN Ci

: Por el resultado obtenido sobre los juegos financieros respecto a vectores racionales

Vp € N. (5.6)

positivos sabemos que
| 3 vp()
(v, Cy) = €7 SENL

Finalmente, por (5.6) y la propiedad de continuidad de (®"),ecN se deriva que

8(0,0) = lim 82(v,,C,) = gggo{cf'z—”p-“"—gi} G

ieN Up 2ien Ci
Por tanto, la solucién ®" coincidira con la distribucién proporcional. O
La anterior caracterizacion estd inspirada en las analizadas para los juegos de ban-
carrota. Obsérvese que cuando en un juego de Bancarrota fraccionamos la demanda
d; de un acreedor en varias partes el juego de Bancarrota cambia pero la funcién
que lo genera resulta inalterada dado que en realidad la cantidad global reclamada,
por el conjunto de los acreedores no varia. De esta manera, los juegos de bancarrota
resultado de posibles fraccionamientos quedan recogidos en una subclase de juegos
financieros donde la funcién f es fija, y para la cual la anterior caracterizacién es

aplicable.

A continuacién realizaremos otro estudio axiomatico de la distribucién propocional
que no necesita tener fija la funcion generadora de los juegos. En primer lugar definire-

mos los axiomas que necesitaremos para ello.

Ax1.- Eficiencia (EF), definida de la forma usual.

Ax2.- Pseudo racionalidad individual (PSIR).
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Definicién 5.8 Sea ®" una solucidn definida para el conjunto de problemas
financieros de n jugadores Q. Diremos que esta solucién cumple la propiedad

de pseudo racionalidad individual si para todo (v; 6) € Q" se cumple que

v(N)

>1 = o"wv;0)>C;i=1,...,n.
o) 2 = 0% (v; C) > ? n

Esta propiedad nos dice que si el conjunto de jugadores recupera la inversién
que ha realizado, el pago que los jugadores deben recibir ha de ser superior a lo

que cada uno habia invertido.

Ax3.- Linealidad restringida (LR).

Definicién 5.9 Sea ®" una solucion definida para el conjunto de problemas
financieros de n jugadores Q0*. Diremos que esta solucion cumple la propiedad
de linealidad restringida si para todo par vy, vy de juegos financieros respecto al

mismo vector C y para todo A > 0 se cumple que

(i) @2(Avy; C) = A& (vy; C) Vi € N;

(ii) ®7(vy 4 vy; C) = &7 (vy; ) + O7(vy; C).

El adjetivo “restringida” se refiere a que s6lo se debe cumplir cuando analizamos
juegos vy ¥ vy que son financieros respecto a un mismo vector. Obsérvese que la

suma de dos juegos financieros respecto a un mismo vector es financiero respecto

al mismo vector.

Teorema 5.10 La distribucion proporcional es la inica solucién ®" que cumple las

propiedades EF, PSRI y LR en Q™.

DEM
La solucién propocional p(v, c ) satisface los tres axiomas requeridos:
~ (N
1) EF.- ZieNpi(v; C) = ZiGN Cz%l = C(N) EzGN C; = U(N)

2) PSRI.- p;(v; C) C M)- > (dado que —((—% >1)>C; i=1,...,n.
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3) LR.- Sean v; y v, juegos financieros respecto al vector C. Por definicién
pi(v1; é) Ci %’((%l y pi(ve; C) = 1%"%%1 de donde

pi(v1; 5) + pi(vg; 6) = (Ul u(lV) %2((7\,]\1)1) =C; (——L-)——(—l’” ]\é(t\;’? N ) = pi(v1 + vy C_"),
pi(Av; 6) = C; —C,J(]v)l AC; é—]\% = Api(v; C_:)

Consideremos ahora una solucién ®" que satisface EF, PSRI y LR; vamos a ver

que esta solucién coincide con la proporcional.
Sea (v, 5) € Q. Por la proposicién 1.27 (pag. 34), el juego v se puede descom-

poner como combinacién lineal de juegos de minimo nivel, i.e.

m
= 2 A5, Vs, ¢
k=1
donde vg . son los juegos de minimo nivel, As, = zﬂﬂlo- - ﬁﬂi% >0 k=
’ iesy iesp_, O

1...,m, ff?o% =0,8,=NyXi, s = 5({7‘(,1) (ver pégina 34). Tres carac-

teristicas importantes de estos juegos son:
(i) Son juegos financieros respecto al mismo C.
(i) vg, () = C(IV).
(i) el = 1.
De lo anterior deducimos que
o1 (v; C) = OF(Ty As, - vg, 5 C) = (por Ax. LR) = T, s, - 97 (vg, 5, 0) 2
> (por Ax. PSIR) > it As, - Ci = (T Xs,) - Ci =
= (dado que Y jrq A5, = ﬂ]—vj\%) —L—)- C; = pi(v; O).

Finalmente, por el axioma de eficiencia, obtendremos que ®7(v; C_") = p;(v, C’) a

Los tres axiomas requeridos en el anterior Teorema son independientes. Nétese
que, por ejemplo, el valor de Shapley cumple EF y LR pero no PSIR; ello no deja
de ser sorprendente pues exigir que se reintegre como minimo el capital invertido no
parece una exigencia muy fuerte. La distribucién igualitaria del excedente respecto
al capital invertido ¢M(v; C) = C; + L(v(N) — C(N)) cumple las propiedades EF y
PSIR pero no LR. Finalmente, entre las soluciones que cumple las propiedades LR y
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PSIR pero no son eficientes estaria aquella que asigna a cada jugador su contribucién
marginal en el juego, i.e. ¢%(v; C-”) = bY.

Frente a las anteriores caracterizaciones axiomaticas de la distribucién propor-
cional proponemos otra aproximacion a dicha solucién mas cercana al marco de dis-

cusién del nucleolus del juego %. Previamente definiremos una serie de conceptos.

Definicién 5.11 Sea (N,v) € FG" respecto al vector Cyze I*(v). Definimos el

pago medio a una coalicion S dada la preimputacion £ como

rm(S,Z) = Lies Ti y

2ies Ci
Por tanto rm(S, &) nos indica el pago en tanto por uno respecto a los recursos
aportados. La idea que queremos transmitir es que muchas veces en la realidad
econémica se comparan los pagos recibidos de una cierta operacién no en términos
absolutos sino en términos relativos. Por tanto, lo que nos interesara es comparar los
pagos medios de las coaliciones porque quizds ser4 en esos términos que se establecerd
la negociacién. De aqui definimos lo que entendemos como vector de pagos medios
dada una preimputacién Z: las componentes de este vector seran los pagos medios

para todas las coaliciones ordenadas en orden creciente.

Definicién 5.12 Sea un juego financiero, (N,v) € FG" y Cy,...,Cy, los correspon-
dientes recursos asociados a los jugadores. Sea ¥ € I*(v), definimos el vector de
pagos medios dada la preimputacidn T, ¥9(Z) € R~ como

9(F) = (rm(S;,:i'))mﬂMzn_l,

- = =

donde rm(S7,7) < rm(S5,%) <... < rm(S5._,, &) y SZ C N, SZ #§.

El vector de pagos medios ordena las coaliciones desde la peor pagada (en términos
medios) hasta la mejor pagada; dicho vector nos da una idea de las diferencias en el
pago entre las diversas coaliciones. El siguiente paso légico que realizaremos serd
intentar comparar distribuciones teniendo en cuenta el vector de pagos medios. Para
ello nos apoyaremos en la comparacién de vectores segin el criterio del orden lexi-

cografico.

2Ver seccidn 4.2.
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Definicién 5.13 Sean dos vectores Z, i € I*(v); diremos que ¥ es preferido a i st
y solo si

(&) =1 9(Y)

es decir, para algin k 1 <k <2" —1

Este planteamiento nos conduce de manera natural a la distribucién proporcional.

Teorema 5.14 Sea (v;C) € Q* y & € I*(v) de manera que 9(%) =1 I(7) V7 €

I*(v), entonces & = p(v; C).

DEM

En efecto, 9,(p(v; C)) = %ﬁ(]]\% j =1,...,2" — 1. Supongamos que Z # p(v; C),
entonces existiria un jugador : € N de manera que & < %((]ﬂv% lo que implicaria que
- v =~ v N ’ = —
V1(Z) < 5((% Dado que 91(p(v; C)) = é(z_v))‘ tendriamos que ¥(p(v; C)) »1 (%) lo
cual supondria una contradiccién con la hipdtesis de que 94(Z) >, ¥1(¥) Vi € I*(v).

O
Si el pago proporcional a los jugadores de acuerdo con los recursos aportados es
quizds la mas simple y extendida de las soluciones es porque posee unas ventajas que

podemos resumir de la siguiente manera:

1. célculo muy sencillo,
2. facil de comprender,
3. valoracién objetiva de la contribucién de los jugadores, vy,

4. ademds, para el caso de los juegos financieros, pertenece siempre al Nicleo

(Proposicién 2.2).

Sin embargo, también podemos extraer una serie de inconvenientes que se re-

sumirian en los siguientes puntos:

1. Sélo depende de la ganancia de la coalicion total v(N) y de los recursos aporta-

dos por los jugadores. De alguna manera es la antitesis de lo que se pretende en
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la teoria de juegos cooperativos donde se utilizan las ganancias de las posibles
subcoaliciones: da igual que un jugador sea indispensable o no para obtener el
beneficio; la valoracién que se hara de los recursos serd la misma con lo que

parece existir un agravio comparativo.

2. Si una coalicién puede obtener por si misma el pago proporcional respecto a
los recursos pero los miembros que estan fuera de dicha coalicién no pueden
obtenerla, no hay motivo para pensar que si se reparte proporcionalmente la

ganancia total, la coalicién de los n jugadores pueda cristalizar o mantenerse.

En principio parece coherente establecer una distribucién que premie a quien

contribuya a la obtencion del beneficio.

Vistos estos incovenientes, intentaremos definir una distribucion que estando in-

cluida en la familia de distribuciones proporcionales, sea lo mds equitativa posible.

5.2 El Valor del juego financiero

Uno de los objetivos de esta Tesis se centraba en definir un nuevo concepto de solucién
que se adaptara a las peculiaridades del juego financiero. A mi juicio dicha solucién

deberia cumplir las siguientes caracteristicas:

(a) Que no descartara la filosoffa del reparto proporcional ampliamente aceptado
por su sencillez. Por tanto, la solucién escogida deberd tener en cuenta los

recursos en poder de cada jugador.

(b) Que tuviera en cuenta las ganancias de las posibles subcoaliciones y por tanto

dependiera de los valores de la funcién caracteristica.

(¢) Querepartiera de manera equitativa los rendimientos totales no sélo en términos
absolutos sino también en términos porcentuales respecto a los recursos apor-

tados.

(d) Que la valoracién que se haga de las aportaciones de los jugadores sea lo mds

objetiva posible (que tenga en cuenta la aportacién de los jugadores).

—

Teniendo en cuenta estas premisas definiremos el valor del juego financiero o(v; C)

de la siguiente manera:
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Definicién 5.15 Sea (N,v) € FG" respecto al vector C. Definimos el valor ﬁ-

-
nanciero de v, o(v; C) como

oi(v; C) = Ci Zsiests vy i=1,...,n (5.7)
Tren (Cr - Tsires fs)

donde recordemos que fs = %&% y suponemos que v(N) > 0.

Teniendo en cuenta que el nimero de coaliciones en las que un jugador z interviene

es 2" 1 si multiplicamos y dividimos la expresién (5.7) por 2"~! obtenemos que
Do iests
- C;- =588
oi(v; O) = 221 fs
Siew (o (Z557) )

es decir, el valor del juego financiero pertenece a la familia de distribuciones pro-

. . ies Cits , , .y
porcionales donde w; = 2_3_3%_5_1__ Obsérvese como la valoracién w; que se hace de

-o(N)

los recursos de cada jugador equivale a la media de los valores medios de las coali-
ciones donde el jugador interviene; con esto se pretende una valoracién objetiva de la

aportacién del jugador.

Ejemplo 5.16 Sea (N,v) € FG" respecto al vector (100, 200, 300)

p(1)=10 v(2)=20 v(3)=30
v(12) =30 o(13) =44 v(23) =55 v(123) = 66

Entonces, el valor del juego financiero o(v, 6_") es:

DY — 100 (fi+f12 +f15+f123) _
o1(v; €) = 100 (f1+112 +113 +1123)+200 (f24+f12 +f23 +£123 ) +300 (fi+ Fro+f1a+f12s) 10.87

LA 200 (fo+£15 +£33+f123) =
Uz(v, C) T 100 (f1+f12 413 +1123) 4200 (f2+f12 +H2a +£123 ) 4300 (fi+f12+f13+f123) 21,74

LN 300 (fa+£13+f53+F123) _
os(v; ) = 100 (f1+£12+13+123)4+200 (f2+f12 +H23+F123)+300 (Fr+F12+Fis+123) 33,38

Propiedades

Es inmediato comprobar que el valor o cumple las propiedades de eficiencia (EF),

simetria respecto a recursos (SR) y crecimiento en los valores medios (CVm). Ademds

verifica las siguientes propiedades:
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i T

e Racionalidad individual. En efecto, para todo jugador ; ¢ y se verifica que

o;(v; a) > 0. Por tanto, vamos a analizar el caso en que o(i) > 0,

0',-(1); é.) _ Ci- ZS;ies fs .U(N —C\ZS&%\ (V) fill _
LkeN (Ck $ Lsikes fs) LkeN (C’C 25ikes fS) | o(i)
Ci- Lsiiesfs i Esiies iy
— U(Z) . ’U(Z) Z 3 —Ev(l)ﬁmﬁ_ . l’('i)
Sren (Ck * Csikes fs) Zren (Cr - Ssives fiy)
v(N) v(N)
gr—1. C; - f{i} YA 'U(Z)

v(?)

T Then Cifv 2" o(N) ) = )
v(N) ()

e Simetria respecto a los valores medios. Dos jugadores i y j son simdétricos
respecto a valores medios si para todo T' C N \ {45} se cumple que £3,; = £y,
A partir de esta definicidn, decimos que una solucién (®"),eN verifica simetria

respecto a valores medios (SrVm) si para todo par de jugadores 7,5 ¢ N

. . . i34 U;C_" (b"(u;(?)
simétricos respecto a valores medios , se cumple que — (c b = o Una
[ ‘)
condicion mas fuerte estableceria que
- —
ot v; €) _ P3(v; C o : o
= & 1y j son jugadores simetricos
C C;

Esta tltima propiedad la denominaremos simetria fuerte respecto a los

valores medios (SFrVm).

Proposicién 5.17 Sea (N,v) un juego financiero respecto al vector ¢/, entonces
el valor o(v; C) verifica la propiedad SFrVm.

DEM.

- (v O . . aimetricos
Hemos de demostrar que Mg‘,‘ ) — 9 (g,v ) o y j son jugadores simetricos
4 7

<)

VS /
3Por definicién de juego financiero se verifica que fs > f; VS;i € SY fy > fs V5 C N
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Sean i y j dos jugadores simétricos respecto a valores medios, entonces

S = 3 fs

S;i€S S;j€S
Por (5.7)
o;(v; 5) v(N) v(NV) o;(v; C)
oiv; O) _ fo. — fo- - ,
Ci S“'Zeg ¥ Y ken Ci Yosikes Is S;JZES ¥ Ykenw Cr Ys;kes fs C;

=) Supongamos ahora que ”‘(g;é) = ”f(é’,;c) siendotyj € N; por la definicién

del valor del juego financiero, ello implica que

ofs = > fs. (5.8)

S;ies 5;j€8
Supongamos que para algin R C N \ {zj} se cumpliera que
frui < fry; (5.9)

entonces por la propiedad 1.9 tendriamos que C(RUz) < C(RUj) y por tanto
que C; < C;. De aqui se deduce ademads que C(T'U1¢) < C(TUj) VT C

N\ {ij} y entonces, por la definicién de juego financiero,
froi < fru; VT C N'\ {i7}. (5.10)
De (5.9) y (5.10) se deduciria que
Ysjiests = Tremvip froi + Tijycrenfr <
< Zremiiy fru; + T crenfr = Tsijests

contradiccién con (5.8). 0

Si observamos el ejemplo 5.16 verificaremos que los jugadores 1 y 2 son

simétricos y que su pago medio también es igual X% = 221(‘)% = 10.87%.
También observamos que el pago medio del jugador 3 (22 = 11.13%) es

superior al del 1 y 2.

. . . =
Monotonia Sea N un conjunto de jugadores cualquiera y C los recursos en

poder de los jugadores; una solucién ®" definida en Q™ es mondtona respecto a
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N si para cada par de funciones generadoras de un juego financiero, f y f’, que
verifican

0 =0y F12C) =F3-C) VST N

1EN 1EN 1€8 €S

obtenemos que

or (v C) > @F(v; C) Vi € N
donde v(S) = max{0, f(XCicsCi)} y v'(S) = max{0, f'(ZiesCi)} VS C N.

Esta propiedad es importante dado que implica que los jugadores siempre op-
tardn por buscar la utilizacién conjunta de los recursos que reporte un mayor
beneficio; es importante que la regla de reparto adoptada no desincentive a los
jugadores en la consecucién de cualquier mejora (pensemos que, por ejemplo,
la funcién f puede ser una funcién de produccién asociada a una determinada
tecnologia y que la funcién f’ puede representar una mejora en la tecnologia
utilizada; esta propiedad introducida por Meggido [35] ha sido ampliamente
comentada por Young ([62]; Handbook of Game Theory, vol 11, cap 34 [2]).

Proposicién 5.18 El valor del juego financiero verifica la propiedad de mono-

tonia respecto a N.

DEM.

Sea g; la funcién que asigna para cada posible valor de v(V) el valor del juego

. . . =3 . .
financiero para el jugador 7, o;(v, C'); dado que consideramos fijos los recursos,

la funcion g; dependerd de fy = %, ie.

Ci-[fNJr > fs]

gi(fn) = TEmaet (v - D CY),
Z C - ( Z fs +fy ken
keN S; keS; S£#N

o de manera equivalente,

_ szN+A

) = oy g5, B
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donde A = Ci-Tg,ies;s¢n fsy, B = Tren Ck 7 C = Liken(CrlEsimes;sen fs)).
Si calculamos su derivada obtenemos:

T ) _ ABC + Z-C;BfNC+CiB2f]:‘<,
gifn) = (C + Bfy)?

que es positiva para toda fy > 0 dado que A > 0, B > 0, C > 0. Ello nos
indica que la funcién, y por tanto el valor o;, es creciente respecto a fy. De

-
aqui concluimos que o(v; C') es monoténico para N.

El Nucleo y el valor o(v)

A pesar de las buenas propiedades que cumple el valor del juego financiero, no siempre

es posible asegurar que pertenece al Nucleo. Para ello, observemos el siguiente ejemplo

Ejemplo 5.19 Sea el siguiente juego financiero respecto al vector (200, 200, 300)

v(1) =20 »(2)=20 0(3)=315
v(12) =44 v(13) =55 v(23) =55 v(123)=TT.
El Nicleo de este juego se reduce a un tinico punto, la distribucién proporcional
a los recursos p(v; C) = (22, 22, 33), pero o(v; {) = (21.8909, 21.8909, 33.2181).
Ademas existe el inconveniente de que el valor o(v; d ) es dominado? via la coalicién
{12} por la distribucién del Niicleo. Sin embargo, este problema no es exclusivo del
valor sigma: asi el valor de Shapley para este juego es ¢(v) = (21.917, 21.917, 33.167)
que también es dominado por el Nicleo. Esta observacién nos conduce a formular el

siguiente Teorema de imposibilidad.

Teorema 5.20 No eziste ninguna solucién definida en Q™ con n > 3 que verifique

las propiedades EF, SFrVm y CVm, y que no sea dominada por el Nicleo.

DEM.

Sea (@5 )neN una solucién sobre los juegos financieros que cumple EF, SFrVm
y CVm y que no es dominada por el nicleo. Apliquemos esta solucién al anterior
juego financiero de tres jugadores respecto al vector ¢ = (200, 200, 300)

v(1) =20 v(2)=20 v(3)=31.5
v(12) = 44 o(13) =55 ©(23) =55 v(123) = T7.

4Ver pégina 111.
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Como ®3 es una solucién que verifica SFrVm y CVm tenemos que

¥ 0) _ B 0) _ % )
200 200 300

esto es consecuencia de que los jugadores 1 y 2 son simétricos y el jugador 3 aporta

(5.11)

més recursos que los dos anteriores. Por la eficiencia de @3 tenemos que
3(v; O) + ®3(v; C) + ®3(v; C) = 77.
Finalmente por (5.11) obtenemos que
— — 3 —
®i(v; €) + @1(v; C) + 21(v; €) < 77

y por tanto, ®3(v; C_") < 22. Por la simetria de los jugadores 1 y 2, ®3(v; 6) < 22
lo que implica, dada la eficiencia de ®2, que ®3(v; C) > 33.

Por otra parte la tnica distribucién del nicleo es (22, 22, 33), que domina a
03(v; () via la coalicién {12}. 0

El anterior Teorema nos plantea la incompatiblidad de una distribucién que premie
al que mds recursos aporta (propiedades SFrVm y CVm) y la no dominacién por

parte del Nucleo.
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Conclusiones

El estudio de todo modelo en Teoria de juegos debe constar a mi juicio de tres
etapas: una primera de andlisis del modelo y de la estructura del juego generado; una
segunda de aplicacidn de los instrumentos y soluciones tipicos de la Teoria de juegos;
y en tercer lugar, una discusion sobre la aplicacion de estas soluciones al modelo
estudiado lo que puede derivar en la propuesta de nuevos conceptos de solucién. En
este capitulo de conclusiones resumiremos los resultados obtenidos en cada uno de
estos puntos asi como los problemas que ain quedan por resolver respecto al modelo

y que sugieren nuevas lineas de investigacion.

Respecto al andlisis del modelo, un primer objetivo de la Tesis se ha centrado
en la determinacién de las caracteristicas diferenciales de los juegos financieros con
el propdsito de establecer si éstos constituyen una clase especial de juegos con en-
tidad propia. A tal efecto se han estudiado y verificado conocidas propiedades de
los juegos cooperativos como son la monotonia, la superaditividad y se han definido
otras especificas como son la anonimidad coalicional o la aditividad parcial. Estas
propiedades ya confieren de entrada a los juegos financieros un caracter diferencial
respecto a las demas clases conocidas de juegos.

Cuando se trabaja por primera vez con los juegos financieros, la primera idea que
surge es la de afirmar que todos los juegos financieros son siempre convexos. Sin
embargo, como se ha discutido ampliamente en el capitulo 1, no sélo no son convexos
sino que ademas no se adectian a ninguna de las generalizaciones sobre la convexidad
ya definidas. La primera conclusién que podemos extraer de la investigacién es que
los juegos financieros constituyen una clase bastante amplia dentro de los juegos
cooperativos; a pesar de que su definicién es aparentemente precisa, deja suficiente
margen para englobar una gran cantidad de juegos diferentes entre los cuales se hallan,
por ejemplo, los juegos de bancarrota. Esto amplia la importancia del modelo pues
representa una generalizacion no sélo de los problemas de bancarrota sino de todos
aquellos que comparten la misma modelizacién (“rights problems”).

Un segundo objetivo presente en el analisis del modelo se ha concentrado en in-

tentar caracterizar los juegos financieros con la intencidn, por un lado, de determi-
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nar exactamente las caracteristicas de los juegos financieros, y por otro, para re-
conocer facilmente cudndo un juego es financiero o no. En este sentido, tan sélo
hemos obtenido respuestas parciales definiendo condiciones necesarias (superaditivi-
dad, anonimidad coalicional, aditividad parcial) que sin embargo son de gran utilidad
para determinar cudndo un juego no es financiero.

Un tercer punto referente al estudio del modelo ha estado dedicado a la estructura
algebraica de los juegos financieros. Asi como los juegos convexos constituyen una
clase de juegos cerrada por la suma (la suma de dos convexos es un convexo), los
juegos financieros no comparten esta propiedad. Para recuperar esta caracteristica nos
hemos visto obligados a restringir el estudio al conjunto de juegos que son financieros
respecto a un vector dado. La subclase de juegos financieros asi definidos constituyen
un cono dentro del espacio vectorial de los juegos cooperativos siendo los denominados
juegos de minimo nivel un sistema de generadores de este cono.

La descomposicion de los juegos financieros en combinacion lineal de juegos de
minimo nivel parecia abrir en principio una buena via para el estudio de los juegos
financieros. Como destacaremos mas adelante, hemos llegado a conocer perfectamente
las caracteristicas de los juegos de minimo nivel pero no ha sido posible extender los
resultados a la clase general de los juegos financieros; ello ha sido debido a que la
mayoria de soluciones (Nucleo, Kernel, nucleolus, valor de 7) no poseen la propiedad
de aditividad. '

Cabe resaltar que una de las ventajas del modelo es que analiza problemas sencillos
pero a la vez practicos lo que facilita el analisis del problema y la interpretacién de los
resultados obtenidos. Sin embargo, la misma sencillez del modelo invita a preguntar
por una generalizacién del modelo. Una primera aproximacién en este sentido irfa
en la direccion de permitir que los jugadores, en lugar de aportar un dnico recurso
homogéneo, aportasen cada uno de ellos un conjunto de recursos; seguramente la
solucién habra de pasar por el establecimiento de un vector de precios de manera que
se pueda valorar globalmente la aportacién del jugador. En esta linea un problema
interesante a resolver es el de determinar cudndo un “Linear production game”, donde
cada jugador aporta un vector de inputs, resulta ser un juego financiero. El problema
inverso ha sido analizado en el capitulo 2 donde hemos analizado de qué forma un

juego financiero podia ser formulado como un juego de produccién lineal.

¥ ok * * * *

La segunda etapa en el estudio de los juegos financieros ha sido dedicada a la apli-
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cacion de los instrumentos y soluciones clasicas en Teoria de Juegos. En concreto re-
sumiremos los resultados obtenidos referentes al Nicleo, al conjunto de Negociacion,
al Kernel asi como al conjunto de soluciones puntuales (Shapley, nucleolus y valor de
7).

Dada la estructura del juego no resulta sorprendente que el Nicleo tenga un papel
preponderante en el modelo ni que la distribucién proporcional pertenezca siempre
a éste dado que forman una parte consustancial al modelo. Por su interpretacion,
resulta particularmente interesante el caso en que el Nicleo se reduce a un tdnico
punto; recordemos que ello sucede cuando los valores medios de las coaliciones de
n — 1 jugadores coinciden con el valor medio de la coalicion total. Por tanto, el
Ntcleo del juego serd tanto mas “grande” cuanto mds distantes estén los valores
medios de las coaliciones de n — 1 jugadores del valor medio de la coalicién total.
Esto pareceria indicar que los limites del Nucleo vienen fuertemente determinados
por las coaliciones de n — 1 jugadores. Asi nos hemos dedicado a estudiar cudndo
en un juego financiero los limites del Nucleo estan delimitados por las contribuciones
marginales de las coaliciones. Recuérdese, por ejemplo, que en un juego de bancarrota

vE,q €l Nicleo del juego viene definido por
C(vp) = {# € I"(vEW) ¥ vpa(i) < 2 < BB Vi=1,...,n}.

Es decir, el Nicleo del juego de Bancarrota esta definido por el conjunto de vectores
eficientes cuyas componentes se hallan entre los valores individuales de los jugadores
y sus contribuciones marginales. Dado que los juegos de Bancarrota son juegos con-
vexos, siempre existiran vectores donde estos limites efectivamente se alcanzan.

Este resultado ha podido ser extendido a una subclase de juegos financieros que

hemos simbolizado por FGY y que hemos definido como
FGN = {v e FGN|v(N) —v(S) > b'(N\S)VS C N, v(S) > 0}.

Esta clase es suficientemente interesante pues incluye a los juegos de bancarrota
y a los juegos de minimo nivel generadores de los juegos financieros. A pesar de que
era evidente que una condicion tan fuerte no se cumpliria para todo juego financiero,
resultaba interesante analizar si al menos en cada uno de los vértices del Nicleo
encontrariamos una contribucién marginal de algin jugador; ello es importante pues
nos indicaria cual es el poder de las coaliciones en el juego. Sin embargo, la respuesta

ha sido negativa: en el ejemplo de la pagina 104 uno de los vértices del nicleo no
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satura a ninguna restriccién correspondiente a una coalicién de n — 1 jugadores, y
por tanto en ese caso, son el resto de coaliciones las que ponen limite a las posibles
distribuciones del Nicleo.

La similitud con los juegos convexos se pone de manifiesto también en el estudio
del Nicleo: primero porque ambos tipos de juegos son no sélo equilibrados, sino
totalmente equilibrados; en segundo lugar porque se comportan de manera similar
respecto a los juegos reducidos. En el presente trabajo nos hemos interesado por la
reduccién jugador a jugador del juego. De hecho, algebraicamente es equivalente la
reduccién global de un conjunto de jugadores que jugador a jugador. Sin embargo,
no es equivalente si lo que nos interesa es detectar cudles son las condiciones, el pago
que debe recibir el jugador reducido para que el juego reducido conserve el caracter
financiero. En nuestro estudio hemos visto que este pago debia ser tal que fuera
superior al pago segin la distribucién proporcional en cada juego reducido. Ello
supone una rigidez de los juegos financieros con respecto a los juegos convexos en
los que la reduccién genera un juego convexo siempre que se retribuya al jugador
reducido con un pago que pueda estar en el nicleo. Esta caracteristica diferencial
hace que el trabajo con los juegos financieros se complique y que sea importante
resolver la siguiente cuestién: ;En qué condiciones el Nicleo de un juego financiero
equivale al de un juego convexo? Si la respuesta siempre fuera afirmativa seria muy
importante dado que posibilitaria un conocimiento mucho mayor del nicleo de los
juegos financieros; en este caso, la siguiente cuestion importante seria conocer el
proceso de asociacién a cada juego financiero de ese juego convexo con el mismo
Nucleo. Aparte del caso obvio en que el juego es directamente convexo, el Nticleo de
los juegos FGL coincide con el de un juego convexo y en concreto con el de un juego
de Bancarrota. Es obvio que no siempre sera posible asociar al juego financiero un
juego de Bancarrota con el mismo Nicleo que el juego financiero original pero quizas
podriamos asociar otro tipo de juego convexo; aunque ha sido estudiado, este punto
no ha podido ser resuelto. Un argumento en favor de investigar este tipo de relaciones
es el de aprovechar las propiedades conocidas para los juegos convexos y extenderlas
hacia los juegos financieros.

Finalmente otro aspecto importante analizado respecto al Nicleo es el de su esta-
bilidad en el sentido de von Neumann y Morgenstern. En general hemos visto que el
Nicleo de los juegos financieros no es estable y que existen conjuntos estables mayores
que el Nucleo y que lo contienen. Por contra, también hemos facilitado un ejemplo

de juego no convexo pero con Nicleo estable con lo que no sélo los juegos financieros
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convexos tienen el Nicleo estable. Respecto al ejemplo, es interesante remarcar la
original forma de demostrar esta estabilidad utilizando juegos reducidos: se examina
la dominacién de todas las imputaciones fuera del Nicleo fijando el valor de uno de los
jugadores y examinando las dominaciones en el juego reducido. Este procedimiento
puede constituir una nueva via para el estudio general de los conjuntos estables en los
juegos financieros con el objetivo de demostrar que siempre existen para esta clase de

juegos; este tltimo punto continua todavia abierto.

Si la estabilidad no es una caracteristica definitoria del Nicleo de un juego fi-
nanciero, si que nos dice muchas mas cosas el estudio de los diversos conjuntos de
Negociacién. En el trancurso del capitulo 3 se ha comparado el Nucleo con distintas
definiciones de conjuntos de negociacion.

A pesar de ser un resultado en parte esperado, no deja de ser importante la coin-
cidencia entre el Nticleo y el conjunto de negociaciéon en el sentido de Aumann &
Maschler. Esperado porque la estructura de beneficios medios crecientes del juego
financiero asi lo hacian presagiar; importante porque no se conocen demasiados re-
sultados acerca de las propiedades del conjunto de negociacién en juegos de mercado,
en juegos totalmente equilibrados.

Podemos decir que el conjunto de negociacién es una solucién muy intuitiva en los
juegos financieros; con esto queremos decir que las objeciones (propuestas alternativas
a una distribucién inicial) que se plantean en la discusién entre jugadores responden
a una ragonamiento logico y sencillo. ;Quién va a formular “quejas” respecto al
pago recibido?; pues aquel jugador que en términos medios respecto a los recursos
aportados esté peor pagado. ;Quién va a recibir estas “quejas”?; pues aquel jugador
que esté mejor pagado. Otro problema distinto es determinar cuél es el pago que
deben recibir los jugadores para que la objecién tenga fundamento. Esta pregunta
la hemos resuelto mediante el uso de los juegos reducidos. Mediante la reduccién
del juego jugador a jugador vamos seleccionando aquellos jugadores que realmente no
estdn suficientemente remunerados y que son los que realmente deben incrementar su
pago y llevar el peso de la objecion.

El anterior resultado se ve reforzado por la coincidencia con el conjunto de ne-
gociacién definido por Mas-Colell. Esto es importante porque llegamos a la misma

conclusién incluso variando la definicién de la solucién.

En cambio, no hemos obtenido el mismo resultado cuando hemos comparado el

Ntcleo con el conjunto de negociacién definido por Zhou.
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El Conjunto de negociacién de Zhou permite pagos fuera del Nucleo; éstos sin em-
bargo deben cumplir como condicién necesaria que existan al menos dos coaliciones de
jugadores no comparables pero con interseccién no vacia que tengan el mismo exceso
(v(S) — z(8S)) y que éste sea maximo respecto a los excesos del resto de coaliciones.
Traducido al caso de tres jugadores ello implica que se podria llegar a un acuerdo
en un pago fuera del Nicleo cuando dos coaliciones de dos jugadores tuvieran un
exceso positivo igual; ello supone que dos jugadores estaran cobrando maés que su
contribucién marginal a expensas del tercer jugador.

El conjunto de negociacién de Zhou abre dos cuestiones interesantes: la primera
de ellas se refiere a si tiene significado seleccionar distribuciones fuera del Nicleo en
un modelo como el de los juegos financieros; la segundo se refiere a la relacién de
este conjunto con una posible caracterizacion de la convexidad. Respecto al primer
punto se ha de decir que los valores de la funcién caracteristica no indican un objetivo
ineludible a alcanzar por todos los jugadores. Quizas una distribucién no remunera
suficiente a alguna coalicién pero no por ello todos los miembros de la coalicién se
han de movilizar para conseguir un pago mayor; dentro de la coalicion pueden existir
algunos jugadores que si estén bien retribuidos; si los jugadores que estdn en peores
condiciones no son capaces de mejorar por si sélos no existe motivo para pensar
que podran obtener la colaboracion del resto de jugadores. Podriamos resumirlo
diciendo que “cooperacién” no implica “solidaridad’. Por ejemplo, supongamos un
juego de tres jugadores donde el primer jugador aporta 1.000.000 de ptas, el segundo
2.000.000 de ptas. y 3.000.000 de ptas el tercero. Aportando estas cantidades a un
banco obtienen el 10 % si invierten hasta 3.000.000 de ptas. y el 11% si invierten mas.
Obsérvese que en esta situacion el tercer jugador es indispensable para la obtencién
del 11 % pero en cambio es un jugador que puede ser vulnerable. Efectivamente,
imaginemos que por diversas razones se llega a un principio de acuerdo en las que el
pago acordado es (1.117.500, 2.227.500, 3,315, 000); el tercer jugador recibe menos del
11 % pero en cambio es un jugador indispensable para su consecucién. La distribucién
propuesta no pertenece al Nicleo dado que las coaliciones {2,3} y {1,3} podrian
mejorar su resultado. Nétese que a pesar de esto los jugadores 1 y 2 involucrados en
éstas coaliciones reciben ambos un pago superior al 11%. A partir de esta distribucién
inicial, cualquier negociacion posterior siempre repercutiria de manera positiva en el
tercer jugador produciéndose una regresién en el pago de uno de los dos jugadores
restantes; dependera de los requisitos que se exijan para las objeciones para que éstas

sean viables.
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Por ejemplo, Aumann & Maschler tiene claro que si el jugador 3 promueve una
colaboracién y llega a un acuerdo con el 2 para mejorar ambos su pago, el jugador
3 no aceptara una posterior contraoferta del jugador 1 y por tanto la distribucién

inicial nunca se llevara a cabo.

En la definicién de Mas-Colell y Zhou es posible que un jugador que participa en
una objecién pueda luego intervenir en una contraobjecién sin restriccién alguna, sile
interesa. Aparte de ciertas diferencias en las coaliciones que pueden intervenir en la
negociacién, lo importante es examinar las definiciones de objecién y contraobjecién.
En el conjunto de negociacién de Mas-Colell es mas dificil defenderse contra una
objecién que en el conjunto definido por Zhou. Ello simplemente sucede porque los
requisitos para una objecién son menos estrictos en Mas-Colell que en Zhou y por
tanto el conjunto de objeciones a realizar es mas amplio para el primero que para
el segundo. De manera inversa cuando hablamos de una contraobjecién son menos
estrictas las condiciones de Zhou que las de Mas-Colell con lo que seran mayores
las posibles contraobjeciones en el primero que en el segundo. Esto es cierto para un
juego de tres jugadores y por eso resulta ser mayor el conjunto de negociacion de Zhou
que el de Mas-Colell. Ello seria cierto en general si no fuera porque en el conjunto de
negociacién de Zhou las posibles coaliciones que pueden presentar una contraobjecién
estdn limitadas por unas ciertas condiciones. Ello deja indeterminada la relacién
entre el conjunto de Negociacién de Zhou y el de Mas-Colell. La indeterminacién
de la anterior relacién ha quedado resuelta en nuestro estudio para el caso de los
juegos financieros; como hemos visto en el capitulo 3, el conjunto de negociacién de
Mas-Colell esta incluido en el de Zhou.

Una consecuencia interesante de la coincidencia entre dos de los conjuntos de
negociacion y el Nicleo es que descarta una posible caracterizacion de los juegos
convexos via el conjunto de negociacion de Aumann-Maschler (ya era conocido) o via
el conjunto de Mas-Colell. Sin embargo, la caracterizacion utilizando la definicién de

Zhou queda abierta y reforzada por el resultado anteriormente citado.

Una vez examinadas dos soluciones conjuntistas, era obligado investigar cudl es
el comportamiento de tres de las soluciones puntuales mas importantes en Teoria de
Juegos: el Valor de Shapley, el nucleolus y el valor de 7. Bésicamente, de cada solucién
se ha intentado examinar su pertenencia al Nucleo, su calculo y su interpretacién en

los juegos financieros.

Respecto a la pertenencia al Ntcleo hemos obtenido resultados diversos: para
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el valor de Shapley es facil encontrar ejemplos en que no pertenece al Nucleo; el
nucleolus por definicién siempre es un elemento del Nicleo y para el Valor de 7 no
hemos podido presentar ni un resultado afirmativo ni uno negativo.

Respecto al célculo, nos hemos centrado especialmente en intentar ver si, aprove-
chando las caracteristicas de los juegos financieros, podiamos encontrar un algoritmo
de célculo para el nucleolus. En primer lugar nos hemos dedicado al caso de tres
jugadores que, a pesar de estar sobradamente estudiado, era de nuestro interés para
realizar una critica posterior de la solucidn; en el estudio realizado hemos llegado a
encontrar un conjunto de férmulas que permiten su calculo.

Dada la dificultad encontrada en el estudio general del nucleolus, hemos dedicado
parte de nuestros esfuerzos a determinar si el Kernel de un juego financiero se reducia
a un unico elemento, y por tanto, al nucleolus. Un primer indicio positivo al respecto
lo constituye la equivalencia entre el Nicleo y el conjunto de Negociacién de Aumann
& Maschler: dado que el Kernel esta incluido dentro del conjunto de negociacion
también sera un subconjunto del Nucleo. Un segundo resultado obtenido se refiere
a la clase de juegos que denominabamos FGY. Para esta clase, hemos llegado a
determinar que efectivamente el Kernel contenia un inico elemento. La demostracién
utilizada se basa en la identificacion del Nucleo del juego financiero con el de un
juego de Bancarrota: si para éste el kernel contiene un tdnico elemento, el del juego
financiero también contendra un tinico elemento. Esta técnica de demostracion es la
misma que Driessen [13] utiliza para establecer que s6lo existe un dnico elemento que
a la vez pertenezca al Nicleo y al Kernel para el caso de los juegos k-convexos. Sin
embargo para el caso general, no hemos podido demostrar ningtin resultado positivo al
respecto; por ello, como aludiamos anteriormente, consideramos importante dedicar
esfuerzos a verificar si el ntcleo de un juego financiero siempre equivale al de un juego

CONvexo.

Respecto a la interpretacion de las soluciones puntuales anteriormente mencionadas,
todas adolecen del mismo defecto: no tienen en cuenta que en el juego estd determi-
nada la aportacién de cada jugador. Es evidente que cualquier distribucién es posible:
anteriormente cuando hablabamos del conjunto de negociacion discutiamos un ejem-
plo donde los jugadores con menos aportacion eran remunerados en términos medios
mejor que el jugador con mayor aportacion; se puede comprobar que esa distribucién

pertenece al conjunto de negociacion de Zhou. Sin embargo, cuando se trata de es-
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tablecer una tinica distribucién que sirva como referencia para un posible pago a los
jugadores, parece que admitir situaciones como aquella no parece lo mas idéneo. Pues
bien, esto es lo que sucede con el Valor de Shapley, el nucleolus y el valor de 7. Por
ello llegamos a la conclusién de que o bien se abandona su recomendacién para los
juegos financieros o se modifica su definicién. En este sentido hemos apuntado dos
posibles modificaciones de estas soluciones: el nucleolus proporcional y el valor de 7
proporcional.

Igual que determinadas soluciones son especialmente indicadas para determinados
modelos, en el capitulo 5, se ha discutido cuales deberian ser las propiedades deseables
para toda solucién aplicada a los juegos financieros. Entrelas propiedades establecidas
destacan la no manipulabilidad respecto a recursos (NMR), el crecimiento respecto
a valores medios (CVm), la simetria respecto a recursos (SR) y la simetria fuerte
respecto a valores medios (SFrVm).

La distribucién proporcional es una de las soluciones mas utilizadas en la practica:
siempre que existe una base objetiva de la aportacién de los agentes, en el caso
de la distribucién de beneficios, o de la utilizacién del bien cuyo coste se debe im-
putar, el reparto proporcional es el usualmente aceptado. A pesar de cumplir buenas
propiedades, SR, CVm y ser la unica que cumple no manipulabilidad respecto a re-
cursos, también es facilmente criticable pues no distingue quién es el jugador que tiene
una aportacién mas decisiva al juego. En este sentido hemos definido la propiedad de
simetria fuerte respecto a valores medios que expresa que dos jugadores sélo recibiran
el mismo pago medio si y sélo si tienen la misma aportacién al juego, esto es, si son
simétricos. Aqui el concepto de simetria se refiere a si los jugadores son sustitutos
respecto a los valores medios de las coaliciones.

Parece una buena idea exigir a una soluciéon que distinga entre las aportaciones de
los jugadores, o en otras palabras, que verifique la propiedad SFrVm; la distribucién
proporcional, por ejemplo, no cumple esta propiedad.

El valor del juego financiero es un nuevo concepto de solucién que responde al
anterior planteamiento verificando SFrVm. Ademds de esta propiedad cumple las
propiedades de SR y CVm, es individualmente racional, cumple la propiedad de
monotonia débil pero sin embargo, no selecciona siempre una distribucién del Nicleo.
Este incoveniente no lo es tanto si admitimos, como hemos discutido anteriormente,
que es posible que se den distribuciones fuera del Nucleo. Maés preocupante que
este ultimo dato resulta el hecho de que en la discusién del capitulo facilitamos un

ejemplo de juego donde el valor financiero del juego es dominado (en el sentido de
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von Neumann y Morgenstern) por el tinico elemento del Nicleo.

Este resultado pone de manifiesto la incompatibilidad de ciertas propiedades. Es
notorio remarcar el Teorema de imposibilidad que enunciamos y que establece que es
imposible hallar una solucién que cumpla las propiedades de eficiencia, crecimiento
respecto a valores medios y simetria fuerte, y que no sea dominada por el Niucleo; este
es el caso del valor financiero del juego. En descargo de este incoveniente diremos
que en la mayoria de los casos (si el Nicleo es suficientemente grande) la distribucién
pertenecera al Nicleo.

Para finalizar mencionaremos que un trabajo interesante que atin queda por re-
alizar respecto a soluciones especificas es la extension de soluciones tipicas utilizadas
para juegos de Bancarrota a la clase de los juegos financieros, tanto en el aspecto de
redefinicién de las soluciones como el de su estudio axiomatico. En nuestro estudio
tan s6lo hemos adaptado propiedades conocidas para juegos de bancarrota con la

finalidad de caracterizar la distribucién proporcional.
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