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A 3.5.2 s’ha vist que I’estimador de credibilitat per a la cel-la (z,j) és:
Xije = m + 20 + =¥ (3.161)

Els valors de cadascuna de les components estan expressades en la taula 3.17. En el

, o . —(12 142
centre de la taula sén donades les nou realitzacions de la variable :§j * . L'dltima

, . . . —(1 i
columna conté les realitzacions de la variable :,,( s , que son iguals a zero.

Taula 3.17 Composicio de les primes de credibilitat

j=1 j=2 j=3

i=1 —5723 388 1759 0
i=2 —6627 —-925 9.99 0
i=3 277 2487 11513 0

Podem veure que les caracteristiques de la taula 3.1 també apareixen en els
resultats de credibilitat. Aixi, la quantia estimada per ser pagada per a cada client
nou és més petita si el client té poca experiéncia laboral (—57.23, —66.27 1 —27.77)
sigui solter divorciat o aparellat respectivament. Per altra banda, a més émtiguitat
més prima. Pel que fa a I’estat civil, és prou clar que els aparellats han de pagar
més prima sigui quina sigui la seva antiguitat.

L’estimador de credibilitat per a les persones solteres que han treballat menys
de dos anys en el seu actual lloc de treball és obtinguda a partir de la taula 3.17 de

la seglient manera:

—=(12)*
Xijs = m+:.§1)

= 242.51 — 57.23 = 185.28 (3.162)

Com hem vist al final de 'apartat 3.5.2 el model jerarquic de Jewell pot també

presentar-se amb el segon factor com a primer nivell i e] primer factor en el segon
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nivell depenent del segon factor. Seguirem, doncs, el mateix procediment indicat per
I’anterior exemple, pero canviant el primer factor pel segon en el primer nivell. I per
estimar les primes de credibilitat, hem programat amb llenguatge APL el model de

Jewell (vegeu apendix C). Els parametres estructurals estimats per ’exemple sén:

m* = 242.51
b = ¢
p(12* = 3064.17 (3.163)

S%* = 26986.55

Hem fet servit els respectius estimadors indicats a la seccié 3.5.2. A la taula 3.18
hem fet un resum dels estimadors de credibilitat de les quanties que hauran de ser

pagades per la companyia asseguradora el proper any a causa de la fallida dels nous

clients, és a dir, els Xij¢;;41 .

Taula 3.18 Primes de Credibilitat

j=1 j=2 j=3
i=1 191.60 245.99 258.20
i=2 18193 234.07 251.55
i=3 217.86 264.58 345.91

Per aconseguir aquests resultats ha estat necessari, en primer lloc, calcular els
coeficients de credibilitat, a partir dels parametres estructurals, segons (3.125). A

la taula segiient, hi han les quanties dels coeficients de credibilitat:
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Taula 3.19 Coeficients de credibilitat

j=1 j=2 j=3
:=1 0.819° 0.830 0.823
:=2 0.860 0.857 0.845

3 = 0.816 0.816 0.833
0 0 0
Com es pot veure, només trobem els coeficients de credibilitat zg 2 lligats
a 55;2) , ja que els coeficients de credibilitat z,(z) sén iguals a zero. Per tant, la

component Egz) del model no aporta cap explicacié a les primes de credibilitat. Aix{
doncs, els resultats sén molt semblants als que obteniem del model de Bihlmann-
Straub.

Un cop calculats els coeficients de credibilitat i per arribar als resultats de la
taula 3.18, considerem les expressions del Teorema 3.2, de manera que per a cada

cel-la (1,7) Pestimador de credibilitat és igual a:

Kijpgrr = m + 257 (X = m) + (1= 2§ (Yow —m)  (3.164)
on les mitjanes ponderades es defineixen com:
tij
Wijs
Xijw = D, *ﬁl_—Xijs;
) s=1 Wisz
3 2(11 ? (1)
Yijw = Z—z(l—'g—) (Xilw ~ 5 ) (3.165)
=1 %%

I el vector Yij, ésigual a (187.94,249.35, 293.74) .
Finalment, hom pot veure que la prima de credibilitat de la cel-la (1,1) pot ser

calculada de la manera segiient:

191.6 = 242.51 + 0.819-(187.95 — 242.51)
+ (1 - 0.819)-0-(249.34 — 242.51) (3.166)

S
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A 3.5.2 s’ha vist que I’estimador de credibilitat per a la cel-la (z,7) és:
Xijs = m + =P 4 =07 (3.167)

Els valors de cadascuna de les components estan expressats a la taula 3.20. En el

2 . M . — 12 ’ .
centre de la taula sén donades les nou realitzacions de la variable =012 L’altima
ij
’ . . . —{2 ’ .
fila conté les realitzacions de la variable :§ = , que sén igual a zero.

Taula 3.20 Composicié de les primes de credibilitat

=1 j=2 j=3
i=1 —50.92 348 15.69
;=2 —60.59 —844  9.04
i=3 —24.65 2207 103.40

Podem veure que les caracteristiques de la taula 3.1 també apareixen en els
resultats de credibilitat. Aixi, la quantia estimada per ser pagada per a cada client
nou és més petita si el client té poca experiéncia laboral (—50.92, —60.59 i —24.65)
sigui solter divorciat o aparellat respectivament. Per tant, a més antiguitat més
prima. Pel que fa a ’estat civil, és prou clar que els aparellats han de pagar més
prima sigui quina sigui ld seva antiguitat.

L’estimador de credibilitat per a les persones solteres que han treballat menys
de dos anys en el seu actual lloc de treball és obtingut a partir de la taula 3.20 de

la segiient manera:

—(12)x*

Xlls m + =11

il

242.51 — 50.92 = 191.6 (3.168)
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Capitol 4

Aplicacié al ram de robatori de

comercos

En aquest capitol apliquem els models credibilistics de classificacié creuada al ram
de robatori a comergos. Aquest és un ram on la diferenciacié de polisses segons el risc
que assumeixen és molt important, per aquest motiu, la Teoria de la Credibilitat pot
representar una bona ajuda a I’hora de calcular les primes de les diferents polisses
segons la seva propia experiencia de sinistralitat. En aquest cas, hem escollit dos
factors que creiem sén els més importants per diferenciar unes polisses d’altres. El
primer factor que considerem és el capital assegurat per la polissa, i el segon el tipus
de comerg. El primer factor ha estat dividit en tres categories diferents, per tant
I =3 ,onlaprimera (¢ = 1) esta formada per aquelles polisses que tenen un capital
assegurat de menys de cinc milions de pessetes; la segona categoria (¢ =2 ) és per
aquells comergos que tenen un capital assegurat entre cinc i deu milions de pessetes;
i per dltim, aquelles polisses amb el capital assegurat superior als deu milions de
pessetes formen la tercera categoria ( ¢ = 3 ) del primer factor. Pel que fa al segon
factor, hem escollit dotze tipus de comergos diferents ( J = 12 ). A continuacié

enumerem aquests dotze tipus, davant de cada un d’ells hi figura I’abreviacié amb

125
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la que apareixeran en les segiients taules de resultats.

R =1 Restaurants, bars i cafeteries

B =2 Bijuteries

M ;=3 Moda i confeccié

Q Jj=4 Queviures

A j=5 Art

E =6 Esports

ED j=17 Electrodomestics

O j5=8 Ordinadors 1 material d’oficines
SV ;=9 So, video i electronica

S j=10 Supermercats
T ;=11 Transports (agencies)
V  j=12  Viatges (agencies)

Les dades que hem fet servir, i que a continuacié mostrarem, han estat escollides
de les publicacions que I’associacié ”Investigacién cooperativa entre entidades ase-
guradoras” (I.C.E.A.) va fer durant els anys d’observacié de 1990 a 1994. Aquesta
associacié va fer aquests estudis a partir de les dades oferides per una vintena de
companyies asseguradores, que treballen en aquest ram a Espanya. Aquests in-
formes, sota el titol generic de ”"La siniestralidad de robo en comercios”, sén una
recopilacié estadistica del que ha estat aquest ram d’assegurances en aquests cincs
anys a Espanya. Hem cregut interessant recollir les dades del cost mitja de sinis-
tralitat per cada tipus de comerg segons el tram de capital assegurat. Les segiients
taules mostren el cost mitja, expressat en pessetes, que representa per a cada com-
panyia. La primera taula és per aquelles polisses amb menys de cinc milions de

capital assegurat, la segona i tercera per les respectives categories del primer factor.
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Taula 4.1 Cost mitja per sinistre de les polisses contractades per menys de cinc

malions de capital assegurat.

1=1 1990 - 1991 1992 1993 1994

j=1 88503 85013 96207 103165 106914
] =2 75889 93033 171327 128547 120098
J=3 192058 130176 191222 167635 183663
j=4 87734 59273 80789 77401 79723
J=5 136273 52150 60950 54783 68647
j=6 132729 191835 180930 190604 171582
J=71 161912 144893 148759 137131 151609
J=28 311556 156519 220667 209522 127310
7=9 124917 145000 477056 376214 148903
7=10 90153 104119 76672 85244 84155
7=11 582000 27700 102460 94611 98921
J =12 111429 87423 109643 93229 94034

Amb un rapid cop d’ull a aquestes dades, podem dir de seguida quins tipus de
comergos tenen un cost mitja de sinistralitat més alt ( =8 1 j = 9 ), que
corresponen a ordinadors i a so-video, i quins el tenen més baix (j =1 1 j =4 ),
que sén restaurants 1 queviures. De la mateixa manera podem veure comercos amb
un cost mitja que podriem considerar de comportament mitja (j =6 1 j =3 ),
que corresponen a botigues d’esports i moda respectivament. També podem veure
que en algun cas ( 7 = 11 ) les dades sén molt diferents d’un any a ’altre, aquesta
variabilitat suposa un entrebanc pels nostres objectius, sobretot, perqué no disposem
de molta experiencia acumulada. De totes maneres, creiem que si disposéssim de

més anys d’observacié aquestes dades irregulars serien menys importants.
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Taula 4.2 Quanties del cost mitja per sinistre de les polisses contractades per cinc

a deu milions de capital assegurat.

1=2 1990 1991 1992 1993 1994

j=1 112420 106011 127953 124235 130572

j= 128250 499200 332000 101500 229737
j=3 198179 213601 207276 275242 265953
j= 100247 94662 91266 109627 108965
Jj= 317200 78500 76556 151769 638000

) =6 265118 232600 268612 240000 206603
J=1 241764 205531 200971 225875 154468
j= 362250 261594 303833 550864 433444

=9 240500 309550 92286 403000 380875
7 =10 137694 98571 147759 115710 131569
j=11 313000 21000 194929 159000 51143
7 =12 165000 154250 72385 104674 160707

Pel que fa a aquesta segona taula, només comentar, que logicament, el cost mitja
per a tots els tipus de comergos ha augmentat. De la mateixa manera que abans,
també hi ha certes observacions irregulars ( j = 9 ) que poden alterar els resultats.
Un cop més ressaltem la importancia de tenir quantes més observacions millor, per
poder assegurar ’ajustament dels nostres resultats.

De la tercera taula, per les polisses amb un capital assegurat de més de deu
milions, 1 dbviament amb quanties més grans del cost mitja, podem resaltar la
manca de dues observacions per a any 1990 ( j =2 1 j = 5 ) produides per la
falta de sinistres en aquest any. Aix0 empitjora la falta de suficients observacions

perqueé els resultats siguin més fiables. Nosaltres creiem que els resultats que veurem
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a continuacié estan prou ajustats a la realitat, pero no tenim cap dubte que els

resultats i les estimacions millorarien si disposessim de més anys d’observacio.

Taula 4.3 Cost mitja per sinistre de les polisses contractades per més de deu mi-

lions de capital assegurat.

1 =3 1990 1991 1992 1993 1994

J=1 162550 133896 150847 141159 162765
J=2 0 110000 535333 298000 640750
j=3 190929 343435 276382 261431 340520
J=4 124469 208497 207108 217752 327808
J=5 0 40750 126667 311667 32667
=6 327125 223111 361122 326597 227611
1=7 398286 391039 265699 341268 386183
) =8 139500 221750 453588 1087667 614567
=9 348667 230083 876313 495769 1015875
7 =10 152357 184049 220870 149806 142642
;=11 350500 134500 646187 150903 115645
) =12 25167 48207 61590 78983 99027

Fins ara, només tenim la informacié referent al cost mitja per sinistre, pero en
aquest ram tant important és el cost mitja per sinistre com el nombre de sinistres que
hi han hagut per a cada any d’observacié. Per aixd, hem cregut convenient incorpo-

rar aquesta informacié via pesos o ponderacions naturals per a la nostra aplicacid.

A continuacid, de la mateixa manera que abans, detallarem aquesta informacié en

tres taules, una per a cada un dels trams amb que hem dividit el primer factor.
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Taula 4.4 Nombre de sinistres de les polisses contractades per menys de cinc mi-

lions de capital assegurat.

1=1 1990 1991 1992 1993 1994

j=1 1121 2921 3006 4289 4819

j=2 9 61 49 64 51
j= 585 772 706 767 722
j= 467 983 990 1215 1149
i=5 11 20 20 23 17
j=6 59 97 8 96 79
j= 68 8 79 99 87
j= 9 21 39 46 71
j=9 12 37 18 14 31
j=10 111 185 186 225 200
j=11 2 50 50 T2 76
i=12 14 78 98 175 145

Com podem veure en aquesta taula, aquells comergos que tenien un cost mitja
baix com els restaurants o les botigues de queviures sén les que tenen un major
nombre de sinistres. Es a dir, tenen freqitents robatoris perd de poca quantitat.
En canvi, els comergos d’ordinadors i so-video que tenien un cost mitja molt elevat
tenen molt menys nombre de sinistres. D’aqui, la importancia d’incloure el nombre
de sinistres en aquesta aplicacid. Sense aquestes dades els resultats que obtindriem

serien molt diferents als que exposarem a continuacio.
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Taula 4.5 Nombre de sinistres de les polisses contractades per cinc a deu milions

de capital assegurat.

t=2 1990 1991

j=1 281 917

7= 4 20
J= 140 333
)= 97 275
J= 5 2
J= 34 85
=T 55 98
Jj= 4 32
J=9 2 20
J =10 36 126
=11 1 1
J=12 3 20

1992

897

366
334

67
70
24
14
112
14
13

1993

1531
16
401
308
13
73
112
44
10
131
24
46

1994

1721
19
449
287

63
94
27
16
121
14
41

Com en la informacié del cost mitja, aqui també s’observa un canvi de tendéncia

per a les polisses contractades de cinc a deu milions de capital assegurat, si bé en

aquest cas el que passa és que el nombre de sinistres disminueix quan el capital

assegurat és més alt. Aixo pot ser causat perqué el nombre d’aquests contractes

és menor, aixi com a les millors mesures de seguretat de que disposen els comergos

amb un capital assegurat més gran. De totes maneres es manté la diferencia entre

els comergos amb un cost mitja més baix (més nombre de sinistres) i els que el tenen

més alt (menys nombre de sinistres).
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Taula 4.6 Nombre de sinistres de les polisses contractades per més de deu milions

de capital assegurat.

=3 1990 1991 1992 1993 1994

j=1 100 83 431 863 989
j=2 0 2 6 10 16
j=3 99 262 241 332 442
j=4 49 159 166 270 213
j=5 0 4 3 6 3
j=6 24 36 41 62 57
=1 28 76 93 127 115
j=38 4 12 17 18 30
ji=9 3 12 16 13 16
j=10 56 184 131 186 162
j=11 2 2 16 31 45
j=12 6 29 39 61 T2

Un cop detallades les dades que utilitzarem per la present aplicacid, passarem a
mostrar dues taules on recollim la informacié de les sis anteriors. En la taula seglient,
per exemple, es troba resumida la informacié sobre el cost mitja de sinistralitat. Per
aixd hem trobat les mitjanes de les dades per als cinc anys d’observacié. Les trenta-
sis mitjanes del centre de la taula, sén les mitjanes per a cada cel-la (11,5 ). Als
marges hi han les mitjanes de les files 1 les columnes, és a dir, les mitjanes pel segon
i primer factors respectivament. Per dltim, a la cantonada inferior dreta hi ha la

mitjana global de totes les observacions.
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Taula 4.7 Mitjanes del cost mitja per sinistre

R =
B ;=2
M 5=
Q J=
A j=
E j=
ED ;=
0O =
SV g =
S ;=10
T ;=11
Vo j=12

<d
t=1
98627
124381
171462
75950
68000
177103
147959
178714
226196
87697
88008
96224

106635

5—10

=2
123152
285000
239504
100905
246417
240118
203555
404985
291742
123581
140648
129471

153310

=3
150162
490118

299996

235993
156938
290508
349278
604259
675450
170101
220740

76806

220590

109858
193350
215558
100314
122867
224277
235297
337404
358756
124000
126970

96307

134684

En aquesta taula es pot veure el que ja hem comentat abans. Per una banda,

Paugment del cost mitja a mida que canviem el tram de capital assegurat (vegeu

I"dltima fila de la taula que correspon a les mitjanes per a cada tram de capital). I

per l'altra, les acusades diferencies del cost mitja segons el tipus de comerg que sigui

(vegeu la tltima columna que correspon a les mitjanes per a cada tipus de comerg).
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Taula 4.8 Sumes del nombre de sinistres

<5 5-10 >10

i=1 i=2 i=3
R j= 16256 5347 2766 24369
B j=2 234 66 34 334
M = 3552 1689 1376 6617
Q j=4 4804 1301 857 6962
A j=5 91 36 16 143
E j= 417 322 220 959
ED ;=T 417 429 439 1285
0O ;=38 192 131 8l 404
SV j=09 112 62 60 234
S ;=10 907 526 719 2152
T j=11 250 54 96 400
VvV j=12 510 123 207 840

27742 10086 6871 44699

De la mateixa manera, hem construit una taula similar pel nombre de sinistres.
Les dades del mig de la taula sén el nombre de sinistres que hi ha hagut per a
cada cel-la ( ¢,7 ). L'altima fila de la taula, al marge inferior, és el nombre total
de sinistres per a cada tram de capital, on s’observa un decreixement del nombre,
al passar d’un tram a l'altre. A iltima columna, en canvi, tenim el nombre total
de sinistres per a cada tipus de comerg. Per dltim, a la cantonada inferior dreta,

trobem el nombre total de sinistres observats durant aquests cinc anys.

A continuaci, a partir d’aquestes dades, aplicarem cadascun dels models que

hem analitzat en el capitol anterior. Comencant pel model "two way”, seguint amb
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I’additiu i acabant pels models classics de credibilitat. A mida que tinguem resultats
de cada model, també mirarem de decidir quin dels models analitzats és el que més

s’ajusta a las dades d’aquesta aplicacio.

4.1 Model ”two way”’

En primer lloc, aplicarem les dades al model "two way” propiament dit. Tal i com
hem vist en la seccié 3.3.1, seguirem el procediment alla indicat per estimar les

primes de credibilitat. Els parametres estructurals estimats per ’exemple sén:

m* = 134684
p* = ¢
B = 0 (4.1)

p02* = 1.8615F10
S%* = 2.9867FE11

Hem fet servit els estimadors indicats a la seccié 3.3.1. Pel que fa als coeficients

2(1) i gj(?’) , que apareixen a (3.45) i (3.48) respectivament sén iguals a

arbitraris g¢
la unitat. Com podem veure, pel fet que les variancies dels dos factors sén iguals a
zero, bV 1 b® | el model "two way” no sembla ser el que més s’ajusta a les dades.
Aixo ens permetra seguir per altres vies com, per exemple, els models jerarquics. En
aquest cas, el model "two way” ens indica, a través de ’elevat valor de la variancia
b2 | que potser el model de Bithlmann-Straub és el més indicat, ja que el model
"two way” opta per explicar-nos tota la variancia de les dades per la component
mixta dels dos factors 51 . Com més tard veurem, les primes resultants sén molt
semblants a les que trobarem quan apliquem el model de Bithlmann-Straub.

A la taula 4.9 hem fet un llistat dels estimadors de credibilitat de les primes que

hauran d’abonar els comergos a la companyla asseguradora el proper any perque
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aquesta es faci carrec del risc de robatori, és a dir, els X, 41 -

Taula 4.9 Primes de Credibilitat

<5 5-10 >10

i=1 =2 =3
=1 98662 123187 150072
j=2 125042 255605 376164
ji=3 171297 238518 298091
j=4 76145 101316 234131
j=5 77995 211971 145795
j=6 175531 235114 279917
ED =7 147467 201072 341712
O j=8 175318 375492 526624
SV j=9 214730 259454 561355
S ;=10 88513 123910 169328
T j=11 90823 139282 208417
Vo =12 97397 130073 80970

= o> & £ W =

Per aconseguir aquests resultats ha estat necessari, en primer lloc, calcular els
coeficients de credibilitat, a partir dels parametres estructurals, segons (3.29). A la

taula segiient, hi han les quanties dels coeficients de credibilitat.
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Taula 4.10 Coeficients de credibilitat

<5 5-10 >10
i=1 =2 i=3

R = 0.999 0.997 0.994 0
B = 0.936 0.804 0.679 0
M ;=3 0.996 0.991 0.988 0
Q Jj=4 0.997 0.988 0.982 0
A j=5 0.850 0.692 0.499 0
E = 0.963 0.952 0.932 0
ED = 0.963 0.964 0.965 0
0O = 0.923 0.891 0.835 0
SV 7=9 0.875 0.794 0.789 0
S 7=10 0.983 0.970 0.978 0
T j=11 0.940 0.771 0.857 0
V j=12 0.969 0.885 0.928 0

(12)

La mitjana dels coeficients de credibilitat z;;™ lligats a ’experiéncia del risc

dins de cada cel-la és aproximadament del 92%, la qual és bastant alta. Era normal

.y . . . —(12
que aixi fos ja que només es tenia en compte ;gj )

per explicar el model. Molt
meys importants semblen les dues altres components E,(l) i E§-2) del model. Com
hem vist abans, les seves variancies sén nul-les ) = b(®) = 0 | i per extensid, els
coeficients de credibilitat també ho seran. Per tant, tot sembla indicar que el model
que hem d’aplicar és el de Bihlmann-Straub. De totes maneres, veurem que no és

Pnica alternativa que tenim a les nostres mans. Un cop calculats els coeficients

de credibilitat, i per arribar als resultats de la taula 4.9, considerem les expressions
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(3.30-3.33) del Teorema 3.2, de manera que per a cada cel-la (¢,] ) Pestimador de

credibilitat és igual a:

Xijtn = m + A (Xijw —m) 4+ (1 = 2802 (Y — m)
+ (1= 2PV — m). (42)

En el Teorema 3.5 s’ha demostrat que l’estimador de credibilitat per la cel-la (4, 5)

és:
Xije = m + =" 4 Egz)* + 582)* (4.3)

Taula 4.11 Composicid de les primes de credibilitat

<3 5—10 > 10

1=1 =2 =3
R ;=1 —36022 —11497 15388 0
B ;=2 —9642 120921 241481 0
M ;=3 36612 103834 163407 0
Q =4 —58539 —33368 99447 0
A 4= —56689 77287 11111 0
E = 40847 100430 145233 0
ED ;=T 12783 66388 207028 0
O ;=8 40634 240808 39194 0
SV 37=9 80046 124770 426671 0
S j7=10 —46170 -—10774 34644 0
T =11 —43861 4598 73733 0
vV =12 —37287 —4611 53714 0
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Els valors de cadascuna de les components estan expressades en la taula 4.11. En el

. o . =(12
centre de la taula sén donades les trenta-sis realitzacions de la variable :,(j » . Com

ja hem vist sén les iniques, ja que 1"altima columna corresponent a les realitzacions
de la variable E,(l)* , 1 la fila d’abaix de tot, Egz)* , sén iguals a zero.

Tot 1 que les components individuals pels factors sén iguals a zero, podem veure
que les caracteristiques que hem observat a les tres primeres taules també apareixen
en els resultats de credibilitat. Aixi, la quantia estimada per ser pagada per a cada
client nou és més petita si el client només assegura per una quantia inferior a cinc
milions. Observeu que els valors negatius apareixen més a la primera columna. A
més per a tots aquells comercos que haviem comentat que tenien un cost mitja més
elevat ( j =8 1 j =9 ) podem observar que sumem quantitats més elevades a la
mitjana global m . Els marges de la taula mostren que I’experiéncia dels riscos dels
factors de risc per separat, no tenen cap efecte en la prima de credibilitat com ja
haviem endevinat a I’analitzar els coeficients de credibilitat. La prima de credibilitat
per als comercos del tipus restaurants ( 7 = 1 ), 1 que asseguren per un capital menor

a cinc milions s’obté a partir de la taula 4.11 de la seglient manera:

X = m+ =0 4 =P 4 =02
= 134684 + 0 + 0 — 36022 = 98662 (4.4)

El primer terme és la mitjana global estimada. A continuaci, els dos termes iguals
a zero s6n la part que li pertocaria pel fet de ser restaurant i assegurar per menys
de cinc milions. Per dltim, i a causa de a la interaccié que causa el fet conjunt de
ser restaurant i al mateix temps, tenir un capital assegurat inferior a cinc milions,
es resten 36022 pessetes a la mitjana global.

En conclusid, el resultat d’aplicar les nostres dades al model "two way” no sem-
blen gaire bones. Les components dels factors per separat soén nul-les, fet que

invalida aquest model per aquestes dades. Pel contrari, el model ens indica mit-
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jangant la component mixta, molt elevada, que podriem aplicar les dades al model
de Bithlmann-Straub, aix{ ho farem en una seccié posterior. Perd aquesta solucié
pot no ser-ho si el nostre principal objectiu és veure com influeixen a la prima total
cadascun dels factors que hem escollit. Per salvar aquest inconvenient se’ns ocur-
reixen dues vies de solucié. Per una banda, recurrir als models jerarquics. En efecte,
el fet que en el model "two way” no s’hagi donat la importancia a cada factor per
separat ,com esperavem, no vol dir que no es pugui provar de combinar els mateixos
factors d’altres maneres, una d’elles, jerarquitzant-los. Es a dir, donant més im-
portancia a un factor que a l’altre, contrariament del que feiem a l’aplicar el model
"two way”. Aixi doncs, més endavant aplicarem les dades als dos models jerarquics
que poden sorgir amb els dos factors. Per altra banda, la solucié pot ser més directa,
eliminar la component mixta del model "two way” i forgar al nou model (model ad-
ditiu) a explicar unicament els efectes d’aquests factors per separat sobre la prima.

Aixo és el que farem a continuacié.

4.2 Model additiu "two way”

Un cop hem vist els resultats pel model "two way”, creiem convenient-calcular els
resultats pel model additiu amb els dos factors de risc. Com hem dit anteriorment,
ens interesa coneixer l’efecte sobre la prima d’aquests factors per separat, sense la
component Ez(-;z) . Tal i com hem vist en la secci 3.4.2 seguirem el procediment alld
indicat per estimar les primes de credibilitat. Els parametres estructurals obtinguts

per 'exemple sdn:

m* = 134684

b(* = 1.2929F10

b = 6.3225E9 (4.5)
S™ = 2.9867E11
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Hem fet servit els estimadors indicats a la seccié 3.4.2. Pel que fa als coeficients
arbitraris gz(l) i g§2) , que apareixen a (3.45) i (3.48) respectivament, sén iguals a
la unitat. Si comparem les variancies de les components d’aquest model amb la de
]’anterior, observem com 51" i 5?) ja no sén nul-les, tot el contrari, totes dues sén
prou grans com per creure en la bondat d’aquest model amb les nostres dades, aixo
és causat per 'eliminacié de 5(1? . A la taula 4.12 hem fet un llistat dels estimadors
de credibilitat de les primes que hauran d’abonar els comercos el proper any a la

companyia asseguradora perque aquesta es faci carrec del risc de robatori, és a dir,

els Xijtij*i-l .

Taula 4.12 Primes de Credibilitat

<5 5-10 >10
i=1 =2 =3

j=1 90672 127395 189687
j=2 172525 209248 271540
=3 185327 222050 284342
j=4 81712 118435 180727
j=5 113796 150519 212811
j=6 187290 224013 286305
ED j=7 187744 224467 286759
O j=8 280126 325848 388141
SV ;=9 294112 330835 393127
S j=10 83358 120081 182373
T =11 103489 140212 202504
Vo j=12 70859 107583 169875

H > O £ W X

Per aconseguir aquests resultats ha estat necessari, en primer lloc, calcular els

coeficients de credibilitat, a partir dels parametres estructurals, segons (3.29). A la
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taula segiient, hi han els valors dels coeficients de credibilitat:

Taula 4.13 Coeficients de credibilitat

< 1=1 0.999
5—-10 ¢=2 0.998
> 10 1=3 0.997

R j=1 0998
B j=2 0876
M j=3  0.993
Q j=4 0993
A j=5 0751
E j=6  0.953

ED ;=17 0964
O j=8  0.89%
SV j=9  0.832
S j=10 0.978
T j=11  0.804
Vo j=12  0.947

Igual que ha passat amb les varidncies de les components, els coeficients de
credibilitat zfjl 2 desapareixen. En canvi, les dues altres components Egl) 1 E§2) del
model incrementen el seu paper explicatiu. Si ens fixem en aquests coeficients podem
assegurar que els dos factors per separat expliquen molt bé les primes trobades. Aix{
doncs, més credibilitat és donada a ’experiencia de les files i columnes en conjunt.
Per I’experiencia dels trams de capital assegurat, els factors de credibilitat zfl)

sén més grans, en tots els casos, del 99%. Pel tipus de comerg, els coeficients zJ('z)
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no sén tant alts, perd tots ells superen el 75%. Un cop calculats els coeficients de
credibilitat i per arribar als resultats de la taula 4.12, considerem les expressions
(3.82-3.85) del Teorema 3.4, de manera que per a cada cel-la (z,7) Pestimador de
credibilitat és igual a:
X1 = m + Zzgl)(Y;'w — m)
+ 2P = m) (4.6)

En el Teorema 3.5 s’ha demostrat que 1'estimador de credibilitat per la cel-la (i, 7)

és:

Xijs =

m +

= (1)

=

J

Taula 4.14 Composicié de les primes de credibilitat

E(Z)*

<5 i=1 13173
5—10 =2 49896
>10 =3 112188
R j=1 -57185
B j=2 24668
M  j=3 37470
Q j=4 -—66145
A j=5 —34061
E j= 39433
ED j=7 39887
O j=8 141268
SV =9 146255
S  j=10 —64499
T j=11 —44368
Vo j=12 —T6997

(4.7)
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L’estimador de credibilitat pels comergos tipus restaurant, i que tenen un capital
assegurat inferior als cinc milions, és obtingut a partir de la taula 3.2 de la segiient

manera:

Xijs = m -+ Ez(l)* E;z)*

= 134684 + 13173 — 57185 = 90672 (4.8)

El primer terme és la mitjana global estimada. A aquesta quantitat li sumem 13173
pel fet d’assegurar com a maxim cinc milions de capital. A més, pel fet de ser del
tipus restaurant 1i restem 57185. En conclusid, i a la vista dels resultats obtinguts,
el model additiu de dos factors pot ser perfectament un model apropiat per a les
nostres dades, sobretot, si ens interessa diferenciar les primes per aquests dos factors
al mateix nivell. Tot i aix0, potser que no ens interessi tenir qu?m augmenta o
disminueix la prima per un dels dos factors, que només ens interessi I’augment o la
disminucié global deguda als dos factors conjuntament. En aquest cas, com ja hem
avancat abans, el model Blihlmann-Straub pot ser tingut en compte. A continuacié

veurem quins resultats hem obtingut aplicant aquest model classic a les nostres

dades.

4.3 Model de Buhlmann-Straub

Que passaria si estiguessim interessats en conéixer com afecten conjuntament els
dos factors de risc, capital assegurat i tipus de comerg? El més facil seria aplicar
el model de Bithlmann-Straub. Tal i com hem vist en la seccié 3.5.1 seguirem
el procediment alla indicat per estimar les primes de credibilitat. Els parametres

estructurals obtinguts per I’exemple sén:

m* = 134684
p(12* = 51973E9 (4.9),
5% = 2.9867F11
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Hem fet servit els estimadors indicats a la seccié 3.5.1.

Cal destacar que el parametre b

(12)

trobat coincideix amb el parametre &

del respectiu model classic, definit a I'apendix A. A la taula 4.15 hem detallat els

estimadors de credibilitat de les quanties que hauran de ser pagades pels comercos

el proper any a la companyia asseguradora per cobrir el risc de robatori, és a dir,

els Xijtij+1 .

Taula 4.15 Primes de Credibilitat

R j=1
B j=2
M j=3
Q j=¢
A j=5
E j=6
ED ;=71
0O j=38
SV ;=9
S ;=10
T j=11
Vo j=12

<5H

1=1
98754
126412
170876
76644
93811
171965
146351
168571
195164
90496
96732
100118

5—10

1 =2
123275
215037
236055
102334
177720
224151
195419
322566
216193
124675
137573
131131

> 10

e =3
149847
266807
293369
229627
139530
258236
324439
409377
410900
167480
188516
89383

Per aconseguir aquests resultats ha estat necessari, en primer lloc, calcular els

coeficients de credibilitat, a partir dels parametres estructurals. A la taula seglient,

hi han els valors dels coeficients de credibilitat:
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Taula 4.16 Coeficients de credibilitat

<5 5-10 >10

i=1 i=2 i=3
j= 0.996 0.989 0.980
j=2 0803 0.534 0.372
j= 0.984 0.967 0.960

j=4 0988 0.958 0.937
j=5 0613 0.385 0.218
j= 0.879  0.849 0.793
ED ;=7 0879 0.882 0.884
O j=8 0770 0.695 0.585
SV j=9 0661 0519 0.511
S j=10 0940 0.901 0.926
T j=11 0813 0484 0.625
V j=12 0899 0682 0.783

2 o> O B W X

Els coeficients de credibilitat zi(jl %) lligats a l'experiéncia del risc dins de cada

cel-la s6n molt irregulars. Evidentment si eliminem les dues components Ef-l) i Egz)
del model, Egz) és "inica compomnent per explicar la composicié dels estimadors
de credibilitat. En aquest cas, si bé la mitjana dels coeficients és prou alta, hi ha
moltes irregularitats. Per exemple, les cel-les (13,2 )i ( 3,5 ) tenen uns coeficients
ridiculs a causa des a que les dues cel-les només tenen quatre observacions, com ja
vam fer notar a la taula 4.3. Un cop més, ens adonem de la importancia de tenir
suficients observacions. Per altra banda, algunes altres cel-les tenen uns coeficients
de credibilitat molt menors que la mitjana, aixd pot ser a causa de a observacions

irregulars que només es donen un any, i sén molt diferents a la mitjana, produint

una variancia molt més gran. Per exemple, podem observar les agéncies de trans-
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ports, j = 11 , com ja haviem indicat anteriorment. Evidentment, amb més anys
d’observacié aquests valors irregulars no serien tan rellevants i els coeficients de cre-
dibilitat serien molt millors. Un cop calculats els coeficients de credibilitat, i per
arribar als resultats de la taula 4.15, considerem les expressions del Teorema 3.2, de

manera que per a cada cel-la (7,7) D'estimador de credibilitat és igual a:
Xijtizy1 = m + Zz'(;Z)(Xijw — m) (4.10)

En e] 3.5.1 s’ha vist que I’estimador de credibilitat per la cel-la (z,7) és:

Xz‘js = m + 55;2)* (4.11)
Els valors de la dnica component ES«Q)* estan expressats en la taula 4.17.

Taula 4.17 Composicio de les primes de credibilitat

<5 5—10 > 10

R =1 —35930 —11409 15163
B = —8272 80353 132123
M ;=3 36193 101371 158685
Q J= —58040 —32350 94943
A j5=5 —40873 43036 4847
E bj =6 37281 89467 123551
ED =7 11667 60735 189755
0O ;=8 33887 187882 274693
SV j= 60481 81509 276216
S 7=10 —44187 —10009 32796
T =11 —37952 2889 53832

V =12 —34565  —3553 —45301
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Podem veure que les caracteristiques que hem observat a les tres primeres taules
també apareixen en els resultats de credibilitat. Aixi, la quantia estimada per ser
pagada per a cada client nou és més petita si el client només assegura per una
quantia inferior a cinc milions, observeu que els valors negatius apareixen més a
la primera columna. A més per a tots aquells comergos que haviem comentat que
tenien un cost mitjd més elevat ( 7 = 8 1 j = 9 ) podem observar que sumem
quantitats més elevades a la mitjana global m .

L’estimador de credibilitat per als restaurants que tenen un capital assegurat de

menys de cinc milions és obtingut a partir de la taula 4.17 de la segiient manera:

Xijs = m 4+ 55;2)*
= 134684 — 35930 = 98754 (4.12)

En conclusié, tot 1 que les primes resultants sén molt semblants a les trobades com
a conseqiiencia d’aplicar el model "two way”, fet que podiem esperar, els coeficients
de credibilitat no sén prou bons com caldria desitjar. Per tant, tal i com haviem
anunciat, potser seria convenient provar amb els models jerarquics. Aixo és el que

farem a continuacid.

4.4 Model jerarquic de Jewell

En aquest model tenim dues possibilitats. Per una banda, considerar el primer

factor, tram de capital assegurat, com a principal factor explicatiu de les dades, i en

~(1 . —_
segon lloc, sumar a aquesta component :§ ) 1a component mixta :8-2)

, és a dir,
fer dependre el segon factor del primer o, dit d’una altra manera, jerarquitzar els
factors de manera que el primer factor sigui el primer nivell i el segon factor el segon
nivell complementant el primer. Aquesta situacié pot ser resumida de la segiient
manera:

Xijs = m + 2 4 = (4.13)
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Per altra banda, també podem escollir el segon factor, tipus de comerg, com el
principal factor a tenir en compte, deixant per la componenent mixta la participacié

del primer factor, aixo és:

Xijs = m + @ 4 =07 (4.14)

Aixi doncs, comencant pel primer cas, aplicarem les dades tal i com hem vist en la
seccid 3.5.2. Seguirem, doncs, el procediment alla indicat per estimar les primes de

credibilitat. Els parametres estructurals obtinguts per ’exemple sén:

m* = 134684

b = 2.9319F10

b1 = ¢ (4.15)
S5* = 2.9867F11

Hem fet servit els estimadors indicats a la seccié 3.3.1. A la vista dels parametres

trobats, podem dir que aquest model no ens serveix de gaire, ja que b(12)*

és igual
a zero. 1 per tant, el segon factor desapareix de la nostra analisi. Com veurem en la
seglient taula, les primes que hi trobarem no s’ajusten bé a la nostra primera idea

de diferenciar els riscos segons els factors.

A la taula 4.18 hem detallat dels estimadors de credibilitat de les primes que
hauran de ser pagades el proper any a la companyia asseguradora, és a dir, els

Xijtij+l :
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Taula 4.18 Primes de Credibilitat

<5 5-10 >10

i=1 i=2 i=3

j=1 106649 153285 220423
j=2 106649 153285 220423
j=3 106649 153285 220423
106649 153285 220423
j=5 106649 153285 220423
j=6 106649 153285 220423

ED ;=7 106649 153285 220423
O ;=8 106649 153285 220423
SV ;=9 106649 153285 220423
S =10 106649 153285 220423
T j=11 106649 153285 220423
V j=12 106649 153285 220423

Hm o> O E W ™
(Y
il
[i-N

Com es pot veure facilment, nomeés hi ha tres primes diferents, una per a cada
tram de capital assegurat. Obviament, sent Egl) I"dnica component explicativa,
ens trobem amb un resultats molt simples.

Per aconseguir aquests resultats ha estat necessari, en primer lloc, calcular els
coeficients de credibilitat, a partir dels parametres estructurals, segons (3.29). A la

taula segiient, hi han els valors dels coeficients de credibilitat:

Taula 4.19 Coeficients de credibilitat

<5 =1 0.999
5—-10 =2 0.999
>10 =3 0.998
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1)

Com es pot veure, només trobem els coeficients de credibilitat z;” lligats a
Ez(l) , ja que els coeficients de credibilitat zi(; 2 sén iguals a zero. Per tant, la
component ESQ) del model no aporta cap explicacié a les primes de credibilitat,
com era d’esperar.

Un cop calculats els coeficients de credibilitat i per arribar als resultats de la

taula 4.18, considerem les expressions del Teorema 3.2, de manera que per a cada

cel'la (¢,7) l'estimador de credibilitat és igual a:
Xijpgrr = m+ 2 (Xigo = m) + (1= 2oV (¥iw = m)  (416)
A 3.5.2 s’ha vist que l’estimador de credibilitat per la cel-la (z,7) és:

Xijs = m + =0 4 =07 (4.17)

=5
Els valors de cadascuna de les components estan expressades en la taula 4.20. Evi-
dentment, només hem escrit els valors per la primera component Egl)* , Ja que per

. —(12)* o
la component mixta :.z(j ™ tots els valors sén iguals a zero.

Taula 4.20 Composicid de les primes de credibilitat

<5 =1 -28035
5—10 1=2 18601
>10 :=3 85739

Podem veure que les caracteristiques de la taula 3.1 també apareixen en els
resultats de credibilitat. Aixi, la quantia estimada per ser pagada és més petita si el
client només assegura menys de cinc milions de capital. L’estimador de credibilitat

per la cellla (1,1) és obtingut a partir de la taula 3.2 de la segiient manera:

=(12)x

Xijs = m+
~ 134684 — 28035 = 106649 (4.18)
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En conclusié, el model jerarquic amb el primer factor com a principal caracteristica
no ens ajuda a diferenciar pels dos factors, ja que a I’eliminar la component mixta
perdem tota la informacié referent al segon factor. Aixi doncs, la idea de primer
escollir un determinat tram de capital i després, dins d’aquell tram, diferenciar per
a cada tipus de comerg, no funciona.

Per tant, mirarem de provar el segon factor com a primer nivell del model
jerarquic i deixar el primer factor per a la component mixta. Es a dir, primer
diferenciem per a cada tipus de comerg i, dins d’un comerg en concret, diferenciem
pels tres trams de capital assegurat.

Aixi dbncs, aplicarem les dades tal i com hem vist en la seccié 3.5.2. Seguirem,
doncs, el procediment alla indicat per estimar les primes de credibilitat. A con-
tinuacié detallem els parametres estructurals calculats segons el que hem apuntat

abans:

m* = 242.51

b = 5.3381F9

p(12* = 9.8438 8 (4.19)
5% = 2.9867E11

Lelevat valor de les variancies 53 i (12 donen validesa al model jerarquic de dos

nivells que hem escollit:
Xijs = m + 55-2)* + E’,(;z)* (4.20)

A la taula 4.21 hem fet un llistat dels estimadors de credibilitat de les primes que
hauran d’abonar els comergos a la companyia asseguradora el proper any perqué

aquesta es faci carrec del risc de robatori, és a dir, els Xjj4 41 .
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Taula 4.21 Primes de Credibilitat

R j=1
B j=2
M j=3
Q j=¢
A j=5
E j=6
ED j=7
O j=38
SV ;=09
S ;=10
T j=11
Vo j=12

<5
=1
99091
166728
175896
79265
116040
195028
180336
263320
289546
97561
113865
98406

5—10

1 =2
123195
214684
237722
106740
142749
230195
212370
343434
309339
124849
135998
109977

> 10

=3
147570
228684
286953
208740
131775
249442
298420
377418
372787
157325
155737
91827

Aqui podem veure la diferencia entre els resultats del model jerarquic trobat

anteriorment i aquest. En aquest cas, a més de diferenciar per cada tipus de botiga,

també hi ha diferencies segons el tram de capital assegurat. Els resultats pero,

sén diferents al del model additiu, que també tenia en compte els dos factors. La

diferéncia es troba en el tractament que es fa del primer factor. En el model additiu

aquest factor té la mateixa importancia que el segon, en canvi, en el model jerarquic

el primer factor depén del segon factor.

Per aconseguir aquests resultats ha estat necessari, en primer lloc, calcular els

coeficients de credibilitat, a partir dels parametres estructurals, segons (3.29). A la

taula segiient, hi han els valors dels coeficients de credibilitat:
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Taula 4.22 Coeficients de credibilitat

<5 5-10 >10

i=1 i=2 i=3
j=1 0982 0946 0901  0.939
j=2 0435 0.179 0101  0.795
j=3 0921 0848 0819  0.933
j=4 0941 0811 0738  0.931
=5 0231 0106 0.050  0.677
=6 0579 0515 0420  0.891
ED j=7 0579 058 0501  0.905
O j=8 0387 0301 0211 0.830
SV j=9 0270 0170 0.165  0.766
S j=10 0749 00634 0703  0.919
T j=11 0452 0151 0240  0.820
V o j=12 0627 0288 0405  0.877

H o> O 2 W W

Pel que fa als coeficients de credibilitat, s’observa que els coeficients del mig de

(12)
ij

=(12)

la taula, =z lligats a =;;” , presenten el mateix problema que hem comentat

pels coeficients del model Bihlmann-Straub. Pel que fa als coeficients de credibilitat
(2) |

2

./ poden considerar-se com prou bons.

Un cop calculats els coeficients de credibilitat 1 per arribar als resultats de la
taula 4.21, considerem les expressions del Teorema 3.2, de manera que per a cada

cel'la (¢,7) Destimador de credibilitat és igual a:

Xijagr = m + 250 (Xijw — m) + (1 = 2520 (Y — m) (4.21)

A 3.5.2 s’ha vist que I’estimador de credibilitat per la cel-la (7,7) és:

Xijs = m + 2" 4+ = (4.22)
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Els valors de cadascuna de les components estan expressades en la taula 4.23. En el

centre de la taula son donades les 36 realitzacions de la variable ESZ)*
columna conté les realitzacions de la variable E,(I)*
Taula 4.23 Composicid de les primes de credibilitat
<5 5—-10 >10
=1 i =2 =3
R ;=1 —24855 —751 23625 -10739
B =2 —32660 15296 29296 64704
M =3 —51904 9922 59153 93116
Q j=4 —52496 —25021 76978 -2923
A ;=5 —14408 12300 1326 -4235
E ;=6 —24636 10530 29776 84981
ED ;=7 —44498 —12464 73586 90150
O ;=38 —53539 26575 60559 182176
SV 7=9 —23386 —3596 59852 178251
S j7=10 —29487  —2198 30277 -7636
T ;=11 —21305 828 20567 486
vV j=12 —3668 7903 —10248 -32609

. L’altima

Podem veure que les caracteristiques de la taula 3.1 també apareixen en els

resultats de credibilitat. Aixi, la quantia estimada per ser pagada és més petita si

el client només assegura menys de cinc milions de capital. Observeu que la primera

columna és negativa per a tots els tipus de botiga. L’estimador de credibilitat per

la cella (1,1) és obtinguda a partir de la taula 3.2 de la segiient manera:

Xijs =

7

m + S

=(12)*

134684 — 10739 — 24855 = 99091

(4.23)
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En conclusié, el model jerarquic amb el segon factor com primer nivell pot ser con-
siderat com acceptable. Per ultim, ens queda considerar quin dels models analitzats
és el que millor s’ajusta a les nostres dades. Per aquest problema no tenim una
resposta objectiva. Tres, sén els models que podem considerar acceptables: model
Bithlmann-Straub, model additiu i €l darrer model jerarquic. Perd és dificil assegu-
rar quin dels tres és el millor. Subjectivament, nosaltres creiem que en el mateix

ordre que els hem anunciat van millorant.



PART II:

APLICACIONS DE LA TEORIA DE
LA CREDIBILITAT AL CALCUL DE
RESERVES IBNR




Capitol 5

Introduccio als models IBNR

En una companyia d’assegurances les despeses ocasionades pels sinistres d’un cert
periode no sén, normalment, saldades al final d’aquest periode. Per tant, unes
reserves han de ser establertes al final de cada periode. Per determinar la reserva, que
ha de constar en el balang, és molt important prediure les quanties que seran pagades
en el futur. Per aquest proposit s’han desenvolupat, des de principis dels anys 70,
un gran nombre de models. Aquests models sén coneguts sota el nom geneéric de
models IBNR, encara que ’acronim IBNR vol dir "Incurred But Not Reported”
(ocurregut pero no declarat), que és, realment, una subclasse d’aquestes reserves
més generiques. Parlant estrictament, en els models IBNR s’assumeix que un cop el
sinistre és declarat la quantia final és coneguda. Aixo no és aixi normalment, en tot
cas ho seria pels anomenéuts RBNS ("Reported But Not Settled”, declarats perd no

saldats). En aquest treball no farem distincions entre aquests dos tipus de models.

Com ja hem anunciat, ala fi de 'any comptable, en una companyia d’assegurances,
normalment, resten alguns sinistres per pagar, i és per aquests que es creen les re-
serves per sinistres. Ademés, per regla general, no totes les quanties dels sinistres
son conegudes al final de I’any comptable, i per aixo, també ha de ser calculada una

reserva.

157
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En una companyia d’assegurances, I’habilitat per estimar les propies reserves de
manera correcta és d’una gran importancia. Un dels proposits d’aquesta estimacié és
el d’assegurar una correcta imatge del passiu de la companyia en el balang comptable.
Perd no és I’dnica rad, també hem d’adonar-nos que la determinacié dels nivells de
primes depén directament de I’estimacié de les reserves per sinistres. Aixi doncs, una
repetida infravaloracié d’aquestes reserves ens portard directament a unes primes
massa baixes, amb totes les conseqiiencies que aixo portara a la companyia en el
futur. Per aquesta rad, en els papers per la presentacié de 'estat comptable anual
i en les fitxes técniques de les primes, es déna tanta atencié a ['estimacié de les
reserves per sinistres.

Per fer una acurada definicié de les reserves per sinistres, podern dividir aquestes

en dues classes diferents:

- Reserves per sinistres coneguts per la companyia, perdo encara no completa-
ment pagats, o bé, per sinistres dels quals es desconeix la quantia final (perque
no es coneixen encara les conseqiiéncies finals del sinistre, o estem esperant el
veredicte del jutge) i pot incrementar-se la quantia mentre esperem, o simple-
ment encara no s’ha fet el pagament. Aquesta classe de reserves per sinistres

es denominada reserva IBNER (”Incurred But Not Enough Reserved”).

- Reserves per sinistres que encara no sén coneguts per la companyia perqué
no han estat encara declarats. Aquesta part de les reserves és normalment

denominada IBNR (” Incurred But Not Reported”).

A la practica, no sempre es fa aquesta distincié. Ademés, la terminologia no és
uniforme, 1 en la majoria dels casos es fa servir el nom IBNR per parlar del con-
junt de les reserves per sinistres. La definicié de reserva no és unanim. Aixi, per
exemple, De Vylder fa la distinci6 entre sinistres IBNYR ("Incurred But Not Yet
Reported”) i IBNFR (”Incurred But Not Fully Reported”). Un sinistre IBNYR és

aquell que les seves conseqiiencies no sén conegudes fins més tard, a causa de retards
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aleatoris. Aquests retards poden ser originats per causes administratives o bé pel
tipus de contingencia coberta. En canvi, un sinistre IBNFR és un sinistre conegut
per la companyia pero amb cost de desenvolupament desconegut o incomplet, com
per exemple, malalties de llarga durada o rehabilitacions postaccidents. Totes dues
classes de sinistres formen la cartera d’IBNR per De Vylder. Per una extensa recopi-
lacié sobre models amb diferents classes de sinistres encara no saldats totalment, el
lector es referit a Norberg, R. (1986b). De totes formes, com a exemple, conside-
rem una asseguranca de responsabilitat professional 1 estudiarem els diferents tipus
d’IBNR que poden sorgir.

En primer lloc, un cas particular apareix quan el sinistre que cobria la polissa
ha estat causat per un notari, per exemple. L’existencia del sinistre sera coneguda
per la companyia molt aviat, perd aquesta haura de decidir si accepta la quantia
del sinistre o si procedira judicialment perque es determini aquesta quantia. Poden
passar anys abans d’arribar a una solucié definitiva. Per tant, es tracta d’un sinistre
IBNFR. En segon lloc, sovint passa que per una polissa determinada, el sinistre no
és visible fins al cap de deu o vint anys, per exemple, els defectes en un edifici.
En principi, una certa quantia ha de ser reservada de les primes rebudes en I’any
d’origen de la polissa. En aquest cas, resulta ser un sinistre IBNYR. Per tltim,
és possible que algunes de les polisses siguin anul-lades per una causa aliena. Pero
els sinistres coberts poden aparéixer després de finalitzat el contracte (un risc a
posteriori ). Per aquests casos també s’ha de fer una reserva per sinistres IBNYR.
Totes aquestes situacions, 1 d’altres, solen ser englobades 1 tractades pels models
IBNR que a continuacié analitzarem, sobretot, els models basats en la Teoria de la
Credibilitat.

La relativa importancia que poden tenir els diferents tipus de reserves varia
segons els casos. Per la companyia asseguradora, una reserva IBNR (en el sentit
estricte) sera establerta per sinistres que es produeixen molt al final de Pany, ac-

cidents que sén declarats tot just acaben de tancar-se els llibres de comptes. En
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aquest cas, la reseva és petita i de poca importancia en el conjunt. Pel contrari, en
el cas d’una reserva d’IBNER per sinistres que van a judici, sera bastant important
per una companyia asseguradora d’automobils, ja que passara molt temps abans que
la quantia final sigui coneguda, i fins i tot, el retard la pot incrementar. Per tant,
una adequada reserva ha de ser determinada.

El fet que la quantia d’un sinistre s’incrementi anys després de la seva ocurréncia,
té un impacte no sols en el cas de la reserva de la companyia asseguradora, siné que
també en la reserva IBNR de la companyia reasseguradora en el cas d’operar amb
"excess of loss”, on el reassegurador només ha d’intervenir en sinistres que superen
una certa quantia. Ell només coneix 'existéncia del sinistre un cop la quantia
d’aquest és suficientment gran, i aixo pot ser molts anys després de I’accident. Per
tant, és molt important fer una reserva adequada pel reassegurador. Ademés, el
problema és, fins i tot, més dificil que en I'estimacié de les reserves per sinistres de
que hem parlat, perqué la informacié sobre sinistres no declarats sera absent.

Aix{ doncs, la decisié sobre la mida que han de tenir aquestes reserves és molt
complexa, amb molts factors que hi intervenen i amb molts pasos. Per norma,
un dels passos en el procés és 'estimacié de les futures perdues basant-se amb les
dades del passat. Aquest és un pas quantitatiu i gens facil, on poden ser aplicades
técniques matematiques. En el present treball només tractarem aquest punt, i més

concretament, aquells metodes que es basin en la Teoria de la Credibilitat.

5.1 Triangle ”run-off”

Un fet comi, com a punt inicial, en tots els models per calcular les reserves per
sinistres és el denominat triangle "run-off”. Aquest triangle, és la manera més
natural de mostrar les dades dels pagaments futurs a partir de cada any d’origen, i
s’anomena “triangle” perqueé aquesta és la forma en que apareixen les dades, degut

a que com més llunya estigui any d’origen, més gran sera el seu historial.
q >
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Definim X, com el risc a tenir en consideracié corresponent al periode d’origen
j(j=1,2,...,k)ienelseu s-éssim (s = 1,2,...,t) perfode de desen-
volupament. Suposarem, com és habitual, que tenim el mateix nombre de periodes
d’origen i de desenvolupament k =t = J . Després de J periodes, coneixem les
observacions de la variable aleatoria X;, per j+s < J 4 1. Basant-nos amb
aquestes dades conegudes, volem prediure els futurs valors per Xj, , o sigui, per
Jj+s > J+2 . Per exemple, considerem una cartera de polisses per incendi, i
Xjs les quanties pagades per aquest motiu. Si els periodes sén anuals i comencem
al 1991, per j =1, cada risc Xj, és igual a la suma de quanties pagades per
sinistres de polisses contractades a ’any d’origen j pero saldades a ’any de desen-
volupament s . Per exemple, X24 és la quantia total dels pagaments fets al 1995
corresponents a les polisses que varen ser venudes ’any 1992. Graficament aquesta

composicib es pot veure en el seglient dibuix:

Taula 5.1 Triangle “run-off”

1 2 3 J—=1 J
1 X1 X1z Xi3 e Xy X
2 X1 X X3 . O

J=2| Xja1  Xiogp Xioog3

J—=1| Xjo11 Xy
J X7

Les realitzacions conegudes van apareixent horitzontalment per a cada any d’origen
que avancen, al mateix temps, verticalment. Ademés, els riscos X j41-; paral-lels

a la diagonal X, ..., Xj; ens donen les observacions pagades al mateix any
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d’observacié j -+ s . Com ja hem avangat, el problema de les reserves IBNR, consis-
teix en Pextrapolacié de les realitzacions conegudes del triangle anterior per calcular
les observacions futures desconegudes, i convertir el triangle amb quadrat.

Les observacions X;; de les celles del triangle "run-off” poden representar
diferents conceptes: nombre de sinistres, pagaments absoluts o relatius, etc. Ademés
poden aparéixer en forma acumulada o no. De totes maneres, totes aquestes possi-
bilitats poden ser tranformades en altres i viceversa. Tots els models que han sorgit
durant aquests dltims vint anys, fan unes hipotesis sobre 'estructura que segueixen
aquests triangles. Aquestes hipotesis determinen el model i la manera d’ajustar-nos
a les dades conegudes. Aquest ajustament és essencial i ’exit del procés matematic

depén d’ell.

5.2 Evolucid en el tractament de les reserves

En diferents contextes o situacions, diferents métodes poden ser apropiats per fer
calcular les reserves. Aquestes situacions venen determinades per factors externs, per
les companyies o per les dades que es tenen. En un principi, es van aplicar metodes
molt simples, mancats d’un rerefons estadistic. Els models sén molt precaris, amb
calculs molt senzills. A Van Eeghen, J. (1981), es poden trobar algun d’aquests
metodes. Una de les raons per les que sén simples, és perqué no es preocupen de les
tendéncies aleatories presents en les dades, considerant-les eliminades. A la practica,
aquests metodes van ser molt utilitzats. Ademés, en els paisos on hi havien normes
legals per calcular les reserves per sinistres, les companyies eren obligades a utilitzar
aquestes classes de metodes.

Actualment, tot i que molt lentament, alguns paisos s’han adonat de la necessitat
d’aplicar métodes millors d’estimaci6 per les reserves, i aixi, s’utilitzen meétodes més
complicats, tots ells provistos d’algoritmes per eliminar les influéncies aleatories, és a

dir, tots tenen una important component estadistica. Aquests metodes, anomenats
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classics en aquest treball, sén la base dels meétodes de credibilitat que analitzarem
en els seglients capitols. Pel lector interessat en els métodes classics, a 'apendix
B d’aquesta tesi doctoral es poden veure alguns dels més coneguts. Per a més
informacié ens remetem al treball recopilatori de Van Eeghen, J. (1981). Algun dels
meétodes que s’hi troben tracten explicitament amb influéncies exogenes anomenades
"inflacié”. Aixo no significa que només es tingui amb compte la infacié monetaria,
siné 'efecte combinat d’aquells factors que tenen un impacte en la quantia de les
dades que corresponen al mateix any d’observacié j+s . Per exemple, podem pensar
amb canvis de tendeéncia a la legislacié de cada pais. L’efecte que fa en les dades
passades es suposa desconegut, 1 es estimat a partir de les dades del triangle pels
periodes futurs. O sigui, que 'ajustament de les dades per 'efecte de la "inflacié”
és una part integrada del procediment numeric. De totes maneres, encara que sigui
un punt molt important, nosaltres no entrarem a fons en aquests models.

Taylor, G. (1986) déna una visié dels models IBNR, fent servir diferents nivells de
classificacié. El nivell més alt de classificaci6 és la divisié entre models d’acord amb
el respectiu reconeixement de la naturalesa estocastica dels sinistres. Els models
son dividits en dues categories, models estocastics i models no estocastics. Encara
que en alguns casos, els models no estocastics poden donar una certa interpretacié
estocastica. Algunes vegades sembla imitil aplicar models estocastics si la informacié
no és completa.

Una altra classificacié és la distincié entre macromodels i micromodels. Els
primers treballen amb tot el col-lectiu a la vegada, en canvi, els micromodels comen-
cen des d’un nivell de sinistre individual. En ocasions, com veurem més endavant
en el model de De Vylder-Mack, un micromodel ens serveix d’ajuda per obtindre les
hipotesis d’un macromodel. En aquesta tesi doctoral la nostra atencié es centra en
els macromodels.

Tots aquests metodes tenen en comu que modelen els pagaments del triangle

IBNR d’acord uns parametres fixes. De Vylder, F. (1982) va ser el primer a repre-
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sentar les caracteristiques d’aquests pagaments amb parametres aleatoris en el seu
model IBNR de credibilitat. El seu pot ser catalogat com a macromodel on només
s6n modelats els trets basics dels riscos. En el mateix context credibilistic, Mack,
T. (1990) supervisa el model anterior a través de l’estudi de micromodels. Ademés
modifica, a partir dels resultats, les hipotesis del model de De Vylder. Una altra
aproximacié pot ser trobada a Norberg, R. (1986b), on es presenta un model general
de credibilitat i es descriuen varis casos especials fent una clara distincié entre les
condicions fixes o aleatories dels riscos. Més endavant, a Hesselager 1 Witting (1988)
un suggeriment de Norberg és aplicat per donar més flexibilitat al model, fent servir
una distribucié aleatoria pels retards dels sinistres, enlloc d’una fixa. Neuhaus, W.
(1992) generalitza el model i ens mostra com es pot generar tal distribucié. Una
altra extensié ens ve donada per Hesselager, O. (1991), introdueix un model IBNR
de credibilitat jerarquica, on es fan distincions entre els diferents tipus de sinistres.
Per cada tipus de sinistres hi ha un respectiu triangle IBNR i les dependéncies entre
aquests triangles sén modelades en un esquema jerarquic. Una macroversié d’aquest
model ha estat aplicada a unes dades d’una asseguranca de credit per Goovaerts et
al. (1994).

Per altra banda Dannenburg, D. (1996a) presenta un model de credibilitat au-
torregressiu d’IBNR. En aquest model, els pagaments de I’any de desenvolupament
sén en part d’altres anys o periodes i en part pagaments procedents del mateix
periode. Aquest model pot aplicar-se a la prediccié de les futures recuperacions
en una asseguranca de credit. En tal cas, 'assegurador de crédit paga la quantia
corresponent que no ha estat pagada a la companyia perque el client no ha pogut fer
front al deute. Més tard, I’assegurador pren el sinistre com seu i intenta recuperar la
quantia negociant amb el deutor. Donat un any de desenvolupament en concret, els
pagaments de recuperacions dels anys anteriors tenen dues fonts diferents. Per una
part, hi ha la continuacié dels pagaments dels periodes previs i per altra, altres deu-

tors que comencen a pagar. Aixo el porta a considerar les quanties de recuperacié
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Xjs corresponents al periode d’origen j i al periode de desenvolupament s com
la suma de dues components: la fraccié de pagaments referits als anys previs més

els nous pagaments o, matematicament,
st = Z'Xj,s_l + Z_,,'s (51)

Com en altres models IBNR de credibilitat, el periode d’origen j es caracteritzat
per un parametre estocastic inobservable denominat ©; . Els nous pagaments es
suposa que estan distribuits segons el model De Vylder-Mack. El model pot ser
comparat amb el conegut model de Chain-ladder. Alli el parametre autorregressiu
| és diferent per cada periode, pero els pagaments adicionals Z;; no es tenen en
compte explicitament.

Encara que els micromodels poden ser més realistes, a la practica, molt sovint
donem més importancia als macromodels d'IBNR.. Aixo es degut a que les dades a
utilitzar son molt més manejables i més accessibles. En aquest treball, ens centrarem
en el macromodel de De Vylder i en la millora d’aquest feta per Mack. Finalment,
farem servir els models de classificacié creuada vistos en aquesta tesi doctoral per
desenvolupar un model IBNR ”two way”, on el model ”two way” vist en el capitol 3.3
sera utilitzat per modelar dependéncies estocastiques entre pagaments corresponents

a diferents periodes d’origen.




Capitol 6

Model IBNR de De Vylder

6.1 Introduccid

Com podem veure a ’apendix B, i més extensament a Van Eeghen, J. (1981), hi ha
diversos metodes per calcular les reserves IBNR. El primer autor que va proposar
un metode estocastic va ser Straub, E. Seguidament, Bihlmann, H. et al. (1980)
proposen un nou model probabilistic. Amb aquests metodes es basa De Vylder
per fer el seu model IBNR de credibilitat. De Vylder, F. (1932) desenvolupa un
model estocastic i multiplicatiu per 'estimacié ’IBNR. El factor de que depén ’any
d’origen és ajustat credibilisticament. Es considera el triangle "run-off” ocupat per
les observacions de la variable aleatoria X;; on j = 1,2, ..., kis=1,2,..,t.
Definim X, com els pagaments corresponents a ’any d’origen j efectuats a ’any
de desenvolupament s . En la seglient taula, cada fila j correspon a un any
d’origen dels accidents; i cada columna s a ’any en queé es fa efectiu el pagament

de Iaccident originat I’any j .
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Taula 6.1 Triangle “run-off”

1 2 3 e t—1 t
1 X1 X1z - Xis cer Xype1 o Xt
2 X X2 Xos o Xoia

E—2| Xg21  Xi—22 Xk—23
=11 Xg—11 Xe-12
k Kk

?

Les variables X, estan dividides en dues classes, les variables observades i les
que no ho sén. Les primeres sén les dades del nostre problema, les que apareixen
en el triangle "run-off”. Les altres sén la solucié del nostre problema, les variables
que hem d’estimar per omplir el triangle "run-off” i tranformar-lo en rectangle. Aix{
doncs, es tracta de fer prediccions de les variables no observades basant-nos en les
realitzacions de les variables observades. Per diferenciar unes de les altres, definim

els segiients conjunts:

T; = {s/Xjs és coneguda; j fixe}

K, = {j/X;s és coneguda; s fixe}
On T; éslafila j de dades conegudesi K, la columna s de dades conegudes.
D’aqui podem deduir quesi s € T; i j € K, lavariable X;; és del primer tipus,

de les conegudes que figuren a la taula 6.1.

6.2 Hipotesis del model

De Vylder, F. (1982) assumeix que la distribucié de la variable aleatoria )2,- )
definida com )?j = (X1, Xj2, ..., Xjt)' depén d’un parametre estructural ©;
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que es defineix tal i com es raonava a la Teoria de la Credibilitat. La diferéncia
entre els anys d’origen j és caracteritzada per la realitzacié d’un parametre de risc
que es suposa d’igual distribucié estructural per tots els anys. A més, enumera les

seglients hipotesis:

(DV.1) Les polisses j = 1,2, ..., k , o sigui, els parells (01, )-(:1), (0O, )?2),...,
(O , X k) sén independents. Aixo implica que els anys d’origen sén indepen-

dents.

(DV.2) Assumpcié multiplicativa: X} pot ser expressat com

Xi = Y;-5(8;) (6.1)
on ¥, = (Y1, Y, ..., ¥;;) ésun vector aleatori desconegut i suposadament

independent de ©;,i F(0,) és una funcié escalar de la variable estructural

0;.
(DV.3) Les hipotesis de treball per }-’; (7 =1,2,...,k) sén:

ElY;] = yo = (91,92, -or 91)' és independent de j .

2
CovlY;] = 2

r , )
— Ly on r* és un escalar desconegut, independent

J
de j;w; és una ponderacié coneguda de Vany d’origen j ,i I ésla

matriu identitat de dimensié ¢ x ¢ .

(DV4) Equidistribucié i independéncia de les variables estructurals ©,, ©,, ..., O, .

6.3 Parametres estructurals

Per poder desenvolupar el model, els segiients parametres es suposen coneguts:
.
i Us b = E[B(;)]

(6.2)
§? = r*. E[f*(0;)] a = Var[8(0;)]
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Més endavant veurem com poden ser estimats a partir de les dades disponibles de

les variables observades.

6.4 Comentari de les hipotesis

En primer lloc, descriurem breument ’origen del model proposat a la seccid 6.2.
La idea d’aproximar Xj;; per una expressié multiplicativa del tipus e;m; no és
nova. De fet, és la base del meétode classic de Chain-ladder (veure apéndix B.1). El
corresponent model estocastic és X;, = e;m; + R, , on error R;, té mitjana
zero (les lletres majiscules sén variables aleatories). El seglient pas és reemplagar
m; per una variable aleatoria Mj ,illavors considerar el model X, = e;M; + R;s
on M; i R;s essuposen independents. Aquest model és semblant al model que
tenim X;; = Y;;M; on Y, i M; sén independents. R;; i e, del model
anterior queden emmagatzemades juntes a Y}, . Finalment, introduint les variables
d’estructura ©; caracteristiques de la Teoria de la Credibilitat, ja tenim una idea
basica del model que volem analitzar.

Les hipotesis del present model sén essencialment introduides per facilitar I’esti-
macio6 de Cov[)? ;] . Per altra banda, el model no té en compte la inflacié; més tard,

veurem com es pot afegir aquesta variable al nou model.

6.5 Estimadors de credibilitat

El problema que es planteja és el d’estimar E[X;;/©;], de DV.2 i DV.3 resulta

que

E[Xjs [ ©;] = y, - B(©;) (6.3)

Per tant, només ens cal y, i trobar un estimador de credibilitat per B(0;) . Per

aixd, disposem de les variables observades X, . A partir de les hipotesis enunciades
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a la seccio 6.2, es pot reduir el problema a un de Teoria de la Credibilitat amb les

segilients hipotesis:

(DV.1) Les polisses j = 1,2, ..., k , o sigui, els parells (0, )—fl), (0, )22),...,
(O, Xk) sén independents.

(DV2) E[X;/0;] = y.-B(O;)
(DV.3) Cov[X;/0;] = —8(0;,) 1 = }(0;) 1
(DV4) Equidistribucié i independéncia de les variables estructurals ©,, 0, ..., 0O .

Sota aquestes condicions, es pot aplicar el model de regressié de Hachemeister (vegeu
apendix A) per estimar 3(0;) i, amb algunes generalitzacions, els resultats d’aquest

model sén valids.

Teorema 6.1 L’estimador de credibilitat B; per B(0;) és igual a

A

Bj = (1 - Zj)b + Zjbj (64)

on

~

b = (viws)” vX; = (Z yszs) / (Z yf)

s€Ty se€T;
_ %
5Ty + S?v;
52 = Elo}(©,)] = 5 [u;
-1 1
v, = () =
oyl
s€Ty

Per a més informaci6, vegeu Hachemeister, C. (1975) 1 De Vylder, F. (1976). Ob-
serveu que per la definicié de IA)j la segona expressié només és valida pel cas de
regressié lineal multiple sense terme constant, aixo és, estimar per minims quadrats

expressions del tipus ¥ = X - 3.
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Aix{ doncs, per estimar les variables X;; no observades, calculem les mitjanes
de cada any de desenvolupament y, que haurem de multiplicar per les estimacions

de B; de cada any d’origen, és a dir:

Xis = 9.+ B; ~ (6.5)

6.6 Estimacio dels parametres estructurals

En primer lloc, prenem com a valor del primer parametre estructural la unitat, és
a dir, b= 1. Per causa de la hipotesi multiplicativa, es pot multiplicar ((8;)

per un nombre i després dividir Y, pel mateix nombre. Per tant, si suposem que
y, = E[X;s] = E[Yjs) icada Xj, és un estimador no esbiaixat per y, el valor de

b ha de ser necessariament la unitat. Aix{ doncs, podem estimar y, com:

E w; X

ﬁs = 7€k (66)
2w
JEK:

En segon lloc, es dona un estimador optim per S?. Considerant que X;; és
normalment distribuida, 1 que ?Jj es determina per una regressié lineal simple
(sense terme independent), I'estimador optim per S? és
52 = Y wie > ( — ysb; )2 (6.7)
}: t;—1 jek. s€T;
JEK,
Aquest estimador és sempre esbiaixat, i és la definicié que ha esdevingut classica als
models de credibilitat.
Per tltim, a partir de I'expressié E[(b; —b;)?2] = a + S%p; 1 segons De Vylder,
F. (1978), del valor de z; i =1 es considera el seglient pseudo-estimador (ja que
Pestimador depén del parametre a ser estimat via z; ) no esbiaixat per a:

Z zi(bi — (6.8)

z=1
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6.7 Extensions del model

6.7.1 Inflacid

De Vylder, en el seu article de 1982 ja introdueix aquesta variable a partir d’un
canvi poc significatiu. Aixi, en cas de dades amb inflacié X}, el model pot ser

adaptat de la segiient manera:
Xjs = Ujss~ Y;:P(9;) (6.9)

suposant U4, , Y;s 1 ©; independentsion U;,; és el factor d’inflacié en cada
any j+s.

Es defineixen,
Ujts = E[Uj4s]
X7, = Xis [ wjss
Y, = Ujrslis [ Ujts
per tal de tractar el model deflactat de la mateixa manera que ’anterior:

X, = Y;5(6)) (6.10)

28

Suposant que no hi ha canvis en la matriu de covariancies de Y} .

6.7.2 Model de Hadidi

El metode de De Vylder d’estimacié d’IBNR considera una tendéncia independent-
ment establerta. Una modificacié d’aquest metode va ser suggerida per Hadidi, N.
(1985), el qual preveu que en certes ocasions ’actuari voldria combinar, les dades per
estimar IBNR, amb la seva propia intuicié de la tendéncia. Hadidi proposa doncs la
possibilitat de que I'actuari pugui modificar les dades segons ell cregui convenient,

d’acord amb el que ell sospiti de com la variable X;, és desenvolupara. Per tot
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aix0, modifica el metode de De Vylder sense perdre, pero, el seu esperit (hipotesi
multiplicativa). La introduccié d’una nova variable, el vector P’ = (py, ..., pt)

dona Ventrada a 1’opini6é de V’actuari. La nova variable seria 1’equivalent subjectiu
de Y] =y, = (Y1, ..., Yt) -Aquest vector, independent de }-’; , pero obviament

correlacionat amb X;; de la mateixa manera que en De Vylder:
X; = P-§(0y) (6.11)

on {3 és una funcié escalar diferent de f,1 és estimada a partir de les observacions
X; ila tendéncia P’ . Aplicant el metode dels minims quadrats a les columnes
observades X; podem obtenir un estimador per (' denominat b . L’estimador

de credibilitat 3; per B5(©;) és, segons Hadidi:
B, = (1 — z; — z;)- b + 2b; + zb] (6.12)

El mateix autor, dona els passos a seguir per tal d’estimar els valors de B} .
Primer, s’han de calcular els resultats com hem fet pel métode de De Vylder. Un
cop s’han estimat els parametres, 'actuari pot fer una nova avaluacié a partir de la
nova tendencia que ell escull P’ . Per calcular de nou els resultats, necessitarem
els seglients parametres del model De Vylder: ?)j, S'Jz, z; 1 a . Cal mencionar
que aquest z; no sén els factors de credibilitat necessaris per estimar B segons
Pexpressi6 (6.11), perd en canvi, sén necessaris per ’estimacié de a .

En aquest punt, comencem a fer servir el vector P per calcular de nou, d’'una
manera similar, els mateixos resultats. Primer, estimem 133 de la mateixa manera
que ho vam fer per 8]- a l'anterior model, perd a partir del nou vector P,

b = (Z Pszs) / (Z p?) (6.13)

seTy seTy
A continuacié es calculen, S i 5", també de la mateixa manera que abans perd

amb P enlloc de Y . També fem el mateix per v} = 1/(Xp?) . Amb totes
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aquestes dades calculem les seglients variancies: @, Var[gj] = §2vj i Var[ZA);.] =

$v! . Amb les quals calculem el coeficient k;

1
k‘ = ~ ~ ~ x 6.14:
? Var[b;]Var[b;] + aVar[b;] + &Var[bj] (6.14)

que fem servir per obtindre els coeficients de credibilitat z; i 2} de I’expressié de

B} (6.11):

zZ; = kde'”v;- 3 Z; = kjdgzvj (615)
I ja ho tenim tot per calcular B,

B, = (1 -z — 25)-b + zb; + 2] (6.16)

A

Finalment, només ens manca multiplicar per y,, X;, = y,- B’ .

6.8 Exemple numeric

Com exemple aclaridor de les seccions anteriors i per comparar posteriorment amb
la resta de models, hem escollit ’exemple que Mack (1990) inclou en el seu article.
Com és habitual en el calcul de les reserves IBNR les dades venen donades en un
triangle "run-off” on cada fila j correspon aun any d’origen, i cada columna s aun
any de desenvolupament. En aquest cas, tenim 10 anys d’observacié, k=1t =10 .

Les observacions venen recollides en el segiient triangle:
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X;s s=1 s=2 8=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9 s=10
j=1 857 1845 1242 92 —46 524 604 170 176 16
j=2 466 1764 1406 962 922 918 92 116 12
j= 682 2370 80 -—182 64 —40 228 68
) =4 787 1283 640 276 244 81 42
j= 668 1450 1524 1653 910 726
j=6 958 1921 2741 958 666
=7 805 1491 2000 1312
j=81{ 523 2051 1789
j=9| 1023 1857

j=10| 818

Es pot veure com les quanties son creixents fins el segon o tercer periode de

desenvolupament i decreixents a partir d’aqui. En la segiient taula ens venen donats

els resultats d’aplicar el metode de De Vylder a I’anterior triangle. En I'dltima fila

trobem els estimadors pels parametres y, , calculats segons (6.6).

Xjs |s=1 =2 s=3 s=4 s8=5 s=6 s=7 s=8 s=9 s=10
J=11| 857 1845 1242 92 —46 524 604 170 176 16
j=2| 466 1764 1406 962 922 918 92 116 12 16.2
j=3| 682 2370 80 ~—182 64 —40 228 63 | 81.8 13.9
j=41| 787 1283 640 276 244 81 —42) 97.7 778 13.2
j=5] 668 1450 1524 1653 910 726 | 227.5 1217 97 16.5
j=6| 958 1921 2741 958 666 | 516.2 257.6 137.9 109.8 18.7
Jj=7| 805 1491 2000 1312 | 483.5 464.4 231.8 124 98.8 16.8
j=81| 523 2051 1789 | 765.7 486.2 467 233.1 124.7 99.3 16.9
=91 1023 1857 | 1466.6 744.2 472.5 453.8 226.5 121.2 96.6 16.4
j=10| 818 | 1790.1 14348 728 462.3 443.9 221.6 1186 944 16.1
s 758.7 1781.3 1427.7 7244 460 441.8 220.5 118 94 16
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Per arribar a aquests resultats, un cop calculats y; , s’obtenen els estimadors
individuals I;j , seguidament es calcula 5% = 166253.22 . Llavors estem preparats
per calcular els coeficients de credibilitat z; iel parametre @ = 0.0194 , i ja podem

calcular els estimadors de credibilitat per £(0;),
B; = (1 — z,)b + zb; (6.17)

Finalment, ja podrem estimar la resta de X, desconegudes del triangle ”run-off”,

A

Xj = ¥, B; (6.18)

Alguns dels resultats citats per calcular els resultats finals es poden veure en la

seglient taula:

j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=7 j=8 j=9 j=10
b;  0.907 1.040 0.706 0.611 1.072 1.389 1.120 1.141 1.089  1.078
zj 0442 0442 0442 0442 0440 0.433 0.425 0.403 0305 0.063
B; 0959 1.018 0.870 0.828 1.032 1.168 1.051 1.057 1.027 1.005
) 16.3 957 188.8 462.7 1040 1419 2193 3598 5310

Per dltim, veiem que X% és la suma de les quanties estimades per cada any

d’origen. La suma total o reserva total és 14324.

Per exemple, per calcular ’observacié Xgg , aixo és, de 'any d’origen 8 i any de

desenvolupament 6, veiem que:

ve = 441.8
Bs = (l—zg)-b—l-zg-?)gz
= (1-—0.403)-1 4+ 0.403-1.141 = 1.057
Xge = 441.8-1.057 = 467



Capitol 7

Model IBNR de De Vylder-Mack

7.1 Introduccio

El model de De Vylder va ser millorat i generalitzat per Mack, T. (1990). En el
model de De Vylder, una de les hipotesis no sembla real en la majoria dels casos, com
veurem a continuacié. En el nou model, s’intenta superar aquest inconvenient. A
més es presenta el model com un cas especial del model de credibilitat de Bithlmann-
Straub més simple que el de Hachemeister, en el qual De Vylder es va basar per

muntar el seu model.

Es defineix S;; com la quantia total dels sinistres ocurreguts durant 1’any
d’origen j (j = 1,2,..,k )i pagats en 'any de desenvolupament s ( s =
1,2,..,t),1 w; com una mesura coneguda de volum de ’any d’origen j ,
per exemple, el volum de primes, el nombre de polisses o el nombre de sinistres.
Normalment, S;s; és conegut per tot j+s < k+1 (triangle "run-off”), i volem
estimar els S;; per 7+ s > k41 . Com en el model anterior, considerem
els ratis de perdua X;; = S;;/w; de cada any d’origen j com dependents d’un
parametre multidimensional, el qual es interpretat com una realitzacié de la variable

estructural ©; .

179




180 Capitol 7. Model IBNR de De Vylder-Mack

7.2 Hipotesis del model
Mack, T. (1990) fa les segiients hipdtesis:

(VM.1) Les polisses j = 1,2, ..., k , o sigui, els parells (0, Xl) , (02, )22),...,
(O, Xk) sén independents entre si, 1 hi ha equidistribucié i independéncia

de les variables estructurals ©,, ©,, ..., O, .
(VM.2) Cov[Xjs, Xju/©;] = 0 per s # u
(VM.3) E[Xj/0;] = y.-B(9;)

(VM.4) Var[X;,/0;] = y,-0%(0;)/w; .

7.3 Comentaris de les hipotesis

7.3.1 Comparacié amb el métode de De Vylder

Les dues primeres hipotesis VM.11 VM.2 sén les usuals a la Teoria de la Credibilitat,
en aquest cas, aplicades al desenvolupament de sinistres amb cua llarga a través de
diferents anys d’origen i dins una cartera d’assegurances. En el metode de De Vylder
sén les hipotesis DV.1 1 DV.4. Aquestes hipotesis sén acceptables sempre 1 quan es
suposi que les causes dels sinistres, ’avaluacié dels sinistres i el seu tractament no
canviin amb el pas dels anys.

La tercera hipotesi VM.3 és I'assumpcié multiplicativa que ja coneixem del model
De Vylder i abans, fins i tot, del métode de Chain-ladder. Aixo implica que cada
any d’origen j pot tenir diferents nivells de B(©;) , pero tots amb el mateix
desenvolupament esperat yi, ..., y: . Aquesta hipotesi és lleugerament més general
que en el model de De Vylder com veurem amb més detall més endavant.

En canvi, la darrera hipotesi VM.4, difereix molt de la corresponent al model

de De Vylder (DV.3) ja que aquest ultim va assumir que la Var[X;;/©;] era
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independent de s , és a dir, que es manté constant en tots els periodes de de-
senvolupament de cadascun dels anys d’origen j; mentre que Mack proposa que
sigui proporcional a y, . Mack segueix varis raonaments que el porten a considerar
aquesta hipotesi. En primer lloc, recull algunes consideracions que mostren que a
la realitat la Var[X;;/©;] depén de s com de fet ja havia apuntat Norberg,
R. (1986). Si mirem el comportament d’una cartera de polisses de cua llarga d’una
forma més acurada, podrem comprovar aquesta dependéncia de Var(Xj,/0,] en
s . En particular, i per un exemple d’una asseguranca de responsabilitat civil, hi ha
dues raons per explicar el fenomen de la cua llarga; en primer lloc, molts sinistres
no es manifesten fins al cap d’un cert temps desde que es van cometre, per exemple,
les faltes d’un aroiuitecte. En segon lloc, un cop manifestat el sinistre pot passar
molt temps fins que es quantifiqui aquest; ja sigui perque la decisié judicial es faci
esperar o per la mateixa duraci6 del sinistre, per exemple, en tractaments medics de
recuperacié. A més durant tot aquest temps poden haver-hi canvis en ’avaluacié,

pagaments o altres consideracions.

Amb aquest rerefons, és clar que els valors yq, ..., y; del desenvolupament
intern dels anys d’origen j és decreixent i tendeix a zero, potser, amb ’excepcid
d’un cert increment al principi, explicat per les dues mateixes causes anteriors, aixi
doncs, graficament tenim:

X

S

Aixo ens porta a considerar que el valor esperat de Xj; variara enormement a
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través del desenvolupament dels perfodes considerats. Es a dir, E[X;,/©;] depén
de s (VM.3).

A més, les variables aleatories X;, sén no negatives amb quasi tota certesa; per
tant, costa d’imaginar, que en un cas com aquest, les variables aleatories tinguin
la mateixa variancia durant tot el periode considerat. O dit d’una altra manera,
si mantenim la variancia constant, com la variable aleatoria decreix a través de
s , per valors alts de s tindriem varidncies negatives; per aquesta raé, Mack fa
les variancies proporcionals a y; , de manera que quan aquesta tendeix a zero, la

varidncia també s’apropara a zero. Graficament,

X

I per tant, com hem vist a VM.4,
Var(X;s [ 0;] = ys (o7(0;)/ w))

canviant la hipotesi tercera del model De Vylder.

7.3.2 Micromodel de Mack

Amb I'idea intuitiva anterior podem entendre la raé d’assumir VM.4, pero Mack
intenta explicar-ho a través d’un micromodel i deduir d’ell la forma de la quarta
hipotesi. Per una banda, tenim clar que, d’alguna manera, la Var[X;, /©;] depén

de s . De l'altra, si prenem de forma particular un any d’origen j amb un O;
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donat i escrivim que,
Z Z20 = 20+ 27 + -+ 2 (7.1)
=1 :
on Nj; és el nombre d’aquells sinistres de ’any d’origen j que suposen un canvi
Z J(? en la quantia total ocurreguda per aquell any de desenvolupament s . Com
és normal, suposarem que ZJ(? , Zj(f), s Zﬁvjs) estan identicament distribuides 1
sén independents del nombre de sinistres N;; . També, com és usual a la Teoria del

Risc, per un any (omitint 'index (¢) ) tenim:
E[X;] = E[N;l- E[Z;s]

Var[X;s] = E[N;]-Var(Z;] + Var[N;]- (E[Z;.])?
E[st] ' E[st] ) (dl(st) + dZ(st))

Il

on

&(Z;) = Var(Z;) ] (E[Z;))
dg(st) = Var[st] /E[st]

De la definicié de N;s és clar que N;; depén de s , i que segueix el mateix

comportament que abans mostrava yi, ..., ¥z »

X

Ara bé, si fem les seglients hipotesis:
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1. Suposem que la variable aleatoria N, segueix una distribucié Poisson. En

aquest cas, el valor de dy(N;;) no depén de s.

2. A més, suposem que la variable Z;; no depén de s, o sigui, els canvis a X},
venen totalment explicats per les diferéncies en les realitzacions de Z;, . Per

aquesta rad, el valor de d;(Z;;) és independent s .

Sota aquestes dues hipotesis, a la part dreta de ’equacié:
Var[X;.] = E[Xjs]- B(Z;s] - (d1(Z;s) + da(Ns))

només FE[X;;] depén de s , i per tant, partint de la seva definici6 a VM.3
E[X;,/0;] = ys- B(0;) ens porta directament a VM.4, multiplicant DV.3 per
y, ifent per tant la Var[X;,/©,] proporcional a y; .

7.3.3 Alternativa general a la definici6 de VM .4

Un altre plantejament alternatiu és aquell que arriba a la conclusié de que les

hipotesis DV.3 i VM.4 poden ser expressades com:
Var(X;./0;] = 2 (o(8;) /w;)

Veiem com, 1 sota quines hipotesis, es pot arribar a aquesta conclusié.

A Panterior micromodel de Xj; , s’ha interpretat N;, com aquell nombre de
sinistres que fan que hi hagi un canvi en ’any de desenvolupament s. Aquest és
el model natural, on N, depén de s . Pero si canviem les normes i considerem
que N;; ésindependent de s, interpretem que N;, = N; . Aixo implica que hi ha
algunes Z;, = 0 amb probabilitat positiva, perque en cada any de desenvolupament
hi ha normalment sinistres la quantia o avaluacié dels quals no varien, per exemple,
sinistres no declarats i sinistres ja saldats. Com X, encara ha de comportar-se com
Ys , s"haurd de modelar amb E[Z;,] . Per tant, la variacié en X, es introduida

considerant distribucions de Z;; depenents de j . La manera més facil de fer aixo
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és assumint que, donat ©; , Z;, té la mateixa distribucié que Z;; - (y,/y1) -
Aixo significa que, per una j fixa, totes les Z;; tenen distribucions de la mateixa
forma, les quals sén proporcionalment transportades d’acord amb la mida de y;, .
Aqui doncs, FE[Z;s] = E[Zj]-(ys/y1) depén de s de la mateixa manera que

di(Z;s) = di1(Z;;) no hi depén. Per tant, ara podem escriure que

[st] —
N;

VarlX;,) = E[styE[str(dl(st)+d2<Nfs>)'§[ ]

= (BIX3])? - (di(Z5s) + do(N3)) - E["flv‘]

d’on observem que només (E[Xj;])* depén de s, aixd ens porta a considerar:
Var(X;./ 0;] = y2 (*(0;) [ w;)

De totes maneres, no creiem que aquesta alternativa a la hipotesi VM.4 sigui molt
propera a la realitat, si bé pot ser certa per casos especials i pot ser-hi aplicada. De
fet el que ens atrau de tot aixo és que podem englobar totes aquestes alternatives

amb una sola expressid, aixi doncs, generalitzem la hipotesi VM.4 per:
Var[X;s | ©;] = y;7% - 0%(0;) [ w;

On o« pot valer 0, 1, 2. Si « = 2 es correspon amb el model de De Vylder, on
la variancia no depén de s . En canvi, si o« = 1 la hipotesi resultant és la nostra
favorita, on la distribucié de pagaments o els canvis d’avaluacié sén els mateixos per
tots els anys de desenvolupament. Si « = 0 obtenim la hipotesi de ’alternativa
general que acabem d’analitzar.

En resum, i per globalitzar els diferents models que han anat sorgint en aquest

capitol, a continuacié reformulem les hipotesis del model De Vylder-Mack:

VM.1) Les polisses j = 1,2, ..., k , o sigui, els parells @l,Xl , (O, X, s s
g
(O, X)) sén independents entre si i hi ha equidistribucié i independéncia de

les variables estructurals ©;, 0,, ..., O .
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(VM.2) Cov[Xjs, X;u/©;] = 0 per s # u
(VM.3) E[X;./0O;] = ys-H(6;)

(VM.4)Y Var[X;s/0;] = v -0*(©;)/w; a=0,1,2.

7.4 Adaptacié al model de Biihlmann-Straub

De Vylder, sota les seves hipotesis, va tractar el seu model com un cas particular
de ’esquema del model de Hachemeister. Mack canvia aquesta visid i demostra que
amb unes lleugeres transformacions el model es pot presentar com un cas especial

del model de Bithlmann-Straub. Mack considera el segiient canvi de variable:

Yie = Xis/ys
i reformulant les hipotesis:
(VM.2) Cov[Yjs, Y;u/©O;] = 0 per s # u
(VM.3) E[Y;s/0©;] = B(0©;) independent de s
(VMA) Var[Y;, /0;] = 0*(6;)/(wy?) o =0,1,2

I Aquest és el model de Bithlmann-Straub amb una ponderacié (w;y%) una mica
especial. Abans d’aplicar les formules de credibilitat usuals, farem encara una altra
transformacié del model per poder simplificar en ’estimacié de parametres. Aquesta

transformacié mostra que el parametre estructural b = E[f(0©;)] pot ser relacionat

amb el desenvolupament dels anys y, ..., y; . Aixi definim,
zs = by,
l~/J’s = Xjs[zs = Y, /b (7.2)

5(0;) = o*(8;) /¥
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i llavors tenim les noves hipotesis,
(VM.2) Cov[Y;s, Yiu/©;] = 0 per s # u
(VM.3) E[¥;./0;] = B(®;)
(VM.4)" Var [Y;,/0;] = 6%(0,)/(wz?) o =0,1,2

Aquest model per Y;, té la mateixa forma que I’anterior model per Y;s , perd amb
I’avantatge que:

E[p(©;)] = 1
A més, i tenint com base les hipotesis anteriors, tenim les segiients férmules per

Iestimador de credibilitat del desconegut Yj, :

A

Yie = z-b; + (1 — z) (7.3)
amb
b = (Z wﬂ?f/js) / (Z wjfﬂ?) =
s€T) s€T;
= (Z (Bgﬁs) [ v; (7.4)
seTy
v; = Yz (7.5)
s€Ty
T; = {s/Xj, és coneguda ;j fixe}
o w;v;
z; — (7.6)
§* = E[5%9))
a = Var [E(GJ)}

Finalment, ’estimador de credibilitat per les variables X, no conegudes de I’any

d’origen j 1 any de desenvolupament s és:

A

Xie = #,Y;, (7.7)
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7.5 Estimacié dels parametres estructurals

A la practica, cal estimar els pardmetres estructurals z;, ..., 2,, @, S? i per tant
fer-ho a partir de les dades que tenim. Com l’esperanca de X;, és z;, considerem

que z, es estimat per:

& = (Z ijjs) / (Z wa’) (7.8)

JjEKs JEK
on K, = {s/Xjs és conegut ;j fixe} .
L’estimador per S? és:
1 & 4\ 2
— Z Y al (Vs ~ 0 (7.9
mo =1 s€T; ( ! J) )

amb m = Zfr__l(tj — 1), on t; és el nombre d’elements de Tj . Per tltim, hem

escollit el segiient estimador per a:

% Sz (B - 1) (7.10)

j=1

Per calcular aquest estimador, cal un procés iteratiu. Com ja hem apuntat, la re-
ferencia bibliografica d’aquest model és Mack, T. (1990), on es poden trobar aquests
parametres recomenats. A continuaci6, aplicarem el mateix exemple del capitol an-

terior als tres casos que es deriven de les nodes hipotesis.

7.6 Exemple numeric

Seguint amb 'exemple del capitol anterior, a continuacié detallem els result#ts
d’aplicar el metode De Vylder-Mack per els tres casos segons o« sigui 0, 1 6 2.

Per exemple, quan « = 1 els resultats sén:
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Xjs | s= s=2 s= s=4 s$=5 s=6 s=7 s=8 s=9 s=10
j= 857 1845 1242 92 © —46 524 604 170 176 16
j=2| 466 1764 1406 962 922 918 92 116 12 16.8
Jj= 682 2370 80 —182 64 —40 228 68 | 72.5 12.3
Jj= 787 1283 640 276 244 81 —42 | 91.9 73.2 12.5

j=5 668 1450 1524 1653 910 726 | 246.6 132.0 105.1 17.9
j=6 958 1921 2741 958 666 | 526.8 262.9 140.7 112.1 19.1
j="1 805 1491 2000 1312 | 500.5 480.7 2399 1284 102.3 17.4

j= 523 2051 1789 754 478.8 459.8 229.5 122.8 97.8 16.6
i= 1023 1857 | 1486.6 754.3 478.9 460.0 229.6 1229 979 16.6
j=10 818 | 1797.6 1440.8 731.1 464.2 445.8 2225 1191 94.9 16.1
Zs 758.7 1781.3 1427.7 7244 460 441.8 220.5 118 94 16

En aquesta taula ens venen donats els resultats d’aplicar el metode de De Vylder-
Mack en la forma que creiem millor ( @ = 1 ). En I"iltima fila trobem els estimadors
pels parametres z; , calculats segons (7.8).

Per arribar a aquests resultats, un cop calculats z; , es trobem els estimadors
individuals ?J)’ , seguidament es calcula 2 = 196.11 . Llavors estem preparats per
calcular els coeficients de credibilitat z; i el parametre a@ = 0.0343 . I ja podem

calcular els estimadors de credibilitat per 3(0;),

Vie =2 -b + (1 = ) (7.11)
Finalment, ja podrem estimar la resta de X;; desconegudes del triangle "run-oft”,
Xje = &, Yj, (7.12)

Alguns dels resultats citats per calcular els resultats finals es poden veure en la
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segient taula:

j=1
0.907
0.514
0.952

j=2
1.105
0.513
1.054

16.9

j=3
0.551
0.509
0.771

84.8

i=4
0.562
0.504
0.779
177.6

ji=5
1.239
0.495
1.118
501.6

j=6
1.406
0.474
1.193

1062

ji=7 7=8 7=9 j7=10

1.195
0.451
1.088

1469

1.100
0.410
1.041

2159

1.134
0.308
1.041

3647

1.078
0.117
1.009

5332

Per iltim, veiem que % és la suma de les quanties estimades per cada any

d’origen. La suma total o reserva total és 14450.

En segon lloc, si a = 2 obtenim, com era d’esperar, els mateixos resultats que

els trobats en el capitol anterior pel model de De Vylder:

X; s=1 =2 s8=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9 s=10
j=1 857 1845 1242 92 —46 524 604 170 176 16
j=21 466 1764 1406 962 922 918 92 116 12 16.2
j=3{ 682 2370 80 182 64 —40 228 68 | 81.8 13.9
j=4 787 1283 640 276 244 81 —42} 97.7 77.8 13.2
j=35 668 1450 1524 1653 910 726 | 227.5 121.7 97 16.5
j=61 958 1921 2741 958 666 | 516.2 257.6 1379 109.8 18.7
j=7} 805 1491 2000 1312 ] 483.5 4644 231.8 124 98.8 16.8
1=38 523 2051 1789 | 765.7 486.2 467 233.1 124.7  99.3 16.9
Jj=91} 1023 1857 | 1466.6 744.2 472.5 453.8 226.5 121.2 96.6 16.4
j=10 818 | 1790.1 1434.8 728 462.3 443.9 2216 118.6 94.4 16.1
Es 758.7 1781.3 1427.7 724.4 460 441.8 220.5 118 94 16
a=2 =1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=7 j=8 j= j = 10
b; 0.907 1.040 0.706 0.611 1.072 1.389 1.120 1.141 1.089 1.078

z; 0.442 0.442 0.442 0.442 0.440 0433 0.425 0403 0.305 0.063
§7js 0.959 1.018 0.870 0.828 1.032 1.168 1.051 1.057 1.027 1.005
bY 16.3 95,7 188.8 462.7 1040 1419 2193 3598 5310
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Aixi doncs, veiem que 3 és la suma de les quanties estimades per cada any
d’origen. La suma total o reserva total és 14324.

Per dltim, fent o = 0 els resultats sén els segiients:

Xs s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9 s=10

j= 857 1845 1242 92 46 524 604 170 176 16
j= 466 1764 1406 962 922 918 92 116 12 16.5
j= 682 2370 80 182 64 —40 228 68 66 11.2

j=4 787 1283 640 276 244 81 —-42 ] 83.9 66.8 11.4
j=25 668 1450 1524 1653 910 726 | 267.7 143.3 114.1 19.4
j=6 958 1921 2741 958 666 | 520.2 259.6 1389 110.7 18.8
Jj=17 805 1491 2000 1312 ) 508.9 488.7 243.9 1305 104.0 17.7
j=38 523 2051 1789 | 731.6 464.6 446.2 222.7 1192 949 16.16
Jj=91 1023 1857 | 1493.8 757.9 481.3 462.2 230.7 1234  98.3 16.7
j=10 818 1800 1442.7 732 464.8 446.4 2228 1192 95.0 16.2
Zs 758.7 17813 1427.7 7244 460 441.8 220.5 118 94 16

Per arribar a aquests resultats, un cop calculats z; , es trobem els estimadors
individuals ?)j , seguidament es calcula 82 = (.348 . Llavors estem preparats per
calcular els coeficients de credibilitat z; i el parametre @ = 0.0540 . I ja podem

calcular els estimadors de credibilitat per 8(0;),
Vie = (1 = )b + 2z (7.13)
Finalment, ja podrem estimar la resta de X, desconegudes del triangle ”run-oft”,

X = #,-%, (7.14)

Alguns dels resultats citats per calcular els resultats finals es poden veure en la

segiient taula:
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a=0 j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=7 j=8 j=9 j=10
b; 1130 1.059 0462 0444 1.444 1406 1.277 1.031 1.195 1.078
z  0.608 0.583 0.554 0.520 0.482 0.437 0383 0.317 0237 0.134
Y., 1079 1.0%4 0702 0.711 1.214 1.177 1.106 1.010 1.046 1.010
2 165 772 162.1 544.5 1048 1494 2095 3664 5339

Aixi doncs, veiem que X és la suma de les quanties estimades per cada any

d’origen. La suma total o reserva total és 14441.




Capitol 8

Model IBNR ”two-way”

8.1 Introduccid

La independencia entre els pagaments corresponents a diferents periodes d’origen,
assumida en la majoria dels models IBNR de credibilitat, no és sempre una as-
sumpcid real, com ja fou indicat a Sundt, B. (1979c¢). Per exemple, si els periodes
d’origen es corresponen amb els anys en que I’asseguranga ha estat venuda, i els
periodes d’accident, els anys en que els sinistres han estat pagats, les quanties del
corresponent triangle IBNR sén les sumes dels sinistres generats pels contractes que
han estat venuts en els especifics anys d’origen i que encara sén a la cartera. Su-
posem que els periodes sén anuals. Com cada any d’origen hi ha el mateix grup de
polisses (a part d’aquelles que deixen la cartera), és raonable que es pugui assumir
que per cada any d’origen els sinistres dels conseqiients anys de desenvolupament es-
tan correlacionats. Per altra banda, en un particular any d’observacié els nombres de
sinistres que corresponen a diferents anys d’origen estan també relacionats d’alguna
manera com a conseqiiencia, per exemple, del temps o la inflacié. De Vylder i Mack
basicament, assumeixen que tals influéncies no sén aleatories i les modelen a partir

dels parametres y;s (0 z, a partir de apartat 7.4).

193
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8.2 Hipotesis del model

En aquest nou model, tenim en compte aquestes dependencies entre pagaments de
diferents anys d’origen perd pagades al mateix any d’observacié a través de la intro-
duccié d’uns nous parametres. Cada periode d’observacié correspon a la diagonal del
triangle "run off” (de l'inferior esquerre al superior dret) que conté les realitzacions
de X;, amb el mateix valor j + s . La (j+s)-éssima diagonal és aleshores caracte-
ritzada per la variable @5-1)3 , mentrestant les caracteristiques derivades de cada any
d’origen sén ara representades per la variable aleatoria ®§o) . D’aquesta manera,
el model de De Vylder-Mack pot ser extés a un model de classificacié creuada ”two

way”, substituint les hipdtesis (VM.1)-(VM.4)’ del capitol anterior per:

(TW.1) Les variables @g-o) sén independents i estan idénticament distribuides. Les
variables @ﬁ_)s també ho son, ademés sén independents de @go) . Les

varidncies de Xj; sén finites.
(TW.2) B [X;, /0, 08| = yi-n(0), 0F)

(TW.3) B[CovlXjs, Xju/ O, O]) = b 47 - 5 wj
1 s=u
on bs = i a=20,1,2.
0 s F# u
La tercera hipotesi recull, amb la incorporacié del simbol de Kronecker, la (VM.2)
i (VM.4)". Les variables @gf’) i @g{?s recullen la informaci6 sobre les dependéncies
que s’estableixen entre els sinistres de cada any d’origen (@§°)) i entre els pagaments

que es fan al mateix any d’observacié ( @g-?s )

8.3 Estimadors de credibilitat

Per obtindre els estimadors de credibilitat pels pagaments futurs, apliquem el model

de classificacié cruada "two way” que vam veure a 3.3 a les variables aleatories
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transformades U, = Xj;/y;s . En aquest cas, el model pot ser definit a partir de
la seglient expressid:
—(0o . —=(d —{0,d ~—
U = 1427 + 20, + =%, + S5 (8.1)
on nosaltres donem per fet que E [u(®§~°) , (")g-i)s )] = 1 sense pérdua de generalitat,
com s’ha vist en els models anteriors. Com sempre, les components = no estan

correlacionades entre si, tenen mitjana zero i les seglients variancies:

Var[Eg-o)] = b Var[Eg-i)s] = p(@
(8.2)
Varlg{)] = 509 VarlZs] = 5%/ (wi2,)

El triangle d'IBNR conté una observacié en cada cel-la del model de classificacié
creuada "two way” de 3.3. Per tant, les variables aleatories EJ(-Z-’i)s son especifiques
per a cada valor de la cella (5, s) ipoden ser considerades conjuntament amb la

component =;; com un terme aleatori,

Ujs = 14+ 20 4+ =0 1 A, (8.3)
amb
—(0,d _
Ajs = ‘:‘J('?j-k)s + 2 (8.4)

D’aquesta manera, la variable U, pot ser distribuida d’acord amb el model additiu
"two way” que ja hem vist a 3.4.2. Els pesos o ponderacions del model sén aleshores

iguals als reciprocs de les variancies,
VarlAz] = 809 + 57 (wjey,) (8.5)

Aquests pesos no sén coneguts perqué hi han funcions dels parametres desconeguts
com b? y.. i S? . Encara que sigui possible l'estimacié de tots aquests

ardmetres (amb restriccions per y;; ), assumirem d’aqui en davant que (%9
2 b
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és zero. Aixi, no serd gaire complicada |’estimacié dels parametres. Tot aixo, fa
que la segona hipotesi del model (TW.2) sigui substituida per la segiient assumpcié

additiva:

(TW.2) E[X;, /0, 0% = yie- (1 + v(0F) + va(04%,))

on els termes v no estan correlacionats, tenen mitjana zero i variancies b5©) i
@ respectivament. Els pesos per als estimadors de credibilitat que trobarem sén
vjs = Wy, - Y% . Tal i com vam veure a lanterior capitol, creiem que o =1 és
I’opcié més adequada, i sera la que farem servir en aquest capitol.

L’estimador de credibilitat per U;; (j =2, ..., J)i(s=J—-j+2,..,J)

pot ser escrit com:

Ui, = 1+ 27" + 230 + A, (8:6)

D’aquesta manera, ens trobem amb un model additiu "two way”. Degut a que
les variables aleatories Eg‘_?: i A}, no estan correlacionades amb les quanties
observades del triangle IBNR, els seus estimadors de credibilitat sén iguals al seu
valor esperat 0. Per tant, ’estimador de credibilitat de (8.6) estd només basat en
I’estimador de credibilitat de Eg-o)* per Ego) .

E[X;. /0, 0] = v (1 + =) (8.7)

Per determinar aquesta quantia, nosaltres podem fer servir els resultats pel model
additiu que vam veure a 3.4.2. Un cop adaptada la notacid, aleshores podem veure
que l'estimador de credibilitat per Uj;, esta basat en dues classes diferents de
mitjanes. El primer tipus de mitjana sén les mitjanes ponderades de les quanties

corresponents dels periodes d’origen. Pel periode d’origen 7 nosaltres tenim:

it g J—i+1
Ui = X e on vy = 3 v (8.8)
2

r=1 r=1
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L’altre classe de mitjanes sén les d’aquelles quanties que estan a les diagonals del
triangle "run off”. Per la diagonal ¢+ (i+r = 2, ..., J+ 1) farem servir:

i+r—1 ) i4r—1

Vitr—h,h d
v, =S Bty o s = 3 viras (59
h=1 U(H—T)E h=1

D’acord amb les expressions (3.98) 1 (3.99) del model additiu "two way”, ’estimador

de credibilitat E,(~°)* resulta del seglient sistema d’equacions:

) _ (o) (1@ @ 2 v () -
=0 = (U 1) - Y Y s G=1,.,7)

r=1 Uiy

(8.10)

iy —
—(d)* d d d v; r——hh =(0)* .
S = A (U 1) - S S e m 2 T

h=1 (z+r)2

Aqui, els factors de credibilitat corresponents al periode d’origen i i a la diagonal
(:+7) sén:

© _ 5 i (@) H(@)

= 1 Zigyr = 811
e P T, o0

i

Amb aquests resultats i el fet de que X is = Yjs- U3, (talicom estipula la propietat

de linealitat), arribem al segiient teorema.

Teorema 8.1 L’estimador de credibilitat per X;; (j = 2,..,J )i (s =
J—7+2,..,J) és igual a:

i = g (1459 = 8.12)
(4P (9 1)) (8.13)
amb
J—j+1
ey S5 - =) 814
r=1 'UJE

on els termes Eﬁ): sén determinats pel sistema d’equacions a (8.10).
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— d » » v
Encara que, com hem apuntat abans, .:§-+)s és estimat com zero per j + s >

J 4+ 2, estimador de credibilitat del teorema anterior és una funcié de 'estimador
de credibilitat Egi): per j+s £ J+1 via YJ(wo) . Aquesta és una mitjana ponderada
de Uj, , de la qual sén restats els valors estimats de Egi)s . Aixo és aixl degut a la
influencia de les observacions en el triangle "run-off”, que sén caracteristiques pels
periodes passats d’observacid, pero irrellevants pel futur, ja que els suposem iguals
a Zero.

En la propera seccid, veurem els estimadors pels parametres estructurals neces-

saris per poder aplicar el model ’IBNR "two way” que hem derivat.

8.4 Estimadors pels parametres estructurals

Per estimar el parametre y;; s6n necessaries algunes restriccions per evitar el
problema de tenir més parametres que observacions. Per aix0 assumirem que y;, =
ys per tota j , aleshores l'estimador proposat per De Vylder, F. (1982) en el seu
mode] pot ser utilitzat:

J-t+1

Z szst
~ j=1
Ys = %_j{:f*‘ s=1,..,J (8.15)
> Wi
J=1

Coneixent aquests valors, ja podem assumir que el parametre y, és conegut i ens cal
trobar un procediment per estimar els parametres b, b4 i $2 . El procediment
utilitzat és similar al que vam utilitzar pel model de classificacié creuada additiu.
El punt de partida seran les sumes de diferencies al quadrat entre les quanties
U;s = X,/ ys 1lesseves mitjanes de files, columnes i diagonals. Aix{, per comengar,

prenem la segiient suma de quadrats per les diagonals:

J4135-1 i-1 Viekk 2
QYW = XX vienn \Uienp — 30 "5 Uian | =

j=2 h=1 k=1 Yjy

-~
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J+1 j-1 @\ 2
= Z“Z; Vi (Uich — Up) (8.16)
=2 h=

U](ff,) és la mitjana de diagonals, com podem veure a lexpressi6é (8.9). El valor

esperat d’aquesta variable aleatoria és:

J+1 71 J+1 j—137-1

> viehhVar[Ujpa Z BB L (Z,‘)"”’{g’“c‘ov[ffj-h,h, Uj-kp] (8.17)

=2 h=1 =2 h=1 k=1 UJE ]E

on tenim que:

CovlUj—np, Ui—ka] = 8D + 8- (5 + 5%/ vj_x4) (8.18)
Substituint aixd a I'expressi6 (8.17) resulta que:
J+1 ' i=1 42
E[QW] = Y060 + D) 4 87 — oiQe® — oR 3 ok 24 =
j=1 h=1 J}:}

(8.19)
J+15-1 v2 hoh )
= p ’ng—-z j(d) +S-](J—1)/
i=2 k=1 Uy
Aqui, vyy es defineix com la suma dels pesos corresponents a les observacions del
triangle "run-off”.
La segona suma de quadrats que considerem és la que correspon als periodes

d’origen (files):
J J=j+1

QW = 3% vy (U — U2’ (8.20)

=1 s=1

amb U}z,) definit a (8.8). El seu valor esperat és:

J J-j+1 J=j+1J—54+1 Vi Vs
Z 3 i Var(Uss] Zv(o) >y (" —55Cov(Uss , U] (8.21)
j=1 s=1 r=1 s=1 JE J):
amb
CovlU,, Uyl = b + 6,,- (b9 + 82/ v;,) (8.22)

D’aquesta expressi6 i de forma similar a (8.19), trobem que:

J J—j+1

E[Q¥) = @ (’Uzz -y > v(o> + S2J(J-1)/2 (8.23)

=1 s=1 UJE
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Finalment, ens fixem en la suma de quadrats corresponent als periodes de desen-

volupament (columnes):

J J-s+1 | J—s+1 v 2
QW = > > ”js'(Uj - > 'T;)"Uis) =

s=1 j=1 i=1 Usgg
J J—s+1 J—s+1

= > 3 v (Ui - Ufu‘i))z o) = Y i (8.24)
s=1 j=1 i=1

de la qual podem derivar que:

J J-s+1 'U?

E[QW] = () + b)) (vzz -3 3 (:) + S2J(J-1)/2 (8.25)

s=1 j=1 Uypy

Amb els valors esperats, el métode dels moments pot ser utilitzat per obtindre
estimadors per 5, b(¥ i S% . Aix{ doncs, obtenim tres estimadors no esbiaixats

solucionant el segiient sistema d’equacions lineals:

BlQW) = Q¥
E[QY] = Q© (8.26)
BlQW] = QW

Com passava a 3.3, els estimadors que resulten d’aquest procediment no podem

esperar que siguin els optims, perod sén els menys complicats per calcular.

8.5 Exemple numeric

En aquest 1ltim model, els resultats de I’exemple dels dos anteriors models sén:
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Xjs |s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s= s = s=9 s5=10
ji= 857 1845 1242 92 -—46 524 604 170 176 16
j=21 466 1764 1406 962 922 918 92 116 12 17.4
j= 682 2370 80 —182 64 —40 228 68 | 63.5 10.8

j=4 787 1283 640 276 244 81 —42 | 83.6 66.6 11.3
) =5 668 1450 1524 1653 910 726 | 267.2 143.0 113.9 19.4
j= 958 1921 2741 958 666 | 570.3 284.6 1523 121.3 20.6
=7 805 1491 2000 1312 | 503.5 483.6 241.4 1292 1029 17.5

) =8 523 2051 1789 | 727.0 4616 4434 221.3 1184 94.3 16.1
j=91 1023 1857 | 1456.9 739.2 469.4 450.8 225.0 1204  95.9 16.3
j=10 818 | 17754 1423.0 722.0 458.5 440.3 2198 1176  93.7 15.9
Us 758.7 17813 1427.7 7244 460 441.8 220.5 118 94 16

Per arribar a aquests resultats, en primer lloc, calculem les mitjanes de les files
i les de les diagonals del triangle "run-off”. Amb elles podem muntar el sistema
d’equacions lineals, segons (8.26), per trobar els valors de les variancies (), 5(4) i

S? . Els resultats d’aquest sistema sén:

b9 = 0.0899
b4 = 0.0377
S? = 167.234

Amb aquestes dades ja podem trobar els coeficients de credibilitat pels anys d’origen

29 1 per les diagonals 2{¥ . Aixo ens porta a calcular E;o) per acabar estimant

les variables Xj; del triangle:

st = ﬁs ) U;s =
':(0)*)

=3

= gs(1+

ERTIR ST N

En la segiient taula, éxposem aquestes dades itermitges:
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j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=7 j=8 j=9 j=10
e 0.007 1.105 0.551 0.562 1.240 1.406 1.195 1.100 1.134  1.078
e 1129 0.910 0.929 0.992 0.572 0.771 1.051 1.159 1.251  1.195
2 0.765 0.764 0.761 0.757 0.750 0.735 0.716 0.681 0.577  0.290
2 0.146 0.364 0.472 0514 0.537 0.558 0567 0.572 0.576  0.577
22 —0.058 0.001 —0.32 -0.29 0.212 0.291 0.094 0.004 0.020 —0.003
s 17.4 743 1615 543.5 1149 1478 2082 3574 5266

A Pdltima fila ( £ ), es troben els valors acumulats de les estimacions X js per
cada any d’origen, sumant aquestes obtenim la quantia de la reserva total, que és
14346.

Per exemple, per calcular ’observacié Xsgg , aixo és, de ’any d’origen 8 i any de

desenvolupament 6, veiem que:

jo = 4418

U, = (1429 =
= 1+ 0.004

Xjo = g (1420

A

Xge = 441.8-1.004 = 4434




Capitol 9

Aplicacio de reserves IBNR

9.1 Dades de P’aplicacié

Per portar a terme aquesta aplicacié hem escollit les dades reals d’una companyia
belga que opera per tota Europa. Les dades que exposarem a continuacié pertanyen
a un contracte d’asseguranca de credit utilitzat per diversos estats: Belgica, Paisos
Baixos, Alemanya, Franca i el Regne Unit. Les dades del triangle ”run-off” sén
trimestrals 1, en ordre a la confidencialitat de les dades, han estat retocades. A més
del triangle, sota d’aquest, exposem el volum de negoci per a cada any d’origen. Un
cop esposades les dades, mostrarem els resultats que hem obtingut pels tres models
analitzats en aquesta tesi doctoral. Per aixo, hem programat aquests models amb
llenguatge APL com es pot veure a I’apéndix C. Finalment, mirarem de comparar

els resultats obtinguts mitjangant dos meétodes.

203
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Taula 9.1 Dades corresponents a Beélgica

Xjs |s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=T7 s=8 s=9 s=10

=1] 390 592.6 161.8 3.5 105 0 0 0 0 0

]=2 1830 2315 868.2 369.4 731 148 87.1 0.4 0

J=3| 2561 2715 1345 456 1194 721 4.4 0

g=41 1718 2098 633.5 189 96.7 47 0

j=>51( 1576 2784 804.4 2653 1455 78.7

J=6| 2317 3974 1385 115.3 223.3

J = 2089 1796 522.5 1279

=8| 1814 1724 180.1

J=91 2266 1834

J =10 1839
j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=7 j=8 ;=9 ;=10

w 29 112 153 131 146 190 114 111 108 138
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Taula 9.2 Dades corresponents als Paisos Baizos

Xjis |s=1 =2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9 s=10
J= 157 1238 1341 413.1 1549 58.3 22.2 6.1 0.1 0
Jj=2| 21.8 750 7934 105 90.2 22.6 16 389 24
Jj= 28.5 T49.3 8756 433.7 57.7 269 29.8 5.5
=41 299 4359 799 439.7 166.7 247 0.2
j= 11.1 488 6704 955.5 45.1 27.8
j= 3.1 926 4951 653 9.5
J=7| 858 584.6 6028 171.8
j=8| 745 899.2 5773
j=9|136.7 8157
j=10] 283

j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=7 j=8 j=9 j=10
; 373 375 441 420 429 433 404 391 381 422
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Taula 9.3 Dades corresponents a Alemanya

Xjs s=1 s=2 s5=3 s=4 s=5 8s=6 s=7 s=38 = s =10

j= 78 3.3 0 0 0 16 0 0 0

j=2| 708 209.9 277.6 335.5 0 754 1484 0

j=3| 485 925 133.8 4502 346 83 0 0

j=4 0 10 308 493 229 15 0

=5| 64 955 551 53.6 0 1.9

j=61193 574 1134 8.7 0

j=7]4168 1031 300.8 0

j=82086 377.9 2255

j=912905 239

=10 427
gl =1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 ;=T j=8 j=9 j=10
1 20 16 4 16 17 30 93 15 16
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Taula 9.4 Dades corresponents a Franca

X;s s=1 =2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=T7 s=8 s=9 s5=10
J=111279 731.8 1953 724.7 3443 643 86.9 50.7 0 0
J=21339.1 1083 1097 523.6 191.2 112.1 130 114.9 0
J=3|740.3 2569 1959 614.5 521 14.3 7.1 89.2
Jj=4]686.8 2286 1075 319 11.8 24.8 104.9
Jj=2514054 1077 754.1 52.1 249.8 0
Jj=061]0597.8 786.3 514.8 293.6 45
J=71345.1 901.4 1040 0
j=81136.5 675.9 b5H77.3
7 =9]3726 28538
J =10} 706.6

i=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=7 j=8 j=9 j=10
W; 66 65 114 96 58 59 55 39 38 67
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Taula 9.5 Dades corresponents al Regne Unit

Xjs | 8= s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9 s=10

=1 102.6 227.2 175.5 1174 0 711 0 264 559 0

j=2] 1057 1348 3604 76.8 31.2 47  68.7 3 0

7 =31723.7 1592 9923 385.5 44.8 126.2 12.6 0

j=4| 472 3825 613.7 253.2 84.7 80.5 0

]=5 4.3 3788 360.6 1285 289.4 138

J=061]330.1 647.9 4421 124 0

j= 163.9 238.1 2751 321

J =8| 858.7 631.3 459.6

7 =91 256.3 134
7 =10 31

j=1 j=2 37=3 j=4 j7=5 57=6 =7 =8 j7=9 ;=10

w; 18 57 70 40 33 28 13 38 15 33
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9.2 Resultats de ’aplicacié
Taula 9.6 Resultats de Bélgica pel métode de De Vylder
X; s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=T7 s=8 s=9 s=10
j=1 390 592.6 161.8 3.5 10.5 0 0 0 0 0
Jj=2]| 1830 2315 868.2 3694 73.1 14.8 87.1 0.4 0 0
J=3]| 2561 2715 1345 456 1194 72.1 4.4 0 0 0
J=41] 1718 2098 633.5 189  96.7 47 0 0.2 0 0
J=5]| 1576 2784 804.4 265.3 1455 78.7| 30.5 0.2 0 0
j=6 2317 3974 1385 1153 223.3 | 71.6 41.4 0.2 0 0
J=T71 2089 1796 522.5 127.9| 100 424 245 0.2 0 0
j=8} 1814 1724 180.1 | 183.1 94.7 40.1 23.2 0.1 0 0
J=91| 2266 1834 |671.1 195.6 98.5 41.7 24.1 0.1 0 0
j=10 1839 | 2452 809.5 236 118.8 50.4 29.1 0.2 | 0 0
Taula 9.7 Resultats de Belgica pel métode De Vylder-Mack
Xjs |s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9 s=10
j=11 390 5926 161.8 3.5 105 0 0 0 0 0
Jj= 1830 2315 868.2 369.4 73.1 148 87.1 0.4 0 0
| j= 2561 2715 1345 456 1194 72.1 4.4 0 0 0
i \ j=4] 1718 2098 633.5 189  96.7 47 0 0.2 0 0
J=>5]| 1576 2784 804.4 265.3 1455 78.7| 30.7 0.2 0 0
i‘ Jj= 2317 3974 1385 1153 223.3| 711  41.1 0.3 0 0
j= 2089 1796 5225 127.9 | 99.5 422 244 0.2 0 0
| Jj= 1814 1724 180.1 | 187.2 943 399 23.1 0.1 0 0
J=9| 2266 1834|6655 194 97.7 41.4 239 0.1 0 0
j=10| 1839 | 2468 814.7 237.5 119.6 50.7 29.3 0.2 0 0
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Taula 9.8 Resultats de Bélgica pel métode "two way”

Xis |s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9 s=10
j=1| 390 5926 161.8 35 105 0 0 0 0 0
j=2| 1830 2315 8682 3694 731 148 871 04 0 0
j=3| 2561 2715 1345 456 119.4 721 44 0| 0 0
j=4| 1718 2098 6335 189 967 47 0| 02 0 0
j=5| 1576 2784 8044 265.3 1455 78.7| 297 02 0 0
| j=6| 2317 3974 1385 1153 223.3| 70 405 02 0 0
| j=7] 2089 1796 5225 127.9| 965 409 236 01 0 0
e j=8| 1814 1724 180.1]177.5 894 379 219 01 0 0
j=9| 2266 1834 | 711.2 207.3 1044 442 256 02 0 0
j=10] 1839 | 2470 8155 237.7 119.7 507 203 02 0 0
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Taula 9.9 Resultats dels Paisos Baizos pel métode De Vylder

Xjs |s=1 s=2 s5=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9 s=10
Jj= 157 1238 1341 413.1 154.9 583 22.2 6.1 0.1 0
j= 21.8 750 793.4 105 90.2 22.6 16  38.9 2.4 0
Jj= 28.5 T749.3 875.6 433.7 57.7 269 29.8 5.5 14 0
j= 299 4359 799 439.7 166.7 24.7 02| 15.1 1.2 0
J= 11.1 488 670.4 955.5 451 27.8) 13.1 131 1 0
j= 31.1 926 495.1 65.3 95| 28.8 156 15.6 1.2 0
J=7| 858 584.6 6028 171.8| 68.1 253 13.6 13.6 1.1 0
j=81| 745 899.2 5773|2349 831 308 16.6 16.6 1.3 0
J=19]136.7 815.7 |803.8 255.8 90.5 33.6 181 18.1 1.4 0
J=10} 28.3 }781.5 780 2482 87.8 326 176 17.6 1.3 0
Taula 9.10 Resultats dels Paisos Baizos pel métode De Vylder-Mack
Xjs |s=1 5=2 =3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9 s=10
j= 157 1238 1341 413.1 1549 583 22.2 6.1 0.1 0
Jj= 21.8 750 7934 105 90.2 22,6 16 38.9 2.4 0
Jj= 28.5 749.3 875.6 433.7 57.7 269 29.8 5.5 1.5 0
J=41 299 4359 = 799 439.7 166.7 24.7 0.2 16.7 1.3 0
j=5| 11.1 488 6704 955.5 45.1 27.8| 12.7 12.7 1 0
j= 31.1 926 495.1 65.3 9.5| 265 143 143 1.1 0
j= 85.8 584.6 602.8 171.8| 704 26.1 14.1 14.1 1.1 0
j= 74.5 899.2 577.3]236.7 83.7 31.1 16.8 16.8 1.3 0
J=9]136.7 815.7|834.1 265.4 93.9 348 18.8 1838 1.4 0
j=10| 28.3| 7245 723 230.1 8l.4 30.2 163 16.3 1.2 0
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Taula 9.11 Resultats dels Paisos Baixos pel métode "two way”

Xjs |s=1 s=2 s5=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9 s=10j
j=11| 157 1238 1341 413.1 1549 583 222 6.1 0.1 0
j=2{ 21.8 750 793.4 105 90.2 226 16  38.9 2.4 0
j=3| 285 7T49.3 875.6 433.7 57.7 26.9 29.8 5.5 1.5 0
=4 299 4359 799 439.7 166.7 24.7 0.2 16.5 1.3 0
=5 11.1 488 670.4 9555 45.1 278 9.4 9.4 0.7 0
j=6] 311 926 495.1 65.3 9.5 | 22.2 12 12 0.9 0
=7 85.8 584.6 602.8 171.8 | 71.2 264 142 142 1.1 0
] = 74.5 899.2 577.3 {2594 91.8 34 184 184 1.4 0
j=91136.7 815.7 | 981.5 3123 110.5 41 221 221 1.7 0
j=10] 2837234 722 2298 813 301 163 16.3 1.2 0
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Taula 9.12 Resultats d’Alemanya pel métode De Vylder
Xjs |s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9 s=10
Jj= 7.8 3.3 0 0 0 16 0 0 0 0
Jj=2| 70.8 2099 277.6 335.5 0 754 1484 0 0 0
J=3]| 485 925 133.8 450.2 34.6 8.3 0 0 0 0
Jj= 0 10 30.8 493 229 1.5 0 0 0 0
Jj= 64 955 551 53.6 0 1.9 35.6 0 0 0
) =61119.3 574 1134 8.7 0 39.1 821 0 0 0
Jj=171416.8 1031 300.8 0| 329 78.6 164.7 0 0 0
J=381208.6 377.9 2255 | 193 17.8 427 894 0 0 0
=9 12905 239 | 1453 141.6 13.1 313 65.6 0 0 0
J =101 427 | 4248 206.2 200.9 18.6 444 93 0 0 0
Taula 9.13 Resultats d’Alemanya pel métode De Vylder-Mack
Xis |s=1 =2 s=3 s=4 5=5 s=6 s=7 s=8 s=9 s=10
j= 7.8 3.3 0 0 0 16 0 0 0 0
J= 70.8 209.9 277.6 335.5 0 754 1484 0 0 0
Jj= 48.5 92,5 133.8 450.2 34.6 8.3 0 0 0 0
j= 0 10 . 30.8 493 229 1.5 0 0 0 0
J= 6.4 955 55.1 53.6 0 1.9 46.1 0 0 0
J=6]1193 574 1134 8.7 0 34 713 0 0 0
j=171416.8 1031 300.8 0] 284 67.8 142.1 0 0 0
J=28]208.6 377.9 225512009 18.6 444 93.1 0 0 0
7=091290.5 2391485 1446 134 32 67 0 0 0
J=10| 4273741 181.6 176.9 164 39.1 0 0 0

81.9
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Taula 9.14 Resultats d’Alemanya pel métode "two way”

Xijs |s=1 s5=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=T7T =8 s=9 s=10
j=1 7.8 3.3 0 0 0 16 0 0 0 0
Jj= 70.8 209.9 277.6 335.5 0 754 1484 0 0 0
j=3| 485 925 133.8 450.2 34.6 8.3 0 0 0 0
Jj=4 0 10 308 493 229 1.5 0 0 0 0
Jj=5 6.4 955 55.1 53.6 0 1.9 283 0 0 0
Jj=611193 574 113.4 8.7 0| 311 65.1 0 0 0
j=71416.8 1031 300.3 0| 281 67.2 140.9 0 0 0
J=281208.6 377.9 22551971 182 43.6 91.3 0 0 0
7=91290.5 239 161.3 157.1 145 34.7 728 0 0 0
J=10| 427]467.5 2269 221.1 204 489 1024 0 0 0
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Taula 9.15 Resultats de Franca pel métode De Vylder
Xjs |s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9 s=10
j=11(127.9 731.8 1953 724.7 344.3 643 869 50.7 0 0
J=21339.1 1083 1097 523.6 191.2 1121 130 114.9 0 0.1
J=31]740.3 2569 1959 614.5 521 14.3 7.1 89.2 0.1 0.1
j=4686.8 2286 1075 319 11.8 24.8 104.9 | 100.7 0.1 0.1
j=>51|4054 1077 754.1 52.1 249.8 0 549 59.2 0 0.1
J=061597.8 786.3 514.8 293.6 45| 29.7 53.1 573 0 0
J=T71345.1 9014 1040 01771 299 534 57.6 0 0
j=8|136.5 6759 577.3]|188.7 1225 20.7 36.9 39.8 0 0
7=91372.6 2858|5874 178.9 1161 19.6 35 371.7 0 0
j=101{706.6 | 1197 1099 334.6 217.3 36.7 65.5 70.6 0 0
Taula 9.16 Resultats de Franga pel métode De Vylder-Mack
Xjs |s=1 s=2 s5=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9 s=10
J=11]127.9 731.8 1953 724.7 344.3 643 86.9 50.7 0 0
J=21339.1 1083 1097 523.6 191.2 112.1 130 114.9 0 0.1
J=3|740.3 2569 1959 614.5 521 14.3 71 89.2 0.1 0.2
J=41686.8 2286 1075 319 11.8 24.8 104.9| 99.8 0.1 0.2
J=>51]4054 1077 7541 521 249.8 0| 55.9 60.3 0.1 0.1
J=0610597.8 786.3 514.8 293.6 451 31.9 56.9 61.4 0.1 0.1
J=1T71345.1 901.4 1040 01759 29.7 531 572 0.1 0.1
J=281136.5 6759 5773 |192.1 124.7 21.1 376 40.6 0 0.1
J=9|372.6 2858|6147 187.2 121.5 20.5 36.6 39.5 0 0.1
J=10]706.6 | 1181 1084 330.1 2143 36.2 646 69.7 0.1 0.1




