DEPARTAMENTO DE MATEMATICA ECONOMICA, FINANCIERA Y ACTUARIAL
FACULTAD DE CIENCIAS ECONOMICAS Y EMPRESARIALES

UNIVERSIDAD DE BARCELONA

HACIA UNA TEORIA DE CARTERAS
DESDE EL PUNTO DE VISTA DE LA REVISION

TESIS DOCTORAL PRESENTADA POR:

M*® Teresa Preivens Benedicto
DIRECTOR:

Dr.D. Masimo Borrell Vidal
CATEDRATICO DE UNIVERSIDAD

BARCELONA, FEBRERO DE 1992






INDICE






IRDICE

AHEREVIATURAS DE LOS NOMERES DE LAS REVISTAS CONSULTADAS .....

PLANTEAMIENTO, OBJETIVOS Y ESTRICTURA DE LA TESIS DOCTORAL

1.

In‘tX‘OdUDGiE)D L N N N N

Conceptos de Cartera de Valores, Gestion de Cartera y

Teoria de Cartera ccvescecessseacasnesanssannanssssans
2.1, Cartera de Valores ..ceesssssssonssnsessoncansnas
2.2, Gestidn de Cartera ...... Seeessatecasrauannn caaen
2.3. Teoria de Cartera ..ssseessssossssssassnncnssanns
Concepto de Revisidn de Cartera ...cececrsassssnsnsnss

Clasificacion general de los nmodelos de revision de

cartera ......... sasensana s eseeseannscerraunasanavun

Planteamiento y objetivos de la Tesis Doctoral .......

. Estructura de la Tesis Doctoral ............ seseeenses

14

17

29



II

PARTE I: MODE1IOS UNIPERIODICOS DE REVISION DE CARTERA
Caracteristicas y clasificacion de los modelos uwniperiddicos de
revision de Cartera .u.uivessssesusssescssssasasssessssasssssesss 39
CAPITULO 1: MDDELOS FUNDAMENTALIFS
i1.1. Introduccion ........ ceeraeans Cerseeresaranans feenes 53
1.2, Modelo Espéranza - Varianza bAsiCo .svvessensrsnsssrs 94
1.2.1. Introduccion .....cccceveennnssanan Creaseranas 54
1.2.2. Variahles gue intervienen en el modelo ...... 53
1.2.3. Hipotesis del modelo .....cvuvuenn ceesceasens 96
1.2.4. Seleccidn de la cartera Optime ..ccvevieeeses 64
1.2.5. Generalizacion del modelo E-V basico ........ 78
1.3. Modelos de Indices .veeveevancssnsanstannsnssacaaass 87
1.3.1. Introduccion .......... Cerssarasesasnanasanes 87
1.3.2. Modelo de indices miltiples: forma diagonal . 96

1.3.2.1. Hipotesis del modelo .....covevennns 96

1.3.2.2. Valor esperado y varianza de ;i «ees 98



I1I

1.3.2.3. Rentabilidad de la cartera ....e.... 101

1.3.2.4. Valor esperado y varianza de Ec eeas 103
1.3.2.3. Frontera eficiente .....o0000c0enees. 104
1.3.3. Modelo de indices mﬁ;tiples= forma covarianza 107
1.3.4. Modelo multi-indice: forma diagonal ......... 112
1.3.5. Modelo wulti-indice: forma covarianza ....... 121

1.3.6. Modelo diagonal (modelo de Sharpe) .......... 125

CAPITULO 2: MODIFICACIONES A 1LOS MODELOS FUNDAMENTALES
2.1, Introduccion «ivecievnenarecsasssnancena eseseenssenas 133
2.2, Modificaciones a la hipotesis H.1. del modelo E-V
respecto a la distribucion de la rentabilidad de los

titulos yde la cartera «...coeceeescencaens vessseeas 134

2.2.1. La rentabilidad de los titulos se distribuye

segin una Pareto estable (Modelo de Fama) ... 134
2'2'1!1! IntrothCién ® 9 9 E R 5 & E S S E S NE TSR NS EDS 134

2.2.1.2. Incorporacion de la nueva hipotesis
al modelo E-V b3sico ..vveennennnnns 136

2.2.1.3. Incorporacién de la nueva hipotesis
al modelo de indices miltiples en

forma diagonal .....cveneeninninnnna 139



Iv

2.3.

2.4.

CAPITULO 3:

3.1.

3.2.

2.2.2. La rentabilidad de los titulos se distribuye
segfm wna lognormal (Modelo de Fama-Elton-
&‘uber‘) ® 8 A A 3RS0 0 N R AR NN ERSSNNADR P SASESSDEER RN 148
2.2,.2.1. Introduccion ........ Cresrsarnesanan 148
2.2,2.2, Deduccion del criterio de eficiencia 149

Modificaciones a la hipotesis H.5. del wmodelo E-V

basico respecto a la participacion de cada titulo

en la 0artera ..oseesennsscssnsasnsntssasansscsnsass 196

2.3.1. Modelo E-V con limites superiores .......... . 157

2.3-2. mdelo dE TDbin-Shaf‘PE"LintnE!‘ sasanNaB O RNERRRN 158

2.3.3. Modelo de Black sveceivinnnnaneenannnaas e 160

Modificaciones a la hipotesis H.9. del wodelo E-V

basico respecto a la forma de la funcion de utilidad

(Modelo de tres momentos de Hanoch-levy) ...... cee.. 162

2-4-1. IntPOdUDDién 88 BN B S AR ASREERPARR SRR NSO 162

2.4.2. Deduccion del criterio de eficiencia ....... i64

MIDELOS UNIPERIODICOS DE REVISION DE CARTERA
Introdmcién 8 8 8 0 B 0 W EDRRNSEE NS S YD SN NN 175

Modelo Esperanza-Varianza con  incorporacion de

costes de mantenimiento y revision de cartera ...... 176



3.3.

3.4.

3.5.

3.2.1.

3.2.2.

3.2.3.

3.2.4.

Modelo

IntroducCion ..cceecessesceecansssnsnnssasaeee 176

Comparacion entre los costes y el incremento

esperado de la rentabilidad .....coc0v00naesa 177

Incorporacidén de los costes al presupuesto

destinado a inversion ...cccicesascscannsacass 180

Incorporacidn de los costes a la rentabilidad

esperada de la cartera ..cceesessssnnsansasns 191

Esperanza-Limite Inferior de  Confianza

(Modelo de Baumol) ..... et inenesesenr e ceeas. 193

Modelo

3.4.1.

3.4.2.

3.4.3.

Modelo

3.5.1.

3.3.2.

3.5.3.

3.5.4.

Esperanza-Semivarianza .scscscseasesasceassas 196

IntroducCion ...eeecenrnacesnacans Ceeeesenan. 196

Hipotesis del modelo .v:ivvessvnsnssnnnnssnaes 198

Seleccion de la cartera doptima .............. 201

Esperanza—Entropié tessredstanssenssssrsansass 204

Introduccion ....... teeeeaanannn eaeea. ceee.. 204

Entropia de la rentabilidad de la cartera ... 205

Hipotesis del modelo .......c.... Ceasaan eeaes 215

Seleccion de la cartera OptimB (uvveecerseees 216



VI

3.6. Modelo de Dominancia Estocastica ..

3.6.1.

3.6.2.

3.6.3. Seleccion de la cartera Optima cveeases.

Introduccion «ssesasssnsss

Hipotesis del modelo ..ovviciieinnnannnannnns

3.7. Modelo Media Geométrica ...... s tesessancenaneranuna

3.7.1.

3.7.2.

Introduccion ccenseesnanes

Hipotesis del modelo .......

3.7.3. Seleccidn de la cartera Optima ...uas.

3.8. Modelos "Safety First” ....... Ceesesesesmsesneaaanna

3-8.1'

3.8.2.

3.8.3.

3.9. Modelo de Programacion

3.9.1.

Introduccion cveesscensena

Hipotesis del modelo .......

Seleccion de la cartera Optima ...vesvensanse

3.8.3.1. Modelo de Roy ...

3.8.3.2. Modelo de Kataoka

3.8.3.3. Modelo de Telser

Introduccion .veeeeeene .

....... 218
ssesass 218
219

cenee 221
231
teseeas 231
....... 232
seseses 233
239
seeaase 239
canaea. 240
241
....... 241
sesecas 245
....... 247
ceeaes 250
e 250



VIl

3.9.2. Modelo general de Programacion por Objetivos

de Lee y Lerro .ceeessarncnnas Peassnennans «ss 251

3.9.3. Modelo especifico de Programacion  por
Ohjetivns .....veicceeenatonenncnnanennasaanss 253

PARTE II: MODELOS MILTIPERIODICOS DE REVISION DE CARTERA

Caracteristicas y clasificacion de los modelos wultiperiddicos

de revision de cartera ...eisssassonsnssasssosscsnannsnas ravsess 263

CAPITULO 4: MDDELO ESPERANZA - VARIANZA MILTIPERIODICO

4.1, IntroduCCiOn «.ecesnersosessrsssenaancnsnssssaannssnsas 277
4.2. Esperanza y Varianza multiperiodicas ..eeeevnensans s 278
4.3. Seleccion de la cartera multiperiddica éptima ...... 286

4.4. Tercer momento maltiperiddico ..ieeessccncanransas 293
4.5. Carteras E-V-u3 multiperiodicas eficientes ......... 301
CAPITULO 3: MAXIMIZACION DIRECTA DE LA FUNCION DE UTILIDAD
ESPERADA DE LA VARIAHLE "RIQUEZA DISPONIHLE EN El.
MOPENTO T

S.1. IntroducCion eeccesensanssessnasssessscsannassnsssss 313

5.2. Variables que intervienen en el modelo ..vvievecaesss 315



VIII

5.3. Hipotesis del modelo ..v.vievinneneesennsnnnsanonnan

5.4. Resolucion del problema general nmediante la

Programacion DinamiCa .veesessssccassosessonrsnnnses

5.5. Aplicacidn de la Programacion Dindmica a una

funcion de utilidad cuadrdtica ceesescesnnsrssvnansss
5.5.1. Introducciin ....ceevsevarsenncsceasonnonsnnsns

5.5.2. Consideracion de N activos arriesgados y un

activo Sin riesgD (.sevsescsnassnnssessnnanss
5.5.2.1. Caso particular: So¢ = /2 B

9.5.2.2. Posibilidad de prestar y tomr

prestado c..iieiiseennnricrnerananes
5.9.3. Consideracion de N activos arriesgados ......
5.5.3.1. Caso particular: N= 2 ....cc00vvnn..

9.5.3.2. Posibilidad de prestar y tomar

pPESthO [ A N R R U R ST Y I B NN N B N R N B R I ]

5.6. Aplicacion de la Programacion Dinamica a funciones

~1? (ﬁr) .

de utilidad gue cuwplen la relacion -—~—-——cﬂ+x-uT

Un(ﬁr)
5.6.1. Intr‘odmcién E N B BE B NE BE IS B BN NE B IR BN BN BN BE Bk BE BE BN BN BE BE BE 2N BE B BE AR BN

5.6.2. Consideracion de N activos arriesgados y un

aDti‘ID Sin X‘iesgo AP T AN AN B SBINEA NI N AP NS PN

319

320

324

324

325

344

348
355

3N

375

379

379

as2



5.6.2.1. Caso particular: \ =

5.6.2.2. Caso particular: s

5.6.2.3. Caso particular: u =

95.6.2.4. Caso particular: A =

5.6.2.5. Posibilidad de prestar vy

@ cernnannnn

-1 ssssenvesans

tomar

prestado .. ....ciciiiicniiinsasennnns

5.6.3. Consideracidn de N activos arriesgados ......

3.6.3.1. Caso particular: g =

9.6.3.2. Posibhilidad de prestar vy

prestado ...... ceneeans

5.7. Media Geométrica y meximizacion

@

tomar

directa de la

funcion de utilidad logaritmica .eseeevvesrnnnancnns

finexo: Programacion Dinamica

1. IntrodUCCiOn ..ceveeennsesresscasncasnnnanannses

2. Planteamiento del problema de control .........

3. Solucion al problema de control

Programacion Dinamica ...ceenea..

mediante la

IX

400

121

403

409

414

421

428

. 431

437

4435

447

452



CONCLUSTONES

1. Conclusiones relativas al conjunto de nodelos de

revision de cartera ...ccsvsssnsnsssscassassnsnssssenss 461

2. Conclusiones relativas a los wmodelos uniperiddicos de

revision de cartera ..csssscvsssscnsnnssnssssesannssss 463

3. Conclusiones relativas a los modelos multiperiddicos

de revision de Cartera .ssessssscossnsssssanssnsssssns 476

4. Conclusiones proyectivas .cissecersescecrcssscracassess 489

BIBLIOGRAFIA CITADA ....cvuienssencanssasanssnnsnsssassnnasansnns 497



ABRREVIATURAS DE LOS BOMBRES DE LAS REVISTAS CONSULTADAS

Actualidad Financiera ...c.cuecesereesnsvcnncsnasanne A.F.
Alta Direccion ..veesssesens Ceasarraanns terseasannans A.D.
American Economic Review ...cessaasscvassccasssnsaaee A.E.R.
Applied ECONOMICS cuscasssenssnssssasssssnnssnessenss A.E.
EconometriCa ..c.ccieeecnccnsannsasesnessnonacaccncnnns Ec.
Economic Journal ....c0c.... Ceereaseastsenannu seeaas E.J.

ECONnOmiCa sscesssssoncntsnsasasssesasasssansssssannnsss ECO.

Jouwrnal of Business .c.eeasansssns cesnsssansasnsssasss J.B.
Journal of Economic Theory ........cecennsrcanncncanss J.E.T.
Journal of Finance ...ccceeeescas Crisserssenensaannnns . J.F.

Journal of Financial Economics .cicisescescaassnssass J.F.E.

Journal of Financial and Quantitative filnalysis ...... J.F.Q.A.

Journal of Political Economy ........ccciveacanecanns J.P.E.
Management Science ....ccavensens tsesemssasesuns veeee M5,
Operations Research «.c.iveisesnsacnnnns eassssess=snss O.R.

Review of Economic and Statistics «sevevvecenseeceece R.E.A.S.
Review of Economic Studies ......cceereecccnconnsanas R.E.S.
Trusts and Estates sueeeeesesscrsenensnns veesnesnsess T.E.

I






PLANTEAMIENTO, OBJETIVOS Y ESTRUCTURA
DE LA TESIS DOCTORAL






PLANTEANIENTO, OBJETIVOS Y ESTRUCTURA DE LA TESIS DOLTORAL 3

1. INTROINICCIOR

La inversion, que en sentido amplio y siguiendo a Sharpe1 puede

def inirse com

el sacrificio de un valor presente a cambio de wm wvalor

futuro {posiblemente incier‘to)2

ha dado origen a numerosos estudios en las facetas was variadas, lo cual
pone de manifiesto el interés que despierta el tema, que puede incluirse
dentro de un marco was general constituido por la toma de decisiones ba jo

condiciones de incertidumbre.

Dentro de este contexto, wno de los problemas que mas atencion ha
recibido hace referencia al wmodo como debe repartirse wma determinada
cantidad de dinero entre una serie de activos y que constituyen lo que se
denomina, commmente, cartera. El presente trabajo va dirigido tawbién a
aportar alguna luz a este problema, pero antes parece oportuno exponer,
exactamente, gue entendemos por cartera y qué tipo de cartera constituye

el objeto de nuestro estudio {epigrafe 2.).

1
W.SHARPE, Investwents (Prentice-Hall Internacional, New Jersey, 1985),
p-2.

2. . ... '

Coincidiendo con esta definicidn de inversidn, Massé la define como el
canbio de una satisfaccion inmediata y cierta a la que se renuncia
contra una esperanza que se adquiere y de la cual el bien invertido es el

?ggg?te"; P.MASSE, La eleccion de las inversiones (Sagitario, Barcelona,
[] p-l- ‘
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De las maltiples facetas que pueden distinguirse en el anbito de
estudio de 1la cartera, prestaremos especial atencion a la "revision de
cartera” (apartado 3.) aportando versiones de diferentes autores éoerca
de lo gque debe constituir dicha revision. En el siguiente apartado
clasificaremns los modelos que pueden aplicarse para la revision de
cartera con el fin de tener wna vision general de los mismos. Una vez
centrado el tema, expondrenmos (apartados S. y 6.), cuales son los

ohjetivos concretos de esta Tesis asi conmo la estructura de la misma.

2. COBCEPTOS DE CARTERA DE VALORES, GESTION DE CARTERA Y TEORIA DE LA
CARTERA

2.1. Cartera de valores

Desde la aparicion del articulo seminal de l‘hrkuwit23 en 1932 vy
su posterior Iibm4 en 1999 son muchos los autores que han tratado el

tema de la cartera de t.ralor'ess. A pesar de ello, pocos han sido los que

se han preocupado por dar wma definicion rigurosa y completa de cartera.

3H.MRKOUI’I'Z, "Portfolio Selection", J.F., 1952, pp.77-91.

qH.HhBKOHITZ, Portfolio Selection: Efficient Diversification of
Investment {John Wiley & Sons, New York, 1959).

5C0n anterioridad a Markowitz, considerado como el padre de la woderna
teoria de la cartera, otros autores habian manifestado ya su preocupacion
por este tema:

J.R.HICES, "“A Suggestion for Simplifying the Theory of Money”, Eco.,
1935, pp.1-19.

D.H.LEAVEN, "Diversification of Planning”, T.E., 1945, pp.469-473.
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Digamos ante todo que utilizamos el término “cartera” como

version castellana de la palabra inglesa “portfolio™ dejando de lado otra

traduccion

frecuente, la de “pnrtafnlio"s. Hecha esta aclaracion,

rastrearemns el significado que distintos autores han dado al término.

1) Para anemherg7 “cartera" supone

la tenencia de cualquier tipo de documento que demuestre
la posesion de un activo fisico o financiero por parte
de wn individuo o institucion. Una cartera puede estar
formada por obligaciones, acciones privilegiadas ¢
acciones ordinarias de ewpresas de distintos tipos.

En esta definicion pueden distinguirse dos niveles:

a)

b}

Segim el primero, se incluyen dentro del concepto de cartera
todos aquellos bienes, fisicos o no, poseidos por un individuo
0 institucion; en este sentido, formarian parte de una cartera

tanto activos fisicos como financieros.

El segundo nivel, de ambito mas restringido, hace referencia a
carteras constituidas (micamente por determinados activos
financieros: obligaciones y acciones (ya sean privilegiadas u
ordinarias). Obsérvese que Rosenberg deliberadamente deja
fuera de este nivel conceptual carteras formadas por otros

activos financieros tales comp, por ejemplo, commercial paper.

Observamps asimismo que RBosenberg habla de carteras de acciones y

obligaciones, sin precisar el caracter bursatil de las mismas pero que

debemns

suponer deja eliptico este calificativo de modo consciente.

6 L3
Véase por ejemplo, J.R.PARADA DAZA, “Medicidn de la eficiencia de uma
cartera de valores mobiliarios”, A.T., 1984, pp.35-40.

7
J.M.ROSENHERG, Dictionary of Business and Management {John Wiley & Sons,
New York, 1978}, p.338.
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Asi, pues, escuchando a este autor y de acuerdo con el campo de
trabajo de la presente Tesis Doctoral, admitiremos que una cartera

constarda de valores bursatiles de renta fija y/o variable.

2) Para PErryB una cartera es

el conjunto de inversiones, en términos generales,
mantenidas por, o a nowbre de, un inversor// la lista de
tales inversiones.

Esta definicion coincide aparentemente con el concepto general
expresado por Bosenberg, anadiéndole un watiz: wma cartera es agquel
conjunto de bienes o activos que posee un inversor. Por tanto, no
cualquier coleccion de dichos bienes o activos constituye una cartera
sino solo aguellas colecciones cuyos propietarios sean inversores v no

meros coleccionistas.

Es decir, de acuerdo con esta matizacion de Perry, consideraremns

carteras en las que el objetivo de su poseedor es la inversion.

3) El concepto de cartera en Ryan9 no se aparta del de Rosenberg pero, ya
en la linea de Perry, considera indispensable atender a la funcidén a

la que el inversor la destina. En este sentido distingue entre:

a) carteras de consunmp: los activos que la forman estan

destinados a ser consumidos en el futuro; y

8F.E.PEBRY, A Dictionary of Banking (Macdonald and Evans, London, 1979},
p-183.

BT.H.RYQN, Theory of Portfolio Selection (The Macmillan Press, London,
1978}, p.1.
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4)

b) carteras de inversion: los activos que la constituyen tienen
por objeto la inversion y su fin es obtener de ellos wa

rentabilidad futura.

Finalmente, Sharpe10 define la cartera como

la totalidad de las decisiones que determinan las
perspectivas futuras de un individuo

en cuanto que llevan consigo wnos ingresos, los couales no pueden

predecirse con certeza ahsoluta.

Q.pesar de esta amplia definicion, Sharpe matiza que de todas las
decisiones que pueden representar un ingreso en el futuro {eleccion de
un  trabajo, contratacion de uwn seguro de vida, etc.), solo se
consideran aquellas decisiones cuyo fin es el de seleccionar
adecuadamente wun conjunto de inversiones, entendiendo por tales, el

objeto en que se invierte y no el acto de invertir.

El concepto de Sharpe difiere del de los anteriores autores al
poner mas eénfasis en el proceso de formacion de la cartera que en su
conposicion y por ello destaca que las decisiones que se materializan

en unas determinadas inversiones son las que constituyen la cartera.

Es importante destacar, por otra parte, gque de todas las
decisiones que toma el inversor, forman la cartera, segim Sharpe,
aquellas cuyo fin es de seleccionar adecuadamente las inversiones.
Para la wayoria de los autores, tal conb se vera ms adelante, la
seleccion de inversiones no constituye por si misma la cartera sino

gue es una fase anterior a su constitucion.

10

W.SHARPE, Teoria de la Cartera y del Mercado de Capitales (Ediciones

Deusto, Bilbao, 1974), p.37.



8 ' HACIR UGNA TEORIA DE CARTERAS

A pesar de esta primera aproximacion al concepto de cartera,
Sharpe se acaba acercando a la linea de los tres autores anteriores al

matizar que

De este modo, se dice que wma cartera se compone de
titulos mercantiles. En general, un titulo mercantil es
una decision que afecta al futuro.

En el presente trabhajo, se utilizard el término de cartera para
hacer referencia al conjunto de activos finamncieras bursatiles de renta
fija y/o variable que se ha constituido con fines de inversiaon, es decir,
con el proposito de obtener wuna rentabilidad futwra. Se considerara,
asimismo, que el conjunto de decisiones encaminadas a la seleccion de los
activos que deben formar parte de la cartera del inversor constituye un

paso previo a la formacion de la cartera.

Una wez expuesto el concepto de “cartera” tal como lo
consideramns en el presente trabajo, es necesario explicar qué cosa es la
Teoria de la Cartera asi como indicar su objeto, delimitar su awbito y
averiguar de que métodos se vale para lograr sus fines. Ello requiere
analizar al mismo tiewpo otro concepto way utilizado en la literatura, el

de “Portfolio Management', que traducirenos por “Gestion de Cartera"“.

gy término management se puede traducir también por direccidn o
administracién.
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2.2. Gestion de Cartera

ficudamos a distintas fuentes para precisar qué entendemos por
Gestion de Cartera.

1) Dickinsunlz, sin definir qué es la Gestion de Cartera la divide en

a)

b)

tres fases:

finalisis de valores: en esta fase se recogen e interpretan los
datos (numéricos y no numéricos) referentes a todos los
posibles valores. Usando estos datos, el analista de wvalores
puede hacer predicciones vy determinar la distribucion de

probabilidad de la rentabilidad que admite para cada titulo.

fMnalisis de cartera: en esta fase se construye un modelo en el
gue se incorpora la informacion procedente de la fase anterior
y se describe el comportamiento futuro de todas las posibles

carteras gue se puedan construir con los valores analizados.

Seleccion de cartera: en esta fase se escoge la cartera gue
maximiza la utilidad del inversor (objetivo serialado por el

autor).

Hay que poner de relieve que en ningim caso se establece como e

realiza

la seleccion de los valores que se analizaran en la primera

12

J.P.DICKINSON, "Portfolio  Theory: an OQOuerview" incluido en
J.P.DICRKINSON, Portfolio finalysis: a Book of Readings {Saxon
House/Lexington Books, Lexington, 1974), p.6.
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2) Framcis y frcher ™ coinciden completamente con Dickinson en las fases

3)

gue comprende la gestion de una cartera de valores, aungue sohre la

seleccion de cartera no define cudl es el fin perseguido por el

propietario de la wmisma admitiendo, tal vez, objetivos diferentes al

definido por Dickinson.

Mayor detalle hallanps en Ryanlq, quien divide la Gestion de Cartera

en las siguientes fases:

a)

b)

d)

Si

Definicion del objetive de la cartera y de las restricciones

bajo las que debe consequirse.

Eleccion del conjunto de oportunidad de titulos del que se

nutrira la cartera de valores.

Formulacion de los criterios que se seguiran para constituir

la cartera.

Estimacion de las ecaracteristicas relevantes de los ualurés
que constituyen el conjunto de oportunidad y, en funcidn de

tales caracteristicas, su inclusion u omision en la cartera.
Definicion de los criterios que deberin sequirse para adaptar
la cartera en el tiempo, cambiando su composicién cuando se

considere necesario.

bien las cuatro primeras fases gue sefiala BRyan podrian

refundirse en las sefialadas por los dos anteriores autores, hay que

135 C_FRANCIS-S.H.ARCHER, fnilisis y Gestién de Carteras de Valores
(Ediciones ICE, Madrid, 1977}, p.8.

14

T.M.RYAN, op. cit., 1978, p.2.
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destacar la introduccion de wma nueva fase que no es tenida en cuenta
por ellos y que hace referencia a la revisién de la cartera de valores
(fase e)), aspecto fundamental en la gestion de dicha cartera, que

tratarems en el siguiente epigrafe.

a) Smith!®

, delimitando su trabajo al estudio de carteras de inversion y,
en concreto, al de carteras formadas por activos financieros
bursatiles de renta fija y/o0 wvariable (aungue no watice tanto su
concepto de cartera), define la Gestion de Cartera como aquel proceso
de toma de decisiones relacionada con la eleccion y wmenipulacibon, de
entre wna amplia gams de inversiones posibles, de aquélla que mejor
satisface ciertas restricciones y cunple los objetivos especificados
por el inversor. Smith destaca, especialmente, la fase de rewvision de

carteras ya existentes:

«+.2l problema mas inportante del gestor de cartera -
conp revisar o alterar uma cartera de inversidon para
nimero finito de periodos.

En un trabajo posterior, el mismo autor distinguels, dentro de la
Gestibn de Cartera, la fase de seleccion, definiéndola como el proceso
de toma de decisiones que tiene por objetivo la conpra de umna cantidad
especificada de determinados titulos que, considerados globalmente,

satisfacen mejor los objetivos del inversor. Es decir, como preciso

Smith en un tercer trabajol7, la Gestion de Cartera consiste en

15
R.V.SMITH, "A Transition Model for Portfolio Revision”, J.F., 1967, -
p.425.

16
E.V.SMITH, "Alternative procedures for revising investment portfolios",

J.F.Q.A., 1968, p.371.

17 (1] -
EK.V.SMITH, "Stock Prices and Economic Indexes for Generating Efficient
Portfolios", J.B., 1969, p.326. '
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determinar el nivel apropiado de inversion de cada titulo dentro de la
cartera. Por tanto, se trata de seleccionar, de entre las carteras
factibles, aquélla que resulta optima para el inversor (analisis vy

seleccion de carteras).

Observenns que el proceso de toma de decisiones para seleccionar
wna cartera constituye, para Smith, una de las tareas que comprende la
Gestion de Cartera mientras que para Sharpe este proceso constituia,

precisawvente, el concepto de cartera.

En este trabajo, entenderenos por Gestion de Cartera el conjunto
de todas las tareas que comporta la formecion, mantenimiento vy
liquidacion de una cartera. Estas tareas pueden dividirse en las

siguientes fases:
a) fnalisis de valores

En esta primera fase y después de una primera seleccidn, el
inversor interpreta todos los datos disponibles acerca de los valores
y determina la distribucion de probabilidad de la rentabilidad futura

de los miswos.

b) Seleccion de valores

El inversor, antes de constituir su cartera, selecciona entre
todos los titulos posibles agquellos entre los que finalwente recaera
la eleccion. Es decir, determina el conjunto de oportunidad del que

surgira su cartera.

El criterio de decision segim el cual un titulo puede estar 0 no

en el conjunto de oportunidad es particular para cada inversor. fsi,
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)

puede decidir escoger un tnico titulo representativo de un sector
industrial & considerar titmicamente los titulos cuya rentabilidad es

superior a un determinado nivel, etc.

Mnalisis de cartera

Se forman todas las posibles carteras que resultan de la
cowbinacion de los titulos que constituyen el conjunto de oportunidad.
Para cada wa de estas carteras se obtiene, a partir de los datos
procedentes de la primera fase, la distribucion de probabilidad de la
rentabilidad de dichas carteras. Ademas, pueden obtenerse otros datos
representativos de dicha distribucion (esperanza, varianza, etc.) si

es que son necesarios para la siguiente fase.

Seleccidn de cartera

De entre todas las carteras analizadas en la fase anterior se
escoge la que mejor se ajusta a los objetivos del inversor. Para la
seleccién de la cartera 6&ptima el inversor dispone de diferentes

criterios que seran expuestos en los siguientes capitulos.

Revision de cartera

Una vez ha seleccionado su cartera optima, el inversor dehe
realizar su seguimiento, para adaptarla a las nuevas caracteristicas
del mercado, es decir, proceder a su revision. Dicho seguimiento
inplica, por uwna parte, el analisis a posteriori de la eficiencia de
la cartera seleccionada para medir el grado de ocumplimiento de las
previsiones (performance) y, por otra parte, el analisis del entorno.
Esto altimo supone, en primer lugar, estudiar como han afectado a la

distribucién de probabilidad de la rentabilidad de los titulos, los
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canmbios que han tenido lugar. Es decir, hay que volver a la fase a).
En segundo lugar, deberd comprobarse si el conjunto de oportumidad es
el mismo o ha de ser wmodificado (fase b)}). En tercer lugar, han de
analizarse de nuevo todas las carteras derivadas del nuevo conjunto de
oportunidad (fase c)). Y por daltimo, se debe determinar la nueva

cartera optima (fase d)).

Como puede apreciarse, la fase de revisidn incluye en si misma
las cuatro restantes fases de la Gestidn de Cartera. De hecho, ésta
constituye wn circuito cerradc gque s6lo se interruwpe con la

liquidacidn definitiva de la cartera.

El concepto de revision de cartera sera analizado con mayor
profundidad en los apartados 3. y 4. y, en concreto, en este ultimo, se
pondrd de manifiesto la posibilidad de abordar la revisidén de cartera

desde dos perspectivas diferenciadas.

2.3. Tearia de Cartera

Existe confusion en la literatura en lo que respecta a los
conceptos de Gestion v de Teoria de la Cartera y en concreto con la fase

de la Gestion que nosostros hemos definido cono “fnalisis de cartera".

Asi, por ejenplo, Dickinsan!® al tratar de les origenes de la Teoria de

la Cartera acaba por identificarla con el analisis de cartera.

185 p.DICRINGON, op. cit., 1974, pp.&-7.
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También Weston y Erighan&g, gque definen la cartera comb wna

conbinacion de activos, ahaden que

la Teoria de las Carteras de Inversion trata sobre la
seleccion de carteras optimas; es decir, las carteras
que proporcionan el mis alto rendimiento posible en base
a un grado especifico de riesgo, o el mas bajo riesgo
posible en base a una tasa de rendimiento especifica.

De esta definicion cabe destacar los siguientes aspectos:

1) Si bien en principio definen la cartera como cualquier coleccion de
activos, reducen el ambito de aplicacidn de la Teoria de la Cartera a

agquellas cuyo fin es la inversion, lo cual coincide con la linea

adoptada en esta Tesiszo.

Los autores ahaden, ademis, que restringen su estudio a los
activos financieros aunque admiten la posibilidad de que puedan ser

tawbién de caracter fisico.

2) En la definicién se considera que son carteras optimas aquéllas que
proporcionan la rentabilidad mas alta para un nivel determinado de
riesgn, o las que proporcionan el riesgo wmis bajo para un nivel dado

de rentabilidad. Esta es la definicion de cartera eficiente de

Hhrkawitzzl quien reserva el término de cartera optima para la que
finalmente escoge el inversor para conseguir su objetivo. Los autores
se estdn limitando, implicitamente, a un wmwodelo determinado de

seleccion de carteras (modelo Esperanza-Varianza).

19
J.F.WESTON-E.F.BRIGHAM, Finanzas en Administraciéon (Nweva Editorial
Interamericana, México, D.F., 1984) p.501.

20 .,
Vease p.8 de la presente Tesis.

21
H.MAREOWITZ, op.cit., 1952, p.82.
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3) La Teoria de la Cartera de Weston y Brigham, en funcion de lo expuesto
en el apartado anterior, se reduce a lo que en esta Tesis entendemns

comn la fase de fimalisis de Cartera dentro de la Gestidn de Cartera.

Desde un punto de vista mucho mds amplio, Sharpe22 considera que

la Teoria de la Cartera se relaciona con decisiones gue
implican ingresos que no se pueden predecir con certeza
absoluta.

y wmas concretamente incluye en ella todo lo relacionado con la cartera y

los titulos que la constituyenzB, desde el analisis de valores hasta la
seleccion de la cartera optima pasando por la fase intermedia de analisis

de carteras en la que se determina el conjunmto de carteras eficientes.

fhora bien, Sharpe, afirma que24

la Teoria de la Cartera se relaciona principalmente con
las tareas del analisis de carteras.

aunque sin llegar a identificar la Tearia con una fase de la Gestionm.
Para nosotros, la Teoria de la Cartera es el conjunto de modelos

y métodos cuyo fin es el de permitir a un inversor constituir una cartera

optima y revisarla con el paso del tiempo.

22.SHARPE, op.cit., 1974, p.17.

B1bidem, 1974, p.?20.

Mynidem, 1974, p.52.
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Los modelos de seleccion y revision de cartera, en funcion del
objetivo fijado, de las restricciones sobre las que debe conseguirse y
otras hipotesis sobre el comportamiento del inversor y de los titulos,
intentan determinar, para cada wowento, la cowposicion gptima de la
cartera. Para ello precisan de los métodos de optimizacion estaticos
(Lagrange, Kunh-Tucker, etc.) y dinamicos (control optimo, programacién
dinamica, etec.); estos Gltimos estan especialmente indicados en el caso

de revision de cartera.

Teniendo en cuenta la definicion de Teoria de la Cartera y de
Gestion de Cartera, podempns decir que esta (ltima es la concrecion de la
Teoria por parte del inversor que asume un modelo determinado, con las
hipotesis que éste comporta y el método correspondiente. La Teoria de la
Cartera estd formada por wn abanico de wodelos y métodos que intenta

plasmar de un modo simplificado la realidad del inversor.

3. COBCEPTO DE REVISION DE CARTERA

La Teoria de la Cartera de valores y especialmente la Gestion de
Cartera han tenido wn amplio desarrollo en su vertiente estatica. Asi,

26

desde rhwkumdtZQS, Sharpe” vy Tbbin27 otros muchos autores han disenado

wodelos cuyo fin es seleccionar la cartera optima en funcion de los

25
H.MABRROWITZ, op. cit., 1952, pp.77-91.

26y SHARPE, op. oit., 1974.

27 .

J.TOBIN, "Teoria de la Selecciébn de  Cartera" incluido en
F.H.HAHN - F.P.R.BRECHLING, Teoria de los Tipos de Interés {Labor,
Barcelona, 1974), pp.19-70.
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objetivos del inversor suponiendo que éste va a liquidar dicha cartera al

finalizar el periodo considerado para dedicar la riqueza obtenida al

consuno.

fsi, Pbssinza, describe estos modelos que define con el nowmbre de

"Single-Period Models"” del siguiente wodo:

El inversor toma su decisidn al principio de un periodo
y se espera hasta que finalice, momento en el que se
materializa la rentabilidad de la cartera. Durante el
transcurso del periodo no puede realizar cambios en la
composicion de la cartera. El inversor toma su decisidn
con el objetivo de maximizar la utilidad esperada de su
riqueza al final del periodo (riqueza final}.

Mossin, en esta definicidn establece cual es el objetivo que el
inversor persigue, y pone de manifiesto el caracter estatico del wmodelo.
Se podria afiadir que la decision tomada al principio del periodo consiste
en distribuir la riqueza disponible en ese momento entre un conjunto de

titulos.

El supuesto de liquidacion de la cartera al final del periodo
considerado es bastante restrictivo puesto que, normalmente, un inversor

constituye una cartera de valores con el fin de mantenerla durante mas de
. . .29 . .
mn periodo. En este caso, tal como afirma Mossin , el inversor determina

un nomento en el futwro (momento ciertoso) en el que planea consumir la

riqueza disponible en ese momento. Al constituir la primera cartera, el

QBJ.HBSIN, "Optimal Multiperiod Portfolio Policies”, J.B.,1968, p.216.

297 .MSSIN, op. cit., 1968, p.220.

3®C0nsiderar‘ que el momento en que el inversor liquida definitivamente su
cartera es oierto constituye uwna restriccién gque puede eliminarse
aceptando que si bien el inversor determina con certeza el periodo de
referencia no hace lo mismo con el nomento de liquidacion (wowento
incierto). Incluso podria considerarse el caso en que tanto el periodo
como el nomento final fueran inciertos.
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inversor tomara decisiones respecto a sus inversiones con el fin de
maximizar la utilidad esperada de la riqueza disponible en el nomento de
proceder a liquidar su cartera (objetivo marcado por Mossin). El tiempo
transcurrido desde el nomento de la constitucion de la cartera hasta el
de su liquidacitn se divide en T periodos {que en principio no tienen por
qué ser todos de igual duracidn). Al final de cada wno de estos periodos,
se materializa la rentabilidad proporcionada por la cartera y se tom la
decision sobre la composicidn de la cartera gque se poseera en el

siguiente periodo.

La posibilidad de que la cartera de walores tenga un caracter
multiperiodico hace necesario un tratamiento de la cartera que tenga en
cuenta dicha caracter. fidemas, tal como apunta Mbssin, al final de cada
periodo considerado se procede a definir la composicidn de la cartera
correspondiente al nuevo periodo, lo cual puede llevar oconsigo cambios
respecto a la antigua para poder continuar satisfaciendo los objetivos

del inversor, que a su vez pueden haberse modif icado.

La natwraleza multiperiodica de la cartera de valores esta, puoes,
indisolublemente wnida a la revision de la cartera, que supone la

adaptacion de una cartera antigua a otra nueva.

‘.Smith:31 sefiala que la revision de las carteras constituye wna de
las tareas fundamentales de la gestidn de cartera y, por tanto, afiadimos

nosotros, de las preocupaciones esenciales de la Teoria de la Cartera.

. 32 . L
Este mismo autor define la revision de la cartera com

3IK.V.SHITH, op., cit. 1967, p.425.

328, y.eMrm, op. cit., 1968, p.371.
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un proceso continuado33 de evaluacion v cambio de los
titulos constituyentes de wna cartera con el fin de
seguir satisfaciendo los objetivos del inwversor.

Segim Smith, aunque los objetivos del inversor no canbiaran,
deberia procederse a la revisidon de la cartera debido al cambio que se

produce en sus expectativas.

También Tbbin34 hace referencia a la naturaleza wultiperiodo de

la cartera de wvalores indicando gue, bajo este supuesto, el inversor no

escoge una determinada cartera sing una secuencia de carteras35 va gue
planea realizar cambios en funcion de la modificacion en las expectativas
sobre la rentabilidad de los titulos gque forman parte de su actual

cartera y de los que no formando parte de ella pudieran constituir la

nueva.

De nuevo, aflora la revision de la cartera de valores como

necesidad ante unos cambios que se han producido en las expectativas.

Hasta tal punto esto es esencial que Chen, Jen y Zionts36 identifican la

33El inversor que pretende wantener la cartera durante mas de wn  periodo
desea que su conposicion sea siempre la dptima en funcion del objetivo
gue se haya warcado. Para conseguir en cada periodo la cartera optins
deberd realizar camwbios en su cowposiciéon y este proceso lo debera
repetir durante el tiewpo en que desee wantener la cartera. El caracter
discreto de la revision permite definir el proceso como continmado y no
cono continuo, va que este vocablo podria dar a entender que la cartera
estd en permanente revision, -

35 TOBIN, op.cit., 1974, p.S6.

35Con la expresién "secuencia de carteras”, J.Tobin hace referencia a que
el inversor decide, en el mowento 0, la composicion de la cartera en cada
wo de los T periodos en que divide el horizonte tewporal de posesion de
su cartera; o de otro modo, decide cuales son los cambios que ha de ir
realizando en la composicion de su cartera. La secuencia de carteras, al
estar asociada a la revision, se define como una secuencia discreta y no
continua.
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gestion de la cartera con el proceso de revision de la misma, mediante el

cual el inversor wodifica su cartera periédicawente37 para adaptarla a

las condiciones cambiantes, ya sean endogenas y/o exdgenas a la cartera.

Framncis y ﬁrcherse consideran que la revision de la cartera es
necesaria aun cuamndo las expectativas sobre la rentabilidad futura de los
titulos no cambiaran puesto que el cobro de dividendos y la variacion en
el precio de los titulos en el mercado de valores puede determinar gue la
cartera no sea la optima en funciéon de los objetivos del inversor,
haciendo necesario, por tanto, proceder a la revision de la composicion

de la cartera para conseguir una nueva cartera optima.

Es decir, se produce una revision de la cartera de valores ocada
vez gue se remdela la conposicidn de la cartera del periodo anterior ya
sea motivada esta por un cambio sensible en las expectativas, ya por la
reinversiéon de los dividendos, ya por la variaciédn del precio de wercado

de los titulos.

A nuestro entender, la revision de la cartera deberia contemplar:

a) Revision de la politica de la cartera con wna modificacién en

los objetivos del inversor a medida que transcurre el tiempo;

b) Revisidn en la cartera por cambios no asociados a la politica
del inversor (cawbio en las expectativas, posibilidad de
reinvertir los dividendos, variacion en el precio de mercado

de los titulos, etc.).

A.H.Y.CHEN-F.C.JEN-5.ZIONTS, "The Optimal Portfolio Revision Policy”,
J.B., 1971, p.51.

37
Es decir, discretamente.

a8
J.C. FRANCIS-S.H. ARCHER, op.cit., 1977, p.163.
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Un problema, que henos atisbado mas arriba, que se plantea al
hablar de revision, es la frecuencia con la que debe llevarse a cabo la
misma. Asi, Smith, en su definicidn de revision de carteras, ya
mencionadas, afirma que debe ser un proceso continuo. Es decir,
idealmente, la revision de la cartera deberia llevarse a cabo cada vez
que se produjera un cambio en las condiciones existentes o cada vez que

se dispone de nueva informacion.

" 5i el acceso a la informacion fuera gratuito y ademas el canbio
de wnos titulos por otraos no conllevara tampoco coste alguno (derechos
del "broker", etc.), la revision se haria sin mayor dificultad cada vez
que fuera necesario, es decir, cada vez que la cartera dejara de ser
optima para el wmndelo desarrollado; sin embargo, en realidad, la
informacion no esta disponible libremente ni son nulos los costes de la

revision.

Por todas estas dificultades, junto con otras razones de caracter
legal e institucional (cobro de dividendos, pago de impuestos, etc.),
ademas de las de complejidad analitica, parece logico que se acuerde que
la revision de la cartera se haga al final de cada uno de los periodos
que constituyen el horizonte de planeamiento de la inversidn, con lo que
los problemas gque quedan por resolver son el de determinar si la duracion
de los periodos ha de ser igual y cuanto ha de waler esta duracion
admitiendo que el Gltino momento sea conocido con certeza. En definitiva,
comb ya se adelantd en la p.20 de esta Tesis, la revision constituye un

proceso de caracter continuado.

Aungue lhssin39 establece que los periodos en los gque se divide
el horizonte temporal no tienen por qué ser de igual duracién, lo
habitual

3%7.MSSIN, op. cit., 1968, p.220.
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es considerar que si lo snnqe, como hacen, por ejemplo, Chen, Jen ¢

Ziuntsql.

La revision de ocarteras considerada en el presente trabajo se
realiza tanbién a través de wodelos de revision equiperiodica con daltimo

momento cierto.

Si se supone que la revision se efectia de forma equiperiodica,
un inversor que desee mantener su cartera durante T periodos (naturaleza
multiperiddica) deberd tomar decisiones respecto a la composicion de la

misma en cada momento t (t=0,1,2,...,T) donde

*+) t=0@ representa el nomento en que se constituye la cartera;
+) t=1,2,...,T-1 es el womento en que se wodifica su anterior
composicion (revision propiamente dicha); y

+} t=T es el nomento en que se procede a liquidarla.

En la pagina siquiente representamos un diagrama de bloques que,
a nuestro modo de ver, refleja el proceso de Gestidn de Cartera {apartado

2.2.). En este diagrama, el bucle que empieza en el punto decisorio t

(t=0,1,2,...,T) representa lo que hemos denominado revision® 2,

40
Coms se ha dicho ya, ello viene influido por el hecho de que aspectos

como g} cobro de dividendos o el pago de impuestos, que determinan la
revision de la cartera, se producen de forma equiperiodica.

a1
A.H.Y.CHEN-F.C.JEN-5.ZIONTS, op.cit., 1971, p.5i.

2.,
Véanse las pp.13-14 de la presente Tesis.
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4, CLASIFICACION GERFRAL DE LOS MODELOS DE RENISION DE CARTERA

Los wmodelos de revision de cartera no admiten wna tmica
clasificacion sino que pueden agruparse de muy diversos modos,

obedeciendo a criterios distintos.

En este apartado pretendemos clasificar de wna forma general los
wodelos de rewvisidon existentes y posteriormente, en los apartados
correspondientes, se ahondara en esta clasificacidn para conseguir un

mayor grado de detalle y especificacion.

Una primera clasificacitn podria realizarse agrupando los modelos

de revision segim el ocaracter de la revision de cartera.
I) Criterio de clasificacidn: caracter de la revision

Bajo el supuesto que el inversor divide el tiempo total de
posesion de wna cartera en T periodos, al final de cada wno de los
cuales se plantea su revision, podemns clasificar los modelos de

revision, atendiendo al caracter de la miswa, en:
*) Modelos de revision wniperiddicos

Los wodelos de revision wniperiddicos se caracterizan
porgue consideran cada uno de los T periodos del horizonte
temporal de posesion de la cartera de forma independiente. Se
aplican periodo a periodo y en cada uno de ellos se ignora por

conpleto lo que ocurre en el resto.
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+) Modelos de revision miltiperiodicos

Los modelos de revision multiperiodicos consideran los T
periodos com un conjunto y condicionan el comportamiento del
inversor en cada wno de ellos al resto. Los T periodos no son
compartimentos estancos sino gue forman parte de un conjumto

donde todos los elementos se hallan relacionados entre si.

En segqundo lugar, se podrian clasificar los wodelos de revision
atendiendo al nimero de objetivos distintos que el inversor persigue al

formar la cartera.

La clasificacion anterior no debe confundirse con esta segunda
puesto que aunque los modelos umiperiodicos plantean T objetivos (uno
para cada uno de los periodos independientes en gue se divide el tiewpo
de mantenimiento de la cartera}, éste no es el nuevo criterio de
clasificacion utilizado ya que el nimero de objetivos distintos hace
referencia a ocada uno de los T periodos considerados (para cada periodo
el objetivo puede ser tmico o miltiple). En el caso que el wodelo sea
mxltiperiodico, el nimero de objetivos distintos se refiere al conjunto

de los T periodos (en concreto al final de todos ellos).
II) Criterio de clasificacion: nimero de objetivos distintos considerados

En funcidn del nimero de objetivos distintos considerados podenos

distinguir los siguientes modelos:
+} Modelos de revision con un Wnico objetivo

El inversor pretende conseguir wm objetivo determinado vy
para el caso gue cada periodo se considere aisladamente
supondrenos que dicho objetivo se mantiene en el transcurso de
los T periodos (no se determina un objetivo distinto en cada

periodo).
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Estos modelos, a su vez, pueden clasificarse en funcion
del objetivo persequido. Segim el objetivo considerado pueden

distinguirse, por ejemplo, los wodelos que

+) maximizan la utilidad esperada de la rentabilidad o de

la riqueza derivada de la cartera;
+} maximizan la media geométrica de la rentabilidad

+) buscan, ante todo, la seguridad del inversor (Safety

First)
+) Modelos de revision con miltiples objetivos

En este caso, el inversor pretende conseguir, a la vez,
mas de un objetivo., Los diferentes ohjetivos considerados
pueden ser totalmente compatibles o compatibles en un grado
determinado y en este segundo caso debera establecer un orden
de consecucidn de dichos objetivos en funcion de la prioridad

de cada uno de ellos.

Las dos clasificaciones dadas no son independientes la una de la

otra sino que la sequnda la podemos considerar una subclasificacion de la

primera. Asi, de forma esquemdtica, la clasificacion genera143 de los

modelos de revisidn es:

a3
Los wmodelos estudiados en el presente trabajo se basaran en esta

clasificacién. En los capitulos dedicados especialmente a los modelos de
revision uniperiédicos y multiperiddicos se profundizard en la
clasificacion correspondiente detallando cuiles son los modelos concretos
existentes en cada caso.
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5. PLANTEAMIENTD Y OBJETIVOS DE LA TESIS DOCTORAL

Un inversor gque se enfrenta a la decision de com colocar su
riqueza puede decidirse por constituir uma cartera entendiendo por tal un
conjunto de activos financieros bursatiles de renta fija y/o variable y
que tiene cowo fin la inversion, de acuerdo con la defincion realizada en
el apartado 2.1. Una vez ha tomado esta decisidn ha de suponerse que

deseara mantener la cartera durante un cierto tiempo que podemns dividir

, . . 44
en wn nimero determinado de periodos™ .

A pesar del caracter multiperiddico de la cartera son pocos los
trabajos que abordan el tema desde esta perspectiva. fisi, la mayoria de
modelos que hacen referencia a cartera de valores suponen que el inversor
desea mantener la cartera durante un tmico periodo y que al finalizar

éste proceden a su liquidacion definitiva.

Ammque este supuesto constituye un punto de partida valido para
poder abordar el problemm de wayor envergadura que supone la
consideracién de wms de wn periodo, no puede constituir un punto final
puesto que la generalizacién de un periodo a T periodos (T#l) no es

inmediata.

Por otra parte, que el inversor desee mantener la cartera durante
ms de wn periodo no implica que la composicion de la misme se mantenga
inalterada hasta su liquidacion sino que periodo a periodo su composicion
debe adaptarse a las nuevas condiciones del wercado y a las nuevas
perspectivas gque el inversor tiene gracias a la informacidn a la que
tiene acceso con el paso del tiempo. De hecho, utilizando los términos

con mayor propiedad, deberiamps decir que el inversor no mantiene su

44 ,
Vease la p.19 de la presente Tesis donde se pone de manifiesto la
naturaleza nultiperiddica de la cartera poseida por un inversor.
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cartera durante mis de wuwn periodo sino que mantiene wma "secuencia de

carteras” que es la expresion utilizada por T'obin.q5 y que tiene en cuenta

las wodificaciones que se van sucediendo en la cartera inieial.

La decisitn sohre cuales han de scer los cawnbios que deben
realizarse en una cartera se toma como consecuencia de la revision
efectuada sobre dicha cartera. Esta revisidon tiene en cuenta, en primer
lugar, cuial es la actual composicion de la cartera y, en sequndo lugar,
cual deberia ser la composicion optima para poder alcanzar el ohjetivo
fijado por el inversor. De la comparacion entre la composicion actual y
la que deberia tener después de la revision, se derivan las

modif icaciones que el inversor debe llevar a cabo.

La constatacion de la importancia de la revision de cartera ha
hecho que nos planteemos de qué maneras el inversor puede llevarla a
cabo. El ohjetivo de esta Tesis se centra, por tanto, en la Gltima de las
fases en que hemos dividido la Gestion de Cartera (definida en el
apartado 2.2.) y aungue la fase de revision comprende en si misma el
analisis y seleccion de valores y el analisis y seleccion de carteras,
nosotros prestarenns especial atencidn a los diferentes criterios en que
puede basarse el inversor para determinar periodo a periodo la

composicion Sptima de la cartera.

El estudio de los diferentes wmodelos que pueden aplicarse al
contexto de revision de cartera nos ha permitido separarlos en dos
grandes grupos, gque al basarse en una concepcion de la cartera
miltiperiodo distinta hacen necesaria la aplicacion de un instrumento
diferenciado. Estos dos grandes grupos hacen referencia a la primera

clasificacion realizada en el apartado 4.:

45J.'IOBIN, op. cit., 1974, p.3J6.



PLANTEANTENTG, OBJETIVOS Y ESTRUCTURA DE LA TESIS DOCTORAL a1

+) Modelos uniperiddicos de revision de cartera

+) Modelos multiperiodicos de revision de cartera

Los primeros, al considerar de forma independiente cada wno de
los T periodos en los que el inwversor mantiene la cartera se basan en
métodos de optimizacion estatica clasicos. Debe destacarse, ademas, otra
caracteristica comin a todos los modelos que se engloban en este grupo y
es gue afrontan el problema towmando como pumto de partida el nmomento en
que se decide constituir la priwera cartera y van avanzando hasta llegar

el momento de la liguidacidon de la cartera.

los sequndos tratan los T periodos com wna uwnidad y, a
diferencia de los anteriores, se basan en métodos de optimizacion de
caracter dindmico. En concreto, nosotros utilizaremos la Programacion
Dinamica, que se caracteriza por afrontar el problema partiendo del
momento en que piensa ligquidarse la cartera para ir retrocediendo hasta
alcanzar el momento en que se constituye la primera cartera. Como puede
verse, se trata de formas de abordar el problema opuestas, con lo gque
queda planteado el problema de si ambos enfoques conducen sienmpre al

mismo resultado o no y por qué.

En cualquier caso y para todos los modelos de revision que
desarrollemds, el objetivo perseguido es llegar a determinar la
composicién de la cartera optima de cada periodo, siendo los pasos

sequidos para conseguir este fin:

+) Definicion de las variables que intervienen en cada modelo vy

concrecion de las relaciones que existan entre ellas;

+) Definicidon de las hipdtesis y de los criterios propios de cada

modelo y de las relaciones que se deriven de ellos;
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+) Planteamiento formal del problema que cada modelo intenta
resolver de acuerdo con la fase anterior y su correspondiente

solucion.

En el siguiente apartado se especifica cual es la estructura de

la presente Tesis teniendo en cuenta la metodologia indicada.

6. ESTRUCTURA DE LA TESIS DOCTORAL

La estructura de esta Tesis Doctoral se basa en la clasificacion

de los modelos de revisidn realizada en el apartado 4.
Las dos formas de abordar la revision de cartera:

+} tratamiento independiente de cada wno de los T periodos en que

dividimns el tiempo durante el que un inversor desea mantener

la cartera;
+) tratamiento unificado de los T periodos,

permiten dividir este trabajo en dos partes donde se analizan por
separado cada wno de los dos planteamientos posibles. De esta manera,

distinguiremns:
#)} PARTE I: Modelos uniperiodicos de revision de cartera

#) PARTE I1I: Modelos multiperiodicos de revisian de cartera
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fisi, en la primera parte realizaremos un estudio pormenorizado de
los diferentes wodelos cuya caracteristica comm es el enfogue
uniperiddico de la revision. De hecho, si no se tienen en cuenta los
costes que supone la revision y bajo las hipotesis que se sefialaran en
los apartados correspondientes, se puede considerar que éstos modelos son
los clasicos wmodelos de seleccion de cartera para un imico periodo
(modelo Esperanza-Varianza, wmodelo Esperanza-Semivarianza, etc.), que

-henmos adaptado para poder utilizarlos en el contexto de la revision.

A pesar de que estos wodelos han sido anpliamente tratados en
nurerosos trabajos, hemos creido necesario incluirlos en nuestra Tesis

puesto gue

1) se les sitia dentro de wa estructura wmas amplia que la

habitual;

2) constituyen un paso inportante hacia la verdadera revision de
cartera que constituye el tratamiento wnificado de los T

periodos; y

3) pueden deduwcirse importantes relaciones entre anbos

planteamientos.

Por otra parte, hemos considerado interesante ofrecer una
clasificacion de los modelos existentes para wostrar cual es la relacion
que los wne y en qué se basan sus diferencias. De este modo podremos

tener una visién general del tema.

El orden seguido para el estudio de los modelos de revision que
se engloban en esta primera parte de la Tesis se basa también en la
clasificacion general del apartado 4. que hace referencia al nimero de

objetivos que el inversor pretende alcanzar en el periodo considerado.
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En primer lugar, estudiarems los modelos que persiguen un unico
objetivo, aungque esta afirmacién debe matizarse puesto que podrianos
distinguir entre wn ‘mico objetivo puro {cuando el objetivp es realmente
tnico) y un nico objetivo mixto (cuando detras del “tnico" objetivo se
esconde un “subobjetivo”)}. Esta wmatizacién se analizara en la
clasificacion de los wodelos wmiperiddicos de revision de cartera de las

pp- 41-47-

" En nuestro trabajo estudiaremns, en el orden que sigue, los

modelos cuyo objetivo es:

+) maximizar la utilidad esperada de la rentabilidad o de la
riqueza del inversor (Capitulos i y 2 y apartados 2., 3., 4.,
5. y 6. del Capitulo 3)

+) maximizar la media geométrica de la rentabilidad de la cartera
{apartado 3.7.)

*+) sequridad ante todo (Safety First; apartado 3.8.)

Posteriormente centraremns nuestro estudio en aquellos wodelos

que admiten la combinacion de mas de un objetivo (apartado 3.9.).

Ademas de los modelos tratados en esta primera parte existen
otros que han recibido wna wenor atencion y que seran comentados en la

clasificacion de los modelos uniperiddicos de revision de cartera.

La sequnda parte de esta Tesis la dedicaremos al estudio de los
modelos cuya caracteristica comin es el tratamiento multiperiddico de la
revision. Estos modelos, que cronoldgicamte aparecieron mas tarde que
los primeras wmodelos uniperiodicos, estan todavia poco desarrollados a
pesar de que constituyen un acercamiento nis realista al estudio de la

cartera de valores.
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Por ser el aspecto multiperiddico de la revision el menos
tratado, es el que tiene mAs vertientes abiertas y por explorar. Nuestros
esfuerzos se han orientado hacia el desarrollo de dos wodelos concretos
gue estan intimamente ligados a los estudiados en la primera parte y que
intentan fundir y desarrollar las ideas de algunos autores que han

abierto el camino en este sentido (Capitulos 4 y 5).

Aungue tawhién aqui clasificamos los wodelos multiperiddicos de
revision de cartera en funcion del nimero de obhjetivos fijados por el
inversor, no existe -que conozcamos- ningim trabajo que ademas del
tratamiento multiperiodo considere la existencia de miltiples objetivos,
por lo gque esta linea continta abierta. De este wodo, centrandonos en
modelos que consideran un tmico objetivo, el cual debe conseguirse al
finalizar 1los T periodos, hemos desarrollado, en el orden que sigue,

modelos cuyo objetivo es:

+} maximizar la utilidad esperada de la riqueza final del

inversor (Capitulos 4 y 5)

+) marimizar la media geométrica de la rentabilidad de la cartera

multiperiodo {apartado 5.7.).

También en este caso y respecto al primer objetivo distinguiremos

entre objetivo tmico puro y objetivo tnico mixto.






PARTEI
MODELQOS UNIPERIODICOS DE REVISION DE CARTERA
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CARACTERISTICAS Y CLASIFICACIOR DE LOS HODELDS URIPERIODICOS DE REVISIOR
DE CARTERA

- Caracteristicas de Ios modelos uniperiodicos de revision de cartera

En los oapitulos 1, 2, y 3 de la presente Tesis Doctaoral se
estudiara el comportamiento de un inversor que desea mantener una cartera
durante T periodos pero que actia en cada punto de decision t
(t=9,1,2,...,T-1) com si al final del mismo liquidara la cartera para
destinarla a consum. El inversor se fija, pues, el mismo objetivo para
cada wo de los periodos en que se divide el horizonte temporal de
posesion de la cartera, decidiendo al final de dichos periodos cuales han
de ser los cawbios adaptativos que ha de efectuar en la cartera a fin de

consequir el objetivo fijado para el siquiente periodo.

I‘i:)&'.sin46 define el comportamiento del inversor arriba descrito

como comportamiento "miope™:

Diremns que si la secuencia de decisiones de un inversor
se obtiene como una serie de decisiones para un periodo
(empezando con el primero), donde cada periodo se trata
como si fuera el waltimo, entonces el inversor se
comporta de forma miope. Con miopia, el inversor basa la
decision de cada periodo vUnicamente en la riqueza al
inicio de dicho periodo y en la distribucion de

46
J.MOSSIN, op. cit., 1968, p.223,
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probabilidad de 1a rentabilidad con el obhjetivo de
meximizar la utilidad esperada de la riqueza final del
periodo descuidando completamente el futuro.

Es decir, segim este wodelo de conportamiento, el inversor
selecciona en cada punto de decision, la cartera optima del siguiente
periodo, revisando su anterior cartera. Una vez llegado al final de este
nuevo periodo vuelve a plantearse el problema de la seleccion de la
cartera oOptima para el siguiente periodo; y asi sucesivamente hasta que

llega el Gltino periodo antes de la liquidacion de la cartera.

Tal planteamiento implica utilizar la metodologia de la estatica

conparativa47, pues se reduce el problema global a un conjunto de T
problems estaticos sucesivos o encadenados en los que se plantea la

seleccién de la ocartera optima para un solo periodo con revision de la

cartera al final del misno.

Para el desarrollo de esta metodologia se supondrd en primer
lugar que las modificaciones necesarias para consequir la nueva cartera
gptima no acarrean coste alguno. Dicho supuesto serda eliminado
posteriormente pues es evidente gque la cowpra o venta de titulos lleva
consigo ma serie de costes que pueden influir en la determinacion de la
nueva cartera al disminuir la cantidad disponible para ser invertida.
fAdemas de los costes de transaccion {asociados a la compra y venta de
titulos), el poseedor de una cartera de valores debe hacer frente también

a los costes de mantenimiento de la misma.

47 . . , .. .
Posteriormente se considerara la revisién de cartera nediante la
aplicacién de la metodologia dindmica.
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- Clasificacion de los modelos uniperiodicos de revision de cartera

La clasificacion de los wodelos uniperiddicos de revision de
cartera que se incluye en este apartado, desarrolla con un mayor grado de
detalle la clasificacion del apartado 4. del capitulo anterior y tiene
cono objetivo ofrecer una vision general de los wodelos aplicables al
ambito de la revisidon cuando el inversor se conporta en cada periodo cono

si éste fuera el Gltivo en que va a poseer la cartera.

I) En primer lugar, clasificaremos los modelos uniperitodicos de revision
de cartera en funcion del mimero de objetivos gque el imversor pretende
alcanzar en cada periodo. Segim este criterio podemos distinguir los

siguientes wodelos:
+) Modelos con un objetivo dnico;
+) Modelos con miltiples objetivos

Mientras que el primer grupo de modelos utiliza, para su
aplicacion, métodos de optimizacion clasicos, los segundos se basan en
la Programacion por Objetivos que no busca tanto la optimizacidon como
la consecucion de unos niveles de satisfaccion apropiados para los

objetivos sefialados.

En el caso de objetivos miltiples se supone que el inversor
persigue simultaneamente varios objetivos que pueden ser conpatibles o
parcialwente contrapuestos (la consecucion de uno de ellos inmpide la
consecucion completa de otros) y ademds pueden estar sujetos a unas
prioridades. El wodelo que tiene en cuenta miltiples objetivos es el
Modelo de Programacién por Objetivos y sera estudiado en el
apartado 3.9.
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I1) Los modelos que consideran un mico objetivo (igual para todo los

periodos) se pueden clasificar en funcidn de la maturaleza de dicho

ob jetivo en:

+) Modelos cuyo objetivo es la mmaximizacion de la utilidad
esperada de la rentabilidad de la cartera;

+) Modelos cuyo objetivo es la maximizacion de la wmedia

geométrica de la rentabilidad de la cartera;
+} Modelos cuyo ochjetivo es meximizar la seguridad del inversor.

Estos tres grupos de wodelos tienen en cuenta que el inversor
debe tomar decisiones en anbiente de incertidumbre y cada wo de

ellos representa una forma distinta de abordar este problema.

El primer grupo considera que la mejor forma de considerar la
incertidumbre que envuelve a la seleccidn y revision de cartera es a
través de uwna funcion de utilidad de la rentabilidad de la ocartera
que pone de manifiesto la preferencia del inversor  por 1a
rentabilidad y la aversion que siente por el riesgo inherente a la

operacidn.

En el segundo grupo se incluye el wodelo cuyo objetivo es la
maximizacién de la wedia geométrica de los diferentes valores gue
puede tomar la rentabilidad de la cartera respecto a sus respectivas
probabilidades (Modelo Media Geométrica). Aunque este modelo lo hemos
separado de los que tienen comp objetivo la maximizacion de la
utilidad esperada verenos que, bajo determinadas hipdtesis, éste es

tanbién su objetivo.

En el tercer grupo se incluyen los mnodelos que consideran gue el
inversor tiene como objetivo asegurarse wn determinado nivel de

rentabilidad de 1la carteraj es decir, buscan por encima de todo la
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seguridad. En general, al conjunto de mndelos cuyo objetivo es la
sequridad se les denomina Modelos “Safety First™ (apartado 3.8.) y

pueden diferenciarse los siguientes:
+) Modelo de Boy

Su objetivo es winimizar la probabilidad de que la
rentabilidad de la cartera sea inferior a un determinado nivel

(nivel de desastre o de subsistencia);
+) Modelo de Eatacka

Su objetivo es maximizar el nivel de subsistencia sujeto
a que la probabilidad de que la rentabilidad real sea inferior

a dicho nivel sea igual o menor que um valor determinado;
+) Modelo de Telser

Su objetivo es maximizar la rentabilidad esperada sujeto

a la misma restriccion que en el modelo de Eataoka.

II1) Los mndelos que consideran como fmico objetivo la maximizacion de la
utilidad esperada de la rentabilidad pueden agruparse, tawbién, en
funcion de la form en que se obtiene dicho objetivo y que permite

calificarlo comp objetivo mixto y objetivo puro:

*} La  cartera que maximiza la utilidad esperada de la
rentabilidad se escoge de entre el conjunto de carteras
eficientes que son las qgue cuwplen wnas determinadas
condiciones seqim el criterio utilizado y que se detallaréan en

los apartados correspondientes.
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En este caso, para llegar a determinar la cartera optima

se deben seguir dos pasos:

1) determinacion del conjunto de carteras eficientes;

2) eleccion de aguella cartera eficiente que waximiza la

utilidad esperada.

Este doble paso es el que permite calificar al objetivo
tmico de wmixto puesto que la cartera optima (la que maximiza

la utilidad esperada) ha de ser, ademas, eficiente.

La determinacion de la cartera optima se hace de wma sola vez
maximizando directamente la funcion de utilidad esperada. En
este caso, a la cartera oOptima no se le exige que sea

eficiente y por eso calificanos a este objetivo de puro.

La wmaximizacion de la funcidn de utilidad esperada en el
caso de modelos wniperiodicos no ha werecido wucha atencion
por las wventajas que presenta la maximizacidn en dos fases a
través de la determinacion del conjunto eficiente. Sin
embargo, estas wventajas desaparecen en los wodelos
multiperiddicos y es alli donde los wodelos de wmaximizacidn
directa de la funcidn de utilidad esperada adquieren toda su

importancia, como se vera en el Capitulo 5.

IV} Tal como hemns apuntado en el comentario sobre los wodelos que

determinan previamente el conjunto de carteras eficientes, el

criterio para decidir cuando una cartera es eficiente no es tmico vy

permite clasificar los nodelos del siguiente modo:
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')

Modelos de dos momentos

Los modelos que se incluyen en este grupo se caracterizan
porque para determinar si una cartera es eficiente se basan en
dos rnomentos de la distribucidén de probabilidad de 1la
rentabilidad de dicha cartera. Estos wmodelos podran

clasificarse en funcion de los dos womentos utilizados.

Modelos de tres momentos

Dentro de este grupo se incluye el Modelo Esperanza -
Varianza - Tercer Momento (Modelo de Hanoch-Levy) que basa sus
decisiones sobre la eficiencia de wna cartera en los tres
primeros momentos de la distribucidn de probabilidad de la

rentabilidad de la cartera.

Modelo de Dominancia Estocastica

Mientras que los dos anteriores grupos reducian la
distribucion de probabilidad de rentabilidad de la cartera a
dos o tres momentos estadisticos, en este caso (Modelo de
Dominancia Estocastica) la decision sobre la eficiencia de wma
cartera se basa precisamente en dicha distribucidén sin

efectuar reduccion alguna.

V) A su vez, los nodelos de dos mowentos pueden clasificarse en funcidn

de cuales sean los dos womentos utilizados:

‘)

Modelos Esperanza-lna medida del riesgo

En estos wnodelos el primver nowento es la Esperanza y se
diferencian en el segundo momento que es el que mide el riesgo

asociado a la rentabilidad esperada.
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+) Modelo 6-¥ (Modelo de Fama)
8 y ¥ son los parametros que definen la posicion de la

distribucidon y su dispersién respectivamente en el caso que la

rentabilidad siga una distribucidn de Pareto estable.
VI) A su vez, los wndelos Esperanza-Una wedida del riesgo pueden
clasificarse segim cual sea esta medida del riesgo:
+} Modelos Esperanza-Varianza

+) Modelo Esperanza-Limite inferior de confianza (Modelo de
Baumpl)

+) Modelo Esperanza-Semivarianza
+) Modelo Esperanza-Entropia
VII) Finalmente, los wodelos Esperanza-Varianza (E-V) pueden clasificarse

en funcion de las hipdtesis utilizadas que se especificaran para
cada caso concreto:

+) Modelo E-V basico {Modelo de Markowitz)

+) Modelos de Indices

+) Modelo m-s (Modelo de Fama-Elton-Gruber)

+}) Modelo E-V con limites superiores

+) Modelo de Tobin-Sharpe-Lintner
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+) Mbodelo de Black
*} Modelo E-V con costes

los diferentes wodelos considerados en esta clasificacion
constituyen modif icaciones a las hipotesis de los wmodelos

Esperanza~Varianza basico y de indices.

Los wodelos de Hanoch-levy y de Fam considerados en las
clasificaciones 1IV) vy V) respectivamente, surgen como modif icaciones al
modelo Esperanza-Varianza basico y por ello se estudiardn dentro del

capitulo destinado a tales modificaciones.

la clasificacion x*eal.izau:la48 de los modelos wniperiddicos de

revision puede esquematizarse del siguiente modo:

48Qunqme esta clasificacion intenta recoger los wodelos mas utilizados no
es exhaustiva. Se podria ahadir, por ejemplo, el Modelo Heuristico,
basado en la simulacion, tal como lo presentan G.P.CLABRSON-A.H.MELTZER,
"Portfolio Selection: A Heuristic Approach”, J.F., 1960, pp.465-480@.
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Para el estudio de los modelos indicados en esta clasificacion
henos estructurado 1la Parte I en tres capitulos. En el primero de ellos
(Capitulo 1) se estudiaran el modelo E-V basico y los wodelos de indices.
En el siguiente (Capitulo 2} se analizaran las wodificaciones a las
hipotesis del wnodelo E-V basico mas discutidas y los modelos gque surgen
de dichas modificaciones. Por Gltino, en el Capitulo 3 se estudiaran el
resto de los wmodelos que aunque algunos podrian ser considerados como
wodificaciones al modelo E-V basico, tienen personalidad propia y merecen

un tratamiento individwualizado.






CAPITULO1
MODELOS FUNDAMENTALES
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1.1, INTRODUICCION

En el presente capitulo estudiaremos dos wmodelos cuyo objetivo
altinmo es la maximizacion de la utilidad esperada del inversor pero que
se basan en la Esperanza y en la Varianza para realizar wma primera
seleccitn de carteras (carteras eficientes). Es decir, se trata de
mdelos con un (nico objetivo mixto de acuerdo con la clasificacidén de
los wodelos uniperiddicos de revisidn de cartera efectuada en esta
Parte I de la Tesis; en efecto, la cartera optima debe cumplir un
prerrequisito, que es la pertenencia al conjunto de carteras eficientes.
En concreto, se estudiard el que denominamos modelo E-V basico (modelo de
Markowitz) y los modelos de imndices, que ahaden al anterior wn nuevo
supuesto respecto al comportamiento de la rentabilidad de los titulos

considerados.

Estos dos modelos pueden considerarse la matriz de los restantes
modelos gque determinan previamente el conjunto eficiente ya que o bien
intentan wodificar alguna de las hipotesis incluidas en ellos
(Capitulo 2) o bien se diferencian en la forma de considerar el riesgo
asociado a la cartera (apartados 3.2.-3.6. del Capitulo 3). Ademas, los
modelos E-V basico y de indices permiten establecer comparaciones con
otras formulaciones y soluciones. Estas caracteristicas nos permiten
calificar a los nwodelos E-V badsico y de indices comc modelos
fundamentales y dicha expresion serda la utilizada para referirnos a

ellos.
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1.2. MODELD ESPERARZA-VARIARZA BASICO

1.2.1. Intraduccion

Hasta la aparicion del primer articulo de thknwdtzqg, el

criterio utilizado para la seleccitn de carteras se basaba en la
maximizacion de la rentabilidad esperada actualizada. Este criterio

partia del analisis de inversiones en el campo de la certeza, en el que

se suponen conocidas todas las rentabilidades futuras50. La seleccion de
parteras, sin embargo, se enmarca en el campo de la incertidumbre y en

concreto, tal como hoy se la entiende, se trata de wna eleccidn bajo

. 91
riesgo” .

Seqgim Markowitz, el citado criterio adolecia de un grave defecto
puesto gue al basarse imicamente en la rentabilidad esperada para
seleccionar la cartera Optima, prescindia del riesgo asociado a cada

cartera factible. Para solventar este defecto, formuld un nuevo criterio

4SH.I‘IRRKOWI'I'.Z, op. cit., 1932, pp.77-91.

SQJ.B.UILLIQIB, “"The Theory of Investment Value", Canbridge (Mass.),

Harvard University Press, 1938.

Slpnight [F.H.ENIGHT, Riesgo, Uncertainty and Profit, (Kelley % Millman,
New York, 1957), pp.19-20; trad. cast. por Aquilar] distingue dentro del
campo de la incertiduwe (en sentido amwplio) dos vertientes, una que
denomina riesgo y otra que denowmina incertiduwbre, en sentido estricto.
El riesgo recoge todas aquellas situvaciones en que la distribucién de
probabilidad de la variable aleatoria es conocida objetivanente, mientras
que la incertidumbre, en sentido estricto, engloba las restantes
situaciones.

No todos los autores estan de acuerdo con dicha distincion. Asi,
Borch afirma que distinguir entre riesgo e incertidumbre ocarece de
utilidad, tanto practica como tedrica [E.H.BORCH, La Economia de la
Incertidumbre (Teonos, Madrid, 1977), p.8@].
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conpcido conmo criterio Esperanza-Varianza  que no solo tiene en cuenta

29

la esperanza de una cartera (su rentabilidad esperada) sino tawbién su

varianza (varianza de la variable aleatoria rentabilidad), utilizada comp

medida del riesgo de la cartera. Este criterio se basa en el principio de

gue todo inversor racional considera la esperanza de la rentabilidad cono

algo positivo y la varianza asociada como algo negativo.

1.2.2. Variables que intervienen en el modela

Las variables que intervienen en el modelo son las siguientes:

*} N: nimero de titulos entre los que se puede escoger para formar la
cartera;

*+) Wp: riqueza (cantidad dineraria) disponible para ser invertida;

+) Yi: cantidad dineraria invertida en el titulo i; i=1,2,...,N;

) X proporcion del presupuesto destinada al titulo ij i=1,2,...,N;

‘) ri variable aleatoria “tasa de rentabilidad"” del titulo ij
i=1,2,---,N;

Dicha tasa de rentabilidad viene definida del siguiente wodo:

52La expresion Esperanza-Varianza la sinbolizaremps por E-V.
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donde
Piot precio del titulo i al inicio del periodo considerado;
Piy! precio del titulo i al final del periodo consideradoj;
diz dividendo proporcionado por el titulo i y cobrado al final

del periodo considerado;

"

) Rb: variable aleatoria "tasa de rentabilidad™ de la cartera

N
ﬁ =in-ri [1]

1.2.3. Hipolesis del modela

Las hip6tesis del wodelo E-V basico son:

H.1. La rentabilidad de los titulos (ri) es una variahle aleatoria que se

supone distribuida nnrnalnenteSs.

Si qij es la probabilidad asociada a cada resultado posible de
la variable aleatoria ri(i=1,2,..,N; j=1,2,...,vi), entonces, el

valor esperado de r, es

538i la funcion de distribucion de la rentabilidad es normal y por tanto,
simétrica, el tercer momento es nulo y ello permite describir tal
distribucién con los dos primeros momentos (micamente. No todos los
autores aceptan dicha hipotesis por considerarla demasiado restrictiva.
En el epigrafe 2.2. se analiza el efecto de la modificacidn de esta
hipétesis sobre el modelo analizado.
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v,

1
My = E(ri) = ; Fijlqij [2]

j=t

y la varianza asociada a r, es
o = U(ri) = E(ri - pi)z [3]
Definida la varianza, la desviacion estandar es
c.= Jo.. [4]
i ii

H.2. El inversor admite cono conocida la distribucién de probabilidad

~

asociada a cada variable aleatoria ri.

H.3. Todos los titulos considerados son arriesgados.
Si todos los titulos son arriesgados entonces

o, %0 vi, i=1,2,...,N

H.4. En general, la rentabilidad del titulo i, (ri), no es independiente

de la rentabilidad del titulo |, (rJ). Ello significa que los
resultados de las variables aleatorias estan correlacionados, lo

cual se traduce en uma covarianza no nula.

La covarianza entre la rentabilidad del titulo i y la

rentabilidad del titulo j, GiJ’ se define como
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5 = E(ri-rj) TR [5]
o, # 0 i=1,2,..0,N;  j=1,2,...,N; j#i
o = V(ri) J=i

En funcion de las hipotesis anteriores (H.1, H.2, H.3 y H.4)
la rentabilidad esperada de la cartera es

N N N
E(R_) = E[Z xi';i] = SR CE(r) = > K [6]
i=1 i=1 i=1

y la varianza asociada a la rentabilidad de la cartera es

(R ) = E[R_ - E(R_)]? = [Zx v, Zx s ] -

i=1 i=1

N 2
E[in-(;i - pi)] -
i={

[ZX2(!‘ -p)2+ZZX'X r-;x)(r —pj):

i=1 j=1
J#l
N N N
= > XITE(r, - u;)? + > > Xi-XJ-E(ri - yi)-E:(r"i - ”.j) =
i=1 i=1 j=1

J#i
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j[::xi o, EEZZEZZ}( 2.8 [E(r ) -y ] =

i=1 j=1
J#i
N N
=ZX§'°H+ZZX X-o. ZZX X-c. [7]
i=1 i=1 j=1 i=1l j=1
J#i

H.3. Con respecto a Xi se debera cunpliquz

N N

a) E X, =1, es decir, E Y, = Wo
i=1 i=1

b) X.2 @ Vi, i=1,2,...,N.

La primera de estas hipotesis implica que no es posible el
endeudamiento, wmientras gque la segunda supone que estan prohibidas

las ventas al descubiertDSS.

54En el apartado 2.3. se consideran las modificaciones que distintos
autores han hecho a esta hipotesis.

55En wna venta al descubierto (“short sale"), el inversor, al principio
de wn periodo, pide prestados unos titulos a cambhio de restituirlos al
final de dicho periodo junto con los dividiendos proporcionados por los
mismos. Inmediatamente después de tener en su poder los titulos, los
vende a un tercero que al final del periodo considerado cobrara los
dividendos directamente de la entidad emisora de los titulos. En ese
momento, el inversor vuelve a comprar los titulos en el mercado y los
devuelve a su antigquo propietario, pagandole los dividendos que le
hubieran correspondido en el caso de haberlos tenido bajo su control
durante todo el periodo.

En el caso de estar permitidas las wventas al descubierto, el
presupuesta dedicado a la compra de titulos se incrementa en la cuantia
procedente de la venta de wmas acciones que no son del inversor. El
inversor que vende en el mercado unas acciones que no son suyas, se dice
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H.6. El inversor siempre prefiere mas a wmenos rentabilidad.

H.7. El inversor se conporta wmanifestando aversion por el riesgo
(comportamiento o proximidad de un dafin). El riesgo asociado a uma
determinada cartera se mide a traves de la varianza de la

rentabilidad de dicha cartera.

Las hipotesis H.6. y H.?. se pueden resumir en una i(mica que

considere al inversor como un individwo racional.

H.8. El criterio E-V determina que la cartera escogida sea la que

~

proporcione la utilidad (de la rentabilidad de la ocartera, Rc)

esperada maxima,

H.9. La funcion de utilidad es wna funcion cuadrética56 de la

rentabilidad:

que estd en una posicidén negativa y en este caso xi<0 puesto que no ha

dedicado nada de su presupuesto a esos titulos; E.F.FAMR, Foundations of
Finance; Portfolio Decision and Securities Prices (Basil Blackwell,
Oxford, 1977), pp.224-225; E.PEREZ GOROSTEGUI, "La Seleccion de Carteras:
Conmbinando Titulos con Riesgo”, A.F., 1988, pp.2130-2132,

%65 funcién de utilidad cuadritica es la imica que permite basar las
decisiones en funcion de la rentabilidad esperada de la cartera y de la
varianza asociada a dicha rentabilidad. Pero, no todos los autores
aceptan una funcion de este tipo por las restricciones que supone su
utilizacion (véanse los apartados 2.4. y 3.6. de esta Tesis donde se
consideran otras funciones de utilidad).
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o~ _ lnr '~2 .
U(R)) =a+ bR +cR  siendo cx0 [8]

La hipotesis H.6. impone que la funcidn de utilidad sea

creciente. Se cunplira, por tanto,

U’ (Rc) > 9

De H.7. se desprende que la funcién de utilidad es concava y

ello implica que

UIR ) <@

La forma de la funcion de utilidad y las exigencias sobre el
signo de su primera vy segunda derivada, iwponen restricciones al

signo de los coeficientes de la funcion:
U”(RC) =2c 0@ (c#@) ——c (0

U'(R)) =b + 2:0-R, 2 @ —— b2 -2:0-R, — (c(@) b20

El coeficiente "a" puede towar cualquier waleor.

Por otra parte, al tratarse de wna funcion ocuadratica y

exigirse gque sea creciente, debera limitarse el dominio de la

funcion a aguellos wvalores de RG comprendidos en el intervalo

(@, —5o—)-

La funcion que se trata de maximizar es la de la utilidad

esperada, que tendra la siguiente forma:



62

BACIA UNA TEORIA DE CARTERAS

E[U(R,)] = E(a + b-R_ + c-R?) = a + bE(R_) + c-E(R?) [9]

Si tenemos en cuenta que
o _ o - o 2 _ a7y _ = 2
U(R_) = E[R_ - E(R)]? = E(R?) - [E(R_)]
entonces E(E;) se puede definir en funcion de E(R ) v U(Rc):
R2Y _ U(R R 172
E(R?) = U(R_) + [E(R_)] [10]

En funcidn de [1@] la utilidad esperada de la rentabilidad de

la cartera [9] puede definirse del siguiente wodo:

E[U(R )] = a + b.E(R_} + c-U(R_) + c:[E(R_}]? [11]

De esta expresion, se desprende que la utilidad esperada es

una funcion de la rentabilidad esperada de la cartera y de su

varianza, E[U(R )] = £[E(R ), V(R )]. Esta propiedad permite al
criterio definido basarse, (micamente, en los dos primeros nomentos

de la distribucién de probabilidad.

H.10. El inversor, para un nivel determinado de riesgo, prefiere mas

rentabilidad a menos. Ello implica qu257,

97

BE[U(R )]

3E(R )

Denostracion:

=h + 2-0[E(§c)] = E[u’(ﬁc)]zo puesto que U’(ﬁc)zo.



HODELOS FUNDAHENTALES . 63

BE[U(R _)]

BE(R )

De igual wmodo, fijado wm nivel de rentabilidad esperada, el

. . . : . . 98
inversor prefiere menos riesgo a mas riesgo, es decir  ,

BF[UERG)] o
BV(RG)

Esta hipotesis aparecia ya en nuestra introduccion al comentar

un principio intuitive segim el cual, todo inversor considera la

rentabilidad esperada como algo positivo wmientras que la wvarianza

es considerado compo algo negativo.

H.11. Se consideran nulos los ocostes de negociacidn y transaccion

relacionados con la formacion de wna cartera nusva o cambio de wna

va existentesg.

SBDennstracién:
GE[U(R_)]
— =c (O
av(R_)
59

En el apartado 3.2. se modifica esta hipotesis.



&4 ‘ BACIA UNAR TEORIA DE LARTERAS

1.2.4, Seleccion de la cartera optima.

En funcion de las hipotesis del epigrafe 1.2.3., la seleccion de

la cartera optima para el inversor se divide en dos fases:

1) Primera fase: Determinacion de la frontera eficiente

En primer lugar se define el conjinto de todas las carteras que
son factibles. Cada wuna de estas carteras puede describirse en funcibon de
su rentabilidad esperada y su riesgo (medido a través de la varianza).

Una vez que todas las carteras estan representadas por el par

(E(ﬁc),v(ﬁc)), el criterio E-V establece que una cartera fi es preferida a

otra cartera B si y solo si:

O

EA > EB b4 Ua 4 UB

1A
<

Ey 2 Egy ¥y

Y una cartera es eficiente seqin el criterio E-V si:

i) para su rentabilidad esperada no existe otra cartera con menor

riesgo 6

ii) para su nivel de riesgo no existe otra cartera con una

rentabilidad esperada mayor.

El lugar geométrico de las carteras eficientes recibe el nombre

de frontera eficiente.
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La frontera eficiente puede encontrarse a través de los

siguientes rrétodos60

a) Analisis grafico, siempre y cuando el nimero de titulos considerados

sea igual o inferior a cuatro puesto que, como maximo es posible dibujar

en R? (en el espacio)SI.

b) Resolviendo wno de los siguientes problemas de optimizacion:

b.1)
Max E(R )
sujeto a

~ %*
V(Rc) =V

N )
S =

> Xi =1
i=1
Xi * 0 vi, i=1,2,...,N

4

La presencia de restricciones no lineales [V(§G)=V*] dificulta la

resolucion de este problema. Para evitar esta dificultad se resvelven los

60y.C.FRANCIS-S_H.ARCHER, op. cit., 1977, pp.69-107.

61El problema de determinacion de la cartera eficiente cuando se

consideran cuatro titulos, puede reducirse a un problema de tres
4

variables teniendo en cuenta la restriccién 2 Xi = 1.

i=1
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problemas planteados en los apartados b.2) y b.3) que proporcionan

iguales resultados debido a la propia definicion de frontera eficiente.

b.2)
~ 1
Min V(RC)
sujeto a

~ »
E(Rc) = E

N y
5 R, =1
i=1
Xi 2 0 » Vi, i=1,2,-|-’N‘

Este problema puede resolverse mediante la aplicacidn del método

de optimizacion clasico de Lagrange. Asi, dada la funcidn lagrangiana

N
L(E ,h1,02) = B(R ) + 2 [E(R) - E] + xz-[Z X - 1]
i=1

donde las expresiones de V(ﬁc) y E(ﬁc) deducidas en [7] y [6] son

respectivamente

N N
U(ﬁc) =2 > K X045

i=1 j=4
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las condiciones de primer orden de winimo son:

dL

—m = Z'Xl-011+2'X2'012+2'x§'0‘13+.-+2'HN'61N+)\1'[£1+)\2 =0
aL '

—az =,2'x1'a‘2+2'x2’(’22+2‘x3.023+"+2'XN'62N+>‘1""‘2.’.)\2 =Q

3

oL

—a—X; = 2‘){1.01N+2.X2‘02N+2‘X3.63N+-.+2.XN‘6NN+)\I’ﬂn.’.)\z = @
dL 3#

vl HyRytptg oty Habe o i X-E = 0

dL

T2=XI*XQ+K3+---*XN-1=O ]

Se demuestra que la solucidn al anterior sistema de ecuaciones

&2

es 3

% =a, +b E i=1,2,...,N [12}

La aplicacidn de Lagrange no garantiza que Xizﬁ. Para asegurar su

. . . 2
positividad deberan limitarse los valores de E para cada caso concreto.

62H.HBRKOHITZ, Mean-Variance Analysis Portfolio Choice and Capital
Markets (Basil Blackwell, Oxford, 1989), pp.127-13{.
J.C.FRANCIS~S.H.ARCHER, op. cit., 1977, pp.89-96.
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Asi, para N=2, la solucion al sistema es:

1 H* i ~ E
X(): Ha - E = 13
R TPEETH Mz = i M2 = iy [£3]
donde ay y by de [12] son
Ha 1
= ———ee b = e ———
A AENT ! Hz - 1
I 1 3 E* M
He = - 1 + E = — i4
2 Ha = My M2 = Mz = My [ ]
donde a; y by de [12] son
3! i
ag = - —HA1 by = ————
2 Mz = iy 2T T - m

En funcion de [13] y [14], la ecuaciton de la frontera eficiente

V(ﬁc) = (R])? 011 + (X})% 022 + 2:(R}) (¥8) 0y, =

1 » *
= z-“-—;;“ (c11 * 022 = 2:012) (E")? = 2:[uy1+(022-012) 412+ {011-6C12)]'E +
Ha—H)

+ (11)? 022 + (H2)? 011 - 2y 2019 [15]

Para garantizar la pnsitividad63 de Xg (i=1,2) debe acotarse el

valor de E*:

SSQ.D.HRRTIN propone un algoritwo de calculo para asegurar la positividad
de Xi en "Mathematical Programming of Portfolio Selection™, M.S5., 1995,

pp.152-166.
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i) p2 Y iy

En este caso debera garantizarse que

M2 — E >0
E - # z @
v ello implica que #; $ E& § g [16]

ii) Ha < My

Ahora deberad garantizarse que

g2 - E <@
E* - <0
y ello inplica que g, 2 E' i M [17]

Una forma alternativa de resolver este problema gque permite la
introduccién de la restriccion xizo consiste en la aplicacion de la

Programacidn Cuadratica tal como propone Harknwdtzeq.

5. MARROWITZ, op. cit., 1959, pp.321-322.
op. oit., 1989, pp.152-154.
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b.3)

Max [$-E(R_) - U(R_}]

sujato a

x-. 2 0 Vi, izl,z’lll,N

¢ es un parametro que representa la preferencia del inversor por la

rentabilidad frente al riesgo que debe asumir para obtenerlass.

Maximizar [¢-E(ﬁc) - V(ﬁb)] equivale a minimizar

[U(ﬁb) - ¢'E(§b)] y la solucion al problema definido mediante la

aplicacion de Lagrange supone minimizar la siguiente funcidn:

N
L{X,,2) = V(R)) - ¢-[E(R))] + »[Z X, - 1]

i=1

Y las condiciones de primer orden de minimo son:

65J.C.FBHNEIS—S.H.QBCHER, op. cit., 1977; p.97.
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aL
R,

I
S

2:¥, '01‘+2'X1‘Gl2+2'X3'U‘3+- . -"‘2'XN'01N"¢'}.(|+)\ =

aL
)8

I
e

2.¥, 'O|2+2'X2'022+2'X3'023+--.+2'XN'02N-¢'[.(2+)\ =
.....IIIIIIl'll.....'.--.....'....'.l..l.....-.-.'--.'....')

aL

1l
©

2-}{1 'GIN+2'X2 '02N+2'X3 'G'3N+- . -+2'XN'C7NN-¢‘HN+)\

aL
2N

Xl +X2+X3+---+XN"1=0

L. . . . 6
La solucion a este sistenma de ecuvaciones tiene la formae H

x; =c, +d. ¢ i=1,2,...,N. [18]

En el caso que N=2, la naturaleza de la solucion es la siguiente:

X! = Gi12 = OG22 _ __ M1 = H2 $ =
2012-611"022 2{201,-01,—0C22)
2: (012 = OG22} = (#h = p2) 9 . [19]

2:{20,2 - 011 — Oa2)

donde c, y d, de [18] son

O12 = Oag dy = - M1 — M2
2012=011-022 2:(20,,-011-C22)

C; =

667.C.FRANCIS-5.H.ARCHER, op. cit., 1977, p.96-104.
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X! = Ci2 ~ o1, My ~ M2 é
2 20127611022 2:{2012-011-022)
(#1 = pp) ¢ + 2:(ch2 -014) [20]

2'(2012 - O - 522)

donde c, y d; de [18] son

Gy — Oy d, = M1 — M2
2012-011-022 2:(2012-011-022)

Al igual que en el caso b.2) deben limitarse los valores que

puede tomar ¢ para garantizar la positividad de X} y X1,

Como el denominador de [19] y [20], (20,2-0),-C22), toma siempre

. 687 1 . .
valores negativos para que Xj sea positivo o cero se necesita que
2:{c12 - O22) £ (M) = H2)' 9

2: (012 = O22)
M1 = Ja2

"

Si 4y — 4230, entonces ¢

2:-(cy12 - 022)
#1 T M2

Si u; - p2{0, entonces ¢ ¢

Igualwmente, para que X! sea positivo o cero se necesita que

(#1 = p2)¢ + 2-(012 - 011) 2@

67 -
Demostracion:

2002 - 01 = O3 = = (0’11 + Og9 = 2'01'0'2'P12) donde -1<p;251. En el caso
gue pyz=1 se cumplira que

-(o11 *+ 622 - 2:01'02°p12) = ~(0) - 02)7
y ello garantiza que 25,, - 0, - 037 sea siempre negativo. Por tanto, si
para p13=1 se cumle que o3, + 0372 > 20102p132, esta desiqgualdad se
cumplira para cualquier otro valor de p,; inferior a wo (-1¢p;;21) y, en
definitiva

= {011 * 022 ~ 2012) ( @ Vpya; -14pyasl.



HODELOS FURDAHENT ALES A 73

2'(912.‘ 011)
M1 — M2

Si uy - M2 } 9@, entonces ¢

1A

2:-(c15 ~ O14)
My = M2

Si gy - M2 { @, entonces ¢

1A

En definitiva, los valores que puede tomar ¢ son:

; 2'(012 - 022) 2:{cy2 - 511) ;
i < < i H 21
) Hr T M2 <9 M1 = M2 st 7 i [2]
i 2:-{o12 - o11) 2 < 2:(012 — G224} ;
2 2 ) 22
L ¢ My - M =t Hz 7 A [22]

Después de resolver separadamente los problemas b.2) y b.3)

podemns demostrar que awbos proporcionan iguales resultados. Para ello,

. . H .
hastara con relacionar E y ¢ que son las variables de las gque dependen
las soluciones de b.2) y b.3) respectivamente y, en concreto, determinar

cudl es la rentabilidad esperada de la cartera para el problema b.3).

Asi, la rentabilidad esperada de una cartera en que los pesos de

los dos titulos son los obtenidos en [19] y [20] es:

E(R)) = Rl-s1 + Ri-pep =

2:(0y12-0y1) m2 + 2:(0127022) ity = {M2—p1)% 8 [23]
2:(20,2-011-022)

Para cada valor de ¢ existe un tmico valor de E(ﬁc)=E* v ala

inversa. Si sustituimos la expresion de E(ﬁc), [23], en R} [13] y R} [14]
(solucién al problema b.2.) podemps ver que coinciden con ):41 [19] y ¥}

[2@] respectivamente:
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#
Xy = g ~ E =
M2 — I

2:(20,2-011023) #2=2+ (0127011 ) ' #2-2:{012-C22) gty +{sta—pty )2+ ¢
2-{uz—11) - (2012~011-022)

2:{012-022) 2 = 2:(012=022) iy *+ (#2=1y)%-¢ =
iTIM:*#l)'(Zﬁtz‘Glx‘Gzz)

2 {pa=p1 ) {O12~622) + {pa=p1}2 ¢
2 {p2-11) (2012-011-C22)

- 2'i012’022) + (fa—pty ) 8 - 2'(012'022) = (py-pa) 9 = X}
2:(20,2-011-0C22) 2.{20,2-011-022)
#
X0 - E ~ M
0 - =
Mz — M)

2:(012-011) 4242 (61 2-022) sty ={fta=41 )2 $-2(20,2-011-622) ' 411
2(#2“#1)’(2612‘011f522)

2:(012-011) #a = 2-(012-031) wy = {po=p1)% ¢
2 (p2=1) {20120y 1-C22)

2 (pa-pty ) (012~011) = (M2=0y )2 ¢
2-{f2~#1) (0127611-C22)

2:{c127011) = (#2-m)+¢ _ 2:{012-011} + {p1-pa)-¢ _ X}
2:(2012-011-022] 2:(2012-011-022)

Para el caso general de una cartera con N titulos, la solucién

de los problemas h.2) y b.3) es, respectivamente:
R0 =a +b E
i i i

1 _ .
Xi oy + di ¢
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Y la rentabilidad esperada de la cartera para b.3) es

N N N
E(ﬁc) = Z (ci + di'¢)'ﬂi = Zci'”i + ¢'Z d; M,

i=1 i=1 i=1

La relacion existente entre E(ﬁc) y ¢ garantiza la coincidencia -

de las dos soluciones.

2) Sequnda fase: determinacion de la cartera optima para el inversor

concreto

En funcidn de las hipotesis wutilizadas, la frontera eficiente
sera la mismm para todos los inversores, pero de entre todas las carteras
que constituyen dicha frontera cada inversor escogera aguella que
maximice su utilidad esperada; dado que la funcion de utilidad es

distinta para cada inversor, la cartera optima tambien lo sera.

Es importante sefialar que la frontera eficiente muestra todas las
combinaciones eficientes de titulos y cada una de estas combinaciones
(cartera de titulos) tiene asociada wna rentabilidad esperada y wma
varianza; del mismo modo, en [11] se puso de manifiesto que la utilidad

esperada dependia de estas dos variables:

E[U(RC)] =a + b-E(RC) + C'V(Rb) + c-[E(Rc)]2 [24]
Ctomo la frontera eficiente proporciona cudl es la wvarianza
asociada para cada nivel de rentabilidad esperada y moestra, por tanto,
que U(ﬁc) depende (micamente de E(ﬁb), E[U(ﬁc)] se convierte en uma

funcion de wna tmica variable [E(ﬁc)].
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La solucion a este problema consiste, pués, en la maximizacion de
wma funcidn de wna ‘mica variable. Serd facil, por tanto, deducir cual es

la cartera que proporciona la maxima utilidad esperada.

Si para N=2, sustituimos la expresion de V(ﬁc) obtenida en [15]

en E[U(ﬁb)] obtenemos

E[U(ﬁc)] =

c *
(o1 *+ 022 = 20012} (E'})? - 2:[p1+(022-012) +

(ﬂz'ﬂ1)2 '

= a + va*+

% ' »*
+ gz (011-012)]'E + (i1)2:022 + {#2)21 011 = 204y p3+012) + < (E )2 [29]

Si igualamos a cero la derivada de E[U(ﬁb)] en [25] respecto a E'

obtenemos el valor optimo de esta variable:

et 2-c-[uy (022-612)*¢a (011-012)] = b {Ma=p1)? [26]
opt 2.c:[{o11%022-2 02 )+ {6211 ) 7]

Sustituyendo [26] en [13] vy [14] se obtienen las proporciones

invertidas en cada titulo que proprcionan la cartera optima.

finaliticamente, la cartera optima es la que resulta de la

tangencia entre la frontera eficiente y el mapa de curvas e isoutilidad.
Cada wna de estas curvas representa a todas las conbinaciones de E(ﬁo) y

U(ﬁb) gque proporcionan la misma utilidad esperadasa.

SBG.C.PHILIPPBHOS, "Mean-Variance  Portfolio Selection Strategies”,
incluido en J.L.BICESLER, Handbook of Financial Economics (North Holland,
Amsterdam, 1979), pp.311-312.
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Eroll, Levy v l‘larkuwitz69 estudian las diferencias que se

producen entre la busqueda de la cartera Optima en las dos fases citadas
y directamente a través de la maximizacién de la funcion de utilidad
esperada sin obtener antes el conjunto eficiente. Demuestran que en ambos
casos se llega a resultados wuy parecidos y gue en el caso de
maximizacion directa de la wutilidad esperada, las carteras optimas

obtenidas estan muy proximas al conjunto eficiente.

Los autores, destacan wma wventaja del primer procedimiento al
senialar que el conjunto eficiente es el mismo para todos los inversores y
ello facilita el trabajo a un analista que tenga varios clientes; puesto
que la ocartera optima se hallarda entre un conjunto mas reducido de
carteras factibles que 2l que se presenta al maximizar directamente la

funcion de utilidad.

En el caso de maximizacion directa de la funcidn de utilidad, el

problema puede representarse del siguiente nodo70=

Max E[U(R_)]

sujeto a

x 2 0 Vi, i=1,2’|--,N

El wodelo descrito permite al inversor seleccionar la cartera
dptima para un periodo si su objetivo es maximizar la utilidad esperada

de la rentabilidad de la cartera y bajo las hipotesis citadas.

69y EROLL-H.LEUY-H.MARROMITZ, “"Mean-Variance Versus Direct Utility
Maximization"”, J.F., 1984, pp.47-61.

70y RROLL-H.LEVY-H.MARROWITZ, op. cit., 1984, p.49.
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1.2.5. Generalizacion del modeia E-V Basica

Una finalidad de nuestro trabajo es desarrollar un wodelo de
seleccion y revision de carteras, es decir, un modelo gque permita al
inversor determinar, al final de cada periodo en los que ha dividido el
horizonte temporal de posesién de la cartera, la nueva coartera optim
para el siguiente periodo y por tanto, las wodificaciones que ha de
llevar a cabo en su antigua cartera para adaptarla a la nueva, suponiendo
que actta en cada periodo como si éste fuera el dltimo del horizonte
temporal. Es decir, el inversor aplica el mdelo no solo para seleccionar
la primera cartera sino también al final de cada uno de los periodos de
posesion de la misma. Ello requiere gque efectuemns algunos cambios en el
mxielo para permitir su aplicacion periodicamente puesto gque la funcidn
de utilidad en base a la rentabilidad de la cartera presenta dificultades

al intentar utilizarla en periodos distintos.

Se supons que el inversor se comporta en cada periodo queriendo
maximizar la wutilidad esperada de la rentabilidad de la cartera. Pero,
dicha funcion sera distinta periodo a periodo va que la utilidad de la
rentabilidad de 1la cartera no es la misma para todos los niveles de
rigqueza y ésta sufre variaciones en cada periodo. Como al final de cada
periodo, la riqueza del inversor es distinta a la del principio de dicho
periodo, sera necesario definir una nuweva funcion de utilidad al
principio de cada nuevo periodo. Para evitar esta dificultad, puede

definirse wna funcion de utilidad basada en la rigqueza del inversor en

lugar de la rentabilidad de la cartera?l.

i . - .

Suponewmos que la funoion de utilidad mantiene su estructwra y que lo
tnico que se modifica, como consecuencia de la variacion de la riqueza,
son sus parametros.
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La funcion de utilidad basada en la riqueza, W, del inversor se

define del siguiente mbodo:

U (W) =« + AW+ v [27]

La funcion de utilidad de la riqueza tiene asociada wna tmica
funcién de utilidad de la rentabilidad de la cartera, por lo que no hay
ninguna contradiccidn con el modelo descrito anteriormente. Este es un
resultado que intuimos al estudiar la cuestion y que hemos confirmado via

dempstracion.

Sea:

+) t: momento en que el inversor se dispone a constituir o revisar su
cartera (t=0,1,2,...,T-1); t=@ representa el nomento en que el

inversor selecciona su primera cartera (que wentendra sin canbio

algmo dwurante el periud072 1}, vy t=T representa el momento en que el

inversor liquida definitivamente su carteraj;

*) W, : riqueza del inversor en el momento t (inicio del periodo t+1);
t

Como se trata de revisar una cartera ya existente, Wt esta

formada por dos elementos:
a) Valor de wercado en t de los titulos poseidos en ese periodo.

b) Dividendos cobrados en t por los titulos poseidos en ese

periodo.

72En general, el periodo t+1 se inicia en el momento t y finaliza en el

momento t+i.
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Se supone que el inversor reinvierte la riqueza disponible en el

momento t, Wt, en el siguiente periodo.

*) Y,,: cantidad total invertida en el titulo i (i=1,2,...,N) en el

momento t (t=0,1,2,...,T-1) tras la revision efectuada en dicho

momento. y que se mantendra durante el periodo t+1;

*) X% proporcion de W, destinada al titulo i (i=1,2,...,N) en el

morento t (t=0,1,2,...,T-1):

o~

*) Pitsy? tasa de rentabilidad (aleatoria) del titulo i (i=1,2,...,N) en

el momento t+1 (t=0,1,...,T-1):

~ ~

~_ Pitnn T Pit ¥ Y
it+1 ~ Pi¢
donde

Pieg’ precio de nercado del titulo i en el nomento t+1 (final

del periodo t+1);
P4t precio de wercado del titulo i en el nomento t (al inicio

del periodo t+1);

diie? dividendos del titulo i pagados en el womento t+1 (final

del periodo t+1});
‘) R 4y tasa de rentabilidad (aleatoria) de la cartera en el wowento

t+1 (t=0,1,2,...,T-1):
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N

Boger = 2 Bjg'Tigey
i=1

En general, el objetivo en el momento t (t=@,1,..,T-1) consiste
en maximizar la utilidad esperada de la rigueza en t+l (al final del
periodo t+1). Debe definirse, por tanto, la funcion de wutilidad de la

rigqueza del siguiente modo:

~r

* o - W . 2
W) =ar8U,, +v(U,) (28]

donde

"~ ~

ﬁ =W, + =W'(1+R [29]

te1 = Y T Bopa W

Sustituyendo W  , en la funcion de utilidad [28], se obtiene:

»® ™~ _ o~ . . ~ 2 _
U(Weyg) =a+ BW(L+R )+ v [W (L+R )] =

] 2 . 21.'2 [ ] 2- =
+ ¥ Wt + ¥ W{ Rct+1 + 2.9 Wt Rct+1

¢ Boter

@+ B+ B

) 2 . v W2} .R Ju2.n2
a+ BW o+ YW 4 (B W, o+ 2.y wt) Bosg ¥ YW RS [30]

Hacienda73,

w
1l

a + B-N£ + V-Niz

=
|

—3 ] . . 2
BU, + 2.7.W

c = V-W:

73En t, la riqueza Wt es wn dato.
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la funcidn de utilidad de la rigqueza [3@] puede definirse también asi:

»* "~ B ‘m .~2 _
U (ut+1) =a+h Rct+1 +c Rct+1 = U(Rct+1) [31]

Se puede apreciar que a, b y ¢ son coeficientes que dependen “t y
por tanto, para cada wt sera necesario determinar la nueva funcion de
utilidad de la rentabilidad.

Hemos demostrado que cada funcion de uvtilidad de la riqueza tiene
asociada wma y s6lo wna funcidn de utilidad de la rentabilidad de 1la
cartera. Debido a esta propiedad y a la dificultad que plantea el hecho
de ir modificando, periodo a periodo, la funcion de utilidad de la
rentabilidad de la cartera, en el wmodelo de revision se usara la funcion

de utilidad de la rigueza al final de cada periodo.

Del mismp modo que la utilidad esperada de la rentabilidad de la
cartera depende de la rentabilidad esperada y la varianza asociada a la
misna, se puede denostrar que la utilidad esperada de la riqueza en t+l

depende sOlo de la riqueza esperada y su varianza asociada.

fisi, dada la funcion de utilidad [28]:

* ~ _ ns . "~ 2
U (W, ) =@+ B+ v (W)

la utilidad esperada de la rigueza es:

E[UM(W,, )] = a + BE(W,, ) + ¥E[(W,, )?] [32]

Teniendo en cuenta que

U(H,,,) = E[W,,, - E(U,,)]* = E[(W,,,)?] - [E(¥,,,)]*



HODELGS FUNDAMENTALES , 83

e 2 < ol -~ . :
podenos expresar E[(W__,)*] en funcion de E(W,,,) v V(W ,,) del siguiente

wodo
E[(Wt+1)2] = V(Wt+1) + [E(Wt+1)]2 [33]
Y, en funcion de [33] la utilidad esperada [32] es
%~ ~ ~ -
E[UT (W, )] =a+ BEM )+ vV, )+ v-[E(wt+1)]2 [34]

En definitiva, la utilidad esperada de la rigqueza al final del
periodo t+l es una funcion del valor esperado de dicha riqueza y de la

varianza asociada:
* onr L d "~
E[U"(W,,,)] = £[E(W,, ), VW, )] [35]

Pero, a su vez, E(N¥+1) 4 U(Wt+1) se pueden expresar en funcion

de E(R_.,,) v V(B (,,;)- 8si,

= U, + WOER ., ) = W[l + E(R_, )] [36]

E(u{ t ct+l

+1)
4 _ nr _ L 2 _
V(Weyy) = E[W,y - B(W,,)]° =

= W [Roy,, - E(Ryy, )11 = B[R, - E(R y, )]%} =

‘- 2' ~ _ ~ 2_ 2. n
= W E[Rct+1 E(Rct+1)] = W v(R't::t+1) [37]

Teniendo en cuenta [36] y [37] la utilidad esperada [34] puede

expresarse también asi,
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E[U*(W,, )] = a + B{W [t + ER_,, )]}

+ v [WEV(R, )] 4 VW [ +ER I =a+ BU +vuE

u?)-E(R 2. UIR U2LTEIR 2
+ (B, + 27 W2)-E(R_,,,) + VWIV(R )+ VWL [ER )] [38]
Haciendo,
as=a+pu + v-w:

=9
n

» vy 2
ﬂwt + 2:¥. W
C = \"Wz

t

la utilidad esperada [38] es

E[U(W,,,)] =2+ bER_, )+ VR, ) +c[ER,)]* [39]

Esta expresion la podiamps haber obtenido directamente a partir

de la funcion [31]:

o - ot 2
U(U,,,) =a+ bR, + e (R, )

ot+l

En este caso,

E[U*(W, )] = a + BER ) + ¢ E[(R,,)*] [40]

Sabiendo que

U(Rygyy) = El(Rypay)?] = [E(Ryy,, )]
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la utilidad esperada [4@] se convierte en

*,~ B e Uin TIEiR 2
E[U (Wt+1)] =a+h E(Rct+1) +c V(Rct+1) +c [E(Rct+1)] [41]
expresion que coincide con [39].

En resumen, si el horizonte temporal estid constituido por T
periodos y al final de cada uno de ellos, excepto el tltimo, el inversor
revisa la cartera con el obhjetivo de maximizar la utilidad esperada de la
rigueza al final del siguiente periodo, la cartera optima es la cartera

eficiente que maximiza la utilidad esperada de la riqueza en t+l.

La frontera eficiente para el wmomento t (t=0,1,..,T-1) es la

solucion al problenavq:

Min U(Wt+1)
sujeto a

) #
E(Wyy) = E
N

xlt =1 t:@,.’.,---,T-l

i=1
Rip 20 i=1,2,...,N; t=0,1,...,T-1

74 L. . .
Las restricciones tercera y cuarta equivalen respectivamente a

N
*) E Yit - Wt t=0,1,...,T-1
i=1
‘) Yit > @ i=1,2,...,N; t=0,1,...,T-1.
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De [36] v [37] sabemos que

~

Rct+1)

" 2.
V(W) = W

E(W,,,) = U [14E(R,, )]

~ o~ %
v por tanto, minimizar U(Wt+1) sujeto a E(W£+1) = E equivale a minimizar

e A "r ) _ *
U(Rct+1) sujeto a E(Rbt+1) = E

.~
La ventaja que presenta la primera forma es que al estar U (Wt+1)
definida con todos sus parametros desde el nmowento de constituir 1la

primera cartera (a,8 y ¥ se conocen en el momento @) basta con conocer
" o~ . . . * ~nr
E(W{+l) v V(W¥+1) para saber cual es la cartera que maximiza E[U (Wt+1)].

El proceso es miAs complicado si se utiliza U(Rct+1) puesto que en cada

periodo deben determinarse los parametros (a,b y c) de esta funcion.

El inconveniente que presenta la wutilizacion de U(§Ct+1) se
mantiene en el caso de waximizacion directa de la funcion de utilidad
esperada. Por dicho wotivo, si el inversor escoge este camino para
determinar la cartera que satisface el objetivo que se ha fijado para
t+1, debera resolver en el nomento t (t=0,1,...,T-1) el problem

siguiente:

Man E[U"(W,, )]

sujeto a
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En el Capitulo 5 se deduce la cuantia Optima que debe invertirse
en cada titulo si el inversor wmaximiza directamente la funcion de
utilidad esperada de la riqueza disponible en el momento T. Como o©caso
particular se deducirda tawhién la solucion al problema que aqui hewos

planteado.

En general, un inversor que se guie por el wmodelo E-V basico,
determinara en el instante t {inicio del periodo t+1), la cartera optim
para el periodo t+1 y, al no considerar la existencia de costes ni de
impuestos, venderd y comprari los titulos que necesite para constituir la

nueva cartera optima.

En el caso particular de que t=0, el wmodelo también puede
aplicarse y en este supuesto se produce la seleccidn de la cartera de
valores por primera wvez. Para t=0, W; estd compuesta tmicamente por

dinero liquido.

1.3. HODELDS DE INDICES

1.3.1. Introduccion

El nodelo E-V basico precisa, para su aplicacion practica, de un
gran nimero de datos. Asi, si se considera un conjunto de N titulos para

seleccionar la cartera optima, deberan calcularse N rentabilidades

2
N +N

. . 75 .
5 varianzas y covarianzas . Se puede apreciar que

esperadas y

7SScm las cowbinaciones de N titulos tomados de dos en dos.
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si N es elevado, el nimero de datos precisos es tan alto que limita la

aplicacion del modelo.

Sharpevﬁ, con el objeto de crear un modelo sinmplificado de

seleccion de carteras que precise un wenor ntmero de datos (mdelo

diagonal o de Sharpe), introduce en el modelo E-V un nuevo supuest077:

Las rentabilidades de wvarios titulos se hallan
relacionadas (micamente a través de factores basicos
fimdamentales. La rentabilidad de wn titulo se determina
exclusivamente a partir de factores aleatorios y de un
elemento externo tmico:

r =a, +bf+e i=1,2,...,N [42]

1 1 1 1

. 78 ~ s
También puede expresarse r, com la siguiente suma:

;. =3 + b."f . i=1,2’lll,N [43]
donde,

«) N: nimero de titulos considerados;

‘) r;: variable aleatoria "tasa de rentabilidad” del titulo i;
i=1,2,...,N;

0) Ei: componente de ;i que se puede atribuir al comportamiento del

titulo considerado y que, por tanto es independiente del indice;

i=1’2,III’N;

754.SHARPE, "A Simplified Model for Portfolio fnalysis®, M.S. 1963,
pp.277-293.

77\, SHARPE, op. cit., 1963, p.281.

78

En realidad deberia especificarse ;i L (t=@,1,...,T-1) para considerar

t+
la rentabilidad en cuwalquier punto decisorio, pero omitiremos el
subindice t+l para facilitar la notaciodn.
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Esta componente puede desdoblarse, asimismo, en

d. =a.+e, i=1,2,...,N [44]

) a;: representa el valor esperado de 31; i=1,2,...,N;

) e,: representa la parte aleatoria (error aleatorio) de Ei y se

construye de modo que E(Ei)=®; i=1,2,..,N;

) T: variable aleatoria que representa la tasa de rentabhilidad del

indice al que se halla sujeto r.j

A su vez, I puede descowponerse en dos sumandos

+ Bey [45]

donde

*) ey ©S el parametro gque representa el valor esperado del
indice

) eyey €5 la parte aleatoria del indice que se construye de wodo

que E(gi) se anule.

‘) bi= medida de respuesta del titulo i a camhios en el indice;

i=1,2,...,N;

I es el tmico elemento a través del cual se relacionan las

rentabilidades de todos los titulos analizados y puede ser un indice del
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wercado de valares, PNB, un indice de precios & cualquier otro factor que

influya en la rentabilidad de los titulos.

El estudio de este modelo de indices se Jjustifica no so6lo por
simplificar el wodelo E-V basico, sino también porque constituye un punto
de apoyo para otros modelos de seleccion de cartera como son, por
ejemplo, el modelo original de Fam (apartado 2.2.1.), modelo
Esperanza-Entropia {apartado 3.5.) y nodelo de Programacion por Objetivos
(apartado 3.9.).

Coben y Pogue79 consideran que el modelo de un solo indice no
refleja con exactitud la realidad puesto que, segim ellos, es dificil de
justificar la relacion de la rentabilidad de todos los titulos con un
tnico indice. Seqim estos autores, deben utilizarse diversos indices
sectoriales, de modo que cada titulo (en funcién del sector al que esté
asociado) esté relacionado con el indice del sector al que se halla

ligado.
Asi, dado,

*} M: nimero de sectores industriales en los que se agrupan los N

titulos, y,
‘) Ni: nimero de titulos que pertenecen al sector "k"j; k=1,2,...,M
si el conjunto de titulos considerado puede agruparse en M sectores y la

rentabilidad de cada titulo estd relacionada linealmente con el indice

del sector al que pertenece, se obtiene la siguiente expresidn para dicha

rentabilidad:

r; =a; ¢+ bi-Ik te; [46]
tal the (.i./iGNk} y k=1,2,--.,Mn
7

9K.J.OGIEN—J.Q.POG]E, “An  Enpirical Evaluation of Alternative
Portfolio-Selection Models™, J.B. 1967, pp.166-193.
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En este caso, Ik es el indice del sector econdomico k. En funcidn

de la descripecion del indice I Cohen v Poguwe distinguen dos wodelos

k,
multi-indice:

#) Modelo multi-indice: form covarianza®?

k=l,2,...,M [47]

donde a es el valor esperado de Tk Y Nk la parte aleatoria del

N+k

indice tal que E(e, . )=0.

N+k)

#) Modelo multi-indice: form t'.liagcmal“31

Ik = 8.0 + bN+k'I + etk k=1,2,...,M [48]
o bien
Ik = dN+k + bN+k'I k=1,2,...,M [49]

En este caso, la rentabilidad asociada al indice, Tk’ se puede

desdoblar en dos conponentes:

*) dN+k: recoge la parte de la rentabilidad debida al comportamiento del
propio indice y, a su vez, puede descowponerse en

e

*) Ak valor esperada de dN +k

*) B4t Componente aleatoria de d . con E(emk):O

80y 5 .COMEN-J.A_POGUE, op. cit., 1967, p.170.

Blg J.COMEN-J.A_POGUE, op. cit., 1967, p.171.
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+) I: indice de mercado a través del cual se relacionan entre si los
indices de los distintos sectores. lLa respuesta de cada indice

sectorial al indice de mercado la determina el parametro bN+k'

A su vez, al iqual que en el modelo de Sharpe, T se describe del

siguiente nodo:

~

e S T R PV S [50]

i

siendo aN+M+1 el parametro que representa el valor esperado de b b4

~

EN+M+L
E(

la parte aleatoria de este indice que se construye de wodo que

eN"'M‘*'l )=0.

Se puede considerar que el modelo multi-indice en forma diagonal
incluye como casos particulares el mwodelo multi-indice en form

covarianza y el modelo de Sharpe.

Ahora bien, en los tres modelos anteriores, incluso en el caso de
los modelos mlti-indice, se supone que la rentabilidad de cada titulo
depende directamente de wn tnico indice. fisi, en el wodelo de wn tnico
indice de Sharpe se relaciona, explicitamente, la rentabilidad de cada
wo de los titulos considerados con un ‘mico indice de wercado. Y, en los
modelos multi-indice, aunque se reconoce la existencia de M indices, cada
uo de los cuales esta asociado a uno de los M sectores econdmicos o
industriales en los gque se divide la economia de wn pals, la rentabilidad
de un determinado titulo solo se halla relacionada con el indice del
sector economico al que pertenece. Por tanto, solo es un indice el que
determina la rentabilidad del titulo (adems de las caracteristicas del

propio titulo).
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Siguiendo wna sugerencia del profesor Borrell admitiremos la
posibilidad de que la rentabilidad de un titulo pueda depender de wo o
mas  indices. Con elloe pretendemos abarcar el wmayor nimero de
posibilidades y dar entrada a un mayor nimero de supuestos. Se trata, en

realidad, de una generalizaciin del mdelo mlti-indice.

De este wmodo, siguiendo también a Durhanez, si distinguimos L

indices diferentes y hacenpns depender la rentabilidad de wm determinado

"

titulo de dichos indices, la expresion de r, es

L L
= .1 + = .1 i= R
r,=a; + E b, +I_+e, =d + E b, +I_ i=1,2,...,N [51]
s=1 s=]1
donde,
*) 31 = a; + gi’ tiene igual . interpretacion que en los modelos
anteriores; i=1,2,...,N;

‘) TS: variable aleatoria que representa la tasa de rentabilidad del

indice al que se halla sujeto r.; s=1,2,...,L;

*) bis’ parametro que recoge la respuesta del titulo i ante cambios en el

indice fs' 5i bis es @, ;i no depende del comportamiento del indice

Ts' De este mpodo, se admite que un titulo pueda depender de o o

varios de los L indices considerados; i=1,2,..,N; s=1,2,...,L;

BzS.DURBQN, La Ewpresa ante el Riesgo, (Ibérico Europea de Ediciones,
Madrid, 1983), pp.264-265.
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En cuanto al indice fs, se pueden distinguir, al igual que en el

caso del modelo multi~indice, dos supuestos:

e

DV I=ag, ten s=1,2,...,L [52]
donde A4s es el wvalor esperado de IS y en+s la parte aleatoria de
este indice con E(eN+S)=0.

.) IS = aN+S + bN+S'I + QN+S S=1,2,||-,L [53]

donde I es el indice general de wercado cuyo comportamiento viene

descrito por la siguiente expresion

~

T =3t ¥ ONeLst - [s4]

y los paranmetros son los valores esperados de IS el

aN+s Y ON+L+d

~

respectivamente mientras que e representan la parte

N+s ¥ SN+L#1
aleatoria de dichos indices. El paramentro b

Nts mide la respuesta de

TS al indice general de wercado, 1.

Resumiendo, los modelos de indices se pueden esquematizar del

siguiente wodo:
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Dado gque el modelo de indices miltiples en forma diagonal puede
considerarse wna generalizacidn de los demas wodelos de indices, lo
desarrollaremos en primer lugar y a partir de las expresiones obtenidas,
deducirenns las espresiones de los restantes wodelos como  casos

particulares.

1.3.2. Nodelo de indices maltiples: forma diagonal

En este wmodelo la relacion entre la tasa de rentabilidad del

titulo i y los indices considerados es la siguiente:

L
ri = aj, + E biS.IS + ei i=1’2,lll,N [55]
s=1
IS = aN+S + bN+s'I + N+S 5=1,2,ln|,L [56}
I=au ¥ ONeLet [57]
83

1.3.2.1. BRipdtesis del modelo

Las hipotesis relativas a las wvariables aleatorias que
intervienen en el wodelo de indices miltiples en forma diagonal son las

siguientes:

83Q.daptac:i6n de las  hipotesis realizadas por Cobhen y Pogue;
E.J.COHEN-J.A.POGUE, op. cit., 1967, pp.l17@-172.



MODELOS FURDRMENTALES ‘ 97

HIII

H.2.

H.4.

H.6.

E(e,) = © i=1,2,...,N.
v(;i) = Q i=1,2,...,N.
Ccm(;i,;j) =0 i=1,2,...,N  §=1,2,...,N j#i.
la {mica relacion entre ;i Yy ;.j se establece a través de los
indices.
E(§N+S) -0 s=1,2,...,L.
v(;Ni's) = Qae s=1,2,...,L.
CDV(;N'*'S'gi) =@ 5=1,2,...4L i=1,é,...,N.

Ei (i=1,2,...,N), es la parte aleatoria de la componente de la
rentabilidad debida al propio titulo y es independiente de los

indices considerados.

H-?. CDV(EN"‘S’EN"'t) = 0 5=1,2,---,M t=1,2,---,“ t#S-
Los indices considerados se relacionan, imicamente, a traves
de un indice comm.
H.9. V(EN+L+1) = QN+L+1
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i=1,2’ LY ,N+L

H.10. Cov (eg,, . .1e;) = ©

La parte aleatoria que describe el comportamiento propio de
cada titule o indice es independiente del indice general

considerado.

Las hipdtesis H.1., H.4. y H.8. se pueden resumir en

~

H.l’- E(Ei) = 0 i=1,2,-..,N+L+1-
Las hipotesis H.2., H.5. y H.9. se pueden resumir en
H.2. V(e) = Q; i=l,2,...,N+L+1.

Finalmente, las hipotesis H.3., H.6., H.?7 y H.10 se pueden

resumir en

H.3’. Cov(ei,ej) =0 i=1,2,...,N+L+1
J=1,2,--.,N+L+1 J.#il

1.3.2.2. Valor esperado y varianza de r,

En virtud de las anteriores hipotesis se puede hallar la
rentabilidad esperada del titulo i (i=1,2,...,N):

L L
E(r,)=a, +> E(I)+E(e)=a, +> b EI)-=
s=1 szl
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L
=a+ Z bis-[amS + bN_I_S-E(I)] =a+ Z bis‘(ah“s + bn+s'an+t+1) [58]
5=1

E(;i) esta formeda por dos componentes:

a) a;: aportacion a E(Fi) debida al comportamiento del titulo

considerado.

L

~ .
b) — bis

s=1

al comportamiento de los L indices que influyen en el titulo

+b aportacién a E(r;) que se debe

(Ppes * Pres 2neren)?

considerado.

Tanmbién el riesgo asociado al titulo i y medido por su varianza

[V(;i)] esta formado por dos componentes que permiten distinguir entre

riesgo sistematico y riesgo no sistematico:

L 2
v(r;) = E[F, - E(r,)]? = E{Z b, [T -E(T )] + ;1} -
s5=1

L L L
=2 b2 E[T-E(I)]*+> > bis-bit-E{[TS—E(TS)]-[Tt-E(ft)]} +
g=1 5=1 t=1
t#s

L
+ E(;i) + 2-E{;i-[§:: biS.[TS - E(TS)]]] =
g=1
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ne

- 2 "2 It .
Zhls ‘bms E(eN+L+1) + E( ) + 2 Byes E(e--_»N+L+1 eN+s) +

L

+ ZZ b, b, [ N+s PN+t E(en+L+1) + bN+t'E(eN+L+1'EN+s) *
s=1 t=1

t#s
o~ 'N ~ne 'N ~2
* bygys B(opapey Onet) * Elongg o) |+ Eleg) #
L
~ o a4
* Zb ‘P E( N+L+1'Ei) +2 by E(ey, &)
s=1 s=1
L L
—4 2 1 3 2 [ .
=2 B (B Qe * Ques) * 22 by By (B B Q) ¢
s=1 s=] t=1
t#s
[59]
84 . ~

1) Por definicion, Cov(e ,e ) = E(e e, ) - E( i) E(e } v, por tanto,
E(ei-ej) = Cov(ei,e‘j) + E(ei)~E(eJ)

Por las hipdtesis H.1?. v H.3'. se deduce gque E(ei-ej) =
i=1,2,...,N¢L+1; = 1,2,...,NeL+1; jzi.

2) También por definicién, V(e,) E(ei) - [E(ei)]2 y, por tanto,

v(e,) + [E(e,)]?

E(gi)

Por las hipotesis H.1’. v H.2'. se deduce que E(ei):Qi; i=1,2,...,N+L+1.
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Las dos componentes del riesgo son:

a) Riesgo sistematico:

L L L
2 . (n? . . . .
2 b (B O ee) 2 2 BB (O Byt Qe
5=1 s=] t=1
t#s

Es la parte del riesgo considerado sistenéticoBS puesto que
los indices de wmercado afectan a todos los titulos del
conjunto analizado con un wayor o wenos grado dependiendo de

b. .
is

b) Riesgo no sistematico: Qi

Se le considera no sistemitico puesto que es especifico para

cada titulo i.

1.3.2.3. Rentabilidad de la cartera

La expresion de la rentabilidad de la cartera en el modelo

considerado es:

L

N N
Ryo= S mor =3 w0 [a, + S0p, 0T, 0 ) -
i=1 i=1

s=1

BSRyan divide el riesgo asociado a un titulo para el modelo de un solo
indice y en este trabajo lo hemos hecho extensivo al wodelo de indices
maltiples mas general (T.M.RYAN, op. cit., 1978, pp.93-95).
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= in-(a\i te)+ Zin-biS-is [60]

N L
R, = le (a\-l + ei) + ZX)H-S . =
i=1 =1
N L
= le.(al + ex) + ZXN-PS'(aN-l-s bN+s'I * N+s)
i=1 s=1
N L L
=2 _Hp(ap ve) v 3 My (e tegg) Y T2 Ry By [61]
i=1 s5=1 s5=1
Si en [61] hacemos que
L
2 Krs ‘Pres™ Bapet
s=1

Rc quedara

N L
Ry=2 Hila; +e;) + 2 My (ag, * o)+

i=1 s=1
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N+L+1
> Xi-(ai + ei) [62]

i=1

* Rrer (Gpagan * Oaray) =

1.3.2.4, Valor esperada y varianza de Rc

El valor esperado de la rentabilidad de la cartera dada la

hipotesis H.1?. es:

N+L+1 N+L+1
E(Rc) = E Xi-E(ai + ei) = E Xi-ai [63]
i=1 : i=1 :

Y la varianza asociada a la rentabilidad de la cartera es:

() = E[E_ - E(R_)]? =

N+L+1 N+L+1 2 N+L+1 2
= 0 - - [y - ) - =
= E E Xi (ai + ei) E Xi a, =E E Xi e,

i i=1 i=1 i=1

'N+L+1 N+L+1 N+L+1
- 2 ) ~2 ) ) a ) Pt -
= E E Xi ei + E E Xi XJ ei e‘j

| i=1 i=1 J=1

J#i
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N+L+1 N+L+1 N+L+1 N+L+1
_ 2, m(m2 X .Fle oy - 86 2,
=2 xLE(e?) + 3 5K, X E(eie‘j) = > x? Q; [64]
i=1 i=l  j=1 o=l
J#i

1.3.2.5. Frontera eficiente

Para hallar la frontera eficiente resolveremns el siguiente

problema
Min [V(Rc) - ¢-E(RG)]
sujato a
N
E X =1
i
i=1
X_l 2 0 Vl, i=1,2,Ill’Nl
(

N

E Xi'bis = XN+5 g=1,2,...,L

i=1

L
> Bes Pres = et

s=1 J

En el caso particular que N=2 y L=2 (dos titulos y dos indices)

la rentabilidad de los titulos y de los indices se representa por:

865a aplican las mismas hipotesis que las utilizadas para obtener U(;i),

en el apartado 1.3.2.2.
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ry =a, +h'I, + bl +ey

rs = &, + bzl'Il + bzz'Iz + e,

b~
[
i

az + by'I + e3

ay + bq-f + ey

4
(X3
"

I = ag + eg

Para hallar la frontera eficiente de este caso particular debera

resolverse el siguiente problema de optimizacidn:

9 )
1 2! b . .
Min | > Xi Qi -] E Xi a;
i=1 i=1
sujeto a
Xy + 8, =1
. >0 i=1,2

2
in'bj_l

Ky = = Hy'byy + Hz-bgy
i=1
2

Ry = z X;'b.a = Xi*hyg + Xp'haa
i=1
2

Xg = E XN"'S.bN'FS = X3'b3 + Xq'bq
s=1
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Hallar el winimo de este problema, aplicando Lagrange, equivale a

hallar el minimp de la siguiente funciodn:
L(X1,Xg,Xg,Xq,Xg,h;,Xg,%3,hq) =
5

S
= E Xi'Ql - ¢'E Xi-ai'l-)\l-(X1+X2—1)+h2-(xl 'b11+x2'b21"X3)+

i=1 i=1

+ A3-(Ey-byg+Hg bgg-Ky) + Ay (K3 ba+Hy -by-Xg)
Las condiciones necesarias de minimo para esta funcidén son:

aL
3K,

[
9

L]

2:¥%1:Qy - ¢:a; + A; + Aa+by; + Az+byap =

gL
oK, 2:X3:Q2 = ¢rap + Ay

+
[}
S

Ag+bgy + Az+bga

aL
~8%;

n
L

2:¥3:Q3 = ¢+a3 - Az + Ay+h3

aL
> m 2:Ky'Qq - ¢ray = Az + Ay'by =

!
S

aL

oy 2:85Qs — ¢ra5 —~ Ay = 0@

aL
n,

Xl+x2_1=0

aL
rg

Xy'bhyy + Ka'hay - X3 = 0

aL
OA3

Ky'bya + Ka'bgy - Ky = 0

aL

—-é)\—q- Hyby + Xy'by - ¥5 = @
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De la resolucion a este sistema de ecuaciones se deduce que X,

esi

X = EQz - Qs+ (b1 - b21) - Qu+{b12z - bas) -

= Qs [ba-(b11 - b2y} + by'(byz - baa)]:(ba+bay + by-hyy) +
i

+ —§~'¢'[ax - az +az (b - bay) +ay (b2 - bag)] +
i

+ ——¢-{as [b3(bi1 = ba1) + bar(byg - bzz)]}]'

'EQ: + Q2 + Q3+ (by1y = ba1)? +# Qu-(bya - bag)? +

-1
+ Qs+ [bz-(b11 ~ b21) + by (b2 - hzz)]z] [65]

X, se obtiene a partir de la diferencia, Xz;= 1-X;.

1.3.3., Hodelo de indices maltiples: forma covarianza

En este modelo se supone que,

i=1,2’lll’N {66]

]
1

[+1]

+
o
b}
+
m

s=1,2,...,L [67]
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El modelo de indices wmaltiples en forma covarianza se puede
considerar wn caso particular del modelo de indices waltiples en form
diagonal en que bN+S=0. Ello permitird deducir las expresiones del

presente nodelo a partir de las obtenidas para el modelo anterior.

Las hipdtesis aplicahles a este mdelo, en funcién de las

variables aleatorias definida587, son las siete primeras hipotesis del

modelo de indices miltiples en forma diagonal vy, en form resumida son:

H.1'. Ee ) = 0 i=1,2, ... ,N+L.
H.Q’. V(Ei) = Qi i=1,2,lut,N+Ll
H-a’. COV(ei,eJ) =0 i=1’2’-lc’N+L

J=1,2,...,N+L J#i.

Haciendo bN+5=0 en [98] v [59], se obtiene el valor esperado y la

o

varianza de r. que son, respectivamente:

L
E(Pi) = ai + E biS.aN'*‘S i=1,2,---,N [68]
s={
L
N 2, -
U(r;) = > B2 Q. *+ Q i=1,2,...,N [69]
s=1

87La variable aleatoria e no interviene en el modelo y por ello

N+L+1
pueden eliminarse las hipotesis gque hacen referencia a la misma.
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Las componentes del riesgo asociado a ;i son, para este wodelo:

L
i 1 43 . 2 .
a) Riesgo sistematico: E bis QN+5
g=1

b) Riesgo no sistematico: Qi

8i en [61] se considera que bN+s=O se obtiene la siguiente

"~

expresion para la rentabilidad de la cartera, Rc=

N+L
R, =2 X -(a +e) [70]
i=1

Y, el valor esperado y la varianza de Rb son, respectivamente

N+L

> Riea, [71]

i=1

E(R_)

N+L
V(R,) = >__k}.Q, [72]
i=1

La frontera eficiente correspondiente al mwdelo de indices

miltiples en forma covarianza se halla resolviendo el problema siguiente
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Min [V(R_) - $-E(R_)]
sujeto a
N
E . =1
1
i=1
xi 2 0 Vi, igl,z,cnn,u
N
SRob =R, s=l,2,...,L
i=1 J

En el caso particular que N=2 y L=2 (dos titulos y dos indices)

la rentabilidad de los titulos y de los indices se representa por:

- -~ o~
ry =a; +hy I +hyal, +ey

ra = az + byy'I) + by Iy + e,

Para hallar la frontera eficiente de este caso particular debera

resolverse el sigquiente problema de optimizacion:
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q q -
1 2' - . .

Min E Xi Q1 ] E Xi a;

i=1 i=1
' sujeto a

X1 + x: = 1

Xi 0 i=1,2
2

Ky = zi__xi'bix = Hy+byy + Ha'bgy
i=1
2

Ky =2 XK. by =Xy'big + Kby,
i=1

Como el nodelo de miltiples indices en forma covarianza es w
caso particular del modelo de miltiples indices en forma diagonal en que

bN+S=0, para resolver este problema basta con sustituir en la solucidén

obtenida en el epigrafe anterior by y by por @

De esta manera H; es:

¥ = ﬁ?z - Q3 (by1 — ba;y) - Qu'{b12 - bza) +
+ —%"¢'[ax - az; +az (b - b)) +ag (b2 - bzz)]]'

-1
'EQ: + Q2 + Q3:(byy - bz1)? + Qu-(by12 - bzz)z]

X2 se obtiene a partir de la diferencia, o= 1-¥,.
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1.3.4. Modelo mualti-indice: forma diagonal

En el wodelo de indices miltiples en forma diagonal se considerd

que
L
r; =a,; + > bis'Is + e; i=1,2;...4N
s=1
Is = Ate + bN+s.I + Nts s=1,2,...,L
I = 3neLet * SneLer

Si suponemds gue
a) his=o vs; s=1,2,...,L encepto para s=k

h) k=1,2,...,m MSLBB

c) b, =b, ieN

las expresiones anteriores se convierten en

r, =a; +b. I + e, i=1,2,...,N; Q€N [74]
I o= agemr ¥ SNemt [7€]

que corresponden al modelo multi-indice en forma diagonal de Cohen-Pogue.

88L indices = M indices sectoriales + (L-M) indices cualesquiera.
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Las  hipotesis relativas a las wvariables aleatorias que
intervienen en el modelo multi-indice en form diagonal son las wmismas
que las del wmwodelo de indices miltiples en forma diagonal teniendo en
cuenta que ahora se consideran M indices sectoriales mas un indice de

mercado.

De forma resumida, dichas hipotesis son:

Hul’n E(Ei) = 0 i=1,2’ll.,N+M+1
H.2°. V(ei) = Q; i=1,2,...,N+M+L
H.3°. ch(;i,eJ) =0 i=1,2, ..., N4ML

§=132y 000 NeMs1 J#i

Dada la estructura de la rentabilidad del titulo i (ri) y las
hipdtesis anteriores, su rentabilidad esperada no depende tmicamente del
conportamiento de dicho titulo sino también del conportamiento del indice

al que estd asociado. Asi,

b i=1,2,...,N [77]

K=1,2,...,M

E(r;) =a; + by (ag * Pyer Pnemer)

Las dos componentes de E(r,) son:

a) a;: aportacion debida al propio comportamiento del titulo

considerado.

b) b, (A * Phar ' Pnepey)? 3POrtacion debida al comportamiento

del indice k al que se halla asociado el titulo i y del indice
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de mercado con el que se relacionan los M indices de los

diferentes grupos sectoriales.

En cuanto a la varianza, se obtendra del siguiente modo:

U(r,) = E[F, - E(r;)]? = E(b, [T, -E(T)] + &7 =

b?E[T, - E(T)]% + E(;’;’) + 2. E([T, - E(T)]e) =

+ E(e2 ) + 2:b, . E(e

N+k

2. 1m2  Efe ot
b} [bgyy Ele NRRRL RN ) B

2
N+k N+M+1) N+k

- - - 89
'E(Ei) + E(EN+k'ei)] =

+

~2 . L} .
E(ej) + 2B; (B Onemes

- 2, 2 .
= b7 (g e ka) Qo

En [59] correspondiente al modelo de indices maltiples en

diagonal, se ohtuvo que

L
-~ — 2, 2 .
V(r;) = 2 bY (b Ourey * Q) *
s=1

[78]

forma

PE(e?) = v(e;) + [E(e,)]? = Q, i=1,2, ..., N1
en funcion de la definicion de la varianza y las hipotesis H.1'. y H.2?'.
E(ei-eJ) = Cou(ei,ej) + E(Ei)'E(EJ) =0 i=1,2,..,N+M+1;

J'=1,2,.1,N+M+1; J#i

en funcion de la definicidon de la covarianza y las hipotesis H.1'. vy

H-3, -
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L L

+2 2 by b (B P Q) 9
s=] t=1 ‘
t#s

Si tenewns en cuenta que en el wodelo que estanos desarrollando
se cumple que bis= @ vs, s=1,2,...,L excepto para s=k (hik=bi) y que el

nimero de indices considerado es M, esta expresidon se convierte en

V(;i) = bi'(blfuk'Qmmﬂ * Q) T Y [?9]

gue coincide con la deducida para este modelo particular.

El riesgo asociado a r, se desconpone en:

a) Riesgo sistemitico: by (b s+ Qi) donde
2 i
(Pner Querer * Quaz) &5 V)

b) Riesgo no sistematico: Q-

La expresion de la rentabilidad de la cartera, teniendo en cuenta

la estructura de ri en el modelo considerado, es:

N N
Rc = E Xi-ri = E Xi-(ai + bi-Ik + ei) =
i=1 i=1

M
= Z- Z Xi-(ai + bi.‘fk + ;1) =
k=l [{i/i€N )
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M N } M
=5 5 Roo(a; ve) + > |5 R b, |- T, ; [82]
k=1 {i/i€N} k=l |{i/i€N )}

Haciendo > K.'b, = K
(izien}
y, teniendo en cuenta que
M N

la rentabilidad de la cartera [8@] puede expresarse del siguiente modo:

nlﬂ!
'l\’lz

(8 +‘=")+<£Kn+k K "

i=1 : k=1
N M
=2 (3 te) v 2 Ry (gt Pac T o) =
i=1 k=1
N M M |
=2 Bifag teg) + 2 K G *oenad * T2 Ry Py [81]
i=t k=1 k=1
M
Haciendo, > Booic Prok = Bapey [B1] se convierte en:
k=1
N
Ry= 2 Kyla; * o) + 2 Hye (g * o *

k=1

[
it
[



HODELOS FUNDAMERTALES . 117

* By (Gmey ¥ Onamet) = 2 Bj (3 ey) [82]

Esta expresion se hubiera podido obtener directamente a partir de
la expresion de [62] del modelo de indices miltiples en forma diagonal

con s0lo sustituir L por M en

N+L+1

ZX a+e}

i=1

El valor esperado de la rentabilidad de 1la cartera, dada la

hipotesis H.1'., es:

N+M+1 N+M+1
E(R)) = > K 'E(a, +e;) = > X, ra; [83]
i=1 i=1

Y la varianza asociada a la rentabilidad de la cartera es:

U(R_) = E[R_ - E(R_)]?

P‘HMH N+M+1 2 [ N+M+1 2
= E Z Xi'(ai + ei) - in-ai = E in-ei =

| i=1 i=1 | i=t

[N+M+1 N+M+1 N+M+i i
_ 2 RO I
-Ewaz:zX

] i=t  j=t _]

J#i
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N+ M+ 1 N+M+1 N#M+l
2, p(a? e .o
=2 BLE()+Z > X ‘B, E(e; e;) [84]
i=1 i=1 J=1
J#i

Y, de acuerdo con las hipotesis H.1'., H.2?, v H.3'., la varianza

de la cartera [84] es22,

N+M+1
V(R)) = in'Qi [85]
i=1

Una wvez definido el wvalor esperado y la wvarianza de la
rentabilidad de la cartera, se puede encontrar la frontera eficiente

resolviendo el siguiente problema:

Min [V(R_) - #-E(R_)]
sujeto a
N

X. > 0 vi, i=1,2,...,N

2 Bty = R
{i/ieN )
i=1,2,...,N
k=1,2,...,M

M

> T T
k=1

govéase el apartado 1.3.2.4 de esta Tesis.
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A continuacion resolveremos este problema suponiendo que N=2, M=2

Yy que
r=ap + bl"i’l + ;l

rz = az + hp'ly + &,

=t
—
1}

az + by'I + e,

ay + hq'I + ey

[
»
[}

I=a5+es

Para este caso particular, el problema queda formalizado del

siguiente modo:

3 5}
i = 2| — [ .
Min F = E Xi Qi ¢ E Xi ai
i=1 i=1
sujeto a
xl + X2 =1
X. : 0 i=1,2.
1
X3 = Xl-bl
X.. = Xg'bz
Hg = X3:b3 + Xy by J
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Si se tiene en cuenta que

Hy = ¥y
Xq = Xz‘bg = (l-xl)'bz = -Xx'bg + b2
Hge = K3+hy + Hy'by = (Xl'bl)'bg + (*Xl'bg + bg)'bq =

(bl'bg-bg'bq)'xl + bz'bq

y se sustituyen estas variables en la funcion objetivo, ésta se

convertira en wna funcion de wna (mica variable, X,.

De la condicion necesaria de aptimo, = @, se desprende que

dF
dX,
Xl es:

2:[Q2+b3-Qu-bz-by- (b b3z-bz-by) Qs] + #:[a)-az+b; a3-bg-ay+(b; bz=bz-by)]

2:[Q1+Q2+b%Q3+b3 - Qu+(by -ba=bs -by}?:Qs]

Este misnmo resultado, para N=2 y M=2 se puede encontrar a partir

del modelo de miltiples indices en forma diagonal haciendo:
by=b, bj2=0

ba,=0 baa=h,
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1.3.5. Hodelo malti~-indice: forma covarianza

En este wodelo se supone gue
r.=a, +bh I + CN i=1,2,...,N; ieN [86]

R:l,?,.--,m [87]

Como va hemos dicho anteriormente, este wodelo puede considerarse
como un caso particular del wodelo multi-indice: forma diagonal en que
bN+k=®. Por éllo, para obtener las exﬁresiones correspondientes a este
modelo sera suficiente sustituir en las expresiones ohtenidas en el

mwdelo anterior, bN+k por @ v aplicar las hipdtesis apropiadas.

En forma resumida, las hipotesis correspondientes a este wodelo

91

son @

H.17. E(g,) = ©@ i=1,2,... N+
H.2'. V(Ei) = Q i=1,2,...,N#M
H.3°. CDU(Ei,EJ) =0 i=1,2y..0,N¥M; j=1,2,...,N+M; j#i

En funcidon de las anteriores hipotesis y las expresiones [86] y

[87] se obtiene que el valor esperado de r; es

glEn este npdelo no aparece EN+M41 y, por tanto, puoveden eliminarse las

hipotesis que hacen referencia a esta variable aleatoria.
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E(Pi) = ai + bi'aN+k i=1,2,--s,N [88]
ys suU varianza,
V(r‘i) = bz'QN+k + Qj, i=1,2,--I,N [89]

Se puede ohservar que mientras el riesgo no sistematico tienen la
misma expresién que en el wmodelo anterior, el riesgo sistematico es

distinto debido, precisamente, a la diferente estructwra del indice.

La rentabilidad de la cartera para el modelo multi-indice en

forma covarianza se obtiene del siguiente nmodo:

N M
R, = --—Exx (al * ei) * ZXNH{ Iy =
i=1 k=1
N M N+M
=2 Kpe(ap tey) * 2 Hyglang *enad T 2 X3yt ey) [9@]
i=1 k=1 i=1

y comg consecuencia, el wvalor esperado y la wvarianza de RG son,

respectivarente

N+M

E(R) =5 _ X a, [91]
i=1
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[92]

En funcion de [91] v [92], el problema que debe resolverse para

hallar la frontera eficiente bajo los supuestos de este wodelo es:

sujeto a

Min [V(R ) - #E(R)]

X. : 0 vi, i=1,2,...,N

2 KBy = Ky
{i/ien }
i=1,2,...,N
k=1,2,...,M

Si consideramos que N=2 y M=2, la solucidon al problema es un caso

particular de la obtenida para el problema resuelto en el epigrafe 1.3.4.

teniendo en cuenta que b3=h,=0. De este modo, la solucidn es:

2:[Q24Qq b3] + é:[ay-az+az by-ay-bs]

H =

2:[Q1+Q2+Q3 b} +Qu b3 ]
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Cohen v Pogue desarrcllan este n‘t:»clelc:g2 suponiendo gue

Covu{ k={,2,...,M

1=1,2,...,M  1#k

ek’ Onel) F O

En este caso, las hipotesis aplicables son:

H.1'. E(Si) =0 i=1,2,...,N+#M

H.2%. U(Ei) = Q, i=1,2,...,N+M

H.3'. COV(gi,gJ) =0 12142000 4Ny j=1,2,...,N; j#i
H.47. Cov(e, . .8.) =@ k=1,2,...,M; i=1,2,...,N
H.57. cQu(§N+k,EN+1) £0  k=1,2,...,M; 1=1,2,...,M; 12k

Bajo estos supuestos, la varianza de Rb es la siguiente:

N+M N+M N+M

U(RD) = E Xi-E(ei) + > E Xi-XJ-E(ei-eJ) =
i=1 .l=1 J=1
J#i

92y, J.COHEN-J.A.POGUE, op. cit., 1967, p.170.

93Desconponiendo el segundo sumtorio en la sum de otros tres.
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N+M N N+M
=Zx2 E(e"') +2 2> R 2.8 E(e e ) +
i=1 j=1
J#1
N+M N M M
+ ZZX X E(e e, ) + T_ZXNH{ XN+1 E(eNﬂg N+1)
i=l j=1 k=1 1=1
J#i 1#k
N+M M M
= 2. plal - _ 95
= in'E(ei) + Z Z XNH('XN.;.]_'E(ENH( EN.'.]_) =
' i=1 k=1 1=1
1#k
N+M ' M M
- 2. k] Ll - -
= in Qi + ZZXNH( XN+1 Cov(eN+k,eN+1) [93]
i=1 k=1 1=1
1zk

1,.3.6., Hodela diagonal (madelo de Sharpe)

Si en el wmdelo de indices miltiples en forma covarianza

(apartado 1.3.3.) se supone que L=l (Ts= Iy bis=bi) se obtiene:

-3
+
m

r, =a; +bi- i=1,2,...,N [94]

9459 aplican las hipotesis H.2'. y H.4'.

1) Se aphca la hxpatesxs H.2'.
2) E(E eN+.l) =
en virtud de H.1'. y H.3’.

ot Ser) = C""(emk ener) * Eleyyy) E(

COV(EN+k’EN+1)’
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~

L= 3 * Oy [95]

que coincide con el modelo de un tmico indice de Sharpe.

Iguales expresiones se obtienen a partir del modelo wmulti-indice

en form covarianza de Coben-Pogue haciendo M=1 (fk=f).

Las hipotesis aplicables a este modelo son:

H.17. E(e;) = @ i=1,2,...,N+L
H.2°. V(Ei) = Q; i=1,2,...,N+1
H.3’. Cov(gi,gj) =0Q i=1,2,...,N¢1; j=1,2,...,N+1; j#i

A partir de los resultados obtenidos para el modelo expuesto en
el apartado 1.3.3. y teniendo en cuenta que M=1, la rentabilidad esperada

del titulo i es

E(r;) =a, +b,.a,., i=1,2,...,N . [96]
y la varianza
U(Pi) = bi'QN"'l + Qi i=1’2'lll'N [97]

Sustituyendo en el modelo anterior, en [90], M por 1 se obtiene

que la rentahilidad de la cartera es
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R =3 X (a, +e) | [98]

de donde se deducen las siguientes expresiones para el valor esperado y

la varianza de Rc=

N+i _

E(R) = > X a, [99]
i=1
N+1

V(R,) = 2_X]Q [100]
i=1

La frontera eficiente, teniendo en cuenta [99] y [1@@], es la

solucion al siguiente problema:

Min [V(R) - $-E(R_)]

sujeto a

X. >0 vi, i=l,2,...,N

N

i=1 ]
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En el caso que N=2, la estructura de‘?i es la siguiente:

a; + b]'I + 8,

5
1]

ro = ag + bz'f + 8,
T=a; +e;
y el problema que se trata de resolver puede formalizarse asi:
N N
Min F = sz-Qi - ¢-Z R, -a;

i=1 i=1

sujeto a

=
v
(]
[
n

—
N

=
w
I

= ¥;+b; + Xz+b, )

Teniendo en cuenta que H,=1-X, y que X3=(b;-b,) 'X;+b, la funcidn

objetivo se convierte en wma funcién de wna dnica variable. De la

condicion necesaria de optimn, aF_ = @, se desprende gue
dx, q

2:[Qz-({by1-b3) by Q3]+¢:[a;-a, (b1-b2) 23]

2‘[Q1+Q2+(b1'bz)2'03]

Xl=

Idéntico resultado se podria haber obtenido a partir del modelo

de maltiples indices en forma diagonal considerando que
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N=2

L=1

b;1=by by2=0
bai=ha ba2=0
hy=0

by=0.

Los estudios realizados para determinar si es mejor el wodelo de
wn solo indice o el modelo multi-indice no son concluyentes puesto que

cada modelo es el mas indicado en determinadas circunstancias. Asi, Cobhen

v Puguags demmstran que el modelo de un solo indice proporciona carteras
mas eficientes que el de indices miltiples cuando la muestra es homogénea
(muestra formada totalwente por acciones ordinarias). Para wuestras mis

heterogéneas sugieren wndelos de indices wmiltiples. Uhllingfurdg7

demuestra, en cambio, que los modelos de dos indices generan carteras mas

eficientes que los de wm solo indice. Tales diferencias pueden deberse

segim Framcis y m'cherga al tamafio de la muestra escogida. Todos los
autores citados estan de acuerdo, sin embargo, que el mndelo E-V original

es el gque conduce a la frontera eficiente dominante.

Elton, Gruber y Padberg en diversos .=.u"tict.xlcn'.-'»":"9 han incorporado

9E'K.J.OOI'!ER--J.(L.P()(i!!i‘, op. cit., 1967, p.188.

97B.R.WLLIHURD, "A Survey and Comparison of Portfolio Selection
Models™, J.F.Q.A., 1967, p.1@3.

98 5.C.FRANCIS-S.H.ARCHER, op. cit., 1977, p.121.

9%E.J . FLTON-M. J . GRUEER-M. W. PADBERG

-"S8imple Criteria for Optimal Portfolio Selection”, J.F., 1976,
pp. 1341-57.

-"Simple Criteria for Optimal Portfolio Selection: tracing out the
Efficient Frontier”, J.F., 1978, pp.296-302.

~-"The Selection of Optimal Portfolios: some Simple Tecniques™, incluido



130 , BACIA UNA TEORIA DE CARTERAS

al modelo de un solo indice la posibilidad de que se permitan las ventas
al descubierto (Xi puede tomar valores negativos), comparando la cartera
optima resultante bajo este supuesto con la que se deriva de la

imposibilidad de dichas ventas.

Dicho supuesto ha sido introducido también en uwn modelo de

miltiples indiceslm. A su vez, han estudiado la cartera optima

utilizando el modelo de un solo indice en el caso que se impongan limites

a las cantidades invertidas en cada titulol‘m.

en J.L.BICEKSLER (ed), Handbook of Financial Economics (North-Holland,
Amsterdam, 1979 b), pp.339-364.

lmE.J.EL'ION-H.J.Gﬁm-H. W.PADBERG, "Sinmple Criteria for Optimal
Portfolio Selection: the Multi-Index case"” incluido en
E.J.ELTON-M.J.GRUBER (eds), Portfolio Theory, 235 years after
(North-Holland, Amsterdam, 1979 a), pp.7-19.

10lg J.FLTON-M.J.GRUBER-M.W.PADBERG, “Simple Criteria for Optimal
Portfolio Selection with Upper Bonds", Q.R., 1977, pp.932-967.
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2.1. INTRODUCCION

El modelo E-V basico y los modelos de indices se basan en el
conjunto de hipotesis detalladas en el epigrafe 1.2.2. Pero no todos los
autores estan de acuerdo con dichas hipotesis ya sea por considerar que
no se ajustan a la realidad y/o porque iwplican supuestos wuy

restrictivos.

En este capitulo se nostraran las wodificaciones que se han hecho
sobre las hipotesis del wmodelo E-V mis discutidas. Estas wmodificaciones
afectan, en concreto, al criterio utilizado para la determinaciton del
conjunto eficiente. Por dicho wotivo, en los apartados que siguen nos
centraremns en la forma de determinar este conjunto en funcion del nuevo
supuesto considerado. Una vwez encontrada la frontera eficiente, la
sequnda fase para la determinacion de la cartera Optima es comm para
todos los casos. Recordemns gque en esta segunda fase se deterwina cual de
las carteras eficientes es la que maximiza la utilidad esperada de 1la
rentabilidad o de la riqueza al final del periodo considerado. La funcion
de wutilidad esperada dependera, en cada caso, de los momentos
estadisticos en los que se basa la decision sobre la eficiencia de una

cartera.
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2.2. NODIFICACIORES A LA RIPOTESIS R.I. DEL NODELD E-V RESPECTO A LA
DISTRIBUCIOR DE LA RENTABILIDAR DE LOS TITULOS Y DE LA CARTERA

2.2.1. La rentabilidad de los titulos se distribuye seqin una Pareto
estable (Hodela de Fama)

2,2.1.1. Introeduccion

En el wndelo E-V, se supone que la rentabilidad asociada a cada
titulo (y a la cartera) es una variable aleatoria distribuida

1a2 . . L. . . ..
considera que existe suficiente evidencia empirica

normelmente. Fam
cowp para creer gue dicha variable sigue una distribucion estable de
Pareto cuya principal caracteristica es su varianza infinita. En este
caso, la varianza no sirve para medir la dispersion de la distribucién,
lo cual obliga a sustituirla por otra medida y por tanto, a variar el

criterio E-V.

La forma general del logaritmo neperiano de la funcion

caracteristica de la distribucidin estable de Pareto es:

In £(t) = i-6:t - v+ |t|% [1+i 8 (t7]t]) w(t,a)] [1]
donde,

+) t = nimero real

102; F.FAMA, “Portfolio fnalysis in a Stable Paretian Market”, M.S.,
1965 a), pp. 4@4-405.
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*)

‘)

tg “éq a £ 1

—%—ulog|t| a=1

a: exponente caracteristico que determina la probabilidad total

contenida en las colas de la distribucion y que toma los valores

@laztd.

B: parametro que indica la desviacion de la distribucion hacia la

derecha (B*@) 6 hacia la izquierda (B(@).

Si pB=0, la distribucién es simetrica y si ademas a=2, la

distribucion estable de Pareto se convierte en la distribucion normal.
&: parametro que define la posicion de la distribucidn.

Si @)1, 8 es el valor esperado de la distribucidon; si «gl, la

esperanza es infinita.

¥: parametro que mide la dispersion de la distribucion como

alternativa a la varianza.

Si a=2 (distribucion normal), ¥ = —é?uuarianza.

En primer lugar, analizaremns como afecta esta nueva hipdtesis al

mydelo E-V basico y en segundo lugar introduciremos el nuevo supuesto en

el

wmodelo de indices miltiples en forma diagonal cowo generalizacion al

mdelo propuesto por Fama que se basa en el modelo de Sharpe.
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2.2.1.2. Incarparacion de la meva hipotesis al modela E-V basice

Si se supone que:

a) la wvariable aleatoria ;J (tasa de rentabilidad del titulo j;

J=1,2,...,N) sigue una distribucion estable de Pareto simétrica (B8=0)
b) @ es la misma para cualquier j (j=1,2,...,N)

c) y ademds 1<a{2 (86 representa el wvalor esperado de la variable

aleatoria)
la funcidn caracteristica de ;J es

In fu {(t) = i8¢t - ¥ |t

|¢ §=1,2,...,N [2]
J ,

donde

) 5J es el valor esperado de ;J

+) VJ es el parametro que mide la dispersion de la wvariable aleatoria

respecto a BJ'

N
La rentabilidad de 1la cartera, ﬁc = Xj';j' al ser suma de
j=1
variables aleatorias distribuidas seqim una Pareto estable con 8=0 y con
igual a, es también una variable aleatoria con iguales oaracteristicasla3
e r..
q J
103

E.F.FAMA, op. cit., 1965 a), p.407.
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La funecion caracteristica de ﬁb es

N
In £§C(t) => In EFJ(XJ-t) =

J=1
N N N
. a a . a a
= Z (1'5J'X‘j't - YJ'IXJI ']ti ) = 1 ZXJ"BJ 't- ZYJ'IXJK 'lt[
j=1 j=1 j=1
[3]
De [3] se deduce que el valor esperado de ﬁc es
N
5, = S K6, (4]
J=1
v la dispersidan de ﬁc respecto a 60 es
N
a
Y = Y.+ |X.

J=t

8i el inversor wmximiza la utilidad esperada y U'>@ y U??(0@
(iguales hipotesis que en el modelo E-V basico), entonces preferira un

mayor 5(: Yy tn menor yc’ es decir,

3 U(5,¥) 3 U(5,¥)
=E ) =3 (o

v bajo estas condiciones, la frontera eficiente es la solucion al

siguiente problema:
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sujeto a

X. >0 j=1,2,...,N

La solucidn a este problem es104

X. = J=1;2,..,N [6]

Una vez analizado com afecta la nueva hipotesis sobre la
distribucion de probabilidad de la rentabilidad de los titulos en el
modelo E-V basico, introduciremns esta modificacion en el wnmodelo de
indices wiltiples en forma diagonal que constituye wuna generalizacién a

los modelos de indices.

IQQP.A.SKﬂIHH}NIH, “"Efficient Portfolio Selection for Pareto-Lévy

Investments”, J.F.Q.A., 1967, pp.1i1-114.
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2,2.1.3, Incorporacion de la mweva hipotesis al wmodelo de indices

maltiples en forma diagonal

En este casnlos la relacion entre la tasa de rentabilidad de cada

titulo (FJ; J=1,2,...,N}) vy los diferentes indices de wercado es

L L
r.=a,+ b, T +e.=d. + b, -1 7
s=1 s5=1
15 = aN+5 + bN+5 I+ eN+s = dN+s + hN+5'I [8]
I=2anme1 * nerr [9]

y se supone ademds que E(EJ) =@ Vi, j=1,2,...,N+L+1,

-~

Si suponenos que 1, EJ (§=1,2,...,N) ¥y CIv (s=1,2,...,L} son

variables aleatorias que siguen wuma distribucidén estable de Pareto

simétrica (B8=@) y con igual a (1(a{2), entonces Ts y como consecuencia PJ

(i=1,2,...,N} se distribuiran tawbién segim una Pareto estable de iguales

caracteristicas que I, dJ Y dN+5.

105Uéase el epigrafe 1.3.2. (Modelo de indices mialtiples: forma

diagonal), para interpretar ;J'
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Dadas las funciones caracteristicas de d (s=1,2,...,L) y de 1:

N+s

- q
In fau (t) = ivag, -t - v, ]t] [10]
+5
. &
In £5 {t) = irag ot - vN+L+1-it! [11]

donde aN+S b4 aN+L+1 representan el wvalor esperado de d e 1

respectivamente y ¥y, ¥ Yy

N+s
los parametros indicadores de la

dispersion de las distribuciones de dN+ e I, la funcion caracteristica

5

de T es
5

In f5 {t) = Inf (t) + In £5 {by, t) =
S

N+s N+s

d

. a . a a
) [1'3N+s't T ] ¥ ["aml_ﬂ'bms't " apar sl IE =

. a a
"[an+s ¥ aN+L+1'bn+s]'t B [’N+s * Ve P ]'Itl

. a
1cu5-t - vs-ltl [12]

us reprasanta el valor esperado de Ts v vs el parametro indicador

de su dispersion:

U= Aane Y Bura1 Pres [13]

<
]

o
s = Ynes * YeLer” 1P ~ [14]

Para poder determinar la funcion caracteristica de r

necesitamos definir también la funcion de EJ (j=1,2,...,N):
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In £5 (t) = iat - v |t|" [15]
; J J

donde a. representa el valor esperado de &J. vJ. el parametro indicador de

su dispersion.

Si ;J es, seqim [7],

L

r.=d.+> b.1

J J — J5 S
s=1
su funcidn caracteristica es

- L
1n E;J(t) = In fad(t) + E In ffs(bjs.t) =
"s=1

. o . a a
= [L-aJ-t - VJ-Itl ] + E:: [1'u5'bjs't - us'lbjsl | =

s=1

= i:8%t - v ] 16
i-5} Vit [16]

De esta udltima expresion se deduce que los  parametros

A
representativos de PJ son

L

85! = I ‘b. . 17

jeagr2_ush [17]
=1
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L

a

Vi= o4 > _ v lbjsl [18]
5=1

Sustituyendo en [17] u_ por su expresion [12] se obtiene que

L N
: R . .
63 = a‘i 2 3+s b.js + aN+L+1 [Z bN+5 bjs] [19]
s=1 i=1

Por udltinmo, para poder determinar el conjunto de carteras

eficientes es necesario buscar el valor esperado y el parametro indicador

de la dispersion de la rentsbilidad de la cartera, RC. Para ello

expresarenns esta variable aleatoria del siquiente n’odo]'oG:

N N - L
Ry=2 ¥yry=2 XKola.+3 b, I +8.]s=
j=1 j=1 L sst
N L N - N L
=Zx3'd‘j+§:15' Zxd'b‘js =ZXJ'dJ+ZXN+5'I5=
j=1 s=]1 i=1 e Jj=1 s=1
N L
= ZXJ'd‘j * ZXN+S dN-i-s * bN+5'I =
Jj=1 s=1

JlOE'PE\N.\\ obtener la expresidn final tenemos en cuenta que

N L
> xi'bjs = Kes ¥ 2_ Kes Pres = Bnares
J=1 s=1

tal como defininos en el epigrafe 1.3.2.3.
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N L L
- ZXJ d.l * Z XN+5 N+s I LZ-XNH. N+s]
J=1 s=1 =1
N L
=2 Hydy * PR WALV S TR [20]
j=1 s=1

La funcién caracteristica de Rc‘.’ teniendo en cuenta [20] y las

funciones [1@], [11] v [1S5], es

N L
In £5 (t) = > In fa_(XJ-t) +> In Fy (R, ct) +
c j=1 J s=1 Nts

N
+1n £y (Ko, 0t) = > [i-(xj-aj)-t - vJ-|XJ|q-|t|°] +
j=t

+

L

. a (¢
> [1'(}{}(+s.'aN+«s.)'t " s Bl It
s=1

. a a
* [1'(XN+L+1'aN+L+1)'t pYRTRS LV b L i

N L
i [Z XJ-aJ. + an+s'an+s + xN+l..+1'aN+L+1 ‘-
s=1

J:L .

N L
a a a a
[Z YJ'. IXJI * Z "N+s' IXN+-.-'.I Vet IXN+L+1| At =

J:l s=1
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+L+1 +L+1
EH DI W T e N B D AR AT [21]
‘j=1 J=1

De [21] se deduce que el valar esperado de ﬁc' 5 1 es

N+L+1
6(3 = E XJ-aJ. [22]

i=1

También se deduce que el parametro indicador de la dispersian de

la distribucidn de Rc es:

N+L+1

) |
o= 2 vy Ixl [23]

j=1

El valor esperado de R, [22], incorporando el resultado obtenido

en [19] puede expresarse del siguiente modo:

N+L+1 N L
B =2 Kyag=3 Moai+ D Heocay RO T
j=1 i=1 s=1
N L L N
=2 By ag t 2By b gt 2 PrusBys ] = 2 XF) [24]
Jj=1 s=1 =1 J=1

"~

donde 53 es el valor esperado de rJ.

Estos dos parametros, 8c v vc son los que caracterizan al mdelo

de seleccion de carteras eficentes en un wmercado estable de Pareto.
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Si se interpreta Bc covo el valor esperado de la rentabilidad de
la cartera vy ?c cono wma wedida de su dispersion, la frontera eficiente
estara formada por todas aquellas carteras que sean solucidén del

siguiente problema:

N+L+1
a
M ¥ = ¥ X
in ¥ E:: j | JI
J=1
sujeto a
N+L+1
»®
5 X.a.=6
j=1
N
. =1
J
j=1
XJEQ VJ', J=1,2,0--,N

Este problema puede resolverse wediante la aplicacion de Lagrange

teniendo en cuenta que XJZO y, por tanto,

El modelo de Fama, que supone una distribucidn de Pareto estable,
constituye, en las dos | wversiones que hemos desarrollado, uma
generalizacion al wmodelo E-V basico en el caso que se  suponga
independencia entre los titulos que Fforman la cartera y al modelo de
indices miltiples en forma diagonal ya gue ambos wodelos suponen uma
distribucion normal de la rentabilidad y ésta puede obtenerse como caso

particular de la de Pareto estable.
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Si en el modelo E-V basico se supone que la rentabilidad de la
cartera se distribuye segim una Pareto estable, el valor esperado de la

misma es, segim [4]

donde 6. es el valor esperado de la rentabilidad del titulo j. En el caso
que se suponga la distribucién norml se cumplira que 6J=”J ¥, por tanto,
el valor esperado de la cartera coincidira con el encontrado en el wodelo
E-V basico. En cuanto al parametro que describe la dispersion de la

variable aleatoria respecto al valor esperado, éste es, seqim [S],

N
a
=D Y ]XJl

j=t

8i la distribucion es normal, a=2 y Y=_%’"°jj v en este caso se

obtiene

Si se supone, en el modelo E-V basico, gque oij=® entonces el

criteria &-¥ proparciona la misma frontera eficiente que el criterioc E-V
puesto que minimizar L sujeto a 5c=5* equivale a minimizar V(RC) sujeto
~ M
a E(Rc)zE .
§i en el modelo de indices mialtiples en forma diagonal

consideranns que la rentabilidad de la cartera se distribuye segim wna

Pareto estable, el valor esperado obtenido es, segim [22],
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N+L+1

68= Z XJ 'EJ
j=1

Si la distribucion es norml, el valor esperado a\‘j coincidirid con

el utilizado en el npodelo original y, por tanto, 6C=E(RC) del epigrafe

1.3.2.
El parametro que mide la dispersion es, segim [23],
N+L+1
a
¥Y_ = ¥, |X,
=Tyl
j=1

Si la distribucion es norml, entonces

N L
Yo = Z xg“'d + Z X§+5"’N+s + X12«+L+1"'N+L+1
J=1

5=1
donde
Y. =VU{d.) =V{a+e.) = Vle.) = Q. i=1,2,...,N
) vy = V() = v(aE) = VE) = T
) yN+5 v(dN+S) = v(aN+S+EN+S) = V(EN+S) = QN+5 s=1,2,...,L
) Mnarar = VD) = VA e nar) = VN1 = Qurs

Se desprende, por tanto, gue

N+L+1
Y = ; X2.Q.
c _— QJ
j=t



148 . BACIA UNAR TEORIA DE CARTERAS

expresion que coincide con U(RD). Esta coincidencia se cumple sin  tener
gue anadir ningim supuesto adicional y garantiza que la frontera

eficiente encontrada por el modelo de maltiples indices o por el wodelo

6-v de Fama sea la misma. Para otos casos 6C¢E(RC) y VC#U(RD) por lo que

el conjunto eficiente ya no coincidira.

2.2.2, La rentahbilidad de Ilos titulos se distribuye segimt una Lognormal
(Hodelo de Fama-Eltaen—Gruber)

2.2,2.1. Intraduccion

7, a partir del estudio realizado por thnl@S en

Elton y Gruberlo
el que se pone en evidencia que, en la realidad, la rentabilidad de los
titulos y de la cartera no suele distribuirse normalmente, determinan el
conjunmto eficiente bajo el supuesto de que dicha rentabilidad se

distribuya segim una lognormal.
Dados:

*) w&: riqueza disponible en el momento t (al inicio del periodo t+1};

‘) ﬁ£+1: riqueza disponible en el nomento t+{al final del periodo t+l1);

107g 3. FLTON-M.J.GRUHER, “Portfolio Theory when Investment Relatives are
Lognormally Distributed”, J.F., 1974 ¢), pp.1265-1273.

1985 F.FaMA, “The Behavior of Stock Prices”, d.B., 1965 b), pp.34-105.
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+) ﬁot+1= tasa de rentabilidad aleatoria de la cartera en el nomento t+1
(final del periodo t+1);

se cunple que

Weyy = W (IR ) = W + WeR [25]

Haciendo R! , . =1 + R la expresién anterior es:

t+1 ct+l’

Wepp = WeBiy [26]

A diferencia del modelo E-V basico, en este modelo se supone que

-v’ _ ne . - . . - ’
1) Rt+1 =1+ Rct+1 es una variable aleatoria distribuida segim uma

lognormal;

2) Ademas, respecto a la funcion de utilidad sOlo se pide que U(ﬁ£+1) sea
. 109 . . . . .
creciente (el inversor racional prefiere mas riqueza a menos). Por

tanto, la utilidad marginal de la riqueza es positiva: U’(ﬁ£+1))0.

2.2.2.2, Deduccion del crilterio de eficiencia

Recordemns que segim el wodelo E-V basico, wma cartera es

eficiente si para su nivel de rentabilidad esperada no existe otra

109 . Puncién de  utilidad  definida por Eltan y Gruber

(E.J.ELTON-M.J.GRUBER, op. oit., 1974 ¢), p.1267), depende de la riqueza
y no de la rentabilidad, aunque ya se hemos dempstrado la relacioén

existente entre ambas funciones (epigrafe 1.2.5.).
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cartera con menor riesgo o si para su nivel de riesgo no existe otra

cartera con uma rentabilidad esperada mayor.

A continuacion estudiarenros cono varia la anterior definicion de

cartera eficiente en el caso de que la variable aleatoria se distribuya

seqgim wna lognormal.

§i m es la esperanza de In §{+1, y s la desviacién estandar de

R?
In Rt+1’ entonces

In B! - 1w
t+1
= < [27]

t3d
|

25 una variable aleatoria distribuida normlmente con wedia nula vy
desviacion estandar wnitaria. Esta variable estandarizada tiene una
funcién de distribucion conocida que sdlo depende del wvalor de dicha

variable.

De [27] se desprende que

InRl , =m+s:z [28]
y por tanto,

o ms .z

Ri,,=¢ [29]

A o “‘r}-su;

U, =W R, =u.e [30]

Para poder deducir el criterio de eficiencia debemos analizar

comp afecta una variacidn de my de s a la utilidad esperada de la
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rigueza final, E[U(ﬁ£+1)], que depende imicamente de estas dos variables:

13

E[u(ii,, )] = EEU t-e"”s'E]] [31]

fAs1l, suponiendo que s se mantiene constante, el efecto de m sobre

E[U(ﬁtﬂ)] se deduce del siquiente modo:

~

dm au dm

a E[u(¥, )] o ou(W,,) ou, ) ] i
t+1

au(W,_ ) - a u(W_, ) - .
- E — t+1 -Ni-e“ﬂs z] - ”{'E[ - t+1 .enws Z [32]
@ wf+1 9 u:t+1
Dado que
AN
au@,, )
. - t+1 y @
o wt+1
‘)em"'SZ)o

o E[u(id,, )]

dm

se desprende que

La conclusién que se deriva del resultado anterior es que la

utilidad esperada se maximiza si m se maximiza; por tanto, para cualquier
nivel de desviacion estandar de In ﬁt+1 (s} se debe maximizar el valar

esperado de In ﬁ;+1 (m). Esta conclusion coincide con la segunda parte
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del teorema del conjunto eficiente del wodelo E-V original segim la cual
entre dos carteras de igual desviacidn estandar se escogerd siempre

aquélla que presente una rentabilidad esperada mayor.

La primera parte del teorema del conjunto eficiente del wmodelo
E-V basico afirma que para cualquier nivel de rentabilidad esperada
debera minimizarse la desviacion estandar. Se deberd probar si esto es
cierto en el caso de que la rentabilidad se distribuya segim una
lognormal. Para ello sera necesario analizar el efecto de una vwariacion

de la desviacion estandar en la utilidad esperada de la riqueza final:

a E[u(¥i,, )] i E[a u(@,,,) aulli,,) ]

ds a N£+1 as
au(i ) ~ au(@ ) ~
= [———7:—3:1-—uut-e"*5 z-z] = wt-E ————:—313——ue"”5 2.z [33]
a wt+1 9 wt+1
3 E[U(#,, )]
El signo de no esta determinado a diferencia de lo
ds
8 E[U(wt+1)] . o U(ut+1)
gque ocurre con puesto que mientras wt, —
o m oW
t+1
mts .z . . o~ . . .
e son positivos, el signo de z no esta definido. Por tanto, el signo
a E[u(i,, )]
de tH dependeré110 del signo de z.
ds

“081 bien Elton y Gruber (E.J.ELTON-M.J.GRUHER, op. cit., 1974 c),

. o E[u(#,,,)] .
p.1268) llegan a la conclusidn de que el signo de no esta
as

definido, las razones que aducen son distintas a las nuestras lo cual
afecta al resto de nuestro estudio.
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. B -m .
Com z = S y 5 }» @, el signo de z dependerd del signo

de la diferencia ln R? m:

t4l

2 E[u(ii,, )]

a) 8i In ﬁ%+1 > m, entonces z ) @ y
d s
b) Si ln R%+1 =m, entonces =z = @ y = @
ds
. . a E{U(ﬁi+l)]
c) 8i In R;+1 { m entonces z { O y (®
ds

El efecto de la desviacién estandar sobre la utilidad esperada de

la rigueza final no estd determinado de antemano sino que depende del

comportamiento de Z. Esta es una diferencia esencial respecto al wodelo
E-V basico en el gue se supone la distribucidn normal de la rentabilidad.
Ello iwplica diferencias respecto a la determinacidén del conjunto

eficiente, debiéndose distinguir los tres siguientes casos derivados del

signo de la diferencia ln R m:

' -
t+i

2 E[u(f,, )]
a) t+i > @ implica gue cuanto mayor sea s mayor sera

as
E[U(ﬁ£+1)] y que por tanto, a igualdad de rentahilidad esperada se

escogera aguella cartera con desviacidn estandar wayor,

Este caso se da ocuando In R!

; %, m
t+1)m sy es decir, Rt+1>e y en

definitiva, cowo e“Bnr, la variacion positiva de la utilidad esperada
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se produce cuando R;+1>m (Rct+1>nr1); La conclusion que puede

extraerse de este resultado es gue cuando ﬁ%+1)m, el inversor se

arriesga, muestra preferencia por el riesgo.

El conjunto eficiente en el momento t (t=0,1,...,T-1) es la

solucion al problem

Max s = (V(ln R} )
sujeto a
~ ¥
m = E(ln R{+1) =m
N )
? Xlt =1
i=1
xit 2 0 V.i i=l,2,-n.,N

a E[U(ﬁt+1)]

ds
no tienen ningim efecto sobre la utilidad esperada y por tanto, entre

= @ inmplica que wna variacion en la desviacidon estandar

todas las ocarteras, se escogera aquélla que presente la maxima

rentabilidad esperada.

En este caso el conjunto eficiente estd formado por wna imica

cartera.

3 E[U(ﬁtﬂ)]

ds
estandar tiene un efecto negativo sobre la utilidad esperada de la

{ © implica que wna incremento en la desviacidn

rigueza final y que por tanto, a igualdad de rentabilidad esperada se

escogera aquella cartera con desviacion estandar menor.
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Este caso se dara cuando 1n §%+i(m vy en general, ello se

producira cuando §;+1(m. fisi, cuando ﬁ;+1 se halla por debajo de la
rentabilidad esperada, el inversor no se arriesga y por, tanto, a

igualdad de rentabilidad esperada escoge la wenor desviacidn estandar.

Para encontrar el conjunto eficiente en el wowento t

{t=0,1,...,T-1) debera resolverse el siguiente problema:

Min s = IU(ln R%+1)

a *
m = E(ln R;:'i'l) =m

sujeto a

x. 2 0 Vi, i=1’2,l.l,N

En definitiva, el conjunto eficiente en el caso de que la

rentabilidad se distribuya segim wmma lognormal no es siempre el mismo

sino que depende del signo de Z.

En los casos a) y c) el problema planteado puede resolverse

teniendo en cuenta que:

2 1/2
s = {(Iln + 1

M2

3
n

In u - —%—-52
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2 _ ~
o® = V(R ;)

M= E(R‘;:"'l)

DPe este wmodo, se obtiene que waximizar (o wminimizar)

s = lU(ln R},,) sujeto a m= E{ln R%ﬂ) equivale a wmaximizar (o

minimizar) ¢ = E(R!,,). Por tanto, la frontera eficiente es la solucion a

t+1
Max (Min) E(R],,)
sujeto a
N
S -
> X, =1
i=1
R, 20 vi, i=1,2,...,N |

2.3. MODIFICACIONES £ LA HIPOTESIS H.5. DEL NMODELO FE-V BASICO RESPELTO A
LA PARTICIPACIONR DE CADAR TITULO EN LA CARTERA

Las hipdtesis del modelo E-V basico respeocto a la participacion

de cada titulo en la cartera son:

N
in=1

i=1

xi 2 Q Vi, i=1,2,II,N
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Y las nmodificaciones que se han realjizado pueden resumirse en las

siguientes:

2.3.1. Modelo E-V con Ilimitles superioreslll

Puede ocurrir que por restricciones legales o politicas, la
participacion de un titulo en la cartera no pueda superar un determinado
limite. En este caso, deberia afiadirse a las dos hipdtesis anteriores la

siguiente:
X. < U, i=1,2,...,N [34]

La inclusién de esta nueva hipotesis reduce el conjunto de

carteras factibles si Ui(l vi, i=1,2,...,N. En casoc contrario (Uizl
vi, i=1,2,...,N}), el conjunto no se vera afectado y coincidira con el del
modelo E-V.

La frontera eficiente es el resultado de

Min V(R )
c
sujeto a
~ *

E(RC) =E
N

X =1

i
i=1
R, 20 vi, i=1,2,...,N
R, < U, vi, i=1,2,...,N

Wy MRROWITZ, op. cit., 1989, pp.7-8.
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2.3.2, Nodelo de !bbin—b‘barpe—l.intneru2

En el modelo E-V basico se supone que todo el presupuesto

disponible se invierte totalmente, repartiéndolo entre todos los titulos
N

que constituyen la cartera. Ello implica que E::'Xi = 1. Sin ewbargo, se

i=1
puede admitir la posibilidad de que el inversor no agote todo su

presupussta, prestando una parte del wmismo & que, al contrario, towe
prestada wna cierta cantidad de dinero, todo ello a una tasa de interés

conocida y por tanto, libre de riesgollg.

Bajo estos nuevos supuestos, las dos hipotesis originales del

nodelo E-V se convertiran en:

N

2K =1+ Xy, [35]
i=]

X, 20 [36]
o 2 1 (57

donde XN+1 es la cantidad de dinero (en proporcion respecto al
presupuesto inicial) que se presta (XN+1(0) 6 que procede de im préstanp
que se le ha concedido al inversor (XN+1)0)' Se exige que XN+12 -1, es
decir, que siendo negativa nunca sea inferior a -1 puesto que el inversor

no puede prestar una cantidad superior a su presupuesto.

112J.TUBIN, "Ligquidity Preference as Behaviowr towards Risk”, R.E.S.,
1958, pp.65-86.

J.LINTNER, “The Valuation of Risk Assets and the Selection of Risky
Investments in Stock Portfolios and Capital Budgets™, R.E.A.8., 1965,
pp.13-37.

W.SHARPE, "Capital AfAsset Prices: a Theory of Market Equilibriwm under
Conditions of Risk"”, J.F., 1964, pp.425-442.

11aEsta hipotesis es muy restrictiva puesto que implica una misma tasa de
interés para prestar dinero que para tomerlo prestado.



NHODIFICACIONES A LOS MODELOS FURDSNENTALES 159

S5i se supone que puede prestarse y tomar prestada cualquier
cantidad de dinero a wna tasa de interés ry libre de riesgo, se cumple
que:

On+t Not = 2

0N+1 i =0 vi, i=1,2,ll.,N

To XN"'.'. { @
E[B1] = {ory Hey ) @

De hecho, al permitir gue se wmantenga dinero liquido en la
cartera, se estd aceptando la existencia de titulos no arriesgados, lo
cual transgrede la hipotesis H.3. del nodelo E-V basico que considera que

todos los titulos incluidos en la cartera son arriesgados.

La frontera eficiente asociada a las nuevas hipdtesis es la

solucion del siguiente problema:

Min V(R))
sujeto a

a 3
E(RC‘.) = E

N
E:: Xi =1+ XN+1
i=1

Xi > @ vi, i=1,2,...,N

Beg 2 7L ]
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2.32.3. Nopdeio de Blackilq

En el wodelo de Black se adwmiten las wventas al descubier'tol15 Y,

por tanto, puede eliminarse la hipotesis Xizo. En este caso, la frontera

eficiente es la solucion a:

Min V(R )
c
sujeto a
~ *
E(Rc) = E
N
X =1
i
i=1 ]

La solucidn a este problema coincide con la del modelo E-V basico

116 deduce la

. . R L. e -
sin necesidad de imponer restricciones a E . Markowitz
frontera eficiente para todos aquellos casos en los gque, como en el

modelo de Black, las restricciones son del tipo A'¥ = b,

Estos tres modelos pueden considerarse casos particulares del

siguiente modelo general:

lquZElﬂcx, “Capital Market Equilibrium with Restricted Borrowing”, J.B.,
1972, pp.444-455.

11SVéanse las pp.59-60 de la presente Tesis, donde se definen las ventas

al descubierto.

116y moRROWITZ, op. cit., 1989, pp.125-143.
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Min V(R )
(ol
sujeto a
3

E(R) = E

g 271 ]

Si XN+1=0 v Ui=® vi, i=1,2,...,N, obtenemos el modelo E-V con

limites superiores.

Si Ui)l y Ui=0 Vi’ i=1,2,...,N, obtenemos el modelo de

Tobin-Lintner-Sharpe puesto que en este caso Ui se vuelve inoperante.

§i U1, V. <-1 wi, i=1,2,...,N y X, =@, obtenemos el wndelo
de Black ya que los limites se vuelven inoperantes vy en este caso no hace

falta XN+1 para que alguna de las variables tome valores negativos.

l'hrkcmitzlm proporciona wma solucidn de caracter general para
resolver el problema de optimizaciéon planteado, basandose en la

aplicacion de las condiciones de Eulm-Tucker.

117H.I‘HRKOUITZ, op. cit., 1989, pp.151-239.
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2.4. NODIFICACIORES A LA BIPOTESIS R.9. DEL MODELO E-V BASICO RESPECTO A
LA FORMA DE LA FUNCIOR DE UTILIDAR (MODELG DE TRES UNONENTOS DF
HANDCR~LEVY )

2.4.1, Introduccion

lLa funcion de wutilidad considerada en el wodelo E-V es wma

funcion cuadratica [U(ﬁc) =a+ b-ﬁc + c-ﬁ;]. Pero dicha funcién presenta

dos inportantes restricciones para su aplicacion en el contexto de la

cartera de valores:

i) Es necesario delimitar el dominio de aplicacién de la funcién

para asegurar una utilidad marginal creciente respecto a la

rentabilidad (R €(®, -b/20)).

-U”(ﬁ )
ii) E} grado de aversién al riesgo medido por —-———:E——-es
U'(R))
[=}

creciente si se utiliza la funcién cuadratica, mientras que

ewpiricarente se ha demnstrado que es decreciente.

Debido a estas restricciones, Hanoch y Laa-vvyj"'“8 introducen en el
modelo de seleccion de carteras eficientes wma funcion de utilidad
cibica, cuyos rasgos mas caracteristicos, que la hacen preferible a la

cuadratica, son los siguientes:

1) Su forma se aproxima mejor a la funcion de utilidad real;

185 HANOCH-H.LEVY, "Efficient Portfolio Selection with Quadratic and
Cubio Utility", J.B., 1978, pp.181-189.



HODIFICACTORES A LOS MNODELOS FUNDBHENTALES 163

2) Es wna funcion wonotona creciente en todo su dominio si se

imponen las restricciones apropiadas a los parametros. El

crecimiento de la funcion de utilidad se traduce en U’(ﬁc))o;

3) Muestra aversion al riesgo para determinados niveles de

rentabilidad y preferencia por el riesgo para altas

rentabilidades. Ello significa que el signo de U”(ﬁb} no esta

def inido;
4) La wutilidad esperada depende no solo de la esperanza y de la
varianza sino tawbién del tercer nmomwento, que informa de la

desviacién de 1la distribucidon hacia 1la derecha o hacia la

izquierda respecto a la wedia.

La forma general de la funcidn de utilidad cibica es:
U(R) =R_+ b-R? + d:R? [38]
c c c c

y como ha de ser wondtona creciente, se debera asegurar gque U'(ﬁb)>0 14

ello supone:

3.d-R2 + 2.b'R_+1>0 [39]
C C

La primera parte de [39] es el primer miewbro de la ecuacion de

una parabola y para asegurar que sea siempre positiva para cualquier

valor de RC se precisa gue
4.p? - 12.d¢( 0@ =—= b2 3d [40]

debiéndose cuplir que d)® puesto que b2)0.
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2.4.2. Deduccion del criteria de eficiencia

Para deducir wn criterio de eficiencia oOptino en el caso de
funciones de utilidad ctbicas, es necesario estudiar en primer lugar,
cudles son las variables que influyen en la utilidad esperada y, a

continuacién, cual es el efecto de un cambio en estas wvariables schre

dicha utilidad esperada.

La funcion de utilidad esperada puede expresarse del siguiente

modo:
E[U(R_)] = E(R, + bR + d-R?) = E(R_) + b-E(R?) + d-E(R?) [41]
E(RZ) y E(R?) de [41] pueden expresarse com
') E(R?) = V(R ) + [E(B_)]? | [42]
*) E(R2) = w3 + [E(R_)]® + 3-v(K ) -E(R ) [43]

relacion que se deduce de la definicidn del tercer mowento
_BIE - B(R V12
M3 = E[Rc E(Rc)]

La utilidad esperada [41] es, por tanto, uma funcién de los tres

momentos estadisticos:
E[U(R_)] = E(R_) + b+{U(R_} + [E(R_)]?} +

+d-{u; + [E(R)]? + 3-V(R_)-E(R_)} =
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= E(R)) + b-[E(R)]? + d-[E(R)]®> + [b + 3-d-E(R)]'V(R ) + dogz  [44]

Una vez conocida la dependencia de E[U(ﬁc)] respecto a E(ﬁc),

V(ﬁc) y M3, analizaremos el efecto de wma variacion en estas variables

sobre la utilidad esperada. Para ello estudiaremnos el signo de la

derivada de E[U(Rc)] respecto a cada una de las wvariables de las que

depende:

8 E[U(R )]

= =1+ 2hER) +3d[ER)]? +3dV(R
oy oL e e ER e 2 vy

De [4@] sabemos que b? ¢ 3.d y, por tanto,
£ ] & B £ ] ¥ B 2
1+ 2:0b E(Rc) + 3.d [E(Rb)] ) 0 [45]

Como ademas se cunmple que d)@ y V(ﬁc))e se llega a la conclusion

gue

3 E[U(R_)]

= ") [46]
2 E(R_)

Del signo de esta derivada se desprende que la utilidad esperada

crece con E(Rc). Esto significa que ante dos carteras con igual U(Rc)
e igual u3, se escogera agquella cuya rentabilidad esperada sea mayor

(igual que en el modelo E-V basico}.

?EUR L, 3.d-E(R_) [47]

3 V(R)



166 , HACIA UNQ TEORIA BE CARTERAS

En este caso no puede decirse cual es el efecto de U(Rb) sobre

E[U(Rc)] puesto gque depende del valor que tonen b v d.

Cuando la funcidn de utilidad es ctbica, no puede concluirse
(como hicimps en el wmodelo E-V basico) que ante dos carteras con igual
rentabilidad esperada escogerenps la gque presenta uma varianza wenor
ya que un aumento de la misma puede provocar tanto mn aumento comn una

disminucidn de la utilidad esperada.

5 E[U(R,)]
0 us

[48]

)

3 E[U(R_)]

0 W3
la utilidad esperada crece con ujz.

al ser d ) @, entonces ) @. Y ello significa que

El efecto de p3 sobre U(ﬁc) es positivo lo cual implica gue ante
dos carteras con igual rentabilidad esperada e igqual varianza

escogeremps aguella cuyo gz sea mayor.

Del analisis anterior no puede deducirse directamente un criterio

de eficiencia tal com puede hacerse cuando la funcion de utilidad es
cuadratica puesto que no queda totalmente definido el efecto de U(Rc) en

E[U(Rc)]. Por dicho motivo, sera necesario abordar el problema desde otro
punto de vista que se basa en determinar directamente que condiciones han
de cunmplirse para que umna cartera sea preferida a otra. Este nuevo

planteamiento £5 el que se analiza a continuacidn.

En general, la cartera A es preferida a la cartera B si

AE[U(R_)] = E[U(R_,)] - E[U(R ;)] > @ [49]
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donde RGA 1’4 RcB representan la tasa de rentabilidad de las carteras A y B

respectivamente.

Fn el caso de que la funcion de utilidad sea ciubica, la condicidn

[49] se convierte en
R - B(R \R? B2 ) - B(R B2 \R3
AE[U(R_)] = E(R_, + bR, + d-R2;) - E(R 5 + b-R2, + d-R3.) [50]

Si consideramos

‘) E(R_,) - E(R_g) = 2E(R_)
*) E(R2,) - E(RZ) = AR(R?)
') E(B?) - E(RE,) = AE(R?)

la enpresion de AE[U(R_}] en [5@] es

AE[U(R )] = AE(R_) + b-AE(R?) + d-4E(R?) [51]

La condicion [4@], b? ¢ 3d, se puede expresar también como

-#3d { b { /3d

y ello nos permite afirmar que
~ ~2 . N3 "~ R , ~2 , ~3
AE(RG) +h AE(RD) +d AE(RG) ? AE(RG) /3d AE(RO) +d AE(RG) [52]
y en definitiva,

4E[U(R_)] > @ & AE(R_) - /3d-4E(R?) + d-AE(R?) > @ [53]
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4E(R ) - /3d-AE(R;) + d'AE(Rg) es wna ecuacion de segundo grado

de /d (d ) @) que serd siempre positiva si y solo si

3.[AE(R?)]? - 4-4E(R_)-4E(R?) ¢ O [54]
es decir,
3.[4E(R2)]? ¢ 4-AE(R_)-2E(R}) [55]

De esta uUltima expresion se desprende que la cartera A es

preferida a la cartera B si y solo si

3.[AE(R?)]? ¢ 4-4E(R_)-AE(R?)

y esta relacion constituye el criterio de eficiencia para la funcién de

utilidad ctbica.

Teniendo en cuenta [41] y [42] este criterio de eficiencia puede
expresarse en funcion de los tres primeros momentos estadisticos, E(Rc),
V(ﬁc) y #3 haciendo los siquientes canbios:

%) Expresion de 3:[4E(R’)]® en funcién de E(R ) y V(R)
. ~2 - nr e 2 - ~ e 2_. »r ) ~
) 4E(E2) = a{U(R_) + [E(R_)]%} = aV(R_)+[4E(R_)]*+2-E(R_) AE(R )

©) a-[4E(H2)]? = 3-[4V(R )17 + 6-[AE(R_)]12-aV(K ) +
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+ 12.E(R ) -2E(R ) aV(R ) + 3-[4B(R )]" + 12-E(R ) - [4E(R)]® +

+ 12-[E(R_)]*-[4E(R_)]* [S6]

%) Expresién de 4-AE(R_)-AE(R?) en funcién de E(R_), V(R)) v
*) 4E(R?) = Mus + [E(R)]® + 3-V(R_)-E(R )} =
= aus + 3-E(R_)-[4E(R_)]? + 3-[E(R_)]?-4E(R_) + [AE(R_)]* +
+ 3-E(R_)-AV(R_) + 3-U(R_)-AE(R_)
') 4R ) AE(R}) = 4-AE(R )y + 12°E(R,) [45(R,)]° +
+ 12.[E(R_)]?-[4E(R_)]? +4-[4E(R_)]"+ 12.E(R_)-AE(R_) -AV(R_) +

+12.AU(R_) - [4E(R_)]* [57]

Asi, la expresion [55]
i R2y12 AE(R ). AR(R2
3:[4E(R?)]? ¢ 4-4E(R_) 4E(R?)
o, de forma equivalente,
CARIR VL AR(RZY — A, n2y12
4 AE(RC) AE(RC) 3 [AE(RC)] > @ [58]

se convierte, teniendo en cuenta [56] y [57], en
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4-4E(R ) dus + [4E(R )] + 12-V(R ) [4E(R )] -

- 3.[4U(R_}]? - &-[4E(R_)]*-4U(R_) ) @ [59]

Dividiendo [59] por 12-[AE(R,}]*, se obtiene

& [AE(R)]T . [8(R_)]?  AU(R )
= + + V(R ) - = - > @ [60]
3:4E(R ) 12 4-[4E(R )}* 2
6 bien,

an [AE(R)]? MR) |2 2:V(R) - MR )
+ - +

= > 0 [61]
3. 4E(R ) 12

2 4E(R ) 2

En definitiva, el criterio de eficiencia puede expresarse también

del siguiente wodo:

La cartera fl es preferida a la cartera B &

e +[AE(§0)]2_ 2 2-v(§c)—av(§c))
3-4E(R_) 12

(R _)

2

2. 4E(R )

En el caso de que AE(Rb) = E(RCQ) - E(RCB) = @, la condicién
necesaria y suficiente para que la cartera A sea preferida a la cartera B

es la siquiente:
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- 3[41}(%(3)]2 )

Dicha condicién numca se cunplira y ello determina que en este
caso especial no exista ningim criterio de eficiencia aplicable para
todos los inversores. Por lo tanto, la eleccidn de la cartera se basara

exclusivanente en las preferencias del inversor.

La dltima de las hipotesis del modelo E-V basico, citada en el
apartado 1.2.3., hace referencia a la ausencia de costes de mantenimiento
y revision de cartera. La eliminacién de dicho supuesto da lugar a un
nuevo wodelo (Modelo E-V con incorporacion de costes de mantenimiento y
revision de la cartera), que podria incluirse en este Capitulo junto al
resto de wmodificaciones gque se han efectuado. Sin ewbargo, debido a la
importancia que supone el tratamiento, de forma explicita, de la revision
de cartera, creemos gque no debe ser considerado como wna siwple
modificacion al modelo E-V basico sino gque como un verdadero wodelo
wmiperiodico de revision de cartera. Por esta razon creemos mas
conveniente incluir el nodelo E-V con costes en el siguiente Capitulo
junto a otros wodelos aplicables a la revision de la cartera de

naturaleza uniperiodica.






CAPITULO 3 |
MODELOS UNIPERIODICOS DE REVISION DE CARTERA
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3.1, ITNTRODUCCION

El modelo E-V basico y los modelos de indices incluidos en el

Capitulo 1! no son los micos que pueden aplicarse en el contexto de la

revision de carterallg de caracter wuniperiodico aungue si sean los que
mas atencion han recibido. En concreto, en el Capitulo 2 se han mostrado
otros modelos que son, en realidad, generalizaciones al modelo E-V basico
¥ que aparecen con el proposito de modificar alguna de las hipotesis del

misno.

En el presente capitulo nuestro objetivo es el estudio de unos
determinados wmodelos umiperibédicos de revision de cartera que si  bien
modifican las hipotesis del modelo E-V basico nacen con una concepcion
distinta que les dota de personalidad propia y permite su analisis en un

capitulo aparte.

En primer lugar, como ya se justificod en el Capitulo anterior, ce
estudiara el wodelo E-V con incorporacion de costes de mantenimiento y
revisiim de cartera. En los apartados 3.3., 3.4. y 3.9. se presentan,
respectivanente, los modelos de Baumol, Esperanza-Semivarianza vy
Esperanza-Entropia cuya diferencia principal respecto al wmodelo E-V
basico estriba en el tratamiento del riesgo asociado a la cartera. En el

siguiente epigrafe (3.6.) se presenta el modelo de Dominancia Estocastica

119 ., . .. . cs. . .
Véase la clasificacion de los modelos uniperiodicos de revision de

cartera. ’
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gue se caracteriza por no reducir la distribucion de probabilidad a dos o
mis nowentos para determinar el conjunto eficiente. El wodelo Media
Geométrica (3.7.) se diferencia de los demids modelos en que no exige la
eficiencia de la cartera dptima maximizando directamente la funcion de
utilidad esperada. Pero, maximizar la utilidad esperada puede que no sea
el objetivo perseguido por el inversor gque puede buscar, ante todo,
sequridad. Este objetivo es el considerado por los modelos Safety First
(3.8.). Finalmente, se estudiara la posibilidad de que el objetivo del
inversor no sea Unico sino miltiple, supuesto que da lugar al Modelo de

Programacion por Objetivos (3.9.).

3.2. MODELD  ESPERANZA-VARIANZA CON  INCORPORALION DE  COSTES DE
HANTERIMIENTG Y RENISION DE CARTERA

3.2.1. Introduceion

En el modelo E-V basico se supuso que los costes asociados al
mantenimiento y a la revision de la cartera eran nulos. En realidad,
pocos son los autores que tienen en cuenta dichos costes a pesar de que

pueden repercutir negativamente sobre la rentabilidad obtenida por el

. 120 . . . .
inversor . Por dicho motivo henmps creido conveniente tratar los costes
de mantenimiento y de revision como wna nueva variable del modelo de

revision de cartera.

120Podria darse el caso que la rentabilidad extra obtenida al llevar a
ocabo la revisidn no compensara el coste de llevar a cabo tal revision.
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Entenderemns por costes de revision los asociados a la compra o
venta de titulos en los que se incurre para realizar la transicion desde

una cartera que bajo las nuevas condiciones ya no es optima hasta una

. 121 . .
nueva cartera que si lo sea . Ademas, consideraremos los costes en que

incurre el inversor para mantener su cartera.

Supondremns que los pagos asociados al mantenimiento y revisidn
de la cartera se realizan siempre en el momento en que se produce la
revision. En concreto, en el womento t se pagan los gastos que conlleva
la revision efectuada en ese momento y los asociados al mantenimiento de

la cartera durante el periodo gque sigue.

La introduccion de los costes de revision en el nodelo puede
hacerse desde tres perspectivas distintas que son las que analizaremns a

cont inuacion.

3.2.2. Comparacion entre Ios costes y el incremento esperado de la
rentahil idad

Una forma de tener en cuenta los costes de revisiéon es la

propuesta por Snﬁthlzz:

La rentabilidad esperada de wna revision es el
incremento esperado de la rentabilidad de la cartera por

121Lns costes asociados a la revision de carteras pueden ser de los
siguientes tipos:
-costes derivados de la negociacion por la compra y venta de los
titulos (comisiones del broker)

—inpuestos sobre la ganancia extra de capital vy
-costes de anAlisis para la compra/venta de determinados titulos.

122y y. emrmy, op. cit., 1967, pp.429-431.
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el valor de la cartera en el womento de efectuar la
revision. El valor de la cartera es igual a la inversion
original mas los dividendos acumulados y la apreciacion
de capital de los titulos que han formado la cartera.

Parece razanable afirmar que la revision debera
realizarse solo si la rentabilidad esperada de 1la
revision excede al coste de llevarla a cabo.

Es decir, el inversor en el wowmento t-1 escogid una cartera A y
la wantuwwo durante un periodo y al final del mismo {en t) se plantea su
revision ante el cambio de expectativas sobre la rentabilidad de los
titulos gue ha tenido lugar. En fimcidon de estas nuevas expectativas, la
cartera aptima en t para el nuevo periodo es distinta a la mantenida
durante el periodo anterior (cartera B). El incremento esperado de la
rentabilidad de la cartera com consecuencia de la revision es la
diferencia entre la rentabilidad esperada de la cartera B en el nomento
t+1 y la rentabilidad esperada de la antigua cartera A si se mantuviera

sin revisar durante un nuevo periodo.

Por tanto, se revisard la cartera A, constituida en el womento

t-1 y mantenida durante un periodo, siempre que

[E(Rgeyy) = E(Bpeyy)]iW, 2
> {Costes derivados de la reuisic’m)t +
+ (Costes derivados del nantenimiento)t [1]

donde

‘) E(RBt+1)= rentabilidad esperada de la cartera B en el nonento t+1 (al

final del periodo durante el gque se ha mantenido dicha cartera);

~

*) E{Ry ,(): rentabilidad esperada de la cartera A en el punto decisorio
t+1 suponiendo que dicha cartera, escogida en t-1 y mantenida hasta t,

se mantiene sin revisar durante un periodo masj
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‘) W.: valor de la carteral?? (riqueza del inversor) al finalizar el

periodo t ({inicio del periodo t+1).

Smith llama a [E(RBt+1) - E(Rat+1)]'wt rentabilidad esperada de

la revision®.

Sea
‘) ¢! nimero de titulos i comprados en el momento t
+) T numero de titulos i vendidos en el womento t

‘) Pyt precio de wercado del_titulo i en el nmowento t. Precio de compra

0 de venta de un titulo i en el wovento t.

si dividimos los costes de revision en costes asociados a la conpra y en
asociados a la venta de titulos y 1los consideramos proporcionales al

importe de dicha compra o venta podremos distinguir:
+) Costes asociados a la cowpra

Sit

kep,co;,  (0CBCL) [2]
+) Costes asociados a la venta

(@¢K’ (1) [3]

-3
]

- ’, .
it = BUPVie

i
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Por tanto, la cartera A sera revisada y sustituida en el nomento

t por la cartera B siempre gue

=

[E(Rge,y) = B(Rpeay )1 Wy 2 2 (84 + Tyy) * 6 [4]
i=1

donde G, son los gastos de mantenimiento pagados en el womento t (nowento

de la revision).

Segim esta propﬁesta, en el caso que la rentabilidad esperada de
la revision sea inferior al coste que supone la wmiswa, dicha revision no
se llevara a cabo. Ello significa gque el inversor esta dispuesto a
mantener wma cartera ineficiente y abandonar el objetivo gque se marcé en
el momento de seleccionar la cartera Optima en el periodo t-1: escoger,
de entre todas las carteras eficientes, agquélla que maximice la utilidad
esperada de la rentabilidad de la cartera { 6 utilidad esperada de su

riqueza).

Esta objecion a la propuesta de Smith puede resolverse si  los
costes de la rewvision se introducen en el nodelo en el nomento de
seleccionar en t la nueva cartera Optima para el sigquiente periodo. En

esta linea se pueden incluir las dos popuestas siguientes.
3.2.3. Incorporacion de los castes al presupuesto destinado a imwversion

Una segunda propuesta para tener en consideracion los costes que
supone la revision de la cartera es la realizada por Chen, Jen vy

Ziunts124 y por Winkler vy Ehrrylzs. A diferencia de la propuesta

129, H.¥.CHEN-F.C.JEN-S.ZIONTS, op. cit., 1971, pp.52-55.

125 L. WINRLER-C.B.BARRY, “A Bayesian Model for Portfolio Selection and
Revision", J.F., 1971, pp.182-183.
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anterior, los costes no se consideran despues de haber seleccionado la
nueva cartera optima sino que se introducen en el wodelo de revision de
carteras como restriccidn presupuestaria. Se considera que el importe
destinado a pagar los costes de wmantenimiento vy revision disminuye el

presupuesto que puede destinarse para constituir una nueva cartera.

Para introducir los costes como restriccidn presupuestaria en el
mwdelo de revision de carteras necesitamns definir las siguientes

variables:

*) N: nimero de titulos entre los que puede escogerse para former la

cartera;

+) T: nimero de periodos en los que se divide el horizonte temporal de
posesion de wna cartera. Al final de dicho horizonte, el inversor

liquida su carteraj;

*) t: punto decisorio en el gque el inversor decide constituir por primera
vez una cartera (t=0) 0 revisar una cartera ya existente (t#@);

t=0,1’---,T-1;

‘) Ut: rigqueza disponible para se invertida en t. Si t = 0, W,
representa dinero liquido;
‘) ¥;,: cantidad invertida en el titulo i (i=1,2,...,N) en el momento t.

Sit=20, Yi es la cantidad invertida en cada titulo i en la primera
0

cartera del inversor. 8i t # @, Yit indica la cantidad invertida en

cada titulo después de haber realizado la revision correspondiente al

momento t;

‘) Vit nimero de titulos i que forman parte de la cartera en el momento
t después de haber realizado la revision oportuna. Es decir, es el
nimero de titulos i que se van a mantener en cartera durante el

periodo t+1;
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*) ¥'._ : cantidad invertida en el titulo i en punto decisorio t antes de

it’
. 126
proceder a la rewvision de la cartera = ;

*) dit: dividendos percibidos en el momento t por un titulo i;

+) cit: cantidad total destinada a la compra de titulos i en el momento t

después de la revision;

‘) V., cantidad total obtenida por la venta de titulos i en el wonento t
despues de la revisidn; Ui = Q3
0

) I nimero de titulos i adquiridos en el momento t;

: nimero de titulos i vendidos en el nomento t, (t#@);

RAITS

) Pi¢! precio de wercado del titulo i en el momento t;
*) Sit: coste de la compra de titulos i en el womento t;

‘) Tit: coste de la venta de titulos i en el monento tj;

*) Gt: costes asociados al mantenimiento de la cartera durante el periodo

t+1 -

En funcion de las wvariables definidas se pueden deducir las

siguientes relaciones:

1265; e1 precio del titulo i en el nomento t (pit) no coincide con el

precio en el nonento t-1, (pit~1)' la cantidad invertida en el titulo i

en t, antes de la revision, no coincidird con la cantidad invertida en el
momento t-1,
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N
Wiy = Z Vet P2 Vi iy [5]
i=1

donde

Sy _ -
Yite1 = Vit Pit+t (6]
De acuerdo con [6], W, . en [5] es!??
B £ 1
12%Ecta expresion es equivalente a W =W (1 +R ) r
pres equiva e = W ot+1) Que aparece en

el apartado 1.2.3. de esta Tesis.

Demostracion:
N N
GW =2 V=2 vipy
i=1 i=1
N N . N
Y. p. -p., +d,
- -~ it it+l it it+l
) Ropag = 2 Bip Ty © W "y =
i=1 ji=t  © it
- Piteg T Pig Y i0ep
i=1 Pit
N
i ~ ~
=W, 2 Vi Pipag " Pyt di4y)
i=1

Y, en definitiva,

=t

py =W (LB ) =W pWR =

N
2 Vi Pyt 2 Vig (Pypyg Py + ) =

i=1
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N
Wy =2 Vg (Pigag * G544y) (7]
i=1
B) Yo = Vi) * G~ Vit [8]

Si tenewns en cuenta gue

Vit = Yie'Pit (9]
Yit-1 = Yit-1'Pi¢ [10]
Ci¢= Cit'Pit [11]
Vit = Vit'Pit [12]

la expresion [8] equivale a

*Cie T Vit [13]

Vit = Vit-1
También, sustituyendo [13] en [7] se obtiene la siguiente
expresion de ﬁt+1

N
Wy =2 (Vigog * S5~ Vi) (Pigay * Tigay) [14]
i=1

N
=2 ¥ig (Pigay * Sigay)
i=t



HODELOS UNIPERIODICOS DE REVISION DE CARTERA 185

c) Al igual que en la propuesta de Smith, los costes de revision se
consideran cono la suma de los costes asociados a la compra de titulos
y los asociados a la venta de titulos. Estos son proporcionales al

inporte destinado a la compra y a la cantidad obtenida por la venta,

respectivamente:
Sit = k'Cit = R'Git'pit (@(K(l) [15]
~ k', = k. . s
Tit =k Uit =k Vit Piyt (@<K* (1) [16]

d) La ecuacion presupuestaria que deberd cumplirse en t e5128=

N

N
2 (ST #Ci) + 6 = 2 (Vv 4 0diy) [17]
i=1 i=t

Y, teniendo en cuenta [15] y [16] la ecuacion presupuestaria [17]

se convierte en

N
> [(l—k)-Cit-(l—k’)-Vit-yit_l-dit] +G, =@ [18]
i=1

Dadas las anteriores relaciones, el wmodelo de revision de
carteras con incorporacion de los costes de revision y de mantenimiento
que permite hallar la frontera eficiente en el momento t (t=0,1,...,T-1)

es el siguiente:

128La hipdtesis que se halla iwplicita en esta ecuacion es la no
existencia de endeudamiento; es decir, los fondos de que dispone el
inversor proceden de los dividendos cobrados y de la venta de algunos
titulos que constituyen su cartera. - No se produce tampoco ninguna
aportacion extra de dinero a la cartera durante el tiempo gque se mantiene
en manos del inversor.
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Min V(i )
sujeto a
P 3
E(W,,) = E
N
< k). - [1-k'). - . =
2 [(1 k)-Cip = (1717) V3¢ = vy dye ] G =0 |}
i=1
Yig 2 @
Cigr Vig * 0

donde E(ﬁ£+1) y V(ﬁ£+1) tienen igual significado que en el wodelo E-V
basico y la restriccion yit20 es equivalente a la de dicho modelo
(X,,29).

Del conjunto de carteras eficientes resultante del sistema

anterior, el inversor escoge aquélla que
Max E[U(Wt+1)]

donde ﬁt+1 es, segin [14],

N
Mgy = 2 (Figmg * O3 ~ Vi) (Bypyy * G50yy)
i=1

En el caso de ausencia de costes de revision y de mantenimiento,
este modelo coincide con el ya definido en el epigrafe 1.2.4. de este

traba jo.

Asi, si los costes de revision son nulos, la funcidn objetivo no
sufre ninguna modificacién; por el contrario, la ecuacion presupuestaria

si se ve afectada, resultando ser la siguiente:
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N ' ,
2 [Cit " Vi T Yit—l'dit] =0 [£9]

i=1

La igualdad [19] puede expresarse, teniendo en cuenta [11] vy

[12], del siguiente modo

N

N N
S .5 - e g
2 CipPip T2 Ve Py T2 Yigy 9y =
i=1

i=1 i=1

N N N

_ . LSy . S oy -
=2 0P T2 ViePie * 2 VieoyPie
i=1 i=1 i=1

N N
=2 Vi1 P 2 Vipey'di = @ [2e]
i=1 i=1 ’

Agrupando términos en [20], se obtiene

N N

—

2Py (Yiegteie Vi) = 2 Vipoyt(Pyetdyy) [21]
i:l 1=1

De [13] sabemos que Yit-1 * Ci¢ ~ Vi¢ = ¥i¢ ¥y POC tanto, [21] es
N N

S L v = .
2Py Vie =2 Vigogo [Py *d5)
i=1 i=1
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Finalmente, teniendo en cuenta [7] y.[9]

N

2 Vipopr (e v d) =W,
i=1

Pie' Vit = Yyt

se obtiene

Y., =W o bien > XK. =1 [23]

que es la restriccidon utilizada en el wodelo E-V basico donde no se

consdera ningim tipo de costes.

El modelo definido, aungue esta planteado para resolver el
problema de la revision y los costes que ésta lleva consigo, puede
también adaptarse para la seleccion de la ocartera optima en t=0
suponiendo gue existen unos costes por la adquisicion de los titulos que
van a conmponer la cartera durante el primer periodo con el fin de
maximizar la utilidad esperada de la rigqueza al finalizar dicho periodo.
En este caso, para t=0, se cumplen las siguientes relaciones:

a’) En t=0 se cumple que y; =¢ = @) y ,por tanto,
)

io Vig

Wo=> o (py *+d ) . [24]
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i89

b’) Los costes de revision de cartera, en t=0, solo estaran formados por

los costes de adquisicién de titulos, puesto que al no producirse

venta de titulos los costes asociados a dicha venta son nulos:

ig ig ig "ip

ig

c’) La ecuacién presupuestaria es:

N
) E (Slo + Clo) + Go = uo
i=1
o, de form equivalente,
N
(1+k)'; Ci0+Go=wo
i=1

Y en definitiva, el modelo de seleccion de las

[25]

[26]

carteras

eficientes con incorporacion de los costes de adquisicion de los titulos

que constituiran la primera cartera es:

Min v(i§;)
sujeto a
E(i,) = £
N
(1 +Kk):> C. +Gp=
L] 10

i=1

Wo
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Una wvez obtenido el conjunto eficiente se trata de escoger la

cartera optima que maximiza E[U(ﬁ,)] donde,

8i ademds se considera que k=@ (ausencia de costes de

adquisicion} y Go=0 se obtienelzg:

Min U(W,)

sujeto a

Con respecto a la propuesta de Smith pweden destacarse la

siguientes diferencias:

N

La primera restriccion del modelo equivale a E Yi = Wy que a su vez
]

129
i=1
N
coincide con S Xi =1,
— 1y
i=1

La segunda restriccidn, ci02 @, equivale a Yioz ? vy, por tanto, a Xioz Q.
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i} La revision se realiza siempre puesto que los costes que
supone se introducen como restriccién presupuestaria y ello

condiciona la nueva cartera Optima.

ii) El conjunto de carteras eficientes sera diferente al hallado
cuando los costes de la revision no son tenidos en cuenta
puesto que la cuantia destinada verdaderamente a inversidn es

menor en esta sequnda propuesta.

3.2.4. Incorporacion de Ios costes a Ia rentahilidad esperada de Ia

cartlera

Guldsnﬁthlso, en el contexto del modelo E-V, tiene en cuenta laos

costes de la revision para seleccionar la cartera optima del nuevo
periodo y lo hace disminuyendo la rentabilidad esperada de la cartera, a
diferencia de la propuesta anterior en gque se consideraban cono umna

restricecion presupuestaria.

fAsi, mientras en el modelo E-V basico, la rentabilidad esperada

de la cartera en el nomento t+l era

ct+1) EZ: X it+1)

3OD.GULDSHTTH, “Transaction Costs and the Theory of Portfolio
Selection”, J.F., 1976, pp.1127-1139.
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si se considera que los costes de la revisién provocan una disminucion de

la rentabilidad esperada, la nueva expresion es

N
N > (Sj¢ + Ty * 6

i=1
E ct+1) let E 1t+1) u
i=1 t

donde Sit’ Tit y Gt tienen el mismo significado que en las dos propuestas

anteriores.

Una vez determinada la rentabilidad esperada, la biusqueda de la
cartera optima sigue los mismos pasos que en el modelo E-V basico: dada
la rentabilidad esperada y la varianza asociada a cada cartera factible,
se busca el conjunto de las carteras eficientes y a continuacién, de

todas ellas, se escoge la gque maximiza la utilidad esperada del inversor.

Las diferencias entre esta propuesta y las dos anteriores son las

siguientes:

i} El inversor, segim esta tercera propuesta, mantiene siempre
una cartera eficiente, circunstancia que no sienpre tiene
lugar en la primera propuesta al hacer depender la revision de
la comparacion entre los costes derivados de la wmisma v la

rentabilidad esperada extra obtendida de dicha revisidn.

ii) La cartera escogida segim esta tercera propuesta no
coincidira con el de las otras dos puesto que en cada caso

los costes se consideran de forma distinta.
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3.3. NODELD ESPERANZA-LINITE INFERIOR DE CONFIANZA (NODELD DE BAIMOL)

Baum:lm1 introduce en el wodelo E-V basico, descrito en sl

apartado 1.2., uwna tmica diferencia que radica en el tratamiento del
riesgo asociado a la cartera y que afecta a la determinacion del conjinto

(de la frontera) eficiente.

Recordemps que seqim el criterio E-V, la cartera A es preferida a

la cartera B si sbdlo si:

v

a) E(R_) 2 E(F_p)

[ Fa

B) V(E_,) s (E o)

exigiendose wna desigualdad estricta para, al wenos, una de las

desigualdades.

Segim Bawml la cartera A es preferida a la cartera B si y sb6lo

si:

v

a) E(f_,) » E(f_p)

w

L&,

b) L(R_ o)

a)

exigiéndose una desigualdad estricta para, al wenos, wna de las

desigualdades y siendo

L = E(R)) - K-Jv(ﬁc)

131H.J.Bﬂm, "An Expected Gain-Confidence Limit Criterion for Portfolio
Selection”, M.S5., 1963, pp.174-181.
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“L" es el "limite inferior de confianza" y representa la wminim
rentabilidad aceptada o la mAxima pérdida aceptada. K (K)@) refleja la

actitud del inversor hacia el riesgo [coeficiente de aversion al riesgo)

y es el nimero maxino de desviaciones tipicas por debajo de E(ﬁc) que

puede tolerar la cartera.

Bamml considera que al inversor le preocupa que la rentabilidad

real no alcance la rentabilidad esperada y por ello propone como criterio

de decisibn E(ﬁc) - KJV(ﬁD). No considera, por tanto, desviaciones

positivas respecto a E(ﬁc) puesto que éstas son siempre bien aceptadas

por el inversor,.

Este criterio permite establecer preferencias entre las carteras

eficientes del wodelo E-V basico sin conocer mas detalles del inversor.

Segim el criterio Esperanza-Limite inferior de confianza (E-L),

una cartera es eficiente si:

i) No existe otra cartera con igual E y mayor L, 6

ii) No existe otra cartera con igual L y mayor E.

Batmnl132 demuestra que la frontera eficiente segim el criterio

E-L es un subconjunto de la frontera eficiente segim el criterio E-Vy a

nedida que K= =, el primer conjunto se aproxima al segundo.

El autor del wodelo propone que, para determinar la frontera
eficiente segim el criterio que &1 mismo define, se efectien los dos

pasos siguientes:

132y 5 pauMDL, op. cit., 1963, p.178.
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1) Determinar la frontera eficiente segim el criterio E-V;
2) Eliminar del anterior con junto aguellas carteras

~dominadas”13° segim el criterio E-L.

El conjunto eficiente resultante de la aplicacion de este
criterio no es el wmismo para todos los inversores puesto que la
determinacidon de las carteras eficientes se basa en el limite inferior de
confianza, K, gque varia en funcion de cada inversor. Ello dificulta la
determinacion de la cartera optima de un inversor particular yva que dicha
cartera se encontrara en el conjunto eficiente de dicho inversor,

distinto del de cualquier otro.

Adends del problema de determinacion del coeficiente de aversion
al riesgo para cada inversor particular, se puede anadir otro, derivado
de la aplicacion del wodelo al inicio de cada periodo en que se divide el
horizonte temporal de posesion de la cartera por parte de un inversor
deterﬁunado. En efecto, dentro del contexto de revision de carteras tal
como se entiende en la Parte I de esta Tesis , si el inversor se guia por
el criterio E-L deberd determinar periodo a periodo el conjunto eficiente
segim el ocoriterio E-V y eliminar del mismo las carteras dominadas segim
el criterio E-L. Ello dependera de K, pero, ademias, K puede wvariar
periodo a periodo puesto que al ser un coeficiente de aversidn al riesgo
y depender de la riqueza acumulada por el inversor, al wodificarse esta
riqueza, también se modificard. Ello incrementa los problemas de

aplicacion del wodelo de Baumpl.

133Una cartera es "dominada” segin el criterio E-L si existe otra cartera
con igual E y mayor L o con igual L y mayor E.
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