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3.4. MODELD ESPERANZA-SERIVARIANZA

3.4.1. Introduccion

En el wodelo E-V bacico se utiliza la varianza com wmedida del

riesgo de la rentabilidad de un titulo o de wa carter'al?'q. Ahora hien,

l‘hrkowitzws, naulas, Mo vy B-em;term?, entre otros, admiten la

posibilidad de utilizar otras medidas del riesgo alternativas, entre las

cuales destaca la semivarianza.

Estas dos medidas del riesgo, varianza y semivarianza, obedecen
(en el contexto de la Teoria de la Cartera) a dos formas distintas de
definir el riesgo asociado a un titulo o a wma cartera. Asi, la wvarianza
mide el riesgo suponiendo que al inversor le preocupa cualquier
desviacion {positiva o negativa) de la rentabilidad real respecto a la
media; wmientras que la semivarianza supone preocupacion por una sola

clase de desviaciones.

Pueden panerse dos objeciones a la varianza:

13%yey hipotesis H.7. del apartado 1.2.3. de la presente Tesis.

139y MARROWTTZ, op. cit., 1959, pp.188-201.

1365 ¢.T.MBO, "Models of Capital Budgeting, E-V vs. E-S", J.F.Q.A., 1970,
pp.657-675.

137J.C.T.M—J.F.B§BSI‘EB, “An E—Sh Model of Capital Budgeting”, incluido

en J.P.DICRINSON, Portfolio fAnalysis. i Book of Readings (Saxon
House/Lexington Books, Lexington, 1974), pp.85-100@.
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1)

No +todas las desviaciones tienen  la wism importancia para el
inversor. De hecho, mientras que wa desviacion negativa es
considerada preccupante y no deseada por el inversor, no ocurre lo
misno con las desviaciones positivas que pueden reportarle importantes

venta jas.

El inversor determina un nivel de rentabilidad deseado y 1lo que
realmente le interesa es que la rentabilidad de la cartera no sea
inferior a ese nivel f{ijado. Por tanto, al inversor 1le preoccupan,
especialmente, las desviaciones negativas de la rentabilidad real
respecto al nivel considerado como objetivo y no con respecto a la

rentabilidad esperada.

lLa wmedida del riesgo gque recoge estas dos objeciones a la

varianza es la semivarianza negativa definida com el valor esperado de

las desviacionegs negativas de la rentabilidad real respecto a un valor de

referencia arbitrariamente escogido, al cuadrado.

')

‘)

la

Dados

ﬁc: variable aleatoria que representa la tasa de rentabilidad de la
cartera;

h: valor critico con el que se compara la rentabilidad de la cartera y
por debajo del cual no se desea que se halle ﬁc' Este wvalor que no

tiene porgue coincidir con E(ﬁc);

semivarianza negativa (S ) asociada al valor critico h se define del

siguiente modo:

S, = E[(&, - n)]? [27]
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5i se mide el riesgo a través de la semivarianza negativa, se

considera que el inversor se preocupa, (micamente, por las desviaciones

negativas de la rentabilidad de la cartera respecto a wm nivel

previamente fijado. En este caso se define el riesgo como la posibilidad
138

de no alcanzar el nivel deseado de rentabilidad .
las desviaciones positivas de ﬁc respecto a h no se tienen en

cuenta puesto gque el inversor so0lo considera el riesgo de gue ﬁb no
alcance el nivel deseado y no le preocupa que esté por encima del niwvel

previsto puesto que este hecho no le perjudica. Por tanto,

(B - n)” = ° [28]

3.4.2. Ripotesis del modelo

Las hipotesis que comporta la utilizacion del modelo E-S son las

siguientes:

H.1. La rentabilidad de los titulos (;i) es una variable aleatoria cuya
distribuciéon de probabilidad no ha de ser, necesariamente,
simétrica. Se admite, por tanto, cualquier tipo de distribucién a
diferencia de la hipotesis mis restrictiva utilizada en el modelo

E-V (distribucion normal de la variable aleatoria).

H.2. El inversor admite como conocida la distribucién de probabilidad de

cada variable aleatoria r.

138R.B.PORTER, "Semivariance and Stochastic Dominance: A Conparison™,
A.E.R., 1974, p.201,
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H.3.

H.4.

H.5.

Todos los titulos considerados son arriesgados.
El inversor prefiere siempre mas rentabilidad a menos rentabilidad.

los inversores manifiestan aversion al riesgo para niveles de
rentabilidad inferiores a h y neutralidad para niveles superiores
a h. Puede decirse, de acuerdo con esta hipotesis, que la aversidon

al riesgo esta acotada superiorwente.

Direwos gue el inversor presenta racionalidad limitada cuando
su comportamiento es el descrito en H.4. y H.3., es decir, cuando
prefiere was rentabilidad a wenos y su aversion al riesgo esta

acotada superiormente.

La funcidn de utilidad es de la fornalag

AU(RC) = a + bR, + d-[min(R_-h,0)]* =

a+bR +d(R-n)? siRc<
[=] [=] ~C‘-
i

h
a + b-ﬁc si Y h [29]

Esta funcion de utilidad es cuadratica para ﬁcs’h y lineal

para Rc) h.

Como consecuencia de H.4. la funcion de wutilidad ha de ser
creciente en todo su dominio [U’(ﬁc))O] y ademas concava cuando ﬁcsh

y lineal cuando ﬁb)h [U”(ﬁc)(o si Bbsh y U”(Rb)=0 si Rb>h] para

reflejar la hipdotesis H.S5.

139

H.

MARROWITZ, op. cit., 1959, pp.290-<291.



200 , HACIA UNA TEORIA DE CLARTERAS

Las exigencias sobre el signo de estas dos derivadas
determinan el signo de los parametros que intervienen en la funcidn

de utilidad.

Teniendo en cuenta [29] la primera derivada de la funcion de

utilidad es
. b+2d(B-n) sifish
1] - o~
u (Rc) b si RC) h [3e]
y su segunda derivada es
B 2.d si ﬁcs h
19 - ar
u (Rc) - Q si Rc) h [31]

De [4] y [5] se desprende que d(@ y b)®

H.7. El inversor wmaximiza la utilidad esperada de la rentabilidad de la

cartera.

H.B8. Bespecto a la participacion de cada titulo en la cartera se cumplira

que

X Z Q i=1,2,--.,N-
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3.4.3. Seleccion de la carlera optima

El objetivo del criterio Esperanza-Semivarianza (E-S), al igual
que el criterio E-V, consiste en escoger, entre todas las carteras del
conjunto eficiente, agquella cartera que maximice la utilidad esperada del
inversor. Es decir, la seleccion de la cartera Gptima se realiza en dos

fases:

1) Obtencién de todas las carteras eficientes, 6 lo que es lo mismo,
eleccion, de entre todas las carteras factibles, aquellas que segim el

criterio de eficiencia utilizado no sean dominadas por atras carteras.

El criterio E-S5 basa sus decisiones para determinar el conjunto
eficiente en la esperanza de la rentabilidad y su semivarianza, en lugar

de la varianza utilizada por el criterio E-V,.

Seqgim el criterio E-S5, wna cartera A es preferida a una cartera B

si y sblo si:

f)

a) EQ > EB v Shﬂ< ShB o

b) Ey > Eg v Spp% S

Y wna cartera es eficiente segim el criterio E-S si para su nivel

de E, no existe otra cartera que tenga una Sh menor O si para su nivel de
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Sh no existe otra cartera con wna E superior‘mo.

Para encontrar el conjunto eficiente mediante la aplicacién del

criterio E-S, debera resolverse el siguiente problenalqlz

Max [#-E(,) - 8, (f,)] |

sujeto a
N
r— ]
> Xi =1
i=1
X 2 0 i=1,2’|||,N

140En el caso de que la variable aleatoria "rentabilidad de la cartera”
se distribuya normalwente, el criterio E-S proporciona el misnmo conjunto

de carteras eficientes que el oriterin E-V siempre y cuando h:E(ﬁb), es

decir, el wvalor tomado conp hase de comparacion para hallar la
semivarianza es, precisamente, el valor esperado de la rentabilidad de la

cartera.
Asi, si h:E(ﬁC), la semivarianza es:
sg(R) = E[(B_ - E(R_))7]?
Y la relacién entre la varianza y la semivarianza es

w(i_)-E[R_ - E(R_)]%=E{2-[(R_ - E(R ))7]?}=2-E[(R_ - E(K ) ]?=2-5(K )

Esta relacion demuestra que la cartera con minimm U(ﬁc) es también la que
tiene minima S.(R_).

141El problema que se trata de resolver se diferencia del correspondiente
al modelo E-V en su funcidn objetivo. Una solucién al misno se halla en
W.W.HOGAN-J .M. WARREN, “Computation of the Efficient Boundary in the E-S
Portfolio Selection Model”, J.F.Q.A., 1972, pp.1884-1886.
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2) Una vez determinado el conjunto eficiente, cada inversor, en funcion
de sus preferencias entre rentabilidad y riesgo, escoge agquella cartera

que optimiza su utilidad esperada.

La funcidén de utilidad esperada es:

a+bER)+cE(R-h)?] siRzsh
E[U(R )] = = © ~ =
c a + b-E(R)) si)h

a + BE(R ) + oS (R}

De este nodo, la utilidad esperada de la cartera es wna funcién

de E(ﬁc) y Sh(ﬁc). Y, como de la fase anterior se conocen todas las
carteras eficientes en términos de estas dos variables, se podra

determinar cual es la cartera que maximiza la utilidad esperada.

En todo lo expuesto se ha considerado que los costes de
mantenimiento y de revisidon de cartera eran nulos. En caso contrario, se
determinara el conjunto eficiente teniendo en cuenta que los costes
constituyen una restriccion presupuestaria o gque disminuyen la
rentabilidad de la cartera del mismo modo que se hizo para el mdelo E-V
(apartado 3.2.).

Al igual que en el nodelo E-L, el conjunto eficiente resultante

de la aplicacion del modelo E-S es particular para cada inversor puesto

gue h, que es el nivel de ﬁc deseado, es distinto para cada inversor

142

(excepto en el caso en que h=E(§c)) . Igualmente, h puede ir variando

con el transcurso del tiempo por lo que al incicio de cada periodo deberé

lqua relacion entre los criterios E-S§ y E-L es la misma que la existente
entre los criterios E-V y E-L puesto que el conjunto eficiente de E-§8 vy
E-V es coincidente si la distribucion de la rentabilidad es normal
(hipotesis del modelo E-V basico y del 'modelo E-L).
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determinarse el conjunto eficiente para cada inversor y para el valor de
h de ese periodo. La incorporacidn de estos elementos propios de cada
inversor anade mas problemas a la determinacion de la oartera optim y

dificulta su aplicacion practica.

3.5. NODELO ESPERANZA-ENTROPIA

3.5.1. Introduccion

Philippatos vy H’ilsnnl43 def inen un nuevo criterio de eficiencia

partiendo de la base de gque la varianza no 5 una buena nedida del riesgo
asociado a una cartera, especialmente cuando los resultados de 1la misma
no se distribuyen simétricamente. Para subsanar esta deficiencia,
proponen la sustitucion de la varianza por la entropia o "informacion
esperada”, ocuya ventaja mis destacable es su independencia respecto a la
funcidn de distribucion de probabilidad de la variable aleatoria vy
respecto a la esperanza, ademis de permitir la consideracion de

caracteristicas tanto mensurables como no mensurables.

La entropia es un concepto surgido de la Termdinamica vy
utilizado posteriormente por la teoria de la informacion, gque se define
como la cantidad de informacion que se puede obtener por la acurrencia de
un determinado suceso. Dicha cantidad de informacion se mide a travées de

una funcién logaritmica de la probabilidad de ocurrencia de dicho suceso.

De este modo, la entropia, H, asociada a un evento determinado

1436.C.PHILIPPAHUS—C.J.UILSON, "Entropy, market risk, and the selection
of efficient portfolios”, A.E., 1972, pp.209-220.
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p. =281 | [32]

o, como suele escribirse
H= - log, P, [33]

siendo P; la probabilidad de ocurrencia del suceso considerado.

3.5.2. Enlropia de la rentabilidad de la cartera

De acuerdo con la definicion de entropia y en el contexto de la
cartera de valores, la entropia asociada a la rentabilidad de wm

determinado titulo se calcula del siguiente modo:

m
H(ri) = - 3> p;-logs p; [34]
j=1

donde

+) r, es la variable aleatoria “tasa de rentabilidad” del titulo

considerado que puede tomar m valores distintos.

*) pJ es la probabilidad asociada a cada uno de los wvalores que puede

tomar ;1i J=1,2,...,m.

Si se consideran dos titulos, la entropia conjunta asociada a la

rentabilidad de awbos titulos es:
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H(r,,r2) = ‘Z Z D(Y‘lisf‘z‘i) ‘1092[13("15_:!‘2&)] [35]

i=1 j=1

donde

+) la variable aleatoria r; puede towar n valores distintos (r‘li), cada

uno de los cuales tiene asociada uma probabilidad pi; i=1,2,...,n.

+) la variable aleatoria r, puede tomar m valores distintos (rgj), cada

uo de los cuales tiene asociada wma probabilidad pJ.; J=1,2,...,m.

) p(r‘li,rgd) es la probabilidad de que ;| se halle en el estado i vy ;2

se halle en el estado j. Esta probabilidad es
P(ri;ire;) = prz;/ry;)-p(rs;) [36]

siendo p(rgdlrli) la probabilidad de que r; se halle en el estado j
sabiendo que ;1 se halla en el estado i (probabilidad de rs

condicionada a r;}).

H(F,,F,) se puede expresar tanbién , teniendo en cuenta [36], del

siguiente modo:

H(;I!FZ) = —ZZp(f‘li,f‘zlj)'lug2[p(r‘li!f‘2‘j)] =

i=1 j=1

n m

== > P(Tliyrzj)'1092[9(1‘23/!‘11) 'plri;}] =

i=1 j=1
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n m

= —ZZP(Y‘li:f‘z‘i)'[lﬂgz P(sz/rli) + logg P(Y‘xi)] =

i=1 j=i

n m

= "E 2 P(Plisf‘zd)'lﬁga P(r‘z.j/ﬁi) =
i=l j=1

n m
= 37 3 plrag/ry;)p(ri;) logz piry;)] =
i=1 j=1

m

= "E § p(ry. T2 ) log, P("z‘)/l‘x ) -

i=1l j=1 :

n m
144
- E P(Y‘li)'lo‘h P(r‘li) 2 P(Y‘z‘jh‘li) =

i=1 J=1
n m n
=-> > p(ri;ra;)-log. P(*‘zj/Tni) - 2 p(ri;) 1092 p(ry;) [37]
i=1 j=1 i=1
Haciendo:

n m
') H(;g/;l) = —Zz:p(rli,rgd)-logg p(rgdlrli)

i=1 j=1

n

) H(r;) = ZP r. ) logs P(f‘x )

i=1

la expresion de H(;],;g), [37], es

m
44
Se cunple que E p(rg‘j/x‘li) = 1.
j=t
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H(ry,r) = H{r./r,) + H(ry) [38]

donde H(;g/;l) es la entropia condicional entre ry ;2.

La entropia conjunta proporcionada por tres titulos se obtiene

del siguiente modo:

-~

H(r,,rs,r3) =

n m 1
T'q— 1
== z:::L__'é___p(rli’FZJ’FBk)'1Dg2[P(rli!r2J!P3k)] =
i=i j=1 k=i

45

n m [
= “Z§ z P("xisrz‘j:fbk)'1092[P(F3k/rxiarzj)] -

i=1 j=1 k=1

n m 1

-> > 5 P(f‘liﬂ‘zdaf‘ak)'logz[P(Pz‘j/ﬁi)] -
i=1l j=1 k=1

n m 1
= Z Z Z p("xi:f‘zjﬂ‘3k) : 19‘32[1‘-‘(“1,:)] =

i=1 j=1 k=1

145
1) p(Pli,rzd,PBR) = p(PBk/rlilP2J)'p(rlilrﬂd) =

= p(rak/rli’rzj).p(sz/P‘i).p(Pli)

2) log2[p(rli!r2dir3k)] = logz[p(PBR/Pli!PZJ)] +
+ loga[p(ra;/ra;)] + loga[p(ri;)]
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n m 1 .
= 'ZZZp(“i”'?‘j!hk)‘10‘32[13(’."'»3;‘/1‘1??‘2&)] -

i=1 j=1 k=i

1

n w
- E E > p{rs, /ri.,r2 . ) p{ri vz ) loga[p(rs /r1.}] -
- SRS L it gt
i=1 j=1 k={

m 1

n
-2 3 3 mlra/ra;ra)plra /ey ) p(ry; ) loga[p(r ;)] =
i=1 j=1 k=i

=22 2 p(ripraprs)logalp(rs /ey irag)] -

n m - 1

- ZZ p(r,i,rzd.)-iogg[p(rz‘i/rli)]- Z p(r‘3k/rli,r2d,) -

i=1 j=1 k=1

n m 1

- E p(r‘ii)-logg{p(l‘li)}' Zp(?gjfrli)‘ Zp(rgk/rxi,ng) =
i=1 Jj=1 k=1

n m 1

146
= -'Z E Z P("xivf‘z‘j:r‘sk)'lﬁqz{p(rak/rxi,rgj)] -
i=1 j=1 k=i
n m n
= 2_2_plrijreg)loga[p(rs /ey )] - > pirs;) loga[p(r;)] [39]
i=1 j=1 i=1
1
14

6
Se cumple que E p(rgk/r,i,r%) = 1.
k=1
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8i en [39] hacenos

n m 1
+) H(;3/;l,;2) = '§ 2 z P(Flinrzjsrak)'lﬂgz[p(rak/Plisrzj)]
i=1 j=1 k=i
n m
') H{;g/;l) = - (_;__: ‘___; p(rli,r‘g‘i)-logz[p(rgj/rli)]
i=1 j=1

') H(Fy) = - 5 p(ry,) 1oga[p(r;)]

i=1

la expresion de H{r,,rj,r;) es

H(r,,rz,r3) = H{r3/r,r;) + H{rga/ry) + H{r,) [420]

Generalizando, la entropia de una cartera formada por N titulos

es

HC = H(;],;z,-.-,;n) =

La entropia, com medida del grado de desorden existente en un

sistema cerrado en un norento dado, representa en el mdelo wna medida

del riesgo promedio de los resultados de un proyecto inversor.
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La dificultad que supone el calculo de las probabilidades
conjuntas y condicionales hace que se suela considerar la rentabilidad
como una variable asociada a un indice de wercado, I (modelo de Sharpe,
;i =a, + biT + Ei). De este modo, la imica relacidn entre la

rentabilidad de wvarios titulos se establece a través del indice y cowp

e ~r
consecuencia se deriva la independencia entre r,y rJ, i#j.

En este caso, la entropla conjunta asociada a la rentabilidad de

dos titulos de la cartera se calcula del siguiente wodo:

n m
H(r,,rp) = ‘EEZZST_.P(PI iTa . ) lﬂgz[P(Pl T2 )]
i=1 j=1
n m
= =S S p(ry.,r2,) loga[p(rs /r1. ) oplry; )] =27
= ‘______.{__p li, 2J 2lP id' li li
i=1 j=1

= _ZZ pir;. ) p(ra. ) [logs P(Y‘z ) + log, p{r, )] =

i=1 j=1
n m

= ->2_2_plr1;) plrzj) logs plri;) - 2_2_p(r1;)-plre;)-logs plrz;)=
i=1 j=1 i=1 j=1

]

—Z P(Y‘li)-logz p(rli)' [Zp(r"ld)] -
i=1

i=1

m n
- .:_S:P("zj)'lo‘h P(Pzd)'[z p(rli)} =

j=1

147 -~
p(rli,rzj) = p(rgj/rli)-p(rli) = p(rgd)-p(r,i) puesto que r; y r, son

independientes.
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m

= -2 p(ri;)-loge p(r1;) - 2 plre;)-logs plre;) = Hir1) + H(ry) [42]
i=1

i= Jj=1

Generalizando, si consideramns wna cartera constituida por N

titulos, la entropia de dicha cartera es:

H = H(Fy,Tz,...,Fy) = H(F,) + H(ry) +...+ H(Ty) [43]

Sin enbargo, es necesario mtizar este resultado y lo harenmns a

través de dos ejemplos:

1) Supongamos que N=2 y que la rentabilidad de cada uno de los titulos

(;,, ;2) toma, con una probabilidad (p) determinada, los siguientes

valores:
;1 p ;2 p
ry1 @.2 2.6 a1 2.1 2.3
12 2.3 2.4 a2 2.9 @.7

Si invertinos el 797 de la riqueza disponible en el titulo 1
(X,=0.75) y el resto en el titulo 2 {X,=0.25), la rentabilidad de la

cartera constituida por estos dos titulos (ﬁc = Xyry + Kprp) tomara

los siguientes valores:

RC P

R @.175 @.18
Ci
R 9.273 Q.42
C2
R 2.250 .12
Cz
R @.350 ?.28
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2)

Conocidos  estos datos, podemos caleular H(r,), H{r,) vy

H_ = H(r),ra):
H{r,) = —[0.6-1Dg2(0.6) + ®.4-10g2(0.4)]= .97095

H(r;) = —[0.3-10g2(0.3) + 0.7-lug2(0.7)]= @.88129

H_ = H(F,Fp) = -[0.18-1og2(e.18) + 0.42-log,{0.42) +
+ ©.12 log,(@.12) + 0.28-10g2(0.28)] = 1.85224

En este caso se cumple que H = H(r,) + H(r,).

De este resultado se podria deducir que la proporcion invertida
en cada titulo no influye en la entropia de la cartera. Sin embargo,
el siguiente ejemplo nos pondra de manifiesto que, en realidad, los

valores de X; y X, si determinan dicha entropia.

Si ;1 vy ;2 toman los wmisms valores que en el ejemplo 1) con las
mismas probabilidades, pero X,=0.8 y K,=0.2, la rentabilidad de la

cartera tomara los siguientes valores:

Rc p
?.18 ?.18
(=3 |
@.26 .54
C2
9.34 ?.28
C3

En este caso, la entropia asociada a la cartera formada por los

dos titulos es:
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H(;l !;2) =

[ o}
fi

i

- |0.18+10g,(@.18)+0.54 log, (©.54)+0.28. log, {®.28) | = 1.43957

Como se puede comprobar, H_ # H(r,) + H(r;). En este resultado
puede evidenciarse la influencia de X; y X, en la entropia de la
cartera v la necesidad de introducir estas proporciones en el calculo
de Hc'

En general, si la variable aleatoria r, (i=1,2,...,N) que cumple

~ N
puede tomar 55 valores distintos y Bb tom 5 = | Isi valores, todos ellos
’ s=i
distintos, la entropia de la cartera es

H, =H; +Hy +...+ B

~r

pero si Bc toma un nimero de valores inferior a S deja de cumplirse la

anterior iqualdad. Que Rc pueda tomar mm nimero de wvalores igual o
inferior a § depende de Xi par lo que las proporciones acaban influyendo

en la entropia.

Para poner de wanifiesto la influencia de las proporciones
invertidas en cada titulo en la entropia de la cartera, Philippatos y

lnlilsan148 proponen definirla del sigquiente modo

1985 c.PHILIPPATOS-C.J.WILSON, op. cit., 1972, p.214.
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N
H =3 X H [44]

i=1

de donde resulta que la entropia de la cartera es wmna nedia ponderada de
la entropia de los titulos que la componen y el peso de ponderacidn es la

proporcidn invertida en cada titulo.

N
La definicion original de 1la entropia, Hc = E Hi’ pone de
i=1
manifiesto que Hc es siempre positiva y mayor que algim Hi’ propiedades

que estan garantizadas en la definicion de Philippatos y Wilson. La

posibilidad de una definicion alternatia como, por ejemplo,
N

HC = E Xf-Hi no puede ser adimitida puesto que pndfia darse el caso gque
i=1

la entropia de la cartera fuera inferior a la entropia de cualquiera de

los titulos que la cowponen,

3.5.3. Ripotesis del mudélolqg

H.1. Se acepta cualquier tipo de distribucion, simétrica o no,

representativa del comportamiento de ﬁc.

H.2. Se admite como conocida la distribucion de probabilidad de Rc'

1ng.C.PHILIPPHT’DS—N.GBESSIS, "Conditions of equivalence among E-V, 85D,
and E~-H Portfolio Selection Criteria: the Case for Uniform, HNormal and
Lognormal Distributions”, M.S., 1975, pp.617-625,



216 . BACIA UHA TEORIA DE CARTERAS

H.3. El inversor prefiere mas rentabilidad a wenos.
H.4. El inversor es adverso al riesgo que se mide por la entropia.

H.5. E1 objetivo del inversor consiste en maximizar la utilidad esperada

de la rentabilidad de la cartera.

H.6. No se permite el endeudamiento ni las ventas a corto.

3.5.4. Seleccion de Ia cartera optima

Las dos fases en gque se divide la seleccion de la cartera optima

son:
1) Determinacion del conjunto ef iciente.

Dados

+) E(ﬁcg) y E(ﬁCB): rentabilidad esperada de la cartera A y de la cartera

B respectivamente;

+) Hca v HcB: entropia de la cartera 8 v de la cartera B respectivamente;

el coriterio de eficiencia Esperanza-Entropia (E-H) establece que la

cartera A es preferida a la cartera B si y s6lo si,

a) E(R ) 2 E(R ) v
b) Hﬁﬁ s HEB

no pudiéndose dar las dos igualdades a la wvez.
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Definido el criterio de eficiencia E-H, la frontera o

eficiente es la solucidn al siguiente problema de optimizacidn:

Min H
o
sujeto a
a %
E(Bb) = E
N
X, =1
i
i=1
X, >0 i=1,2,...,N

donde H_ se define como en [44].

2) Determinacion de la cartera optima.

El inversor escoge, entre todas las ocarteras del

eficiente, la que maximiza su funcion de utilidad esperada.

217

conjunto

conjunto

Philippatos y'cressislso han establecido las condiciones bajo las

cuales el criterio E-H y el criterio E-V son equivalentes,

es decir,

conducen al wmismo conjunto eficiente. En concreto, en el caso que la

distribucion de la rentabilidad sea normal, el conjunto eficiente es el

mismb para los dos criterios.

El inversor que se guie por el modelo E-H y mantenga una cartera

durante T periodos debera repetir al final de cada uno de ellos (nnnehto

de revisar la cartera, t=1,2,...,T-1) los siguientes pasos:

1906, ¢. PHILIPPATOS-N.GRESSIS, op. cit. -1975, pp.619-624.
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a) determinacion del nuevo conjunto eficiente, segim el criterio

E-H, para el siguiente periodo

b) eleccion de la cartera eficiente que proporcione la utilidad

esperada maxima.

En el caso que no se consideren ni los costes de mantenimiento ni
de revision, el conjunto eficiente se determina segim el mpdelo definido
en la pagina anterior. En el caso contrario, puede afladirse wma nueva
restriccion de caracter presupuestario tal como se hizo en el apartado

3-2.

3.6. HODELO DE DONIRARCIAR ESTOCASTICA

3.6.1. Introduccion

La dominancia estocastica se aplica por priwera wvez en el

contexto de la seleccidn de carteras en 1962 y dicha aportacidn se debe a

Quirk y SaposnileI.

La caracteristica mas destacable de la dominancia estocidstica es
gue, para elegir entre uwn conjunto de carteras cuyas rentabilidades
constituyen variables aleatorias, precisa disponer (micamente de la

funcién de distribucion de probabilidad de dichas variables. En realidad,

1515 p_QUIRR-R.GAPOSNIR,  “Admissibility and  Measurable Utility
Functions", R.E.S., 1962, pp.140-146.
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la eleccidn se realiza entre distribuciones de probabilidad alternativas,
ordenando las wismas segim diversos criterios que wis adelante se
sefialaran. Esa caracteristica, a su vez, es la que was diferencia este
modelo de todos los denés analizados hasta ahora en los que la decision
se basaba siempre en dos elewentos de la distribucidn de probabilidad
(media y varianza en el modelo E-V, media y semivarianza en el wodelo
E-S8, etc.). Al fundanentar su decision en el conocimiento de la funcién
de distribdnién, no precisa ninguna hipdtesis acerca de la forma de la
misma, al contrario de lo que ocurre con otros nodelos como el E-V que

supone wna distribucion normal de la rentabilidad de la cartera.

3.6.2. Bipotesis del modelo

H.1. El objetivo del inversor es el de maximizar la utilidad esperada de
la rentabilidad de su cartera. Dicha funmecidn de utilidad viene

determinada, i{micamente, por las preferencias de dicho inversor.

H.2. Respecto a la funcion de utilidad, no se dispone de una total
informacién sobre la misma. Unicamente se conocen algunos rasgos
sobre el tipo de funcidén que es, pero se desconoce la propia
funcion. Esta hipotesis engloba funciones de utilidad de wuy diversa
indole a diferencia del criterio E-V que suponia wvna funcion de
utilidad cuadratica, restringiendo enormemente la aplicacion de

dicho criterio.

Las funciones de utilidad analizadas pertenecen a wno de los

siguientes tipos:
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Uy = {U(R_)/U(R ) es finita VR €R; U’ (R })@ VR €R) [45]

siendo Rb la tasa de rentabilidad aleatoria de la cartera.

U, esta formada por todas las funciones de wutilidad
crecientes, lo cual corresponde a un supuesto basico de la
teoria de la utilidad segim el cual sienpre se prefiere nmds

rentabilidad a wenos.

Uz = {U{R)/U(R) € U;; U'*(R_)<@ VR _€R) [46]

U, es aguel subconjunto de U, formado por todas aquellas

funciones de utilidad con U”(Rc) { @, es decir, funciones de

utilidad de inversores adwversos al riesgo.

. Uz = {U(R_)/U(R_) € Up; U'**(R_))@ VR _€R) [47]

Us; es aquel subconjunto de U, formado por aquellas
fumciones de utilidad cuya tercera derivada es positiva, lo
cual es considerado tamhién por algunos autores cowo

descriptivo del comportamiento de determinados inversores.

~ ¥
11}
v (R) w

(o vnbem} [48]

Us = {U(R_)/U(R_)€U,; r'(R_) =

U (R_)
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Las funciones incluidas en U, son aquellas gque wuestran

una aversion al riesgo absoluta decrecientelsz.

3.6.3. Seleccion de la cartera optima

El proceso de determinacion de la cartera Optime para el inversor

se divide en dos fases:
1) Determinacion del conjunto ef iciente.

El conjunto de carteras factibles se divide en dos subconjuntos:
en uno de ellos (conjunto eficiente) se agrupan todas las carteras que
segim el criterio utilizado son eficientes {una cartera es eficiente o no
dominada cuando no existe otra cartera que sea preferida a ella) v en el
otro, todas las carteras dominadas por tna o mas de las carteras del

conjunto ef iciente.

152La siguiente reflexion pone de wmanifiesto la diferencia entre los
conjuntos U; v Ug:

S wrRU(E) ¢+ [U(R)]?

[U *(R_}]?

ur (EQ)

r’(Rc) = [ - =

U’(Rc)
Si la expresion anterior es sienpre negativa y tenemos en ouenta que
UR)) € U (WU(R)) > @ y W'(R)) ¢ @), entonces U’''(R) ha de ser

positiva, pero ello no es condicidn suficiente. Se desprende, por tanto,
que en Uz se incluyen funciones con aversion absoluta al riesgo

decreciente [r’(RD)<0] y funciones con aversion absoluta al riesgo

creciente [r’(R ))@] y ademis U,CUs.
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El criterio de dominancia estocdstica determina si una cartera f
es preferida a la cartera B (o a la inversa) en base a la conparacién de
sus respectivas funciones de distribucién de probabilidad de la

rentabilidad:

Fx) = P(R, < %)
G(x) = P(ﬁCB $ X)

donde ﬁcﬁ y ﬁcﬂ son las variahles aleatorias que representan la tasa de
rentabilidad de las carteras A y B respectivamente. El dominio de awbas

variabhles es el mismo, x € [a,b].

2) Del conjunto eficiente se escoge agquella cartera que wmaximiza la

utilidad esperada del inversor (objetivo por él definido).

Para cada tipo de funcion de utilidad descrito (U,, U,, U3, Uy},

se determinan las reglas de eleccion optims, entendiendo por tales

aguellas gque conducen al conjunto eficiente wennrlsa, reduciendo asi al
miximo el campo de eleccion del inversor. El conjunto eficiente es commn
para todos los inversores cuya funcidn de utilidad pueda englobarse en
uno de los cuwatro tipos definidos. Dentro de dicho conjunto, la eleccion
final se particulariza en base a la propia funcion de utilidad del

inversor.

Las reglas de decision optimas son las siguientes:

lsav.S.Ban, "Optimal rules for ordering uwncertain prospects"”, J.F.E.,
1975, p.95.
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A) Dominancia estocastica de primer nrdEniS4 {DEPO)

Si la funcidn de utilidad del inversor es del tipo U;, definido

155

en [45), Quirk y Saposnik demuestran gque la regla optima gque permite

determinar el nenor conjunto eficiente es la siguiente:
F domina a G y por tanto, la cartera A es preferida a la B ¢

G(x) = F(x) wvx € [a,b]

vy ademds
G(x) » F(x) para algim x € [a,b]

El conjunto eficiente esta formado por todas aguellas carteras no

dominadas segim el criterio citado.

B) Dominancia estocastica de segundo orden (DESO)

Si la funcidn de utilidad del inversor es del tipo Uz, definido

en [46], Hadar y Rusell156 demuestran que

X X
F domina a G & I G(y) dy = J F(y) dy vx € [a,b]
a a
y ademas
154

La dominancia estocastica aplicada sobre funciones de utilidad del
tipo U; recibe el nonbre de primer orden para hacer referencia al orden
ms elevado de la derivada a la que se imponen restricciones. En general,
la dominancia estocadstica de orden n indica que se inponen restricciones
sohre el signo de todas las derivadas hasta orden n.

155J.P.QUIRK-R.SQPOSNIK, op. tit., 1962, p.l4l.

156J.HnDaRr .R.RUSSELL, “Rules for ordering uncertainty prospects”, A.R.,
1969, p.31.
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X X
[ G(y) dy » J F(y) dy para algim x € [a,b]
a a

El conjunto eficiente, en este caso, esta formado por todas las
carteras no dominadas segim el criterio DESO.
C) Dominancia estocastica de tercer orden (DETO)

Si la funcion de utilidad del inversor es del tipo Uy, definido

en [47], Hhitnure157 demuestra que

F‘dominaaG¢=)ﬂF z Ho

y ademis
X 1y L > 4
J l G(=) d=z dy 2 [ I F{z} d=z dy vk € [a,b]
a ‘a a ‘a
R (Y R (¥
J I G(z) dz dy ? ] I F(z) dz dy para algim x€[a,b]
a’‘a a ‘a

donde Me Y Hg representan, respectivamente, la esperanza matematica de la

rentabilidad de las carteras Q y B.

Las carteras no dominadas por otras segim el criterio DETO

constituyen el conjunto eficiente.

157G, A.\WMITMDRE, “Third - Degree Stochastic Dominance”, A.E.R., 1970,
p.458.
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D) Dominancia estocastica de tercer orden restringida (DETGO)

Si la funcidon de utilidad del inversor es del tipo Uy, definido

158 demuestra que

en [48], Bawa
a) 5i Hp = Hg entonces

F domina a G &

R (¥ X [y .
l J G(z) d= dy = l l F(z) d=z dy vk € [a,b]
a Ja a ’a

vy ademas
L 4 Xy
I I G{z) dz dy ] ] F(z) dz dy para algim x€[a,b]
a Ja a’a

Esta condicion necesaria y suficiente coincide con la de DETO.

b) Dadas dos distribuciones cualesquiera F y G,
i) F domina a G si Mg 2 Mg Y ademis

I: I: G(z) dz dy 2 [: I: F(z) d=z dy vx € [a,b]

Ry
I F(z) dz dy para algim x€[a,b]
a

r E: G(z) dz dy ? [

a a

Esto significa que la DETO es condiciotn suficiente para que F

domine a G.

158y s.paw, op. cit., 1975, pp.103-106.
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ii) 8i F domina a G entonces Hp & Mg Y ademas para algin x,€[a,b] se

cunple
R Y Ry
G(z) dz dy : F(z) dz dy para asxrixg
.a ca la na
X (Y X 1y
G(z) dz dy » F(z) dz dy para algim x 2 Xg
la ta la ja _

Que ”FENG’ es también condicion necesaria para que F domine a G
pero no lo es gue la desigualdad entre la integrales dobles se cumpla
wvx€[a,b]; solo se necesita que sea asi Wk€[a,xg] v Ro€[a,b].En este
caso no es posible deducir una condicién necesaria y suficiente de

dominancia.

El oconcepto de dominancia estocésticalsg, tal com ha sido

definido para distintos tipos de funciones de utilidad, se aplica para
eliminar de un conjunto de carferas, agquellas que esten dominadas por
otras. Pero el conjunto eficiente encontrado (carteras no dowinadas por
otras) puede reducirse todavia mis si se eliminan de dicho conjunto
aquellas carteras que sean dominadas por conbinaciones de otras. Este es

el comptido de la dominancia estocastica connexaleo.

159Hunqua la dominancia estocdstica se ha desarrollado normalmente hasta
el tercer orden, puede generalizarse hasta orden n, tal como lo hace
J.S.HAIMDND III, "Simplifying the Choice Between Uncertain Prospects
wvhere Preference is Nonlinear”, M.S5., 1974, pp.1@47-1072.

160La dominancia estocastica convexa es tratada por P.C.FISHBUEN, "Convex
Stochastic Dominance with Continuous Distributions Functions”, J.E.T.,
1974, pp. 143-158 , P.C.FISHBURN, "Conuvex Stochastic Dominance", incluido
en G.A.WHITMDRE-M.Ch.FINDLAY (eds.), Stochastic Dominance: An Approach to
Decision Making under Uncertainty, {Lexington Books, Lexington, 1978),
pp.337-351. Otra referencia mas reciente se halla en
V.S.BAWA-J . N. BODURTHA-M.R.RAO-H.L.SURI, "On Determination of Stochastic
Dominance Optimal Sets"”, J.F., 1985, pp.417-431.
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La dominancia estocastica convexa genera los siguientes
criterios, que son egquivalentes a la DEPO, DESO y DETO definidos

anteriormente para el caso corriente. Para ello es necesario definir

x = ()\l,)\g,-.-,)\n), X E I'Rn
tal que

Xi ¥ 0 vi = 1,2,...,n

n

5 Ai =1

i=4

fi’) Dominancia estocastica convexa de primer arden (DECPO)

Si la funcidn de utilidad del inversor es del tipo U;, definido
en [45], dado un conjunto de funciones de distribucion Fi' i=1,2,...,n+l
(cada funcion esta asociada a la rentabilidad de una cartera

ij i=1,2,...,n+1),

Fi’ i=1,2,...,n domina le =3I AN E IRn;
n
Fn+1(x) 2 E Ai-Fi(x) wvr € [a,b]
i=1
n
F o, (x)? > A;rF(x) para algim & € [a,b]

i=1



228 , HACIA UHAR TEGRIA DE CARTERAS

B’) Dominancia estocastica convexa de segundo orden (DECSO)

Si la funcidn de utilidad del inversor es del tipo U,;, definido

en [46], dado un conjunto de funciones de distribucion Fi’ i=1,2,...,n+},

F,, i=1,2,..,ndomina F_ 33X ER;

n
X X
I Fo(y) dy 2 2 "1‘] F.{y) dy vx € [a,b]
2 =1 ®
n
X X
{a F oy (y)dy» %i'la F.(y) dy para algim x€[a,b]
i=1

C?’) Dominancia estocastica convexa de tercer orden {DECTO)

» Si la funcidn de utilidad del inversor es del tipo Uz, definido
en [47], dado un conjunto de funciones de distribucidn, Fi’

i=1’2,---,n+1,

Fi’ i=1,2,..,n domina Fn+1 &I NE mn H

'un+1

(a) in'ﬂi 2 [Z)\i
i=1 i=1

donde #; es la esperanza wmatematica de la cartera cuya funcion de

distribucion es Fi (i=1,2,...,n};

(b) ]: [y F,,,(z) dz dy 2 Zn:xi‘r ]y F,(2) dz dy vk € [a,b]
a i=1 a ‘a
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b4
l Fi(z) dz dy para algim x€[a,b]
a

El procedimiento sefialado en este apartado para la selecciton de
la cartera optima debera repetirse al final de cada uno de los periodos
en los que el inversor desea mantener su cartera bajo el supuesto que el
inversor desea maximizar la utilidad esperada y se guia por el modelo de

dominancia estocastica para conseguir su objetivo.

La ventaja de la dominancia estocastica (convexa y no convexa) es
que sus resultados son consistentes con las hipotesis de la utilidad
esperada sin depender de una determinada forma de la funcion de wutilidad
o de wn tipo especifico de. distribucién de la rentabilidad de las
carteras. Cabria esperar, por tanto, uma superioridad de dicho oriterio
respecto al criterio E-V, puesto que este Gltinmo necesita funciones de
utilidad cuadraticas o distribuciones de probabilidad normales, supuestos
mry restrictivos y no siempre reales. Sin ewbargo, estudios empiricos
realizados para ewvaluar ambos criterios han puesto en evidencia que las

diferencias entre ambos criterios no son grandes. Porter vy Gaumnitzlsl,

Pnrteriez, y Porter y Beyle3 llegan a las siguientes conclusiones después

de conmparar la dominancia estocastica (no convexa) y el criterio

Esperanza-Varianza:

161R.B.P(le-J.E.mmﬂm, “Stochastic Dominance wvs. Mean - Variance
Portfolio finalysis: fin Empirical Evaluvation”, A.E.R., 1972, pp.438-446.

162y B.PORTER, “An Ewpirical Comparison of Stochastic Dominance and Mean
= Variance Portfolio Choice Criteria", J.F.Q.A., 1973, pp.587-608.

163R.B.PORTEBrR.P.BEY, “An Evaluation of the Ewmpirical Significance of
Optimal Seeking Algorithms in Portfolio Selection“, J.F., 1974,
pp. 1479-1490. :
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a) La mayoria de las carteras eficientes seqim la DESO y segim la DETO
son tambien eficientes segim el criterio E-V. Y las que no estan
incluidas, se hallan muy cerca de la frontera eficiente. La mayoria de
las carteras que son eficientes segim el criterio E-V pero no segim la
DESO y la DETO tienen baja esperanza y baja wvarianza (la dominancia
estocastica tiende a eliminar las carteras de baja rentabilidad

esperada y baja varianza).

b) Un inversor poco adverso al riesgo escogera, practicamente, la wmisma
cartera, independientenente del wodelo usado. Si la aversion al riesgo
es fuerte, la DESO y la DETO son mas consistentes con la maximizacidon
de la utilidad esperada gque la regla E-V. Segim los autores, ello es

debido a que la varianza no mide bien el riesgo.

Pm‘terle4 conmpara tanbién el criterio de 1la dominancia

estocdstica no convexa con el criterio E-S y llega a la conclusiéon que
ercepto para carteras con igual wedia vy semivarianza, toda cartera
eficiente segim la regla E-S5 es eficiente segim la regla DESO. Por tanto,
el conjunto E-S eficiente es un subconjunto del conjunto DESO eficiente.
fAdemas, cuanto mayor sea h (nivel de rentabilidad con el que se conpara
la rentabilidad real de la cartera), mas se acerca el conjunto E-S
eficiente al conjunto DESO eficiente. Mayor relacidn, por tanto, entre la
dominancia estocastica y el criterio E-S5 que entre la dominancia

estocastica y el criterio E~V,

Philippatos vy GbessislBs comparan los criterios E-V, DESO v E-H y
concluyen que los tres criterios son equivalentes para distribuciones
wmiformes y normales, mientras que si la distribucidn es lognormal, el

criterio DESO es optinp puesto que conduce al minino conjunto eficiente.

169p pn.PORTER, op. cit., 1974, pp.200-204.

1696, c. PHILIPPATOS-N.GRESSIS, op. cit., 1975, pp.617-625.
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3.7. HODELO MEDIff GEONETRICAH

3.7.1. Introduccion

La utilizacion de la media geométrica en el contexto financiero y

. . . .166
en concreto, como criterio de seleccion de carteras se debe a Latane

en 1939, aungue con posterioridad han sido muchos los autores que se han
interesado por este wodelo debido a las propiedades que presentan las
carteras optimas derivadas de su aplicacion y que se pondran de

manifiesto en el estudic gque aqui realizarenos.

Pero quizas, lo mis destacable de este modelo, y por ello el gran
interés que despierta, es su facil conexién con un modelo de seleccidn de
carteras en el que el objetivo del inversor sea el de wmaximizar la
utilidad esperada de su riqueza al final de los T periodos durante los
cuales piensa wantenerla (modelos que seran tratados en la Parte II de la
presente Tesis). Avanzando resultados, el modelo Media Geométrica
aplicado al inicio de cada uno de los periodos en los que dividims el
horizonte temporal de posesion de la cartera y con el fin de maximizar la
utilidad esperada de la riqueza obtenida al final de cada wo de dichos
periodos, proporciona la wmisma secuencia de carteras que si dicho
criterio se aplica con el fin de maximizar la utilidad esperada de la
riqueza obtenida en T {al final de todos los periodos). Las politicas de
revision de carteras gque cunplen esta propiedad reciben el nowbre de

politicas "miopes” 6ptiwa5167.

166y A.LATANE, “Criteria for Choice among Risky Ventures”, J.P.E., 1959,
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En este apartado nos limitaremos a analizar cual es la cartera

optima para el inversor suponiendo que se halla en el punto decisorio t

(t=2,1,2,...,T-1) y desea maximizar la utilidad esperada de la riqueza en

t+1 mediante la aplicacion del criterio Media Geométrica.

3.7.2. Bipotesis del modelo

H.1.

H.2.

H.3.

H.4.

El inversor sienpre prefiere mas a menos riqueza.
El inversor se comporta wenifestando aversidn por el riesgo.

H.1. y H.2. se funden en una ‘mica hipotesis: el inversor se

comporta de forma racional.

El objetivo del inversor, en el nomento t, es el de maximizar la
utilidad esperada de la riqueza en el romento t+1,
vt; t=0,1,...,T-1.

La funcién de utilidad de la riqueza es wma funcion logaritmica:
u(w,) = In W,

De H.1. se desprende que U(N{) ha de ser una funcidn de la

riqueza creciente:

-1
W) =(w) o para W )0

De H.2. se desprende que U(wt) ha de ser wna funcidn concava:

-2
U (W) = -(W,) " <o para W )0
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La funcidn de utilidad logaritmica cumple adecuadamente H.i. y

Ademds, la funcion de utilidad logaritmica comporta (a
diferencia de la funcidn de utilidad cuadratica) que el coeficiente
_u, H (ut)

U'iwts

168

abhsoluto de aversion al riesgo sea decreciente

H.5. No se permiten ventas al descubierto ni prestar ni tomar prestado

dinero. Ello iwplica gque

., =1 t=0,1,2,...,T-1

X.,)0 i=1,2,...,N; t=0,1,2,...,T-1

H.6. Se consideran nulos los costes de negociacidn y transaccion de una

cartera antigua a otra nueva.

3.7.3. Seleccion de [a cartera aptima

El objetivo del inversor en el punto decisorio t, segin H.3. vy
H.4., consiste en maximizar la wutilidad esperada de la riqueza en el

momento t+i{, transcurrido un periodo desde t. Es decir, se trata de

maximizar
168 d . d -U”(wt) ’ [( )-2] ¢ 11 . 1j ”(ut)
erivaaa = -~ y elio 1np l1ca que es
La T (W) " @ T (W)

decreciente
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E[U(a£+1)] = E(ln ¥, )

dondeleg,
Wipp = (1 FBoppy) W [49]
Haciendo
- -
Roter = 1+ Bopay ' [5e]

la enpresion [49] se convierte en

~

1) = R!

te1 = Borar Wi [51]

donde Rét+1 g5 una variable aleatoria que, en t+l, puede tomar S wvalores
distintos, distinguiéndose por Rlist (s=1,2,...,8). Cada valor R;t+1

tiene asociada una probabilidad Dopiy®

Definidas las anteriores variables, puede hallarse la wutilidad

esperada de la riqgqueza en t+l del siguiente wodo:

E[U(W,,,)] = E(in ¥, ) = E[In (R, -W)] =

"

=E(lnR, , +InW)=EInR ) +E(InW)=EInR ,)+InW =
S S

= . = q =

= E [{in Rlisy) qst+1] +ln W, = E in (R;t+1) st+l + In W =
=1 s=1

169

Véace el apartado 1.2.35. de la presente Tesis.
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5
-] | (R, )¥st+l + Inw, [52]
s=1

De las diferentes expresiones en [52] se desprende que maximizar

E{U(Ut+1)] equivale a

1) Max E[In R} ] [53]
5
q
2) Max E 1n (R;t+1) st+l [54]
e=1
S .
3) Max L_II(R;t+1)qst+1 © [59]

En definitiva, si el inversor gquiere maximizar la utilidad

esperada de la riqueza en t+l {final del periodo t+i}, debera waximizar

5
s=1 (RY poy)Istel

gque es la media geomitrica de la rentabilidad de la cartera. Por tanto,
en el caso de que la funcion de utilidad sea logaritmica, la maximizacion
de la utilidad esperada equivale a la maximizacion de la media geométrica

de la rentabilidad de la cartera.

Dada la funcidn gue se trata de maximizar y las hipotesis H.5. y
H.6., para encontrar la cartera optima, se deberd resolver el siguiente

problema ! 70:

17®S.F.m1m—D.H.PEI‘ERS(m—J.H.VQN DER UWEIDE en "A Monte Carlo

Investigation of Characteristics of Optimal Geometric Mean Portfolio”,
J.F.Q.8., 1977, pp.215-233, presentan la solucion a este problema.
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S .
[T q
e 5=1 (R ¢4y ) st

sujeto a

N

; Xit = 1 t=0’1,2,-|-,T-1
i=1

xit >0 i=1,2,...,N;

t=0,1,2,.--,T‘1

En el caso que se permita al inversor prestar una parte de su
presupuesto g tomar prestada una determinada cantidad de dinerc a un tipo
de interés conocido v libre de riesgo, el problema anterior se convierte

i
en

Sv

Max | I{R;t+1)qst+l

s=1
sujeto a

N
int =1 +XN+1

i=1
t=0,1,2,...,T-1

., : 0 i=1,2,...,N;
t=0’1'2,0-0,T'1

1'ulléa.v.-se el apartado 2.3.2. de esta Tesis para interpretar XN+1'
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donde XN+1 es la cantidad prestada (Xn+1(0) o procedente de un préstam

(Byey @) -

Si ademds se permiten las wventas al descubierto, debera

eliminarse la hipotesis xitzo.

Por otra parte, de acuerdo con lo ya visto en el epigrafe 3.2. de
la Tesis, si se introducen los costes cowo restriccion presupuestaria, el

problema que se deberia resolver es:

s
Max l 1| (R, g ) st+t
g=

sujeto a
N .
~Ir). - L'y, - . =
2 [(k)eCyy = (1), -y yidy ] = @
1=1 t=0’1’III'T-1

xit 2 0 i=1,2,lll,N; t=0,1,2,---,T-1

En cualquiera de los casos considerados, el inversor maximiza la
media geowétrica de la rentabilidad de la cartera en cada wno de los
periodos en que divide el horizonte temporal de posesion de dicha

cartera.

funque se procede maximizando la media geométrica, en realidad
estanos maximizando la utilidad esperada por lo que este modelo podria
incluirse dentro del conjunto de modelos que directamente reconocen este

ob jetivo.

t+1 5 distribuye segim uma

lognormal se puede conprobar que la cartera que wmaximiza la wmedia

Por otra parte, suponiendo gque ﬁé
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geométrica (y, por tanto, la utilidad esperada) es también una cartera

eficiente segim el criterio E-V.

De [53] se desprende que la maximizacion de la wedia geométrica
equivale a la waximizacion de wm = E(ln ﬁétﬂ) y para demostrar la

- - . & - N, ”,
anterior afirmacion basta con analizar el efecto de E(R! ..} v V(R )
sobre m. Para ello es necesario expresar m en funcidn de estas dos

variables 172 :

2
m=In g - ——in|-Z +1] [56]

{.(2

donde

* = ”’
) # = E(RLyy)

. 2 o u(R’
) o7 = V(RL,y)

y hallar su derivada, en [56], respecto a u y o?:

am 2.0 + y?
0) =
a u we (o + u?)
am -1
Q) -
a ot 2. (o2 + p?)

De estas derivadas se deduce el efecto positivo de E(ﬁc’:tﬂ) en m

v &l efecto negativo de V(ﬁét+1) sobre m. Este resultado inplica que la

cartera gue maximiza wm se halla en la frontera E-V ei‘iciente”a.

172p J.FLTON-M.J.GRUBER, “On the Maximization of the Geometric Mean with
Lognormal Return Distribution”, I1.8., 1974, p.486.

173 o

i L] -
E v UV hacen referencia a Rot+1 = 1 + Rct+1
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3.8. HODELDS “"SAFETY FIRST™

3.8.1. Introduccion

Bajo el nowbre de modelas “Safety Fir‘st"174 se incluyen tres

criterios que destacan, por encima de cualquier otra caracteristica, el
riesgo asociado a una cartera y la aversion que, en general, siente hacia
€l un inversor. El rasgo comm a los tres criterios es el supuesto de que
el inversor busca ante todo segquridad, aumque, comp wveremos, cada wno lo

aborda desde wn punto de wvista distinto.

El primer criterio es el gque desarrolla Rny175 gue propone un
modelo de seleccidn de carteras adecuado para aguellos inversores cuyo
objetivo no consiste en maximizar la utilidad esperada de la rentabilidad
de la cartera sino en reducir al maximo la probabilidad de que la
rentabilidad de dicha cartera no alcance un nivel deseado, D, llamado
"nivel de desastre” o “de subsistencia”. Seqim este autor, al inversor,
lo que verdaderanente le preocupa es la posibilidad de fracasar en la

obtencion de wn determinado nivel de rentabilidad.

A diferencia de Roy, Ratankal76 propone la maximizacidn del
"nivel de desastre” fijada la probabilidad de obtener wma rentabilidad

real inferior a dicho nivel.

174"Sai‘ety First" puede traducirse por "seguridad ante todo”, lo cual
pone de manifiesto la preocupacion del inversor que selecciona su cartera
de acuerdo con este modelo por el riesgo asociado a la inversiodn.

lvsﬂ.D.RﬂY, "Safety First and the Holding of Assets”, Ec., 1952,
pp.431-449,

1765.KQTDORQ, "A Stochastic Programmig Model"”, Ec., 1963, pp.181-196.
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Por altiwo, 'Iélf.-‘.erw7 adapta el nodelo de Roy al supuesto de gue

una cartera pueda incluir titulos sin riesgo.

3.8.2. Ripotesis del modelo

H.1. La rentabilidad de los titulos considerados, y por tanto de la

cartera, es una variable aleatoria que admite cualquier distribucidn

de prmbabilidadlva. Pero, para poder realizar cowparaciones con el

modelo E-V basicosupondrenos que la distribucidn es normal.

H.2. De la distribucion de la variable aleatoria solo se conoce (por

estimaciones del pasado) el valor esperado y la varianza ’
desconociendose la funcion de densidad.

H.3. El inversor prefiere was rentabilidad a wenos.

H.4. El inversor siente aversion por el riesgo.

H.3. Cada inversor fija el nivel de rentabilidad, D, por debajo del cual

no se desea que caiga la rentabilidad real de la cartera. Por tanto,

el nivel de desastre, D, es un dato conocido.

177 .G.TELSER, “Safety First and Hedging”, R.E.S., 1955-56, pp.l-16.
178G c.PHILIPPATOS, “Alternatives to Mean-Variance for Portfolio

Selection”, incluido en J.L.BICESLER, Handobook of Financial Economics,
(North Holland, Amsterdam, 1979 b}), p.378.

17gEn el ocaso de que la distribucidn no sea normal se sustituira la
varianza por una adecuada medida de la dispersidon respecto al wvalor
esperado.
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1a probabjilidad de que el wvalor real de la rentabilidad de la

cartera, B!, sea inferior o igual al nivel de desastre, D, tiene wma

cota superiorlao tal que:

V(R )

p{R’':D) : [57]

[E(R_) - D]?
donde

+) E(R_): Rentabilidad esperada de la cartera;
c

) V(RG)= Varianza de la rentabilidad de la cartera;

+) D: Nivel de desastre fijado por el inversor.

3.8.3. Seleccion de la cartera Optima

3.8.3.1. lodelo de Roy

El npodelo disebado por Boy propone que, entre todas las carteras
eficientes, se escoja aguella gue minimice la probabilidad de que 1la

rentabilidad real de la cartera sea inferior al nivel fijado, P(R' ¢ D),

V(&) o(R)
¥y que coincidird con la que minimice = o =
[E(R_) - D]? E(R_) - D

siendo G(Rc) la desviacion estandar de la rentabilidad de la cartera.

1BOQ.D.ROY, op. cit., 1932, p.434.
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Se desprende, por tanto, que la seleccion de la cartera d&ptima,

al igual gue en los wodelos E-V, se realiza en dos fases:

1) Debe determinarse, en primer lugar, la frontera eficiente del mismo

modo que en el wodelo E-V basico.

Puesto que todas las carteras disponibles se describen a partir

de su rentabilidad esperada, E(ﬁc), y su varianza asociada, V(ﬁc) la

frontera eficiente puede encontrarse resolviendo el problema:

N N
Min V(RC) = E E xi'xj'aij
i=1 j=1
sujeto a
N
*
E(Rc) = Xi'[.ll = E
i=1
N
X, =1
i
i=1

Para N=2, la frontera eficiente eslsl:

V(R ) = —— [A-[E(E_)]? - 2.B[E(R_)] + G} [58]
donde

) F = (p2=n)?

*) A = 01140322-2:012
181

Véase el apartado 1.2.4. de esta Tesis.
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*} B = gy (0227011 ) +u2+ (011-012)

‘) G

12 Oaa*us? 011 =2 ) itz 019

2) El inversor escogera, en segundo lugar, la cartera eficiente que

V(R_)

minimice - S
[E(R ) - D]

La cartera que minimiza el cociente

V(R_)
[59]

[E(R_) - D]

se halla sustituyendo U(ﬁb) por la expresion de la frontera eficiente e

igualando a cero la derivada de. dicho cociente.

Sustituyendo [58] en [59] se obtiene

A-[E(R,)]* - 2.B-[E(R))] + 6

H[E(R_}] = —— [6e]

[E() - D]?

d H[E(R_)) ,
Para gue — se anule se debera cumplir gque
d E(Rc)

[a-E(R ) - B]-[E(K ) - D] - [A-E*(R)) - 2.B-E(R)) + G] = @

de donde se deduce que

G - B:D
B - 4D [61]
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Sustituyendo el valor obtenido en [61] en las proporciones, X; vy

¥,, de las carteras que constituyen la frontera ei‘iciente182

¥ # *
q, = K2~ E_ Ry = =~ #1
! M2 — L M2 =

obtendremos la cartera optima.

8i tenemos en cuenta que para el criterio E-V basico se obtuvo

183

# 2:B.c - F:b
= T3.c.(A+F) [62]

donde b v c son los coeficientes de la funcion de utilidad del inversor,
la cartera optima coincidirda con la deducida del criterio de Roy si se

cunple la siguiente relacidn:

2:c:{(A:G + F.G - B?)
2 BFc + A-Fb

D=

fnaliticamente, se demuestra (Rbyiaq, Philippatuslas, Levy y

Sarnat186 y Pyle y TUrnnvsky187) gue la cartera gue wminimiza

V(R,)
o es wma cartera eficiente en el sentido de Markowitz y en

[E(R_) - D]?

182Uéase el apartado 1.2.4. del presente trabajo.

183Uéase el apartado 1.2.4. de esta Tesis.

184, p.ROY, op. cit., 1952, p.43S.

185, c.PHILIPPATOS, op. cit., 1979 b), pp.378-380.

186y, 1EVUY-M.SARNAT, “Safety First- An Expected Utility Principle”,
J.F.Q.R., 1972, pp.1829-1834,

1BvD.H.PYI.E—S.J.'I‘URNDVSKY, "Safety-First and Expected Utility
Manimization in DMean-Standard Deviation Portfolio Analysis™; R.E.S.,

pp.75-81.
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concreto, es la cartera que resulta de la tangencia entre la frontera
eficiente y uma recta gque parte de la cartera con rentabilidad esperada

igual a D y varianza nula.

3.8.3.2., Nodelo de Kataocka

Kataukalee, bajo el wmismo principio que Roy {seguridad ante

todo), propone el siguiente modelo:

Max D
sujeto a
p(R'<D) < K
o de wodo eqguivalente
Max D
sujeto a
v(R,)
— < K
[E(R_) - D]* ]

189 E

Suponiendo gque (ﬁo) - D) @, la restriccidn

V(R_)

[E(R_) - DJ*

1885 garnoRA, op. cit., 1963, p.18i.

189E1 supuesto E(ﬁc) =D @no lo consideraremns puesto que es poco

logico fijar wna D superior a la rentabilidad esperada.
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se convierte en

N a(R)
D < E(R)) - = [63]

Como se desea que D sea tan grande comp sea posible, esta

desigualdad puede escribirse en forma de igualdad:

o(ﬁc)

D = E(R)) - [64]
/K
Por tanto, maximizar D sujeto a la restriccidn

v(R_)

= ¢ K
[E(R_) - D]?

equivale a maximizar

o(ﬁc)

E(Ry) - ——=

[63]

Despuess de determinar el conjunto eficiente del mismo wodo qué en

el criterio de Roy, el inversor debe escoger aquella cartera que waximiza
[65] teniendo en cuenta que o(ﬁc) = Jv(ﬁc) y que V(ﬁc) esta definido en

[58].

Sustituyendo en [65] a(ﬁb) por la expresion que resulta de [38],

se obtiene que la funcidon que se trata de maximizar es
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: 172
H[E(R )] = E(R]) - --;;—--[-ﬁ—{a-gﬂ(ac) - 2.B-E(R)) + @] [66]
De la condicidn necesaria de maximo
dH[E(RC)]
dE(R )
resulta que
. L[] 2— L ]
2 2 . J K-F.(B2-A.G) [67]
A?. (K-F-a)

Si comparamos el resultado obtenido con [62] que es el
correspondiente al wmodelo E-V basico podremos deducir que la cartera

optima resultante de ambos wodelos coincidira solo en el caso siguiente

- F-{A%.p2+4.4.B2.c2+4-A2.B-b o)

K =
4.¢2.[(A2-B+2.4-B?).(B-2.C)-A®.C+B?. (B?-F?)-4:A'B-F?.h-c-A%-F2.p?

3.8.3.3. Modelo de Teiser

'ItelserlgO introduce wma ligera modificacion en el wodelo original

de Boy puesto que considera que si se pueden introducir valores carentes
de riesgo en la cartera ya no tiene sentido minimizar la probabilidad de

desastre:

190, .TELSER, op. cit., 1955-56, pp.1-2.



248 ‘ BACIAR UNA TEORIA DE CARTERAS

Max E(R )
sujeto a

p(R'<D) < K

La restriccion p(R's<D) 2 K es equivalente a:

V(R )
) —— s K [68]
[E(R_) - D]?

) V(R)) < R-E*(R)) - 2.K-E(R)-D + K.D? [69]

En definitiva, la cartera Optima es la cartera eficiente gque

tiene la maxima rentabilidad esperada sujeta a la restriccion [69].

Si tenenos en cuenta que para N=2 el conjunto de carteras
ef icientes viene descrito por la ecuacion [98] y que la cartera optima ha
de cumplir también la restriccion [69], la eleccidn debe recaer en uwma
parte de la frontera eficiente gque esti limitada por los puntos de
interseccion entre dicha frontera eficiente y la restrioocion. Dichos

puntos de interseccion son los que permiten la siguiente igualdad:

—[aE (&) - 2B.E(R ) + 6] = R-E(R ) - 2.K-E(R) D + K.D? [70]

De la igualdad [70] se desprende que los puntos de interseccion

son:

[?1]
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“4(f,) - — i_;;nl]_ - (72
donde
H = Jq- [K-D - _g—r - 4. [-‘;— - x][—g— - K-D'-’] [73]

La frontera eficiente esta delimitada por Ez(ﬁc) en la parte

inferior y por El(ﬁc) en la parte superior.

De la nueva frontera eficiente, se escoge la cartera con maxima
rentabilidad esperada, que es precisamente el limite superior de la

frontera eficiente, es decir:

2-[-?-— K-D] +H

T

E) (ﬁc) =

F

Para que la cartera o&ptima segim el criterio de Telser sea la

misnma que segqim el criterio E-V se debe cumplir que:

aB
F

[(z-a-n + 2.D.F - B)-c + F‘-bl

+ A'H + 2:B + F-Hl-c + A'B
K =

Seqim los mdelos “Safety First™ y bajo el supuesto de que el
objetivo en cada periodo sea el mismo, el inversor elige, en el monmento
de la revision, la cartera eficiente que le proporcina la waxim

sequridad para el siguiente periodo.
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3.9. NODELD DE PROGRANACIOR POR OBJETIVOS

3.9.1. Introduccion

Los modelos tradicionales de seleccion de carteras de walores
consideran gque el inversor persigue un Umico objetivo: maximizar la
utilidad esperada de la rentabilidad de la cartera en el wodelo E-V y en
todas sus extensiones; minimizar la probabilidad de que la rentabilidad
de la cartera sea inferior a un nivel prefijado en los modelos "Safety
First”, etc. Tales wodelos no son aplicables a aquellos casos en que el
inversor persigue mis de un objetivo, pudiendo ocurrir incluso que los
objetivos wmarcados sean contradictorios entre si (la consecucion de un
ohjetivo supone no alcanzar otro). En estos casos, ademas, el inversor
pretende, no tanto optimizar, como satisfacer los objetivos marcados de
modo que el resultado real esté lo ms cerca posible del resultado

deseado.

La Programacion por Objetivos {P.0.) es la indicada para resolver
este tipo de problemas, admitiendo miltiples objetivos e incluso que cada
objetivo se subdivida, a su vez, en diversos subobjetivos. Permite
ademds, la existencia de objetivos contrapuestos y en este caso se
asignan unas prioridades de modo que un objetivo no se considera hasta
gque se hayan satisfecho todos los objetivos situados por encima de &1 en

la ordenacion establecida.

Las primeras referencias a la P.0. se encuentran en Charnes y



HODELDS URIPERIODICOS DE REVISION DE CARTERA 251

Ct:u:ll:mer191 v en Ijirilgz, aungue los primeros en aplicar la P.0. a la

seleccion de carteras fueron Lee y Lerrnlga.

3.9.2. Hodelo general de Programacion por Objetivos de Lee y l.fs'r-r'u'194

El nodelo general de selecciton de carteras wediante la P.0. se

formaliza del siguiente modo:

Min Z = e-y+ + e-y_

sujeto a

AR -I.y +Iwy =bh

+ -
X, v,y =0 J
donde
+) e: vector fila formado por “m" unos;

*} m: nimero de objetivos que persigue el inversor;

1919.CHHRN]ES-W.IJ.(JO(IPE%, Managemente Models and Industrial Applications
of Linear Programming (John Wiley and Sons, Nueva York, 1961).

192Y. IJIRI, Managewent Goals and Accounting for Control (North-Holland,
Amsterdam, 1965).

1935.H.1.EE—B.J.LERRO, "Optimizing the Portfolio Selection for Mutial

Funds", J.F. ,1973, pp.1@87-1101.

1945.H.LEE—R.J.LERRO, op. eit., 1973, p.19%0.
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+ R .
0) v : vector columa de "m" conponentes que representan las desviaciones

positivas respecto al resultado deseado (se ha sobrepasado el objetivo

deseado);

*) v : vector columa de "m" conmponentes que representan las desviaciones
negativas respecto al resultado deseado (nn s& ha alcanzado el

objetivo deseado);

+) A: matriz de orden “mHn llamada watriz de coeficientes

teonoléqicoslgs 6 wmatriz de relaciones entre los objetivos y los

subobjetivnslgs;

*} X: vector columa de "n" componentes que representan las variables de

decision;
+) I: matriz identidad cuadrada de orden “m";

*) b: vector columa de "“m" componentes en el que se especifican los

resultados deseados (los objetivos warcados para cada variable).

El inversor ha de analizar cada wno de los objetivos considerados
en el wodelo para saber si una desviacion positiva 6 negativa (6 ninguna)
respecto al resultado deseado es satisfaotoria. De la funoion ohjetivo se

elimina aquella desviacion que favorece al inversor.

.2 + - .
las variables de desviacidn (yi, Yy i=1,2,...,m) deben ordenarse
de acuerdo con la prioridad establecida por el inversor. De este wodo,

los obhjetivos menos importantes s6lo se tendran en cuenta despues de

1955 C.KUMAR-G.C.PHILLIPATOS—J.R.EZZELL, *“ Goal Programming and the
Selection of Portfolios by Dual - Purpose Funds", J.F. 1978, p.30S5.

196G .M.LEE-0.J.LERRO, op. cit., 1973, p.1090.
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haber satisfecho los mas deseados. Para ello, se dividen las variables en
K grupos, asignando a cada wvariable wn factor de prioridad PJ
(j=1,2,...,K), de wodo que PJ>PJ+1'
asignado un factor de prioridad P, ha de ser satisfecho antes que otro

Es decir, un objetivo al que se le ha

objetivo al que se le ha asignado un factor de prioridad Pj.

3.9.3. Modelo especifice de Programacion por Objetivos

En este apartado vamnos a considerar el caso concreto de wn
inversor que, entre todas las carteras factibles, elige aquella que wejor

satisface los miltiples objetivos que se ha fijado.
Para desarrollar este modelo supondremns que la rentabilidad de

los titulos gue constituyen una cartera se relaciona linealmente con uwn

indice de mercado del siguiente wodo (modelo de Sbarpe)197:

r.=a. +b.I+e. [74]

‘faa +g [75]

En este caso, la rentabilidad de la cartera es

N+1i
R = > K .+(a; +e;) [76]
i=1
donde
197

Véase el apartado 1.3.6. para interpretar las variables.
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N
Kuat = 2 %Py (771

i=1

y la esperanza y varianza de R_ son, respectivamente
c

N+1 N N
E(R)=2>_K,ra, =2 X ia + [Z Xi-bi]-ai [78]
i=1 i=1 i=1
N+1 N N .
o —_ 2, - 2, ’ .
(CRED RS WE AR kT W (79]
i=1 i=1 i=1

Ademds supondremns que los objetivos del inversor son:

i) Objetivo respecto a la rentabilidad esperada de la cartera.

N

El inversor desea gque el valor de E Xi-ai no sea wmy diferente
i=1
al nivel, A, deseado. Y ademis, como las desviaciones positivas

respecto a dicho nivel le favorecen, solo tendra en cuenta las

desviaciones negativas de nodo que se cunpla

N
in-ai +y, = A [80]

i=1

En el orden de prioridades marcado por el inversor, el objetivo
respecto a la rentabilidad esperada se halla en priwer lugar. Se le

asigna, por tanto, el coeficiente P,.
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2) Objetivo respecto al riesgo de la cartera de caracter sistematico.

El riesgo de la cartera, medido por U(ﬁc) y definido en [79],

puede dividirse en dos componentes:

N
2
a) Riesgo sistematico: [E Xi-bi] Qa1 [81]
i=1
N
b) Riesgo no sistemdtico: E X%-Qi [82]
i=1

El inversor puede decidir que wn objetivo sea que el riesgo
sistematico definido en [81] esté lo was proxrimo posible a un nivel
deseado y considera igualwmente perjudiciales las desviaciones

positivas y negativas respecto a dicho nivel.

Actuar sobre el riesgo sistematico equivale a actuar sobre

X, b, [83]

y si bhien en principio se puede pensar que al inversor solo le
perjudica una desviacion positiva respecto al nivel deseado, se dehe
tener en cuenta que esta expresion forma parte también de la
rentabilidad esperada de la cartera. Por dicha razdn, al inversor le
perjudica, también, que se produzca una desviacién negativa respecto

al nivel deseado.

En definitiva, el inversor desea gue
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3)

N
- +
> _X;'b, +y2-y2 =B [84]

i=1

v el en el orden de prioridades marcado, este objetivo se halla en

sequndo lugar. Se le asigna el coeficiente Pj.

Objetivo respecto al riesgo de la cartera de caracter no sistematico.

Si bien el riesgo de caracter no sistemitico de la cartera es,

N
segim [82], E X%-Qi aproximaremns dicha expresidén por
i=1
N
i=1

para consequir una restriccion lineal. Esta aproximacién es valida ya

gque se cuiple

N N
>_KTQp s> X
i=1 i=1

Q.

1 1

al ser QSXisi. Por tanto, si asequramos que la condicion [85] sea
N
igual o inferior a C, estaremos asegurando gque E Xiz-Qi no alcance

i=1
ese nivel.

S§i se considera que una desviacidn positiva respecto al nivel, C,

deseado perjudica al inversor, se debera conseguir que
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N : :
D_%Q -y;=C [86]

i=1

Considerarembds gue este objetivo tiene la wisma prioridad que el

anterior. Por tanto, su coeficiente es P;.
4) Objetivo respecto a la proporcion de la riqueza que se invierte en
cada titulo.
El inversor puede desear que la proporcion invertida en cada
titulo no sea superior a un determinado nivel, Por dicho motivo, la

restriccion deberd incluir las desviaciones positivas pero no las

negativas:

=d, [87]

+
Bi = Vi3 i

A este objetivo se le asigna el tercer lugar en el orden de

consecucion de los objetivos (Pj).

Estos cuatro objetivos estan sometidos a las dos restricciones

siguientes que deberan cumplirse sin desviacion alguna:

K, =1 [88]

X >0 | [89]

Definidos los wmmialtiples objetivos ([7@], [74], [86] vy [87]) que



258 , BALTA UHR TEORIA DE CARTERAS

el inversor desea conseguir y las restricciones'®®  sefialadas ([e8] v

[8%])y, el wodelo de seleccion de carteras se formaliza del siguiente

wodo:
N
. - - + + +
Min Py(yy ) + Pa(yz + y2 + y3) + Ps[E Yi+3}
i=1
sujeto a
N
E Xiai+y1=9
i=1
N
S Kb . +ty,-ys =B
ivi 2 2
i=1
N
+
E XiQi—YB—C
i=1
+
Ry =~ vieg =9
N
X. =1
i
i=1
X. 20
i
vy 20 y 20 |
19

8I_os objetivos se distinguen de las restricciones en que los primeros
representan los deseos de los decisores, mientras gque las segundas
representan el contexto de la operacion en el que deben conseguirse
dichos objetivos.

P.C.EUMAR-G.C.PHILIFPATOS—J.R.EZZF11,, op. cit., 1978, p.30@S.
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Este problema se puede resolver a través del algoritmo Simplex al
gque se incorpora unma modificacidn para garantizar la minimizacion de las
desviaciones asociadas al objetivo de wmaxima prioridad, antes de
minimizar las desviaciones asociadas al objetivo situado en segundo lugar

en prioridad, v asi sucesivamente.

Si el inversor se plantea en el nomento de la revision cuil es la
cartera del proxino periodo, puede decidir canbiar de objetivos o,
manteniendo los wmiswps objetivos, variar el orden de prioridades del
periodo anterior. Ello le permite, no sblo adaptarse a cawbios en las
expectativas de los titulos sino también adaptarse a cawbios en su propia

politica de cartera.
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CARACTERISTICAS Y CLASIFICACIOR DE LOS HODFLOS MULTIPERIODICOS DE
REVISION DE CARTERA

- Caracteristicas de Ios modelos maltiperiodicos de revision de cartera

Desde el nacimiento de la woderna Teoria de la Cartera en 1952,
son nunerosos los estudios que se han desarrollado en el contexto de la
seleccion de carteras considerando que el inversor esta dispuesto a
mantener su cartera durante wm tmico periodo. Por el contrario, son menos
los estudios que, bajo un supuesto mids real, consideran que el inversor
crea una cartera con el proposito de wantenerla dwuwrante mas de un

periodo.

En los capitulos precedentes hemns considerado que el inversor,
aungque desea wmwantener wna cartera dwrante T periodos fija el misnmo
objetivo para cada uno de ellos. De este modo, el problema general de
seleccion de la cartera wultiperiodica 6ptima (o secuencia de carteras
debido a las revisiones que se van produciendo), se subdivide en T

problemas de caracter estatico.

Snﬁthlgg, si bien desarrolla su wmodelo bajo este supuesto,

considera que, en general, la optimizacién periodo a periodo no es

lggx.v.smm, op. cit., 1968, p.402.
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optima:

los métodos de revisidn desarrollados en este estudio no
son, en sentido estricto, optimos. Es decir, inplican la
sucesiva aplicacion de un modelo estatico de un imico
periodo en wun horizonte wultiperiodo. Un nmodelo
verdaderanente optimo para la revision de una cartera
dinamica deberia implicar necesariamente la formacion de
expectativas para todos los periodos del horizonte de
planeacion. Y, aungue los cawbios en la cartera pueden
todavia hacerse periodicamente, basados en la
informacion existente, tales cambios, deberian ser
Gptimos con respecto al resto del horizonte.

En la linea sefialada por Smith, se puede considerar que el
inversor plantea un (mico objetivo para el final de los T periodos y que
condiciona el conportamiento en cada wmo de dichos periodos para la

consecucion de dicho fin.

En este sentido, el primer articulo aparece en 1961 y sus

autores, Chawbers y Charnes2®® intentan aplicar un modelo de seleccion de

cartera mltiperiodico a la cartera de wn banco:

El wodelo presentado corresponde al problema de
determinacion de la cartera oOptima de un banco para
varios periodos de acverdo con los reguisitos fijados
por los inspectores del banco, que se traducen en la
definicion de limites dentro de los cuales el nivel de
riesgo asociado a la rentabilidad de la cartera es

aceptable.

En 1962, Naslud v Hinstum?ml adaptan el mdelo "Safety First"” al

supuesto de que el inversor tenga un ‘mico objetivo final y, en 1965, es

200D.CHRHBERS~Q.CHBRNES, "Inter-Temporal Analysis and Optimization of

Bank Portfolios™, M.5., 1961, pp.393-410.

201p NASLUND-A.WINSTON, "A model of Multi-Period Investment Under
Uncertainty”, M.5., 1962, pp.184-200.
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'I'cnbinz(b2 guien hace extensivo el wndelo E-V al caso multiperiddico.

A pesar de estas primeras tentativas, el verdadero enmpuje hacia

. <2 L . Sa .. 203
uma Teoria de la seleccion y revision multiperiodica se debe a Mossin™

el inversor determina un nomento cierto en el futuro en
el que planea consumir la riqueza disponible en ese
wowento. Y toma sus decisiones de inversion con el
objetivo de wmwaximimizar la utilidad esperada de la
rigueza en dicho punto.

Con posterioridad, la mayoria de los estudios gque han abordado la
Teoria de la seleccion y revision de la cartera han seguido la linea
marcada por Mossin, lo cual implica la wutilizacion de wmétodos de
optimizacién dinaAmica, en concreto la Programacidn Dindmica, instrumento

ouyos principales rasgos se exponen en el Anewo al Capitulo 3.

En los dos capitulos siguientes, consideraremns que el inversor
esta interesado en mantener una cartera durante T periodos y pretende
consequir el objetivo marcado al final del Gltino de ellos, lo oual
condiciona su conportamiento en cada uno de los periodos anteriores. En
este caso, los modelos propuestos permiten, mediante la utilizacion de la
Programacion Dindmica, conocer cual ha de ser la cuantia invertida en
cada activo y en cada periodo con el fin de conseguir el objetivo

propuesto.

EOZJ.'I'(BIN, op cit., 1974, (aungue el articulo orginal aparece en 1965),
pp.36-67.

203.]'.“)581!{, op. cit., 1968, p.220.
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-~ Clasificacion de los modelos maltiperiodicos de revision de cartlera

La clasificacion de los modelos multiperiddicos de cartera amplia
con detalle la clasificacion general de los wodelos de revision
presentada en el apartado 4. del Capitulo Planteamiento, Objetivos y
Estructura de la Tesis Doctaral.

I) Del mismo wodo que se hizo con los modelos umiperiédicos, podriamos
clasificar los wodelos wultiperiddicos en funcidén del mmero de
chjetivos que el inversor desea conseguir al final del Gltimo de los T
periodos de posesion de la cartera:

+} Modelos con un dnico ohjetivo
+} Modelos con miltiples abjetivos
A pesar de que sea posible hacer esta clasificacién no hewos

encontrado ningim trabajo que ademis del tratamiento multiperiodo de

la revision considere la posibilidad de mas de un objetivo.
11) Los modelos que consideran un Umico objetivo se pueden clasificar en
funcion de la naturaleza del objetivo elegido por el inversor:

+) Modelos cuyo objetivo es la weximizacion de la utilidad

esperada;
+) Modelos cuyo objetivo es la meximizacion de la media
geométrica de la rentabilidad de la cartera para el conjunto

de los T periodos;

+) Modelos cuyo objetivo es la seguridad del inversor.
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La mayoria de los modelos multiperiodicos pueden incluirse en la
primera categoria aungue, como verewns posteriormente, se pueden
diferenciar tres grandes grupos de modelos segim oudl sea la funcion

de utilidad considerada.

En el segqundo grupo se incluye el Modelo Media Geomatrica de
caracter multiperiddico que, al igual que el mismo wodelo de caracter
uniperiodico, estd maximizando, bajo unas deterwminadas hipotesis, la

utilidad esperada de la riqueza disponible en el nomento T.

En el tercer grupo puede incluirse el Modelo de

Nas 1unl:l—Iln'.ns'.tcmzot1 que constituye la wersion de  caracter

multiperiodo del wodelo "Safety First” de Telserzos. Asi, al igual

gque en el modelo de Telser, el objetivo del inversor es maximizar el
valor esperado de la rentabilidad de la cartera que en el caso del
modelo de Naslund-UWhinston es global para el conjunto de T periodos
(aunque 1la rentabilidad global se halla por simple sum de la

rentabilidad de cada wno de los periodos).

Fijado un nivel maximo de pérdida para cada periodo, el objetivo
anterior ha de conseguirse asegurando que la probabilidad de que la
rentabilidad real de la cartera supere ese nivel sea igual o mayor a
un valor determinado por el inversor. Junto a esta restriccion que
trata de limitar el riesgo de la cartera los autores consideran una
restricoién de capital en la que admiten la posibilidad de que en
cada periodo se produzcan nuevas aportaciones de capital v que parte

del mismo se wantenga sin invertir (en caja).

20

4B.NQSLUND—H.l-lII!B'IUN, op. cit., 1962, p.192,

20SVéase apartado 3.8.3.3. de la presente Tesis.
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111) Por lo que respecta al primer grupo de wodelos y tal como avanzanos,

es posible clasificarlos de nuevo segim cual sea la funcion de

utilidad considerada (segin la variable de la que se hace depender

dicha funcion):

')

Modelos que consideran una funcion de utilidad dependiente de

la riqueza final (riqueza disponible en el womento de liquidar
definitivamente la cartera poseida duwrante T periodos, ﬁr)

los wmwodelos que maximizan la utilidad esperada de ﬁr son los

gue constituyen el objeto de nuestro trabajo.

Modelos que consideran wna funcidm de wtilidad dependiente del

consunmo que el inversor realiza a lo largo de toda su wvida,

U(?:’,,E,, . 'Et’ «.+) donde Et es el consum realizado en el
periodo t. Aungue estos wodelos (“Lifetime Portfolio Selection
Models”) no seran tratados en la presente Tesis puesto que
plantean un problema de caracteristicas notablemente distintas
al considerado en este trabajo, werecen ser contenplados
dentro de la clasificacion de modelos wultiperidodicos debido
al interés que este planteamiento alternativo presenta y al

nimero de trabajos que profundizan en este linea.

El problema planteado en estos wodelos, en palabras de

thazes es

Las decisiones sobre consunp-inversidn deben
tomarse al principio de cada periodo hasta que el
consumidor wmuera y su rigqueza se distribuya entre
sus herederos. El objetivo del consumidor es
maximizar la utilidad esperada del consumo
realizado durante toda su wida ("lifetime
consunption”).

2%5; F.FAMA, “Multiperiod Consumption-Investment Decisions”, A.E.R.,
1970, p.163.
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En estos modelos se supone que el consumidor-inversor
reparte la riqueza disponible al inicio de cada periodo entre
consumo e inversion y quiere saber como ha de realizar el
reparto para waximizar la wutilidad esperada del "lifetiwe
consumption”. En realidad se trata de un problema donde se
combina la seleccion de la cartera optima y las reglas de

consunpo.

fdemas del trabajo de Fama ya citado, wmerecen especial

atencion los trabajos de P!Elpszqw {umo de los primeros en
avanzar por esta linea}, !'lertonzea, Sanuelsmzog, Hakanssunzlo

v los mis recientes de Ebdily—lhite2n v Cox—l-h:an;zlz.

*} Modelos que consideran una funcion de utilidad dependiente de
la rentabilidad de la ecartera en cada periodo,

Rc2""’RcT) y que suponiendo linealidad se obtiene

U(Rcl’

QO?E.S.PHFLPS, “"The Accumulation of Risky Capital: a Sequential Utility
Analysis", Ec., 1962, pp.?729-743.

208; C.MERTON, “Lifetime Portfolio Selection Under Uncertainty: the
Continuous-Time Case"”, R.E.A.8., 1969, pp.247-257.

"Optimum Consunption and Portfolio BRules in a Continuwous-Time Model®,
J.E.T., 19721, pp.373-413.

2995 n SAMIFLSON, "Lifetime Portfolio Selection by Dynamic Stochastic
Programming”, R.E.A.5., 1969, pp.239-246.

210N.H.HAKB}BSON, "Optimal Investment and Consumption Strategies Under

Risk for a Class of Utility Function“, Ec., 1970, pp.587-607.

2llg  BODILY-Ch.C.WHITE, "Optimal Consumption and Portfolio Strategies
in a Discrete-Time Model with Summary-Dependent Preferences”, J.F.Q.A.,
1982, pp.1-14.

212J.C.C0X—Ch.F.HUmE, "Optimal Consumption and Portfolio Policies when
Asset Prices Follow a Diffusion Process”, J.E.T., 1989, pp.33-83.
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sumando la utilidad de la rentabilidad de cada perioduzla.
Este wmodelo (Modelo Time-State—Preference) implica 1la
consideracion de wma funcion de utilidad dindmica que escapa a

los ohjetivos de nuestro trabajo.

IV) En cvanto a los wodelos que maximizan la utilidad esperada de la

rigueza disponible en el mowento T, estos pueden clasificarse, del

mismo modo que se hizo para los nodelos uniperiédicoszlq, segim cual

sea el camino sequido para conseguir dichn objetivo:

*)

la ocartera que maximiza la utilidad esperada de la riqueza se
escoge de entre el conjunto de carteras eficientes.

En este caso, la maximizacion de la utilidad esperada
constituye wn objetivo de caracter wmixto puesto que esta

sujeto a que las carteras consideradas sean eficientes.

La determinacion de la cartera Sptima se hace de una sola vez
maximizando directamente la funcion de wutilidad esperada

(objetivo puro).

Mientras que los wodelos wmiperiddicos se han
desarrollado especialmente en la linea de los modelos que
maximizan la utilidad esperada de la rentabilidad a través de
la determinaciéon previa del conjunto eficiente, los modelos
multiperiodicos se han desarrollada a traves de los modelos de
maximizacion directa de la utilidad esperada de la riqueza
final debido a los problemas que surgen al buscar el conjunto

eficiente multiperiddico.

213

JIFIQOQI )

2140éase

S.C.MYERS, "A Time-State-Preference Model of Security Valuation”,

1968, pp.1-33.

la clasificacidn de los modelos wniperiodicos de revision de

cartera incluida en la Parte I de esta Tesis.
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V) Los modelos gque buscan previamente el conjunto eficiente pueden
clasificarse, a su wvez, en funcion del criterio wutilizado para

determinar la eficiencia de una cartera:
+)} Modelos de dos momentos

En el contexto de los wmodelos multiperiddicos se ha
desarrollado {micamente el mdelo Esperanza-Varianza

maltiperiodico.
+) Modelos de tres momentos

Se incluye en este grupo el modelo que se basa en los
tres primeros momentos de la distribucion wmultiperiodo
(Esperanza, Varianza, Tercer Momento) = para determinar la

eficiencia de la cartera (Modelo E-V-pu;).
+) Modelos de Dominancia Estocastica

Estos wodelos se basan en la distribucion de prohahilidad
de la rentabilidad global para los T periodos de cada cartera
para decidir si es5 o no eficiente. En nuestro trabajo estos
modelos no seran tratados porque, en realidad, no contemplan
la sucesiva revision de cartera sino que suponen que la misma
cartera (sin cawbio alguno) sera wmantenida durante T periodos.

En este sentido Levy215 afirma que

Suponenos que el inversor escoge la wmisma inversion
para el periodo completo; por tanto, en este

21594 1EVY, “Stochastic Dominance, Efficiency Criteria and Efficient
Portfolios: The Multi-Period Case”, A.E.R., 1973, p.986.
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mdelo, cartera5216 F;G2, GF, no estan permitidas.
Esto significa que en el womento de tomar la
decision el inversor no intenta cawbiar la cartera.

Otro trabajo que estudia el criterio de la Dominancia
Estocastica desde la misma persepectiva que el anterior es el

de Leuy—Parnush217.

La clasificacion de los nodelos multiperiddicos de revision de

cartera puede esquematizarse del siguiente wodo:

216F1 v F, son las distribuciones de probabilidad de la rentabilidad de
ma cartera A en los periodos 1 y 2, y Gy y Gz tienen el misno
significado para wma cartera B.

217y 1EVY-J.PAROUSH, “Multi-Period Stochastic Dominance”, M.S., 1974,
pp.428-435. :
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4.1. INTRODUCCIOR

En los capitulos anteriores se ha supuesto gue el inversor
persigue el mismo objetivo al final de cada wo de los T periodos durante
los que piensa mantener la cartera. En el caso que se guie por el modelo
E-V basico, el inversor selecciona al inicio de cada periodo
(en t, t=0,1,2,...,T-1) la cartera de la frontera eficiente, resultante
del criterio utilizado, que proporciona la maxima utilidad esperada de la
riqueza obtenida al final del periodo considerado
(en t+i, t=0,1,...,T-1). Ello supone la determinacién del conjunto de

carteras eficientes para cada periodo (T fronteras eficientes).

Este criterio puede aplicarse, con las nodificaciones precisas, a
aguellos casos en que el inversor pretenda waximizar la utilidad esperada
de la riqueza obtenida en T (al final del tUltino periodo). Para ello sera
necesario determinar la frontera eficiente para el conjunto de los T
periodos, lo cual requiere de la definicion de la esperanza y varianza
multiperiodicas y del criterio de eficiencia E-V de caracter

mzltiperiadica.

Ademds de las hipotesis que se ahadan en los apartados
siguientes, siguen siendo wvalidas, para cada periodo considerado
individualmente, las hipotesis del epigrafe 1.2.3. aplicables al wodelo

E-V bhasico.
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4.2. ESPERANZA Y VARIANZA MULTIPERIODICAS

Sea:

) Wt: riqueza (en unidades wonetarias) de la que dispone el inversor en

El nmovento t' t-’-@,l,z,---,T;

*) Wp: riqueza inicial del inversor {en t=0)

) Wy riqueza final del inversor (en t=T)

) Rct+1= variable aleatoria "tasa de rentabilidad de la cartera” en el

mowento t, t=0, 1,2, s e ,T-l;

) BT: variable aleatoria "tasa de rentabilidad de la cartera” para el

conjunto de T periodos (T:2);

-~

E(Rct+1)'

) Et+1= Valor esperado de Rct+1’ Et+1 = t=0,1,2,...,T-1;

: Varianza asociada a R, Vs = U(Rot+1)' t=0,1,2,...,T-1.

+} Ut+1'

La relacién218

"~
A

W¥+1 = N&-(i + Rct+1) [1]

nos permite deducir la tasa de rentabilidad de la cartera para el
conjinto de T periodos, suponiendo que todos tienen la misma duracion,

del siguiente nodo:

21BEsta relacion fue deducida en el apartado 1.2.3. de esta Tesis.
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"

o= Wy (1 + Rg) = T (L * Ryp )+ (1 + Ryg) =

=g (L + R ) (L + R )o(L+ R ) =eennnnn. -

v}
=
I}

reeat {1+ RcT_l)-(i + R,

= Wy (1 + Rcl)-(l + Rcz)

)
T-1 ~ ~
= o TT(L + Bgyy) = o (1 + B [2]

fisi, la tasa de rentabilidad de la cartera para el conjunto de T

periodos es

- T-1 ~
Rp = tl_ol(l *Rogeg) 7L [3]
aumgue normalmente utilizarenos
~ T-1 ~ :
(1 + RT) = l_é(l + Rct+1) . [4]

El valor esperado de (1 + RT), teniendo en cuenta su definicion

en [4], es el siquiente:

~ T-1 ~
E(1 + RT) = E[l_é(l + Rct+1)] [5]
Supondrenns siewpre gque ﬁct+1 es una variable estadisticamente

independiente en el tiempo, es decir, la distribucidn de probabilidad de
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dicha wvariable para un periodo es independiente de la distribucion de

cualquier otro periodo.

Bajo este supuesto se cumplira que

t=0

-1 ~ T-1 - T-1
[l T(1 + Rctﬂ)} = ] |[E(1 + Rct+1)] = TT(t + E,,) [6]
ys por tanto, el valor esperado de (1 + §T), en funcién de [6], es

T-1

E{1 + fir) = Hu +E L) [7]

”"ne
lLa varianza asociada a RT es

V(R) = E[R, - E(R)]? =

-1 - T-1 2 T-1 ~ 2
= E[TTU +R_ ) - TT(1 + Et+1)] = E{[TTU + Rctﬂ)] +

t=0 t=0 t=0

T-1 2 T-1 - ] -1 219
+ + E -2 + . + =
Lgu m)] [ﬁt=®<1 Foees) [TJQU Em)]}

t=0 t=0

-1 . 2 -1 J2 —1 2
E[TT(I + Rct+1)] + E[T‘T(i YE L) - 2.[]"[(1 + Etﬂ)] =

-l

t=0

219 |T-L ~ T-1 ‘
EITT (2 + B iug)| = I—_e]; (1 +E.,,)
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-y

[T-1 " 2 T-1
=E||(1+R ) —E||(1+E ) =
t=0 ct+l t-0 t+1 |
T-1 1 T-1 12
= ‘ 2 R =
=EITT(1 +Ryy) EIT L+ E ) =
e =® - i—t=0 el
T-1 ~ i [T-1 12
= 2 =
= T T|E(1 + Rct+1) EIT (1 + Et+1) =
t= i | t=0 i
T-1 ~ ~ 2
= ]_[[E(l + Rct+1)2] - [E(l + RT)] [8]
t=0
T-1 ~
De esta ultima expresién, [8], ] ][E(l +R )2] puede
t=0 ct+l
desarrollarse en funcion de Et+1 N4 vt+1:
T-1 ~ ’ T-1 ~
t‘-ol [E(l + B i) ] = |_|[1 + E(RI )+ 2Et+1] =
T-1 T-1
= 2 =TT 2
= : [1 + Vt+1 + (Et+1) + 2Et+l] = [vt"'l + (1 + Et+1, ] [9]
=@ t=0
Teniendo en cuenta [9], V(R;) es
. T-l. 2 Y 2
v(R) = ﬁt-o[vt“ + (14 E,,) ] - [E(l . RT)] [10]
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De otra nanerazz@,

T-1

o) + [+ B = TV, + (04 By [11]

Si ademds de la independencia en el tiempo, suponemos gue la

distribucién de probabilidad de Rct+1 es la misma para todos los periodos

{estacionariedad), entonces,

E,,,= E vt, t=0,1,...,T-1;

Vt+1= v Vt, t=0,l’-|-,T—1

~

y, en este caso, el valor esperado, [?7] y la varianza, [11], de RT pueden

expresarse del siguiente modo:

E(1 +R;) = (1 +E)] [12]

o de wmodo egquivalente

E(R) = {1 +E') -1 [13]
~ ; .17 2.T
U(RR) = [V (LR - (e BT s
- 1T ~ 2
= -?' + (1 + E’)zd - Ei(l + RT)] [14]

220 .
J.TOBIN, op. cit., 1974, p.65.
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De la definicion de la esperanza y varianza multiperiddicas se
aprecia su dependencia respecto a la esperanza y varianza para un solo

periodo, ademas de su dependencia respecto a T:

£,(E",T)

E(R)

U(RT) £2(E’,V’,T)
Por este motivo, analizareﬁns el signo de las derivadas parciales

e b4 respecto a b4 para poder determinar la influencia
de E v t E! g der det i i

de estas variables en la esperanza y varianza multiperiodo. En cuanto a

la influencia de T en E(ﬁT) v V(RT), al ser ésta una variable de caricter

discreto, deberad analizarse desde otra perspectiva:

1) Derivada de E(RT) 4 V(RT) respecto a E’ que supondremos positivanl

SE(R
‘)'_a;?'r'L=T'(1+E,)T-1 > 0 [15]
av(R -1 .
v} __EEEIl_ = 2.T.[U!+(1+E!)2]T (1+E') _ 2-T-(1+E')2'T_1 -
dE!
T-1
el (CREI Dl e M T Dl
r=0

221El inversor, cuando elige los titulos que constituiran la base para la
formacion de la cartera, no tiene en cuenta aquéllos ocuya rentabilidad
esperada es negativa para evitar que la rentabilidad esperada de la
cartera tawbién lo sea.
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(1 + E’)Q'T-l} = 2:T- [(1 + E') {1 + E')Q'(T'” +

L

T-1
(r w3 [T e ey T Es)-’“‘-l] -

r=1

T-1
(e ey (G @) e )@ () o [16]

r=1

De los resultados [15] y [16], se puede concluir que cuanto wayor

sea E’ mayor sera la esperanza y varianza multiperiodica.

2) Derijvada de V(RT) respecto a V!

aV(R,)
av’

‘) =T [v'+(1 + E’)’]T-1 > 0 [17]

Igual que en el caso de E?, V(RT) es ma funcidn creciente de V’.

3) Dependencia de E(R;) vy V(R;) respecto a T

~r

De la definicidn de E{1 + RT) en [12], se desprende, clarawente,

gque es wna funcidn creciente de T.

En cuanto a V(RT), para poder establecer su relacion con T,

conpararemns U(§T+1) con U(ﬁT):
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Yoy = [+ (2 s E')ﬂ]T - (LeEn?T -

T
= 5 [ o ey ) -2 T

r=0

T
=2
r=1

,T]'(V’)P'(l + )2 (T [18]

T+1

WRp,) = 3 [0 w7 e e
r=1

2+ (T+ir) _

T+1
= 1+ E)2 5 M )T s )2 (T [19]
r=1
Si tenenps en cuenta que [T;:l] } [;I: v que Ef)@, entonces,
T+1 T
(e 825 [T oy e )2 000 57T oy g e w2 (7
r=1 r=1

¥y por tanto, U(ET+1) > U(RT) de lo cual se deduce que U(RT) es

también una funcion creciente de T.
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4.3, SELECCIOR DE LA CARTERA NULTIPERIODICA OprTiNa

El inversor, al igual que en el modelo E-V basico, determina, en
primer lugar, la frontera eficiente multiperiédica y, a continuacion,
escoge la cartera de este conjunto que maximiza la utilidad esperada de
1a riqueza obtenida en T. De este nodo, el proceso de seleccion de la

cartera optima puede dividirse en las dos siguientes etapas:
1) Determinacion de la frontera eficiente wultiperiodica
De modo similar al oriterio E-V basico, la cartera f (o, con

mayor propiedad, la secuencia de carteras A) es preferida a la cartera o

secuencia de carteras B para el conjunto de T periodos si y solo si,

Ea(gT) 2 EB(§T) y Va(i;“r) ¢ VB(ET) © bien

Ey(Ry) ) Eg(Ry) v Vg(Ro) s Vg(R)

Y una cartera es eficiente para los T periodos si:

~r

i) para su rentabilidad wultiperiodo esperada, E(RT), no existe otra

cartera con menos riesgo wedido por V(RT);

T
ii) para su nivel de riesgo, V(RT), no existe otra cartera ocon A

rentabilidad esperada mayor, E(RT).
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Para determinar la frontera eficiente debera resolverse el

siguiente problema:

sujeto a

N

> xit =1 t=0,1,...,T-1
i=1

Xit : 0 vi, i=1,2,...,N

Vt, t=0’1,|-l,T-1

A continuacion, determinaremos la frontera eficiente para el caso

en que N=2 y T=2 y ademas de la independencia y estacionariedad en el

tiempo de Rct+1 supondremos que Tiesg ©5 tambien una variable aleatoria

independiente v estacionaria

[E{riieq) = #0 Virgg) =05 Cou(rit+1,rdt+1) = aij] ¥y que el inversor
elige como politica de cartera el mantenimiento, en cada periodo, de las

proporciones invertidas en los N titulos. Es decir,
X., = K. vt, t=0,1,...,T-1.

Teniendo en cuenta estos supuestos, la esperanza y la wvarianza

para los dos periodos tienen la siguiente expresidn:

2 2
E(L +Ry) = (L+E')2=[1+5 X, M;
i=1
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V(Ry) = [v’ + (1 + E’)2]2 - {1+ E)" =

Yy

i=1 j=1

Para este caso ponecreto, el problema gueda formalizado del

siguiente nmodo:

2 2 2 212 2 u)
. < v . . _ = 5 .
Min {[: E Xi XJ aiJ + |1 + E Xi ”i] } [1 + 2 Xi ”i]

i=1 j=1 i=1 i=1
sujeto a
2 2

[1+$ X.-,u.] -1 =E ’
— 11
i=1

X1+X2=1

Hy, ¥, 2 O ]

La solucién a este problema, a partir de Lagrange, es

(1 + pp) + J1 + E

Hr — H2

Xy =
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Igual que en el modelo E~-V basico, deberemos limitar los vwalores

que puede tomanr E para garantizar que H; y K, sean sienpre positivas:

a) gy -2 ¥ @

X,z@::)—(i+p2)+m—:z®=>(i+§)1;(1‘*#2)2
Hp20 = (1*’#1)“,—“—}.'3—20::’(1*5:)-{-(1*”1)2
(1 +42)% 5 (1 +E) £ (14 )?
b) sy - uz ¢ O
x,w::#—(i+;;,)+\ll_+_§2—$0=$(i+§)é(1+#:)2
Ky =3 (1+,,,)-\|1_+_i3_':—;:a)=>(1*rl'«":)z(l’fm)2

(1 + )% s (1 +E) 5 (1+ pp)2

5i tenemos en cuenta que

E(1 + Ry) = [1 + E(Bg)] = (1 + E?)?
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fijar el  wvalor de E(RT) = E equivale a fijar el wvalor de

E' = E(ﬁc ) = E' cumpliéndose que

t+l

[t+E]=(1+E)

Por tanto, X; y X, pueden expresarse en funcion de E*:

(L)t E (e )+ (e B2
X1= = -
1~ M2 Hy — Ha

Ha E
Hz — M) Ha — My

(1+m)-\|1+l73 - 1 E'

Ha — iy Ha =

ML — H2

Estas (1ltimas expresiones de XK, y ¥, coinciden con las obtenidas
en el epigrafe 1.2.4. donde se determind la frontera eficiente para un
tmico periodo. Esto significa que, bajo las hipaotesis de independencia,
estacionariedad y wentenimiento en el tiempo de las proporciones de los
activos, la cartera eficiente para un periodo también lo sera para los
dos periodos conjuntamente ¢ a la imversa. Este resultado se puede

generalizar a T periodos puesto que si se considera gque

o~

V(R.) = [v' v {1+ z:')i]T —[1 ¥ E(ﬁT)]2

para minimizar V(ﬁr) sujeto a E(&F) = E es suficiente con wminimizar
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[v' + {1+ E')’]T

291

o Eﬂ + (1 + E’)’] sujeto a E! = E*, lo cual equivale a

minimizar V' sujeto a E’ = E que coincide con el problema planteado para

un imico periodo.

2) Determinacion de la cartera optima para el conjunto de T periodos.

Suponiendo que la funcion de utilidad de la riqueza final {en T)

es cuadratica, ésta 5eré222

U(HL) = @ + Bl v (W)2

Como Wy, = Wo: (1 + ET)' la funcidn [20] se convierte en
U(HL) = @ + B[Mo (1 + R)] + v [Wo: (1 + R)]? =

= a  Blg + v (Up)? ¥ [BWo + 2+ (Wo)?] Ry + v+ (Wg)2- (R )?
Haciendo

a + B'Wo + V'(uo)2

—
2
I

B:Up + 2:¥: (Wp)?

®
[}

v (Wp)?

-
—
-
n

222Véase el apartado 1.2.3. del presente trabajo.

[20]

[21]
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la funcion de utilidad de ﬁT' [21], es

(L) = @'+ BR 4 v ()2 [22]

Dada [22], la utilidad esperada de U es

E[U(fiy)] = E[a'+ @Ry + v (7] = @'+ B E(Ry) + v E(E) -

~ "

ar+ B -E(Rp) + v'-VU(Rp) + v' [E(R})]? [23]

[l

puesto que E(ﬁTz) = U(ﬁT) + [E(g,r)]2

V(ﬁT) es la varianza asociada a las carteras de la frontera
eficiente y es una funcion de E(R;) por lo que E[U(ﬁr)] es una funcion de

una tmica variable, E(RT), cuya marimizacién se lograrad haciendo

dE(U)
dE(R )

Hasta ahora hemos supuesto que todas las carteras factibles para
el conjunto de T periodos podian describirse wediante la esperanza vy la
varianza y, si bien esto es cierto, bajo las hipotesis del epigrafe
1.2.3., para cada periodo por separado, no lo es cuando consideramos

conjuntamente los T periodos. En este sentido, el articulo de Arditti y
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Levy223 pone de wanifiesto la necesidad de tener en cuenta el tercer

rnomento estadistico cuando se considera la rentabilidad para los T

periodos.

En el siguiente epigrafe estudiarenos la inportancia del tercer
momento en el caso multiperiodico y su influencia en la determinacion de

la frontera eficiente para los T periodos.

4.4, TERCER NOHENTO MULTIPERIODILO

El tercer momento estadistico de la variable aleatoria RT es

T-1

~ T-1 . 3
#3(Rp) = E[RT - E(RT)P = [ (1 +R ) - 1:.[)'(1 + Etﬂ)] =

T-1 3 - ~ 2 T-1
E{ UU +R t+1)] - 3. [1‘]'(1 + Rct+1)] -[HU + Et_u)] +

T-1 - -1 2 -1 3 994
+ 3 I:g(l + Rct+1)J' I:g(i + Et+1) - I:g(i + Et+1)] } =

2“NF.D.QRDI'I'I‘I--H.I..EVY, "Portfolio Efficiency finalysis in Three Monents.
The Multiperiod Case™, J.F., 1975, pp.197-209.

2245e supone independencia estadistica en el tiempo y se tiene en cuenta

T-1 T-1

que | [ [E(l + Rct-!-l) ] 1:; [vt,,1 +(L+E, ) ]

t=0
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t=0 t=

-1 ~ = T-1
) I;I)-[E(l ¥ RCt+1)3] - ¥ [TT“ ¥ Et+1)]' I:rg[vtﬂ v L Et+1)2]] ¥
T-1
+2TT(L+E ) [24]
t=0

Para poder expresar ,u;(RT) en funcion de Et+1’ Vt+1yy3t+1

[ﬂstﬂ = ﬂa(Rctﬂ)], debenps desarrollar en [24] la expresion de

T-1 T-1

-y 3| _ Y 3 R 2 .
Q[Eu + R4 yy) ] = H[E(Rctﬂ) +3E(R,, )" +3E,, + 1] [25]

De [25] sabenos que

o 2 _ 2
E(R 44p)” = Veuy * (Epyy)

ot 3 . y . 3
E(Ro41)” = #34y * 3Viiy Bay * (Byy)

y, por tanto, [25] es

ﬁ[E(l + ﬁct+1)3] =

T-1
=TT : : 3 _ _ 2 . _
" t-0 [”3“1 3V By F (Bl H 3V H 3 (B )T R 4 1] =
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T-1 '
- . . 3
=11 [’“3t+1 3V (D By ) 2 (D F By ] [26]
t=0
La expresion de ﬂg(RT) en funcion de Et+1’ Vt+1 Y H3g, €5y pues,

N
= . . 2 B
”3(31')‘,!_0! [“Btu A3V (LB )+ (L By ]

T=-1 T-1 \ T-1 ;
- 3-[1:0[(1 + EtH)J-h:[oIvtﬂ +(L+E ) ]] + 2-;[;[(1 +E.,,) [27]

Si suponenos que, en todos los periodos, la distribucion de

probabilidad de Rc L (t=0,1,2,...,T-1) es normal, entonces ”3t+1=® y en

t+
este caso, ﬂ3(RT), en [27], es

T-1

gB(gT) =TT [?-Vt+1'(1 + Et+1) + (1 + Et+1)3] -

t=0

T-1

T-1
2 3
Veuy * (1 + Epyy) ]} * 2',('_0“1 Y Eiyy) [28]

T-1
3. t[:q])'(z Etﬂ)]- L )

Si ademis suponenos estacionariedad, se obtiene para p;(RT) la

siguiente expresion

#a(Bp) = [3vr (1 + E') + (1 +E)3T -

=31 e BT s (1)) s 20 s E)TT S
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=(1 + E,)T_ [3.07 + (L + E’)’]T -3 [V + (1 + E’)’]T +2.(1 + E')B‘T [29]

Aim suponiendo que, periodo a periodo, la rentabilidad de los
titulos vy de la cartera se distribuye segim wna normal y que, por tanto,

la cartera para un periodo puede describirse itmicamente a traves de

~ ~

E(Rct+1) vy V(B ), este supuesto no sirve cuando se analiza la

rentabilidad global de wna cartera mantenida dwante T periodos puesto

que su distribucion no es normal como lo demuestra el hecho que y3(RT)¢®.

La ocartera multiperiddica necesita de los tres prineros nomentos

o ~ ~

estadisticos [E(RT), V(RT), ﬂ3(RT)] para ser descrita.

Ademds, se puede denbstrar gque u3(RT) es wa funcidon creciente de

T, razén por la cual todavia es mis necesario tomar en consideracion

F3(§T)- En efecto, expresenps M3(§T) del siguiente wodo:

T
ua(Ry) = (1 + B[S [T @y v )2 (T

=0

T

r=0

T
=1+ ) [5T [:]-(v’)”'(1 + E')z'(T‘”).(sr-a)]+ 2.(1 + E)3T .28

25para r=0 [E]-(v')r-(1 )2 (Tr)(grogy - - 2.(1 + £)2T
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T
= (14T, [-2-(1 +e) TS [:].(vs o1+ E’)'*"(T")-(s'la)} +
r=1
T
+ z-(1+E!)3'T = (1 +E) > E:]-(v’)”-(i + E,}2-(T=r)'(3r_3)] [30]
=1

Teniendo en cuenta [30], la expresion correspondiente para
#3(Rp,,) es

T+1
polfyg) = (0 0TS [T ) s zvﬁ‘(“*l’ﬂ-(sr-a)]

=1
[31]

Si comparamns las expresiones de ﬂg(RT+1) y p3(RT) en [31] ¥y
[3@], respectivawente, podewos comprobar que:

1

a) {1+ E’)T+ = {1+ E’)T-(l +EY) )Y (1 + E’)T puesto que E!)0.

o) [T2H] (0" (1) 2 EP070) o ey, [T (oo ey 2 (70

Cono E'}@ y [T::l]) [3:] w (r=1,2,...,T+1) se cuwlira que

()2 [T o)™ o) 2 700 [T o) a2 ()

Si ademds tenenps en cuenta gue (3!‘—3), r=1,2,...,T+i, es siempre

positivo (o nulo cuando r=0), entonces podrenos concluir que
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T+
ZE::[T:l]‘(V,)r.(l . E,)Q-(T+1—r)'(3r_3) ;
r=1
T
» 5[] e e ) (@
r=1 »

Teniendo en cuenta a) y b} se desprende que pg(RT+1) > ﬂg(RT) Vs

por tanto, que ﬂg(RT) es una funcion creciente respecto a T,

A continuacion y del miswo modo que hicimos con E(Rp) v V(B|),
vamos a analizar cudl es el efecto de E' y V' en u3(Rp). Para ello

estudiaremos el signo de las derivadas parciales de u3(RT) respecto a E?
y U

5#3(§T)

1) —5g—

B (R
F;é?T) =T (1 + E!}T'l_[[a,v, + (1 + E,)Q]T _
Tl e E,)2]T] + (L E,)T'[z'T'[3V' + (1 + E!)2]T'1,(1 + E') -

6T + (1 +E)2) T+ E,)]+ 67 (1 + )3T 2

i

T {1 + E')T'l-[[a-v’ + (1 + E')"‘]T - 3.Jv + (1 + E')Z]T] +

+

2.T-(1 + E')T+1-[[3-v' + (1 + 15:')2]T‘1 - 3. [Vt & (1 + E')ﬂ]T'l] +
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T
+ 6:T{1 + E’)Q'T-l =T (1 + E’)T_ll;E_:: [I]'(S-U’)r-(l + E,)Q-(T—z‘) -
=0

T
- Q.Z—_ [I}.(U;)x‘.(i + E;)z'(T-!‘):I +

r=0

T=1

T-1
- 3.3 {T;I]_(v,)r‘.“ . E,)z-(T-l—r)} feero(r )3T
=0

T
T+ E)TLST [I]-(v')"-(l s )2 (TPl 3roay +

r=0
T-1
+2.T-(1+E,)T+1.Z [T;1],(V,)r,(l,,E,)z-(T—l—r),(ar_a) . B.T_(“E,)B-T—l i}
r=0
T
=T eE) [—9»(1 e T 5 [T e )T T @ .
r=1

+ 2.7 (e ) THL [—2-(1+E:)2'(T-1) .

T-1
3:-T-1

+ Z [T;J-].(V! )r'(1+E!)2'(T—1"r‘).(3r-—3)} + 6-']"-(1 + E’) -

r=1
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T
- T-(1+E’)T_1-:£::[Z]-(V’)P-(1+E’)2'(T‘P)-(BP—B) +

r=1

T-1
+ 2.7 (1+E0) LS

r=1

r

T'1]-(\1')“-(1+E!)2'(T'1"‘)-(3"-3) s @ [32]

5#3(§T)
- av

aﬂa(gT)

av? =

(1 + E’)T-[SsT'[S'V’ + (1 + E;)le-l - 3'T'[U’ + (1.+ E,)Q]T“ll -

]

.Q'T-(l + Ef)T'[[B'V, + (1 + E’)Z]T-l _ [V’ + (1 + E,)le—l} -

T-1
3T (1 + E’)TEEZ: [2;1 AUt L ¢ E,)2-(T—1—r).(3r_1)] _ 226

i

-1
3T (1 + ) LZ 5o E*)"’"T“"‘)-(s"—n] ) 0 [23]

r
=1

De los resultados obtenidos en [32] y [33], se deduce que cuanto

mayor sea E' o V' mayor sera pg(RT), lo ocual coincide con las

conclusiones del apartado 4.2. respecto a la influencia de E! y V' sobre

E(Rp) v V(R,).

226para r=0, [Tgl]-(v,)o.(1 + E:)Q‘(T“l).(3°-1) =0
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4.5. CARTERAS E-V-p3 WULTIPERIODICAS EFICIENTES

Si cualquier cartera de naturaleza multiperiodica puede ser
descrita a partir de los tres primeros nomentos estadisticos, parece
necesario definir el conjunto de carteras E-V-y3 eficientes para,
después, escoger la cartera que maximiza la funcion de utilidad de cada

inversor.

Dado que anteriormente definimps el conjunto de carteras E-V
eficientes, bastara con decidir cuadles de las carteras incluidas en el
pueden ser eliminadas para constituir el nuevo conjunto E-V-y; eficiente.

Para ello necesitamns conocer cuwal es el efecto de wna variacion de

E(RT) v V(ET) sobre #3(§T)’ es decir, necesitampos saber el signo de las

derivadas parciales
du3 (Rp) 9p3 (Ry)
JE(R ) 9V(Ry)
En [29] obtwimos que

#B(QT) = (1+E’)T. [3.v:+ (1+E’)2]T - 3.[Vs+ (1+E’)2]T +2-(1+E’)3'T

Si ademas tenemns en cuenta que
T
)

y de donde

a) E{1 + By) = [1 + E(R)] = (1 + B
(1+E) = [1 +ER)YT

B) V(R) = [V + (1 + E2)?]7 - [1 + E(R)]?, de donde
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} /T 2/T

v = fu(Ry) + [t + BEDIYT - [+ ER)

podremns expresar pB(RT) en funcion de E(ﬁT) vy U(ﬁT):

us(Rp) = [1+E(§T)]-{3.[v(ﬁr) s [1+E(';1T)]2]1/T - 2. [E(R) T -
- 3[1+ BRYT o) + [t + BRI + 21 + EEYP [34]
De las relaciones expuestas se desprende que
) 6”3(§T) _ 6#3(§T) JE?} . 6”3(§T) av?
GE(R,)  oE'  OE(R) av  GE(R)
) 6#3(§T) a#B(ET) 3y
aV(R ) v av(R)
5#3(§T)
OE(R,)
Como en el apartado 4.4. hewns ohtenido BMB(RT) y [32], ¥
oE!
aps(ﬁT)',[SS], (ambas positivas) basta con hallar aE: y BU: para
V(R ) OE(Rp)  OE(Rp)

determinar el signo de la derivada deseada.
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: i-T.
a) =22 _ 2 rppmapT -t L L Ty T T - eyt T pas
) ey T [1+E(R )] [T I {14m) T [as]
——EE;—— > @ suponiendo, como siempre, que E'}0.
BE(R)
av -2 ToR 4 [eEiR 112 (1/T)-1 +E(R _
) ey T [ + [1E(RD) 7] [14E(Ry)]

- —%—-[1+E(§T)](2’T) - R —%—u[}U'+(1+E')2]1_T-(1+E’)T - (1+E’)2_T]

T

_ 2 i (1 + E’) _ 1 i
Tl s ween™ g™

[36]

2 [+ 2T _ v v (14 m)2y™!
(L+E) Qv (L eE)t

aw!

FE(R.)

[36] a partir de la formula del bhinomio de Newton, aungque basta con

Para conocer el signo de desarrollaremps la expresion

analizar el signo del numerador puesto que el denominador, siendo E'20 y

V)@, es siempre positivo.

270 el apartado 4.2. se vio que V(R\) + [14E(R)]? = [V'+(14E7)2]
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Asi, el nurerador de [36] es

(1) T v s e ey -

T-1

= {1+ E')z'(T—l) -2 T;l AU )Tt 4 E!)z'(T-l-x‘) =
r=0

= ()2 (T (a2 (T1) Z [T’ ] (v1)" . (1emr )2 (To1r)

T-1
o T=1] ,ysrT. 112 (T-1-r)
= EL_ [ r (v') - (1+E") [37]
r=1
De [37] se deduce que el numerador es siempre negativo.
En cuanto al denominador de [35], éste es
(1+ )20 s (14 8)?) -
T-1
T E,)T-E.Z ['r 1] (1) '(“E,)z-(T—l—r) [38]
r=0 |

qgue, como ya ha gquedado denostrado, es siempre positivo.

Por tanto,

T-1
S )r(l . E,)2(T—1—r)
—— s - 13 - T-1 [39]
E
9E(Ry) (1+E)T2 5 [T;l](u,)r(l ¢ g0 )2(T-1or)

r=0
y sera sienpre negativa.
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De esta manera

e

aﬂa(ﬁ-r) _ aﬂB(ﬁr) 2 aﬂB(RT) aus

3E(R,) BE? OE(R. ) i aE(ﬁ_T-)_

no tiene, en principio, el signo definido puesto que mientras el primer

sumando es positivo, el segundo es negativo.

5#3(37)
Desarrollaremps ———x—— para saber, finalmente, si el signo de

BE(R,)

esta derivada esta definido o no.

Bl [T-(HE' ™5 ] e (e ) 5 -ay
aE(RT) r=1
T-1
+ 2.7 (e THLST [T;l}-(v’ )"-(1+E’)2'(T'1"')-(3"-3)}- [_117_,(“5,)1—1] +
r=1

T-1
" [3-1‘-(1 + BT ST [T;il-(w (L + E’)Q‘(T'i“‘”)-(sr-:)]-

r=0
- T-1 -
T-1 r 2{T=1-r
S [ wnmi s w2
_ 2 r=1 _
T T-1 -

(1+E )T—2 ST [T;l](v,)r(l N E,)2(T—1-r)

r=0
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T
- 5= [F] oy e ) o) 4
r=1

T-1

+ 2 (14E7)2. 5 [T;l

r=1

(v )r_ (1+E )2- (T-1-r) (:3"-3) _

T~1
(14E? )'I‘ S [T;l](v, T (14E? )Z(T—l-x‘) s

-6 r=0

-1

(14E? )T—2 g [T;l](v' JT{1oEs )2(T—1—r)

T-1 :
[Z [T;l]'(v, )r.(“E,)Z-(T—l-r) _ (“E,)z-('r-n] .
r=0

T-1

(14E? )T S [T—i](v, )r(1+E,)2(T-1-P)

r
+ 6 r=0

T-1

(14E? )T—2 ST [T;l](v, )r(l,E,).?(T—l-r)
r=0

T-1 T
. T-1 -(U’)P-(1+E’)2'(T-1"r) - Z T '(u,)r_(“E,)2-(T—x~)_(3r_3) .
Z r r

r=1 rel

FT— 1

+ 2. (1+E')2. Z [T;II.(V, )"’.(1+E:)2'(T‘1"").3" -

ir=1

_ B'Z [T;l] -(V’)r-(1+E')2'(T'1-F)] _
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T-1 ,
- o) 5T [T 9" () 2 TS
r=0
T-1
5 {T;l](u, )r(hE,)Z(T-l-r) .
+ 6'(1+E’)2.T- r=$_1 .

S~ [T;1](U,)r(1+E,)2(T—1-r)
r=0 .

T-1
+ 6-(1+E’)2-Z [T;l].(vs)r,(1+E,)2'(T-1-r‘) _

r=1

T
- 5[] o e ) (@)
r=1 :

T-1
+ 2. (1+E7)2 Z [T;ill(v,)t‘.(1+E,)2-(T—l-r‘).3r‘ -
r=1
T-1
- 6'(1+E,)2'Z [T;l .(v,)r.(“E,)Z-(T—l-r) _
r=1
T-1
- 6-(1+E’)2- [(1+E’ )2'(T'1) + Z[T;l]_(v, )P_(1+E,)2'(T-l—r‘)_3¥‘ +
r=1
T-1
5 [T;l](v,)r(“E,)Z(T—l-r) -
2:T r=0
+ 6 (I+E' )"

Z T;l](v, )r(l’E’ )Q(T—i—r)
r=0
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T-1

+ 6-(1+E')2-§E:: [T;ll_(u,)r_(1+E,)2-(T—1-r) =
r=1

T
-5 [T om0 0 4

r=1
T-1
2 (LE )2 S [T 1] (vr)* “_E,)Q-(T—l—r}.ar _
r=1
T-1
- onfaom) T - ey 3 (724 o)™ ooy 2 (2
-1
) Z T;l](u, )r(1+E,)2(T—1—r) -
+ 5-(1+|—:!)2'T. "'-'2_1 _
S [’I‘;l](v, (1B )2(T-1-x~)
=0
T
=Z[] (v! 1+E’)2 (Tr‘) (3 3)_
r=1
(1+E*)2. Z [T 1] (V’ 1+E,)2-(T-—l—r‘)_3r +
r=1
[ T-1
S [ o) 2T e
+ 6 (1+Es)2 T, f‘=$_1 . [40]
5= [y
| r=0
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Definitivamente, el signo de la expresion [4@] no puede

Ot (ﬁr)

determinarse con exactitud, pudiendo ocurrir que —— @ en wos

3E(R )
a#3(§r)

casos y que ————@ en otros. Ello inplica que el efecto de E(RT)
5 (Ry)

sobre #3(ET) no esta definido.

) o1a (Rp)
av(R. )

De esta derivada

aua(Ry)  a(Ry) gy

aV(R,) av’ av(R,)

aﬂB(BT) au s
sabenos que ————®, por lo que el signo de ———=— nos determinara
aw BV(BT)
dpe3 (Rp)
el signo de —— .
av(R.)
1/T) -1
av? 1 i i (
—~ = T [V(B.r) + [1 + E(Rr)]z] =
BU(RT)
= a[v ¢+ (1+E)2) T e [a1]
aﬂa(RT) .
Por tanto, —————9, lo cual pone de manifiesto una relacion
aV(R.)

positiva entre y3(BT) y V(BT)
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Si bien la relacion entre u3(R;) y V(R;) esta bien definida, no

ocurre lo mismo con la relacion entre ”3(RT) v E(RT) por lo que no es

posible definir una regla de eficiencia E-V-uj.

la dificultad que supone 1la imposibilidad de determinar Ila
eficiencia wmultiperiddica basada en los tres primeros womentos
estadisticos junto con la pérdida de la hipotesis sobre la distribucion
normal de la rentabilidad wultiperiddica hace que, en el caso que nhos
ocupa, el inversor maximice directamente la funcidon de utilidad esperada
de la rigueza disponible en T sin antes determinar el conjunto eficiente.
Este nuevo enfoque es el utilizado por la mayoria de los autores que se
plantean la revision de la cartera desde el punto de vista descrito en el
incicio de la Parte II de esta Tesis y que serd analizado en el siguiente

capitulo.



CAPITULO 5
MAXIMIZACION DIRECTA DE LA FUNCION DE UTILIDAD
ESPERADA DE LA VARIABLE "RIQUEZA DISPONIBLE EN T"
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5.1. INTRODUCCIOR

En el capitulo anterior se han puesto de wmanifiesto las
dificultades que lleva consigo la busgueda del conjunto eficiente para el
conjunto de los T periodos considerado en su globalidad. Ello conduce a
que en el caso de revisién multiperiodica la wayoria de los autores,
utilizando métodos de optimizacion dindmica, marimicen directamente la
funcion de utilidad esperada de la rigqueza obtenida al final del daltimo
periodo del horizonte de inversidn previsto {em T}.

El primer autor que aplica técnicas de optimizacién dinamica (en

concreto la programacion dindmica) para hallar la conposicion de la

cartera oOptim en cada periodo es l‘bssinzzs, quien ademas determina para
gque tipo de funciones de utilidad, la maximizacién de la utilidad
esperada de la riqueza obtenida en T equivale a la maximizacion de cada
una de las funciones de utilidad esperada de la riqueza disponible al
final de cada wno de los periodos en que se divide el horizonte tenporal

de posesion de la carteraug.

BasAndose en el modelo diseniado por Mossin, es Hakansson quien lo

2285 MESIN, op. cit., 1968, pp.215-229.

2291bidem, pp.223-226.
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hace extensivo a otros supuestos diferentes de los originalesmo, gue

seran comentados posteriarwente.

Debe destacarse tanbién el trabajo de Elton y Gruber que
relaciona la maximizacion de la utilidad esperada de la riqueza obtenida
en T con la wmaximizacion de la Media Geométrica de caracter
multiperiodico y con la maximizacion de la wutilidad esperada de la

rentabilidad para el conjunto de T periodoszal.

Nosotros, siguiendo las pautas indicadas por estos autores
proponemos un modelo de revision de carteras de caracter multiperiddico
en el que a partir de una determinada funcion de utilidad de la riqueza

disponible en el momento T determinams cudl ha de ser la cuantia

2
invertida en ocada activo I y en cada pwnto decisorio t, Yi £

(i=1,2,-u-,N; t=@,l,.-.,T"'1).

En este nodelo consideramns tres funciones de utilidad distintas:

) (i) = @+ B+ v (i)?

\) U(fL) = In (g + T

1-(1/2)

o e neily)

) Ui

L3 . & * L
yy para cada una de eéllas, obtendremps una expresion de Yi ¢ de caracter

230Hakanssun admite, por ejemplo, la posibilidad de endeudamiento.
N.H.HARANSSON, "“On Optimal Myopic Portfolio Policies With and Without
Serial Correlation of Yields™, J.B., 1971, pp.324-334.

231g J.FLTON-M.J.GRUEER, "On the Optimality of Some Multiperiod Portfolio
Selection Criteria™, J.B., 1974 a}, pp.231-243.
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general, de la cudl se deducirdn, a su wvez, las expresiones

correspondientes para wos casos particulares.

El estudio realizado nos permitirda determinar qué funcion de
utilidad y qué hipdtesis son necesarias para que la politica miope sea la
optima.

La Programacion Dinamica, cuyos principales rasgos se exponen en

el fnexo de este Capitulo 5, nos servirad para desarrollar el wodelo

propuesto.

5.2. VARIABLES QUE INTERVIENEN ER El. MODELD

El wodelo que proponemns se basa en técnicas de optimizacion
dindmica y por ello utilizaremns la nomenclatura apropiada para definir
las variables gque intervienen en él:

+) Variable tiempo

En el contexto de la revision de cartera, se considera gque la

variable tiempo, t, tiene caracter discreto. Asi,
t = to’ tl, tz,ecc, T_ly T

vy, para nuestro problema, donde t representa el nonento en que se

realiza la revision, esta variable toma los valores
t 4 Q, 1' 2,0--, T-l, T

de modo q09232 At=t -t = 1.

232Uéase el apartado 3. del capitulo de Planteamiento, Objetivos y

Estructura de la Tesis Doctoral donde se justifica el cardoter discreto
de la revisidn y su equiperiodicidad.
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+) Variables de estado

El estado de la cartera en el nomento t+! {al final del periodo
considerado) se describe a partir de la riqueza de la que dispone el
inversor en ese mmento, W£+1. Existe, por tanto, una tmica wvariable
de estado y, cono consecuencia, el vector de estado estara formado por

mn tmico elemento:

at+1 = (W£+1)

La trayectoria de estado estd constituida por la riqueza

disponible en cada punto decisorio t+i:

@y = G Tarensiiy)

donde ﬁt+1 (t=0,1,2,...,T-1) es una variable de caracter aleatorio

mientras no llega el nomento t+1.

Wy e5 el estado inicial que se tom como punto de partida y es wn
dato puesto que el inversor decide la cuantia que destina a la

constituciéon de la primera cartera.

ﬁ* es el estado final de la cartera (para t=T-1). Si bien T esta
fijado por el inversor desde el womento inicial, la rigueza disponible
en el momento final no se conoce puesto que depende de la forma en que
se haya repartido 1la rigqueza entre los activos disponibles en cada

pumto decisorioc y de la rentabilidad de cada uno de estos activos.

+} Variables de control

En el ambito de la Teoria de la Revision de la Cartera de

caracter wmultiperiodico, las variables de control, es decir, las
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variables cuyo wvalor debe determinarse, son - las proporciones
invertidas en cada activo y en cada punto de decision, Xit
(i=1,2’|- . ,N; t=0;1‘2’ s s ,T"l):

Si Xlt’ th,..., th son las variables de control en t, el vector

de control es:

]
§¥ = By Bppreees Hyd ‘
La trayectoria de control se define cowo:
{§}={§o: §11---1 _}
t i

En lugar de las proporciones invertidas en cada activo pueden

utilizarse como variables de control las cumantias efectivamente
invertidas en cada activo, es decir,

Y., = Xit'ﬁ¥ i=1,2,...,N; t=0,1,2,...,T-1

y en este caso, el vector de control (vector de cuantias) sera

7 =

1
¢ = Vo Yopeees Yyg)

La cuantia invertida en cada activo y en cada punto decisorio
serd la variable utilizada en nuestro modelo con el fin de simplificar

las expresiones deducidas.

+) Variables aleatorias

Ademas de ﬁ¥+1 que constituye la variable de estado debe
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reconocerse la presencia de otra variable aleatoria que representa la

tasa de rentabilidad de un titulo i en el wmowenta t+1, Fitﬂ
(i=1,2,...,N; t=0,1,2,...,T-1).

-3

~ ~ o

]
t41 = (Preqnr Popagreosr Pyeay)

5

La relacion entre todas las variables definidas da lugar a la

3

siguiente ecuacion de wnvimient02 3 deducida en el epigrafe 1.2.5.:

¢

N
Wepp = W (L + Rogyy) = We [1 + 2 KT
i=1

N
Wy + 2 Vil

i=1

Vectorialmente, ﬁt+1 puede expresarse del siguiente nmodo:

- -
Weay = Wy [1* (gt),'rtﬂ} =Wt ((?t) "t+1}

233En t, w& no es wna variable aleatoria puesto que su valor esta

plenamente determinado en ese nomento.
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5.3.

que

BIPOTESIS DEL HODELD

En este epigrafe incluiremps las hipotesis de cardcter general

seran commes para todos los casos que desarrollaremns y las

hipdtesis de caracter particular las iremns nostrando a wmedida que nos

sean necesarias:

H.1.

H.2.

H.3.

H.q.

H's.

El inversor woestra un comportamiento racional y ello implica que
siente preferencia por la rentabilidad (y, por tanto, por la

riqueza) y aversion por el riesgo.

De esta hipotesis se deduce inmediatamente que las funciones de
utilidad de la rigqueza que utilizaremns deberdn ser crecientes

(U?>@) y concavas (U?'<@).

El tiempo durante el que el inversor mantiene su cartera se divide

en T periodos de igual duracién.

Al inicio de cada unp de los periodos en que dividims el tiewpo
total de posesion de la cartera (punto decisorio t,
t=0,1,2,...,T-1), el inversor procede a la formacion (t=0) 6 a la
revision de su cartera (t#@) con el fin de consequir la cartera

optima para el periodo considerado.

El imico objetivo del inversor es maximizar la utilidad esperada de
la riqueza disponible al final del altimo de los periodos de

posesion de la cartera (en T).

Durante el plazo temporal de posesioén de la cartera no se producen
retiradas de dinero para destinarlas a consump. Es decir, la riquesa
disponible al final de wn periodo se reinvierte, inmediatanente, en
la cartera del siguiente periodo. Tampoco se producen nuevas

aportaciones de capital.
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H.6. No se permite prestar dinero ni tomarlo prestado.

H.?. Las tasas de rentabilidad para un mismo periodo asociadas a dos

activos diferentes i=1,2,...N; j=1,2,...N; J#i)

(Figa1? Tyeard

constituyen variables aleatorias independientes. Es decir,
Cov(rit+1, rjt+1) =0 J#i

H.B. La variable aléatbria “tasa de rentabilidad” es una variable

independiente en el tiempo y estacionaria234.

H.9. Los costes de negociacidn y transaccidn asociados al mantenimiento y

revision de la cartera son nulos.

5.4. RESOLUCION DEL PROBLEMA GENERAI WEDIANTE LA PROGRAMACION DINAMICA

El problema general que trataremos de resolver mediante la

Programacion Dinamica (P.D.) es el siguiente:

Max E[U(W.)]
sujeto a
- 3 -
Wear = ”i'{1+ (Rt)"rt+1] =W+ (V) ey
wto = wo
T dado
234

Véase el apartado 4.2. de la presente Tesis donde se explicita esta
hipotesis.
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donde E[U(ﬁT)] es la funcion de utilidad esperada de ﬁT'

El procedimiento seguido para determinar la cuantia o6ptim que
debe invertirse en cada titulo i (i=1,2,...,N} en el punto decisorio t
(t=0,1,2,...,T-1) es uwn procedimiento de optimizacion que enpieza
resolviendo el problema asociado al daltimo periodo {que empieza en t=T-1)
y va retrocediendo hacia atras hasta llegar al primero {en términos del

profesor Borrell, retro-optimizaciom).
Asi, en el momento T-1 (inicio del ultimwo periodo) el inversor se

enfrenta al problema de seleccion de cartera para un tmico periodo y debe

dividir la riqueza disponible en ese momento (uT—l) entre los diferentes

activos con el fin de maximizar E[U(ﬁf)].

Dado

fT(ﬁr) = U(ﬁt) [1]

el objetivo en T-1 consiste en

M E[Ep(W)] = Max  E[U(fi)]
YiT-1 Yit-1

sujeto a f
o=y ()R J

Al resolver este problema se obtiene el valor optimo de YiT-l

(Y?T_l) en funcion de W._, cuyo valor no se conoce con certeza hasta

llegar a t=T-1. Como consecuencia, también el valor maximo de E[U(QT)] es

wa funcion de Wy
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Max E[U(mr)] = £T—1(ﬁT—l) . [2]

35

ET-l(ﬁT—l) es la funcion de utilidad indirecta o "derivada"2 de

la riqueza disponible en T-1 y no tiene porgqué coincidir con la original.

Una vez resuelto el problema para t=T-1, la decisidn optim en el

momento T-2 (inicio del pendltimo periodo) consistira en escoger los

valores de YiT—Z

T-2 el problem es

con el £in de maximizarZoC E[PT_l(ﬁT_l)]. Es decir, en

oy Bl£q ()]
iT-2
sujeto a
-3

Wy = Uy * (Yrp) Ty

Segin este procedimiento, en T-2 se mximiza wma funcién de

utilidad ‘“derivada” esperada de la rigqueza disponible en T-l,

E[fT_l(ﬁT_l)], por lo que vuelve a plantearse un problema de optimizacion

para un solo periodo, aungue ahora la funcidn de utilidad "derivada” es

2357 MOSSIN, op. cit., 1968, pp.221.

236En el mowvento T-2, W+_1 se convierte en una variable de caracter

aleatorio: ﬁf—l' En general simbolizaremns la funcion de wutilidad

derivada por ft(ﬁt) cons iderando ﬁt como una variable aleatoria.
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diferente, en general, de la urigin31237.

Repitiendo este proceso para cada wmo de 1los puntos decisorios
llegaremos hasta el primer periodo donde se determina la composicion de
la primera cartera orientada a la waximizacidn de la utilidad esperada de

la riqueza en T.

La composicion de la cartera Optima en el punto decisorio t
(t=90,1,2,...,T-1) esta condicionada por la composicion de totas las

restantes carteras hasta t=T-1\.

Teniendo en cuenta la relacion existente entre la funcion de

utilidad "derivada"” para T-1 vy la funcion de utilidad para T,

eo(f) = (i)
fT—l(ﬁT—l) = Max E[U(ﬁr)] = Max E[fT(NuT)]

se puede deducir la siguiente relacidn de recurrencia:

£ (W) = Max E[f t=0,1,...,T-1 [3]

e+ (Vg )]

La P.D. permite al inversor waximizar periodo a periodo una
funcién de utilidad “derivada” de modo que esta maximizacion sea
consistente con la wmaximizacién de la utilidad de la rigqueza final

(en T). Cabe sefialar que este comportamiento no es el mismo que el

237Eltun y Gruber demuestran que si la funcidn de utilidad de la riqueza

final, U(ﬁT), es creciente y concava con respecto a ﬁT (hipotesis H.1.,

del apartado 39.3. de la presente Tesis}, las funciones de utilidad
derivadas presentan iguales caracteristicas. E.J.ELTON-M. J.GRUBER,
Finance as a Dynamic Process (Prentice-Hall, New Jersey, 1975), pp.88-89.
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considerado en la Parte I, donde se supuso que el inversor actuaba
maximizando la funcion de utilidad de la riqueza disponible al final de
cada uno de los periodos en que dividimos el tiempo total de posesidn de
la cartera. S0lo en alguos casos, comn  verenmos posteriormente, awbos

comportamientos coinciden.

En los apartados que siguen a continuacion aplicaremos la P.D. a

diferentes funciones de utilidad para deducir, en los casos que sea

posible, wna expresion general para Y?t (i=1,2,...,N; t=0,1,...,T-1) vy
tawbién, en gue casos puede sustituirse la funcion de utilidad "derivada"

por la funcion de utilidad original.

5.5. APLICACIONR DE LA PROGRANACION DINANICA A UNR FURCION DE UTILIDAD
CURDRATICA

5.5.1. Intreduccion

Después de haber visto cuil es el procedimiento seguido por la
P.D. para poder determinar la cartera odptima en cada punto decisorio
{t=0,1,2,...,T-1), la aplicarewos al caso en que la funcidén de utilidad
de la riqueza final sea cuadratica puesto que es wma de las funciones mas
utilizadas en el contexto de la Teoria de la Cartera. En primer .lugar,
desarrollaremns el modelo considerando que en la cartera existe wn solo
activo sin riesgo y posteriormente supondremos que todos los activos que

conponen la cartera son arriesgados.
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5.5.2. Consideracion de B activos arriesgados y un aclive sin riesgo

Ademas de las hipotesis sefialadas en el apartado 5.3. hay que

anadir las dos siguientes:

H.10. Se considera la existencia de N titulos arriesgados y wn titulo sin

riesgo.

H.11. La funcidn de utilidad de la rigqueza final es de la porma®38;

U(i) =« + AT+ v (i) [4]

Dados:

*) Cuantia invertida en el activo sin riesgop en el mwento t, th,

t=0,1,2,...,T-1;

+} Tipo de interés del activo sin riesgo vigente en el momento t y en

todo el periodo que le sigue (periodo t+1), Sot! t=0,1,2,...,T-1;

) Cuantia invertida en el activo arriesgado i en el momento t, Yit’

i=1,2,...,N; t=0,1,2,...,T-1;

+) Variable aleatoria gque representa la tasa de rentabilidad del activo

arriesgado en el momento t+1 (final del periodo considerado), Coeg?
i=1,2,...,N; t=0,1,2,...,T-1;

2380éase el apartado 1.2.5. de la presente Tesis donde se define esta

funcion.
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la relacidn existente entre la riqueza disponible al final de dos

periodos consecutivos (en los wonentos t y t+l) es:

o~

ﬁ =W +Y

et = W * YorSoe * 2 Vi T [5]

Por la hipotesis de no endeudamiento {H.6. del apartado 5.3.) se
debe cumplir gue

e = Yor Y2 Yy [e]

y, teniendo en cuenta [6], ﬁt+1 es

{

[}

N N
Wegy =W * [wt - Zvit}sot * 2 VPl =

i=1 i=1
N
=W (L s ) + 2 V(e - S (7]
i=1
Haciendo en [7]
th =1+ sot
Migry =1 ¥ Tieng

se obtiene
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Wepg = Wty Zvlt (n itel - %) [8]

En funcién de [8], la rigqueza final (en T) es:

N
Wp=Upycn + > Y (g - e ) [9]
i=1

y el objetivo en el momento T-1 (inicio del Gltimo periodo) consiste en

determinar la cuantia que hay que invertir en dicho momento y en cada

activo (Y i=1,2,..,N) para que la utilidad esperada de la riqueza

iT-1!?
disponible en T sea maxima. Es decir,

max  E[U(W)]
YiT-1 '
sujeto a
N
M= Mty ¥ 2 YVip (R - 4p )
i=1
Para poder maximizar E[U(ﬁT)] respecto a Y.._, (i=1,2,...,N)

debemos expresar la funcidn de utilidad esperada del modo was conveniente

después de haber desarrollado la funcion U(ﬁT) de [4]:

U(iy) = @ + Bl 4 v ()2

N
oGO AU PR I AR (T et ]

i=4
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2
+ "'[ ey 2 Vi (g o %T-ﬂ] =
N
=a+ B [”T—l’“‘oT—1 + 2 Yy (g - “oT—ﬂ] *

e

[ ] ”2 2 - £ 3 2
g Y e T 2R )

+
R
!
+
<
o R
.I;.

v 2 Yirg Yyr-r (B~ Qo) Ry ~ &) #
i=1 j=1
j#i
N
+ 2 w"r— 41t 12— Yipey (R~ 2ypey) [1e]
i=1

De acuerdo con las hipotesis H.7. y H.B. incluidas en el epigrafe
5.3. respecto a la independencia y estacionariedad de las wariables

aleatorias, se cumplen las siguientes relaciones:

) E(Ryy, Jt+1) E(% ) E(% jeet) T Cov(Ry s jt+1) =

= E(R&t+l) E( Jt+l) = Ei-EJ i=f,...,N; j=1,...,N;t=0,...,T-1

) E(RI i=1’---,N; t=0’Ill,T_1

t+1) = s

e

Dado que e = 1+ r., Y que E(rit) = Ei’ entonces Si =1+ Ei'
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) V(i’b t+1) v(r1t+1) i- ;---,N t-—@, u',T—l
Ademds, por definicion, se cunple que
) E(m t+1}2 = &‘i + V. i=1,...,N; t=0@,...,T-1

Si tenewos en cuenta estas relaciones, podrenos expresar la

funcion de utilidad esperada de ﬁr del siguiente wodo:

N
E[UGHL)] = a+ B [Wp ey + D YVir (€ - 2 ) |*
i=1

2 qp2 2 _a.p..
+qUE el D Vin (BT RV v el - 28 e ) ¢

N N
22 Yip g Yyt (8) - pp ) (€5 - e ) 4

i=1 j=1
j#i

+

+

N
2 Wy ey [Z Yir-g (€ - Q’oT-l)}} =
i=1

[q".‘su'l'-i Lo1-1 +YuT— oT—]

+

N
2 [(Si T ey ) (B 2viay ”T—ﬁ] iT-1

i=1
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N
LA {(si ")t Vi]'YﬁTq *
i=1
N N
vy > (& m e )8 - )Y Y [11]
i=1l j=1
J#l
Para hallar el maximo de esta funcion deberemns igualar a cero
dE[U{¥)] ‘
SN L iz
¥y
donde,
aE[U (i )]
- = [(81 T ) (B 2 W)
dy.
iT-1
Y- — 2 .
+ 2.y (Si AET-I) + Ui] Yirog *
- N
v > LU - ey ) (E) - "oT~1)]'Y.jT—1]
“"J—l
J#i

Matricialmente, el sistema de ecuaciones resultante es:

#
Bp ¥y =~ gy (B + 2y, oW )Co

donde
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*) QT-l = (aiJT-l) i=1,2,...,N; j=1,2,...,N .

;41 = (€

# H .
\) Ypoy = (Yipe) i=1,2,...,N
‘} €y = (047y) i=1,2,...,N
Cir-1 = (&5 = %p-y)

Despe jando Y*_ se obtiene

T-1
Yy, = - (B4 20 W) (A ) e =
T-1 5Ty o1-1"Wpoy ) By T-1 =

(B + 280 4 Up y)Dpy

donde
1 -1
) Dp_y =~ g (Bpy) "Cpy
DT_l = (diT—l) i=1,2,---,N

Por tanto, la cuantia que hay que invertir en cada activo

- 2 i=i
i %r) Y =4

ay5m-1 = (85 ~ o 1 (8 -4 ) 1A

331

i

(i=1,2,...,N) en el momento T-1 para maximizar la utilidad esperada de la

riqueza disponible en el nonento T es:

#

Yimoyg = Gypog (B + 2900y Wy )

[12]
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En esta expresion, diT-l no depende de uT-l puesto que las
matrices QT—l vy CT—l son independientes respecto a uT—l'

Una vez determinada la composicion optima de la cartera para el
ultimo periodo debemos determinar la funcion de utilidad “derivada™ para

“r—1 para poder decidir la composicion de la cartera del penaltimo

periodo.

La funcion de utilidad "derivada" para uT-l es

fT—l(ﬁT-l) = Max E[U(ﬁr)]

y el wmérimo valor esperado de U(ﬁf) se obtendra sustituyendo Yi;-l en
E[U(it) ]

o~ 3

£r_y (W) = Max E[U(WL)] = E[U(iL;")]

N
e » ~
= El"[”’r—l"'o'r-l 2 Yip (g - “oT—ﬂJ} =
i=1

X . 2 a2
R B AL ] “oT-—1] *

N
(B+ 2veayp T ,)* [Z (&; - °’oT—-1)'diT-1} '

i=1

+

N
V(B 20V oL )T [Z [(si o)t Y Vi}'di'r-ij, ¥
i=1
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N N

. L[] 1 ] I” 2' el . — . » —
ve(Br2eva, W) {2--2:: (8 — agr ) (&5 - ayp ) dipy dJT—l] =
i=1 j=1
J#i

+

a* A wf—l oT-1 T ¥ uT— oT— ] *

+

N
2, . . - 2 d?
(B+2v-0, W, )2 [§ (€,-0 0 ) d o ¥V [(si D A K
i=1

N N

AP O ey ) (€5 - °bT-1)'diT—1'dJT—1] [13]
i=1 j=t
J#i

+

Haciendo, en [13],

N

- i . . - 2 2

-y = [L—— (€;-8p ) dypy * V02 [(si Yr-g)” * Vi) iy
i=1 i

N N

1] 1]
> (8-, ) (EJ o1-1) 971 dJT—1]
i=1 j=1
J#i

se obtiene que
Epy(fpy) = o+ Bl ey, + vl ol ]
» . l” 2. — 2'

tB 2y o Up ) gy = (et BTenp ) 4

. . Ly i o2 . Ly 2
t B (1 aeyeng ()oUp o Veal, (1 deveng )W [14]
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Puede observarse que £T—1(NT—1)’ en [14], es wnma funcion
cuadratica de 3%24 distinta de la funcion de utilidad original.

fT—l(ﬁT-l) es la funcion de utilidad “derivada” de la riqueza disponible

en el momento T-1.

Una vez obtenida la funcion £T—1(ﬁf—1)' en el mowento T-2, el

inversor se enfrenta al problem:

Max E[£,_, (W )] | W

Yir2
sujeto a

N
W =W gt s+ 2 Yir oo (ripy ~ 4rp)
i=1

Sustituyendo ﬁT—i en fT—l(ﬁT~1)’ se obtiens

By (W y) = (o + A%np ) +

i N . 1
Y S YRS C UL T £ PO BN | MPRT MR I FPRPLY e Ty § B
b i:l .
- N b 2
. 2 L] 1] 1] 1] ” ¥ -~ —
SR AT VRl € S T AL D B L MPST SPAL IO T ST COe i Ty [15]
L j_:l J

Haciendo,

! = (q + Bz'nT_l)
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y - » . Yo
B = Bagy {1+ 4veng )
= v.82 . Y.
LA AL (1 + 4~ nT-l)
la expresion [15] se transforma en

N
Epoy (Wpoy) = a” + 8" [”T—:'%T-z + 2 Vipp(ripy = o)+
i=1

N 2
L ' N -
ty [”T—z Yrp ¥ 2 Yiro (Mipy “uT-z)} [16]
i=1

Si aplicamos las mismas hipotesis que para hallar E[U(ﬁr)], en

[11], .se obtiene que:

BLep_y (M) = {“' AU gt Y"”'zr—z""czﬁ-z] *

N
+ 2 [(81 T A o) (Bt 2"’"°‘oT—2'”T-2)]'Y1T—2 *

i=1

N
. - 2 w2
A [(Ei %r-2)” * Vi Yira *
i=1

N

N
AR AR IR CAR FPY I R IAPY B FPAPL o

i=1 =1
Jj#i
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5i igualamns a cero la derivada

aE[£7_; (W)

dY;r-2

obtendremos el valor de Y, , que proporciona el maximo de E[£T~1(w&-1)]'

Por un procedimiento analogo al utilizado para encontrar Y¥_1 s

deduce que

Y i -1
Yrog =~ g (8 290 oW o) (8 5) TG, [17]
donde
* H .
) Yoo = (Yiro2) i=1,2,...,N
') QT_2 = (aiJT_2) i=1,2,---,N; J=1,2,-.-,N
— - 2 s
a -2 = (B ~ 4 0)* + Y 1=9

ajjr-2 = (85 ~ 4 o) (85 — &p o) 1A

’) CT-2 = (CiT_z) i=1,2,o-:,N

£

Ci1-g = (& = %1 g)

Sustituyendo B' y ¥! por sus respectivas expresiones en [17]

ohtenenps:

* 1
Y. = - 8 (1+4-¥n )+
T-2 2 [ oT-1 T-1
2.veafn {144y )
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+

-1
Y 2 . a Y [ ] t ' -
2eveagn (1+eveng ) reg oW ol (App) G

1

-1
= - (B Ve g W o) (Brp) TCpp s

Z'V'QJOT_l

1
*4T-1 B+ 278yt W) Drop [18]

donde

') D,

- _5%7_'(QT—2)_1'CT—2

T-2 = (diT_z) i=1,2’lll,N

En definitiva, la cuantia optima que debe invertirse en el titulo

i {i=1,2,...,N) en el mwmento T-2 es:

* = L L . L] L]
Yit-2™ Yir-2 [ T Y -2 -2 [13]

#*

De nuevo, si sustituiwos Y.

iT-2 €N E[£T_1(NT_1)] hallaremns su

valor méximo que serd wa funcion de W, ., f'r—z(”r—z)'

La expresion para ET—2(WT—2)’ de forma analoga a £T—1(NT-1) en
[14] es:

brplfin,) = Max E[£ (W )] = B[, ()] =

= 2- . ' * * .~ ’ : ) ' ' .~2
= (4B 5 ng S4B -y o (1447 np o) Up o +¥? 8 o+ (14497 np o) W
[20]
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Haciendo:

b}
|

= (a' + ﬁ’z-q,r_l)

B = By (144 g )

vy

[}

.82 . . .
¥! QJDT—I (1+4-¥? n.r_l)

la anterior expresion se transforma en

froglipg) =@ + gl )+ vl [21]

que es también una funcién cuadratica de ﬁl‘—2'

Para poder deducir una expresion de caracter general, necesitanps
avanzar tn paso mis en el proceso de optimizacién hacia atras. Asi, en el

mmento T-3, el objetivo del inversor consiste en determinar YiT-3 con el

fin de maximizar el valor esperado de t‘.r_z(l{r_z), es decir,

Max E[ET_z(uT_z)]
Yir-3
sujeto a

N

W= Wrg@r g+ 2 Yir g (Pims ~ 4 g)
i=1 ?

Sustituyendo H,_, en £ (M. _,), se obtiene
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N
Epg(Wp_g) =@’ + *B”'[ur-s"'o'r—a + 2 Yip g {ripo gl *
i=1
N 2
it [”T—a""o'r—a + 2 Yipglr iT—2'°‘oT—3)] [22]
i=1

Y el valor esperado de fT—Q(uT—Q) es

B[y 5(Wrp)] =

) [a” YA g s Y "”'”%—3'“’3%3] ¥

N
* 22: [(si - QbT—S)'(ﬁ” + 2'Y”."'iziT-ﬂle-ﬂ)]IYi’I’-.‘S‘ +
i=1

N
1, - 2 2
LA [(si -3l * V| Yirs *
i=1

N N

FVD D> (8 - ey g) (€5 - ey g) Vi g Vi g [23]
i=1 j=1 .
J#i

Igualando a cero la derivada

dE[£7_5(Up_5)]

i1 g

Vi, i=1,2,---,N

ohtendrenos el valor de YiT—S que proporociona el maximo de E[ET_2(ﬁ+_2)].
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340
.. *
El valor optimo de YiT—B’ YiT—Q' es
Wr = e (B 2 ea W o) (A )T [24]
T-3 2:-¥"? oT-3 “T-B QT--3 T-3
donde
»* * .

.) YT-3 = (YiT-3) 1=1,2,---,N
‘) QT-B = (aiJT“B) i=1,2,ll.,N; J=1,2,--:,N;

- — 2 T
33513 = (E ~ 47 3)" + ¥y 1=
3;r-3 = By ~ agpg) (85 -~ 4y o) iwd

.) CT-‘B = (OiT—a) i=l,2’||n,N

ir-3 = (& ~ %r-3)
Sustituyendo B! vy ¥'!' por sus respectivas expresiones gue
relacionan estos parametros con 8y ¥ en Y*T_3 obtenenns:

* 1

cv.al .a2 . ey . ens
2.9 &%y QbT*? (1+4.¥ nT—l) (1+4-¥ nT_z)

'[B'QbT—1'°bT-2'(1+4'Y'"T—1)'(1*4'7'"7-2) *

-1
. 1] 2 . 2 . 1 L) . . . & & L ] ' —
v 20 Gy g g (1Y gy ) (144 Y o0 ) ”T—aj (Br_g) "+Cr_g =

1 -1
== (B+ 2:v: 0y @ o oW 5) (Apg) Cpg =

2 ¥ g s
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1

" e o (B 2evia @y or@q oUW ) Dpg [23]
oT-1 oT-2
donde
1 -1
‘) Drg =~ 7y (Brg) Crg
Dr_g = (d;p_g) i=1,2,...,N

Por tanto, la ocuvantia optimma invertida en el aoctivoe i

(i=1,2,...,N) en el momento T-3 es

H - . B 1Y 0
Vir-a = dira' |2 + 2y 50U 5) [26]
- oT=-1 "oT-2

Generalizando para cualquier t (t=0,1,2,...,T-1) los resultados

obtenidos en [12], [19] v [26], se deriva la siguiente expresion para la

cuantia éptima que hay que invertir en cada titulo, Vi, (i=1,2,...,N):

* B
Yit = dit' 1 + Q'V'QBt'uf [27]
4,
k=t+19K
donde
1 -1
) D, = _27_'(Qt) *Cy

D, = (d, i=1,2y.00,N; t=0,1,2,...,T-1

¢)
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')A = (3 i=1,2,...,N; j=1,2,...,N; t=0,1,...,T-1
- - 2 ...,
a;5¢= (B ~ae)” + ¥y 1=J
3y it= (s.‘i - m‘__’,c)-(%:‘i - °‘ot) i#d
)€y = (o) i=1,2,...,N; t=0,1,2,...,T-1
eie= (£ ~ )

Otra relacidén importante que puede deducirse y que permitira

conectar el caso general con otros casos particulares es la siguiente:
+) Para U(ﬁr) se cumple que

w (i)
'W= } {2-v *“-r]

+) Para f il s definida en [{13], se cumple que
T-1V'T-1

f"’I‘-i(ﬁT—l) _ [ B N ﬁr
£3, (B ’ -

+) Para £T—2(ﬁl‘~2)’ definida en [20] se cumple que

£1_p(Hp_5)
2325 (07 5)

=7 [ Zv-a . * N”T—z]

oT-1" Q'DT“Q
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Y en general, para cualquier t {t=0,1,2,...,T-1) se cumwple que,

£1 (W)
- t '\t _ B =
DI = =
t 't 2.9 4,
k=t

Obsérvese que si B8=0, entonces

Y o= 2.v.a,
o

t ‘Wi Dy

t
lo cual significaria que, en cada periodo, s6lo se tiene en cuenta el
tipo de interés vigente en el mismo y las distribupiones de probabilidad
carrespondientes a dicho periodo. Si fuera asi, la politica wmiope
(ignorar todo lo relativo a otros periodos) resultaria la dptima. Sin
embargo, tal como se vio en el apartado 1.2.3. de esta Tesis, para poder
utilizar wna funcién de utilidad ocuadratica se deben imponer
restricciones a los coeficientes de la misma vy en concreto se exige gque

B0 y v{(@, por lo gque este caso no es posible.

En general, la aplicacion de wna politica miope puando la funcion
de utilidad es cuadratica y se considera la existencia de un titulo sin
riesgo no es optima puesto que la funcion de utilidad “derivada" aungue
es cuadratica no coincide con la original ni puede considerarse wma
transformacion lineal de ésta vultima. Sin embargo, existe wn caso
particular para el que la politica miope es la dptima y que estudianps a

cont inuacion.
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5.5.2.1. Caso particular: Sop = o

Si se considera gue un activo sin riesgo, como es por ejemplo el

dinero en caja, puede formar parte de la cartera, entonces se debe tener

en cuenta gue

Sot = 0 =:=: Abt = 1 Vf, t=0,1,2,---,T’1

y, cowo consecuencia, la expresion de Yt {t=0,1,2,...,T-1) se convierte

en
* 1 -1
Yt = - [ﬁ + 2'Y'Wt]'W'(Qt) 'Ct [29]
donde
‘) At = (aidt) i=1,2,--n,N; J=1,2,---’N; t=0,1,ll',T_1
= - 2 =i
3 it= (81 1)* + v, i=j
o= (B~ 1) (8 - 1) ix
Cit= (si - l)

Para este caso concreto, las matrices At v Ct son las mismas para

cualquier t (t=0,1,2,...,T-1); por tanto, podemos escribir:

Qt = Q t=0’1,2,l.i’T~1
c, = ¢ =0,1,2,...,T-1
D, =D = -~ ——A"'.C t=0,1,2,...,T-1
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* : .
Y, = [B + 2-Y-W£]-D [30]
Ademas, se cumple gue

N N

- - . —1y2 .42

N =1n-= [Z (€, 1)'di+"Z[(£i 1)? + v, |-di+
i=1 i=1

N N :

¥y (81-1)-(8J—1)-di-dJ [31]

i=1 j=1
J#i

En el caso que ¢ . =1, la maximizacion de la funcién de utilidad
esperada original (y no la derivada) para la riqueza disponible al final
de cada periodo (comportamiento miope) conduce a los mismns resultados
que procediendo mediante la Programacion Dinamica.

Es decir, si en cada punto decisorio, t (t=0,1,2,...,T-1}, se

resuelve el problema

max E[U(f,, )]
sujeto a
N
=W 4D V(A — 1)

-~

Wes1

i=1 |

el resultado, conb demostraremns seguidamente, coincide con el obtenido a

partir de la aplicacion de la Programacion Dinamica.
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Demostracion:

Sea t=T-1 vy v(ﬁT_l), wma funcion de utilidad de la riqueza

disponible en el nomento T-1 de la forma:

V(lp_y) = BB, ¢ vl

Consideremns, ahora, la funcion de utilidad original aplicada a

U(ﬁr_l) = o + ﬁ-fir_l + Y'i:’.?._l

Como puede observarse, U(ﬁT_i) es una transformacion lineal de

v(l_,):

U(NT_l) = a + U(MT_l)
y ello implica que awbas funciones muestran el mismo orden de

preferencias [U(ﬁr_l) -~ V(ﬁr—l)]

flsimismo, si i, la funcion de utilidad "derivada" para

dbT—l=
W,_,, deducida de [13] y [31] es

fT—l(ﬁT—i) = {a + ,32-:7) + ,B-(l + Q-V-n)-ﬁT_l +
+ ¥ (1 + 4-v-n)-ﬁ%_1 = (1 + 4-v~n)-(ﬁ.ﬁf_1 + y-ﬁ%_l) + (@ + %) =
= (L + avn)V(H_ )+ (a+ 80

lo cual significa que ET—l(ﬁT—l) es, tawbién, wna transforwacion lineal
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de V(ﬁT_i). De todo ello se deduce que las tres funciones consideradas

proporcionan la misma ordenacion y que, por tanto, se obtendran los

. *
misnmos resultados para Yi

maximiza E[U(ﬁT_l)].

¢ tanto si se maximiza E[ET-I(uT—l)] como si se

Del miswo wodo se llega a la conclusidén que ft(ﬁt) y U(ﬁ%) son

funciones de utilidad equivalentes, es decir, Et(ﬁt) ~ U(ﬁt).

De hecho, para este caso particular, se obtiene gque:

U!!(ut)

de donde se deduce que ft(ﬁt) es wa transformacion lineal de U(ﬁt) y
puede utilizarse, indistintamente, cualquiera de las dos funciones de

utilidad.

Si ademds oconsideramos la existencia de wn tmico titulo

arriesgado (N=1), la expresion para Ytt es

N £ -1 .
Y = [ﬁ + 2-v-wt]
- 2 .
2.v:[(g - 1)2 + V]

Si tommos t=T-1, ¢ =@, B=1y ¥ =-XA vy ademas tenemos en

cuenta que 81 -1= El’ la anterior expresion se transforme en

%* El

Y = 1 - 25U
L 2o (824 v)) #r-1
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que es el resultado obtenido, para este caso particular, por Pbssin?Bg.

§.5.2.2. Posibilidad de prestar y tomar prestado

En el epigrafe 5.3. se establecieron cudles eran las hipotesis de
caracter general para  todos los casos que seran considerados. Una de
estas hipotesis {H.6.) hacia referencia a la imposibilidad de prestar
dinero o tomarlo prestado. En el presente apartado pretendemos ver conp
afecta la relajacion de dicho supuesto al modelo que estawps
desarrollando, con una funcion de utilidad cuadritica y un titulo libre

de riesgo.

Si se permite que el inversor pueda prestar o recibhir un
préstam, la relacion entre la riqueza disponible en dos puntos

decisorios consecutivos (t y t+i; t=0,1,2,...,T-1) es

N
-~ - \ + '~
a1 = W * VoS * 2 Vi Tiesy

i=1

La aplicacidon de la P.D. para hallar la secuencia de carteras

Optima supone la resolucion de T problemas de optimizacion del siguiente

tipo:
Max E[ft(wt)l
it-1
sujeto a
(
N
Wy = Wey ¥ Yor 1 S0een * 2 Yipey it

i=1 ]

2395 MOSSIN, op. cit., 1968, pp.216-217.
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donde
Et(ut) = Max E[ft+1(ut+1)] t=0,1,2,...,T-1
e(M) = u(liy)
Asi, en el monento T-1 el problema gque debe resolverse es:
Max E[U(ﬁT)]
YiT—1
sujeto a
N
Mpo= Wy + Yor g Soreg * 2 Yirog TiT
i=l1
donde

i) = o+ By + vy

Si sustituimos NNT por su expresion y hallamos el wvalor esperado
de la funcion de wutilidad teniendo en cuenta las hipotesis de
estacionariedad e independencia (en cada periodo y entre periodos}) se

obtiene la siguiente funcion de utilidad esperada:

E[U(HL)] = @ + B W) + Yop yospp g + 2 Yoo Bl +

N

N2 2 2 2, ip2
s Wl o+ ¥I sk D Vi o(E] 4 V) 4
i=1
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N N N
*2 2 Yoy Yoy By +2uT1-f-—-Y1T-1E +
i=1 j=1 i=1
J#i
N
+ 2o Sorg 2 Ve By 2 Y00 Sory ”T—} [32]
i=1

Para wmaximimar esta funcion es necesario gque las derivadas

siguientes sean nulas:

o N
aEqu ()]
* ———————— T ] » 2 ] . . . ]
) . 2y sgr  Yorey * 2V sgpey 2 Vi By 4
oT-1 i=1

B2V ) sy = 0=

=2 o Yopog t 20V '2' Yipay By # (B 2vU ) =0

i=1
aE[ (i) ] 2
) - ¥V %er-t B Yor-r 2 (Bp + V) Yy *
iT-1
N
+2vY EZ YJTiE +(,s+2vur1)E=
J=1
i#i

Matricialmente, el sistema de ecuaciones resultante es

298 Y 'r— - B+ 29U )Cp
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donde
') ﬂT_l = (ai‘jT"l) i=®’1’2,l.l’N; J=0,1,2,---,N;
q00T-1 = ®oT-1
aiDT__i = SDT_i'Ei 1=1,2,.--,N
aDJT"‘l = E'j J=1,2,---,N
341y = Ei + Vv, i=1,2,...,N; i=j
aiJT"l = Ei!EJ i=1,2,...,N; j=1,2,...,N; i#j
* 3 .
) Yooy = (Vi) i=0,1,2,...,N
‘) CT-]. (CiT-l) i=0,1,2,---,N',
Cor-1 !
G.i.T"‘l = E.’. i=1’2,lll’N

Por tanto, despejando la matriz de cuantias optimas se obtiene:

k3

Yooy = (B + 2-Y-NT_1)-D’_1 o bien
3
Yirmy = Sypg (B4 220U )) [33]

donde

1 -1
) Dy = -y (Bry) Gy

D

=y = (Giq) i=0,1,2,...,N

Una vez resuwelto el problema para el wowento T-1, debemps

resolver el correspondiente para el momento T-2:
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Max E[f._, (Wp_y)] ]
sujeto a
N |
A S -~
W, =W, *YoroSor2 ¥ 2 Vit it
i=1
donde
£T“"1(uT—1) = Max E[U(WT)] =
N
A ¥ ¥ o~
= E{U[w']'—l + ¥y Sorey t 2 Yrr-1"‘iT” =
i=1
N
st e [w"'“i + (B2eveli )l sy b (820U )3 Vg By
i=1

N
* ~2 1 ] .” 2. 2 L 3 2 * .N 2‘ 2 1] 2
* [uT‘l + B2yl )2edl vsipny (BY2 VL) 2 dip {Ef+ V)
i=1

N N N
L 325 : E.-E 42.TL . (B+2.v-0L ) .
B2yl )35 5 digcdp B CER2 T (pr2ey By ) D dig By
i=1 j=1 1=l
i
N
. 13 |~ 2. . L "
+ 2B+ 20l )dp sgr > iy By Y
i=1 ’

2B+ 2L )y Soroy Wy | T
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-— I” '”2 * .” 2. .‘ +
= (@ + BUp y + v UL )+ (B 20U ) {[dcﬁ'-l Sor-1 ¥ 2 9571 Ei] *
i=1
N . N
* * . 2 .
*y {do’l‘—l SoT-1 di7-1 Ei] v Y2 din vi} [34]
i=1 i=1

Oy = {do’l‘-i'so'l‘-l * d;T—i‘Ei:l"‘
i=1
N . N
* * * * 2 *
Y [doT-l Sor-1 * 2 iy Ei] vy dip v
i=1 i=1

se obhtiene que

~ - .N .~2 . .N 2‘ -
Epog (Wpoy) = (@Bl +Wp ) + (B2 U ) g =
- 2, . Y X . e Xt r
= {a+8 OT*I) + B {144y OTLI) We_, + (1+4.¥ nT—l) W, 135]
Si se considera la funcion de utilidad
X — ¢~ (”2
V(Wp_y) = B + Yol

entonces, la funcidn de utilidad original aplicada a ﬁT~1 8s uma

transformacion lineal de U(ﬁT_l)

U(HL_y) =a + Bl + vl = a o+ V(0L)
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fisimisno, fT—I(uT-i)’ definida en [35], es otra transformcion

lineal de V(W,_,)

Epoy(py) = (14veng )V ) + (o + B%onp )

Si fT—l(uT-l) y U(wT-l) son transformaciones lineales de U(NT_i),
entonces todas estas funciones de utilidad son equivalentes en cuanto que

miestran la wmisma ordenacion de preferencias

By (W) ~ U(H,) ~ v(ﬁl"-d)

De ello se desprende que en el momento T-2, el inversor puede
mximizar la wutilidad esperada de la rigqueza disponible em T-1,
E[U(W, ,)], en lugar de maximizar E[f, , (W._,)}] puesto que en ambos casos
se obtendran los mismos resultados al tratarse de funciones de utilidad

equivalentes.

El miswo resultado se repetira para todos los periodos y  por

tanto, £ (W) ~ U(W), lo cual sinplifica el proceso de aptimizacidn y

permite gque la politica miope sea la optima.

Para este caso, la cuantia que hay que invertir en el mwonento t
{t=2,1,2,...,T-1) v en cada titulo para conseguir una secuencia de

carteras optima es

Y: = (B + 2:v-W,)Dy [36]
donde
# »* .
) Yt = (Yit) i=0,1,2,...,N; t=0,1,2,...,T-1
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i -1
) Dy = - 5 (By) TGy
D, = (d,,) i=0,1,2,...,N; t=0,1,2,...,T-1
‘) 8 = (a;5,) i=0,1,2,...,N; j=0,1,2,...,N
300t = ot
Biot = sot-Ei i=1,2,...,N
au‘jt = EJ. J=1,2’111,N
ath = Ei + Vi i=1,2,...,N; i=j
aij't = Ei'EJ i=1’2,---,N; J=1,2,-.-’N; j.#.j
) €4 = (o)) i=0,1,2,...,N
Cot T !
Cit = Ei ) i=1!2,lll,N

5.5.3. Consideracian de B activas arriesgados

Ahora, ademds de las hipdtesis seflaladas en el

dehen afiadirse las siguientes:

H.10. Existen de N titulos arriesgados.

apartado

H.11. La funcion de utilidad de la riqueza final es de la forma:

u(il) = @ + Bl + ve(il)?

Dadas:

355

5.3-
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+} Cuantia invertida en el activo arriesgado i en el momento t, Yit’
i=1,2,--.,N; t=®’1,2’-ul'T"'1;

+)} Variable aleatoria gue representa la tasa de rentabilidad del activo

"

arriesgado en el womento t+1 (final del periodo considerado), Pitay?

i=1,2,...,N; t=0,1,2,...,T-1;

la relacion existente entre la riqueza disponible al final de dos

periodos consecutivos (en los momentos t y t+l) es:

N

Wy =Wy # 2 Yiorig
i=1

Si consideramos gque

N-1

N
— r — —
W=z Y == Yy =W -2 Yy
i=1 i=1

entonces,

N-1
W ll + ey ) # 2 Y0y~ Tneer)
i=1

=it

i

t+l

Si ademas se considera que

~r ~e

Migeg =1t Citag

se obhtiene

N-1

Bopg = Weteny * 2 Yie (Rieey ~ Mesr)
i=1

H
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De acuverdo con la P.D., si el inversor quiere determinar la
secuencia de carteras Optima para maximizar la utilidad esperada de la
riqueza disponible al final del horizonte temporal de posesion de la

cartera (en T), debera resolver T problemas de optimizacion y el primero

es
Max  E[U(W)]
YiT-1
sujeto a
N-1
- o~ l‘_— n~ n
Wp = Wy M * 2 Yoy (%~ Ap)
i=1 ]

Para resolver este problema hallarems la funcion de utilidad

esperada teniendo en cuenta la restriccion que relaciona ﬁT v uT—l’ y

después de haber definido la funcidn de utilidad respecto a Wr_yt

U(i) =« + B0+ v (U)2 =

N-1 N-1 2
=atp: [”T—f;m* 2_ YiT—i'(;iT_;NT):IH' [”T—f;m" 2 Yy (;'iT—;NT):l =
i=1 i=1
N-1 )
=a Bl et > Vi (R - Apd |
i=1
N-1

N 2 (a2 2 — 9 um
e WAl 4 D Yin (Al Al - 2m ) 4

i=1
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N-1 N-1
— PO pe
o2 Yy J'rl( "NT"‘ - M T )
i=1 j=1
J#i
N-1
22U A > Y (R T Ayp) [37]
i=1

Si tenemos en cuenta las relaciones definidas en el epigrafe
5.5.2. derivadas de las hipdtesis de independencia y estacionariedad
(H.6. y H.7. del apartado 5.3.) podemos definir la funcion de utilidad

esperada del siguiente modo:

N-1
E[U(ﬁr)]=q+ﬁ [“r1 +ZY1T1 i-—&‘N)}q-

N-1

2 2 2 - .
+ {”11“" + Uy + > Y1T1[8 +U (Bt Yy zsisu]+
i=1

N-1 N-
. ' . - N - . 2
t2 2 Yip Vi [81 By~ T EE (Bt vu)] *

i=1 j=1
J#i

+

N-1
28 > Yiry [Si'sn - (gt VN’” =

i=1

[@ + B-Up_ &+ veUp_ - (EG + V)] +

N-1

> [(19" 2wy &) (& - &) - 2""“r~1'VNJ'YiT—1 *

i=1

+



HAXINIZACION DIRFCTA DE LA FUBCION DE UTILIDAD ESPERADA 339

N-1
] - 2 y2
tV [(si U UN] Yirr ¥
i=1
N-1 N-1
+ Y-E > [(Ei - N)-(Eli - EN) + vﬁ}'YiT—I'YJT—l [38]
i=1 j=1
J#i
dE[U(iT )] |
Si ahora igualamos a cero —————, obtendrewns los wvalores
dy.
iT-1

, . M L. o
optimos de YiT—l (YiT—l) gque maximizan E[U(HT)].

La expresion de esta derivada es:

GE[U(T )]
—_— = (B ¢+ 2-Y-NT_1-8N)-(£i - EN) - 2-V-NT_1-VN +
inT—i
N-1
+ 2-?-[(81—8N)2 + Vi + UN].YiT—l + 2-7-2::[(81-8N)-(SJ-SN)+VN]-YJT_1
J=1
J#i

Matricialmente, el sistema de ecuaciones resultante es

*
2ev AL V= (B 20V UL B )+ 2V VT
donde
D Ay = (3 ) i=1,2, .00, N=1} j=1,2,...,N-1
- - 2 PR
ajgm-1 = (5 ~ &)+ Y+ Yy 1=J

3gr-1 = (& 7 Sy (€ - &) + Yy iR
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»* k

') YT_l = (YiT—l) i=1,2,:--,N-1
*) Cpy = (85py) i=1,2,...,N-1
Cir-r = (£ 7 &)

+) I = (1) watriz formada por unos de orden (N-1,1)

Dadas las hipotesis scobre independencia y estacionariedad, las

matrices QT=1 y C coincidiran con las wmratices At y Ct para todo ¢t

T-1
(t=0,1’2,---,T_1) Y’ pOT‘ tanto,

fAr.y = 8 Cp-1 = €

Teniendo en cuenta esta caracteristica y utilizando la siguiente

notacion para facilitar el proceso

a = g B = ﬁT | Y = YT

se obtiene que la cuantia que hay que invertir en cada titulo en el

mowento T-1 es

* 1 -1 -1
YT_1 = 2'YT -(ﬂT + 2-YT-NT_1-8N)~Q C + W —I'VN'A oI [39]
Haciendo
i -1
* -
) D, = - ‘A ".C
T-1 QYT
DT___1 = (diT“l) i=1,2,...,N;
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G = (g.) i=1,2,...,N;

pbtenenos la siguiente expresion para la cuantia que debe invertirse en

el activo i {i=1,2,...,N-1) en el momwento T-1:

3
Yipoy = Gypoy(Bp + 20vp W oE0) + g, W )Yy [4@]

*
Para poder deducir uma expresion general para Yit y concluir si,
para este caso, la politica miope es o no la optima, deberemos dar una

paso mas en la aplicacion de la Programacion Dinamica.

El siguiente paso, en el momento T-2, consiste en determinar las

cuantias invertidas, en ese momento, en cada wo de los titulos. Es

decir,
Max  E[f£. (W )] ’
Yir-2
sujeto a
N-1
My = W yrey * 2 Yiro (R = Aroy)
i=1
donde
fT_i(ﬁT_l) = Max E[U(U)]
8i sustituinos en E[U(WT)], definida en [52], las cuantias Y. ,
por las cuantias Optimas Y?T—l se obtendra el valor maximo de esta

funcidn:
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fT__l(i:JT_l) = Max E[U(W;)] =

= [ap + Aplp &g+ vpeUp (5 U]

N-1

+ 2 [(ﬁ'r + 200l Ey) (8 - &) - 2"'T‘ﬁ'r—1'vn}'
i=1

: N-~1
[11‘1 (ﬁT*Q"T“r1 Eg) * 9 Uy Tl] +’TZ[(8’E vy WN}
i=1
2
‘[drr—f(ﬂr +2ovpelp Ey) ¢ gi'ﬁT—x‘v'r—l} *
N-1 N-1
vl 2 [(5 Ey) (858 )+v} [ iT—l'(ﬁT+2'YT'ﬁT—1'£N)+gi'ﬁ'l'—l'vT-d}'
i=1 j=1 '
J#i

'[dJT-l'(‘aT + 2yl Ey) 4 gj'ﬁT—x'vT-1] =

[ag + Ay, &y + vpeUp_ (6 + Yy)] +

-1 N-1

L 1] . e 2 s 2
> (& - &)t v > [(5; - &)+ VYl 4
=1 i

+

N-1 N-1

Y2 2 [(E-gy) (€;-80) + V] d;p JT-lJ‘(ﬁT + 20U E)?
i=1 j=1
J#i

+



HANTHIZACIOR DIRFCTA DE LA FUNRCIOR DE UTILIDAD ESPERADA 363

-1 N-1 N-1
- 1 — 1] Il .| - — 2 [] .
+ Z (€, N) 9, - 27 ZdiT—i + 207 Z [(s:i sN) +vi+vN] dop_y 0 *
i=1 i=1 i=1
N-1 N-1
tvp> > [(&;-8y) - (&5-8g)* Yyl [aydypy + gJ"’iT—ﬂ]'
i=1 j=1
J#i

' (ﬁr”""r'ﬁ*r—l'su)'ﬁT-L'VN]*

-1 N-1
+ > [(g, - SN)Z +V, o+ VN]-gi -2 g; +
i=1 i=1
N-1 N-1
+ ZZ [(Ei - N).(SJ - 8n) + VN].gi.gJ }'YT'N%_J.'V:{ [41]
i=1l j=1
J#i

Si en [41] se hace:

-1 N-1
+ = - . ’ - 2 12
Vnypy = (2 (878 Ay + Y2 [(E;-E) "V +0 ] dip )
i=1 i=1

N-1 N-1
vvp2 2 (8 (E5gy) + VN]'diT—1'dJT—1]
=l j=1
J#i
-1 N-1
DI PR PR A - P S AT P
i=1 i=1
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N-1 ‘
. bd 2 . A 3
+29 [(EE)2 + Y, + Y ld g, 4

i=1

N-1 N-1
STS _ey.(e - Tq. - :
vorp2 2 L(E; - &) (8 - &)+ lgydyry + 9 di’l‘—l]}
i=1 j=1
j2i
-1 N-1

+ = -— 2 . 2 - [
Y ngpoy = (2 [(&; - g + vy + ¥ lg} - 222 g +
i=1 i=1

N-1 N-1

+ ; z [(Si - N)‘(SJ - sn) + VN]‘gi.gJ }
i=1 j=1
e

se obtiene que

g (Wpy) =
- 2, . v . i
= (ap + Bpmyq ) * B[+ &vpem i )8 + Vyitgp Wy +

13 (] . 2 * £ ] 13 1 ] Iﬂ'2
g [+ 4vpnyp JEQ+ (L + 2oy &+ gp V) U W [42]

Y, de nuvewvo, mediante el siguiente cambio de variables

]
n

2‘
Ap_y = 9p * Bpillyroy

Bp[(1 + &vpmp )+ Yytpr ]

ol

-
L}

3 1] 1] 2 1 ] L ] [ 3 ¥
1oy = 0p [+ @vpemp (JEG + (L + 2engyp & *ngp_ ) V) Uyl

la funcion ET—l(“T—l) puede expresarse cowo
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Epy(Wp ) =apy + Bp Wy +np o0, ' [43]

que, aungue es una funcidn cuadratica de uT-l no coincide con la funcion

de utilidad original. ET-l(ﬁT—l) es la funcidn de utilidad "derivada"” de
M-t

Una vez obtenida la funcion fT-l(wT-l)’ deberemos sustituir, en

[57], ﬁT-l por la restriccion

N-1
Uy = Mgty ¥ 2 Yiro (tipy M-t
i=1 ’
y a continuacion hallar E[ET—l(ﬁT-—l)]' Debido a la natwraleza cuadratica

de £, (Wp_,) su valor esperado tendra wna forma similar a E[U(U)],
definida en [38],

E[er, (fr,)] =

[apoy * Bpoy'Wr_o €y * Ypoy'Wppt(Eg * V)] +

N-1

> [(‘B'r-fz"'T—l'”T-z'sN)'(si‘sn) - 2"'T-1'”r~2'vn]'vrr—2 *

i=1

+

N-1

* Rd 2 Y 2
Yrog2 [(81 SV S VN] Yir-a *
i=1

+
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N-1 N-1
FVp D 2 {(Si - B (B - B+ VN]'YiT—z'YJT—z [44]
i=1 j=1
J#i
dE[£_, (W_,)] .
Igualando a cero , Cuya expresion puede deducirse
dy.
iT-2

de la obtenida para el momento T-1, se halla gue

T 1 -1 -1
KE T e SYAcE S S VA S

donde las matrices i, C e I son las mismas que las definidas para Y";‘—l'

Haciendo
1 -1
*) Do, = - - A " .C
T-2 2V,
DT-Z = (diT—Q) i=1,2,...,N-1
Je=atr
G = (gi) i=1,2,---,N—1

obtenemos que, para cualquier activo i (i=1,2,...,N-1), la cuantia optima

que debe invertirse es

k.3
Yirp = Qo (Bpoy + 209 Wy oo E) + 9, W 5o Uy [45]

. M ~ . , .
Sustituyendo YiT—Z en E[fT-l (ur_l)] se obtiene el valor miximo de

esta funcidn gue, siguiendo un procedimiento andlogo al utilizado para

hallar el valor maximo de E[U('ﬁT)] en [43], es:
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Max E[fq_, (Up_ )] = app + Bpp¥py * np WD, [46]

-— 2 1 ]
T-2 = 97y ¥ Bpo 'MyTon

) Bpog = Bp_y L1+ @vp onyp o) B+ Vritgr o]

] — ] . » [ 2 1 L[] . ]

) Vpog = Aoyt L( + Qv oy D)8+ (L 2emop o &+ g 5 V) Wyl
-1 N-1

. - - . . - 2 Y 2

) Myrop =|2_ (E;-)diq o * Yo 2 [(E-8)* + ¥y + Vyldip o+
i=1 i=1

N-1 N-1
tvp > 2 [(E-Eg)(878) + UN]'diT-Q'd,jT-2]
i=1 j=1
jwi
-1 N-1
) Mgrg = |2 (EiE\)ey 2 > dig o+
i=1 i=t

N-1

. " — 2 L] .
+ 202> [(E-6y)" + Uy + WWldip g
i=1

N-1 N-1
tp> > [(EEy) (8B + Vyli[agdypp + gj'diT-z]]
izl =l
J#i
-1 N-1
- 2 -2,
‘) ngrp = |2 [(E;-8g)" + V; + Ylhal - 2> g; ¢
i=1

i=1
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N-1 N-1

+ Z Z: [(Si—EN)-(SJ—EN) + VN].gi.g,j}
i=1 j=i
J#i

Como GT_2(NT_2) = Max E[fT—l(wT~1)]' en el nomento T-3 debe

resolverse el problem

“.‘;‘,“ E[£q_5(Wr_p)]
iT-3
sujeto a

N-1

by = “r-s';m-z * 3 Vg (R ~ Myrp)

i={

y, al ser la estructura de ET—2(MT—2) igual a la de fT—l(uT—l)’ se
obterdra para cada activo i (i=1,2,...,N-1) la solucion:

H
Yipeg = Qyqpog (Bpog * 209q o Uy o0 &) + ;W 50V [47]
donde
1 -1
) D= - s C
T-3 T,
Dpg = (d;7q) i=1,2,...,N-1

y las demas matrices son las definidas anteriornente.

En general, para cualquier activo i (i=1,2,...,N-1) y cualquier
punto decisorio t (t=0,1,2,...,T-1) pueden deducirse las siguientes

expresiones:
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3
Ve = (Brag * 240y W Ey) D + W o UyG [48]
donde
T-1
) Byyy = Bpr TT I+ @y, omy,) 80+ Yng ]
k=t+1
T-1
+ - » . ] 1) 2 1] ] 1] (]
D ¥y = g T T DO oy ) 8+ (1200 Eying V) Oy
1 -1
‘} D, = - . B
t 2%, 4
D, = {d,,) i=1,2,...,N-1
.) Q = (ai‘j) i=1,2,III’N-1; J‘=1’2,l||,N-1
- - 2 i=i
ij = (&, - gy)* + v, o+ Yy i=§
ij = (Ei - SN)'(SJ - N) + Uy im
) €= {e) i=1,2,...,N~1
Di = (81 - SN)
ae=atr
G = (gi) i=1,2,--.,N_1

) I = (1) matriz de orden (N-1,1)

-1 N~1

. = - . N - 2 A2
oy = (2 (6B dyy * vyt 2 [(E;-E) V0] ], ¢
i=1 i=1
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N-1 N-1
—
yt+1'Z-’2—- [(si—sn)-(sJ—sN) +V ] d,, Jt}
i=1 j=1
J#i
-1 N-1
) nge = 12 (8 e - 2"'t+1'>:: di¢ *
i=1

i=1

N-1

L] L ] hnd 2 . .
2"t+1§:[(8i £+ V. + Y] d; g,
i=1

N-1 N-1
yt+1.:£:: ZE:: [(sith).(SJ—SN)+VN].[gi.djt+gj-dit]]
i=1 j=1
J#i
N-1

-1
) gy = |2 [(E~5)% v+ 00l - 2.5 g, +
=1

i=1

N-1 N-1

v o2 2 [(E-5g) (857800 g; g]=n3

i=t j=1
j#i

Ademas se cumple gue

{i2
(u ) =a, + B u oy W

De esta Gltima expresion se deduce que, en este caso, Do es
posible sustituir la funcion de utilidad “derivada” por la funcidn de
utilidad origimal puesto gque la primera no puede expresarse cono
combinacion lineal de la sequnda y ello implica que el orden de

preferencias para cada funcion es distinto.
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5.5.3.1. Caso particular: B = 2

De acuerdo con el estudio realizado para el caso general de N

titulos, la cuantia que hay que invertir en el titulo izl en el momento

T-1 si se consideran ‘micamente dos titulos (N=2) es

#
Yiroy = Aoy (Bp + 2ovpeWp oE5) + g W,V

donde
P S S £y - &)
iIT-L T T T A, a2
T 211 2v [(€) - £,)% + V| + V]
i
0)g1=a = "
11 [(81 - £,))t vV, + V]
Asi, se obtiene que
*
Y1y =
I S LA i wie o S LA W'Y )
. . - 2 - 2
2-v [(81 32) +V 4 V2] [(81 82) +V, 4 V2]

_ Bp(E - ) ¢ 2 [E (8 - &) - Vo] ML

) [ — 2
2.9, [(E1 E)2 + v+ 02]

En el supuesto que a=@, ﬁT=1 y YT=—A y teniendo en cuenta que
=1 +E, (i=1,2) la expresion anterior se convierte en

£,
i
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) (E,-E;) = 2.7 [(14E,) - (E~E,)-V, ] W,

Y =
1T-1 20 [(E,~E,)? + V,+U,]

gque es el resultado que encuentra Mbossin para este caso concretozqe.

La funcion de utilidad “derivada"” para ﬁT—l’ tal como se dedujo

para el caso de N titulas, es

Eroy (W y) = aqy + Bpy Wy o+ v UL

donde
*)oaqy = ap ¥ Bpnypy
) Bpoy = Bp (L + Gvpenyp )6y + Vyengp ]
) Yoy = vpr [+ Gy )0E) 4 (4% Dongy By 4 mgp V) V]
8i tenemos en cuenta que
) ypey = [(81'82)"’1T—1 * ”T'[(sfsz)g*"lwz]'dft} =

(81_82)2

Y -g )2
49, [(81 82) +v1+v2]

. = - L] - . . * 3 -~ 2 . . -
) Moy [(81 Ex)rgy = 2evpedyp )+ 29 [{E-E))F + V) + U Jod 91]

24y wESIN, op. cit., 1968, pp.219-220.
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(81-82)

[(£,-€,)24V,+V,]

1

‘) o = |[(&,-€,)%+V +V,].q] - 2:q | = -
aT-1 TP AR A TRLT 1
[(£)-8;)%+V+9,]

entonces, los parametros de la funcion ET—l(uT—l) son:

2. (0 _p \2
I, 0%
-1 = 9T Y
4-v. [ (£ -E,)) TV, +,]
| . V 8,4V, 8
Ay = Fr [(8,-E,)2+V,+V]
1 72 1 72
l2 I2 .
0 v . 01 £i+02 81+U1 V2
-1~ T

[(81—82)’+U1+V2]

En defintiva, la funcion f.._ (W, ) es

BT (£,-€,)?
- 1 %2
Eoy (W) = ap - +
T—l —1 T - 3
v [(E-8,)"+V, +V,]
: . JE24V_ . E24V .
‘o U, £ 4V, 8 'ﬁT oy V30, ], Y, ﬁ; i
-1 T -1 -
[(81—82)2+01+V2] [(81-82)2+v1+v2]
2, - 2
Br (€)-65)
=Q'T- " +
4-vp [ (8-E,)"+V, 4V, ]
L] . . l2 |2 L]
e U BNV, E) [; . Yo (V) EJHV 4V, 00) ]
- 2 _1 » ' . 1
[(,-85)"4V*V,] B (Vg 85495 8))

373
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Si se considera que qum, ﬁT=1 y YT=—1 y se tiene en cuenta que
81 =1+ Ei {i=1,2), la funcion de utilidad “derivada” para uT-l es:

(81"32)2

By (Mp_y) = *

. - 2
4z [(81 82) +V1+02]

» . 1] 2 * 2 L ]
U, EY,E o A»(Vl E240,. 240, V)
Wy Wroy

e 12 . .
[(€,-€,)7+V +V,] (V) &4V, E))

En este caso es suficiente considerar la expresion

t 2 * 2 L]
(Vl 8i+V2 81+01 02) .

M-y

Bpog (Fp_g) = pg =2

(V) €4V, €))

para hallar la cartera optima en T-2 puesto que fT—l(uT—l) es una
transformacion lineal de hT-l(uT-l)' Se puede tomar hT-l(uT-l) como la

funcion de utilidad "derivada“ para ﬁT—l y aunque es cuadratica como la

.. P & &~ .. ~ . 241
original [U(NT) = W - X-N%] el coeficiente de N%_l {»') es distinto

Y .£2 '
.(Ul E1+V, E1+V, V)

(V1-82+V2-81)

A = A

Este resultado es el que impide que la politica miope sea optimm

puesto que U(ﬁr_l) y hT—l(ﬁT—l) no proporciona el mismo orden de

preferencias.

241Este resultado coincidey, naturalmente, con el que aporta Mbssin para
el caso de gque la cartera esté formada por dos titulos arriesgados.
J.MDSSIN, op. cit., 1968, p.223.
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5.5.3.2. Posibilidad de prestar y tomar prestado

La hipotesis sobre la imwosiblidad de prestar o tomar dinero
prestado que se ha utilizado para el caso general en que se considera que
la cartera esta formada por N titulos arriesgados se va a eliminar en
este apartado para poder analizar cual es su efecto sobre la politica de

revision de cartera.

Si se considera que el nimero de titulos que forman la cartera es
N y que el inversor tiene la posibilidad de prestar o tomar dinero en
préstano, la relacion entre la rigqueza en dos womentos sucesivos (t y

t+1) es, simplemente,

N
Wopp =W+ 2 VP
i=1

El primero de los T problemas gque deberemos resolver si aplicamps
la P.D. es:

Max E[U(W)]
YiT—l
sujeto a

donde la funcidn de utilidad esperada, hallada del mismo wodo que para el

caso general es

N
E[U(EL)] =+ B[y + 2 Yip Bl 4
i=1
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N N N N
2 . BB 4900 .
e {”%—1*2: Vi (BB 3 Yoo Vi B ES2UL 2 Yiry B
i=1 i=1 j=1 i=1

J#i

Para que esta funcidn tenga un maxino se precisa que vi,i=1,2..N

dE[U(W})]
i1
N
- . . LN . 2 . » ] ] . -
BE+ v |2:¥,. (El + V) + 2 ZYJT_i EE; + 20U E;[=0
i=1
J#i

Matricialmente, el sistema de ecuaciones resultante es

» 1
RYpy =~ 55— (B+2vu_ )€

‘) At = A = (aid) i=1|2,c-n,N; ,j=1,2,...,N; t=o,1,2,:--;T—1

= E2 -
g =EY =
i.j = Ei‘EJ 1¢J
* *
.) YT—I = (YiT—l) i=1,2,c-a,N
'ye=c= (ci¢) i=1,2,...,N; t=0,1,2,...,T-1
e, =E,
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En definitiva, la cuantia optima gue hay que invertir en cada
titulo i (i=1,2,...,N) es

Y¥—1 = (B+ 2:v-W.,)-Dp

o bien
Virey = dip (B + 227 H_,)
donde
‘) Dp=- zfv ale
Dy = (d;) i=1,2,...,N

Una wvez obtenida la solucion para el primer problema, el

siguiente {planteado en el womento T-2) consiste en

Max E[£_ (W_,)]
iT=-2
sujeto a
N
By = Mep * 2 YiroTir
i=1
donde

QT_l(ﬁuT_l) = Max E[U(ﬁr)] =

N
=a+ B [ﬁrq (B2 UL ) D di'EJ *

i=1
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[}
~J
0

N
72 Ly 2 T 42 2
+ ¥ uT-l + (B + 2y uT_i) ZL..di (Ei + Ui) +

i=1

N N N
+B + 2-v-ﬁf_1)2-§:::§E::di-dJ-Ei-EJ 2. (B 2'*'ﬁr-1)'21-d11'51]=
i=1 j=1 i=1
J#i

| N N , N
= (a+pe B vl )e(pr2v. )% {Z d; B +v [Z d, 'Ei] WS di-vi}

i=1 i=1 i=1

Haciendo

N N 12 N
— ’ » 1] ] 1]
n = > di Ei+v {E di Ei] +¥ E di Vi

i=1 i=1 i=1

la funcion £5_ (W, ) es

Ero (W) = (a4%m) + B-(1+@vep) Bl + vo(1+dven) W

Por el wmiswmo razonamiento realizado en el apartado 5.5.2.2. donde
se considerd la existencia de un titulo sin riesgo, la politica miope es

‘la éptim puesto que en general se cumple que

£, (8) ~ U(iL)

Por tanto, en este caso, no es necesario buscar la funcidn de
utilidad "derivada” para cada periodo sino que es suficiente maxiwizar la

funcion de utilidad esperada original correspondiente al periodo

considerado.
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En general, la cuantia invertida en cada titulo i {i=1,2,...,N} y

en cada momento t(t=@,1...,T-1) es

¢
Yl = dl'(ﬁ + 2'Y'WT_1}

5.6. RPLICACION BE LA PROGRAMACION DIRANICA A FURCIONES DE UTILIDAD QUE

w (i) -
CUMPLER LA RELACIOR - ———— = s + h-ﬂr
e (i)

§.6.1. Introduccion

En el apartado 95.5. se ha analizado la revision de la cartera
para el caso multiperiddico aceptando que la funcidon de utilidad del
inversor fuera cuadritica; sin enbargo, ésta no es la imica funcidn
admisible. En el presente epigrafe efectuaremos un estudio paralelo al
realizado para la funcion ocuadratica aplicado a otros dos tipos de
funciones de utilidad de la rigueza final {en T) que presentan una
caracteristica commn que permite wn estudio generalizado de awbas

funciones. Estas son:
+} Funcidn de utilidad logaritimica

~

U() = In (ke + W)
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+) Funcibén de utilidad potencial

-(1/%)

U(NT) (#e + A NT

Para estas funciones, los valores de gy A son los necesarios
para garantizar el cumplimiento de la hipotesis H.1. del apartado 5.3.
que hace referencia a la positividad de la primera derivada de la funcidn

de utilidad vy a la negatividad de su segunda derivada.

La caracteristica comm a estas dos funciones gue permite w

tratamiento wnificado para los dos casos es:

U (W)

“'_“‘—‘=*“‘)"ﬁ'r S1 A#Q y ux@

U!s(ﬁr)
Para la funcidn de utilidad logaritmica, A toma el valor 1.

El cociente anterior es el inverso del coeficiente de aversion
absoluta al riesgo de Arrow-Pratt. En el caso de la funcidn logaritmica,
dicho coeficiente es decreciente siempre, mientras que para la funcion de

utilidad potencial se precisa que A)0.

Se dewmuestra tawhién que las (mnicas funciones que cumplen la

anterior ecuacion diferencial son la logaritmica y la potencial:

8i hacemos U’(ﬁ%) = V(ﬁT), la ecuacion diferencial es

v(W) . _ o dy(in)
Dy = ) = - () T
vr (L) it
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ai, _av(ily)
wornBL (i)

——

+) Si A#@ y X#l, la solucion a esta ecuacion es

—:\-——-ln (s + )\-ﬁ.r) =-1ln U(NWT) + 0=
= () = v(i) ™ =2 (i) = ke i) T =

= U(ﬁT) = K-—)\—i—l—-(p + )\-ﬁr)l_(l/)‘) + K

Comm k vy K' no influyen en la ordenacion de las

preferencias, tomaremos como funcion de utilidad

1-(1/7)

0ty) = = (ke )

'+) 8i =1, la solucién a la ecuacion diferencial es
In (p+ﬁr) =—1nV(ﬁT) + C ==
- o =l - ~ -1
= (u + uT) = K-U(ur) :V(UT) = K- (u + UT) =

== U(il;) = Kln (x + W) + K’

Comd k y K' no influyen en la ordenacion de las

preferencias, tomaremos como funcion de utilidad

U(iy) = In (u + i)
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En el caso que A=0, la funcidn de utilidad es

-1 /i
U(i) = - we T

pero este caso no puede tratarse del wmismo wodo que las otras dos

funciones de utilidad, cowo se justificard posteriorwente.
+} En el caso que =0, la solucién a la ecuacion diferencial es:

i

¥) U(fy) = 5ty

IR} i a0 y ast

*)U(HL) = In U si A=l

5.6.2, Consideracion de N aclivos arriesgados y un active sin riesgo

A las hipdtesis sefialadas en el epigrafe 5.3. debempns afiadir

ahora:

H.10. Se considera la existencia de N titulos arriesgados y wn titulo sin

riesgo.
H.11. La funcidn de utilidad de la rigqueza final (en T) cumple la

propiedad

U (W
- ___(Er_z___ = i+ Al A#Q [49]

U”(ﬁT)
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La presencia de un titulo sin riesgo junto con la iwposibilidad
de prestar dinero o towarlo prestado, permiten definir la siguiente

relacidn:

N

W =W 'th + > Y

t+1 = ¢ 4

it (Mesy ~ %)
i=1

gque fue deducida en el apartado 5.9.2.

El inversor gque quiere determinar aguélla secuencia de carteras
que waximizard la utilidad esperada de la riqueza disponible en T
(momento en que liquada definitivawente la cartera), debe empezar
determinando la composicion de la cartera que serd mantenida en el altimo

periodo. Es decir, en el mmento T-1, el inversor se enfrenta al

problem:

Max E[U(H)]
YiT-1
sujeto a

N
Mpo= My 4 2 Yo (R - ey)
i=1

Introduciendo la restriccion en la funcion objetivo, la condicion

necesaria de manivo es

dE[U(¥)]
day

= 0 V.l, i=1’2’llt,N
iT-1
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Cuando la funcién de utilidad era cuadratica resultaba posible
encontrar la funcidn de utilidad esperada gracias a las propiedades del
operador esperanza, tal comp se ha puesto de wanifiesto en el apartado
5.9.; sin embargo, cuando la funcidn es logaritmica o potencial no es
posible determinar exactamente cual es la funcidn de utilidad esperada,

por lo gque deberemps tener en cuenta la propiedad que ambas fumciones

cunplen.

Asi, para el caso que estanns tratando y gracias a la propiedad

[49] la derivada de E[U(ﬁT)] con respecto a Y. , puede expresarse como

T

dE[U(TE)]

dYiT—l

aii
= E[U' (&r)'—__ul-"l = E,:— U”(ﬁr)'(ﬁ + )"ﬁr)'(ai'r - A’OT—].)} [50]
i

Vi

donde

U (B) (e o+ AU (Ryp - ayp ) =

N
~ < ~ . - - -
U“(“T)'{'“ A [“T—1"°‘uT~1 * 2 Yoy (Ryp °’aT~1)” (R pery) =

j=1

(i + Nelyp g W)U () (R )+ AU (i)

N

L] pe —— 2 . pe - £ ~ —

[Yrr-x("‘rr o)+ 2 Yoy (e ) (g “’oT—N] [51]
j=1
J#i



MARINIZACTON DIRECTA DE LA FUBCION DE UTILIDAD ESPERADA 385

Sustituyendo [51] en [5@] se obtiene

dE[U(Ti.)]

¥y

== {u*+ N T uT 1 ) E[U”(NT) ( 067_1)] -

- x-[v E[U (W) ( -4 )Pt

N

* > Vi B[V () (R - e ) (Ryp - "oT-—l)] [52]
- |
e ‘

8i la derivada anterior ha de anularse deberd cumplirse gue

Yoy ELU () (R - 2 ()] +

2 YJT—I'E[U”(ﬁT)'(z'iT =y ) (Ryp - o )] =
j=1

J#i
= (e ey ) ELD () (g - 4 y)

Matricialmente, el sistema de ecuaciones resultante es

kA3
By Vg = - )\ A CRRSLR ALY

donde
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) Ay = (3 50y) i=1,2,...,M3 j=1,2,...,N;

- = AR - 2 . .
a; 7oy = BLU (W) - (Rypmepr 1 )°] 1=J

3 -1 = BV (Wp) (Rypmagp ) (Ryp2p )] 12

3* k4 .
<) YT"l = (YiT—l) i=1,2,...4N
+) CT—I = (CiT—l) i=1,2,...,N

Cip-yg = B[V (Mp) - (Ayp - 2 y)]

Este sistema de ecuaciones stlo tendra solucidn si A¢@, de ahi

gue este resultado no sea operativo para la funcidn de utilidad

o) = - we ¥

Despe jando la matriz de cuantias, se obtiene

%
Ypoy = (M Aoy oW 1)-Dp

o hien
»* _ . . , ’ =
Vipey = Gy Moagp oW ) [53]
donde
1 -1
*} Dpoy = - 5 (Bpny) TGy
DT”_{ = (diT"l) i=1,2,| -,N
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Una vez resuelto el problema para el Gltimo periodo, el inversor
debe proceder a determinar (en el momento T-2) la cartera optim que
debera mmantener durante el penmaltim periodo. La composicion de esta
cartera (cuantia invertida en cada titulo en T-2, Y., ,) se obtiene a

partir de la solucidén al siguiente problema:

o E[£r_; (Ur_y)]
iT-2
sujeto a
N
_— ' — . )
Wpoy = Weotpoo ¥ 2 Yiro{®pey ~ 4r0)
i=1 ]
donde

e () = max E[U(iE)] = E[U(iL)] =

N
- * -~
= E[U[NT—l'n‘oT-l + 2 Vi (R - °‘o'r-1)]} =
i=1

N
)
= E{U Moy aypey + (e oW ) D diT—1""‘1T’°‘oT—-1)“ =
B i=1

N
]
= E{U Gyt [V N2y (Ryp - o) U
o 1=1
N
Y2 dig g (R - °‘oT—1)]} | [54]
i=t

Cuando la funcion de utilidad es cuadratica puede determinarse
exactamente la forwa de la funcidn de utilidad "derivada” lo cual no es
posible en el caso que nos ocupa. Por ﬂichn motivo no se puede hallar

directamente la derivada
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dE[£5_, (Mp_,)]

dY;r2

Para solventar este problema deberenmpns llegar a wn tipo de

relacién entre £1_ ”r 1) y £3y NT 1) parecida a la existente entre

w (i) v U ().

*) La primera derivada de £, ,(W._,) es:

(H_,) E{U’(“T) dur ]
Fr-gMpy) =
dil_,
N
) E{U’ (ﬁT*)"'oT—l' [1 e diT—l"""“‘n""t»"“”” e
i=1

+) La segunda derivada de fT—l(uT*l) es:

Bty (W) = E{“" (8) [“ A Z dipoy (Ryp oT-l)J } =
u’ (” *) N 2
=E""“‘i}‘r oT1{1”‘Z-—dfr1(xT oT-x):H [56]
HAN: i=1

donde
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N
= #+ X [”—r-1'°‘o'r—1 * (””"Q'oT—l'”T—l)'ZdiT—l'(miT—A'oT—l)] =

i=1

N

as — “

= (#+ X W) [‘ A2 diT—1'("‘1T'°‘u'r—1)] [57]
i=1 .

Sustituyendo [S57] en [56] se obtiene
By (My) =

N
QbT—l ~ W ~
== EAUT (") ap g+ 1+ 22 o (Rypmeyr )
i=1

Mo Ny Wy

[s8]

Una vez definida £+_1(N+_1), [55], ¥ f%il(uf_l), [58], podemos
establecer la siguiente relacidn entre estas funciones:

U 4 ¥ , . W
() mrhee l, s o iy [55]
o - a, Y -1
3! () oT-1 bT-1

Teniendo en ocuenta esta relacidn, es posible expresar del

siguiente nmodo la derivada buscada

dE[ £y (Hp_y )]

inT—Z

" dily_,
=E F%—1(”T-1)'—] =
[ dYir-2

o~ # " -
= El' £rly Wy ) [__" * )"”T-l}'(“‘i'rq - °‘o'r—2)} =

4bT—l
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oT-1

. H
) E{" £22y (Mp_y ) [T"—‘ * A [”r~2"“o'r-2+

N
+ 2 Yiroal®iroy ~ ayro) ]("‘n‘q - %T-z)} =
i=1
j#i

M
) E{— [m * X'QbT—QINT"Q} l(uT‘ zT— - QbT—Q) -

oT-1
N
- 2. iy - 2 .
> [Y1T~2 (Rroy = %12 * 2 Vg (R — oypo)
j=1
i

Ry - “oT—z)J'f%il(ﬁr—i)} =

" " .
o [ * A""oT—z““rﬂ]'E“fil(”rq)'("rrq eyl -

abT-l

— . - 2 -
MY o BLERY (M g ) (Ryp g = 2pp)?]

1

. . 1y 1] An _ AR _
N2 Yo g EIER (Mp ) Ry = 8gpp) (Rypey = 8p5)] [60]
J#L
Si la derivada debe anularse para garantizar la existencia de un

makinmo, debera cumplirse que
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Yoo BLERL (M ) (Ryqy - 2pp)°] +

N
F NS Y B (M) (Rypy - agpp) (Rypy = pp)] =

-

et

R
RSN 'Y _ T2 u"I"-- E[f l"T 1) ( iT-1 QJOT—Z)]

oT-1

Matricialwente, la solucidon a este sistema de ecuaciones es

"
* .
Yrop = [m * h"bT—z'“T—z]'D&-z

oT-1
donde
) Yrp = (Yir_g) i=1,2,...,N
R (“f—z) fopog
Dp_y = (5 5) i=1,2,...,N
.) AT—.’? = (aiJ'T-Z) i=1,2,...,N; j=1,2,...,N;
a; jr-2 = ELE2y () ) (Rypy—2p o)) i=

Aigr-2 = E[e'i‘-'-l(wT-l)'(miT—i-Q‘oT—z)'("‘JT_f%T_g)] i#J

+) CT—2 = (ciT-Q) i=1,2,...,N

ir-2 = ELE32, (M) (Ryp oT-2)]
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1la cuantia optim que debe invertirse en cada active i

(i=1,2,...,N) en el momento T-2 es

M

H
Yir-2 = Y2’ [o"o’l‘-i HRGS B R X [61]

De nuevo, wma vez resuelto el problema para el pentltino periodo,
la aplicacion de la P.D. supone la determinacion de como ha de repartirse

la riqueza disponible en T-3 con el fin de

Max E[£_, (W) ]
iT-3
sujeto a
N
W o= Mg gt 2 Yip o (Rp s - a5 5)
. i=1
tdonde

i
52}
o~
re
0
-
—
|
-
—t
[
0

Er (i p) = Max B[, (W ,)] =

o~

. N -
o 3

= E{f'rq Mo rn * 2 Yiro (Ryry ~ 2r o) }
- i:l -

i

; N
) . — o _ .
= E{f"rq LR S LRI P e °’oT—2)J Wep #
5 i=1
N
“ L -
Y e 2 dipg (g ‘°‘o'r—2)” [62]

i=1
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Procediendo del wismo wndo qué para el peniltivo periodo,

necesitamos igualar a cero la derivada

dE[ £y o (W 5)]

Wira

para lo cual deberemos tener en cuenta la relacidn entre £+_2(ﬁT_2) y

£l p)

+} La primera derivada de fT_z(uT_z) est

o i i,
£3o(lp_) = E{f'_ (B 3'—-—..—-—} -
T-2\%r_2 -1y A
N
{ 1(”1'-1) %r-2 [1 2 din o (Rt oT-Z)J} [63]
i=1

*) La segunda derivada de f_,(W._,) es:

Erp(Mp_g) =

2
{‘”1(”7 1) e [1 * A Zdn‘ o (R oT—Z)] } =

e N 2
= E{' Tt 12 '} AR SO IR (Y DT~2)] } [64]

+ X
oT- WT_ i=1

donde
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# G . S ) 1 .
> {""’1&2 N [ Al “‘r—z}

HT-1 -1

N
r2 diT—Q'(“iT—%_moT—ﬁ} =
\ da Ta
i=1
N
- M . X . S - -
= {%T_l * Mg “T-z} [1 A2 dipp (e %T-ﬂ} [65]
i=1

Sustituyendo [65] en [64] se obtiene

.7

v - oT-2 ‘
frlalWr ) = v
z 4T-2 W2
oT-1
N
~ ¥ "
'E{f'i'q(ur-l)""‘o'r-z' [‘ LRI F ("‘i’r—z"‘o'r—:»):” [e€]
i=1

El cociente entre £+_2(W&_2) ¥ €+12(WT_2), en funcion de las
expresiones halladas en [63] vy [66], es:

B (W)

T-2 T 2 . — ;:{Q’ + NB L [67]
£1° (NT ) oT-2 oT-1

T-2V T-2

v, por tanto, la derivada deseada se puede expresar del siguiente wodo
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dE[£7_5(H_5)]

dY;r-3

d“r— ]
3

dy.

[ ~(fp_g)°

iT-

{‘ £, (0 ) [a, & + 8 ] MiT-2 ~ oT—S)}

oT-2 "oT-1

Teniendo en cuenta que

f"'rizmr-z)'[a, oy + el 2] Pir-g T %r-3) =

oT-2 oT-1

= 812, (Hp_,)- [a. e A [“r-3'°‘o1'—3 *

oT-2 oT-i

Z YJT—a (% 'iT-2 " 4rg) ” (% iT-2 ~ Ur-3) =

w

oT-2 oT-1

) [.4. 8;, IS SN } T-2 wT-Q) (% iT-2 ~ %13l *

. . < - b 4
+ A [YiT-S (Ryr-p = Y%73)" *

N

+ 2 Yo g (Rpg — ayrag) (Rypg - cT-S)}'f'}‘:z(ur-2)
J=1
J#i

399

[68]
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la derivada [68] es

dE[ £ 5 (Wp_y)]

¥ir-3

M

- . . JEreey (1T Ry - -
= YTy *na o W o P ELERL (W o) (R — 2pog)]
oT-2 oT-1

=% . . 11 An - 27 o
MY g ELELL(Wpp)  (Rypp = 41 5)7]

N

= N2 Vi g B (0 0) - (Rypy — 4pa) (Ryrog — 447-3)] [69]
j=t
J#i

Igualando a cero esta derivada se obtiene, matricialmente:

M
Y = + A\l ' D
T-3 [‘6T—2'°bT—1 6T-3 ”f-a} T-3

# k3
-3 = (Yir-a)

1 -1
-3 =~ 5 (Brog) G

(d

i=1,2,...,N

[
|

>
]

iT"'Q’) i=1,2,--.,N

) QT-3 = (aiJT'3) i=1,2,...,N; j=1,2,...,N

EL£32 o (W g)* (Ryppp-g) "] 1=J

BLE32o (W o) (Rpg2y1-g) (R0 %1-g)] 140

qi4T-3

2;47-3
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') CT"3 = (ciT"3) i=1,2,...,R

Cip-g = ELER25 (0 o) (Ryp_y — 247 5)]

Fn T-3 la cuantia oOptima que debe invertirse en cada activo i

(i=1,2,...,N) es

* #
v =d.o . : hl W [72]
iT-3 = it-3 [:“bT-z o o1-3"Yr 3] |

Generalizando, la matriz de cuantias en el pwunto decisorio t

(t=0,1,2,...,T-1) es> 2

k3
Y, = | =t A WD [?1]
4‘
ket+1 OK
donde
* * .
') Yt = (Yit) 1=1,2,---,N
i -1
'} Dy = - 5 (R TG
Dt = (dit) i:l,z,..-,N

242E«_-'.ta:-'. expresiones coinciden con las que presenta Bertsekas en su
trabajo aunque no especifica la naturaleza de la matriz Dt=(dit);

D.P.EERTSERAS, Dynamic Programming: Deterministic and Stochastic Models
(Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1987), p.77.
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) By = (a5 i=1,2, ..., N; §=1,2,...,N
— 'R &% AP - 2 Fe
g 5¢ = BIELL (W) (40170 )7] 1=
ag5e = ELELL (Ve ) (Mg 7o) (R 7o) 18
‘) Ct = (Cit) i=1,2'---,u

_ 1Y (1] A -
¢ = BIELL (Wegp ) (R ihy — oe)]

En el momento t (t=0,1,2,...,T-1), la cuwantia optima que debe

invertirse en el actiw i {i=1,2,...,N} es:

¥ M ‘
Yie = % |7t M %Wy [72]
4,
k=t+1 OF

Ademds, se cumle gque

£ (W)
-t & + AW [73]
F, ] (ﬁ ) T—l t
t t I l d;ok

k=t

En general, cuamdo la funcion de wutilidad considerada es
logaritmica o potencial (A#® y u#®) y se considera la posibilidad de que
en la cartera puede existir un titulo sin riesgo, la politica miope no la
es optima. Si lo es en el caso que la funcidn de utilidad derivada sea
una transformacion lineal de la funcion de utilidad, pero en el casoc que

estamos analizando no ocurre asi puesto que la estructura del cociente

£ (0,) (i)
t t es distinta a la del cociente ~ ___EI‘____

ey (i) U (i)
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Dewpstracidn:

8i en [73] se considera

resulta

£!
-_— ——-t_::_ - #' + }\lﬁ
£ ()

—

]
&
St

t

De la resolucidon de esta ecuacion diferencial se obtiene

‘) £ (0,) = ‘X‘é“r"(ﬁ' ¥ x'ﬁt)i-(llk) =

. p _ (1)
= =1 T=1 + )\-Wt ()\#@, )\#1)
i_l Qbk
-~ -~ y "~
Y E(W) =In (@ + W) =In |—F—+ W, (A=1)
k=t %ok

y estas funciones de utilidad “"derivada” no son transformaciones lineales

de la funcién de utilidad original U(ﬁt).

En este caso el resultado mo es el mism si periodo a periodo se
optimiza en base a la funcion de utilidad "derivada” que si se optimiza
sobre la funcion de utilidad real,
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5.6.2.1. Casa particular: A\ = 1

Si el parametro A toma el valor uno, la funcion de utilidad es

logaritmica:

U(HL) = In(u + W)

y para este caso particular, de [7!] se deducen las siguientes

expresiones:
¥ M
Yt = = + o_bt-wt -Dt t=0,1,2,...,T-1
- 4,
k=t+1 O
donde
¥* 3 .
') Yt = (Yit) 1=1,2,---,N
-1
) Dt == (Qt) 'Ct
Dt = (dit) i=1,2,...,N

Las matrices ﬂt Y Ct son las definidas para el caso general.

La cuantia 6ptima para el actiw i (i=1,2,...,N) y para el
womento t (t=0,1,2,...,T-1) es:

* _ . M .
Yi¢ = 9¢ |71 AW

k=t+1 ©
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Ademas, de [73] se deduce que

-
i‘t (lJt) u
- = + W
£1v (i) T-1 t
[T 2
k=t °K
y, por tanto, la funcion de utilidad “derivada” en t (t=0,1,2,...,T-1)
es:
— #
£ (W) = In o1 + W
a
k=t OK

En este caso no se alcanzara el misnmo resultado si se waximiza
periodo a periodo la funcion de utilidad original en lugar de la
"derivada"” puesto que awbas funciones proporcionan wn orden de
preferencias distinto. Como consecuencia, la politica miope no es la

optima.

5.6.2.2. Caso parlicular: St = o

ot
como activo sin riesgo el dinero en caja), la cuantia que debe invertirse

en el mwento t (t=0,1,2,...,T-1) en cada titulo, deducida de [91] es:

En el caso gue 50t=0 o, de modo equivalente, & =1 (se admite

3*
Yt = (ﬂ + )\-Wt)-Dt

¥
Y].t = dlt'(,(l + }\'Wt)
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donde
»* *® .
+) Y‘t = (Yit) i=1,2,...,N
1 -1
R T w0 A
Dt = (dit) i=4,2,...,N
.) At = (ath) i=1,2’l!I,N; J=1,2,-:-,N
= EX A —132 i=i
ag¢ = ELELL (Mg ) (Ry gy 71)7] 1=J
a5 5¢ = BLELL (Weay ) (R 1) (R 71D i#J
') Ct = (Cit) i=1,2,---,N
it = ELELL (Wepy ) (R eyy — 1))
Ademas se cumple que
£1 (W) -
- — =+ N0
F%’(N{)
ur (@, ) «
que coincide con el cociente -~ — —— = u + x-ut lo cual implica que
U”(W )
t

la funcién de utilidad “derivada” es wtma transformacion lineal de la
funcion de utilidad original. Como consecuencia, en cada punto decisorio
t (t=0,1,2,...,T-1) se puede sustituir ft(ﬁt) por U(ﬁt) simplificandose

el proceso de optimizacion.
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En definitiva, para este caso particular, en cada periodo podemns
prescindir por completo de lo que ocurrira en el futuro y actuar,
simplemente sobre la funcién de wutilidad original (politica miope

optima}.

5.6.2.3. Caso particular: g = 0

En el caso que u=@, la matriz de cuantias O&ptimas en un punto

decisorioc t (t=0,1,...,T-1), segim [71], es:
3
Yt = A-A‘Dt-wt-Dt
H
Vit = iM% W

siendo D, = (dit) la misma matriz que la definida para el caso general.

Ademds, si u=0 se cumple gue

U (i)
e (i)

'3 -

iy

£1(W,)

s,;'(wt)

!
1
>
&

De la conparacion de estas dos Giltimas expresiones se deduce que

i‘t(ﬁt) es mma transformacion lineal de U(ﬁt) y como consecuencia la

politica miope es la Optima cuando #=@ sin importar el valar de @
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En concreto, para la funcion de utilidad potencial

ﬁTi-(i/A) (he0, Atd)

u(i,) =

. 243 . oy Fagd .
se puede deducir una relacion entre £t(wt) V4 £t+1(ut+1) que permite

denostrar de una forma alternativa por gqué en este caso la politica miope

es la optima:
1) £(fi) = u(il) [74]

*) ET-l(ﬁl‘—l) = Max E[U(ﬁr)] =

i N . 1-{1/2)
= Max E{ Mo gy + 2 Yip(Ryq - “‘o'r—i)] } B
L i=1
- N oy 1-(1/)
= Max E{ g [“o"r—i * 5 Ry - ey ) ] } )
L i=1 -1
i N 1-(1/))
= Max E{(ffl.l._l)1 (172), &gt Z XiT-—l'(;;‘iT - °‘uT-1) } =
i=1
o 1-(1/A) - A =)
= (Mr_y) Max B fagr g+ 2 Kip g (Ryp - o) -
i=1
= v 1={1/X) - * e )
= (Up_y) 'E{[%T—l + 2 Ky Ry - °’oT-1)} } (751
i=1

?‘IBE.J.E‘UIW-H.J.GWEER, op. eit., 1973, pp.96-98,
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donde XTT—l es el valor que maximiza el valor esperado.

Haciendo,

N 1-(1/3)
9y = E{[}ht + SR N ut)] } t=0,1,...,T-1
i=1

la funcion fT-l(wT—l)’ en [75], es

1-{1/1)

By (i) = (W) e [76]

) £ g(fi_) = Max E[er (i )] = Max [(ﬁ-r-i)"“’”-gr-i} -

N N . 1-(1/\)
= Max E{ (U orepp o v 2 Yot (R~ 4r)) Uy f =
i=1

N 1-(177)
= (ﬁT-Q)l (1) pa E{[ ar—2 * zz:leT-z (%74 oT—Q)} }'gT-1=
i=1

= (ﬁT_2)1~(1/A).gT‘2.gT.1 [77]

Y, en general, de [74], [76] v [77] se deduce que
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N
1-(1/A)] T-1
_ g -y, STHR (R - . -
= W Max E{[%bt 2 B (R ‘bt)] } i_l Tger ™
- \ -

: N : 1-(1/2)] T-1
= Max E Wt'ﬁlot + Z Ylt.(mlt"'l - Q'Dt) .;!jtr gk+1 =

i=1
. T-1
T-1
Excepto por el término ] ] Oq? el problema al que se enfrenta
k=t

el inversor en el punto decisorio t (t=0,1,2,...,T-1} es un problemm de
optimizacién para un imico periodo de la funcion de wutilidad original
(Max E[Ut(ﬁt+1)]). Pero como este término es constante no afecta a la
maximizacién y, por tanto, es valido maximizar periodo a periodo la

funcion de utilidad original (politica miope optima).

En el caso gque la funcion de utilidad sea logaritmica

-~

U(W,) = In W,

las expresiones obtenidas para el caso general se convierten en las

siguientes:
* ~ * 3
Y't = O.pot'wt'Dt Yt = (Yit) t'-:@,l,z,-.-,'r"l
Y, =d W

it = 9ie %Wy

donde las matrices Dt' Qt v Ct coinciden con las definidas para la

funcion logaritmica general.
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Para este caso particular es posible deducir (por m

procedimiento analogo al utilizado para la funcion de utilidad potencial)

wma relacién entre £ (W) vy £, (W ) que permite afirmr de wa form

alternativa que ,en este caso, la politica miope es la 6ptin5244:

o) (i) = u(iL) [79]

') fT_l(ﬁT_l) = Max E[u(ﬁ_r)] =

N
= Max E{ln[“r_lnmo,r_l + Z YIT_l.(mlT - Q‘OT-l)]} =
i=1

=Max E{Infil, oo 4> ——— (R - 2o )|} =
: izt Yr-g
N
= Max E[ln NT_1+ In Gor g ? E:: XiT_l'(RﬁT - QbT—l) } =
i=1

N
-~ F e
= In U, + Max E{“‘ [“orq * 2 Ry (g - “oT—ﬂ” =

i=l

N
~ rm— I ~
= n¥p, ¢+ E{l" [“o'r—i * 2 Ky {yp - “oT—ﬂ]] [8e]
i=t
donde x?T—l es el valor que maximiza el valor esperado.

244p 5. FLTON-I1.J.GRUBER, op. cit., 1975, pp.96-98.
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Haciendo,

N
k.3 o~
9 = E{m ["‘ot * int'("itu""ot)” t=0,1,...,T-1

i=1

la funcion ST_I(ﬁT_l), en [80@], es

fr_y(Mpy) = In ¥ +gp, [81]

') Epplfp p) = Max E[f (Wp_)] = Max [In W, + g ] =

"~

N .
Max E{ln[ﬂr_z'%-r_g + 2 Y (R - “oT~2)] * gT-I} =
i=1

=

i

In Wy, + Max E[“‘ [“o’r—z 2 Ko (R - °’o'r—2)“ YOy T
i=1

In U, + gpp * 95, [82]

Y, en general, se deduce de [79], [81] y [82] que

T-1 T-1
ft(ut) = 1In W, + ng =InfW +g, + ng+1 =
k=t k=t

N T-1
= In W, + Max El“’ [“ot t2 Xit'("‘itu"‘ot)]} Y2 Gy -
k=t



NAXINIZACION DIRECTA DE LA FUNCION DE UTILIDAD ESPERADA 409

N T-1
= Max E{ln [wt'bot + z Yit'(miﬁl_“ot)“ + E Upsy =
k=t

i=1
T-1
k=t
En el punto decisorio t (t=0,1,2,...,T-1) el inversor se enfrenta

a un problem de optimizacién para un @mico periodo (Max E[U (W, )]) si
T-1
no fuera por la presencia de E Up4y5 Pero como este términoc es

k=t
constante no afecta a la weximizacion, se deduce que la politica miope es

optima para este caso.

5.6.2.4. Caso particular: A = - 1

Si A=-1, la funcidn de utilidad resultante es cuadratica:

1

U(ﬁr) A1 '(ou + )"Nu-r)

1-(1) _ _

- - W) =

u? = 1 =

g * el - W

i

Si conmparamos esta funcidn cuadratica con la de caracter general
definida en el apartado 5.3:

Ui = a + Al + 72

se ghtiene que
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n)q-_--g
‘) B=u
R o

Para la funcién cuadratica gensral con N titulos arriesgados y 1

titulo sin riesgo se dedu30245 que la matriz de cuantias optimas en el

punto decisorio t (t=0,1,2,...,T-1) era:

* oL B voa 03 bogs vl
?t =T Ty ['r-l T2, “k} (Ag) "-C, [84]

donde
') A = (a) i=1,2,...N; j=1,2,...,N; t=0,1,...,T-1
- - 2 P
2ije = (&) — )™+ Yy 1=J
34t = (Si - Q‘ot)'(sj - Q"ot) i#j
) Ct = (cit) i=1,2,...N; t=0,1,...,T-1
it = (& ~ %)
SiB=uyvs=- -%—-la expresion [84] se convierte en
2435

Véase el apartado 9.5.2. de la presente Tesis.
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* # _ u l. -1
Yo = | " % Wi |1 (Ry) TGy [85]
[-7)
k=t+1 OK

Para la funcidn cuadratica particular

i) = - ey -

las expresiones que se deducen del! estudio realizado en el apartado

5.6.2. para las funciones de utilidad que cunplen

ur (i)
- _.____:’ul__ = M+ %-w’r
U"(”T)
son las siquientes:
* o W |- =1 ey
*) Ve = I e el (81) ¢t [86]
'Y
k=t+] OX
donde
SICHENCHN i=1,2,...N; j=1,2,...,N; t=0,1,...,T-1
_ . - _ 2 P e
aije = ELERR (Meay ) (Rygey — 24 )°) 1=J
" ] . -~ - . ~ - ’ P
alie = ELELL (M b (Rygay — o) (Ryyy — 2] 12
.) C% = (C;t) i=1,2,---N; t=0,1,:--,T"1
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ely = ELELL (W (3 (R 1y ~ )]

£1 (W)
o B : E = T_f - W, [87]
f”(ut) a
ket ok

Comparando las dos expresiones obtenidas para Y:, [85] v [86],

deberemos demostrar gue (Qt)"l-Ct = (Q{)-l-C{ para que awbas expresiones

sean equivalentes.

Para hacer esta denmostracion resoluerenos la ecuacion diferencial

[87], que haciendo los siguientes cambios

£21(W,) = Y(W,)

se convierte en

(W, )

o F
v (UW,) 4

dl, av(il, ) . .
= — = - = -1In(p-H)=-1ny@)+C=

P - W{ Y(W&)

H
—
2
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Cono —%—- y k! son constantes, no influyen en el orden de

preferencias de la funcion de utilidad “derivada” y, por tanto, towarewos

W) = (pl1 - 102
£ (W) = (prWy - )
La primera y segunda derivada de esta funcion de utilidad

derivada son, respectivanmente:

Teniendo en cuenta el valor de la segunda derivada y la hipotesis
de estacionariedad e independencia (en cada periodo y entre periodos) que

se utilizd en el apartado 5.5. se obtiene que

s - - ~ - 2 - - 2 - - PR
aijt = T El(Meyy e )7] = - EL(E e )V ] = — a5 i=0
alit = Eleagmone) (Bjpayopedl = - EL(E ey ) (€570, )] =
-8 iR
it = 7 El(Ryeaym2¢)] = - EL(E;m2,)] = - oy

De ello se desprende que

vy, en definitiva, la validez de los resultados para la funcion cuadratica

particular estudiada.
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5.6.2.5. Posibilidad de prestar y tomar prestado

Si se considera la posibilidad de poder prestar dinero o tomarlo
prestado (se elimina la hipétesis H.6. del conjunto de hipotesis
generales detallado en el apartado 5.3.) en el caso de que exista,
ademis, un titulo sin riesgo, el problema que debe soclucionarse en cada

punto decisorio t (t=0,1,2,...,T-1) 852463

Max E[f (W )]
Y.
it
sujeto a
>
N
W= W) * You tSoemr * 2 YieesTit
i.-’-'-l. J
donde
(W) = Max E[£,,,(W,,)]

u(it)

Los T problemas planteados no son independientes entre si sino

Bty

que debe enpezarse por resolver el problema planteado para t=T-1 y
continuar con wun proceso de optimizacion hacia atras  (“"backward

optimization”) hasta llegar a t=0.

La condicién necesaria de maximo para t=T-! obliga a que las

siguientes derivadas sean nulas:

dE[U(i1}] . ail
.) ______ji[___ = E Ut(w&).___fﬁl___

dYbT—l dYﬁT—l

2460éase el apartado 3.95.2.2. de la presente Tesis.
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de[u(®_)] _ dil .
) —-—-ET-—-=EU'(uT)-———NI-—-— vi, i=1,2,...,N
dY ;i d¥ir-y
Teniendo en cuenta que
U (i)
- —-—-—u-—al:l-———- = ’j + x-u_r
U’ 1] (ur)
N
Mpo= Wy * Yoryvsopy * 2 Yipeg Tip
i=1
las anteriores derivadas son:
ae{u(fiy) ] o )
Vo S E Ul M) ey | =
oT-1

o]

= E[(” #NWpyesgpog ) U () # MY sl U () 4

N
= E{' urr () {””"' {”T—l*YoT—i'so'r-i + 2 Yipy Tyt
i=1

N

1] 1] l~ L] {1 —
Asor-g'2— Yir-1 it U”(”'r)} =
iz1

+

= (woe Uy sgry ) E[UN )] - Ao sgp B0 ()] -

415
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N

r_ -~ "
“Nsgryc2 Yoy EIU (W) ryq)
i=1

Si esta derivada ha de anularse, debe cunplirse que
N

MYy sgpey ELU T (HO)] # 22 YiT—l'E[U”(ﬁr)';iT] =
i=t

- (enu_ ) E[U ()]

aE[u(it;) ] ) o
')——~E;—=Efu”mgwu+»%»54=
inT—i

| N
E{’ ure () - ‘}‘ A {“'r—f Vor-1'%or-1 * 2_ Y,jT-f"JT”"‘iT} =
j=1

) E[m MU B U W) e MY gy Speg U (W) ey

N

. L] ,’ X l~2 * I~ QN 1] {1 -

+ A YiT—l U (NT) rip * A YJT—.I. ror FJT U”(UT)] =
J=i
J#1

~r

= (e 2 ) B[ () o] - MY sy ETU () e ] -

i}

N

L] 1 , X l~2 - t L] X IN l~
MYy BLU ) e i) - M2 ¥y B[O () ry e ]
i=1
J#i
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Si esta derivada ha de anularse, debe cumplirse que

MYy Sgpoy ELUY () Pip] + %Yy B[00 (i) rdy]

N
PN Vg BIUY (M) r e ] = o (el ) B[O () e ]
i=1
J#l
Matricialmente, el sistema de ecuaciones resultante es:
A e == (A .
By ¥pog == B+ MW ) Cry
donde
»* ¥* .
.) YT"‘,’_ = (YiT“'l) 1=@,1,2,---,N
‘) B, = (aiJT-l) i=0,1,2,...,N; j=0,1,2,...N

800T-1 = SQT—l'E[U,,(ﬁT)]

= . YT Yo .
a;01-1 = Sor-y BV (Wp)orip]  i=1,2,...,N

8 T-1 = E[U”(ﬁT)-rJT] J=1,2y444,N
8471 = E[U”(ﬁT)-rﬁT] i=1,2,...,N; i=j
a, .. ., =EU(H)r r. ] i=1,2,...,N;
ijT-1 uT iT * §T J={,2,...,N
i#J

i=0,1,2,...,N

+

) Croy = (e4py)

B[U" ()]
E[U** (W) or ] i=1,2,...,N

coT—i

CiT-1
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Despe jando la matriz de cuantias se obtiene, para t=T-1:

H
Ypog = (&4 MMp ) Dpy

3
Vir—g = Sipeg (¥ * MU y) [ee]

donde

1 -1
) Dy = - 5 (Apy) Gy

D,

T-1 = (diT-I) i=0,1,2’---,N

Una vez determinada la composicion o&ptima de la cartera del

ultimo periodo, el siguiente paso consiste en la busqueda de la funcion
de utilidad "derivada™ para la rigueza disponible en T-{ [ET-l(ﬁT-l)]'

e, (W ) = Max E[e (W)] = max E[U(iL)] = E[U(iT)] =

- N

- 3 i3 ~

= E{U Wrop ¥ Yor-1'Sor-1 t > Yi'r—i'”i'r” =
i=1

i N
= it . c~ . l” : |~ =
= E{U Wpoy * gy (s # Mty Yesypey # (e Nl )02 dip "1'1"]}

L i=1

N

E{U [1 *hdgp sgrog Y A2 dip Typ
L i=1

-

e

1]
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)

Las dos primeras derivadas de la fumcion [89] son las siguientes:

N

teld o sory t 2 i Tir
i=1

) er_ (M) = [u’(ui;) s ]
1

N
= E[U'(”',;')' ll *aMdgrytSor-r P M2 Yoy Tt ] [9e]
i=1
) el (Upy) =
N 2
= E[U”(“e;)' L4 Ndgp psgpey * M2 dip Ty ] -
i=1

y+)\'m

donde

o LR L L AR S T PR
i=1

|

;1+)\-ﬁ=

i

N
A {ur_l td oy o F MU sy F (e )2 diT-l'riT} B

i=1

]

N
(s + "'”r-ﬂ'[‘ +hed oy Sgpogt A2 diT-i'riT} [92]
i=1
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Sustituyendo [92] en [581] se obtiene

£p2y(Wpy) =
N
-1 E uv(ﬁ¥)- L+ xd 5 sNS d.o o [93]
= oT-1" ®oT-1 2 9y Tyt
#* k.uT"l i=1

Del cociente

= = u il
£32y(Wpy)

se desprende que ET-l(ﬁf~1) es una transformacion lineal de la funcidn de

utilidad U(ﬁf—l) ¥ que, por tanto, proporciona la misma ordenacion de las

alternativas.

Este resultado implica que en el momento t=T-2 y, generalizando,
en cualquier pwunto decisorio t (t=0,1,2,...,T-1), se puede maximizar
directamente la funcion de utilidad esperada original. Concluyendo, la
politica miope es la optima cuando se permite al inversor prestar y tomar

prestado y la funcion de utilidad es del tipo que se ha definido en este

apartado.

Generalizando, para cualquier punto decisorio t (t=0,1,2,...,T-1)

la matriz de cuantias es
*
Y, o= (#+2W) Dy [94]

donde



NANINIZACIOR DIRECTA DE LA FUBCION DE UTILIDAD ESPERADA 421

V) Y = (Y1) i=0,1,2,...,N
1 -1
) Dy = - 5 (By) G
Dt = (dit) i=0,1,2,...,N
‘) A, (aijt) i=0,1,2,...,N; j=0,1,2,...N
— . v 9 1]
30t = Sot ‘ELU (W, )]
_ . Y8 (1] .u P
a0t = Sot ‘E[U (W) el i=1,2,...,N
ao.jt - E[U”(Wt+1)'rjt+1] ‘j=1’2,-- I,N
ajt = E[U”(ﬁt+1)-r§t+1] i=1,2,...,N; i=j
a, ., =E[U(#,_ )., r..] i=1,2,...,N;
ijt t+1 it+l t+1 1 ' e
J . J J=1,2,III’N
i#j
) Cp = (c¢) i=0,1,2,...,N
ot = E[U"(wt+1)]
e, = E[U (W, )r 0] i=1,2,...,N

5.6.3. Caonsideracion de N activos arriesgados

Las hipotesis nuevas que hay que afladir a las consideradas en el

apartado 5.3. son:

H.10. Todos los titulos considerados son arriesgados.
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H.11. Las funciones de utilidad consideradas cumplen la propiedad:

___IZE“_F)_.—”+X-~
U!s(ﬁr)

En el caso que se consideren tmicamente N titulos arriesgados, la

relacion entre la rigueza disponible en dos puntos decisorios

consecutivos (t y t+l; t=0,1,2,...,T-1) e5247=
N-1
Moy = ¥ty * 2 Yie (B~ Meenn)
i=1

Al principio del Gltiwo periodo (en T-1) el inversor se enfrenta
ante wn problema de seleccitn de cartera para un (mico periodo y su
objetivo es determinar como debe repartir la riqueza disponible en ese

punto decisorio, uT-l’ para conseguir la maxima utilidad esperada de la

riqueza disponible en T, E[U(ﬁT)]:

Max E[U(H)]
Yir-1
sujeto a

N-1

i = “7—1';1@ 2 YiT-i'(;iT - N"NT)

i=1

o, de modo equivalente,

N-1
Max E{U[“T-x';m + 3 Vg (g - N"m)”

YiT-1 i=1

247Esta relacién se define en el apartado 5.5.3. de la presente Tesis.
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Para resolver ese problewa, cowo en todos los caso tratados hasta

ahora, debe igualarse a cero la derivada

dE[U(H.)] - ~ o
——ee—mn = E|U! (wT)-(n.iT - nm.) vi, i=1,2,...,N-1

¥t

Las funciones de utilidad que contemplanmos en este apartado

cumplen

U (W
__...__(_lir.?__=y+}\-~

U;:(ﬁT)

y, por tanto, la derivada anterior es

dE[U(iL)]

d¥ 1y

= E[-U" " (f) - (i + MEL) - (R = Ry
donde

0 (Hp) - (+ ATl (g - Ay) =
N-1

L USE ["“"' Mpy Ry + D Y.i'r-1(2.iT'~"kr)
j=1

it

jl ' (ziT—ZNT) =

(04 3By Ber) 0 ) (yp = )+ 2 Yy (g = ) 70 ()

N-1
A Y,jT—i'(;‘iT - ;Nr)'(zjr B N"NT)'U”(ﬁr)
J=1

+

J#i
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Se phtiene, en definitiva,

aE[U(i,)]

¥ir-1

-
=

~

o e B[0 (B} (g = )] = Aot B[O () - (R = )] -

_'A.YiT—l'E[U’,(ﬁT)'(;’iT - ;N'r)z] -

N-1

- )"Z YJT_]_'E[U’ ! (ﬁr) ' (R'iT - "NT) ' (NJT = "NT)]
J=1
J#i

Para que esta derivada sea nula debe cumplirse

N-1

A [YiT—i (U (f) (R pmyer) 2143 Yoy Bl (H) (Ry7~yr) (;,j'r”;m” =
j=t
d#i

[

B[O (0] (A )] = Mt B[ () (g ayg o) ]

que, matricialmente, de lugar al siguiente sistema de ecuaciones

3
MAp Vg =" Gy - MW 0Gr

donde

¥ .
‘) YT—l = (Yi_T‘—l) 1=1,2,--.,N—1
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0) QT"]. = (aLJT‘l) i=1,2,-..,N—1; j:l,Q,.,.’N—j_
3ijT-1 = E[U?? (W) (R i) ] iz
qigT-1 = E[U"(”NT)'(;iT_;NT)'(;JT—;NT” 1#J

T“i = (ciT"'l) i=1,2,-.-'N-1

®ir-y = LU () (%)

‘) GT".‘. = (giT"l) i=1,2,...4N-1

Oir-y = ELUT (Wp) (R0 A ir ) ]
La matriz de cuantias optimas es

Yoy = 8Dy 4 MWL cHp

y la cuantia optima que debe invertirse em cada activo i {i=1,2,...,N-1)

en el momento T-1 es:

H
Yipg = #dyp g * Mhyp W, ~ [93]

donde

)by = - oAy e

D, =(d;r,) i=1,2,...,8-1
1 -1
Y Hpg o= - 5 (Bey) 6y

Hry = () 1,2, N
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La maxima utilidad esperada de ﬁ+ se obtiene sustituyendo en

E[U(ﬁ*)] la cuantia invertida en cada titulo en el momento T-1 por la

cuantia éptima que hemos encontrado y la funcidn resultante es la funcion

de utilidad “"derivada” para ﬁT—lg

ey (W_,) = Max E[U(W)] = E[U(@)] =

- N-1
= E{U Uy fyr + 2 Yipey (% - "Nr)” =

i=l1

L . N"l _ . .
= E{“ Meymyp + 2 (wedip g + Mehyp U ) (g - "Nr)j” =

o

L}

N-1 N-1
Agp A2 hi'r-1'(7“i'r - Z}ﬂ‘)]'ﬁl‘-l * “'Z"n—i'(;’ﬂ - ;NT):” [96]
i=1

i=1

En el caso que la funcion de utilidad considerada sea cuadratica

es posible deducir exactamente cual es la funcion £T—1(ﬁf—1)’ posibilidad
que desaparece cuando la utilidad del inversor viene representada por una

funcion logaritmica o potencial.

El inversar, en el mmento T-2 debe decidir cowo reparte su

rigueza, uT—2’ para magimizar E[ET-l(ﬁkhi)] sabiendo gque

N-1

W, = ”T-z';mq + 2 Ying (;'i'l‘-l_;m‘-l)

i=1
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Para ello serd necesario iqualar a cero la derivada

[£r-y (Hpy )]

inT—Q

dy

[lwn) d”“]

iT-2

pero cono de las funciones de utilidad consideradas s6lo conocenos la
relacion entre su priwera vy sequnda derivada, deberemps encontrar wna

relacion parecida para las funciones de utilidad "derivadas”.

Las dos primeras derivadas de la funcion [96] son

dily
|} ey () = E[v’(vfh i ]
~ N-l ~s ~r
= E[U'(ﬁ',;)' I“NT MR P "m)” [97]
i=1

N-1 2
£32, (W) = E[U“(ﬁf;r ["m + A3 by (A - ;m)] ]

i=1

)

£ lg; ["m *A2 gy (g - "NT)] } (98]
# i=1
Si en [98] se considera que

M+ x-ﬁ¥=
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N-1

=4t [ﬁr—f;m + 2 lwdpp gt }“hn-i‘ﬁrq)'(;i'r - ";m)] -

i=1

N-1 N-1
= {"NT A2 by (A - "m')]'ﬁ'm MGE [‘ + 2 dip (g - "m’]

i=1 i=1
. ’ , Fy’ I 3z - .
se obtiene para fT-i(qui) la siguiente expresion:
| N

2
- U () ["N‘r*)"z—-hi'r—z ' ("‘iT"'m)]

i=1

o N-T
A [;NT*’*'ZhiTq ' (;‘iT-;NT)] Byt [“’"Zdi'r-i ' (;‘i'r';m')]
i=1

i=1

|

En el caso que u#0, no es posible dedunir umma relacidin entre

£ (Wp ,) v £77,(W. .} ni tampoco deducir una expresiGn para Y:
(t=0,1,2,...,T-1), por lo que para cada caso particular debera

determinarse la cuantia optiwa de cada activo en la cartera.

5.6.3.1. Casa particular: g = 0

8i w=0, entonces la matriz de cuantias dptimas en T-1, deducida

de [95], es

.3
Ypoy = MWy Bpy
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es decir,

3¢
Yipey = Mhyp g Wry

donde HT—l = (hiT—l) es la misma matriz que la definida para el caso

general.

Si defininos

T et WUREL S E RN R

(miT-‘l) i=1,2,--u,N_1

-1

la matriz de cuantias es

3
Yooy = Wpoy M

y la cuantia 6ptima que debemos invertir en el activo i (i=1,2,...,N-1)

en el monento T-1 es

k3
Yirm1 = Moy Yoy

En este caso particular, la segqunda derivada de la funciéon de

utilidad “derivada"” de ﬁT—l es
N-1
£20 (W) = = ——— B[ (i) [ + X5 b (R - A
To1 My ) = N e it-1" 1 T Mer
“1 1=1

po lo que la relacién entre las dos primeras derivadas de PT_I(NT_I) da

lugar al siguiente cociente:
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er_y (Wp_y)
£ty (Wp_y)

que coincide con el cociente

AN
U”(ﬁT—l)

De esta coincidencia se deduce que £, (W ;) es wna
transformacion lineal de U(ﬁf_l) lo cual implica que estas dos funciones

son equivalentes como funciones de utilidad [fT-i(ﬁT-l) ~ U(ﬁT_l)]. Esta
relacion entre la funcidn de utilidad "derivada” y la original permite
sustituir la primera por la segunda para determinar, en el womrento T-2,

la composicion optima de la cartera del penaltimo periodo.

La equivalencia citada se cumplird para cualquier punto decisorio

t (t=0,1,2,....,T-1)
ft(ﬁt) ~ U(ﬁt)

y, cown consecuencia, para cada periodo es suficiente wmaximizar la
utilidad esperada original de la riqueza disponible al final del wismo
pudiendo prescindir de todo lo que hace referencia a otros periodos que
no sean el que se estd considerando, En definitiva, puede decirse que la
politica miope es la optim si todos los titulos que componen la cartera
son arriesgados y el parametro g de la funcion de utilidad es nulo.

Si en cada periocdo optimizamos la funcidn de utilidad original se
puede generalizar para cualquier t (t=0,1,2,...,T-1) el resultado

obtenido para t=T-1:
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Yt = Wt'Mt
donde
¥* ¥ .
.) Yt = (Yit) 1=1,2,0.:,N
-1
°) Mt = - (ﬁt) .Gt
Mt - (mit) i=1,2,---,N
.) Qt = (ath) 121,2,1--,N; j=1,2,...,N
‘ - 19 ({3 . ~ - n 2
;e = EIUTT (W ) (R~ Mgeay )]
= 19 (1] e — A _ C e
;¢ = B[V (M ) (e~ geen) (Rear ~ Mpea)] 17
‘) Gt = (git) i=1,2,---,“

_ ~ , o~ . .~ - ~2
93¢ = B[O (Wey 1) (i e ~ Meear M

5.6.3.2. Pasihilidad de prestar y lomar prestado

431

En el caso que el inversor pueda prestar dinero o endeudarse, la

relacion entre ﬁ£+1 y W£ (t=0,1,2,...,T-1} tal como se dedujo en el

apartado 9.9.3.2. es
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En el nmomento T-1, el inversor debe decidir como reparte la
riqueza con la gque cuenta en ese nomento, uT—l’ con el fin de wmaximizar

la utilidad esperada de la riqueza en T, teniendo en cuenta que

La condicion necesaria para maximizar la funcion de utilidad

esperada es

aE[U(iL ) ]

d¥iny

Vi, i=1'2,ll"N

Y, para este caso particular, esta derivada tienen la siguiente

expresion

iy

1T—

aE[u ()]

a7y

E[%’(NT) } = E[} U’,(ﬁT)'(F + A'ﬁT)';iT] =
1 .

N
- E{U”(N”T)' [“ A [”r—1 t2 Y,j'r—z';,rr

=—{p+kt\l,r1)E[U”(ur ]+ Y B[ () r2 ]
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N
. . V(I er. on
A ¥iry B[ (W) e jper ]
j=1
J#i

Para que esta derivada se anule se debe cunplir que

N

N ¥y ELUY () ] + EE::YJT-l'E[U"(ﬁf)':iT';JT] -

J=1
J#i

= = (w + AU ) E[U () ]

Matricialmente, el sistema de ecuaciones que resulta es

»*
Afp Yoy =7 (# MUp )G
donde
) ) .
) YT"‘l = (YiT"’i) 1=1,2,---,N
.) Q-r-l = (aiJT-l) i=1’2,---’N; J‘=1,2,---,N
- te {11 .Ng s
a; -y = E[U" (Wp) rig] 1=
= PITE Yor ore c
a; ypoy = E[U (Wp) v yper o] 1#
.) CT"l = (ciT""l) i=1'2l--t,N

Cir-1 = E[U,,(ﬁT)';iT]

Haciendo

433
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-1
) Dy = - (Ap) O

i=1,2,ll.,N

)
1

= (dj7y)
la matriz de cuantias optimas es

* ~
Yooy = (e + MW )oDp

es decir, la cuantia Que debe invertirse en el activo i (i=1,2,...,N) es:

* ~
Yipey = gy (0 MW )

F

la funcion de utilidad “derivada” para Wr_; se obtiene del

siguiente modo:

£y (W) = Max E[U(iL)] = E[U(IT)] -

- N
-~ 3 "~
- E{U Mg+ 2 YiT—l"‘iT]} -

L i=1

a N
= E[U By + (e Nl ) diT—-l';iT]} =

B i=1

01

1}

N
Mpy t D diT—1'”1T]} [1e0]

i=1

N
L4n2 dip g
i=1

Las dos primeras derivadas de esta funcidn son
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)
Vot -l ]
-1

] [101]
N
‘)R (W) = E[U”(ﬁ;)' ll ARSPIL PR

2]
i=1

] [102]

N

= E[U'(ﬁ)- [1 NS diT—l':iT

i=1

p+)\-~

N
Lan2 dip iy
i=1

5i en [1@02] se considera que

N
u+ )"ﬁ: =Mt A [ﬁr-i el ) D diT—l';iT] =

i=1

N

= (2l ) [1 t2 diT-l'riT:l
i=1

la segunda derivada, [102], es

N
ex2y (W) = - W'E[U"(ﬁ)' ll * )"5 Q-1 FiT

|

El cociente entre las dos priwmeras derivadas de la funcidn

[1@3]

fT—l(ﬁT—l)’ teniendo en cuenta [101] y [103] es:
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e (i)

e TUNNC
et () -

De este resultado se deriva que fT_l(ﬁr_l) es una transformacior

lineal de U(ﬁT_l) y como consecuencia podemos actuar en el penultin
periodo waximizando la funciéon de utilidad original. La equivalenci:z

entre la funcidn de utilidad derivada y la funcion de utilidad original

para ﬁT—i [f'r‘-l(ﬁ'l‘—l) ~ U(ﬁr_l)] puede generalizarse para cualquier puntc
decisorio t (t=0,1,2,...,T-1)

£.(W,) ~ u(i,)

pudiéndose concluir gque la politica miope es la aptimm para el caso gque

estamps estudiando.

Si en cada punto decisorioc t (t=0,1,2,...,T-1} podemos prescindir
del futuro y basar la decisitn en las distribuciones de probabilidad y 1:

fuincion de utilidad del periodo considerado, se obtienen los siguiente:

resul tados:
Y= (i 4+ AUW)D
¢ = (u ¢} Dy
vood (ot aU
it = 9 (# t)
donde

»* k :
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*} Dy = - '%"(Qt)*i'ct
D, = (d;,) i=1,2,...,N
)8 = (3 i21,2,0.0,N; J=1,2,...,N
3t = E[U ! (B ) Ty 1=d
2ijt © E[U"(ﬁt+1)';it+1';3t+1] 1#)
‘) €, = (o) i=1,2,...,N

Gi¢ = ELU (W) ) Ps4q]

§5.7. Hedia Geomdlrica y maximizacion directa de Ia funcion de utilidad

lagaritmica

En el apartado 3.7. se definid la Media Geométrica de la

rentabilidad de la cartera para un periodo como

=] n~ q

st+l

MG = I 1 (Rést+1) t=0,1,2,...,T-1
sS=

donde

=1+R

Rét+1 ct+l

vy Rct+1 @s la variable aleatoria que representa la tasa de rentabilidad

de la cartera en el momento t+1 (t=0,1,2...,T-1) que puede tomar S

valores distintos (Rc

probabilidad - SV (s=1,2,...,5).

st+1) cada wo de los cuales tiene asociada wma
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En el miswo apartado 3.7. guedd dempstrado que si la funcién de

utilidad de la rigqueza obtenida al final de w periodo

{en t+1, t=0,1,...,T-1) era logaritmica [U(ﬁt+i) = ln ﬁt+1]’ entonces

maximizar la utilidad esperada equivalia a maximizar la Media Geometrica.

Ahora trataremps de establecer la relacidn del criterio Media

Geonétrica con la maximizacion de la utilidad esperada de la rigueza

disponible en T, [Max E[U(H})]].

Sea248

') 0(iy) = 1n

T-1 . T-1 .
A NO’Q (L +R )= ”0';[;!- Retst

la utilidad esperada de la riqueza final es

[ T-1 . ]
E[U(¥)] = E{ln W TTR! ., } =

T-1 o T-1 .
= E[}n Wy + In I:g.Rét+1 = 1ln Wy + E|ln I l Rét+l] =

2480éase el apartado 35.2. del presente trabajo donde se deduce la

relacion entre ﬁT y Wo.
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In wo

In WQ

In WO

In wo

T-1 T-1
+ E[z In Rét+1] =InW, +> E(ln Rlug) =

t=@ t=0

T-1 ¢ 5

t=0 is5=1

T-1 ¢ &

~ q 1
eSS ) “*]

t=0 ls=1i

En definitiva, si se cumple que

. T™-1 |8 . S
E[U(W,)] =1nW + In § TT-TT (R4, )

t=0 {s=1

entonces Max E[U("WT)] equivale a

S ~ q
st+l
Max l 1 (Rést+1) vt, t=0,1,2,...,T-1
S=

Es decir, el inversor que maximiza periodo a periodo la wmedia
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geométrica de la rentabilidad de la cartera esta uaximizanduf"‘4‘3 la

utilidad esperada de la rigqueza disponible en el momento T. Y com
maximizar la wedia geométrica de cada periodo equivale a maximizar la
utilidad esperada de la riqueza disponible al final de cada uno de

81105250, vuelve a obtenerse la misma conclusion que la obtenida en el

apartado 5.6.2.3. donde, con un caracter was general, se dedujo que para

funciones gque cumplian

U (i) i
Uu(ﬁT)

la politica miope es la dptima siempre.

fintén, Bosch, Martinez de Albéniz, HNausirat vy Romero”- !

consideran que el objetivo perseguido al utilizar la Media Geométrica
como criterio de seleccion de carteras es el de obtener el maxrim
crecimiento esperado de la rigqueza, lo cual no estd en contradiccion con
el sefalado por nosotros puesto que al maximizar el crecimiento se esta
maximizando la riqueza en T y cuanto mayor sea ésta mayor sera también la
utilidad obtenida de ella (preferencia por la riqueza). Los autores

sefialan, en coincidencia con nuestros resultados, que

249Esta conclusion coincide con la obtenida por Elton y Gruber en sus

traba jos:
E.J.ELTON-M.J.GRUBER, "On the Maximization of the Geometric Mean with

Lognormal Return Distribution”, M.S., 1974 b), pp.484-483.
E.J.ELTON-M.J.GRUBER, op. cit., 1974 a), pp.232-237.

25@Véase el apartado 3.7.3. del presente trabajo donde se demuestra esta
conclusion.
251a.amm LOPEZ ~ M.BOSCH PRINCEP - F.J.MARTINEZ DE ALBENIZ SALAS -

N.M.NAUSIRAT - #.J.m SANTO-TOMAS, "Seleccion de Cartera: el enfoque
de la Media Geométrica”, articulo no publicado, 1990, pp.3-6.
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...dado un horizonte wultiperiddico, la cartera que
maximiza la media geométrica en cada periodo es la que
produce el crecimiento waxiwo esperado de rigueza.

Asimismo, la maximizacién de E[U(ﬁT)] donde U(ﬁr) = 1n ﬁT es
consistente con la maximizacidn de wna funcion de utilidad esperada de la

rentabilidad para el conjunto de T periodos:

Max E[U(R)]

donde
) U(Ry) = tn K,
. T-1 ~
‘) RT = I:g (L + Rct+1).

De hecho,

T-1 ~
E[U(ﬁr)] = E[Iln ﬁr] = E{ln[wo-m (1 + Rot+1)” =

~1 ~ . -
= 1n Wy + E{ln[g (1 + Rctﬂ)“ = In Wy + E[1n K] = In Wy + E[U(K})]

de donde se desprende que maximizar E[U(ﬁr)] equivale a wmaximizar

E[U(R)], conclusitn que tawbién obtienen Elton y Gruber"2,

252, 7. ELTON-M.J.GRUEER, op. oit., J.B., 1974 a), pp.237-239.
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