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2. MESURES CONTINUES DE FORMA: CShM

1. Introduccio a les Mesures continues de forma

Un cop introduides les mesures de semblanga (i dissemblanga), aquest treball se centra
en ’estudi d’algunes de les funcions més emprades dins la Teoria de les Mesures de
Semblanca i Dissemblanca. En concret, en aquest capitol s’analitza una eina per a I’estudi
estructural de compostos quimics: les mesures continues de forma (CShM). Com ja s’ha
esmentat en el capitol anterior, les CShM representen una mesura que descriu les
caracteristiques geometriques d’una determinada estructura quantificant la seva dissemblanca

respecte una certa estructura de referencia.

Es vol remarcar aqui que les CShM poden servir de gran ajuda a 1’hora d’obtenir una
descripcio estructural el més acurada possible dels objectes, que en aquest cas seran
molecules o, de forma més general, conjunts d’atoms. Com a mesures de dissemblanca
geometriques i discretes, i com es veura al llarg de tot el treball, les CShM proporcionen una
mesura continua i numerica de la dissemblanga entre un objecte donat i un altre amb una
determinada forma de referencia, i proporcionen de manera immediata la distorsid necessaria
d’aquest darrer per obtenir I’objecte estudiat. Com a tals, les CShM han resultat ser una eina
molt Gtil en la descripcid geometrica d’estructures moleculars. La mesura continua de forma
respecte diferents poliedres de referéncia permetra determinar quina és la descripcid
geometrica més acurada de I’objecte problema. A més, I’is de les CShM permetra una
classificacid sistematica de grups d’estructures i també sera 0til per identificar, en alguns

casos, certes relacions entre estructura i propietats.

D’aquesta manera, un cop s’hagi introduit la definici6 de les mesures continues de
forma, les expressions matematiques relacionades, aixi com totes les eines que se’n deriven i
el llenguatge adient per a descriure-les, s’utilitzara tot aquest material per a I’estudi de
compostos amb estructures que geometricament es poden representar mitjancant poliedres de
7 1 8 vertexs. Per altra banda, també s’utilitzaran les CShM en un exemple d’estudi estructural
al llarg d’un cami de reaccid, alhora que es veura com les eines que se’n deriven poden servir
per definir la coordenada de reaccio i aporten una descripcio acurada dels canvis estructurals

al llarg d’una reaccid. Aquesta part més aplicada, a més del contingut en si de I’estudi dels



diferents compostos, vol mostrar, d’una manera sistematitzada, quina pot ser la manera

d’aprofitar la informacid que proporcionen les CShM.

2. Metodologia de les CShM

Abans de passar a descriure les expressions que defineixen les CShM és necessari
introduir, de manera breu, la nomenclatura que es fara servir per descriure el conjunt

d’objectes matematics emprats.

L’estudi de les propietats de forma amb les CShM es limita a objectes com ara els
poligons, poliedres o estructures moleculars mitjancant un conjunt finit de punts que
corresponen als vertexs o a les posicions dels nuclis atomics. De manera general, per fer
referéncia a un objecte format per N punts, s’emprara una lletra en majlscula i en cursiva. Per
assignar algunes de les seves representacions a I’espai s’utilitzara una lletra majtscula i en
negreta, que fara referéncia a la matriu corresponent als vectors columna de les coordenades
cartesianes que defineixen les posicions (en aquella representacid) dels seus punts. Per
identificar el conjunt de punts que formen 1’estructura s’usara una lletra mintscula i en
negreta i representaran la forma matematica de vectors columna. Generalment aquests aniran
etiquetats per un subindex que fara referencia a 1I’ordenacid de punts dins 1’estructura. Aix{i
per exemple, un determinat objecte Q, es pot representar per la disposicid a 1’espai descrita

per Q, amb els punts definits pel conjunt {q, } (equacio 2.1).

d1x 492x -+ 4Nx
Q=(q1.92:-n)=| q1y 92y - qny (2.1)
1z 4927 - 4Nz

Dues possibles representacions de Q com ara Q i Q’, diferiran entre si per la posicid i
I’orientacid en I’espai, aixi com en la mida relativa i estaran relacionades per un vector de

traslacid t, una matriu de rotacid R i un factor d’escala A (equacid 2.2).

Q'= ARQ +t 2.2)

A més d’aquestes diferents representacions per un mateix objecte, també s’han de

considerar aquelles representacions resultants de diferents ordenacions dels punts, o sigui, de



quin sigui I’ordre en que s’etiqueten els N punts que formen Q.

2.1 Definicid

Les mesures continues de forma proposades per Avnir i altres'"’ permeten avaluar
numericament quina és la desviacid d’una estructura respecte d’una forma de referencia. La
mesura continua de forma de 1’estructura problema Q formada per un conjunt de N punts
caracteritzats pels vectors de posicid {q,}, relativa a un objecte donat P, amb una forma

determinada que es pren com a referencia, es defineix com:

N
Z|qk pk
=

S(O,P)=min*s———

2 q0|

.100 (2.3)

on {p,} és el conjunt de vectors de posicid dels punts corresponents a I’objecte de referencia
P 1 q, és el vector de posicid del centre geometric de I’estructura problema Q. Per obtenir el
valor de la mesura s’ha de minimitzar I’expressid 2.3 respecte totes les possibles: a) posicions
en I’espai dels dos objectes, b) orientacions relatives en 1’espai, c¢) relacio entre la mida de Q i
P, i d) tots els possibles aparellaments entre els punts dels dos objectes, de referencia i

problema.

A partir de la definici6 anterior per les CShM, es diu que Q i P tenen formes identiques
si només difereixen en la mida, la posicid i I’orientacid en I’espai. En aquest cas el valor de la
mesura S(Q,P) sera zero. Com més gran sigui el valor de S(Q,P), més diferencies hi haura
entre la forma dels dos objectes i es diu que 1’estructura problema Q té menys contingut de la
forma de referencia P. Evidentment, ates que per definicio S(Q,P) = S(P,Q), com més gran
sigui la mesura també es pot interpretar com que I’objecte P té menys contingut de la forma
Q. Amb la definicid 2.3, el valor maxim que es pot obtenir per a les CShM és 100, i correspon
al cas hipotetic en que els N punts de 1’estrucura problema Q es trobin tots ocupant la mateixa

posicid en I’espai.

El calcul de la mesura continua de forma d’una certa estructura Q respecte una

estructura de referencia P implica coneixer quines son les coordenades per als punts de



I’estructura de referencia que minimitzen 1’expressid de 1’equacid 2.3. Per fer-ho, caldra
trobar les operacions de traslacid, rotacid i escalat que s’ha d’aplicar a I’estructura de
referencia (per a més detalls, vegeu 1’Annex A). Finalment, s’haura de repetir aquest
procediment pels diferents aparellaments entre els punts de les dues figures que comparem,

per tal de prendre aquell que porti a un valor minim de la mesura.

Per tenir una idea una mica més clara de com es realitza un estudi estructural amb
I’ajuda de les CShM es mostra, com a exemple, el contingut de triangle equilater dels dos

triangles de la figura 2.1.

Figura 2.1. Triangles no equilaters pels quals en mesurem quin és el seu contingut de

forma respecte el triangle equilater.

Visualment s’intueix que el triangle de I’esquerra s’assembla bastant més a un triangle
equilater que el de la dreta. Per al primer dels triangles s’obté un valor considerablement petit
(~1.58), mentre que per al segon s’obté un valor forca gran (~19.07) per a la mesura de forma
de triangle equilater. El valor més petit en el primer dels triangles indica que la seva forma és
molt més propera a la d’un triangle equilater que no pas el segon, tal com s’intueix de manera

qualitativa.

A T’hora de caracteritzar la geometria d’un determinat objecte Q, es pot calcular la
CShM d’aquesta respecte diverses estructures de referencia. Per exemple, i per estructures
relacionades amb entitats quimiques, per a un compost amb un atom central tetracoordinat es
poden realitzar les mesures respecte el tetraedre S(Q, T,), el pla quadrat S(Q, D,;) o respecte el
cavallet S(Q, Sw) (1). Aquestes mesures donaran una idea de la proximitat de I’estructura

problema respecte cadascuna de les estructures de referencia.
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2.2 Mapes de forma

Una manera d’interpretar la informacid obtinguda a partir de les CShM és la construccid
de mapes de forma. Els mapes de forma son la representacid per a un conjunt d’estructures
problema de la mesura respecte una certa forma de referencia en funcid de la mesura respecte
una segona estructura de referencia. D’aquesta manera, per al cas d’estructures
tetracoordinades, es pot, per exemple, representar el mapa S(D,,) en front de S(T,). A la figura
2.2 es mostra, com a exemple, un mapa de forma d’aquest tipus per a compostos de metalls de
transicid tetracoordinats, amb més de 13000 estructures ML, obtingudes de la base de dades
estructural de Cambridge (CSD).”! Al mapa de la figura, el punt (0, 33) correspon al tetraedre

perfecte, mentre que el punt (33, 0) correspon al quadrat perfecte.

T
0 10 20 30 40
S(ML,, Ty)

Figura 2.2. Representacio d’estructures de complexos de metalls de transicio
tetracoordinats en un mapa de forma tetraedre/quadrat (T4/Dyy,).

En aquest mapa es pot veure que sembla haver-hi un minim inferior (angle inferior
esquerre del mapa), a partir del qual no s’obtenen estructures experimentals. Partint d’una de
les estructures de referencia, per exemple el tetraedre, es pot interpretar aquest limit com la
disminucid maxima en la mesura de D,, per a un augment donat en la mesura de 7. Dit d’una
altra manera, indica quina és la distorsid que s’ha de seguir a partir del tetraedre per apropar-

se al quadrat perdent la forma tetraedrica de manera més rapida. Evidentment, aquest mateix



raonament es pot realitzar partint de la posicid de la geometria planoquadrada. Aquest limit
no és simplement una caracteristica de I’exemple considerat, sind0 que apareix en qualsevol
dels mapes de forma que es poden representar entre dues estructures de referencia, cosa que ja
s’havia comprovat empiricament en la representacidé de mapes de forma per a compostos de
metalls de transicid hexa” o heptacoordinats per diferents formes de referencia
considerades. Tot aixo fa pensar que aquest limit representa una caracteristica intrinseca dels

mapes deguda a la definicid de les CShM 1 a la representacio d’aquestes als mapes de forma.

Per altra banda, alguns camins d’interconversio entre dos poliedres ideals P i T, com el
cami de planaritzacid entre el tetraedre i el pla quadrat (2), la pseudorotacio de Berry per als
complexos pentacoordinats (3) o el gir de Bailar entre 1’octaedre i el prisma triangular (4)
també es poden representar als mapes de forma de les estructures de referencia corresponents,
1 hi apareixen formant corbes com la de la figura 2.3, que coincideixen amb el limit obtingut

en la representacid d’estructures experimentals.

planaritzacio Doy

pseudorotacio de Berry C,,
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Figura 2.3. Cami d’interconversid entre dos poliedres P i T en el mapa de forma
corresponent a les dues estructures P i 7.

En general, a partir de dues estructures de referencia P i T amb el mateix nombre de
punts, i el conjunt d’estructures intermedies X caracteritzades per les mesures de forma S(X,
P)1S(X, T), es defineix el cami de minima distorsio entre P i T com aquell que pren el minim
valor de S(X, T) per un determinat valor de S(X, P) en I’interval 0 < S(X, T) < S(X, P). Les
corbes que representen els camins de minima distorsio als mapes de forma tenen les propietats
segilents, independentment del nombre de vertexs dels poliedres i de quins siguin els

poliedres considerats:

(i) Les mesures de forma relatives entre dues estuctures de referencia son identiques
(S(T, P) = S(P, T)) i es poden associar a una constant k,; que caracteritza la

relacid entre les dues formes (equacio 2.4).

kyr = [S(P.T) = S(T,P) (2.4)

@i1))  El punt (0, 0) no esta definit al mapa de forma. Aquest punt no té sentit si les dues
estructures de referencia no so6n la mateixa, ja que significaria que una
determinada estructura té la forma de les dues estructures de referencia a la

vegada.



(iii)  Només hi ha un punt permes a cada eix de coordenades, perque la distancia d’un
poliedre de referencia (mesura de forma igual a zero respecte un dels poliedres de
referencia) respecte ’altre poliedre de referencia (la segona mesura de forma) és

Onica.

Aquestes caracteristiques permetran, més endevant, posar en una mateixa escala
diferents camins de minima distorsid (com els corresponents als models que es mostren a 2-
4), mostrant que el comportament dels camins de minima distorsid és una caracteristica
general que no depen de quines siguin les estructures de referencia. A partir d’aqui,
s’intentara veure com la defincio feta per a les CShM (equacid 2.3) determina quina és
I’expressio dels camins de minima distorsid. També es veura com I’expressio analitica que
s’obté per als camins de minima distorsi0 s’ajusta, en molts casos, als models moleculars

emprats habitualment per la interconversio entre dos poliedres (2-4).

La definicid dels camins de minima distorsio, conjuntament amb 1’obtencid de la seva
expressio analitica, permetra definir la distancia d’una determinada estructura a un cami de
minima distorsio. D’aquesta manera s’obtindra una nova eina en la descripcio (continua) de la
geometria molecular, ja que es podra descriure cada estructura a partir de les mesures respecte
diverses estructures de referencia, pero també es podra interpretar quina és la distorsid que

segueix, a partir de les desviacions respecte els possibles camins considerats.

Finalment, s’introduira una nova variable, la coordenada generalitzada
d’interconversio, que servira com a coordenada monodimensional per definir el grau

d’interconversio en un cami de minima distorsio.

2.3 Calcul de les CShM

Alguns dels passos que formen el procediment per a I’obtencid de les CShM"' son
fonamentals per poder deduir i entendre I’expressio analitica corresponent als camins de
minima distorsio en termes de les mesures continues de forma i per aquest motiu es detallen

en aquest apartat.

L’objectiu en el procediment del calcul de les CShM és 1’obtencid de les coordenades

{p.} del poliedre ideal P que es troben més properes a una certa estructura distorsionada Q



amb els punts a les posicions definides pels vectors {q,} (veure I’annex A per una descripcio

més detallada). D’aquesta manera es pot calcular el valor de CShM a partir de I’equacid 2.3.
L’algorisme que se segueix per al calcul de les CShM és el segiient:

1. Se centren tant I’estructura de referencia com el poliedre problema situant els seus
centres geometrics a ’origen de coordenades.” Es pot demostrar que, un cop s han
col-locat les estructures a 1’origen de coordenades, no sera necessaria cap altra

traslacio en la minimitzacid de la distancia entre punts de les estructures (veure annex

A).
3N 3N 2
2. Es normalitza la mida de les dues estructures: Zqi = Z( p; ) =N (2.5)
k=1 k=1

on N és el nombre de punts d’ambdues estructures.

3. S’aplica una rotacio sobre P’ que minimitzi les distancies entre els punts de les dues
estructures: p', = Rp),on R és una transformacio6 unitaria (matriu 3 x 3) que

minimitza la distancia entre punts.

3N
4. Es defineix la funcio de distancia:  d* = (q, - p.) (2.6)

k=1
5. S’aplica un factor d’escala isotropic, Ay, a les coordenades {p’,} del poliedre de
referéncia, per tal que tingui una mida que minimitzi la distancia entre punts que
s’anomenara 0. D’aquesta manera, les noves coordenades seran: p, =A,p', ila

distancia:

o’ = Z(qk - Pk)2 2.7)

6. Es repeteix aquest procediment per a tots els possibles aparellaments entre els punts
dels poliedres de referencia i problema, per escollir aquell que proporcioni el valor

minimdedi o

El valor minim de ¢, considerant la normalitzacid feta (equaci6 2.5), dona el valor de la

mesura de forma de Q respecte P (equacio 2.8).

S(Q,P

_o'(@.p)
)= v 100 (2.8)



2.4 Hiperesfera de formes i camins de minima distorsid

En aquest punt es dedueix 1’expressio analitica corresponent als camins de minima
distorsio en termes de les mesures continues de forma. Amb aquest fi, s’ha de notar que la
normalitzacid de les estructures (equacid 2.5) es pot interpretar com 1’equacié d’una
hiperesfera de radi JN centrada a I’origen de coordenades en un espai de 3 N dimensions, de
la mateixa manera que en I’espai tridimensional I’equacié d’una esfera és x> + y* + z° = 1.
Aixi, les diferents representacions centrades 1 normalitzades tant de 1’estructura problema Q
com de I’estructura ideal P, es poden considerar com a punts situats sobre la hipersuperficie
esferica de 3N-1 dimensions i de radi ~/N . Qualsevol de les representacions de P (segons les
possibles orientacions a 1’espai) resultants de I’aplicacié d’una operacid unitaria i també tenint
en compte les possibles permutacions de punts, continuaran estant sobre aquesta

hipersuperficie, igual que qualsevol estructura centrada a l’origen de coordenades i

normalitzada segons 1’equacio 2.5.

Es consideren ara dues estructures normalitzades i centrades, T” i P, en les que es
minimitza la funci6 de distancia (d”) aplicant una transformacio unitaria sobre P°’ per obtenir
la representacid de P més propera a T’, que es representa com P’. Aquesta situacid es pot
representar graficament a través de la seccid circular de I’hiperespai 3N dimensional que

compren els dos punts corresponents a les dues estructures més 1’origen de coordenades (S).

Aquesta representacio permet veure que 1’aplicacid del factor d’escala que passa de P’
(estructura normalitzada i amb la millor superposicié amb T’) a P representa una disminucio
en la distancia amb T’. A més, es pot deduir que A, ha de ser menor que 1 per la
minimitzacid de o°. També es pot definir 6,; com I’angle de la seccid entre els vectors
corresponents a T”ia P’ (o P). D’aquesta manera, és possible redefinir les dues funcions

distancia a partir de 1’angle de la secci6 (equacions 2.9 1 2.10).



T.P
§in,, = o(r.P) (2.9)

JN

o’(T,P)

d*(T,P)=2N|1—,]1- =2N(1-cosb,,) (2.10)

Per tant, es pot entendre la mesura continua de forma entre dues estructures (P i 7T), com
la mesura de 1’angle que formen els seus vectors en 1’espai 3N dimensional. Aix{, a partir de

I’equacid 2.8, s’expressa la mesura de forma com:

S(T,P)=100sin>6,, (2.11)

El valor maxim de la mesura (S(7, P) = 100) es correspondra a I’angle maxim en
I’hiperespai (0,, = /2 ), mentre que quan les dues estructures tinguin la mateixa forma, S(7,

P)=0i0,,=0.

A partir d’aquesta nova interpretacid de les CShM, i recuparant la definicio feta pels
camins de minima distorsi0, el conjunt d’estructures Q que recorren el cami de minima
distorsiod entre les estructures P’ 1 T’, seran aquelles que es trobin en la seccio circular de la
hiperesfera entre P’ i T’. El cami de minima distorsid és aquell en que per a cada valor de
S(Q, P) el valor de S(Q, T) pren el seu valor minim, per tant, sera aquell en que per a cada
valor de I’angle entre P i Q, prengui el valor minim de 1’angle entre T i Q, i precisament

aquesta €és una manera possible de definir I’arc de la seccid circular entre P’ 1 T’ (6).

dQm @

La condicié que hauran de complir el conjunt d’estructures Q que defineixen el cami de
minima distorsid entre P i T sera que la suma dels angles entre Q i P i entre Q i T, haura de

ser constant i igual a I’angle 0.

a+B=6,, (2.12)

D’aquesta manera, si es recuperen les relacions trigonometriques entre els angles i les



mesures de forma, s’obté una expressio analitica per al cami de minima distorsio entre P i 7.

S(Q.P) S(Q.T)

arcsin + arcsinT =0,, (2.13)

També es pot establir la relacid trigonometrica entre la constant de forma kp; (equacid

2.4) 1 I’angle de minima distorsio Op.

kyy = [S(P.T) = /S(T,P) = 105in6,, (2.14)

A partir d’aquesta expressio €s possible obtenir el valor de la constant de forma i I’angle
de minima distorsio per a una gran varietat de poliedres. A les taules de I’annex B es mostren
els valors corresponents a les constants kp; i als angles 0, per a poliedres amb un nombre
entre quatre i vuit vertexs i amb un atom central. En aquells casos en que 1’atom central es
troba al centre geometric del poliedre, les constants son les mateixes que per al poliedre sense

atom central.

A I’annex B es mostren també els valors corresponents a les constants d’interconversiod
entre les estructures de cadenes lineals equiespaiades i els poligons o poliedres amb el mateix

nombre de vertexs.

En el cas de poliedres altament simetrics, I’angle de minima distorsio 0, que s’obté a
partir de la mesura de forma relativa entre P i 7T, es pot determinar a partir de parametres
geometrics. Aquest és el cas de la interconversio entre el tetraedre i el quadrat.”’ A més, aixo
ajuda a entendre perque s’obté el mateix valor de la constant k,; entre diferents parelles de
poliedres, com és el cas de la constant entre el quadrat i el tetraedre, i entre I’octaedre i

I’hexagon.

2.5 Camins de planaritzacid, de Berry i de Bailar: models moleculars i dades experimentals

En aquesta seccid s’analitzen tres models moleculars corresponents a tres dels
mecanismes d’interconversid més comuns, definits en termes de distorsions angulars. Es
veura com aquests models son, de fet, camins de minima distorsid entre els diferents
poliedres, i que per tant, en el mapa de forma entre els dos poliedres, els punts obtinguts amb

el model molecular i el cami obtingut de I’expressio analitica (equacid 2.13) coincideixen



exactament. A més, es veura com aquests camins representen correctament la distorsid
seguida per diferents families de compostos. Aquests tres camins son: la planaritzacid (2) per
a la interconversio entre el tetraedre i el quadrat, la pseudorotaci6 de Berry (3) per a la
distorsid entre la bipiramide triangular i la piramide quadrada, i el gir de Bailar (4) per al cam{
entre I’octraedre i el prisma triangular. Per a cadascun d’aquests camins s’han representat
I’expressid corresponent al cami de minimia distorsid en un mapa de forma normalitzat, on
les mesures de forma estan dividides per k,, (figura 2.3). Als mapes de forma normalitzats

les dues estructures de referencia apareixen als eixos del mapa als punts (1, 0) i (0, 1), i estan
unides pel cami de minima distorsid. D’aquesta manera, la representacid del cami de minima
distorsid en un mapa de forma normalitzat és sempre la mateixa independentment del nombre

de punts de les estructures de referencia i de quines estructures es tracti.

Als mapes de la figura 2.4 també s’hi han representat els punts corresponents a les
parelles de mesures de forma d’un conjunt d’estructures del model molecular que permet
passar d’una estructura de referencia a I’altra. Es veu com la correspondencia entre els camins

analitics i els punt corresponents als models moleculars és perfecta.

1.0 1.0 1.0
(a) Planaritzacid ] (b) Berry ] (c) Bailar
0.5 0.5 0.5
00— 00— (Y E—————
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0

Figura 2.4. Mapes de forma normalitzats amb el cami analitic de minima distorisio
(equacid 2.13, linies continues) i els camins calculats per a models moleculars (cercles)
per (a) interconversio de planaritzacid 2 entre el tetraedre i el quadrat, (b) pseudorotacid
de Berry 3 per la interconversio entre la bipiramide triangular i la piramide quadrada i (c)

gir de Bailar 4 entre I’octaedre i el prisma triangular.

Les expressions analitiques per als camins de minima distorsio en termes de les mesures
de forma poden ser atils per a 1’analisi estereoquimica de diferents families de compostos. A
més, és interessant poder disposar de les estructures moleculars (coordenades atomiques) al
llarg d’aquests camins. En el calcul de les CShM, un cop s’ha obtingut el poliedre P més
proper a Q, on cada atom de P es compara amb un atom determinat de Q, és possible obtenir

els vectors desplacament q, —p, (equacio6 2.7). El cami de minima distorsi0 es correspondra



al conjunt d’estructures al llarg dels vectors desplacament i es podran obtenir un conjunt
d’estructures en el cami de minima distorsio escalant el vector de desplacament amb un factor
entre 0 1 1. Com a exemples, a la figura 2.5 es mostren un seguit d’estructures obtingudes amb
aquest procediment per als camins de minima distorsio entre el cub i la bipiramide hexagonal,

el prisma triangular i I’hexagon, i el tetraedre 1 el quadrat.
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Figura 2.5. Estructures que es troben als camins de minima distorsio entre (a) el cub i la
bipiramide hexagonal, (b) el prisma triangular i I’hexagon, i (c) el tetraedre i el quadrat,
obtingudes a partir de les mesures de forma.

Per veure que els camins de minima distorsid poden ser ftils en la descripcid de la
geometria per a diferents families de compostos, es representen en els mapes de forma
normalitzats les mesures de forma per a la primera esfera de coordinacid per a diferents
families de compostos de coordinacié (figura 2.6). Es pot veure que els tres conjunts
d’estructures analitzades apareixen distribuides al mapa seguint els camins d’interconversio,
cosa que suggereix que la minima distorsio i els camins de baixa energia proposats pel
principi de correlaci6 estructural” (““ ...si podem trobar una correlacié entre dos o més
parametres independents que ens descriguin [’estructura d’un determinat fragment en
diferents entorns, llavors la funcio de correlacio es correspon a un cami de minima energia

en l’espai paramétric corresponent”) son coincidents en aquests casos.
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Figura 2.6. Camins de minima distorsié analitics (equacid 2.13, linies continues) en els
mapes de forma normalitzats per a tres camins d’interconversid, juntament amb dades
experimentals: (a) cami{ de planaritzacid i dades experimentals corresponents a complexos
tetracoordinats de ions metal-lics d’ i compostos tetranuclears de Cu (cercles), (b) cami de
Berry amb complexos pentacoordinats homoleptics i (c) cami de Bailar amb complexos
hexacoordinats amb lligands alquil, tiolat, tris(bidentats) i encapsuladors.

2.6 Coordenada generalitzada d’interconversid poliedrica

Un cop descrites les principals caracteristiques matematiques relacionades amb els
camins de minima distorsi0, s’introdueix un nou terme, que permetra definir una variable
monodimensional que permeti identificar les estructures al llarg del cami de minima distorsiod

entre PiT.

Qualsevol estructura Q que pertanyi al cami de minima distorsio entre dues formes P i
T donades, queda descrita de manera univoca en termes de les seves CShM relatives a les
dues formes de referencia, S(Q, 7) i S(Q, P). Com s’ha vist en 1’apartat anterior, el cami de
minima distorsio es correspon a I’arc en I’hiperesfera de formes (7), i la distancia d’un punt
corresponent a 1’estructura Q al llarg del cami respecte els dos extrems es pot mesurar a partir
dels angles o(Q, T) i a(Q, P), respectivament; o per les distancies relacionades (CShM) a

partir de I’equacio 2.15.

S(Q,T)=100sin’ o(Q,T ) (2.15)

Tenint en compte que la suma dels dos angles per a qualsevol punt del cami és una
constant donada per la forma dels dos poliedres de T i P (equaci6 2.16), es pot descriure la
posicio relativa al llarg del cami que porta de T a P per la fraccio del cami angular definida en
I’equacid 2.17. La posicid relativa pel cami en sentit invers (de P a T) es pot derivar a partir

de la mesura S(Q, P).



a(0.T)+a(Q,P)=6,, (2.16)

q)Q(TaP):lOOa(Q’T):100arcsin & (2.17)

PT PT 0

La coordenada corresponent a la fraccio de cami entre T i P, definida a 1’equaci6 2.17,
s’anomena coordenada generalitzada d’interconversid poliédrica,l® i té les segiients

propietats a tenir en compte:

(i) Estadefinida només per a estructures al llarg del cami de minima distorsio.

(i1))  Dona una mesura percentual del grau d’interconversio entre el poliedre T i el P.
(iii))  El cami directe i I’'invers estan relacionats per la inversio.

(iv)  Dona una mesura clara per descriure el cami d’interconversio per a qualsevol parella de
formes T i P considerades, independentment del seu nimero d’atoms i de la distancia

entre elles.

Aquesta coordenada servira per descriure I’evolucid de les estructures al llarg del cami i
per definir de manera general el grau d’interconversio entre dos poliedres independentment de

quines siguin les estructures de referencia.

2.7 Avaluacid de la desviacid respecte un cami

En alguns casos, a I’hora de descriure una determinada estructura, pot ser interessant
assignar quina és la seva desviacid respecte un cami entre dues estructures de referencia, cosa
que pot ajudar a determinar fins a quin punt és legitim associar una estructura amb el cami. En
aquest sentit es defineix la funci6 de desviacido A(P, T) d’una estructura X respecte el cami de

minima distorsid entre P i T a partir de I’equacid 2.18.



= ——| arcsin + arcsin

A(P,T) ! i —"S(l)é’P) i —“S(l);’T) -1 (2.18)

D’aquesta manera, per a les estructures que es trobin al cami de minima distorsi0 entre
PiT s’obté A(P,T)=0,mentre que per a la resta d’estructures s’obtenen valors positius i
més grans com més allunyades es trobin del cami. Com a exemples de I’aplicacid de la funcio
de desviaci0, s’han calculat la desviacid de les families de compostos de les figures 2.6a, 2.6b
1 2.6¢, respecte els camins de planaritzacid, de Berry i de Bailar, respectivament. Els resultats
(figura 2.7) indiquen que tant els compostos tetracoordinats com els hexacoordinats es troben
tots molt propers al cami de minima distorsi0, mentre que els complexos pentacoordinats
estudiats no representen de forma tan acurada el cami de Berry. Per al cas del gir de Bailar,
també es presenten les desviacions respecte els poliedres de referencia (octaedre i prisma
triangular) (figura 2.7b). Comparant els dos histogrames es pot veure com un nombre
important d’estructures no es pot classificar ni com a octaedre ni com a prisma triangular i

que, per tant, la millor manera d’interpretar-les €s a partir de la interconversio entre els dos.
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Figura 2.7. Distribuci6 de les desviacions dels camins per les dades experimentals de les
figures 2.6a, 2.6b i 2.6¢c (esquerra). Mesures de forma normalitzades per als complexos

hexacoordinats relatius a 1’octaedre i al prisma triangular (dreta).



Aquest és un exemple de com la funci6 de desviacid pot ajudar a 1’hora d’assignar un
conjunt d’estructures a una determinada distorsio entre dos poliedres de referencia definida
pel cami de minima distorsid corresponent a la seva interconversio. Per altra banda,
I’experiencia obtinguda en 1’analisi de diferents grups d’estructures diu que aquelles
estructures amb valors de A inferiors a 0.1 es poden descriure, de manera prou acurada, com a

estructures que segueixen la distorsid corresponent al cami estudiat.

3. Conclusions

En aquest capitol s’ha fet una descripcid de les caracteristiques principals de les
mesures continues de forma. També s’ha introduit un conjunt d’eines i expressions
matematiques (tils per manipular i interpretar la informacio estructural provinent d’aquestes
mesures. S’ha mostrat quin és el significat tant del valor de la mesura com de les diferents

variables introduides, a més de les relacions matematiques entre elles.

En definitiva, s’han assentat les bases que conformen una metodologia potent i
compacta en I’estudi de la forma associada a un conjunt de punts en un espai tridimensional, i

concretament pensada per a ’analisi d’entitats moleculars.

Evidentment, les CShM representen una mesura més dins la Teoria de les Mesures de
Semblanca i Dissemblanca. Dins el conjunt de mesures, les CShM es classifiquen com a

mesures de dissemblanga, de forma, geometriques i discretes.

Tot i que des d’un punt de vista teoric s’han presentat i desenvolupat a fons les CShM,
per adonar-se realment de la seva utilitat, per adquirir una millor comprensio i per veure
clarament quin és el seu potencial com a descriptors de les propietats estructurals dels
objectes formats per un conjunt de punts, és necessari fer alguna aplicacid concreta. Els dos
proxims capitols se centren en I’estudi de compostos quimics que presenten estructures amb 7
i 8 vertexs. Aquests estudis, a més de la informacid que aporten referent al conjunt de
compostos estudiats, ens faran que s’entri de ple en 1’aplicaci6 de la metodologia derivada de

les CShM, i permetran copsar la gran versatilitat d’aquestes en estudis estructurals.



4. Annexes

Annex A. Algorisme per al calcul de la CShM

La mesura continua de forma (CShM) esta definida com el minim d’una funci6

distancia entre I’objecte de referencia i I’objecte problema definits per conjunts finits de

punts. De fet, la mesura continua de forma és la desviacid normalitzada per minims quadrats

de I’estructura ideal més propera amb una determinada forma. D’aquesta manera es defineix

el valor de la mesura de forma respecte una certa estructura ideal com:

S(Q,P)=mint—— 100 (A.1)

On el conjunt {q,} representa les coordenades del conjunt de punts de la figura

distorsionada, {p,} dels punts de la figura ideal, q, és el centre geometric de la figura

distorsionada i N el nombre de punts.

El problema que s’haura de resoldre és trobar la figura ideal P que més s’aproxima a

I’estructura distorsionada Q, i que per tant minimitza el valor designat per S. El procediment

seguit per trobar el valor de la CShM és el seguent.

1.

Se situen els centres geometrics de la figura ideal 1 de la figura distorsionada a I’origen
de coordenades. D’aquesta manera p, = q, = 0. En principi, aquest pas només és una
manera arbitraria d’escollir I’origen de coordenades, tot i que més endavant es veura

que és una bona eleccio.

Es normalitzen les dues estructures de tal manera que:

Yal=Y(pl) =N (A2)

A partir d’aqui s’ha de trobar la figura P que minimitzi la distancia amb la figura
distorsionada a partir de la figura ideal inicial P° (centrada i normalitzada). La figura

ideal final tindra la forma general:



P=ARP’ +t (A.3)

on A és un escalar que s’anomena factor d’escala, 1 que és un terme que dona compte
de la mida de la figura ideal més propera, R és la matriu associada a una transformaciod
unitaria, concretament sera una matriu de rotacid 3x3 que determina I’orientacio de P
al’espai i t &s un vector de traslacio. Per tal de minimitzar la funci6 de la distancia, J,

(equacio A.4) entre les dues figures s’hauran de determinar A, Ri t.

N N
7=Ya-p.[ =Y |a, ~(ARp +t)[ (Ad)
k=1 k=1

Primerament, es minimitza la funcid J respecte el vector de traslacio t.

N
J:Z‘qk—(ARpiﬂ)r&Z[qk—(ARp2+t)]:0 (A.5)
k=1

Tenint en compte 1’eleccid de 1’origen de coordenades (equacio A.6), es troba que el

vector t que minimitza J és el vector 0.

1 & 1 &
q, Ngl,qk Py N;pk (A.6)
N N N
D4 -ARY p - D t=0=1t=0 (A7)
k=1 k=1 k=1

L’orientacid a I’espai de ’estructura de referencia que minimitza la mesura la dona la
rotacio representada per la matriu R. El procediment que se segueix en la
minimitzacid respecte aquesta transformacio es basa en una SVD (descomposicio de
valors singulars),”’ que és un metode no iteratiu. Cal remarcar que la rotacio és tal que
el seu eix passa pel centre geometric de p, , ja que si no fos aixi, aquesta inclouria part

de traslaci0, la qual ja s’ha considerat i assignat al vector t.

En el primer pas en la minimitzacid respecte R es construeix la matriu H, definida

com:

N
H=3pld, (AS)
i=1



i es realitza la SVD:

H=UAV' amb X=VU' (A9)

on U iV sdn matrius ortogonals, i A és una matriu diagonal. A més, s’introdueix una

nova matriu, X, definida com a producte matricial entre V i U' (equacio A.9).

Si el determinant de la matriu X és 1 (condicié necessaria perque X correspongui a
una matriu de rotaci0), llavors aquesta sera la matriu corresponent a la transformacid
unitaria que minimitza J, cosa que es demostrara més endavant. Les matrius UiV,
emprades en la construccid d’aquesta matriu X, es poden obtenir de manera simple a
partir dels dos productes matricials possibles entre H i H":

H-H' =(UAV')-(UAV') =(UAV')(VAU' )= UA’U' A10)

H'-H=(UAV') -(UAV' )= (VAU' )-(UAV' ) = VA*V’ '
Aixi doncs, si es diagonalitzen les matrius resultants dels productes HH' i H ‘H
s’obtenen les matrius U i V, formades pels vectors propis de les diagonalitzacions
respectives. A partir d’aqui es pot calcular la mariu X = VU’ | que com es demostra

més endavant, correspondra a la rotacid R que minimitza el valor de J.

De la definici6 feta de la matriu X, es dedueix que és una bona candidata a matriu de

rotacio ja que el seu determinant és 1:

R=X=VU; XX'=(UV')(VU')=I=detX =1 (A.11)

Es veura com la minimitzacid de la funcid de distancia J respecte la rotacid R porta a
I’expressio corresponent a la matriu X. Es comencga desenvolupant 1’expressio de J

(equacio A.5) operant el modul al quadrat.

N N
J=Y|a,~ARp![ =Y (q, ~ ARp] ) (q, - ARp! ) =
k=l k=l (A.12)

(aiq, +A’p)'p) —2Aq;Rp,)

1

N
k=



Els dos primer termes de 1’expressid obtinguda han de ser positius i, per tant, perque la
funcid J sigui minima, caldra que el tercer terme de 1’equacid sigui maxim. Minimitzar

J respecte R equival a maximitzar aquest tercer terme.

Es defineix una nova funcid F corresponent al tercer terme de la part dreta de
I’equacid A.12 dividit per 2A ja que el factor d’escala A ha de ser, per definicid,
positiu. Aquesta funcid es pot expressar com a la traca del producte de matrius RH

(equacio A.13).

= F =Tr(RH) (A.13)

Demostracio:

N N N N
F= ZqZRPOk = ZT’"[RPOkQZ :I = Tr(ZRPquZ j = Tr(RZpqui ) = TF(RH) (A.14)
k=1 k=1 k=1

k=1

A partir d’aqui s’aplica el lema que diu que per a qualsevol matriu definida positiva

AA' i qualsevol matriu ortonormal B:

Tr(AA") 2 Tr(BAA") (A.15)

Demostracio:

Tr(BAA')=Tr(A'BA)=) a/(Ba,) (A.16)

on I’itlima igualtat representa la suma dels termes de la diagonal i a, indica la columna
i-essima de la matriu A (definicid de la traga). Si es té en compte la desigualtat de

Schwarz (equacid A.17),

a/(Ba, )< \/( ala, )(a/B'Ba, ) = \/( ala, )(ala, ) =aa, (A.17)

s’arriba a la desigualtat de I’equacid A.15.

Tr(BAA')=Tr(A'BA )= a/(Ba,)< Y aja, =Tr(AA") (A.18)



Si s’aplica aquesta desigualtat a la funci6 F, perque la traca de RH sigui maxima, RH

ha de ser de la forma AA'. Si es defineix R com la matriu X descrita anteriorment,

R -5 X=VU = XH=VUUAV' = VAV’ (A.19)

1 per tant, per al conjunt de rotacions possibles, que es poden expressar com a producte
de X per una matriu ortonormal (BX) la matriu X és la que fa que la traca sigui

maxima.

Tr(XH)>Tr(BXH) (A.20)

Aixi, de totes la matrius ortonormals, X és la que maximitza la funcid F, i per tant la

que minimitza la funcio J.

De totes maneres, és possible que I’algorisme d’obtencid de les matrius U i V porti a
una matriu X de reflexid i no a una rotacid, degut a les diferents possibilitats
d’assignacio en les equacions A.10. Si el determinant de X és +1, es tractara d’una
rotacid, i si és —1, sera una reflexio, que no és el que interessa. Per tal de resoldre
aquest problema metodologic, s’ha de tenir en compte tres possibles situacions segons

la disposicid geometrica dels punts que formen I’estructura de referencia incial P°.

a) El conjunt de punts {p2 } son no coplanars. En aquest cas la matriu X €s Gnica i és

una rotacid (no una reflexio) i el procediment seguit ens porta a la soluci6 desitjada.

: 0 2 N . . .
b) El conjunt de punts {p 0 } son coplanars pero no colinears . Existeixen dues
possibles solucions que minimitzen J, una que es correspon a una rotacio i I’altra a
.z 0 2 2 .
una reflexio. Per altra banda quan {p 0 } son coplanars s’obté un dels valors propis

de la SVD igual a zero:

A>A4>A=0=>H=Auv, +ALuv,+ Luyv,=Auv,+ALuyv, (A2])
on u; i v, son les columnes de les matrius U 1 V. Canviant u; o v, la matriu H no
varia. Aix{, si X=VU’ minimitza J, llavors X ’=V U’ també ho fara, on:

V‘=[V1,V2,—V3] (A.22)



Si X és una reflexid, X’ sera una rotacid, i a I’inversa. Per tant, en el cas que per a
la matriu X el determinant sigui —1 (reflexi0), es pot obtenir la rotacid construint X’
a partir de V’. D’aquesta manera s’obté la rotaci6 que fa minima la funci6 J i que
permet realitzar la mesura continua de forma entre les dues figures, ideal i

distorsionada.

¢) El conjunt de punts {p2 } son colinears. Existeixen infinites rotacions i reflexions
que porten a la minimitzacid. En aquest cas s’obtenen dos dels valors propis de la

SVD iguals.

MA>A, =4, 0 L, =4, >4, (A.21)

Per als casos amb estructures lineals, quan el determinant de X és —1, es canvia el
signe d’un dels vectors que formen U i també el signe dels tres valors propis de A.

Fent aquest canvi la matriu H no varia i la matiu X passa a ser una rotacio.

6. Minimitzacid respecte el factor d’escala (A). A partir del desenvolupament obtingut de
la funcio6 J (equacid A.12), es realitza la minimitzacid respecte A.

1 N
J(R,A)—220 Azngfpg NA* = A= NZpQ’R’qk (A.22)

k=1

D’aquesta manera, un cop s’ha calculat la matriu R, es pot obtenir el valor del factor
d’escala A. Tenint en compte I’expressiod obtinguda per a A i també tenint en compte la

normalitzacio feta, I’expressio de la mesura continua de simetria resulta:

N
z pk| J
S(Q.T)=*——.100 = =100
N 2
>l = 5=(1-4%)-100 (A.23)
k=1
N
I=Y|q.] - 2A2p§j’R’qk +NA® = N—2NA? + NA®
k=1 k=1

Aquesta expressio mostra que la normalitzacid que s’ha escollit porta a un valor de A
menor o igual a 1, 1 que A t€ un significat de coeficient de correlacid de la distancia

entre la forma de les dues figures.



Un cop calculat el valor de la mesura continua de forma, també és possible trobar la

figura ideal final aplicant la matriu de rotacio i el factor d’escala a la figura inicial.

A T’hora de realtizar la mesura, s’ha de repetir el procés tenint en compte les diferents
permutacions possibles a 1’hora de comparar els punts de les figures (problema i de
referencia). Aquesta és una questid critica, ja que el nombre de permutacions que s’han
d’analitzar augmenta factorialment amb el nombre de punts de I’estructura (N!). Aixo fa que
sigui computacionalment molt costOs realitzar el calcul de les CShM per estructures amb N
grans (per N superiors a 12 el temps de calcul augmenta dramaticament). Per minimitzar el
nombre de permutacions a fer, es pot fixar un (o més d’un) dels punts. Quan es fixa un o més
punts de I’estructura problema, cadascun d’aquests només es compara amb un determinat
punt de I’estructura de referencia, fent que el nombre de permutacions a realitzar passi de N! a
(N - n)! on n és el nombre de punts fixats. Aixo sera especialment til per a figures amb un
nombre elevat de punts, i quan la geometria d’aquestes ho permeti, com en el cas d’una figura

amb una posicid central.



Annex B. Taules

En aquest annex es presenten les taules corresponents a les constants de minima
distorsid kpy (triangles superiors, sobre les caselles ombrejades) i angles Opy (triangles
inferiors, en graus) per a diferents poliedres de V vertexs (quan ha estat possible s’ha utilitzat
la nomenclatura recomenada per la IUPAC). L’tltima de les taules que es mostra es correpon
a les mesures relatives entre diferents poligons o poliedres i estructures lineals de punts

equiespaiats.

T-4 = tetraedre, SW-4= cavallet, SP-4 = plaquadrat

PP-5 = pentagon regular, VOC-5= octaedre vacant (piramide quadrada amb angles de 90°), SPY-5 =
piramide quadrada (angles de 105°), TBPY-5= bipiramide triangular

OC-6= octaedre, TPR-6= prisma triangular, PPY-6 = piramide pentagonal, HP-6= hexagon regular.



PBPY-7 HPY-T HP-7

2.899 4.130 6.146
4.467 5.989

TPRS-7 7.099

PBPY-T7 16.852 14.934

HPY-7 24.393 26.530

HP-7 37.294 36.794
OCF-T7= octaedre cofiat, TPRS-7= prisma triangular cofiat, PBPY-7= bipiramide pentagonal; HPY-7=

piramide hexagonal; HP-7= heptagon regular.

SAPR-8 | HBPY-8 | HPY-8 OP-8

3.315 2.897 5.533 6.190

16.379 3.960 4.979 5.669

4.953 5.111

SAPR-8 19.360 9.716

25.444

HBPY-8 16.842 23.326

HPY-8 33.592 29.863 29.691

OP-8 38.240 34.533 30.736

CU-8= cub; DD-8= dodecaedre triangular; SAPR-8= antiprisma quadrat; HBPY-8= bipiramide hexagonal;

HPY-8= piramide heptagonal; OP-8= octagon regular.



Constants de forma entre cadenes lineals i geometries bi o tridimensionals amb N

atoms.
N k(N-gon) poliedre k(poliedre) poliedre k(poliedre)
4 7.746 tetraedre 8.164
5 7.210 bipiramide triangular 8.044 piramide quadrada 8.009
6 7.159 octaedre 8.216 prisma triangular 7.792
7 7.127 bipiramide pentagonal  8.116 octaedre cofiat 8.130
8 7.115 dodecaedre 7.911 antiprisma quadrat 7.964
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