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6. MESURES DE SIMETRIA

1. Introduccio

Els capitols anteriors s’han centrat en estudis que fan referéncia a les propietats de
forma d’estructures moleculars. En aquest capitol es pretén introduir un conjunt d’eines que
permetin fer un estudi similar, pero ara dirigit a les propietats de simetria. Aixi, enlloc
d’analitzar, per exemple, el contingut de forma de cub en una estructura de 8 vertexs,
s’analitzara el contingut respecte una certa operacid o respecte un cert element de simetria.
Per tant, es realitzaran mesures respecte el contingut d’inversio, de reflexid, d’operacions de

rotacio C, o de rotacions impropies S,.

Aquest capitol se centra en dues de les mesures que han estat emprades en 1’analisi de
les propietats de simetria d’estructures moleculars: les mesures continues de simetria
(CSM),['! que ja s’han introduit al capitol 1 dins el marc general de les mesures de semblanca,
i 'index de simetria (SI), que es presenta per primera vegada en aquest treball. Aquestes dues
aproximacions a I’estudi de les propietats de simetria compleixen les caracteristiques
necessaries per ser considerades mesures de la simetria i les seves expressions intenten

reflectir la definici6 habitual del terme simetria (veure Introduccid).

A T’hora de definir el conjunt d’objectes i relacions matematiques de les dues mesures
de la simetria molecular s’utilitzara la mateixa nomenclatura emprada per les CShM referent a

estructures, escalars, vectors i matrius.

2. Mesures Continues de Simetria

Una de les possibles mesures que tracten de determinar el contingut de simetria
associada a I’estructura d’un objecte son les mesures continues de simetria (CSM).l"]
Aquestes indiquen la distancia minima que s’han de moure els punts que defineixen un

objecte determinat per passar a una forma amb la simetria desitjada (figura 6.1).



Figura 6.1. Representacid de la distancia minima (fletxes) que s’han de moure els vertexs
d’una estructura (esferes negres) per passar a una forma (esferes vermelles) amb la

simetria desitjada.

Dit d’una altra manera, es realitza la mesura de forma respecte 1’estructura de referencia
més propera amb la simetria desitjada. D’aquesta manera, 1’expressio de les CSM és

equivalent a la de les CShM (equacid 6.1),

2 pk|
S(Q,e) = min ————-100 (6.1)
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on P és una estructura de referencia que conté les operacions de simetria associades a
I’element de simetria e i t€ el mateix nombre N de vertexs que I’objecte a estudiar Q. No cal

comentar detalladament els termes de 1’equacid, ja que ja s’ha fet en el cas de les CShM.
Aquesta expressio permet:

(1)  Tractar les propietats de simetria d’un conjunt de punts amb una escala continua

de valors.

(i1))  Associar les propietats de simetria de les estructures a les propietats de les

estructures de referencia més properes.

(iii)  Avaluar el contingut de simetria d’una configuraci6 donada respecte qualsevol

element o conjunt d’elements de simetria.



2.1 Avaluacid de les CSM. Metode de plegament i desplegament

El metode de calcul de les mesures continues de simetria es basa en 1’obtencié d’una
forma amb la simetria desitjada, i s’han de considerar com a mesures respecte un element (o
conjunt d’elements) de simetria. La metodologia emprada s’anomena de plegament i
desplegament.""! Per veure com s’aplica aquest metode, per a una major simplicitat, usarem
I’exemple d’una estructura plana. Es considera el cas d’una estructura amb 3 vertexs de la

qual es vol mesurar quin és el seu contingut d’eix C, perpendicular al pla (figura 6.2).

Figura 6.2. Representacio del metode de plegament i desplegament per a 1’obtencid de
P’estructura de referencia amb les propietats de simetria desitjades: (a) plegament; (b)

calcul del vector promig; (c) desplegament.

El procediment de plegament i desplegament (figura 6.2) per a una determinada

estructura problema Q descrita pel conjunt de vertexs {q ‘ } amb k =1,N, consisteix en:

1. Identificar el centre geometric q, de l’estructura (en aquest cas el triangle

distorsionat), i fixar I’origen de coordenades en aquest punt.

2. Escollir una orientacid per I’element de simetria. En aquest cas I’orientacio és tinica, ja

que I’eix ha de passar pel centre i ser perpendicular a la figura.

3. Plegar els punts {qk } aplicant la inversa de les operacions de simetria associades a
I’element de simetria. En aquest cas es gira (k—1)-120° en sentit antihorari cadascun

dels vertexs q, . Aixi s’obté el conjunt {p'k } .

4. Calcular la mitjana del conjunt {p'k } que s’etiqueta p, .



5. Desplegar p; per obtenir el conjunt de punts {pi} (Figura 6.2¢). S’obté  p5 i pS
girant p; en sentit horari 120° i 240°, respectivament. La figura resultant és un triangle

amb simetria Cs.

6. La suma dels quadrats de les distancies entre {qk } i {p2 }, dividida per la suma de
moduls al quadrat de {qk } (equaci6 6.1) és la mesura continua de simetria del

triangle original respecte ’eix de rotacio C,.

7. S’ha de minimitzar el valor de la mesura de simetria per les possibles orientacions de
I’element de simetria. En aquest cas no cal realitzar aquesta minimitzacid perque

I’orientacid de 1’eix de rotacid esta fixada (perpendicular al pla).

8. Repetir aquest procediment per les diferents ordenacions dels vertexs {qk},que
equival a tenir en compte les possibles assignacions entre els punts {qk} iles

operacions corresponents a 1’element de simetria.

Val a dir que, si el nombre de punts i d’operacions de I’element no coincideixen, s’ha
d’aplicar més d’una operacio a un mateix punt (pel cas en que el nombre d’operacions sigui
més gran que el nombre de punts), o la mateixa operacidé a més d’un punt (quan el nombre

d’operacions és menor que el nombre de punts).

Aquest procediment es pot estendre per diferents elements de simetria i per figures amb
altres nombres de vertexs. D’aquesta manera, ’aplicaci6 del metode de plegament i
desplegament, juntament amb I’expressid de 1’equacid 6.1, permeten realitzar la mesura de

simetria continua respecte qualsevol element de simetria.

Per veure com les CSM quantifiquen les propietats de simetria d’una determinada
estructura, es considera un exemple bidimensional corresponent a un hexagon distorsionat per

al qual es calculen les CSM respecte diferents elements de simetria (figura 6.3).

L’hexagon a I’esquerra de la figura 6.3 presenta un cert grau de distrorsio respecte el
poligon regular. Aixi, les CSM mesuren com s’allunya de la simetria ideal o, dit d’una altra
manera, quantifiquen el seu grau de distorsio respecte diferents elements de simetria. A la
figura 6.3 es mostren les estructures amb una determinada simetria més properes a 1’estructura

problema. També es mostra el valor de la mesura per a cada cas, que serveixen per quantificar



les diferents perdues de simetria.

S(C,) =1.87

O S(Cy) = 1.64

S(Cy) = 2.53

S(c) =0.66

Figura 6.3. Valor de CSM per a diferents elements de simetria amb la forma de referencia

més propera per a cada cas.

En aquest cas, I’analisi amb les CSM indica que la figura té un contingut de reflexid
més alt que d’altres elements de simetria considerats, ja que la mesura continua respecte la

reflexio és la que ens dona un valor més petit.

2.2 Mesures continues de simetria (CSM) i1 de forma (CShM)

La relaci6 entre les mesures continues de forma (CShM) i de simetria (CSM) es fa més
que evident tenint en compte que 1’expressi0 matematica que les defineix és la mateixa
(equacio 6.1). Les dues son mesures de dissemblanga en que es computa la suma de distancies
al quadrat entre els vertexs de ’estructura problema i els d’una estructura de referencia. La
diferencia entre les CShM i les CSM recau en el fet que les primeres fan referencia al
contingut d’una forma concreta, mentre que en les segones es pretén mesurar el contingut
d’un determinat element de simetria. Estrictament, la CSM indica la distorsio de 1’estructura
problema respecte una estructura que conté un determinat element (o conjunt d’elements) de
simetria, mentre que la CShM indica la distorsid respecte una forma determinada. De totes
maneres, en alguns casos forma i simetria coincideixen i I’estructura de referencia emprada en
les dues mesures €s la mateixa, cosa que porta al mateix valor de CShM i de CSM. Aquest és
el cas de les CSM respecte un eix de rotacid C; i les CShM respecte un triangle equilater per

estructures formades per tres punts.



En les mesures continues de simetria la possible estructura de referencia és una
estructura amb les propietats de simetria desitjades (i amb el mateix nombre de vertexs que
I’estructura problema). En certa manera, les CSM es poden considerar com una mesura de
forma en la que I’estructura de referencia no és Gnica i que conté una serie de graus de
llibertat que també s’han de tenir en compte en la minimitzacid de la mesura. En les CShM
I’estructura de referencia és un objecte conegut, mentre que en les CSM és necessari un
algorisme (per exemple el de plegament i desplegament) que busqui quina és aquesta
estructura de referencia. Tot aixo porta a metodologies per 1’obtencid de la millor estructura

de referencia molt diferents entre les CShM 1 les CSM.

Es important recordar les diferéncies entre simetria i forma (veure introduccid).
Aquestes es veuran reflexades en els resultats obtinguts amb les dues mesures (CSM i
CShM). En el cas que el poliedre de referéncia sigui un poliedre regular (tetraedre, octaedre,
cub, icosaedre o dodecaedre), com que forma i simetria son equivalents, ja que la forma esta
univocament determinada per la simetria, les CSM seran equivalents a les CShM. Aixi, els
valors de CSM respecte la simetria O, i la CShM respecte el cub d’una estructura amb 8
vertexs seran iguals. Mentre que si, per exemple, es considera un conjunt de bipiramides
hexagonals (1), totes elles tenen la simetria Dy, i consequientment la CSM sera S(Dy,) = 0.
Pero si es considera una de les possibles bipiramides com a forma de referencia (per exemple
la que té les distancies axials i equatorials iguals), les CShM de les altres bipiramides respecte
la de referencia seran no nul-les. Cosa que posa de manifest el fet que la forma és un concepte

més restrictiu que la simetria (veure Introduccio).
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3. Index de Simetria

Les mesures del contingut de simetria anomenades index de simetria, que es proposen
aqui i s’abreugen com SI, representen una aproximacid lleugerament diferent a les CSM a
I’hora de tractar el problema de la quantificacio de les propietats de simetria d’un objecte
definit per un conjunt de vertexs. En aquesta aproximacio, el major o menor contingut d’una
certa operacid de simetria s’interpreta a partir de la dissemblanca de I’estructura problema
amb I’estructura resultant d’aquesta operacid. L’expressid6 matematica emprada per definir
I’ST respecte una certa operacio de simetria és analoga a I’expressid de les CSM, pero en
aquest cas I’estructura de referencia és I’estructura resultant de 1’aplicacid de 1’operacid de

simetria en questid a I’estructura problema.

3.1 Metodologia de 1’SI

L’index de simetria parteix de la idea que el contingut d’una certa operacid de simetria
R per a un conjunt Q de punts és inversament proporcional a la dissemblanca d’aquest amb el
conjunt de punts resultant de 1’aplicaci6 de 1’operacid de simetria R als punts originals. A
partir d’aquesta idea, i tenint en compte els precedents de les CShM i les CSM, es defineix
I’index de simetria com una mesura de dissemblanca entre el conjunt de punts que descriuen

I’estructura problema Q i ’estructura transformada segons 1’operacid R (equacio 6.2).

Q(Q,R)=min*=———-100 (6.2)

L’expressio que defineix I’index de simetria (equacid 6.2) es correspon a la suma del
quadrat de les distancies entre els vectors de poscicid dels vertexs de 1’estructura inicial i els
de D’estructura transformada, dividida per la suma dels moduls al quadrat de 1’estructura. En
aquesta expressio R és I’operador associat amb 1’operacid R, i pren la forma de la matriu
corresponent a la transformacid unitaria de 1’operaci6 considerada (inversio, reflexid, rotacio
o rotacio impropia). El factor ¥ que apareix a ’equacio 6.2 s’ha introduit per tal que els
valors siguin directament comparables amb els corresponents a les CSM (veure apartat 5). El

denominador, excepte el factor 4, és el mateix factor de normalitzacid que apareix a les CShM



1les CSM, i esta relacionat amb la mida de 1’estructura. Finalment, de la mateixa manera com
s’ha fet per les CShM i les CSM, s’escala el valor de la mesura entre 0 i 100 multiplicant

I’expressio per un factor 100.

L’index de simetria es pot interpretar d’una manera molt similar a com s’interpreten les
CShM i les CSM. Les diferencies principals es deuen a 1’eleccid que es fa de ’estructura de

referencia i al factor ¥4 de I’SI (veure apartat 5).

Igual que en el cas de les CSM, I’obtencid de I’index de simetria requereix optimitzar
I’orientacid de 1’element de simetria que genera 1’operacid que es vol estudiar, excepte el cas
de la inversid. Com totes les mesures descrites, també caldra tenir en compte els possibles
aparellaments de vertexs entre les dues estructures (veure annex A). El valor de la mesura sera

aquell que faci minima I’expressio de 1’equacio 6.2.

Quan la superposicid entre 1’estructura inicial i la transformada sigui perfecta, les
distancies al quadrat del numerador de 1’equaci6 6.2 seran totes iguals a zero i el valor de
I’index sera minim (€2 = 0). En aquest cas, es diu que 1’estructura problema conté 1’operacid
de simetria R de forma perfecta. Valors superiors a 0 s’interpreten com un menor contingut de
I’operacio i per tant com una perdua de simetria. D’aquesta manera, per a qualsevol estructura

0, I’index de simetria respecte la identitat sera igual a zero (equacio 6.3).

Q(Q.E)=0, VQ (6.3)

Perque el resultat d’aquesta operacio es pugui considerar una operacio de simetria pura
(sense contingut de traslacid) cal que el conjunt de punts {qk} estigui centrat al centre
geometric de les coordenades dels N vertexs (equacid 6.4).

N

qo= Xqx =0 (6.4)
k=1

Com a exemple del calcul de I’index de simetria SI es pren I’estructura del compost
[Mn{TeS(SiMe,),},(dmpe)] (figura 6.4). En aquest cas es consideren les coordenades
atomiques del metall i els 4 atoms de la primera esfera de coordinaci6 i se n’estudien les seves

propietats de simetria a partir de les mesures obtingudes per a diferents operacions (taula 6.1).



Figura 6.4. Estructura molecular del compost [Mn{TeS(SiMe,);},(dmpe)]."”!

inversio reflexio rotacio C, |rotacio impropia S,

28.5 0.5 6.0 2.0

Taula 6.1. Valors dels indexs de simetria per al metall i els atoms de la primera esfera de
coordinacidé del compost Mn[Te(SiMe;);],(dmpe) respecte diferents operacions de

simetria.

Els valors que s’obtenen per a les diferents operacions (taula 6.1) reflecteixen la
descripcio qualitativa que es faria per inspecci6 visual de la figura 6.4. Aixi s’observa com el
contingut d’inversi6 del conjunt MnTe,Si, és baix, ja que el valor de I’index esta bastant
allunyat de zero, mentre que el contingut de reflexi6 dels cinc atoms, com és d’esperar veient
la figura 6.4, és molt més elevat, ja que s’acosta molt al valor minim de la mesura. Per altra
banda s’obtenen diferents graus de contingut de les operacions C, i S,, essent el contingut de
S, més important que el de C,. Amb aquest estudi, a més d’obtenir els valors de I’index per a
les diferents operacions, s’obtenen els corresponents elements de simetria (pla de reflexid, eix

de rotacio C, i eix impropi S,).

Un altre exemple deriva de 1’estudi de 1’entorn de coordinaci6 del metall en un complex
de Co(IlI) (figura 6.5), per al qual es pot comparar mesures de forma i de simetria. La unitat
CoN,0, té una geometria molt propera al quadrat, tal i com ho indica el valor petit de la
corresponent CShM (taula 6.2). Aquest valor coincideix amb un elevat grau de simetria C,
(valor de I’SI de C, petit). Per altra banda, els valors respecte el tetraedre i la rotacid C, son

considerablement més grans.
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Figura 6.5. Estructura molecular obtinguda de la base de dades CSD"' per al compost

[CoL], on L = 1,2-bis(2-oxi-2-metilpropanamido)-4,5-dimetoxibenze.""

Quadrat rotacio C, Tetraedre rotacio C,
0.20 0.12 32.7 6.78

Taula 6.2. Valors de les mesures de forma respecte el quadrat i el tetraedre i dels indexs
de simetria respecte les rotacions C; i C, per al metall i els atoms de la primera esfera de
coordinacié del compost [CoL], on L = 1,2-bis(2-oxi-2-metilpropanamido)-4,5-

dimetoxibenze.

4. Relacions entre CSM i SI

Com s’ha vist, tant les CSM com els SI estan definits amb un mateix objectiu, el de
quantificar el contingut de simetria d’estructures formades per conjunts de punts.
Evidentment, tot i que les CSM i els SI estiguin definits de maneres diferents, la informacio
que aporten i la manera d’interpretar-la €s molt semblant, sin6 la mateixa, en els dos casos.
De tota manera, aquestes dues mesures presenten diferencies des del punt de vista conceptual,
cosa que es pot deduir a partir de la introduccid que s’ha fet de cadascuna d’elles. Les
diferencies son degudes a la manera com cadascuna d’elles pretén respondre a la pregunta de
quant simetrica és una estructura. El que es pretén fer en aquesta seccid doncs, és aprofundir
en les semblances i diferencies d’aquestes dues mesures de la simetria a partir de la forma que
prenen les expression matematiques que les defineixen i el significat associat que conté

cadascuna d’elles.

La diferencia entre les dues mesures a nivell conceptual parteix de la pregunta que es

plantegen i la resposta corresponent que dona cadascuna d’elles.



Pregunta de les CSM: quin és el contingut d’un element (o en general conjunt d’elements) de

simetria e per a un objecte Q definit per un conjunt de N punts?

Resposta de les CSM: el contingut de simetria de Q esta directament relacionat amb la
distancia de 1’objecte problema a 1’objecte P de referencia més
proper amb el mateix nombre de punts que Q i que presenta la

simetria descrita per I’element (o el conjunt d’elements) e.

Pregunta de I’SI: quin és el contingut d’una operacid R de simetria per a un objecte Q format

per un conjunt de N punts?

Resposta de I’SI: el contingut de simetria de Q esta directament relacionat amb la distancia de
I’objecte problema Q a I’objecte Q’ obtingut en aplicar la simetria R

sobre 1’objecte problema.

Aixi, les CSM comparen I’estructura Q amb una forma de referencia ideal, que conté de
manera perfecta la simetria de I’element (o conjunt d’elements) e. En canvi, en I’SI no es
considera cap estructura ideal, sin6 que s’aplica la transformacid de simetria a Q per tal de
comparar |’estructura inicial amb la transformada. Les expressions matematiques
corresponents a les dues mesures (equacions 6.1 i 6.2) intenten reproduir les idees que

representen les CSM i I’SI respectivament en la quantificacio del contingut de simetria.

La diferencia fonamental a tenir en compte entre les dues mesures és evident a partir de
quines soOn les preguntes que es fan cadascuna d’elles i també de les metodologies emprades.
En el cas de les CSM es tracta amb elements o conjunt d’elements de simetria que contenen
un cert nombre d’operacions associades, ja que el metode de plegament i desplegament
emprat porta a una estructura que conté totes les operacions dels elements e. Per altra banda,
en I’SI es realitza la mesura respecte una sola operaci6 de simetria, que és aquella que s’aplica

al conjunt de punts de Q.

En general, un element o conjunt d’elements genera un grup d’operacions, que
s’anomena grup puntual. Per definicid, tots els grups puntuals contenen 1’operacid identitat
(E), que és aquella que deixa 1’objecte invariant. Els grups més senzills son aquells que
contenen dues operacions {E,R}. Quan les dues operacions son la identitat i la inversio el

grup s’anomena C;, i quan son la identitat i la reflexid C,. En la comparacid entre les CSM i



I’SI que aqui es realitza només s’estudiaran aquests casos, 1 ’estudi de la comparacio entre les

dues mesures per grups de simetria amb més operacions queda pendent per a futurs treballs.

Per als casos del centre d’inversio 1 d’un pla de reflexido les CSM respresenten una
mesura conjunta de 1’operacid d’inversid i de la identitat, i de I’operacio de reflexio i de la
identitat, respectivament. Les CSM per als eixos C, i §, representen una mesura conjunta
dels diferents ordres C* i S* més la identitat. Mentre que quan es realitza el calcul dels SI
s’estudia una sola operacid en concret, aixi doncs en el cas d’un eix C, es té Q(C6),

Q(Ci=c;). Qc3=0,). c}). o(ci=c5').

Per tal d’entendre la relacid entre les CSM i els SI sera de gran utilitat considerar les
estructures com a punts dins un espai 3N dimensional, corresponent a les 3N coordenades
cartesianes que defineixen I’estructura Q."”' Recuperant el fet que les geometries considerades
es troben centrades a 1’origen de coordenades (O) i prenent la normalitzacid de totes elles
segons el nimero de vertexs (equacid 6.5), és possible representar I’estructura Q i la
transformada segons una certa operacid R, que s’anomena Q’, sobre la hipersuperficie esferica

centrada a O i de radi VN (figura 6.6).

N
Y.q.q,=N (6.5)
k=1

L’arc que uneix Qi Q’, i que es troba contingut en la secci6 esferica descrita per Q, Q’ 1

O, es correspon al cam{ de minima distorsio™ entre les dues estructures.

Q Q
VN VN

(0]

Figura 6.6. Seccid esferica en ’espai 3N dimensional de I’estructura Q i la transformada
Q’. També s’indica I’angle o entre els vectors que defineixen a Q i Q’ i el cami de

minima distorsid (linia recta entre Qi Q’).

A partir de ’expressio de I’SI (equacid 6.2), és possible associar aquesta mesura a la



longitud al quadrat de la linia que uneix Q i Q’ d°, i que estara relacionada amb 1’angle o

(figura 6.6).

Per altra banda, en les CSM es realitza la mesura de dissemblanca entre Q i I’estructura
ideal P. La CSM entre P i Q no ha de variar sota transformacions unitaries com les que porten
de Q a Q’ i, per tant, les mesures de Q i Q’ respecte P han de ser iguals. Dit d’una altra

manera, la dissemblanca de Q respecte P és la mateixa que la de Q’ respecte P.

Els estudis realitzats per un nombre considerable d’estructures mostra que en molts
casos I’estructura ideal P es troba al cami de minima distorsi0, tot i que hi ha excepcions. En
primer lloc s’analitza el cas en que aixo es compleix. Si se suposa que 1’estructura P es troba
al cami de minima distorsid entre Q i Q’, llavors P es correspondra al punt mig, ja que ha

d’estar a la mateix distancia de Q que de Q’ (figura 6.7).

Figura 6.7. Seccid esferica entre Q i Q’ on es representa 1’estructura ideal al punt mig del

cami de minima distorsié amb (P’) i sense considerar el factor d’escala (P).

Cal recordar que en les CSM (igual que en les CShM) s’aplica un factor d’escala a P per
tal de minimitzar el valor de la mesura. A la figura 6.7, I’aplicacid del factor d’escala es
correspon al pas de P a P’. Aquesta figura mostra com la distancia entre Q i P’ que mesuren
les CSM és la meitat de la distancia entre Q i Q’ relacionada amb 1’SI. Aix{, per tal de que els
valors de SI siguin comparables amb els valors de la CSM, s’introdueix un factor 7 a
I’expressio de SI ja que tant en les CSM com en 1’SI s’usa el quadrat de les distancies per

mesurar el contingut de simetria de Q.

Aquesta relacio també es pot obtenir a partir de les expressions trigonometriques que
relacionen les mesures amb I’angle o entre els vectors de 3N dimensions Q i Q’ (equacions

6.616.7).
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A les equacions 6.6 1 6.7 dy, dop 1 dog sOn les distancies entre Q 1 Q’, Q 1 P’ i’origen
1 Q associades a la seccid esferica de la figura 6.7. Aquestes relacions justifiquen la
introduccio del factor 7 en ’expressio dels SI, i indiquen que quan ’estructura de referencia
P associada a les CSM es trobi al cami de minima distorsio entre Q 1 Q’, el valor de les dues
mesures (CSM i SI) sera exactament el mateix. Un exemple d’aquest comportament és el que
s’obté en la mesura de C, de la unitat CoN,O, del complex [CoL], on L = 1,2-bis(2-oxi-2-
metilpropanamido)-4,5-dimetoxibenze. En aquest cas I’estructura al punt mig entre Q i Q’
coincideix amb la I’estructura de referencia que s’obté en el calcul de les CSM. Degut a aixo,
el valor de C, que s’obté amb les CSM (0.2038) és exactament el mateix que 1’obtingut amb

I’SIL.

Per als casos en que I’estructura al mig del cami de minima distorsid no contingui la
simetria estudiada, aquesta relacid no es complira, i els valors que s’obtenen per a les dues
mesures son diferents. Per a aquests casos no hi ha una relaci6 directa entre les CSM i els SI, i
les dues assignen continguts de simetria que no son comparables. Aixo fa que, com es veura
més endavant, donades dues estructures A i B per a les quals no es compleixi aquesta
condicid, es pot donar el cas que les CSM assignin un contingut major d’una certa simetria a
A, mentre que els SI assignin un major contingut a I’estructura B. Es en aquests casos que
I’eleccid entre les dues mesures és critica. A 1’hora de realitzar un estudi de les propietats de
simetria s’haura de tenir en compte com es quantifiquen les propietats de simetria en cada cas

i quina de les dues aproximacions s’ajusta més als objectius desitjats.

Si I’estructura P de referencia en la CSM no esta al cami de minima distorsi6 entre Q i
Q’, llavors, a partir de la definici6 del cami de minima distorsid (veure capitol 2), I’angle 3
dels vectors que defineixen Q i P a I’espai de 3N dimensions sera més gran que o/2 (equacio

6.8), i el valor de les CSM sera superior al valor de I’S1, i per tant el contingut de simetria que



s’associa a I’estructura Q sera diferent segons quina de les dues mesures s’utilitzi.
S(Q,e,)=100sin*( B) > 100sin* (/2 )= Q(Q,R) (6.8)

S(Q.ex)>Q(Q.R) (6.9)

5. Exemples d’aplicacio dels SI

En aquest apartat es mostren els estudis de les propietats de simetria de poligons i també
de grups d’estructures experimentals corresponents a compostos de metalls de transicio.
D’aquesta manera s’intenta il-lustrar quina és la informacid que aporten les dues mesures del
contingut de simetria presentades (les CSM i els SI). Aquest conjunt d’exemples sevira per

analitzar en quins casos els valors que s’obtenen de les CSM i dels SI son iguals i en quins no.

5.1 Comparacid entre CSM i SI en la simetria de poligons

Com a primer exemple de la utilitzacid de les CSM 1 I’SI s’han estudiat les mesures de
reflexid 2D (recta de reflexid) per a un conjunt d’estructures planes (poligons de la figura
6.8). Els valors que es recullen a la taula 6.3 mostren com per a aquest conjunt els valors de

les CSM i dels SI coincideixen plenament.

A NIENIDAY
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Figura 6.8. Estructures planes amb diferent nombre de vertexs per les quals se n’estudien

les propietats la simetria amb I’SI i les CSM.



Poligon S(poligon, 6-2D) Q(poligon, 6-2D) |coincidencia
2 4217 4217 v
3 0.762 0.762 v
4 1.585 1.585 v
5 0.203 0.203 v
6 0.591 0.591 v

Taula 6.3. Valors de CSM i de SI corresponents al contingut de simetria de reflexid 2D

per a les cinc estructures planes de la figura 6.8.

Un cop analitzades les mesures de reflexio, es realitzen els calculs de les CSM i de I’SI

d’inversio del mateix grup d’estructures (taula 6.4).

Poligon S(poligon, i) Q(poligon, i) coincidencia
2 14.553 14.555 v
3 1.697 1.695 v
4 3.199 3.200 v
5 4.489 4.489 v
6 14.557 6.319 X

Taula 6.4. Valors de CSM i de SI corresponents al contingut de simetria d’inversid per les

cinc estructures planes de la figura 6.8.

Els valors de CSM i de SI que s’obtenen per als poligons 2-5 coincideixen, excepte
petites diferencies numeriques degudes als diferents algorsimes emprats, i per tant indiquen
que amb les dues mesures s’associa el mateix contingut d’inversid per a cada estructura. Per
al poligon 6 pero, el valor de CSM és considerablement més gran que el de SI. Aqui, els
continguts de simetria d’inversi6 derivats de la CSM i de 1’SI son diferents. Anteriorment s’ha
vist que si I’estructura intermitja entre Q i Q’ no conté la simetria desitjada (en aquest cas la
inversid), llavors el valor que s’obté amb la CSM és més gran que I’SI. El poligon
corresponent al punt mig del cami de minima distorsid entre Q i Q’ de ’estructura 6 no conté
la simetria d’inversio i, per tant, no coincideix amb I’estructura de referencia P que resulta de
I’aplicacid del metode de plegament i desplegament emprat en el calcul de les CSM (figura

6.9).



(@) (b)

Figura 6.9. (a) Estructura al punt mig del cami de minima distorsi6 entre el poligon 6 i el
poligon 6 invertit. (b) Estructura 6. (c) Estructura de referencia amb simetria d’inversio en
el calcul CSM del poligon 6.

A la figura 6.9 es fa evident com l’estructura al mig del cami d’interconversio i
I’estructura de referencia amb simetria d’inversido no s’assemblen en absolut. El fet de
realitzar la mesura d’inversidé d’un poligon amb 7 vertexs, fa que el metode de plegament i
desplegament doni com a figura de referencia un hexagon centrat. Aquesta és 1’estructura de
referencia amb simetria d’inversid més propera, pero evidentment no es troba al cami de
minima distorsid entre el poligon inicial i ’estructura transformada per inversiod. Aixi, el
problema esta en el fet de preguntar-se pel contingut d’inversid d’una determinada estructura
que, pel fet de ser un poligon amb un nombre senar de vertexs, no pot tenir simetria
d’inversid. En aquest cas, les diferencies conceptuals entre els dos metodes fan que no
s’obtingui el mateix resultat per a les dues mesures. Cal aclarir que per als poligons amb 31 5
vertexs (2 1 4, respectivament), tot i que es tracta de figures amb un nombre senar de vertexs,
no apareix aquest problema. Concretament, la distribuci6 de punts de 4 s’acosta més a un

poligon amb 4 vertexs i una posicio central que no pas a un poligon regular de 5 vertexs.

S’ha vist com per a la simetria d’inversid, quan la distribuci6 de punts a 1’espai de
I’estructura Q es troba associada a un poligon (o per extensid a un poliedre) amb un nombre
senar de vertexs, 1’estructura de referencia que es genera amb la metodologia de plegament i
desplegament de les CSM pot portar a una distribucié de punts que pot ser qualitativament
diferent de la de Q i que es troba associada a un poligon (o per extensid a un poliedre) amb un
nombre parell de vertexs. Aixo fa que aquesta estructura no es trobi al cami de minima
distorsid i que per tant les dues mesures no siguin iguals, essent sempre el valor de CSM més
gran que el de SI (equaci6 6.9). La relacio exacte entre els valors de CSM i de SI per a aquests

casos depén de cada estructura en concret i no €s predictible.

Aquest fet no passa per les mesures de reflexio, ja que, sigui quin sigui el nombre de

vertexs, sempre €s possible tenir una estructura de referencia amb simetria de reflexid per a la



qual no es perdi la forma de la distribucid del conjunt de punts a ’espai i per tant pot estar en
el cami de minima distorsio entre Q i Q. Per al cas d’altres simetries es poden fer raonaments
del mateix tipus. De tota manera, no s’entrara a fer un estudi detallat de la comparaci6 de les

dues mesures per a totes les operacions de simetria i per diferents distribucions de punts.

5.2 Propietats de simetria per a compostos experimentals de metalls de transicid

En aquest apartat es realitza 1’estudi de les propietats de simetria comparant les CSM i
els SI per a diferents unitats ML, provinents de compostos de metalls de transicid obtinguts de
la base de dades CSD."”! D’aquesta manera s’han estudiat 138 compostos tetracoordinats, 543
pentacoordinats, 35 hexacoordinats i 34 heptacoordinats. L’Gnic criteri en ’eleccid de les
estructures per a cadascun dels entorns de coordinacio ML,, ML;, ML, i ML,, és que

representin un ventall ampli de geometries diferents.

Com a exemple de 1’s de 1’estudi de les propietats de simetria es realitza el calcul de
I’index de simetria C, per a compostos tetracoordinats. En general, per a aquells compostos
amb una geometria propera al tetraedre cal esperar un valor de 1’SI respecte el C, petit. A la
figura 6.9 es representa el mapa tetraedre/quadrat (esquerra) que es compara amb la

representaciod dels valors de I’index en funcid de la mesura de forma tetraedrica.
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Figura 6.9. (a) Mapa de forma tetraedre/quadrat per al conjunt d’estructures ML,
analitzades. (b) Relacid entre la mesura de forma tetraedrica i el valor de I’index de
simetria C; per als compostos tetracoordinats de metalls de transici6 amb una
configuraci6 electronica d°. Els triangles es corresponen als compostos amb una CShM
respecte el tetraedre més petita que respecte el quadrat, mentre que els quadrats son els

compostos amb una CShM respecte el quadrat inferior.



A la figura 6.9 es pot veure com els compostos amb valors praticament 0 per la CShM
de T, també presenten un contingut de simetria C; maxim. Per altra banda, per a una part dels
compostos, a mesura que augmenta la distorsio respecte el tetraedre es produeix una perdua
de simetria C; (diagonal de la figura 6.9b). També s’observa un conjunt d’estructures amb un
valor de CShM diferent a 0, pero amb un contingut de simetria C, practicament perfecte
(estructures amb (C;) ~ 0). Aquests compostos tenen estructures que segueixen distorsions
dels tipus paraigiies (7) o paraigiies invertit (8), cosa que fa que la seva forma s’aparti de
tetraedre, mentre es conserva la simetria C,. Aixo suggereix que aquest tipus de mapa de

forma/simetria pot ser molt til per discriminar diferents distorsions d’una geometria ideal.
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Aixi, el grafic de la figura 6.9b permet detectar compostos que segueixen distorsions de
tipus paraigues. Aquest és el cas del complex tris(N-isopropilcarbamoilmetil)amina)ferro(II),
amb Q(C;) = 0 1 S(Ty) = 5.74 (figura 6.10), el qual presenta la distorsido 8 de paraigues

invertit.

Figura 6.10. Estructura molecular del complex [FeL], on L = tris(N-

isopropilcarbamoilmetil)amina).'”



Les estructures amb valors petits de CShM respecte el quadrat (quadrats de la figura
6.9) mostren un grau de simetria C, baix i no apareix correlacid6 amb les mesures respecte el

tetraedre (a la dreta de la figura 6.9b).

Totes les estructures dels grups de compostos ML, presenten els mateixos valors de
simetria de reflexio de CSM i de SI. Per altra banda, quan es realitzen les mesures del
contingut d’inversio (figura 6.11) es troben, igual com passava per al conjunt de poligons
anterior, part de les estructures per a les quals les dues mesures son iguals i part de les

estructures per a les quals el valor de CSM és més gran que el valor obtingut amb 1’SI

(desigualtat 6.9).
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Figura 6.11. Comparacid entre els valors de CSM i de SI del contingut de simetria
d’inversi6 de compostos de metalls de transicié penta (a) i heptacoordinats (b) obtinguts
de la base de dades CSD."”! Al grafic s’indica la bisectriu (linia discontinua) corresponent
a valors iguals de CSM i de SI.

Per a les estructures que es troben sobre la bisectriu del grafic entre les dues mesures, i
per tant amb el mateix valor de CSM que de SI, es compleix que I’estructura intermedia entre
Q1 Q’ conté la simetria d’inversid, mentre que per a la resta d’estructures no. Els grafics de la
figura 6.11 mostren clarament que el valor de les mesures continues de simetria sempre €s

igual o més gran que el valor de I’index de simetria.



5.3 Mesures de simetria en camins d’interconversio

En aquest apartat s’estudia com varien les propietats de simetria al llarg de certs camins
d’interconversio poliedrics. S’analitzen algunes de les distorsions tipiques utilitzades en la
quimica de coordinacid com a models moleculars en la interconversid de les geometries que
descriuen la disposicio dels lligands a I’entorn del metall, i que en molts casos es corresponen

a camins de minima distorsio entre els dos poliedres.

En la majoria dels casos s’emprara la coordenada generalitzada d’interconversio”’

com
a variable monodimensional per tal de descriure el grau de canvi de les estructures al llarg del
cami, cosa que, com s’ha vist abans, es pot fer d’una forma general siguin quins siguin els

poliedres situats als extrems del cami.

Els exemples anteriors ja han mostrat amb prou claredat les semblances i divergencies
que poden presentar les dues mesures i per tant I’eleccio d’una de les dues és convenient per
facilitar el seguiment de 1’estudi fet per a diferents camins. A partir d’aqui s’emprara 1’SI (i no
les CSM) en I’estudi de les propietats de simetria. Per una banda, 1’eficiencia del programa de
calcul SHAPE®™ en 1’obtenci6 de les mesures corresponents a 1’index de simetria és
considerablement superior a I’eficiencia que mostra el programa SYMM en el calcul de les
CSM, i per tant és possible realitzar mesures per a conjunts relativament grans d’estructures i
amb un nombre de vertexs superior al que és accessible en el calcul de les CSM amb el

programa SYMM.

A part d’aquest factor purament tecnic, una bona comprensio de la metodologia SI aixi{
com la familiaritzacid amb els valors que se n’obtenen, servira per encarar el treball que es
realitza al seguient capitol sobre les propietats de simetria de la densitat electronica molecular.
Com es veura, les mesures que s’empren per quantificar el contingut de simetria de la densitat
electronica son directament comparables amb els SI i, per tant, quan es vulguin comparar les
mesures obtingudes per a la densitat amb les mesures de les posicions atomiques sera

convenient utilitzar els SI.



5.3.1 Cami de planaritzacio per a compostos del tipus ML,

Com ja s’ha vist al capitol 2, el cami de planaritzacid (figura 6.12) és aquell que porta
d’una estructura ML, tetragdrica a una altra de planoquadrada. A més, estudis precedents"
han mostrat com gran part dels entorns de coordinacid de complexos de metalls de transicid

tetracoordinats es poden descriure mitjangcant aquesta distorsio.
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Figura 6.12. Model molecular (a) i conjunt d’estructures (b) corresponents al cami de

planaritzacio del tetraedre.

En aquest cas, s’analitza com varia el contingut de diferents operacions de simetria per a
estructures formades per una posiciod central envoltada de quatre vertexs, amb geometries

corresponents al cami de minima distorsio entre el tetraedre 1 el quadrat.
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Figura 6.13. Indexs de simetria corresponents a les mesures del contingut d’inversid (linia
de punts), de rotaci6 C; (Iinia discontinua) i de rotaci6 C, (Iinia continua) al llarg del cam{
de planaritzacid entre el tetraedre i la geometria planoquadrada. El grau d’interconversio
es representa mitjancant la coordenada generalitzada, on el 0% es correspon al tetraedre i

el 100% al quadrat.



A la figura 6.13 es mostra com varien diversos indexs de simetria al llarg del cami de
planaritzacid. Es pot veure que el tetraedre t€ poca simetria d’inversio, ja que el valor de
I’index Q( Td,i) = 33 esta allunyat del contingut maxim corresponent a 2 =0, i a mesura que
avanca la interconversid cap al quadrat, 1I’index Q(ML4,i) va disminuint indicant que el
contingut d’inversid va augmentant fins a arribar a la simetria perfecta per al quadrat, amb
Q(D,,.,i)=0. Per altra banda, el tetraedre té un contingut de simetria C , perfecte, i a mesura
que es distorsiona I’estructura es produeix una perdua d’aquesta simetria (valors de 1’index
més grans). El valor de I’index de simetria C, arriba a un maxim (aproximadament al 60%
d’interconversi0) a partir del qual disminueix lleugerament fins arribar al quadrat. En aquest
segon tram el contingut de C; augmenta. Aquest fet es deu a un canvi en 1’orientacid de 1’eix
que optimitza I’index (figura 6.14). Al valor maxim de 1’index, I’eix de rotacid que optimitza
el contingut de C; passa d’estar orientat segons una de les direccions M-L a I’orientacid
perpendicular a I’estructura plana final. Aquest resultat es deu al fet que en la definicio de

I’index es pren I’orientacid de I’eix que minimitza el valor de 1’index.
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Figura 6.14. Orientacid optima de I’eix C; per al tetraedre (esquerra) i per al quadrat
(dreta).

Per a les mesures del contingut de simetria de rotacid C, s’observa un comportament
invers al del contingut de C,. Partint de la figura planoquadrada (amb simetria C, perfecta),
I’index de simetria va augmentant, i per tant el contingut de C, disminueix fins arribar a un
valor de I’index maxim (~45% d’interconversid) a partir del qual aquest disminueix
lleugerament. Al grafic també s’observa com a partir del punt amb un valor maxim de 1’index
de simetria C,, les mesures de C, 1 d’inversio coincideixen. Aixo es deu al fet que, en aquesta
part del cami, I’estructura resultant de 1’aplicacid de la rotacid6 C, que minimitza el valor de

I’index i la corresponent a la inversié son equivalents. En realitat, s’obté la mateixa estructura



pero amb una indexacid dels vertexs diferent (figura 6.15), pero en realitzar-se un

minimitzacid sobre la indexacio dels vertexs, el valor dels dos indexs coincideix.
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Figura 6.15. Estructures resultants de I’aplicacié de ’inversid (esquerra) i d’una rotacid
C, (dreta) per a una estructura del cami de planaritzacid entre el tetraedre i el quadrat.

També s’indiquen les indexacions de vertexs per cada estructura.
5.3.2 Pseudorotacio de Berry

El cami de pseudorotaci6 de Berry descriu la interconversid entre la bipiramide
triangular i la piramide de base quadrada amb un angle L,-M-L,, de 105° on L, i L,

representen el lligand apical i un dels lligands de la base de la piramide, respectivament, i M

és el punt central de I’estructura (figura 6.16).

(b)

Figura 6.16. (a) Model molecular per a la pseudorotacidé de Berry. (b) Representacid
d’algunes de les estructures al llarg de la pseudorotacid de Berry per a la interconversid

entre la bipiramide triangular (esquerra) i la piramide de base quadrada (dreta).

En aquest cas es representen els indexs corresponents a les mesures del contingut de
reflexid, de simetria de rotacid C; i de rotacid C, en funci6 de la coordenada generalitzada
d’interconversid (figura 6.17), on el 0% d’interconversid es correspon a la bipiramide

triangular i el 100% a la piramide de base quadrada.
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Figura 6.17. Index de simetria de reflexid (linia de punts), de rotacid C; (linia

discontinua) i rotacié C, (linia continua) al llarg del cami de Berry.

A la figura 6.17 es pot veure com seguint la distorsid de Berry a partir de la bipiramide
triangular es produeix una perdua de simetria C;, mentre que hi ha un augment de la simetria
C, fins a arribar a un contingut perfecte d’aquesta per a la geometria de piramide de base
quadrada. De la mateixa manera que passava en el cami de planaritzacio, en la interconversio
de Berry s’observa que es produeix un canvi en 1’orientacid de I’eix de rotacid que minimitza
I’index de rotacid C, (prop del 10% d’interconversid). A la figura 6.18 es mostren aquestes
dues orientacions optimes de I’eix C,. A més s’han afegit les mesures de I’index de reflexio,

que mostren com es conserva aquesta simetria al llarg de tot el cami.

C, A

Figura 6.18. Orientaci6 optima de 1’eix C, per a les estructures fins a un 10%
d’intrconversid del cami de Berry (esquerra) i per a les estructures d’un 10 a un 100%

d’interconversio (dreta).



5.3.3 Cami de Bailar

El cami de Bailar és la distorsido que passa del prisma triangular a I’octaedre (figura
6.19). El model molecular d’aquesta distorsid es correspon a la rotacid relativa de les dues
cares triangulars del prisma triangular fins a la forma alternada de 1’octaedre. A més es
produeix un reajustament de la distancia entre les bases triangulars per tal de que la figura

final tingui totes les distancies entre vertexs iguals.

Figura 6.19. (a) Model molecular del cami de Bailar. (b) Cami de Bailar entre el prisma

triangular i I’octaedre vist perpendicularment a una de les cares triangulars.
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Figura 6.20. Indexs de simetria d’inversid (linia de punts), de reflexid (cercles), de
rotacio-reflexid S; (Iinia discontinua) i de rotacio impropia S¢ (Iinia continua) al llarg del

cami de Bailar.

A la figura 6.20 es mostren les evolucions de les mesures de I’index de simetria de
diferents operacions al llarg del cami de Bailar entre el prisma triangular i 1’octaedre
expresades a partir de la coordenada generalitzada d’interconversio. Per a la inversio i la

rotacié impropia S, s’obté el comportament esperat, amb un valor de I’index que pren el seu



valor minim per I’octaedre (Q(MLg,i)=Q(ML,,S,)=0)iva augmentant fins al prisma

triangular, indicant una perdua progressiva de les simetries d’inversio i de S,. Tant I’octaedre
com el prisma contenen la simetria de reflexid6 de forma perfecta, i a mesura que es
distorsionen es produeix una perdua de simetria fins arribar a un valor maxim de 1’'index (a un
38% d’interconversid aproximadament). El prisma triangular té un contingut perfecte de
simetria S;, que es va perdent a mesura que la geometria s’aproxima a I’octaedre. Inicialment
I’eix S; esta orientat perpendicularment a les cares triangulars del prisma, i aproximadament
al 57% d’interconversid es produeix un canvi d’orientacid (figura 6.21), i 1’eix passa a tenir la
orientacio perpendicular a les cares triangulars dels octaedres. A partir d’aquest punt es

produeix una lleugera disminuci6 del valor de I’index.

) 3

————

Figura 6.21. Orientacid optima de I’eix S; per a les estructures fins a un 57%
d’intrconversié del cami de Bailar (esquerra) i per a les estructures d’un 57 a un 100%

d’interconversio (dreta).

També s’ha realitzat 1’estudi de la simetria de reflexid d’un conjunt d’estructures
experimentals de tipus trisquelat [M(quelat),], les quals s’ha vist'” que son estructures

properes al cami de Bailar (figura 6.22).

Q(MLG, (o3 )
o
o

—_— T
0 w0 : 2 o . :
0 10 20 30 40 50 60 L
l Angle de torsio (°)

Figura 6.22. Index de simetria de reflexidé en funci6 de 1’angle de torsid entre cares
triangulars corresponents al cami de minima distorsidé entre 1’octaedre i el prisma
triangular (linia continua) i a algunes estructures experimentals del tipus [M(quelat);]
(cercles), on M és un metall de transicid i quelat un lligand bidentat, obtingudes de la
CSD.



En aquest cas es representa 1’index de simetria de reflexi6 en funci6 de ’angle de torsio
entre les dues cares triangulars del poliedre de coordinacid. La geometria del conjunt de
compostos estudiat es troba molt ben descrita (excepte per un parell d’estructures) pel cami de
Bailar. Aquest fet es fa evident a la figura 6.22, on es pot veure com la perdua de simetria de
les estructures experimentals coincideix molt bé amb la perdua de simetria del cami de Bailar.
A més, aquest estudi permet detectar una estructura que es troba sobre el cami de Bailar (amb
un angle de torsid entre cares d’uns 23°) i per a la qual apareix una perdua de simetria de
reflexid maxima. Aquesta es correspon a I’entorn de coordinacid (quiral) del wolframi al

compost [W(bdt);]* (figura 6.23), on bdt és el lligand bidentat 1,2-benzoditiolat.

Figura 6.18: Estructura experimental de 1’ani6 [W(bdt)]*.!")



6. Conclusions

En aquest capitol s’han presentat dues de les eines en I’analisi de les propietats de

simetria d’objectes descrits per un conjunt de punts. Els punts principals assolits son:

)

(i)

(iii)

(iv)

v)

S’han definit les equacions i la metodologia corresponent a les CSM introduides per

Avnir et al., les quals es troben en relacid directa a les CShM.

S’ha introduit per primera vegada 1’index de simetria que quantifica el contingut

respecte una certa operacid d’estructures formades per un conjunt de punts.

S’han establert les relacions existents entre les CSM 1 1I’SI, mostrant les seves
semblances i diferencies en mesures per diferents transformacions de I’estructura
problema. Val a dir que aquest no és un estudi tancat, ja que la relacid entre les dues
mesures estudiades (CSM i SI) només s’ha fet per les operacions d’inversio i reflexio.
Actualment s’estar treballant per obtenir una descripcid general que relacioni les dues
mesures i que estableixi quines son les semblances i diferencies per qualsevol operacio,

element o grup de simetria.

Els exemples que s’han presentat pretenen entendre de manera clara la relacid entre
aquestes dues mesures de les propietats de simetria, aixi com la informacid que aporta

cadascuna d’elles.

Finalment s’ha analitzat com varien les propietats de simetria amb 1’as de 1’SI al llarg

de diferents camins d’interconversid poliedrica.



7. Annexes

Annex A. Algorisme del calcul de I’SI

En aquest apartat es descriu el procediment per a I’obtencid dels indexs de simetria
corresponents a diferents operacions. A més, també s’exposa de forma detallada com es
realitzen les optimitzacions de I’orientaci6 de 1’element de simetria que defineix cadascuna de

les transformacions estudiades.

Com ja s’ha dit, a I’hora de realitzar el calcul de 1I’SI, es fa coincidir el centre de
I’estructura Q amb 1’origen de coordenades per tal de que no es produeixi traslacid de

I’estructura en 1’aplicacio de la transformacio unitaria.

q, =0 (A.1)

I

A més, es realitza una normalitzacid previa de les estructures segons el nombre de
vertexs N (equacid A.2). Malgrat que el valor de la mesura és independent d’aquesta
normalitzacid, aquest pas previ es fa perque la comparacid de les expressions obtingudes amb
les corresponents a les CShM 1 les CSM sigui més senzill.

N
Y q.q, =N (A2)

k=1

Per tal de considerar de manera explicita el conjunt de permutacions dels vertexs de Q
en I’optimitzacié de 1’orientacié de I’operacio R per al calcul de la mesura, s’introdueix un
operador P de permutacid de vertexs. L aplicacid d’aquest operador a un dels dos conjunts
(inicial o transformat) fara que en la mesura s’estigui considerant el conjunt de tots els
possibles aparellaments de vertexs de les dues estructures. Es defineix I’ordenacid dels

vertexs de Q que fa minim el valor de I’index com una nova estructura P (equacid A.3).

P=P,Q (A3)

Si s’introdueix explicitament aquesta permutacid a I’expressid general de 1’SI (equacid
6.2), només caldra considerar la minimitzacio respecte 1’orientacid de R. Llavors, I’expressio

de I’SI es pot escriure com:



N A
2‘ q, —Rp, ‘2
Q(0Q,R)=min*————100 (A.4)
4zqqu
k=1

on s’ha aplicat la matriu de la permutacid que fa minim I’index sobre el conjunt de punts als

quals s’aplica I’operaci6 de simetria.

Si es desenvolupa 1’expressido A.4 operant el modul al quadrat del numerador es pot
veure que minitzar el valor de I’index de simetria respecte 1’orientacido de I’element de
simetria és equivalent a maximitzar la suma de productes escalars entre els vertexs de les

estructures inicial i transformada (equacio A.5).

N
(g'a,+pip, —2qRp, ) > 4;Rp,
1 ; 100=50| 1- % —— (A.5)
4y q,q, > 4.4,
k=1 k=1

Mz

=~
I

Q(Q.R)=

A partir d’aqui es tindran en compte les possibles eleccions de 1’operador R,
corresponents a les operacions d’inversio, de reflexio, de rotacid i de rotacié impropia, per a
les quals es tractara d’obtenir les expressions que maximitzin el valor del segon terme de
I’equaciod A.5.

N A
zqupk
min{Q(Q,R)} & max{=—— (A.6)

quQk
k=1

A.l Simetria d’inversio

La primera de les operacions que es considera €s la inversid. En aquest cas no s’haura
de realitzar I’optimitzacid respecte 1’orientacid de cap eix, ja que el centre d’inversio és Gnic.
Aixi només cal introduir la matriu corresponent a la inversido (matriu identitat canviada de

signe) a I’expressio A.4.

R—2L M. =-1 (A.7)



. -1 - t 1 T
Q(Q,z):SO(I—F;qkpk):SO(1+NTr[QP ]) (A.8)

Per tant, només caldra tenir en compte quina és la permutacid (aparellament entre

vertexs) que minimitza aquesta expressio.

A.2 Simetria de reflexio

La seguient operacid que es considera és la reflexid. La matriu 3x3 que representa
aquesta transformacid es pot expressar en funcid del vector unitari normal al pla de reflexio

(equacio A.9).

I@%MG =I-2nn’; n'n=1 (A.9)

Aixi, minimitzar el valor de I’index per a les possibles orientacions del pla de reflexio,
equivaldra a optimitzar-lo segons 1’orientaci6 del vector n. La funci6 F que caldra maximitzar

resulta del desenvolupament de M, al numerador de I’expressio A.6 (equacid A.10),

N
F(n):Z[qipk—2q;nntpk]+/l(ntn—l) (A.10)
k=1

on s’ha introduit la condici6 de vector unitari per n a través d’un multiplicador de Lagrange
(A). Per tal que la funci6 F sigui maxima (i per tant que 1’index de reflexid sigui minim)

caldra que:

N
VnF(n):Oz—ZZ[q;npk+p;nqk]+2)»n:O (A.11)
k=1

A partir de I’equacid A.11 s’obté de forma directa I’equacio A.12,

N
Y[ pgi+qp; p—An=0 (A.12)
k=1

que es correspon a I’equacid de valors i vectors propis de la matriu 3x3 simetrica Y (equacio

A.13) obtinguda a partir de les matrius dels vertexs de les dues estructures, Q i P.



N
Y=3(p.di+qp;) (A.13)
k=

1

Si es multiplica I’equacid A.12 per n' s’obté una expressid pels valors propis.
p q p p p prop

N
A=2)n'qp;n=n'Yn (A.14)

k=1

Es pot escriure I’expressio de la mesura de reflexid com:

Q(0,0)= 50{1 - %i[q;pk —2q.nn'p, ]} = 50{1+ %[n’Yn— Tr(QP’)]} (A.15)

Finalment, combinant les equacions A.14 i A.15 per al valor propi de Y més petit,

s’obté una expressio per a I’index de simetria de reflexid (equacid A.16).

Q(0.6)=50 {1 + %[ A —Tr(QP) ]} (A.16)

El vector propi associat al valor propi A, correspondra al vector normal al pla de

reflexi6 que fa minim I’index de simetria.

A.3 Simetria de rotacio

La matriu corresponent a la rotacid es pot expressar en funcio de 1’angle de rotaci6 i del
vector unitari que indica la orientacid de 1’eix de rotacid (equacid A.17).

3
R—5% M, =mn' +cl+5Y [nx§, ]3] (A.17)

i=1

A l’equacid A.17 c=cos0, s=sinf, t =1—cosO, on O és I’angle de rotacio (en sentit
horari respecte 1’eix), n €s el vector unitari corresponent a 1’orientaci6 de 1’eix de rotacid i
€s un vector unitari amb la direccid de I’eix de coordenades i-essim (x=1,y=2,z=3).
També es pot entendre §; com la columna i-essima de la matriu identitat 3 x3. Aixf, la funcio

que cal maximitzar per a la rotacid és:



3
F(n)=rY qmn'p, +cY q,p, +sY,q, > [nx3,]8p, +A(nn-1)=
‘ ¢ e (A.18)
= thinn’pk +c2q;{pk + qui [n><8i ]5§pk +/’L(ntn_1)
k k ki

on novament s’ha introduit la condicid de vector unitari per a n a través d’un multiplicador de

Lagrange A.

Per tal que la funcid F sigui maxima (i per tant el valor de 1’index de rotacid6 minim)

caldra que:

V,F(n)=1Y(q;np, +p;nq, )+s> V,B, +2An=0 (A.19)
k

k

3
on B, és un escalar definit com B, = Zq; [nx8,]8!p, . Per escriure aquesta expressio de

i=1
manera més compacta es defineixen els diferents termes com:

Z(anpk +p;nqk):2(pkq;+qkp;)n:Yn (A.20)
k k
> V.B.=b (A21)
k

D’aquest manera, I’expressio que s’obté en 1’optimitzaci6 de I’orientacid de 1’eix de rotaciod

queda de la forma:

fYn+2An+sb=0 (A.22)

Aquesta vegada s’ha de resoldre un sistema de 3 equacions, que per als casos amb
sb # 0 no sera un problema de valors i vectors propis. Abans de resoldre el sistema
d’equacions es realitza el canvi de variables Y, = _éY’ b, = —éb , que permet escriure

I’equacid A.22 de manera encara més compacta (equacid A.23).

Yn-An+b, =0 (A.23)

Per tal d’assegurar que el valor que s’obté es correpon a un maxim de F i no a un

minim, caldra que la hessiana de la funcid sigui inferior a zero (equacid A.24).

ViV.F(n)<0=31-Tr(Y,)<0 (A.24)

A T’hora de resoldre 1’equacid A.23 tenint en compte la condicid de maxim (equacid



A.24) se segueixen diferents procediments segons quina sigui la situacio.

A.3.1 Cas amb b, =0

Per als casos amb b, = 0 I’expressid que queda és molt semblant a 1’equaci6 de valors

propis del cas de la reflexio:

Yn-An=0 (A.25)

i el valor de I’index de simetria de rotacio és:

Q(Q,Cn):50{1+%{/’L—c2q;pk}} (A.26)

que recorda el resultat obtingut per la reflexid. De fet, si s’estudia la simetria C,, llavors
0=m/2ib,= 0 ien I’expressio de I’equacid A.26 es recupera la mateixa equacid que per al

cas de la reflexid.
A.3.2 Cas amb b, # 0

Quan b, #0 les equacions ja no formen un sistema de valors i vectors propis. En
general es té un sistema de tres equacions per a les quals s’ha de trobar els valors de A in. De
tota manera, podria ser que la matriu Y, sigui nul-la, Y, (i, ] ) =0, Vi,j.Enaquestcasel
sistema d’equacions queda molt senzill, i apareixen dues opcions possibles per a n i per a A

relacionades amb el vector b, (equacions A.27 i A.28).

n=h, (A.27)
n=2Po, A=x|b,| (A.28)
b,

D’aquesta manera el valor de I’index de simetria de rotacid queda de la forma:

Q(o.C,)= 50{1—%[(:2(1@,( —2bgnH: 50{1—%{(:2%;),( T2|b, |H (A.29)



El valor minim de 1’index es correspondra a I’equacio A.30.

Q(Q,Cn):SO{l—%[ch;pk+2|b0|}} (A.30)

D’altra banda, per als casos amb b, # 0 i amb els elements de Y, tots diferents de zero,

s’obté un sistema que es pot resoldre de forma iterativa:
A, =nYn + b)n
i+1 i S0 0% (A3 1)

n, =Yn + b,

Multiplicant I’equacid A.23 per n' s’obté I’expressio per a A. Introduint aquesta

expressio a la definicid de la mesura de simetria de rotacid s’arriba a I’expressio de 1’equacid

A32.
(A.32)

Q(0.C,)= 50{1—%[62%&( —bgn—l}}

A.4 Eix Impropi

L’ 0ltima de les operacions de simetria que s’estudia és la rotacid impropia. La matriu

corresponent a aquest tipus d’operacid es pot expressar com a producte d’una matriu de

rotacid C, i una matriu de reflexio perpendicular a I’eix de la rotacid C,, (equacions A.33 i

A34).
fRs,] = ]1% v Rc,, —-»M; =M, M. (A.33)

] (A.34)

M, :(I—Znn’ )(mnt +cI+si[nx8i]8§
i=1

El producte de la identitat amb la matriu de rotacid és immediat, mentre que el producte

del segon terme de la matriu de reflexié amb la matriu de rotacié és un mica més laborios i

porta a ’equacio A.35.

3
nnf(mn’ +cI+sY [nxd,]8

i=1

3
j: mn'nn’ +cnn’ + 5 nn' [nx§, |8 =(¢+c)nn’ (A.35)

i=1



D’aquesta manera, i tenint en compte la relacio entre ¢ i ¢, I’expressid que resulta és:

3
M,, =—(1+c)mn’ +cl+5) [nx8§, )8 (A.36)

i=1
Aquesta matriu recorda molt a la forma que té la matriu de les rotacions, pero ara en
lloc de tenir el parametre ¢ multiplicant a la matriu nn' el factor que apareix és —(1+c¢). La
manera de resoldre el calcul 1 el resultat que s’obté de I’index de simetria de rotacié impropia
sera equivalent a com s’han resolt les equacions per a I’operaci6 de rotacid tenint en compte

el canvi de parametre indicat.

Annex B. Operacions inverses

En aquest apartat es descriu de forma detallada la relacio entre els valors de 1’SI per a
operacions de simetria inverses. Prenent la definici6 de 1’SI, s’introdueix de forma explicita el
conjunt de matrius P de totes les permutacions possibles entre els vertex de 1’estructura
inicial i la transformada per a una operacid de simetria R que es representa per la matriu X

(equacio B.1).

2( > q,XPp, j Y PlqiXq,
k i

Q(Q.R)=min, 41— - t 100 = min, 4 1 - “5——
d.daq, D49,
k k

100 (B.1)

on P, ésel terme de lafila i-essima i de la columna k-essima de la matriu de permutacions

A A

P, on / representa I’index de totes les possibles permutacions. Per altra banda, les matrius P

seran matrius simetriques (equacid B.2).

Py =P, Vi (B.2)

Es considera ara invariangca rotacional de 1’index de simetria sota una operacid Y
representada per la matriu 3X3 Y, on aquesta és la inversa de la matriu X corresponent a
I’operacid R. Considerar el minim de 1’expressid de I’'index equival a fer maxim el numerador

del terme que esta restant a I’equacio6 B.1.



max,Z P,q.Xq, :maleE,i(qu )[X (Yq,) max,Z (Yq,) 'q, = max,ZPk,qquk (B.3)
k,i

D’aquesta manera el valor de I’index de simetria de 1’estructura Q €s el mateix per a les

dues operacions inverses X i Y.

Q(0.R)=Q(0.R") & Y=X" (B.4)

Aquest és el cas de les operacions de rotacido C*i C'*,0 S¥i S, perales quals
s’obtenen els mateixos valors de I’index, respectivament, sigui quina sigui la nostra estructura

problema Q.
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