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Introduccié?

El problema que s’estudia en aquest treball és la construccié de
funcions d’ona de Maass (degudes a Hans Maass (1911-1992)).

Algunes aplicacions d’aquestes funcions es troben en teoria
de nombres. A més, com a funcions propies de 'operador de
Laplace-Beltrami tenen vincles forts en capitols de la fisica.

El primer capitol conté una introduccié breu als conceptes ne-
cessaris d’analisi matematica com ara les funcions de Bessel. En
el segon s’expliquen propietats de grups fuchsians amb la inclusié
de la representacio grafica de dominis fonamentals. El tercer se
centra en estudiar amb detall les propietats de les funcions d’ona
de Maass. Finalment, en el capitol quart es donen les eines
necessaries per a poder realitzar calculs acurats amb aquestes
funcions en un futur immediat.

Per acabar vull agrair la paciéncia que ha tingut la directora
d’aquest treball, la Dra. Pilar Bayer, aixi com també la de la
meva familia i la dels meus amics.

! Amb el suport de MTM2006-04895.
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Capitol 1

Funcions de Bessel

En aquest capitol tenim com a objectiu principal la definicié
de les funcions de Bessel i 'estudi de les seves propietats més
importants. Aquestes funcions proporcionen un paper clau per a
poder desenvolupar més endavant les formes d’ona de Maass. Per
tal de definir-les, hem de comencar repassant alguns conceptes
sobre operadors diferencials.

Les referencies principals d’aquest capitol son [Wat66] i [Whi46].

1.1 Operador de Laplace-Beltrami

A més de les referencies esmentades abans, en aquesta seccié s’ha
emprat [Bay09].

L’operador de Laplace o laplacia, que denotarem per A, és
un operador diferencial definit en la metrica euclidia. Es un dels
operadors el-liptics més importants i amb més aplicacions. En
fisica, s’usa en el modelatge de la propagacié d’ones i de fluxes
de calor, formant part de ’equacié de Helmholtz. L’operador de
Laplace és central en electrostatica i en mecanica de fluids, anco-
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rat en 'equacié de Laplace i ’equacié de Poisson. En mecanica
quantica representa el terme d’energia cinetica de 'equacié de
Schrodinger. En matematiques, el laplacia forma part del nucli
de la teoria de Hodge i de resultats de la cohomologia de De
Rham.

1.1.1 Definicié. En l'espai euclidia de dimensié n ’operador de
Laplace és un operador diferencial de segon ordre, que es defineix
com la divergencia del gradient.

D’aquesta manera, si f € C*(R"), aleshores el laplacia de f
es defineix per

Af=V?f=V.Vf,

on V denota el gradient d’una funcié, és a dir,

Vf::(ﬁ . 8f>

3x1 ’ ’ 8%

1.1.2 Definicié. El conjunt de funcions que pertanyen al nucli
de A correspon al conjunt de funcions anomenades harmoniques.

Aquest operador pot ser generalitzat a espais no euclidians,
on pot esdevenir el-liptic, com en el cas euclidia, hiperbolic o
ultrahiperbolic. En l'espai de Minkowski, el laplacia esdevé 1'o-
perador d’Alembert i és de la forma seglient :

N
02 Oy 922 20t

En particular, I'operador pot ser definit en qualsevol varietat
riemannniana o pseudo-riemanniana. En aquests casos, rep el
nom d’operador de Laplace-Beltrami i té la forma segiient:

(P
a1 ==t (G Vil 0s). 0
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on g denoten les entrades de la matriu g = (¢%) que defineix la
metrica. En aquest cas també se satisfa que

Af = div(gradf).

En coordenades locals, 'operador de Laplace-Beltrami s’expressa
en termes del tensor g i dels simbols de Christoffel {I'};}:

S of
= g¥ B
Af=g (8ui8uj F”auk)'

En aquest treball 'emprarem en el pla hiperbolic, és a dir, en
el semipla superior complex

H={z€C|S(z) >0},

on (z) denota la part imaginaria de z = x + iy, equipat amb la

metrica
\/dx? + dy? dxd
ds = VarT + dy” du * y’ (1.2)

y G
en la qual ds denota I’element d’arc i du, el d’area. En aquesta
situacio, 'operador de Laplace-Beltrami és descrit per

0*f  O*f
A(f) =y <%+6Ty>

1.2 Funcions de Bessel

En aquesta seccié fem un breu repas de les funcions de Bessel i
dels seus diferents tipus. Aquestes funcions també sén conegudes
amb el nom de funcions cilindriques.

Les anomenades funcions de Bessel foren considerades per
primera vegada per Daniel Bernoulli, I'any 1738, pero el seu
estudi sistematic va ser iniciat en 1824, per Bessel, en I'obra Un-
tersuchung des Theils der planetarischen Storungen welcher aus
der Bewegung der Sonne entsteht (Berliner Abh. 1824).
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Tal i com veurem més endavant, les formes d’ona de Maass
son combinacié lineal d’un cert tipus de funcions de Bessel.

1.2.1 Funcions de Bessel de primera espécie

1.2.1 Definicié. L’equacio diferencial de Bessel de primera especie
és 'equacié diferencial ordinaria de segon ordre

on n € C és fixat.

De forma equivalent,

d? d
$2d—;;+xd—z+ (2 —n*)y=0. (1.4)

Les solucions de l'equacié diferencial de Bessel (1.3) s’anome-
nen funcions de Bessel de primera especie.

Tot i que aquesta és la definicié més emprada, hi ha altres
definicions que també poden ser considerades. Per exemple, ori-
ginariament les funcions de Bessel van ser considerades com les
funcions que s’obtenien com a coeficients del desenvolupament
en serie de Laurent de la funci6

és a dir,

f(z) = e2*(1=%) = Z t" Jn(2).

n=—oo

Fins ara no hem dit res sobre les solucions de 'equacié dife-
rencial (1.3). Ens interessa mostrar una representacié funcional
explicita d’una solucié d’aquesta equacié diferencial. Per a as-
solir aquest fi, provem el teorema segiient.



1.2. Funcions de Bessel 13

1.2.2 Teorema. Donat n € C, definim la funcio
1 /1 \" [0 2
Jn(l') = 2—7” (51’) /;OO t_n_let_ﬂdt, (15)

on x € R. Aleshores funcio J,(x) és una solucio de l'equacio

diferencial (1.3).

El contorn de la integral recorre el cami que parteix de —oo
recorre la circumferencia unitat en el sentit invers a les busques
del rellotge i retorna a —oo.

DEMOSTRACIO. Per a provar aquest resultat fem els calculs

corresponents de forma explicita. Realitzem en primer lloc la
diferenciacié de la funcio

1 /1\" 22
Jn(2) = o <§> xnft_n_let_ﬂdt.

En calcular la derivada primera, obtenim la funcié segiient:

1 /1\" 2
! — 0 [ Z n—1 t—n—l t—x /4tdt
J! () ng— <2> x j{ e
I x”*lft_"_l 1 et_%dt.
2mi \ 2 2t
En calcular la derivada segona obtenim el segiient:

P N ¢ AR S
(x) 5 n(n— 1)z tT" e T dt

2
1\" 22
5) na:”ft"l <%) et dt
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Per a acabar amb la demostracid, substituim les funcions que
hem calculat anteriorment en la formula que ens déna la equacio
diferencial de Bessel (1.3) i comprovem que, efectivament, la
igualtat es compleix. Procedim com segueix:

Ehnle)  1dJn(z) (1 - n2) Inz) =

dx? T dz

1 /1\" O (4 s
— | = n — " 4t}:0’
2m‘(2> m]{at{ ‘

i I'iltima igualtat se satisfa ates que la integral admet una pri-
mitiva i, a més, pren el mateix valor al principi que al final de
recorre la corba tancada. O

Podem estendre J,, a una funcié de variable complexa. Per a
z € C, definim J,(z) per la igualtat

o (0+) 2
Jn(2) / t el dt,

pumy 1 "
2ntlimy J_ o

on arg z pren el valor principal i |argt| < 7 en el contorn.

Si n és un enter es té la representacié integral

1 zZ —1
Jo(2) = — ¢ ez Dy 1y,
n(2) 2mi
que s’assoleix fent el canvi u = 2t/z, i on el contorn de la integral
encercla l'origen i el recorregut és en sentit horari a les busques
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del rellotge. Si, a més, 'enter n és positiu podem escriure la
funcié com
1 T
Jn(z) == — [ cos(nf — zsin(#))d6.

T Jo

Tot hi aix0, en el nostre treball ens interessara treballar també
amb funcions de Bessel amb n no necessariament enter.

Per a expressar aquesta integral com una serie de potencies,
observem que és una funcié analitica en z i podem obtenir els
coeficients de les series de Taylor en potencies de z per diferen-

ciaci6 sota el signe d’ integral. Tenint en compte que ¢t~ le!~ &
assoleix el seu valor inicial després de descriure el cami que va de
menys infinit descriu un cercle en sentit contrari a les busques
del rellotge entorn del zero i torna a l'infinit, resulta que les
derivades sota el signe d’integral tenen sentit. Per tant podem
derivar en un entorn del zero i desenvolupar la serie de Taylor.
Després d’aixo obtenim el segiient desenvolupament

oo (_1)rzn+2r
Jn = >
(2) ; nt2rrll(n+ 1+ 1)

on I' denota la funcié6 gamma d’Euler.

1.2.2 Funcions de Bessel de segona espeécie

Ja que estem tractant amb una equacié diferencial de segon
ordre, tenim un parell de solucions linealment independents.
Si considerem la funcié J,(z) com un element de la base ens
agradaria saber quin és l'altre conjunt de solucions de I'equaci6
diferencial.

1.2.3 Definicié. La funci6 de Bessel de segona especie (dita,
també, funcié de Weber) es defineix segons la férmula segiient.

Js(2) cos(sm) — J_4(2) ‘

sin(sm)

Yi(2) =
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1.2.4 Proposicié. Per a n no enter, el parell {J,(z), J_n(2)}
és un sistema fonamental de solucions de (1.3). Per a n enter,
ho és el parell {J,(2),Y,(2)}. O

1.2.3 Funcions de Bessel de modificades

Les funcions de Bessel definides en la seccié anterior no sén su-
ficients per a donar el concepte de forma d’ona de Maass. Ens
cal donar la definici de funcié de Bessel modificada.

1.2.5 Definicié. Anomenem funcions de Bessel modificades les
funcions que sorgeixen com a solucié de I'equacié diferencial or-

dinaria de segon ordre
2 d*y dy

ay Y 22y
Idasz—'—mdz (x*4+n)y =0, (1.6)

anomenada equacio diferencial de Bessel modificada.

Analogament al cas anterior, en el teorema segiient provem
com son les solucions d’equacio.
1.2.6 Teorema. Sigui s € C. Aleshores la funcio
I(z) == Js(iz), (1.7)

amb x € R, és solucio de la equacid diferencial (1.6),

DEMOSTRACIO. Per a provar aquesta afirmacié procedim de la
forma segiient. Considerem 'equacié de Bessel modificada (1.6)
i substituim la variable y per la funcié I(z).

2 d*I,(x) N dI(z)

d2r x dx o (12 + ‘92)15($) =
d*J,(ix) dJ,(ix) ,
_ 2% s s (2 Q2 _
=1t +x I (x* + 5%)Js(ix)

5 oA (ix) diJ(iz) ‘ .
2,24 s s 2 _ 2
= i‘x (i) + iz o + ((1z)* — s*) Js(iz).
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Ara, fent el canvi y = ix obtenim que J,(ix) és solucié de (1.6).
O

En aquest cas, I'equacié diferencial de segon ordre també té
dues solucions independents. La primera és la funcié I5(x) des-
crita en el teorema anterior. Per a obtenir la segona solucié de
I'equacié de Bessel modificada (1.6), definim la funcié K,(x), per
a tots els valors de s no enters segons la igualtat

K(z) = %W{ISZBI(;WI)S@)}

Tal i com hem definit aquestes funcions, només estan definides
sobre els nombres reals. Per tal de definir-les sobre els complexos,
es consideren igual, pero amb la variable complexa. Aleshores,
aquestes funcions també sén solucié de I'equacié diferencial mo-

dificada (1.6).

3
En el cas de la funcié K4(z), quan |arg z| > o posseeix una

expansio asimptotica

Kq(2) ~
/7 . o (48?7 —1%)(4s* —3?) - (48 — (2r — 1)?)
2:° [1 T rl23r v '

per a valors grans de |z].

Per tal de fer calculs en el futur, ens interessara tenir una ex-
pressio facilment avaluable d’aquestes funcions per a valors molt
grans de |z|. Considerant només la primera part de 1’expansio,
observem que, per a valors grans de |z|, la funcié K(z) compleix
que

K(z) ~ ] —e =
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1.2.4 Funcions de Bessel de tercera especie

En molts desenvolupaments de l’analisis matematica sobre re-
presentacions integrals i expansions asimptotiques s’usen combi-
nacions de les funcions J,(z) i Y,.(2); és a dir, expressions tals
com J,(z) £iY,(z) apareixen freqiientment. Aquestes combi-
nacions també es presenten en la teoria de funcions de Bessel
purament imaginaries. Aix0 té com a conseqiiencia que a les
funcions J,(z) 1Y, (z), se les anomeni funcions de Bessel de ter-
cera especie. Se solen denotar amb la lletra H. Les dos funcions
de Bessel de tercera especie estan definides per les igualtats

HW(2) = J,(2) +iY(2), HP(2) = Ju(2) — iY,(2).

1.3 Funcions invariants per ’operador
de Laplace

Si no és diu el contrari, d’ara endavant entendrem com a laplacia
I'operador de Laplace-Beltrami definit en ’espai hiperbolic. En
aquesta seccié considerem funcions propies del laplacia.

Recordem que la forma d’aquest operador és

2 2
A(f) =~y (y + an) :
x 0%
1.3.1 Exemple. Els primer exemples que podem donar de fun-
cions invariants pel laplacia son les funcions y* i xy~*, on s € C.
Podem comprovar que ambdues funcions sén funcions propies de
valor propi s(1 — s).

Les funcions anteriors no sén gaire tils a ’hora de formar
les formes d’ona de Maass, perque, entre altres coses, no podem
construir amb elles funcions que ens proporcionin bones condi-
cions de periodicitat. Per tant, el que farem a continuacio sera
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donar un altre tipus de funcions “no trivials” que també sén
vectors propis de l'operador de Laplace.

1.3.2 Teorema. Sigui la funcio de variable complexa
f(2) ==y Kig(y)e™,

on z = x +1y. Aleshores, la funcio f és funcid propia de [’ope-
rador de Laplace-Beltram:

0? 0?
s = (g v ay).

1
de valor propi A = (Z + R2> .

DEMOSTRACIO. Es trivial comprovar que derivant respecte de
x obtenim

>’f 1 :
_ . 1/27- iT
821' - y KZR<y>€ )

i derivant respecte de y,

rf 1 -
>y — v PKin(y)e +y T PR ip(y)e” +y P K (y)e”.
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Si ara substituim, tenim que

Af(z)

(PSS
?x  0%y

) 1 ) )
y5/2KiR(y)em + Zy1/2KiR(y)em - 93/2K£R(?/)€m
Rl ()e
{1’ Kir(y) — yKir(y) — vy’ Kir(y) — R*Kr(y)+

2 1 iz, 1/2

+R*Kir(y) + ZKiR(y)} cety

{—’KR(y) — yKir(y) — (v° + R*)Kir(y)+

1 )
_RQKiR<y) + ZKiR<y>} . ez:vyl/Q

(5 R2) o Kunl) -

tal i com voliem provar. O

Observem que el valor propi d’aquestes funcions és de la forma

1
A=+ R
TR

Combinacions d’aquestes funcions son les que més endavant ens
proporcionaran les funcions d’ona de Maass. Escrivim el valor
propi d’aquesta forma tant particular degut a que, com veurem
més endavant, segons una conjectura de Selberg, en el cas que
tractarem, el valor de R ha de pertanyer a l'interval [0, 00).



Capitol 2

Grups fuchsians

En aquest capitol fem una introduccié més precisa al concepte
de semipla de Poincaré, i al grup de les transformacions lineals
fraccionaries que hi actuen. Tot aix0 ens portara a la definicio
de grups fuchsians.

Un cop tinguem la definicié de grups fuchsians estudiarem els
diferents tipus de dominis fonamentals que originen i donarem
un metode efectiu per a calcular-los. L’algoritme sera emprat
més endavant per tal de poder calcular formes d’ona de Maass.

Les referencies principals d’aquest capitol son [Iwa97|, [Kat92]
i [Miy76].

2.1 Semipla de Poincaré

En aquesta seccié ens centrarem en donar conceptes inicials sobre
el semipla de Poincare aixi com del grup de les transformacions
lineals fraccionaries. Per a aquest fi, primer farem una introduc-
ci6 a la metrica hiperbolica.

Més endavant farem una descripcio de com actua el grup

21
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de les transformacions lineals fraccionaries sobre el semipla de
Poincaré, aixi com de la topologia d’aquest grup.

2.1.1 Metrica hiperbolica

Sigui H el semipla de Poicaré amb les metriques hiperboliques
definides en el capitol anterior. Aleshores, dos punts qualssevol
de H poden ser units per una tunica geodesica i la distancia entre
aquests dos punts és mesurada sobre aquesta geodesica. Pero H
no és euclidia, ates que no compleix el cinque axioma d’Euclides,
és a dir, hi ha més d'una geodesica que passa per un punt exterior
a una geodesica donada (I’axioma de les paral-leles). De fet, en
aquesta situacié poden haver-hi fins a infinites geodesiques que
no tenen cap altre punt en comu pero que passen per un punt
exterior a una geodesica donada.

Sigui [ = [0, 1] i definim «y : I — H com un cami diferenciable
a trossos, v = {2(t) = z(t) +iy(t) € H | t € I}. Aleshores la
longitud hiperbolica h(7) és donada per la férmula

dz\ 2 du\ 2 »
h(y) = / V) + @) / aldt
0 y(t) oY)
2.1.1 Definicié. La distancia hiperbolica entre dos punts z i w,
denotada per p(z,w), es defineix per la férmula

p(z,w) = inf h(v),

on I'infim es pren sobre tots els camins v que uneixen els punts
ziwen H.

Es facil veure que la funcié p no pren valors negatius, que
compleix la propietat de ser simetrica, és a dir, se satisfa que
p(z,w) = p(w,z), per a tot z,w € H, i, a més, satisfa la de-
sigualtat triangular

p(z,w) < p(z,8) + p(§, w).
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Per tant és una funcié distancia en H.

Considerem el conjunt de les matrius reals de dimensi6 2, és
a dir, de la forma

a b
g—(c d)’ a,b,c,d € R.

Com és habitual, la funcié determinant sera det(g) = ad — bc i
la funcié traga tr(g) = a + d.

El conjunt de matrius que compleixen det(g) = 1, sera l'ob-
jecte principal d’estudi d’aquesta seccié. S’anomena el grup es-
pecial lineal real i el denotarem per SL(2, R). Es immediat com-
provar que és un grup, ates que el producte de dos matrius de
determinant 1 és una matriu de determinant 1, i la inversa d’una
matriu de determinant 1 també és una matriu de determinant 1.

Denotem el grup projectiu especial lineal

PSL(2,R) := SL(2,R)/{+Id}.

En aquest cas tenim que redefinir lleugerament la funcié6 traga
per tal que estigui ben definida en el nou conjunt. Aixi doncs,
tenim Tr(—g) = —Tr(g), per tant

T(T) = T¥*(g)

Te(T) := [Tr(g)],

on T denota la classe de g en PSL(2,R). Observem que, amb
la nova definicié, la funcié traca esta ben definida en el grup
quocient PSL(2,R).

2.1.2 Teorema. Les transformacions T' € PSL(2,R), definides
segons

T: H — H
az+b a b

2 TR = (C d)eSL(Q,R)
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son homeomorfismes de H.

DEMOSTRACIO. Primer mostrem que qualsevol transformacid
del grup projectiu especial lineal aplica H en H. Prenem T &

PSL(2,R),iw="T(z) = %' Aleshores

(az+b)(Z+d)  aclz|* + adz 4 bz 4 bd

lcz + d|? lcz + d|? ’
per tant,
w—w z2—Z 3(2)

2i 2ilcz +d|?> ez +d|? (2.1)

A més F(z) > 0 implica que I(w) > 0. El teorema ara segueix
de la continuitat de 7'(z) i de la seva inversa. O

2.1.3 Observacié. Notem que PSL(2,R) conté totes les trans-
formacions lineals de la forma z — %:[3 amb a,b,c,d € R i
A = ad—bc > 0 ates que dividint el numerador i el denominador
per v/A obtenim una nova matriu amb el seu determinant igual
a 1. En particular, PSL(2,R) conté totes les transformacions de
la forma z — az + b (a,b € R;a > 0) i les transformacions de la
forma z — —%.

2.1.4 Definicié. Una transformacié de I’espai H s’anomena una
isometria si preserva la distancia hiperbolica sobre H.

Es clar que el conjunt de les isometries de H forma un grup,
el qual denotem per Isom(#H).

2.1.5 Teorema. FEl conjunt PSL(2,R) esta inclos dins del con-
gunt de les isometries de [’hiperpla de Poincaré:

PSL(2,R) C Isom(H).
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DEMOSTRACIO. Pel teorema (2.1.2) totes les transformacions
de PSL(2,R) apliquem H en H.

Provarem que si v : I — H és un cami diferenciable a trossos,
aleshores per a qualsevol T' € PSL(2,R) tenim que h(T(y)) =

h(7).

Suposem que v : I — H és descrit per z(t) = (z(t),y(t)), i
que w(t) = T(2(t)) = u(t) + iv(t). Tenim que

dw a(cz+d)—claz+b) 1
dz (cz + d)?  (ez+d)?
Per (2.1), teni i per tant |22 = Y.
er (2.1), tenim que v = —=—— i per tant |—| = —. D’a-
’ q lcz +d*’ P dz Y

questa manera
1wl gt 1ldwdz| g Lz qgp
h(T(’y)) — / ‘ dt ‘ :/ dz dt} :/ dt‘ — h(fy)
o v(t) 0 v(t) oyt

La prova de que la distancia hiperbolica és invariant per 'acci
de PSL(2,R) se segueix immediatament d’aquest fet. O

Per a acabar aquesta seccié determinem les geodesiques del
pla hiperbolic. Primer provarem un lema elemental.

2.1.6 Lema. Qualsevol semicercle ortogonal o recta euclidiana
ortogonal a l’eix real pot ser aplicat mitjancant una transforma-
cio de PSL(2,R) en la semirecta {z € H | R(z) = 0}.

DEMOSTRACIO. Cas 1. Considerem L una recta euclidiana or-
togonal a l'eix real. Sigui a; € RN L que pertany a L. Consid-
erem la transl-lacio

TIZ—Oél.

Aleshores T'(L) és l'eix imaginari.
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Cas 2. Considerem un semicercle L ortogonal a l’eix real que
talli la recta real en els punts aq, s € R. Considerem ’aplicacio
que envia un dels dos punts a l'infinit, per exemple,

1

z—aq

Ates aquestes les transformacions preserven angles, T'(L) només
pot ser una recta ortogonal a l’eix real. Per tant ens situem en
el cas 1 i la demostracié acaba. O

2.1.7 Teorema. Les geodesiques de H son semicercles ortogo-
nals o semirectes euclidianes ortogonals a l’eix real.

DEMOSTRACIO. Siguin z; i 2 dos punts en H. Suposem primer
que z; = taizy =thambb>a. Si~vy: I — H é un cami
qualsevol diferenciable a trossos, que uneix ia i ib, amb (t) =
(x(t),y(t)), aleshores

oy = [V E

d
Z/Wd—?\dfz/l_d—? _ [Ty _b
o y(t) o y(t) a Y a

pero el valor hrlé és exactament el valor de la distancia hiperbolica
del segment, qlge uneix els punts 2a i b en l'eix imaginari, és a
dir p(ia,ib) = In—. Per tant la geodesica que uneix ia i ib és
el segment de 'eix imaginari que els uneix. Per a z; i z5 arbi-

traris, considerem la transformacié que ens dona el lema anterior
i juntament amb el teorema 2.1.5 acaba la demostracio. O

2.1.2 Topologia del grup PSL(2, R)

L’objectiu d’aquesta seccié sera donar algunes propietats basi-
ques referents a la topologia del grup PSL(2,R) per tal que en
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seccions futures puguem donar la definicié i algunes propietats
dels grups fuchsians.

Sigui 7' € SL(2,R) una transformacié de la forma

az+0b
z—>T(z):CZ+d.

Aquesta transformacié T pot ser identificada amb el punt (a, b, ¢, d) €
R*. Més precisament, com a espai topologic, 'espai SL(2, R) pot
ser identificat com un subconjunt de R* de la forma segiient:

X ={(a,b,c,d) € R | ad — bc = 1}.

Definim ara l’aplicacié —Id, pensada com a funcié de R* com

—Id: X — X
(a,b,c,d) +— (—a,—b,—c,—d).

Aleshores I'aplicacié —Id : X — X és un homeomorfisme i jun-
tament amb la identitat forma un grup ciclic d’ordre 2 que actua
sobre X. Aixi doncs, podem dotar d’una topologia a PSL(2, R)
mitjancant la topologia quocient de SL(2,R)/{+£Id}.

Podem definir la norma en PSL(2,R) com la norma induida
de R%, és a dir, sigui T una transformacié del grup PSL(2, R)

b
de la forma T'(z) = azi—d
cz

en PSL(2,R) com

amb ad — bc = 1. Definim la norma

IT|| = (a® + b* + & + d*)V/2.
Notem que || - || és una funcié ben definida.

Amb aixo, el grup PSL(2,R) esdevé un grup topologic amb
la topologia definida per la metrica anterior.

El grup de totes les isometries de H, Isom(H), es pot dotar
d’una topologia de forma similar.
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2.1.3 Grups discrets i propiament discontinus

2.1.8 Definicié. Un subgrup I' de Isom(H) és discret si la topo-
logia induida sobre I' per la topologia de Isom(H) és la topologia
discreta, és a dir, si I' és un subespai discret de ’espai topologic
Isom(H).

2.1.9 Lema. Un subgrup I' és discret si, i només si, T,, — Id,
T, € ' implica T,, = Id per a n suficientment gran. U]

Siguin X un espai topologic i G un grup d’homomorfismes
que actua en X.

2.1.10 Definicié. Una familia {M,, | o € A} de subconjunts de
X, indexats per elements d'un conjunt A, s’anomena localment
finita si per a qualsevol subconjunt compacte K C X, se satisfa
que M,NK # () inicament per a un nombre finit d’indexs a € A.

En el que segueix considerarem espais topologics X en els que
hi opera un grup topologic G de forma continua.

2.1.11 Definicié. Siguin X un G-conjunt i € X. El conjunt
Gu:={g(z) | g € G}
s’anomena l'orbita de x per 'accié del grup G, o, també, la G-
orbita del punt x.
El subgrup G, = {g € G | g(x) = x} se 'anomena 'estabilit-
zador de x pel grup G.

Cal observar que Gx C X i G, € G. De forma usual, s’as-
sumeix que cada element de Gz esta contingut amb una multi-
plicitat igual a 'ordre de G,.

Observem que {Gx | * € X} pot ser considerat com una
familia igual que en la definicié (2.1.10), on cada subconjunt
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indexat, z, := {g(x)}, és un punt d’'una G-orbita de z. Amb
aix0 donem la definicié segiient.

2.1.12 Definicié. Es diu que un grup G actua de forma pro-
piament discontinua sobre un espai topologic X si la G-orbita
{Gz | = € X}, entes com {z, | g € G}, de qualsevol punt és
localment finita.

Amb aixo0 escrivim el lema segiient.

2.1.13 Lema. Un grup G actua de forma propiament disconti-
nua sobre X si, 1 només si, cada orbita és discreta i ['ordre de
lestabilitzador de cada punt és finit. [

2.1.14 Observacié. Podem observar que, de fet, la discrecié de
totes les orbites ja implica la discrecié del grup.

2.1.15 Teorema. Un grup G actua de forma propiament dis-
continua en X si, 1 només si, cada punt de x € X té un entorn 'V
tal que T(V)NV £ () dinicament per a un nombre finit d’elements
deT € G.

DEMOSTRACIO. Suposem que G actua de forma propiament
discontinua sobre X. Aleshores cada orbita G és discreta, i per
a cada punt z, G, és finit. Aix0 implica que, per a qualsevol
punt z, existeix una bola B.(x) centrada en z i de radi € que no
conté cap altre punt de Gz diferent de z.

Sigui V' C B, un entorn de z, aleshores T'(V)NV # 0 implica
que T € GG, i aix0 només és possible per a un nombre finit de
transformacions 7' € G.

Per a I'implicacié inversa, si tenim que cada punt de x € X té
un entorn V' tal que T (V) NV # () dnicament per a un nombre
finit de T' € G, aleshores tenim que demostrar que cada G-orbita
és discreta i que l'estabilitzador G, de cada punt x és d’ordre
finit. Si Gz no fos discreta, tindria un punt limit, denotem-lo
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per xo, i un entorn de xy que reunira infinites de les imatges
sota G, amb contradiccié amb la hipotesis. De manera similar,
si lestabilitzador G, de z, és infinit, és a dir, si T'(z) = x per
a infinits elements T' € @, aleshores qualsevol entorn V de x
contindra un nombre infinit d’'imatges sota G. O

Abans de donar alguns exemples de grups fuchsians, identifi-
carem els subgrups discrets dels grups de Lie de dimensio 1, és
a dir, de R, el grup additiu dels nombres reals, i de S!, el grup
multiplicatiu dels nombres complexos de modul 1.

2.1.16 Lema. Se satisfan les propietats segiients:

1. Tot subgrup discret de R és ciclic infinit.

2. Tot subgrup discret de S' és ciclic infinit.

DEMOSTRACIO. Per a la part 1, sigui I' un subgrup discret
de R. Per suposat 0 € I' i existeix el nombre real més petit
positiu x € T', ja que altrament I' no seria discret. Aleshores
{nz | n € Z} és un subgrup de I'. Suposem que hi ha un element
y € I' que no compleix y # nz. Aleshores podem assumir que
y > 0, si no prenem —y que també sera de I'. Hi ha un enter
k>0 tal que kv <y < (k+ 1)z, i per tant 0 < y — ko < z, i
en conseqiiencia el nombre (y — kz) € I', la qual cosa contradiu
I’eleccid de x.

Per a provar la part 2, sigui I un subgrup discret de S. Per la
discrecié existeix z = e’ € I', amb I'argument més petit positiu
i no nul, ¢y. Ara podem procedir com en el cas anterior. O

2.2 Propietats dels grups fuchsians

En aquesta seccié veurem les definicions i conceptes inicials de
grups fuchsians, aixi com també algunes de les propietats que
farem servir més endavant.
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2.2.1 Elements especials del grup modular

Considerem el grup PSL(2,R),

PSL(2,R) ~ {z —T(z) = ij__z |ad —bc=1,z € 7-[}
(2.2)

Podem distingir tres classes d’elements segons el valor que pren-
gui l'aplicacié traga Tr(T") = |a + d|.

2.2.1 Definicié. Direm que un element 7' € PSL(2, R) és el-lip-
tic si Tr(7T") < 2. Direm que T és parabolic si Tr(7) = 2. Direm
que T és hiperbolic si Tr(7) > 2.

La segiient qiiestio que ens podem preguntar és com son els
punts fixos segons el tipus de transformacions. Els punts fixos
es calculen en resoldre

b
Z:az+ (a,b,c,d € R|ad —bc=1).
cz+d

Es pot veure que una transformacio hiperbolica té dos punts fixos
en la recta real, un repulsiu i un altre atractiu. Una transfor-
macié parabolica (diferent de la identitat) té un tunic punt fix en
la recta real. En canvi una transformacié el-liptica té un parell
de punts fixos conjugats complexos (no reals) i, per tant, té un
punt fix en el pla H.

Una transformacié 7' € PSL(2, R) fixa oo si, i només si, ¢ = 0
i per tant és de la forma z — az + b. Si a = 1 és parabolica; si

b
a # 1, és hiperbolica amb punt fix ]
—a

2.2.2 Propietats dels subgrups discrets

2.2.2 Definicié. Un subgrup discret de Isom(H) es diu que
és un grup fuchsia si consta de transformacions que preserven
l'orientacid, és a dir, si és un subgrup discret de PSL(2, R).
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Per a qualsevol grup discret T' C Isom(H), el subgrup I't C T’
format per les transformacions que preserven l'orientacié és un
grup fuchsia, es té que [I': '] < 2.

Una propietat important és que la accié de tot grup fuchsia
sobre C és discontinua en el sentit que cada punt de C té un
entorn en el qual ell n’és 'inic punt invariant per a qualsevol
transformacié diferent de la identitat. En general, els grups dis-
crets d’isometries no tenen aquest comportament discontinu, ja
que si alguns elements tenen punts fixos aquests punts poden no
tenir cap entorn com a aquest.

2.2.3 Definicié. El grup de les transformacions de H

{z —T(z) = &Ziz | a,b,c,d € Z,ad — bc = 1} C PSL(2,R)
cz
(2.3)

s’anomena el grup modular i es denota per PSL(2,7Z).

2.2.4 Observacié. El grup modular PSL(2,7Z) és clarament un
grup fuchsia (ates que Z és discret en R i, per tant, Z? és discret
en R?).

La nostra tasca segiient és demostrar que un subgrup I' C
PSL(2,R) és un grup fuchsia si, i només si, actua de forma
propiament discontinua sobre H.

2.2.5 Lema. Siguin zy € H i« K un subconjunt compacte de H.
Aleshores el conjunt

E ={T € PSL(2,R) | T(2) € K}

€s compacte.

DEMOSTRACIO. Per a la demostracié només cal tenir en compte
que PSL(2,R) té la topologia quocient de I'espai SL(2,R) i que
aquesta es pot identificar amb la topologia induida per la de R*
i que l'acci6 de PSL(2,R) en H és continua. O
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2.2.6 Lema. Sigui I' un subgrup de PSL(2,R) que actua de
forma propiament discontinua en H, i p € H un punt fix per
algun element de I'. Aleshores hi ha un entorn W de p tal que

cap altre punt de W és fix per un element de I' que no sigui la
tdentitat.[]

2.2.7 Teorema. Sigui " un subgrup de PSL(2,R). Aleshores T’
és un grup fuchsia si, i només si, I' actua de forma propiament
discontinua en H

DEMOSTRACIO. Mostrem primer que un grup fuchsia actua de
forma propiament discontinua en H. Prenem z € H i K un
subconjunt compacte de H. Aleshores

{Tel'|T(2) e K} ={T' e PSL(2,R) | T(2) e K} nT

és un conjunt finit (és la interseccié d’un compacte i un conjunt
discret), i per tant I actua de forma propiament discontinua.

Inversament, suposem que I' actués de forma propiament dis-
continua, perd que no fos un subgrup discret de PSL(2,R).
Triem un punt s € H no fixat per cap element diferent de la
identitat de I', que existeix pel lema 2.2.6. Com que el subgrup
I" no és discret, existeix una successié {7} d’elements diferents
de I' tals que Ty — Id quan kK — oo. Per tant, tenim que
Ti(s) — s quan k — oo i aleshores, atés que s no és fix per cap
element diferent de la identitat de ', tenim que {Tj(s)} és una
successio de punts diferents dos a dos i diferents de s. Per tant,
cada disc hiperbolic tancat centrat en s contindria infinits punts
de la I'-orbita de s, i, en conseqiiencia, I' no actuaria de forma
propiament discontinua. O

2.2.8 Corol-lari. Sigui I' un subgrup de PSL(2,R). Aleshores
[' actua de forma propiament discontinua en H si, i només si,
per a cada x € H, l'orbita 'x de x és un subconjunt discret de

H.
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DEMOSTRACIO. Suposem que I' actua de forma propiament
discontinua en H; aleshores cada I'-orbita és una familia finita
localment de punts; en particular, és un conjunt discret de H.

Inversament, suposem que I' no actués de forma propiament
discontinua sobre H, aleshores, pel teorema anterior no és un
subgrup discret de PSL(2,R). Repetim I'argument de la prova
del teorema anterior i construim una successié {Tx(s)} de punts
diferents de s tals que Tj(s) — s, amb la qual cosa la I'-orbita
del punt s no seria discreta. O

2.2.9 Corol-lari. Si I és un grup fuchsia, aleshores els punts

fixos pels elements el-liptics no s’acumulen en H.O]

El corol-lari 2.2.8 implica que donats z € H i una successié
{T},} d’elements diferents en I', aleshores si {T,(2)} té un punt
limit & € CU {00} cal que a € RU {o0}.

2.2.3 Grups de congruencia

Si no diem el contrari, en aquest apartat ¢ denotara un nombre
enter positiu.

2.2.10 Definicié. El grup principal de congruencia I'(¢) de ni-
vell ¢ es defineix segons

i ={(¢ ) estenl(t 1)=(; ) meaa}.

Observem que I'(1) = SL(2,Z). El que farem a continuacié
sera calcular I'index [['(1) : T'(q)].

2.2.11 Teorema. FEl subgrup de congruéncia de nivell ¢ és un
un subgrup normal del grup modular d’index

D) :T(g)) =¢"JJ1-p>. (2.4)

plg
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DEMOSTRACIO. Considerem la successié exacta
1 —I'(q) = SL(2,Z) = SL(2,Z/qZ) — 1. (2.5)

Només cal provar ’exhaustivitat de ’aplicacié m, pero, de fet,
aquest és un resultat directe del teorema xines del residu.

Per a provar la férmula (2.4), tenim, per (2.5), que
[[(1) : T(q)] = [SL(2,Z/qZ)|.

a

Per a qualssevol v = € SL(2,7Z/qZ) tenim que med(c, d, q) =

b
d
1, i per a una fila inferior (¢, d) podem trobar exactament ¢ solu-
cions (a,b) de la congruencia ad — bc = 1 (mod ¢). Per tant,

desenvolupant els calculs obtenim que

|SL(2,Z/qZ)| =q|{(c,d) (mod q):med(c,d,q) =1}

=q > pr) <g>2 =" [Ja-»7),

rlq plg

on u denota la funcié de Moebius. O

2.2.12 Definicié. Donat un grup de congruencia I'(q), s’ano-
menen vertexs de I'(¢), als punts x € H, tals que el seu es-
tabilitzador conté elements diferents de la identitat, és a dir,

T, # {+Id}.

2.2.13 Definicié. Es diu que un punt z € H UP!(R) és para-
bol-lic (respectivament, hiperbolic o el-liptic) si la transformacid
v tal que y(x) = = és parabol-lica i diferent de la identitat (res-
pectivament, hiperbolica o el-liptica).

Per abreujar, anomenarem puntes del grup I" els punts parabolics
deT.
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Notem que —Id & I'(q) si ¢ > 2. A més, si ¢ > 2 aleshores
I'(g) no té elements el-liptics i els elements parabolics sén de la

forma
1+qt —qu
qu 1 —qt

amb wu,v,t enters tals que compleixen la relacié uv = t2. Ates
que T'(¢) és un subgrup de SL(2,7Z), les puntes per a I'(¢) sén
els nombres racionals i co.

2.2.14 Proposicio. El nombre de puntes no equivalents d’un
grup de congruéncia principal de nivell q €s

h=q¢ [J0-p7).

plg

/ .. . a
DEMOSTRACIO. Escrivim els punts racionals de la forma p; = —
a’ ‘

: ] £ :
amb mcd(a,c) = 11 py = = amb mcd(d’, ) = 1. Sén equiva-

lents si, i només si, existeix una transformacié v € I'(q) tal que
P2 = Yp1, O, equivalentment,

][ e

Per tant, el nombre de puntes no equivalents per a I'(¢) és donat
per la férmula

h=|{(c,d) (mod q) : med(c,d,q) =1}

i en desenvolupar els calculs s’obté el resultat enunciat. O

Més generalment, qualsevol subgrup del grup modular I' que
contingui I'(¢), per a un cert ¢, s’anomena un subgrup de con-
gruencia de nivell g. Per exemple, tenim els dos subgrups classics
segiients:

To(q) = {7 €SL(2,Z) : v= (3 :) (mod Q)},
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fio) = {veste) « v = (g ) o).

Es té que
I'(q) € Ti(g) € Lo(q).

En general, els subgrups de congruencia no sén subgrups nor-
mals de SL(2,Z). Aquests grups sén emprats en aritmetica, i
en aquest treball seran emprats en el calcul de formes d’ona de
Maass. Concretament farem que aquestes funcions siguin, a més,
invariants per ’accié de grups de Hecke en H.

2.2.15 Proposicié. Un conjunt de representants per a T'o(q) \
LCo(1) és donat pel conjunt de matrius

{(* *) €Ty(1) amb v]qiu (mod q/v)}. (26)

u v

Per tant, l'index és

7 = [Fo(1) : To(@)] = ¢ ] [ +p7"). (2.7)

plg

DEMOSTRACIO. Tenim que
a B\ (a b\ * * (% %
v 6)\c d) \ya+dc vb+dd) \u v)’
Per tant, mcd(d,q) = med(yb + dd,q), ates que vb = 0

(mod ¢) i que med(d,q) = 1. Per tant med(d, q) és invariant
per la multiplicacié per 'esquerra d’elements de ['o(g). A més,

donada un matriu
a b
(C d) e T'o(1),

podem trobar una matriu de I'g(q) (no té perque ser tnica) el
producte per ’esquerra de la qual doni com a resultat una matriu

(- 7)
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amb v = yb+ dd = mcd(d, ¢). Aquestes matrius sorgeixen de les
solucions de 'equacié lineal b + ’d = v i formen una familia
uniparametrica v = v + dt, ¢ = § — bt amb t recorrent lliure-
ment els enters amb ¢t = 0 (mod ¢/v)) (aquesta congruéncia ens
assegura que 7/ = 0 (mod ¢)). Aquestes solucions transformen
el valor u en v/ = u+t, per tant, podem variar lliurement aquest
valor modul ¢/v. Si tenim fixats u,v en el rang preescrit, no hi
ha espai per a canvis addicionals. Aixo prova la primera part de
la proposicié.

Per a obtenir 'index de la férmula hem de fer els calculs
segients:

To(1) : Tolq)] = Z Hu (mod g) : med(u,v) = 1} ‘

vlq v
= [0 +p* ' =p* 2+ p* = —p+p)
p“llg
—q[J+p).
plq

O

2.2.16 Proposicié. Un conjunt de puntes no equivalents per a
To(q) és donat per les segiients:

SHES

ambvlq, mcd(u,v) =1, v (mod mecd(v,q/v)). (2.8)
Per tant, el nombre de puntes no equivalents és

h = Z e(med(u, v)), (2.9)

vU=q

on ¢ és la funcio d’Euler, definida per

on)=t{jel,..,nl|(jn) =1}



2.2. Propietats dels grups fuchsians 39

DEMOSTRACIO. Totes les puntes sén equivalents a nombres
racionals ja que I'g(q) C I'g(1). Si transformem els representants

-
(b))

i els avaluem en I'infinit, obtenim punts racionals ¥ amb v|q i
med(u,v) = 1. Suposem que dos d’aquests punts sén equiva-
lents, és a dir,

%: (i ?)% per a (3 ?) € To(g).

Per tant v/ = ~yu + dv|v/, Vv, v = v, § = 1 (mod ¢/v) i
v = au+ fv = au = du = u (mod med(v,q/v)), tal i com

haviem afirmat. O

del tipus (2.6) en

2.2.17 Exemple. Per tal de clarificar els conceptes de les dues
proposicions anteriors, farem alguns comentaris sobre el cas en
que ¢ sigui un nombre primer.

Per la férmula (2.9), si ¢ és primer

h = ¢(med(1, q)) + ¢(med(g, 1)) = ¢(1) + ¢(1) = 2.
Clarament aquestes puntes séon el punt 0 i el punt oco.

u
Sigui p = —, amb mecd(u,v) = 1. Recordem que totes les
puntes sén equivalents a l'infinit sota 1’accié del grup modular,
ja que si triem

7, = (“ *> € SL(2,7), (2.10)

v oo*k

obtenim que
7,00 = .
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En aquest cas, si 7'1;1 € T'o(q), tindrem que la nostra punta és
equivalent a 'infinit. En cas contrari, és pot provar que existeix
una transformacié 7' € I'y(q) que l'aplica en el zero.

2.2.4 Classes dobles definides per a grups de
congruencia

En aquesta seccié ens ocuparem de donar un algoritme per tal
de calcular d’'una manera sistematica les classes dobles per a
grups de congruencia. La referencia principal d’aquesta seccid
és [Las02].

Aquest algoritme ens sera de gran utilitat per a calcular el
domini fonamental d’un grup de congruencia, primer, i, després,
per a calcular els coeficients de formes de Maass. Si no diem
el contrari, ¢ sera un nombre enter positiu. Comencem amb el
lema segiient:

2.2.18 Lema. Siguil'y, el subgrup de les transl-lacions; aleshores
cada classe lateral doble descrita per

Fo(Q)VFOO, %4 € Fo(l),
conté un element de la forma
ST"S, n € Z.

DEMOSTRACIO. Donada una matriu V' € T'g(1) podem trobar
una matriu U € I'y(q), per la qual

UV:(l *)7
* %

ates que els coeficients de la primera columna de V' han de ser
coprimers. Per tant, per a un n € Z adequat tindrem que

UVT"z(1 O).
m 1
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Per tant, ates que les matrius de la forma

(o 1)

és poden escriure com ST™S, obtenim que UVT"™ = ST™S €
[o(q)VT . i aixd acaba la demostraci. O

2.2.19 Exemple. Fem un exemple per a clarificar aquest lema.
Considerem la matriu

V= (i 3) € Ty(1).

Per a aquesta matriu, una matriu U com la del lema és

U= (_01 _11) € To(q).

Buscant un n tal com el que sorgeix del lema obtenim

= ()6 -(Y)

on T representa la translacio. Per tant en aquest cas el valor de
m esdevé —4.

2.2.20 Lema. FEls conjunts de classes dobles definit per ST™S 1
ST™S, n,m € Z son iguals si, 1 només si, es donen les condicions
sequients:

cd(n,q) = med(m,q) =d

n?
= (mod med (d.§)).

' d

DEMOSTRACIO. Anem a comprovar que les condicions que fan
que ST™S € I'g(q)ST™ST « s6n exactament les enunciades en el
lema.
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La condicié anterior equival a
T"STST™™ € STy(q)

que es pot expressar de la forma

b D) DE ) emws

Observem que aix0 és equivalent a
r€Z,n—mmu=0 (mod q).

Aquesta condicié equival a med(n,q) = med(m,q), i s’escriu
med(n,q) = med(m,q) = t, n = n't, m = m't, s'obté que és
equivalent a l'existencia d'un x € Z tal que n’ —m/ +tm'n’'z =0
(mod ¢/t), és a dir, n’ —m' = 0 (mod med(t, ¢/t)) com voliem
provar. O

Per a cada divisor propi d de ¢, prenem

Ag = {ma, ..., Ma )}

un conjunt complet de representants de (Z/wZ)*, on ¢ la funcié
d’Euler i w = med (d, %).

Realitzem aquesta seleccié de manera que 0 < mg; < 2 i
med(mg;, 9) = 1, per a tot j € {1,2,...,0(w)}. Aquesta tria és
possible gracies al teorema xines del residu que implica que la
projecci6 natural de (Z/47Z)* en (Z/wZ)* és exhaustiva.

2.2.21 Exemple. Ara farem un exemple de calcul d'un conjunt
Ag. Considerem ¢ = 9000 i d = 100. S’obté que £ = 90,
w = med(100,90) = 10, i p(w) = 4. Podem triar aleshores

AlOO - {1, 13, 7, 19}
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Un cop fixat els conjunts Ay, podem definir

M, = {d " Mg | Mg € Ad}

M := U Md.

dlq
1<d<gqg

2.2.22 Proposicié. El conjunt de transformacions
F:={Id,S,ST™S, m € M}

forma un conjunt complet de representants del conjunt de classes

dobles
To(g) \ To(1)/Tee.

DEMOSTRACIO. Aquest resultat és una conseqiiéncia directa
dels lemes previs i de la definicié del conjunt M.

Del lema 2.2.20 se segueix que
STHS, ke,
pertany a la classe identitat. El mateix lema també implica que
ST*S, med(k,q) =1,
defineix la mateixa classe doble que
Fo(q)TT .

i, ates que,
STS =T'ST,

aquestes classes estan representades per S.

Clarament, totes les altres classes dobles estan determinades
pels elements de M. O
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El pas segiient és distribuir el conjunt de classes dobles en
conjunts de classes per la dreta definides per I'y(¢). Observem
que, per a un element U € F donat,

VUT' € To(q)UTw, Vi € To(q);
si podem escriure T" com
(URU)T?, Vs € To(q),
aleshores tindrem
VIUT' = ViVRUTY € To(q)UTY.

Per tant, la clau de la descomposicio del conjunt de classes dobles
seran els subgrups de translacions que pertanyen a

(UTo(q (]r

Si U és de la forma ST™S, es té que
R x
Ur™u-—" = (mn2 *) € Io(q),

d’on tenim que s’ha de complir mn? = 0 (mod q).
Per una altra banda, si tenim que U = S, aleshores

i 1 0
ST"S = (n _1> € I'o(q),
quan n =0 (mod q).

En el primer cas, si prenem el més petit dels enters n per als
quals
mn®=0 (mod q),

aconseguim una descomposicié de

(€ rn e
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amb els representants
Id, 7,72, ..., 7"
mentre que, en el segon cas, els representants sén

1d,7, 7%, .., 77",

Aquestes idees ens porten a la tria de representants de I'g(q) \
', segons es descriuen en la proposicié segiient.

2.2.23 Proposicié. Un conjunt complet de representants del
conjunt de classes laterals per la dreta en T'o(q) \ To(1) és do-
nat pel conjunt segiient de transformacions

W(q) = {Id, ST*, 0<k<q-—1, ST™STY,
meM, 0<j<n(m)-1},
on n(m) és l'enter més petit per al qual se satisfa la congruéncia

n(m)m?*=0 (mod q).

Un exemple d’aquestes construccions es podra veure al final
de la seccio segiient.

2.3 Dominis fonamentals

En aquesta seccié donarem la definicié i conceptes inicials re-
latius a dominis fonamentals associats a grups fuchsians. També
descriurem alguns dels dominis fonamentals més emprats.
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2.3.1 Definicions i primeres propietats

Siguin H el semipla de Poincaré i G un grup d’homomorfismes
que actua de forma continua i propiament discontinua en H.
Sigui F C H i denotem per ](i“ I'interior de F. Denotem per
OF = F\ j—“ la vora del conjunt F. Recordem també que p de-

nota la mesura hiperbolica i p la distancia hiperbolica, ambdues
explicades en la primera seccié d’aquest capitol.

2.3.1 Definicié. Una regio tancada F C H és diu que és un
domini fonamental per al grup G si

L Upee T(F) =H.

2. ]O—“ﬂT(;-") =0, per atot T € G\ {Id}.

2.3.2 Definicié. La familia {T'(F) | T € G} s’anomena una
tessel-lacio de H.

De la definicié anterior deduim que si F és un domini fona-
mental aleshores les tesel-les definides per aquest conjunt omplen
tot I'espai H.

2.3.3 Teorema. Sigui F; @ Fo dos dominis fonamentals de H
per a un grup fuchsia ', tal que pu(Fy) < co. Suposem que les
vores de Fy i Fy tenen area hiperbolica zero. Aleshores p(F1) =

1(Fa).

o

DEMOSTRACIO. Tenim u(F;) = u(F;), i = 1,2, atés que Parea
de la vora és zero. Ara

Ao2ANY T(F2)) = U@ NT(F)).

Terl Tel
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Ja que Fy és 'interior del domini fonamental, en particular els
conjunts F1 NT(Fy), T € I', sén disjunts dos a dos i, per tant,

o

WF) > Srer tFi N T(F2)) = er t(T-HF1) N Fa)

= Y per (T (F1) N Fa).

Ates que F; és un domini fonamental

U T(./—"1) =H,

Tel

aixo implica que

Per tant

S WT(F) N Fe) = w(| T(F) 0 Fo) = u(Fa) = pl(Fo).

Tell Tel

Intercanviant F; per Fs, obtenim el resultat invers, és a dir,
wu(Fa) > u(F1). En conseqiiencia pu(Fy) = pu(Fp). O

D’aquesta manera hem provat que 'area d’un domini fona-
mental, quan és finita, és un invariant del grup. A continuacié
mostrem un resultat que sera necessari a I'’hora de representar
graficament els dominis fonamentals.

2.3.4 Teorema. Siguit I' un grup discret d’isometries del semi-
pla superior H, i sigut A un subgrup de I d’index n. Si

'=ANLUAT,U---UAT,

és una descomposicio de I' en A-classes per la dreta i si F és un
domini fonamental per a I', aleshores



48 Cap. 2. Grups fuchsians

1. Fi =T\ (F)UTH(F)U---UT,(F) és un domini fonamental
per a A.

2. Siu(F) és finita i area hiperbolica de OF és zero, aleshores
pu(F1) = np(F).

DEMOSTRACIO. Sigui z € H. Ates que F és un domini fona-
mental per a I', existeixen w € F i T € T tal que z = T'(w).
Per tant, hem de tenir T' = ST, per a algun S € A i algun i,
1 <i < n. En conseqiiencia tenim que

2 = STy(w) = S(T(w)).

Ja que T;(w) € Fi, z és en la A-orbita d’algun punt de Fi, la
uni6 de les A-imatges de F; és H.

Ara suposem que z € Fiique S(z) € Fi, per a S € A. Hem
de provar que S = Id. Sigui € > 0 suficientment petit per a que
la bola de centre z i radi €, definida com

Be(z) ={z e H | p(z,2) <},

estigui continguda en F;. Suposem que B.(z) té una intersecci6
no buida amb exactament k de les imatges de F per les accions

Ti, ..., T,. Suposem que aquestes imatges siguin 7T}, (]O-‘), T (]O-")

Aleshores tindrem que B.(S(z)) = S(B.(z)) interseca amb T} (F)
amb j € {1,....,n}. Se segueix que B.(z) té una interseccié no
buida amb S‘lTj(]ci") i implica que S™'T; = T;, on s € {1, ..., k}.
Per tant,

AT; = AS™'T; = AT,

aixi que T; = T;, es té que S = Id. Aleshores, F; conté precisa-
ment un punt de cada I'-orbita. Aixo acaba la primera part.

La segona part se segueix immediatament del fet que p(7'(F)) =
w(F), per atot T € PSL(2,R), i u(T;(F)NTj(F)) = 0 peri # j.
O
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2.3.5 Observacié. La descomposicié donada en la proposicié
2.2.23 sera emprada en seccions posteriors per a representar do-
minis fonamentals.

2.3.2 Amplada i altura

En aquest apartat donarem els conceptes d’amplada d’un punt i
altura d’'una punta. Aquest conceptes seran emprats més enda-
vant.

2.3.6 Definicié. Direm que un element o, del grup modular és
una funcié normalitzadora associada a una punta p de T'g(q) si
satisfa que

L. UP(OO) =D

2. ap_lTap =1T,,
on T, denota un generador del grup estabilitzador I', de la punta
pen I'o(q).

2.3.7 Exemple. Escrivim ara les aplicacions normalitzadores
de les puntes no equivalents de I'g(6). A I'g(6) hi ha quatre
puntes que sén {0,00,—1/3,—1/2}, i les seves aplicacions nor-
malitzadores

(0 1 (-1 -1
°=\-60/) T3 \2 1)
(-1 -1 (10
-3~ \3 2) %77 \o 1)

L’aplicacié T, es pot determinar unicament llevat de transla-
cions, com segueix. Considerem la matriu o,

op = (sz :) € SL(2,Z).
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Ates que o, T,0, C I's, tenim que qualsevol element de o, T,0,
fixa co. Per tant s’obté que tant I', com ', sén grups ciclics,
de manera que obtenim

- 1 bm
Uplfpap—{i(o 1p> :bEZ},

per a algun enter positiu m,. Per a calcular m, considerem la
relacié

Fp = JpFOOO'p_I N Fo(q)

6 ) ero)

1—muv  mu? 9 _
_{j:( C? 1+muv> : mu® =0 (modq)}.

Aqui m recorre tots els enters divisibles per ¢/mecd(q,v?), i, per

tant,
q

med(q,v?)

my =

Ara la férmula del nombre de puntes no equivalents de I'y(q) es
pot escriure de la segiient manera:

Dy = 3 e med(v, )
P vlq ’

2.3.8 Definicié. L’enter m, s’anomena l'amplada del vertex
parabol-lic p.

La matriu de SL(2,R) que redueix I'amplada de la punta al
valor 1, s’anomena matriu escaladora i ve donada per 'expressio
Tp = Oplp

on

0 1/3m_p) € SL(2,R).
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A continuacié enunciarem un fet sobre F, que sera 1til més
endavant. Notarem per h2 el nombre de puntes que pertanyen al
domini fonamental del grup fuchsia i que no sén necessariament
equivalents. Sigui, com abans, h, el nombre de puntes no equiv-
alents (h) > hy).

Per a cada punta p sigui U, la transformacié que compleix
UP (p) = pp7

on U, € T'y(q) i p, és la punta de F, que representa la classe de
p.

2.3.9 Exemple. Sigui ¢ un nombre primer. Aleshores 73 =
Vg = 2. Per tant

Up=1d; Uy, =1d.
Sigui ¢ = 6. El conjunt
0 1 11
700’ 3’ 2’ 2

consta de les puntes que pertanyen al domini fonamental.

En aquest cas tenim que
Uy=U,=U_

U, = T-1.

2

Sigui w € F,. Aleshores, per a cada vertex parabolic ¢ €
{1,..., hg}, definim

ge(w) := S(aj_é) Upw),

on j(¢) denota el subindex que correspon del seu representant.



52 Cap. 2. Grups fuchsians

2.3.10 Definicié. Donat un punt w € F, la punta més propera
a w és la punta d’index

Iw)=7
on
ga(w) = Eegéﬁg}w(w)-
El valor

h(w) = g1ty = (7 Ut (w))

s’anomena altura del punt w.

2.3.11 Definicié. L’altura minimal del domini fonamental F,,
de T'o(q) és

Yo(q) = inf h(w) = inf & (ai}u)Uw(w)).

weFy weFy

Es clar que Yy(¢) depen només del domini fonamental F, (i.
e. de la tria del conjunt de representants {V,} i no de la tria
de les puntes representatives. Amb un argument estandard de
compactificacié es pot deduir també que Yy(q) és estrictament
positiu i més gran que una quantitat fixada, que només depen del
domini fonamental. El teorema segiient ens déna una expressio
explicita d’aquesta fita.

2.3.12 Teorema. Per a tot enter positiu q > 2, l'altura mini-
mal de F, satisfa la desigualtat segiient

Yolq) > j—f

2.3.3 Domini fonamental de Dirichlet

Denoten per p la distancia definida en el semipla superior. Sigui
[ un grup fuchsia de primera especie, és a dir I' \ H de mesura
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finita, i sigui p € H un element no fixat per cap element de
I'\ {Id}. Aquest punts existeixen pel lema 2.2.6.

2.3.13 Definicio. Es defineix el domini de Dirichlet per a I’
centrat en p com el conjunt

D,I')={ze€H|p(z,p) < p(z,T(p)) per atot T € I'}. (2.11)

Per la invariancia de la metrica hiperbolica pel grup modular,
aquesta regié també es pot definir com

D,(T)={zeH|p(z,p) <p(T(2),p) per atot T € I'}. (2.12)

Per a cada element fixat 77 € PSL(2,R), el conjunt

{ze M| p(zp) <plzTi(p)} (2.13)

sén els punts z que sén més propers a p que a Ti(p) sota la
metrica hiperbolica. Clarament, p € D,(I") i com la I'-orbita de
p és discreta, pel lema 2.1.13, D,(I") conté un entorn de p. Per
tal de descriure el conjunt (2.13), unirem els punts de p i 71 (p)
mitjancant un segment geodesic, és a dir, el segment que uneix
els punts i que esta sobre la geodesica que els conté, i construirem
el segment donat per 'equacié6 p(z,p) = p(z,T1(p))-

2.3.14 Definicié. Un bisector perpendicular d’un segment ge-
odesic [z1, z5] és la tnica geodesica que passa pel punt mig de
[21, 22], que denotem w, i que és ortogonal a [z1, 2o].

2.3.15 Lema. Siguin z,z1,29 € H. La recta donada per l’e-
quacio
p(Z, Zl) = p(Z, ZQ) (2'14>

és el bisector perpendicular al segment geodésic [z1, zs).

DEMOSTRACIO. Suposarem que z; = i, 2o = ir> amb r > 0,

d’aquesta manera w = ir i el bisector perpendicular és el donat



54 Cap. 2. Grups fuchsians

per l'equacié |z| = r. D’una altra banda, es pot provar amb un
calcul senzill amb la metrica hiperbolica que 'equaci6 (2.14) és
equivalent a
z— 2?2 — 2]
y

i, mitjancant simplificacions, obtenim que |z| =r. O

Denotem el bisector del segment geodesic [p, T (p)] per L,(11),
i el semipla hiperbolic que conté p descrit per (2.13) per H,(11).
D’aquesta manera Dy(I') = (Ve pupq Hp(T), és una regié con-
vexa hiperbolica.

2.3.16 Teorema. Sip és un punt que no és fix per cap element
de I'\ {Id}, aleshores D,(I') és un domini fonamental connex
per al.

DEMOSTRACIO. Siguin z € H, i I'z la seva I'-orbita. Ateés que
['z és un conjunt discret, existeix zy € 'z amb el valor més petit
de p(zq,p). Aleshores p(zo,p) < p(T(20),p) per atot T € T, i tal
com s’ha definit (2.12) tenim que 2y € D,(I'). D’aquesta manera
D,(T') conté almenys un punt de cada I'-orbita.

Provem a continuacié que si 21 i 29 sén de la mateixa orbita i
pertanyen a l'interior de D,(I") aleshores sén el mateix punt. Si
p(z,p) = p(T'(z),p) per a algun T € "\ {Id}, aleshores p(z,p) =
p(z, T7'p) i, per tant, z € L,(T~'). Per tant, es déna o bé
z & D,(I') o bé z esta en la vora de D,(I'). En el primer cas ja
ho tenim. Si estem en el segon, tenim que en U'interior de D,(T"),
p(z,p) < p(T(z),p) per a tot T € I'\ Id. Si dos punts zy, 2o
estan en la mateixa I'-orbita, aixo implica que p(z1,p) < p(22,p)
i p(z2,p) < p(z1,p), cosa que és una contradiccié i acaba aquest
cas. D’aquesta manera, U'interior de D,(I") conté com a molt un
punt de cada I'-orbita. Com que és una interseccié de semiplans
tancats, D,(I") és tancada i convexa. Per tant D,(I") és connexa.
(I
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Figura 2.1: Domini fonamental de PSL(2,7Z)

2.3.17 Exemple. Calculem quin és el domini fonamental per a
['g(1) = PSL(2,Z). Es pot verificar que ki (k > 1) no és fix
per cap element diferent de la identitat. Per tant, fixem un punt
p = ki. Provem que el conjunt

F={zeM||z]>1, [R(:) <=},

N | —

és la regi6 de Dirichlet de I'y(1) centrada en p.

Primer, les isometries T'(z) = z + 1, S(z) = —1/z generen
I'o(1); i, per tant, els tres costats geodesics de F son L,(T),
Ly(T) 1 ().

Aixo mostra que D, (I'g(1)) C F. Si D,(I'g(1)) # F, aleshores
existirien z € j—“, h € Ty(1) tal que h(z) € F. Mostrem que aixo
no pot océrrer. Suposem que

az+0b
h(z) = :
(2) cz+d

Aleshores,

lcz +d|* = 22)* + R(2)ed + d* > 2 + d* — |cd|

= (lef = [d])? + |ed],
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atés que |z| > 11 R(z) > —3. Aquesta fita inferior és un enter
positiu. A més, almenys pren el valor 1 i, per tant, |cz +d| > 1.

Per tant,
I(2)

Exactament el mateix argument preval amb z, h reemplacada
per h(z), h~' i assolim una contradiccié. Per tant, tenim que
D,(To(1)) = H.

2.3.18 Exemple. Talicom hem vist en la proposici6 2.2.23 po-
dem descompondre els grups de congruéncia de la forma I'g(q)
d’una manera en que puguem aplicar el teorema 2.3.4. D’aques-
ta manera, podem representar graficament els seus dominis fon-
amentals per a tot ¢ enter a partir del grup de congruencia de
I’exemple anterior.

Per a ¢ = 5, calculem el conjunt de representants proposat en
la proposici6 2.2.23. En general;si ¢ és primer el conjunt M és
buit ates que s’ha de definir a partir de divisors no trivials de q.
Per tant, ens queda

W(5) ={1d,S,ST,ST?, ST3 ST* }.
Per al cas ¢ = 6, tenim
Ay ={1}; My={2}; 3-42=0 (mod6) = n(m)=3,

Az ={1}; M3={3}; 2:32=0 (mod 6) = n(m)=2.
Per tant, en aquest cas obtenim el conjunt segiient

W(6) ={Id,S,ST,ST?, ST, ST, ST®,
ST2S, ST?ST, ST2ST?,

ST3S, ST3ST }



2.8. Dominis fonamentals

Figura 2.2: Domini fonamental de I'y(5)

Figura 2.3: Domini fonamental de I'y(6)

o7
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Capitol 3

Formes d’ona de Maass

En aquest punt del treball estem en disposicié de poder definir
les formes d’ona de Maass, dites, també, formes de Maass. L’ob-
jectiu d’aquest capitol sera, a banda de definir aquests objectes,
donar propietats necessaries per a poder portar a terme el seu
calcul.

Les referencies principals d’aquest capitol sén [Hej83], [Str00]
1 [Str05]. També destaquem [Iwa02] on podem trobar les proves
d’alguns dels resultats exposats a continuacié.

3.1 Definicions generals i notacions

Comencarem amb les definicions i propietats generals dels caracters
de Dirichlet.

3.1.1 Caracters de Dirichlet

En aquest apartat considerarem, llevat que es digui el contrari,
que ¢ és un enter positiu no nul.

29
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3.1.1 Definicié. Un caracter de Dirichlet modul ¢, que deno-
tarem per Yy, és un homomorfisme

x: (Z/eZ) — S,
on S! denota el grup multiplicatiu del cercle unitat.
Els caracters de Dirichlet es poden interpretar com a funcions
sobre Z en considerar I’aplicacié que projecta Z sobre Z/qZ.
Des d’aquest punt de vista, podem veure aquestes funcions com

a funcions periodiques, de periode ¢, assignant x(n) = 0 si
med(n, q) > 1.

3.1.2 Definicid. Si y és de periode exactament ¢, és a dir, g és
el valor minim del seus periodes, aleshores es diu que x és un
caracter primitiu modul q.

3.1.3 Observacié. El caracter trivial modul ¢, x(n) = 1 no és
primitiu modul ¢ quan g > 2.

A continuacié, ens interessara estendre els caracters als ele-
ments del grup modular.

3.1.4 Definicié. Donat un caracter de Dirichlet y, definim ’apli-

cacié . ((z Z)) = y(d),
pera (7 ) es12.2)

3.1.5 Proposicié. Un caracter x modul q restringit a I'y(q) és
un homomorfisme de grups.

DEMOSTRACIO. Provem que l'aplicacié x : To(q) — S* és un
homomorfisme de grups. Siguin 7,v" € I'y(¢), amb

_fa b ,  fad Y
'7— c d ’7_ Cl d/ )
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aleshores

N a b\ (d UV — (modq) aa’ ab + bd'
xhv)-—x((c %)(d 7 = “x{{ dd

=dd = x(7)x(?').
O

3.1.6 Definicid. Es diu que un caracter y és parell si

A=) = x(1) = 1,
X(=1) = —x(1) = -1

3.1.7 Definicié. Es diu que un caracter és real quan només
pren valors reals (és a dir, 1 o -1).

Ates que sempre ens referirem a PSL(2, Z) o als seus subgrups
necessitarem que la igualtat x(v) = x(—7) sigui valida per a
qualsevol v € SL(2,Z). Per tant, atés a aquesta condicié, ens
hem de restringir a 1'is de caracters parells.

3.1.8 Teorema. 7ot caracter de Dirichlet real i primitiu té per
conductor un discriminant fonamental, és a dir, un enter de la
forma

m = nq, 4nq, 4ns,

onnyg =1 (mod 4), ng =2 (mod 4) ing =3 (mod 4) iny, ny i
ng lliures de quadrats.

3.1.9 Proposicié. El nombre de caracters de Dirichlet modul q
és ¢(q), on ¢ és la funcid d’Euler. O

3.1.10 Exemple. Anem a escriure quin sén els caracters modul
5. Segons hem vist abans, el nombre d’aquests caracters és
©(5) = 4. Els descrivim a continuacio.

xi1: (Z2/5z2) — S
k — 1
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x2: (Z/5Z)* — St
1 — 1
2 — —1
3 — —1
4 — 1
xs: (Z/5Z)" — S
1 — 1
2 = —1
3 — 1
4 = —1
xa: (2/52) — S
1 — 1
2 — 1
3 = —1
4 — 1

Observem que en aquest cas tots els caracters sén primitius
llevat de x;. Els caracters x3 i x4 sén senars. Com s’observa,
el caracter ys és un caracter real. Aixo es déna ja que 5 és un
discriminant fonamental.

Ates que els caracters sén multiplicatius, sén avaluables fa-
cilment en productes d’enters, pero pot ser que els enters siguin
dificils de descompondre com a producte de nombres més petits.
Un truc 1til per a avaluar caracters consisteix en factoritzar-
los previament. Aixo ho podem fer en alguns casos gracies al
resultat segiient:

3.1.11 Proposicio. Siguin ¢, i qo discriminants fonamentals
tals que med(qy,q2) = 1. Aleshores, podem descompondre un
caracter de Dirichlet 4,4, de la manera segiient:

Xargz2 = Xar Xqzs
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on X4 denota un caracter de Dirichlet modul gq.

3.1.12 Exemple. Siguin x, un caracter real modul ¢ i s € Z*
tal que s|g i med(s, 2) = 1. Prenem

t=sny;+ in
S
per a algun ny,ny € Z. Aleshores,

q q
Xal) = xaOxs(0) = xo (s + Tna) xa (sm+ Sna)

_ q
= Xs <gn2> X4 (Snl)'

3.1.13 Definicié. Un caracter x definit sobre I'g(q) deixa la
punta p; oberta si actua trivialment sobre el grup estabilitzador
[y, ie. si x(T;) = 1, on Tj és el generador de I',,. En cas
contrari, es diu que deixa la punta tancada.

3.1.14 Definicié. Un caracter es diu que és regular per a un
grup ['g(q) si deixa totes les puntes de I'g(q) obertes.

Observem que la punta oo és fixada per T': z +— z + 1. Per
tant, x(7') = 1 per a qualsevol caracter de Dirichlet la punta oo
sempre és una punta oberta.

Des d’ara suposarem que els caracters sén caracters de Dirich-
let reals i parells.

3.1.2 Formes de Maass

En aquesta seccié definirem el concepte de forma d’ona de Maass
i en donarem alguns exemples elementals.

3.1.15 Definicié. Sigui I' un grup fuchsia. Donada una funci6
f:H — C, definim 'operador

Siwa(2) = (

cz+d

—k
|cz—|—d_|) f(yz), peratot yeTI,zeH.
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En aquest treball només emprarem el valor £ = 0. Per tant,
per tal de abreujar, escriurem fj, = fio,] = f(72).

3.1.16 Definicié. Sigui I' un grup fuchsia de primera especie.
Una aplicacié
f:H—C,

infinitament diferenciable es diu que és una funcié d’ona de
Maass, respecte del grup I' si se satisfan les tres condicions
segiients:

1. La funcié f és una funcio propia de 'operador de Laplace-
Beltrami; és a dir, existeix una constant A € R, A > 0, tal
que

Af = \f.

2. La funci6 f és invariant per I'accio de I', és a dir, se satisfa
que

f(yvz) = f(2) peratotyel.

3. La funcié f és de quadrat integrable en F =T\ H; és a
dir,

/ F(2)Pdu(z) < oo,
:

on la integral s’estén sobre un domini fonamental F de I'.

Tal com hem vist en el teorema 1.3.2, la funcié
fl@+iy) =y P Koy pp(2m|ny)e’™

satisfa les condicions 11 3 de la definicio.

Tot i aixi, aquest tipus de funcions, individualment, no sén
formes d’ona de Maass (llevat del cas trivial I' = {Id}). Ara bé,
si considerem series d’aquestes funcions podem imposar que se
satisfaci la condici6 2 (o 2’ que veurem més endavant segons el
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cas) en triar els coeficients adequadament. Es a dir, donades les
funcions
fn(y) = y' P Kir(27|nly),

amb z = x + iy, aleshores es poden cercar series de la forma

f(Z) _ Zanﬁn(y)emrinx
n=0

amb z = x 41y, que compleixin la propietat de ser invariants pel
grup fuchsia.

En cas que vulguem considerar caracters, com els estudiats en
I’apartat anterior, haurem de canviar la condicié 2 de la definicié
per la condicio segiient:

2. f(vz) = x(7)f(2), per tot v € I.

3.2 Espais de formes de Maass

Per a facilitar el calcul de formes de Maass necessitarem tanta
informacié com sigui possible sobre les simetries que poden ser
usades.

Primer veurem que en el cas d’un caracter real podem suposar
que les nostres funcions prenen valors reals. Després considera-
rem la translacié simetrica que fa possible 'expansié de Fourier,
i una simetria de reflexid, la qual la simplifica. Posteriorment
descriurem les simetries menys obvies: els operadors de Hecke i
les involucions, amb les quals refinarem, a més, el possible es-
pectre dels valors propis.

3.2.1 Els espais M(I'y(q), x,A)

Les formes de Maass formen un espai vectorial que denotarem
per M(T'9(q), x, A) (si compleix 1, 2" 1 3).
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3.2.1 Teorema. Els espais M(I'¢(q),\), M(Lo(q),x,A), son
de dimensio finita.

DEMOSTRACIO. La prova d’aquest teorema es pot trobar al
capitol 6 de [Hej83]. O

3.2.2 Teorema. Les formes de Maass generen la part discreta
de l’espectre de l'operador A, i la part continua esta generada
per les series d’Finsenstein.

DEMOSTRACIO. La prova d’aquest teorema es pot trobar al
capitol 7 de [Hej83] o bé, també, en el capitol 4 de [Iwa02]. O

3.2.3 Teorema. Cada forma de Maass f de M(Ty(q), x, ) amb
A > 0 és una forma cuspidal, és a dir, que tendeix a zero
rapidament en cada punta.

DEMOSTRACIO. La prova d’aquest teorema es pot trobar en el
capitol 6 de [Hej83]. O

3.2.4 Corollari. FEls espais M(Lo(q), x,\) es poden dotar del
producte escalar de Petersson,

(f,9)= [ [fgdpu,
Fq
on la integral pot ser presa sobre qualsevol domini fonamental
F, de I'. Amb aquest producte escalar, l'espai M(T'o(q), x, \) €s
un espai de Hilbert de dimensio finita. [J

Sigui x és el caracter trivial sobre I'(¢q), els valors propis
0 =X < A < A < ..., comptats amb multiplicitats, formen
una successi6 discreta i es coneix una llei de Weyl general. En
particular, per als subgrups ['y(q) i el caracter trivial, tenim

Ve t) = 221 = 2 i avie o ().
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on Nry(g)(t) denota el nombre de valors propis per sota de la cota
t, a és una certa constant que depen del nivell ¢ i h és el nombre
de puntes de I'y(q).

Les formes d’ona de Maass també sén més misterioses que les
funcions holomorfiques automorfes, ja que es coneixen molt pocs
exemples de formules explicites per a construir-les, mentre que
es coneixen nombrosos exemples de férmules explicites per al cas
de funcions modulars holomorfes.

3.2.2 L’operador de conjugacio

Sigui f € M(To(q),x,A) 1 considerem 'operador K conjugacié
Kf:= f. Com que K commuta amb el Laplacia, K f és també
una funcié propia de A amb el mateix valor propi A. També
veiem que, per a v € [') tenim

(Kf)n(2) = Kf(yz) = f(v2)
=x()

Per tant, K és un automorfisme respecte de la conjugacié de
X, i.e, Kf € M(T'o(¢q),X,A). En particular, si y és un caracter
real, llavors f = Kf € M(To(q),x,)). En aquesta direccié
remarquem el resultat segiient.

3.2.5 Proposicié. Si x és un caracter real, aleshores [’espai
M(To(q), x, A) té una base C-lineal formada per funcions reals.

DEMOSTRACIO. Considerant les funcions
LPHED, o f - KS)
2 T2 ’

que prenen valors reals, queda provada la proposicié. O
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3.2.3 Series de Fourier

En relacié amb les series de fourier en M(T'g(q), x, A), i per tal
d’abreujar, usarem la notacié segiient

Fn(y) = fn(Ry) = VyKir(27|nly),

1
on K;g és la funcié de Bessel corresponent en prendre \ = Z—FRQ.

3.2.6 Observacio. Es té la igualtat seglient segons la notacié
anterior:

Kon(y) = Kn(y)-

Sigui {p1, ..., px} €l conjunt de puntes de I' i o; denoti la funcié
normalitzadora de la punta p;. Sigui una funcié f € M(T, x, A).
Notem f,,(2) := f(0;2), i sabem que si el caracter deixa la punta
p; oberta, aleshores

flo; (241) = fi(2+1) = f(0;T2) = f(Tjo;2) = x(T}) fi(2) = fi(2).

3.2.7 Proposicio. Six és reqular per a I' aleshores una funcio
f e M, x,\) admet una expansid de Fourier en cada punta
de I', 1 aquestes expansions son donades per les funcions f;. En
la punta p; tenim una expressio de la forma :

fi = fio; = ch(n)’fn(y)ezmmv J=1,k
n#0

3.2.4 Involucions i normalitzadors

3.2.8 Definicié. Peral C PSL(2,R), es diuque g € PGL(2,R)
normalitza I" en PGL(2,R) si

glg™' =T.
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Aixo0 significa en particular que si y; € I" aleshores existeix y5 € T’
tal que gy = 729. Per al cas que tinguem un caracter tenim la
definicié segiient:

3.2.9 Definicié. Direm que g normalitza (I, x) si g normalitza
['iperatotyel:

x(gv9™") = x(v).

3.2.10 Observacié. El conjunt de tots els elements que nor-

malitzen I en PGL(2,R) forma un grup, anomenat el normal-
itzador del subgrup I' en PGL(2,R).

En la definicié anterior es considera
PGL(2,R) = GL(2,R)/C,

on C'=R*-1Id és el centre de GL(2,R), que consisteix en totes
les matrius de la forma

a 0

0 a

Definim una accié de GL(2,R) sobre H com segueix: donats

amb a # 0.

unelementg:(z Z) izeH:
az_+b’ si ad — bc > 0,
cz+d
9(z)=q
a;z’—{—b’ si ad — be < 0.
cz+d

Notem que tot el centre C' actua trivialment en H, i, per tant,
també tenim ben definida una accié de PGL(2,R) sobre H.
D’aquest fet sorgeix el resultat segiient:

3.2.11 Proposicié. Si g normalitza (I',x) i f € M(T, x,A),
aleshores fig € M(L, x, A).
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DEMOSTRACIO. Aquest resultat és un enunciat equivalent al del
lema 1 de [Atl70]. O

Una involucié sobre un espai vectorial és una aplicacié lineal
tal que T? = Id (o equivalentment 7~! = T'). Ara anem a donar
una un analeg per als nostres espais.

3.2.12 Definicié. Una aplicacié lineal
T: M, x,A) = M(T, x, \)

es diu que és una (T, x)-involucié si T? és l'operador identitat,
és a dir, si

T°f=f
per a qualsevol funcié f € M(T', x, \).

3.2.13 Exemple. Destaquem ara un parell d’exemples que s’em-
praran més endavant.

e Tota matriu W € PSL(2, Z) normalitzadora de (I, x) i que
satisfisfaci W2 € T' 1 x(W?) = 1 defineix una involuci6 per
a (I',x) quan actua via f — fjw. En particular, usarem
wy, : 2z — —1/nz, que es pot representar per

<¢O§ %37) € PSL(2,R).

e En particular, si prenem

10
(0 5).

es té una involuci6 tal i com veurem en la seccié segiient.
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3.2.5 L’operador de reflexi6

Un simple cop d’ull a un domini fonamental de PSL(2,Z) posa
de manifest que hi ha una simetria obvia: les reflexions sobre
I’eix imaginari. Aquesta simetria ens proveeix d’una particié de
I’espectre en funcions parelles i funcions senars.

L’operador de reflexi6 es representa mitjangant la matriu
1 0
J= (0 _1) .
_f(a b
/y - c d )
definim

. 4 (1 0 1 0\ [(a —b
v=JvJ _(o —1>7(o —1>_<—c d)'

3.2.14 Lema. Per a qualsevol caracter de Dirichlet es té la
tgualtat seguent:

Per a una matriu

x(v*) = x(v) pera toty € Lo(q).

DEMOSTRACIO. Aquest fet és clar perque

xX(v") = x(d) = x(7).

Suposem ara que J és una (I', x)-involuci6. Podem diagona-
litzar M(Ty(q), x, \) respecte de J i els valors propis seran 1 o
—1. Aleshores f € M(T',x,\) és anomenada parella o senar,
respectivament si, fi; = f o bé f; = —f. Cada funci6 parella
o senar es pot desenvolupar mitjancant series de Fourier amb
cosinus o bé amb sinus, respectivament, és a dir, sigui

F(2) =) eln)raly)e®™™
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amb £, (y) seguin la notacié d’abans. Aleshores
fi(2) = 2o c(n)rn(y)emme

= 2o (=) in(y) e

Si fi; = f(=%) = ¢f, aleshores obtenim que ¢(—n) = ec(n)
per tant

F(2) = S cln)inly)e?™
= S ny) (e(n)e?im 4 c(~n)e )

— 20:1 c(n)/in(y) <€27rinx + 86—271’1'712:)

2cos(2mnx), e=1,

= Zzozl c(n)kn(y) {

2isin(2mnz), €= —1.

Posem a(n) = 2¢(n) i b(n) = 2ic(n), aleshores f tindra una
serie de Fourier de cosinus o bé de sinus amb coeficients a(n) o
b(n) respectivament, i.e.

1) =" a(n)ra(y) cos(2rna),

n=1

f(z)= Z b(n)k,(y) sin(2mnx).

Els desenvolupaments de Fourier a I’entorn de la punta p = 0
son funcions propies de J; pero aixo no és necessariament aixi en
la resta de puntes. En la secci6 segiient donarem una condicio
per la qual puguem diagonalitzar totes les f; simultaniament
respecte de l'operador J.
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3.2.6 Simetritzacié completa

Ates que usualment és preferible treballar amb series de Fourier
simetritzades, és a dir, que contenen només sinus o cosinus, en
lloc de funcions exponencials, a continuacié es fa un estudi per
a saber quan aixo és possible.

3.2.15 Teorema. Sigui p; = v € Q una punta del grup T'o(q),
v

equivalent a —p;. Sigui f € M(Lo(q), x, A) tal que f|; =¢f.

Aleshores ezisteix una aplicacié normalitzadora o; de la punta
p; tal que
filr = x(d)e f;
ambd=1 (mod v), d=—1 (mod ) i f; := f,,.

J

DEMOSTRACIO. Per la proposici6 2.2.16, la punta p; ha de com-
plir que med(u,v) = 1.
La condicié que p; = —p; en I'g(q) és equivalent a med(wv, g) =

v
1 o med(v, g) =2.
v

Suposem que estem en el cas med(v, g) = 11 fixem la matriu
v

v € I'o(q) tal que vyp; = —p; de la forma segtient

v = (;C Z) € T'o(q).

Aleshores es pot comprovar que
d:a:—l—g-cu, b= —-—7,
v v

i, per tant, de ’expressio de b tenim que

(2) cu=—-2 (mod v).

(%
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Amb aix0, ¢ queda univocament determinat modul v si med(v, ) =
1 (modul § si med(v, 1) = 2).

Tal i com hem vist en la seccié anterior, 'operador de reflexio
T compleix fir; = fiyr+. En el nostre cas tenim que

ijJ = f|0'j|J = f|J\o; = €f|a;,

sent
* 71
o; =JojJ

Observem que o} és I'aplicacié normalitzadora de la punta —p;
ja que
oi(=p;) =JojJ Np;) = Joj(p;) =

= Joo =

Jo, J T o I (=p;) = JoyJ T o (py)
= Jo;J T J o0) = Jo;(c0)
= J(pj) = —p;
oi(=p;) = Jo;J N p;) = Joj(p;) =

= Joo =
pero observem que l'aplicacié yo; també és una aplicacié nor-

malitzadora ates que
70(00) = p; = —p;
vo Loy 'y~ =p;) =70,L0; " (p))
=0;To0 = yp; = —pj.

Per tant
fj|J = 8f|5f;'-‘ = 5f7\aj = €X(d)fj7
ates que v € I'o(q) 1 f € M(Io(g), X, A). O
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3.2.16 Corol-lari. Suposem que ¢ = 2"py...pm, amb 0 < r < 3,
im >0, 1 on pq,...,pm SOn primers senars diferents. Suposem
també que en cada descomposicié x = XyX1, v|q, el caracter xa
és parell. Aleshores podem prendre tots els fi simultaniament
com a funcions propies de J amb el mateix valor propi.

Notem que si no tenim funcions propies simultanies de JJ hem
de treballar amb exponencials en lloc de sinus i cosinus, i co-
eficients de Fourier complexos en lloc de coeficients de Fourier
reals.

3.2.7 Operadors de Hecke

La teoria classica dels operadors de Hecke es pot transportar del
cas modular holomorf al cas de la teoria de les formes d’ona de
Maass. Aquesta seccié proporcionara un resum de la teoria de
Hecke en aquest nou cas, i també servira com a recopilacio de
fets fonamentals i per a unificar notacions.

Els operadors de Hecke considerats aqui son operadors que
actuen sobre espais de funcions modulars, és a dir, funcions au-
tomorfes respecte de subgrups de congruencia.

Definim l'operador de Hecke de forma similar a la de I'article
[Atl70]. Sigui ¢ € Z*. Per a un primer p hi ha un subgrup
d’index finit en I'y(q),

To(q,p) = {(Cg Z) €To(q) [b=0 (mod p)}‘

Per a algun d € Z", definim Paplicacié Ay : 2z — dz en PSL(2,R).
Per a d = p primer aleshores tenim que
A, 'To(q, p)Ap = Tolgp) € Tolq)

i es té que x(A;'BA,) = x(8). D’aqui deduim el resultat
seguent.
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3.2.17 Proposicié. L’aplicacio A,, amb p primer, proporciona
una aplicacio entre espais de formes d’ona de Maass de la forma
seqguient:

A;li M(Fo((]),x,/\) — M(FO(Qap>aX7/\)
- fpi= f|A;1'

DEMOSTRACIO. L’tnic que cal provar és que, efectivament, f, €
M<F0(Q7p)7 X5 )\)

Observem primer que

X(4,'BA,) = x(B),

per a § € I'y(¢g,p) Ara volem veure que f, € M(Lo(q,p), X, A).
Sigui 8 € A, To(q,p)Ap, iy = ABAT:

fp(Bz) = fp(A;17Ap> = f(vAp2) =

= x(V)f(Apz) = X(A) 1 BA,) f(Apz) = X (B) fp(2)

i aixo prova el que voliem. O

El que fem a continuacié és construir una aplicacié que vagi
M(To(q,p), x,\) a M(To(q), x, A) pero d'una manera no trivial
(i.e no via A,).

Sigui {Rj}?zl un conjunt de representants per la dreta de
Lo(g,p) en I'g(g). Aleshores les matrius R; tindran el terme
inferior de la dreta d =1 (mod q).

Per a qualsevol V' € T'y(q), aleshores per a cada j existeix un
unic ¢ tal que R;V = gR; per a algun g € I'g(q,p) i diferents
j-s 1 donen diferents i-s. Usant la nostra elecci6 especial de R;
es pot comprovar que x(V) = x(g). D’aquesta manera, per
a qualsevol funcié h € M(To(q,p), x,A) es clar que la funcié
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Zgzl hir, pertany a M(I'o(q),x,A). Per tant, podem definir
l'operador, T, : M(Lo(q), x, ) = M(Lo(q), x, A) com segueix:

1 lu‘
Tp = — pIR; -
f \/ﬁ;fm

El factor Lp és per a una normalitzacié convenient.

7

Treballant amb un conjunt de representants explicits s’obté
la férmula segiient per a un enter primer p amb med(q, p) = 1:

T,f(z) = iZf (z +j) + %X(p)f(w),

i, per a un primer p, amb plg:

T,(f) = Upf(2) = %Zf (”j) |

q

En principi, ates a la naturalesa multiplicativa dels operadors
de Hecke per a primers, i usant la multiplicitat juntament amb
altres resultats, es defineix T, per a qualsevol enter positiu n
amb mcd(n,q) = 1. Aquestes construccions es poden trobar a
[Shi67], i sorgeix la definicié segiient:

3.2.18 Definicié. Per a cadan € ZT i f € M(To(q), x, A) es
defineix 'operador de Hecke T, per la formula

L) == X @ (BE). e

ad=n,d>0 7=0

3.2.19 Teorema. FEls operadors de Hecke T,, amb mcd(n,q) =
1 son endomorfismes de lespai M(To(q), x, \) que satisfan les
propietats sequents:

TTn = Z X(d)T%u (32>

ad=n,d>0
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per a enters n i m amb med(n,q) = med(m,q) =1, i

T = x(n)T,, (3.3)

n

on T denota ['operador adjunt de T,,. En particular, el conjunt
{T,, | med(n,q) = 1} és una familia commutativa d’operadors
normals que commuten amb [’operador de Laplace-Beltrami i de
reflexio J.

DEMOSTRACIO. Per a provar la propietat multiplicativa cal mi-
rar 'accié dels T;, sobre els coeficients de Fourier de les formes
d’ona de Maass f. Suposem que c(k) i b(k) sén els coeficients de
f i dels T),-s respectivament, aleshores es té la segiient relacio

9= 3 e (2. (3.4)

n,a,d>0
amb la convenci6 usual que ¢(r) =0 sir ¢ Z.

Per a provar (3.2) es compara 'accié sobre els coeficients de
Fourier als dos costats. Ara per a provar (3.3) és suficient tractar
el cas n = p primer. Usem la relacié segiient entre el producte
escalar de Petersson sobre els dos grups:

1

<Tpfa g)Fo(Q) = \/2—9

<fpa g)ro(q,p)v

i obtenim el que voliem. O

Per a plq es té que
U,T, = T,U,,

quan mcd(n,q) = 1 perd en general els operadors U, no sén
normals respecte del producte vectorial de Petersson. Aquest no
seran considerat fins a la seccid segiient on introduirem els espais
de les formes noves.



3.2. Espais de formes de Maass 79

3.2.20 Teorema. Existeiz una base ortogonal {¢;} en l'espai
M(To(q), x, A) formada per funcions propies per a tots els ope-
radors de Hecke T,, amb mcd(n,q) = 1.

DEMOSTRACIO. Observem que M (Tg(q), x,A) és un espai vec-
torial de dimensio finita. Per tant, podem triar una base { f;}72,
i representem els operadors T, per matrius m x m A(n) en aque-
sta base. Pel teorema 3.2.19 és clar que {A(n) | med(n, q) = 1}
és una familia de matrius normals m x m que commuten dos
a dos. Per raonaments d’algebra lineal se sap que hi ha bases
{#;}7L, on cada ¢; és una funcié propia de tots els A(n), i aixo
és el que volem. O

3.2.8 Formes noves i formes velles

De la férmula (3.4) deduim que si f té coeficients c¢(n) i T, f =
A(n)f, aleshores
c(n) = A(n)c(1).

Voldriem assegurar-nos que ¢(1) # 1, pero desafortunadament
com veurem més endavant podrem tenir que ¢(1) = 0.

Suposem que x és un caracter no primitiu (mod ¢) de con-
ductor k. Si k|n i nd|q per a alguns enters positius ¢, d, prenem
Xn €l caracter induit per x sobre I'g(n). Aleshores

f(JT) € M(Fo(n)va )‘) = f(Z),f|Ad(Z) S M(FO(q)7Xa )‘)

(amb A, com en la seccié anterior.), la qual cosa resulta del
fet que Aqlo(q)A," = [(4,d) CT'(4) € To(n), i x(A4BALY) =
x(6), amb 5 € Lo(q).

3.2.21 Definicié. Sigui f € M(Ty(q), x,A). Es diu que f és
una forma vella si existeixen enters positius n i d tals que nd|g,
un caracter y modul n i una funcié f; € M(Iy(n), x, A) tal que

[ = fia,
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Suposem ara que f és una forma vella amb coeficients de
Fourier donats per

f(z)= Z c(m)\/yKir(2m|m|y)e*™ ™.

m70
Aleshores

fla, = fldz) =3, o c(m)VdyKp(2r|m|dy)e %

= Vd Z c <%> VUKir(2m|n|y)e*™ .

n=0 (mod d)

Per tant si d > 1 aleshores el primer coeficient de Fourier de
f(dz) és zero. Aixo és un exemple dels inconvenients de les
formes velles.

Sigui M?4(Ty(q), x,\) Pespai lineal generat per les formes
velles i definim M™*(I'y(q), x, A) com el complement ortogonal
respecte del producte escalar de Petersson. Aleshores tenim que

M(FO<Q)a X5 /\) = MOld(FO(Q)v X5 )‘) @ Mnew(r()(q)v X5 )‘)

Es facil veure que ambdos subespais son estables pels operadors
de Hecke T}, amb mcd(n, q) = 1, ates que 1" = x(n)T,.

3.2.22 Definicié. Una funcié f € M™*(Iy(q), x, A) s’anomena
una forma nova normalitzada de nivell ¢ si f és una funcié propia
de J i tots els operadors de Hecke T,,, med(n, q) = 1, i el primer
coeficient de f és 1, és a dir, ¢(1) = 1.

3.2.23 Proposicib. Six ésun caracter primitiv. (mod q) i p|q,
aleshores U'operador U, és unitari sobre M(L'o(q), x, A); €.

* _ yr—1
u,=0,".
DEMOSTRACIO. En el cas de ¢ primer, funciona si es prova

que Uy = w,Upw, 1'i aleshores usant les propietats de producte
escalar de Petersson. O
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El teorema segiient és crucial en la teoria de les formes noves
i formes vells.

3.2.24 Teorema. Sigui x un caracter de Dirichlet de conductor
k. L’espai de formes noves té les propietats segiients.

(i) Per a cada multiple n de k, les formes normalitzades de

niwell q 1 caracter x, {Fj(q’X) ;n:ql formen una base ortogonal

en el espai M™"(To(q), x, A). Aquest conjunt s’anomena
la bases de Hecke de M™™(T'o(q), x, A).

(ii) Cada F; és una funcid propia de tot T, ambn € Z*.
(111) Una base en Uespai M(L'o(q), x, \) €s donada per

[F™) | d,m € 2 km,dmlg,1 < i < m, ).

(iv) (Multiplicitat 1) Sigui x' un caracter de Dirichlet (mod ¢').
Donades les funcions f € M (To(q), x, A) ig € M™(Lo(q'), x's A)
amb A\, > 0, aleshores o bé existeixen un nombre infinit
de primers p per als quals els valors propis de T, son difer-

entspera fig, obéq=q¢, A=u, X' =xif=g.

DEMOSTRACIO. La demostracié d’aquest teorema segueix el
mateix cami que per al cas holomorf que es pot trobar a [Miy76].
Pero en el nostre cas hi ha tres diferencies que cal destacar que
son, sense entrar en més detall, les segiients:

(i) Hem de anar amb compte si estem tractant funcions pare-
lles o senars.

(ii) L’equacié funcional per a les funcions L és diferent.

(iii) L’analog de la conjectura de Ramanujan-Petersson (una
estimacié dels coeficients de la serie de Fourier) no esta
provada en aquest cas. Tot hi aixi les propietats analitiques
de les funcions de Bessel fan que aquests coeficients siguin
prou bons.
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Una demostracié completa per al nostre cas pot trobar a
[Str00]. O

3.2.25 Observacié. Notem que U, no és normal sobre I'espai
sencer M(I'y(q), x, A) (a menys que sigui x primitiu, ja que en
aquest cas no hi ha formes velles). Per tant, no tindrem teorema
de multiplicitat 1 si intentem diagonalitzar ’espai sencer respecte
de tots els operadors de Hecke.

3.2.26 Teorema. Sigui f una forma nova amb T, f = A(n)f i
flr =¢ef. Si el desenvolupament de Fourier de f és

f(z) = Z c(m)\/g]KiR(Qﬂmy)e%imx

Im|>1

(on c(1) = 1), aleshores

c(—m) = eA(m),

per a tot m € Z*. Tenim també les relacions multiplicatives
seqguents

mn

c(m)e(n) = 34 unny.aso X(d)e <?> ,med(n,q) =1,m € Z,

c(m)e(p) = c(mp), plg, m € Z.
(3.5)

DEMOSTRACIO. La primera part se segueix per addicié de f i f|;
i reordenant la suma. La segona part se segueix de cada una de
les propietats multiplicatives del teorema 3.2.19, que apliquem
al valors propis de Hecke A(n), i quan prenem ¢(1) = 1 en la
relaci6 ¢(n) = A(n)c(1) ja hem acabat. O

3.2.27 Proposicié. Suposem que f € M™"(T'y(q), x,A) €s una
forma nova normalitzada, i que p és un primer tal que plq.
Aleshores se satisfa el resultat segtient:
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(i) Six és primitiu, |c(p)| = 1.

(it) Si x és trivial i p* § q aleshores c(p) = \’\/—%, on A\, = %1,
(de fet N, és el valor propi d’un operador que estudiarem

en la seccio segiient).

(i) Six és trivial i p*|q, aleshores c(p) = 0.

Recordem que pel teorema 3.2.24 podem triar sempre una
base propia de Hecke en I'espai M"*(T'y(q), x, A) on les funcions
estan normalitzades per ¢(1) = 1.

Destaquem que si el caracter x és no trivial, en general no
es pot suposar que les bases de Hecke estiguin formades per
funcions reals. Pel teorema 3.2.19 tenim que 7% = x(n)T,, quan
med(n, q). D’aquesta manera,

A(n) = x(n)A(n), (3.6)

ic(n) = x(n)e(n). Per tant, en particular, si xy(n) = —1 aleshores
c(n) és purament imaginari. En canvi si x(n) = 1, aleshores ¢(n)
és real.

3.2.28 Observacié. Suposem que y és real i que f és una forma
nova normalitzada de I'espai M"™"(I'y(q), x,A) amb fi; = ef i
els valors propis de Hecke A(n). Aleshores ef és també una
forma nova normalitzada de M™*(T'y(q), x, A), pero amb valors
propis de Hecke A(n). Ara bé, en general f i ef sén linealment
independents, ates que A(n) # A(n) sempre que x(n) # 1 i
A(n) # 0. D’aquesta manera el nou espai M™% (Iy(q), x, A) és
en general de dimensié més gran que 1.

Una excepcié al cas anterior sén les formes de tipus CM que
va construir originariament Maass. Aquestes formes sén reals
i, per tant, tenen c¢(n) = 0 per a tot enter positiu n tal que

med(n,q) =11 x(n) # 1.
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3.2.9 Les aplicacions normalitzadores de les
puntes com a normalitzadors de (I'y(q), x)

Suposem que n|q i que med(n, ) = 1. Aleshores podem associar
a n un normalitzador de I'g(¢), que anomenem W,,. La matriu
W,, es pot prendre de la forma

e (2 1)

qz nw
on z,y,z,w € Zambx =1 (mod £),y =1 (mod n) i n*zw —
qzy = n. Es pot també verificar que W,, és un normalitzador de

(T'o(q), x) per a cert x.

Un fet remarcable sobre W, és que com a operador sobre
M(To(q), x, A) és independent de les tries de z,y, z i w. De fet,

si
Wr/z = (naj// y//> )
gz nw
per a algun 2/, ¢y, 2, w’ € Z i det W] = n, aleshores (com a o-
peradors) es té que W/ = Xn(y/)X%(x’)Wn' En particular, aixo
implica que per a algun f € M(To(q), x, A)
Sown = xa(=1) fiw,1s-

Per a nosaltres, el normalitzador W, sera el més tutil per a
caracters reals, atesa la proposicio segiient:

3.2.29 Proposicié. Suposem que nlq i med(n, 1) = 1, i pre-
nem x = XnXa. Aleshores per a algun f € M(To(q), x, A) tenim
que

an = f|Wn € M<F0(Q)7XqX%7)‘)a Wr%f = Xn(_l)X%<n)f

En particular, si x, és real i Xn(_l)X%(n) = 1, aleshores W,
és una aplicacic de M(To(q),x,\) en ell mateix i W,, és una
(T, x)-tnvolucio. O
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El normalitzador W, sera molt 1til en els casos en que puguem
considerar-lo com a una aplicacié normalitzadora, tal i com com
s’explica en la proposicié seglient.

3.2.30 Proposicié. Suposem que n|q i med (n, %) = 1. Alesho-

res podem triar W, com a aplicacio normalitzadora de la punta
n

q

DEMOSTRACIO. Podem triar z = z = 1 en la férmula per a W,,,

aixo és
qg nw

ony,w € Z,inw— %=1 Notem que 'amplada de la punta %

es

q q
= = n.

med (q, @)2) fmed (g, (£))

Sabem que l'aplicacié normalitzadora de la punta g pot ser
n

escrita de manera unica llevat translacions com 7 = po, on o €
SL(2,Z) aplica 0o a L,i g és la matriu que escala per I'amplada
de la punta. Per tant, escrivint W,, com

=z ) 1)

veiem que W, és una aplicacié normalitzadora per a g. O

S —

Una altra propietat de W, és la segiient:

3.2.31 Proposicié. Siguin € Z* tal que n|q i med(n, L) =1, i
siguin py i py primers amb med(py,q) = 1, po|q i med(py,n) = 1.
Aleshores,

Tpl an = Xn(pl)WnTplfa

Upzwnf = Xn(p2)WnUp2fa
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per a f € M(To(q), x, ), on xn €és el caracter (mod n) induit
per X (i.e. X = XnXa).

Observem que per a funcions propies f s’aconsegueix
que p prop

TP(an> = Xn(p>WnTpf = Xn(p))‘anf

on A, és el valor propi de f per a 7},. En altres paraules, W, f és
també una funcié propia de 7}, de valor propi A, x,(p). En vista
de la multiplicitat 1, si y, és el caracter trivial i f és una forma
nova, aleshores W, f ha de ser multiple de f,i.e. W,f = u,f, on
p2 = X%(n). Ara si triem el normalitzador ¢; de la punta 4 com
oj = Wy, aleshores tenim f; = p; f1, i en termes de les diferents

J
expansions de Fourier, aixo significa que (per a tot k)

(k) = e (k), (3.7)

on i = x4 (n).

De totes maneres, és important observar que la formula (3.7)
no ens permet en general reduir els coeficients de Fourier de totes
les puntes als de la punta ioo.



Capitol 4

Aspectes computacionals

El que farem en aquest capitol sera descriure algoritmes neces-
saris per tal de calcular funcions d’ona de Maass. Aquest objec-
tiu es redueix a calcular un valor propi A = i + R?, al qual ens
referirem a R per estalviar notacid, i un conjunt de coeficients
de Bessel-Fourier {c;(n) |1 < j <k, |n| > 1}. A excepcid de les
formes de tipus CM, no hi ha férmules conegudes per a calcular
cap dels valors propis o dels coeficients i només en podem obtenir
aproximacions numeriques.

4.1 Introduccid

Sabem que les formes d’ona de Maass f € M(I'¢(q), x, A), amb
A > 0 estan completament descrites pels seus desenvolupaments
de Fourier a I'infinit, pero per a assegurar ’estabilitat del metode
numeric necessitem coneixer les series de Fourier en totes les
puntes de Fg, i.e., per atot 1 <j <k,

fi(z) =Y ei(n)raly)e™m™.

In|>1

87
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La idea és, donat un nombre real R, emprar ’algebra lineal
per a calcular un conjunt de nombres que siguin propers als valors
reals dels coeficients de Bessel-Fourier si R és un valor proper a
un valor propi exacte d’una forma de Maass.

4.2 Remarques numeriques

Primer introduirem un zero efectiu. La precisié aritmetica ha-
bitual sabem que és z +107%z ~ x. Per tant, si fixem ¢ < 10716
aleshores considerarem que qualsevol valor per sota de ¢, és ne-
gligible. Emprarem [[¢]] per a denotar una quantitat amb valor
absolut menor que ¢.

Suposem que f € M(T'o(¢), x,A) amb expansions de Fourier
a les puntes,

fi(z) =) cj(n)ra(y)e”™™, 1<j<k. (4.1)

n|>1

4.2.1 Lema. Una cota trivial dels coeficients és

DEMOSTRACIO. Aquest resultat es pot trobar en el capitol 11
de [Hej83], o bé, en el capitol 3 de [Iwa02]. O

Combinant el lema anterior amb

kn(y) == VyKir(2m|n|y),

iel fet que
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quan y — oo (per a R fixat), es veu que el residu de la suma
(4.1) satisfa

Z c;(n)kn(y)e?™™ = O(e ™M) M — oo,
In|>M
amb la O-constant depenent de R i de y.

Per tant, per a un y i R donats, podem prendre M = M(y)
de manera que

fi) = ) e)ra(y)e’™™ + [[]], (4.2)
1<In|<M (y)
peral>j > k.
4.2.2 Lema. Per a un R suficientment gran el nombre de de

coeficients que podem prendre per tal de garantir que [’algoritme
de calcul estigui ben condicionat €s

M(y) = (4.3)

21y

R+ARéJ

per a alguna constant A € [12,15].

DEMOSTRACIO. Una prova d’aixd es pot trobar a [Hej99]. O

4.3 El sistema lineal

Tal i com hem dit, per tal de dissenyar un algoritme estable ne-
cessitem usar els coeficients de Bessel-Fourier de totes les puntes,
la qual cosa significa que hem d’usar expansions en regions difer-
ents d'una forma adequada.

Considerem f € M(I'y(q), x,A) com a una reunié de series
de Fourier en totes les puntes; és a dir, usarem la notaci6 f;
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per tal de representar I'expansié de la nostra forma de Maass
en la punta p; corresponent. Per tant, donat w € F, usarem la
identitat

F(0) = XU friay (o7 Uno): (4.4)

Donat un punt qualsevol z € H i un index j € {1,...,h},
prenem w; com el punt equivalent a z; = 0;z dintre del domini
fonamental F,, és a dir, w; = Tj(z;) € F, amb T; € T'¢(q), i
prenem z; = U;(;)ijwj (on I(j) := I(w;)). Aleshores,

* -1

per tant
fi(z) = flo;2) = f(T;'U, ' ouyz;)

= X(T; U fri5) (25).

(4.5)

Aquesta relacié entre f;(2) i fr(;)(2]) és la que ens perme-
tra aconseguir totes les series de Fourier. Considerem les series
truncades

fi)= ) gy

1<|n|<M(y)

Una manera de veure aquesta serie és com una transforma-
da discreta de Fourier. Podem muntar una serie transformada
inversa sobre el segiient conjunt de punts situats sobre una recta

1 1
{zm:xm—i-iY|xm:2—s(m—§),1—s§m§3},

per a algun Y < Yy, i s > M(Y). La transformada discreta
inversa de Fourier I’hem de considerar fent un canvi de variables
i hem de tenir en compte que no considerem el zero.

La transformada inversa ens déna que pera l < |n| < M(Y) <
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s, es té que
L s

Cj(n)/in(Y) = 2_3 Zm:lfs E(Zm)e—%rmxm

1 o
= o T i) 2 [
on en l'iltim pas usem (4.2). Aquest sistema ve a ser una tau-
tologia, perd podem usar 'automorfia (4.5) per a aconseguir una
bona mescla de coeficients de Fourier i evitar aixi estar resolent
un sistema trivial.

Imitant la discussié que ens ha portat a (4.4) prenem 7,,; €
I'o(¢q) com l'aplicacié de reduccié de 0,2, a F, i considerem les
igualtats segiients

’l,Umj = ij(O'jZm) & ]:q,

I(m, j) = I(wm;),

Umj == mej S FO(Q)?
* -1 U ) )
“mj = O1(m,g) Y miWmg

Xmj = X(T iU

Usant I'analog de I'equacié (4.5) obtenim que

PR e o
cj(n)ra(Y) = o D Xmif1Gam (Zg)e” > + (e,
m=1—s

1 ara volem substituir I'expansi6 de Fourier truncada per a f7(jm)-
Ates que sabem que 3(z;,;) = %(al_(;m)Uijmjaj(zmj)) > Yo,
podem usar el mateix punt de truncament M, = M(Yy) per
a totes les series. Intercanviant I'ordre de sumacié aconseguim
lexpressié, valida pera M(Y) < Qi1 <j <k:

Gra(Y) = Y clk)Vi + 2[E]], (4.6)

i=1 1<[k|<Mp
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on

S
Vi= o Y i) e (4)
m=1—s,I(j,m)=t

4.3.1 Observacié. Sembla clar que per a que el sistema (4.6)
sigui util, necessitem una relacié d’automorfia no trivial. En la
practica trobarem que una condicié necessaria, i de fet suficient,
per a un comportament numeric bo és que z;,; # z, per a tot
7, m.

Aquesta condicié queda assegurada si aconseguim que es sat-
isfaci 3(2;,,;) > Y per a tot j,m. Pero aixo és un fet automatic
si triem Y < Y, com abans, pero en molts casos és possible ver-
ificar que la desigualtat també val per a certes tries de Y més
grans que Yp. Aixo significa que que serem capacos d’usar un
Y > Y i un corresponent M(Y) < M,.

Tenim ara un sistema lineal que pot ser usat per al calcul dels
coeficients. Notem que els ani poden ser petits degut a que les
funcions de Bessel decauen rapidament. Aquest fet, juntament
amb la falta de coeficients, pot comportar un mal condiciona-
ment de la matriu del sistema.

Es pot evitar una mala mescla dels coeficients disminuint Y.
El sistema (4.6) pot ser expressat com

0=3" 3" clk)Vi (438)

=1 |k|<My

on ‘7;{6 = Vn],z — Oni0jicikin(Y). El terme —k,(Y') que apareix en
totes les entrades de la diagonal ens déna una bona rad per a
esperar que aquest sistema resulti ben condicionat, encara que
per a valors propis petits pot no ser suficient.

Ara tenim un sistema lineal la solucié del qual sén els coefi-
cients de Bessel-Fourier de les formes de Maass f € M(T'o(q), x, A)
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(llevat de 'error 2[[¢]]). Si prenem per V' la matriu (kMo x kM)
V71 C denota el vector kM, de coeficients de Bessel-Fourier
cj(k), aleshores podem escriure el sistema lineal com

Ve =o. (4.9)

Observem que 'espai de les solucions d’aquest sistema per a
un valor propi exacte de R és, al menys, un espai lineal de di-
mensié 1, per tant, per a aconseguir una solucié inica necessitem
algun tipus de normalitzacié.

4.4 Un algoritme de reduccié

Ates que automorfia (4.5) té un paper important en I’algoritme,
és crucial tenir una manera eficient de calcular els punts equiv-
alents 2* € F, d'un punt z € H.

Recordem que en el cas del grup modular I'y(1), és facil fer
I’algoritme de reduccié al domini fonamental,
1
Fi={z=ax+iyeH||z|> §,|z| <1},
usant una seqiiencia alternada dels generadors S'i 7.

En lloc d’estendre aquest algoritme al cas de ['y(¢), usarem el
fet que I'p(q) és un subgrup d’index finit en PSL(2,Z), tal com
hem vist en 2.2.15.

Prenem {V;}/2, i F, = [JV;(F1) tal i com hem vist en la
secci6 2.2.4. Donat z € F, apliquem l'algoritme de reducci6 en
Fi; 2=T(2) € Fy amb T € I'y(1). Aleshores busquem l'index
j que fa T' € T'y(q)V}, i notem que V;T € T'g(q). Per tant,
I'algoritme de reducci6 a I'y(q) és donat per

2 =VT(z) e F,

Aix0 déna un algoritme de reduccié per a I'g(g).
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Formes d'ona de Maass. Implementacio dels calculs

Calcul de formes d'ona de Maass mitjancant lI'algori ~ tme de Hejhal.

= |nicialitzacié de parametres

Aguesta secci6 s'ha realitzat amb MathematicaEhGquest primer punt del fitxer hi ha les varialfjae que s'utilitzen en
el programa.Aqui estan defindies la simetria rdasl- lacié. També hi ha definida una funcié quéndsfles homografies.

In[1]:= S= {{Ov _l]'v {17 0]'};
T={{1, 1}, {0, 1}};

3= ParametrelLocal vO[z_] := 2+ Pi «Im[z] / (7 Abs[z]);
ParametrelLocal vi[z_] := 2% Pi xIm[z];
Hormografia[G, z_1:= (G[[11] *z +G[[21]) / (G[[31] *z +G[[4]11);
kappal[z_, R, m ] := Sqgrt[Im[z]] »Bessel K[| xR, ParanetrelLocal vli[z] » Abs[m]];

m Calcul de classes laterals

Aquest algoritme esta componsat per tres partpringera usa els resultats de [Las02], que corresplaigoritme per a
aconseguir conjunts de representants. Aquest atgmesta explicat en [Rem09].

7= MB[O_] i = (

Orega = Tabl e[GCD[q / Di visors[q], Divisors[q]lll;
Eul er Onega = Eul er Phi [Onegal;
As = Table[{1}, {i, 2, Length[Divisors[q]]-1}1;
For [i =2, i <Length[D visors[q]] -1,

k=l;

Wil e[

Length[As[[i]]] < EulerOregall[i]l],

k++;

If [GCD[k, g/ (Divisors[ql[[i11)] =1, As[[i1] = Union[As[[i 11, {K}II;
1
I ++];

MAs = Tabl e[
Divisors[ql[[j11*As[[j -111,
{j, 2, Length[Divisors[q]] -1}]1;

M= {};

For [

i =1, i <Length[Divisors[q]] -1,
M = Union[M MAs[[i]]];
i++

I

Return[M];
)
mgl= Ns = {};
nim] := (k= 1;
While[Md[k *m2, q] # O,
K++7;

Return(kl);
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nppoj= WL[G_1 1= (
T={{1, 1}, {0, 1}};
S = {{0, -1}, {1, O}};
M = S.Inverse[T];
W= Union[ {{{1, 0}, {0, 1}}}, Table[M = MT, {j, 1, q}11;

If[!rPrimeQql,

VWauxl = {};

VAux2 = {};

Msq = Ms[q];

For [s =1, s <= Length[Msq],
Waux2 = {};

Tn = {{1, MsqIl[s1]}, {O, 1}};
Aux = S. Tn. S;
Waux2 = {Aux};
For[l =1, | < n[q],
Aux = Aux. T;
WAux2 = Uni on[Waux2, {Aux}];
| ++
1
Waux1l = Uni on[Wauxl, WAux27;
S ++
1
1
W = Uni on[W Waux1];
Ret urn[W
)

in11.= Cosets = WL[6];

= Funcions de calcul d' amplades

En aquesta secci6 definim les funcions que ensmdehealcul de les amplades. La funcié troba maxéms retorna I'index
del valor maxim d'un vector de valors. Aleshoraguhcié TrobaColor coloreja el dibuix. Tas, é$uaci6 principal que fa
tot el proces.

inp2;= Tas[p_, v_1:= (
Val ors = Tabl e [N[I m[Honografia[Flatten[v[[i]]], p1]1], {i, 1, Length[v]}];
Ret ur n[Tr obaMaxi m[Val ors, Max[Val ors]]1;

)
in[13:= TrobaMaxi m[v_, x_1 := (
aux = 0;
For[i =1, i <=Length[v], i ++,
| f
VILi 1] =x,
Return[i]111;
)
in141:= TrobaCol or [n_] : = (
If[n==1, Return[{1, O, 0}11;
If[n==2, Return[{0, 1, 0}11;
If[n==3, Return[{0, 0, 1}11;
If[n=4, Rturn[{1, 1, 0}11;
If[n=5 Return[{1, O, 1}11;
If[n=6, Return[{1, 1, 1}11;
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Reduccié de punts al domini fonamental del grup Gam ma_0(q)

PosaDomini[x,m] és un procediment que el que fad&ar el punt x en el domini fonamental del grupn@a0[1]. El
parametre m és d'entrada la matriu identitat iaféda és la matriu del grup modular que hem empeattal de portar el
punt dintre. IndexarPointm] empra la informaciéldamatriu m sortida de per tal de dir a quin cahjde corepresentants
pertany la matriu,i per tant en quina regi6 del mhoionamental caura el punt que la creat. FinainRmsaDominiP[x,m]
posa el punt dintre del domini fonamental corregpbn

5= PosaDomini [Xx_, m] := (p = X; mMm=m
Whil e (
(Abs[p] <1)

I
(Abs[Re[p]l] > 1/2)
).

If[Re[p] 2 172,
p=p-1;, mMmm= Inverse[T].nm; ];
If [Re[p] = -1/2,
p=p+1 mm=T.mm];
I f [Abs[p] < 1,
p=-1/p; M= S.mm]];)
I ndexarPoint [m ] := (
j =n+1;
If [Mod[Flatten[m [[3]], n] !=0
j =0;
L=m
K = L;

Wil e[ (Mod[Flatten[K][[3]], n] != 0),
j o+
K = Cosets[[j]].L;
1
1
Returnfj 1;
)

in17):= PosaDomi ni P[x_, m] : =
(
PosaDomi ni [x, m];
| ndexar Poi nt [rm];
pestrella = Honografia[Flatten[Cosets[[j 111, pl;
Return[pestrellal;
)

m Exemples de dominis fonamentals

Ara farem dos exemples de dominis fonamentals geuas fuchsians del tipus Gamma0(n) amb n =6 i7n

n18):= Q = 1000; n = 6;
Cosets = {{{-1, -1}, {3, 2}}, {{-1, 0}, {2, -1}}, {{-1, O}, {3, -1}}, {{0, -1}, {1, 0}},
{{0, -1}, {1, 13}, ({0, -1}, {1, 2}}, {{O, -1}, {1, 3}}, {{0, -1}, {1, 4}},
{{0, -1}, {1, 53}, {{1, 0}, {0, 1}}, {{1, O}, {2, 1}}, {{1, 1}, {2, 3}}};

o= Serie =Table[(M-1/2) *(1/ 2*Q) + | 174, {m 1-Q Q}l;
ZZetal = Serie;
ZZet alTil de = Serie;

3= 1 dSerie = Table[{{1, 0}, {0, 1}}, {i, 1, Length[ZZetal]}];
MapPoi nt = |dSeri e;
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nes)= For [i =1, i <= Length[ZZetal],
PosaDom ni P[ZZetal[[i ]], |dSerie[[i1]];
ZZetalTilde[[i]] = pestrella; MapPoint [[i]] = M7 i ++]

6= ZZeta2 = Honografia[Flatten[S], Serie];
ZZet a2Til de = Serie;
MapPoi nt2 = | dSeri e;

neop= For [i =1, i <= Length[ZZeta2],
PosaDomi ni P[ZZeta2[[i 1], |dSerie[[i]1]1];
ZZeta2Tilde[[i]] = pestrella;, MapPoint2[[i]] = mm i ++]

nzo= H = Tabl e[ {RGBCol or [1 -1 /Lengt h[ZZeta2Til de], i /Length[ZZeta2Til de], 01,
Poi nt Si ze[0. 0031, Point [{Re[ZZeta2Tilde[[i]1]], | m[ZZeta2Tilde[[i111}1},
{i, 1, Length[ZZeta2Tilde] -1}1;
J = Tabl e[{RGBCol or [1-i /Length[ZZetalTilde], i /Length[ZZetalTilde], 0],
Poi nt Si ze[0. 0031, Point [{Re[ZZetalTilde[[i]1]], | m[ZZetalTilde[[i111}1},
{i, 1, Length[ZZetalTilde] -1}1;

in321= HorusH = Show[G aphi cs[H], Pl ot Range - All];
HorusJ = Show[G aphics[J], Pl otRange -» All ];

in34):= MD Tabl e[0, {i, 1, 3}];

n3si= MD = {
Tabl e[1/2+ (Cos[Pi /6] +k/10) %1, {k, 0, 1500}],
Table[-1/2+ (Cos[Pi /6] +k/10) 1, {k, 0, 1500}],
Table[Sin[-Pi /6+k«Pi /150] +1 *xCos[-Pi /6 +k %=Pi /150], {k, 0, 50}1};

inz6= M5 = Tabl e[Honografia[Flatten[Cosets[[j 111, MD[[i 111,
{j, 1, Length[Cosets]}, {i, 1, Length[MD]}];

nE7= Llistes = Table[{Re[MS[[j J1[[KITL[i 111, Im[MSL[jI110CKIIOLiI11},
{j, 1, Length[Cosets]}, {k, 1, Length[MD]}, (i, 1, Length[MS[[j11[[k111}1;

inzg:= Bores6 = Tabl e[
ListPlot [LIistes[[i]1]1[[j]], PlotRange -» {{-0.75, 0.75}, {0, 2}}, PlotJoined -» True,
PlotStyle - { PointSize[0.0011}], {i, 1, Length[Cosets]}, {j, 1, Length[MD]}];

in39):= Show[Bor es6, Graphics[HorusJ]];

ngo= MD = Table[O, {i, 1, 3}1;
n = 7;

n421= M = S.Inverse[T].Inverse[T].Inverse[T].lnverse[T];

inj43:= Cl ear [Coset s]

in44)= Cosets = Union[ {{{1, 0}, {O, 1}}}, Table[M = MT, {j, 1, n}11;
in4s)= Cosets

OUI[45]: {{{01 _1}! {11 _3}}! {{or _1}! {11 _2}}1 {{01 _1}1 {11 _1}}1 {{or _1}! {110 }}1
{{01 _1}1 {lvl}}v {{Ov _l}v {112}}1 {{01 _l}v {113}}1 {{110}7 {011}}}

in46l= MD = {
Table[l1/2+ (Cos[Pi /6] +k/10) =1, {k, 0, 1500}1],
Table[-1/2+ (Cos[Pi /6] +k/10) =1, {k, 0, 1500}1],
Table[Sin[-Pi /6+k *Pi /150] +1 »Cos[-Pi /6 +k «Pi /1501, {k, 0, 50}1};

n47:= M5 = Tabl e[Honografia[Flatten[Cosets[[j 111, MD[[i 111,
{j, 1, Length[Cosets]}, {i, 1, Length[MD]}];

inel= LIistes = Table[{Re[MS[[j 11[CKIILLi 111, ImIMSCLj I10CKITLLi 111},
{j, 1, Length[Cosets]}, {k, 1, Length[MD]}, (i, 1, Length[MS[[j11[[k]111}1;
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in49):= Bores7 = Tabl e[
ListPlot [LIistes[[i1][[j]], PlotRange -» {{-0.75, 0.75}, {0, 2}}, PlotJoined -» True,
PlotStyle - { PointSize[0.0011}], {i, 1, Length[Cosets]}, {j, 1, Length[MD]}1;

in50:= Show[Bor es71];

m Exemples de calcul de proximitat de les puntes

Per tal de clarificar que vol dir proximitat en j@sntes, en aquest apartat dibuixarem un conjunégiens de colors, on
cada valor representara els conjunts propers pada punta. Comencgarem amb el cas d' un conjuptiiies de GammaO

(6).
In[51]:= Sl = {{17 0]-, {0, l]'};

S2 = {{0, -1/Sqrt [61}, {Sqrt [6], O}};
S3 = {{-Sqgrt [2], -1/Sqrt [2]}, {3Sqrt [2], -2/Sqrt [2]}};
S4 = {{-Sqrt [3], -1/Sqrt [31}, {2Sqrt [3], -1/Sqrt [3]}};

nss= Sigma = {S1, S2, S3, S4};
ns6:= Sigmal nverse = Tabl e[l nverse[Sigma[[i 111, {i, 1, Length[Sigma]}];
ns7:= PuntaNE = Inverse[Sigma[[4]11]. {{1, -1}, {O, 1}};

nsel= Sigma6 = Uni on[{PuntaNE}, Signmalnversel;

ns9:= VertexProper = Tabl e[
{p =-1/72+j /7100 + | % (k/50), Tas[p, Signma61}, {j, 1, 100}, {k, 1, 100}];

neo)= VP = Flatten[VertexProper, 17;

ne1:= VPPl ot6 = Tabl e[ {RGBCol or [TrobaCol or [VP[[i 11[[2]1111,
Point [{Re[VP[[i 11[[1111, Im[VP[[i I1[[1111}1}, (i, 1, Length[VP]}];

in62):= Show[Bor es6, Graphics[VPPlot6]];

El dibuix corresponent esta més endavant. Ara dersiem el grup fuchsia Gammao (7), que també séetibuix més
endavant.

ne3r= Sigma7 = {{{1, 0}, {0, 13}}, {{O0, -1/Sqrt[71}, {Sqrt [7], O}}}
out[63]= {{{1,0 1, {0,113, {{0, —%}, {\/7_,0 }}}

ine4:= VertexProper = Table[
{p=-1/72+j /7100 +1 % (k/50), Tas[p, Sigm7]1}, {j, 1, 100}, {k, 1, 100}7;

nes)= VP = Flatten[VertexProper, 17;

inee:= VPPl ot 7 = Tabl e[ {RGBCol or [TrobaCol or [VP[[i 11[[2]1111,
Point [{Re[VP[[i 11[[1111, Im[VP[[i I1[[1111}1}, (i, 1, Length[VP]}1;

in67):= Show[Bor es7, Graphics[VPPlot7]];

= Calcul de punts per al sistema lineal (cas q = 7)

Incialitzacio de la serie. Considerarem com abaue,Y= 1/25, i que el nombre de punts a consid&saper dir un nimero
s = 30.

nesi= Y = 1/ 25;
s = 30;

nzop= Z =Table[(m-1/2) * (1/ (2*sS)) + 1 Y, {m 1-s, s}];
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7= ZPunts = Tabl e[ {RGBCol or [1, O, 0], Point [{Re[Z[[i]]], ImZ[[i111}1}, {i, 1, Length[Z]}];
Series on s'aplicat les funcions normalitzadoreesipuntes.

In[72]:= Zl d
ZSm

Honografia[Flatten[Sigma7[[1]1]1], Z];
Hormografia[Flatten[Sigma7[[2]1]1], Z];

in74):= SerieSmPunts =
Tabl e[ {RGBCol or [0, O, 0], Point [{Re[ZSm[[i 111, I m[ZSm[[i 111}1}, {i, 1, Length[Z]}];

Inicialitzacions auxiliar per a posar els puntstdirdel domini fonamental i aplicar I'algoritme @eluccio.

n7s)= 1 dSerie = Table[{{1, 0}, {0, 1}}, {i, 1, Length[Z]}];
MapPoi nt = |dSeri e;

in77):= Zl dDomi ni = PosaDomi ni P[ZI d, |dSerie];
ZSnDomi ni = PosaDoni ni P[ZSm MapPoi nt 1;

n7op= For [i =1, i <= Length[Zld],
PosaDom ni P[ZId[[i]], |dSerie[[i]]];

ZldDomini [[i]1] = pestrella; MapPoint [[i]1] = mm i ++];
For[i =1, i <= Length[ZSm],

PosaDom ni P[ZSm[[i 1], |dSerie[[i]]1];

ZSmDomi ni [[i ]]1 = pestrella; MapPoint [[I]] = mm i ++];

ing1:= Zl dDmPunts = Tabl e[ {RGBCol or [0, O, O],
Poi nt [{Re[Zl dDomi ni [[i 11], I m[ZIdDomi ni [[i1]11}1}, {i, 1, Length[Z]}];
ZSnDnPunt s = Tabl e[ {RGBCol or [0, 0, 0], Point [{Re[ZSnDomi ni [[i 111, I m[ZSnDomi ni [[i 111}1},
{i, 1, Length[Z]1}];
Show[Bor es7, Graphics[Zl dDrPunts], Graphics[VPPlot7]17;
Show[Bor es7, Graphics[ZSnDnPunts], Graphics[VPPlot7]17;

ings):= Proxi m dbm = Tabl e[Tas [ZI dDom ni [[i 1], Sigma7], {i, 1, Length[Zl dDomini ]1}]

ous= {2, 2, 2,1, 1, 1, 1,2, 2,2, 2, 1,1,1,1,1,2 2 1,1,1, 1,1, 2, 2, 2, 2, 2 2, 2, 2,
2,2,2,2,2,2,1,1,1,1,1,2,2,1,1,1,1,1,2,2,2,2,1,1, 1, 1 12,2,2 )

inige):= Proxi mSnDm = Tabl e[Tas [ZSnDomi ni [[i 1], Sigma7], {i, 1, Length[Zl dDomi ni ]}1]

owge= {1,1,1,2,2,2,2,2,1,1,1,2,2,2,2,2,1,2,2,2,2,2,2,1, 1,1 ,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,1,2,2,2,2,2,1,1,1,2,2,2,2,2 ,1,1,1 3

Fins aqui, segons les notacions anteriors, el rogorrespon a la punta 0 i el nombre 1 corregdarpunta de I' infinit.
me7i= 11 [m, j_1 = 1f[j =1, ProximdDm[[m]], ProximSmDm[[m]]];

inse)= ZetaStarld = Tabl e[Honografia[Flatten[lnverse[Sigma7[[II [i, 111111, ZIdDomi ni [[i 117,
{i, 1, Length[Zl dDomi ni ]}1;

neo)= Zet aStar Sm = Tabl e [Honografi a[Fl atten[l nverse[Sigma7 [l [i, 211111, ZSmDoni ni [[i 111,
{i, 1, Length[ZSnmDom ni 1}1;
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nooj:= Zl dStarPuntsFlatten = Flatten[ZetaStarld, 17];
ZSnSt ar Punt skl atten = Flatten[ZetaStarSm 17;
Zl dEstrel l aPunts = Tabl e[ {RGBCol or [0, O, O],
Poi nt [{Re[Zl dStarPuntsFlatten[[i]1]], Im[ZldStarPuntsFlatten[[i]111}1},
{i, 1, Length[ZldStarPuntsFlatten1}1];
ZSnEstrel l aPunts = Tabl e[ {RGBCol or [0, O, O],
Poi nt [{Re[ZSntt ar Punt sFlatten[[i 111, | m[ZSnStar PuntsFlatten[[i 111}1},
{i, 1, Length[ZSnStar PuntsFl atten]}];
Show[Bor es7, Gaphics[Zl dEstrel |l aPunts], G aphics[VPPlot7]]
Show[Bor es7, Graphi cs[ZSnEstrel |l aPunts], Graphics[VPPlot7]]

out[94]=
0.6
out[95]=
0.6
= Plantejament i resoluci6 del sistema lineal (cas q =7)
nosl:= ? kappa
Global kappa
kappa [z_, R_, m_ ] :=+/Im[z] BesselK [i R, ParametreLocalvl [z] Abs [m] ]

7= R = 1.92464430511;
M = s;

injoo):= Coefi ci ent sEsquerral gual t at Aux = Tabl e[kappall Y, R, n], {n, -M), M)}];
Coefici entsEsquerral gual tat =
Del et eCases [Coefi ci ent sEsquerral gual t at Aux, | ndetermi nate];
Coefici ent seEsquerraAux = {CoeficientsEsquerralgualtat, CoeficientsEsquerral gualtat};
Coef EsquerraF = Fl atten[Coefi ci ent sEsquerraAux];
Matri xCE = IdentityMatrix[4 =« M)] * Coef Esquerr aF;



8| MathematicaMaster091112.nb

in1o4l:= XX[m_, j _1 Re[If[j ==1, ZetaStarld[[m]], ZetaStarSm[[m]]1]];
YY[m, j_] Im[iIf[j =1, ZetaStarld[[m]], ZetaStarSm[[m]]1]1];
ZZ[m, j_1:=1I1f[j =1, ZetaStarld[[m]], ZetaStarSm[[m]]];
X[m.1 = Re[Z[[M]]];

inf108:= Sumant Aux[j _, m, k_, n_] :=
kappalZZ[m j1, R, K] *EXp[2*Pi *| Kk * XX[m j 1] *EXp[-2*Pi »| *n*X[m]];

inf1o9):= Proxi mPunta = {Proxim dDm Proxi nSnDm};

nf110l= Sumant F[i _, j_, m, k_, n_] := If[ProxinPunta[[j 11[[m]] = i, SumantAux[j, m k, n], O]
n111:= VSNormalitzar [j_, i_, n_, k_] := Sum[SumantF[i, j, m k, n], {m 1, Length[Z]}]
m12)= VI _, i_, n_, k.1 := (17 (2*M)) *VSNornalitzar[j, i, n, k];

in113:= | ndexosAux = Table[i, {i, -M), M)}1;
I ndexos = Del et eCases [l ndexosAux, 0];

n115:= MatrixSi stema = Tabl e[
M
IntegerPart [(k-1) / (Length[l ndexos])] +1,
IntegerPart [(n-1) / (Length[l ndexos])] +1,
| f [Mod [k, Length[l ndexos]] =0,
Lengt h[l ndexos] /2, I ndexos[[Mdd[k, Length[l ndexos]1]1]11,
I f [Mod[n, Length[lndexos]] =0, Length[lndexos] /2,
I ndexos [ [Mod[n, Length [l ndexos]]1]111]
1
{k, 1, 2 xLength[l ndexos]},
{n, 1, 2 xLength[l ndexos]}
1

inf116:= MatrixForm[Matri xSi st ema];
n[1171:= MatrixHomogenia = MatrixSistema - Matri xCE;

in118):= Matri xHonmogeni aTal | ada = Tabl e[Matri xHompbgenia[[i +1]1]1([[] +111,
{i, 1, 2xLength[lndexos] -1}, {j, 1, 2*Length[lndexos] -1}7;

in1191:= Ter mesl ndependents = Tabl e[Matri xHonogenia[[j +111[[111, {j, 1, 2+Length[lIndexos] -1}1;
in[120;:= Sol us7 = Linear Sol ve[Matri xHormogeni aTal | ada, -Ternesl ndependents];
in121):= Sol usR7 = Re[Sol us7];

inf122):= Matri xFor m[Sol usR7 / Sol usR7[[MD]1]1]

Out[122]//MatrixForm=
0.146037
-0.749243
1.15158
1.01446



0.93693
-0.211901
-1.16236
-0.503115
-0.306087
0.209731
-0.548793
-0.49341
0.421522
1.1671
0.210794
0.505834
-0.811312
-0.625829
0.384721
-0.355133
0.369563
-0.283111
-0.37796
1.06179
0.265533
-0.788296
-0.794005
1.33727
-0.999999
1.
-1.33727
0.794005
0.788296
-0.265533
-1.06179
0.37796
0.283112
-0.369564
0.355132
-0.384718
0.625826
0.811312
-0.505834
-0.210795
-1.16709
-0.421526
0.493402
0.548804
-0.209733
0.306089
0.50311
1.16233
0.211955
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-0.936949
-1.01447
-1.15158
0.749172

-0.145872
0.563902
0.563939

-0.145323
0.749281
-1.15188
-1.01463

-0.936797
0.212087

1.16228
0.503012
0.306106

-0.209678
0.548808
0.493372

-0.421541
-1.16707

-0.210781

-0.505841
0.811302
0.625828

-0.384712
0.355133

-0.369568
0.283111
0.377962
-1.06179

-0.265534
0.788294
0.794006
-1.33726

1.

-0.999999

1.33727

-0.794004

-0.788298
0.265532

1.06179

-0.377958

-0.283112
0.369559

-0.355132
0.384726

-0.625827




0.505826
0.210807
1.16712
0.421505
-0.493438
-0.548787
0.209783
-0.306072
-0.503206
-1.16241
-0.211771
0.937069
1.01429
1.15128
-0.749104
0.1466
-0.563939
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