ELEMENTOS CRISIPIANOS EN ALGEBRAS D-COMPLETAS Y ALGEBRAS DE SALES.

Por Antonio Torrens Torrell. Departamento de Estadistica Matematica de la Facultat de Mate-
maticas de la Universidad de Barcelona.

RESUMEN:

El autor estudia los elementos de comportamiento clésico, o crisipianos, en dlgebras d-completas
(introducidas por el mismo como el sustrato algebraico de las 16gicas completas) v en algebras de
Sales (sustrato algebraico de las logicas multivaloradas). Da caracterizaciones de estos elementos
en ambos casos. Estudia la relacién de dichos elementos con los espectros irreducible, primo i
completamente irreducible. Ademas obtiene que el conjunto de elementos crisipianos de un dlge-
bra de Sales es una subalgebra y es un dlgebra de Abbott ( o de implicacién ).
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ELEMENTS CRTSIPIANS EN ALGEBRE3 N~COMPLETE3 I ALGEBRES DE SKLES

Ser Antoni Torrens Torrell. Departament d!'Estadistica Matemdtica

de la Facultat de Matemdtiques de la Universitat de Barcelona.

En [}ﬂ s'introdueixen les dlgebres d-cmpletes com el sustraéte
Alechbraic de les ldgiques que donen lloc els sistemes deductius -
complets[]?ﬁél L'interes d'aquestes ldgiques ve donat pel fet
que inclouen a les ldgiques clidssiques i a les ldégiques multiva-
luades. Les dlgebres de Sales son les dlgebres d-— completes

amb un suprem que s'obté de la implicacié.

El objeete d'aquest treball es l'estudi dels elements,d'aquestes
dlgebres ,que tenen un comportament cldssic, i els anomenem crisi-

pians.

1.~ Elementes crisipians en dlgebres d-completes. i

En tot el treball per (A,.,u) entendrem un conjunt A, nobuit,
amb una operacid bindria ., i un element distingit u de A.
Nefinicid 1.-

Direm que (A,.u) €s un Algebra d-completa quan:

per tot a,b,ceg A, es satisfai:

l1.- a.a = u

2,- a.b =uib.a =u, impliquen a=b

3.- (a.b).((c.a).(c.b)) =u

4.- a.(b.c) =b.(a.c)
La definicid anterior €5 equivalent a que {u}sigui un Sitema
deductiu complet.(J.Pla [4] ¥ |
L1 caracter nolclﬁssic de les dlzebres d-completes ve donat pel.
Principi de la Deduccid Feble ( Elﬂ 3 J.Pla[@]}. Siqa, QQQ}P(AjS
o5 el conjunt de tots els sistemes deductius de (A,.,u)(De&,
sii a,a.beDd implica beD , i ug D), que és un sistema clausura

) . .
de operador conseniiencia asociat K, aleshores:
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TEOREMA t.- ([11)
Per tot a,beA i X CA, es cumpleix:
be K(XUla}) si, i només si, existeix neW, n>1,"
tal que a".b eK(X). 3
on a".b = a.(a.(.ql.”_.(a.b))
Com que (A,.,u) €s un dlgebra implicativa, A esta ordenat(H.Ra-
s iowa [6] )segons la relacié : a<b sii a.b =u, i a més a@Cj‘\
, on Arepresenta al conjunt dels filtres dlorder de (A,< ).

A~ 2 ot . N
H es un sistema clausura d'operador consequenecia asociat F.

Propietats . - [11]

En un Algebra d-completa es satisfa:

1.-— u:6s l'element mixim de (A, £ )
- Si a<hb, aleshores a.c2b.c i c.a<c.b, per tot ce¢A
- a.(b.a) = u

(a.b).[(b.c).(a.c)) =nu

pertot n €W , a .(b.c) =b.(a".c)
- Fla) = play)
Per tot a,b,c gA.

2.
3.
4.
5.~ Si a.b = u per tot bg A, aleshores a = u
7.
8.

Els elements de comportament cldssic de (A,.,u) venen donats pers
TEOREMA 2.~ '
Si ag¢A, les segllents condcions son equivaients:
(i) per tot be A, a.b = u si, i només si, az.b =u
(ii) per tot beA, a.b = az.b
(iii) F({ay) = K({a})
(iv) per tot byc A, a.(b.c) = (a.b).(a.c)
En efecte:
(i) sii(iii), eg obvi,donat que a.b = u,sii a<b sii b eF({a})
(i) implica (ii), u = (az.b).(az.b) = az.((az.b).b) y aleshores
u = a.{(az.b).b)) =(a2.b).(a.b), per tant az.b Za.b
1faltra desigualtat es satisfi sempre. .
(ii) implica (iv), a.(b.c) £a((a.b).(a.c)) = a.(a.((a.b).c)) =
= a.((a.b).c) =(a.b).(a.c)gb.(a.c) = a.(b.c)
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(iv) implica (i), u = 2 .b = a.(a.b) = (a.a).{(a.b) = u.{(a.b)
= a.b

Anomenem clement crisipid de (A,.,u) a tot element de A que satisfa

una de les condicions del Teorema anterior. ¥ (A) repesenta
al conjunt de tots els elements crisipians de(A,.,u). Es clar:
aue si % (A) = A, (A,.,u),en virtut de (iv), es un dlgebra de 3
Hilbert(A.Diego [1], Monteiro [3], J.P1i [5], F.A.Sales [7] [8}
B.Verdu [lﬂ ), i reciprocament, un algebra d» Hilbert es un
dlgebra d-comnleta , tal oue é‘f(f\) = A,
En un ilgebra d-completn el conjunt dels sistemes deductius
stidentifica amb el conjunt de les congruencies de (A,.,u) (-Cll]
H.Rasiowa [6]). 3i Deo¥, la congruencia aque defineix D ve dona=
da per: awDb:,sii a.bedD i b.aceh.
El comportament de tot crisipid respecte al espectre irreduc&ti’-
ble (Spi(A)), o conjunt de sistemes deductius :i.r'reductibles';pé_r
la inteseccid en & , ve donat pel segiient resultat:
TEOREMA 3.-
Si a€A es tal que per tot De Spi(A), a & D implicé
que en A/D la classe de representat a (a) es m:f.ni_m:;{,
aleshores ac({G(A).
En efecte:
Sizui De Spi(A):
-51i ae D, ales_hores per tot be A a {:(az,b).(aqb), per tant
(ag.b). (a.b) <D
- 5i a & D, aleshores per tot be A a.b = u, ver tant a.be&D
i com que a.b .{-(az.b).(a.b), tenim (az.b).(a.b)c D. |
Aixi doncs en tot cas i pertot b eA (az.b).(a.b)e[},per tot D
de 30i(A), aixo es (ag.b),(a.b)é r-\ 5 R
D Spi(A)
Com cue K es finitari, Spi(A) es una base de , (B.Verdu [:12;
Town=-Suszko [lﬂ ), tenim m D =K(g) = iuk) pertant
(az.b).(a.b) =y B Gril)
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El reciproc en general no es cert, ja que €s conegut que en uﬁ
Algebra de Hilbert tot element €5 crisipid, en canvi no tot
qllocient per un sistema deductiu ineductible dona dues classes.
Un reciproc parcial ve donat per: '
TEORAMA 4.-
Si ae @(A) , i a # u, es satisfi: cwd s
Per tot Me®, M miximal en < i propi) en A/M la
classe de representant a (5) cs m{nima.
En efecte:
Si M &s miximal i"a.g M, per tot bg M, be K(MU {af), ales_;e-
hores,pel Teorema 2,existeix n MW, tal que an.be_M i com que;;' I
ac@(A), a.b& M, per tant a.b = u en A/M.

Es clar que uc % (A) i que si (A, £ ) te minim 0, aleshors Oég(;ﬁ. )

2.~ Elements crisipians en dlgebres de Sales.
Definicié 2.-([11] [10])

Direm que (A,.,u) es un 3lgebra de Sales quen:

1.- (A,.,u) és un dlgebra d-completa
2,- Per tot a,be A,(2b).b = (b.a).a
Es demostra (cf B]J)A.Rodriguez [IQI)'que un algebra de Saléé
€5 un supra-recticle d-complet, amb avb = sup(a,b) = (a.b).b;"
respecte a l'ordre que induecix l'operacid,
En aquestes algebres en el Teorema 2 poden afegirse candicioﬁsi
TEQOREMA 5.-
En un algebra de $ales (A,.,u),si acA, les segﬁenﬁg
condicions son equivalents: N
(v) ae@(r)
(vi) per tot beA, (a.b).a = a
(vii) per tot be A, a v (a.b) = u
En efecte:
(v) implica (vi), Si a €g(A) i be A, aleshores u = (a.(a.b))'_f,(-a.b)
per tant u = ((a.b).a). a, per tant ((a.b).a < a,

-
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{vi)implica (vii), ja que (((a.b).a).a) = (a.b)va

(vii) im»lica (v), u = ((a.b).a).a'= (a.{a.b)).(a.b) =(az,b).'(.é.-b) I

Les condicions anteriors ens permeten demostrar el segllent
Teorema, que generalitza un resultat ja conegut( A,Rodriguez_[ld])
TEOREMA 6. - :

3i (A,.,u) es un dlgebra de Sales,

- (%(A),.,u) es una subdlsebra de (A,.,u)

- (%(A),.;u) es un dlgebra de Abbott (o d'implicacid )

En cofccte: -

- Per veure que (%(A),.,u) es una subdlgebra, donat que ue &QA).
n'hi ha prou en demostrar que @ (A) és tancat per l'operacié.
Si a,belf(A), i c &’A , aleshores
((a.b).cy.la.b) =a.(((a.b).c)b) = {a.{{a.b).ec)).(ab) =

2.5y taed) fat) = Llank. ta.o)) o b) =

(2.(b.c)).(a.b) = a.{(b.c).b) = a.b ,

i

It

sesons el Teorema 6 a.belA).
- Donat que (Z%(A),.,u) és un dlgebra d-completa i que {3(@(1\)) =8(a)
aleshores ( G(A),.,u) €s un dlgebra de Hilbert, i com que

oser tot a,be¥A) (a.b).a = a, és un dlgebra de Abbott.

Es conezut que en tot supra-reticle d-complet l'espectre irreduc-—
tible i l'espectre primer coincideixen (cf £}£}).El comportament
de tot element crisipild respecta al espectre pnrimer ve donat .pe.r
la seglient caracteritzacid
TEOREMY 7.-=
En un Algebra de Sales (A,.,u), es satisfi:
ne‘,é{A) si, i només si, vper tot DeScti. (A), a & D
imnlica que en A/D la classe de representant a (5)-:
es minima.
En cfecte:
& isd aeé(.i.) i agD € SpifA), aleshores ava.b = ue D, per tant

a.beD, aixd es a.b =u en A/D.
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- E1 reciproc ve donat pel Teorema 3.-
Per esser un sitema dlausura fortament inductiu,la base meslpq;
tita de ¥ ve donada pel espectre completament irreductihle(Sp@i{A)),
o conjunt de sistemes deductius completament irreductibles re%—;
pectella interseccid en o8 s Es conegut que ‘un element de 49'?4?
es de Spci(A) si,i només si, existeix un xe A, tal que D es &
maximal entre els sitemes deductius que no contenen a x.
El comportament de un element crisipia respecte al Spci(A) va:;
donat per:
TEORAMA 8.~ aja .

Si aeéxA)Yﬂgleshores tot sistema deductiu mdximal

entre els que no contenen a a, es miximal en 49 .
En efecte:
Sigui Ma un miximal entvre els que no contenen a a,si b & Ma, a
aleshores aecK(Ma Ulb} ). D'altra bandybom que Ma €s irreductiblé f'
pel Teorema 7 a.bé& Ma, aleshoers beK(Ma Ula}) per tot be Ma,
aleshores K(Ma U{a) ¢ K(Ma Ulay ) K(Ma Ulb} )< K(Ma Uja} ), per 1!art$_i—'
trarietat de b tenim que si b,cd Ma, aleshores K(MaUb )=K(Ma' I-II--c.)

i per tant Ma es mdximal,
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