
ELEMENTOS CRISIPIANOS EN ALGEBRAS D-COMPLETAS y ALGEBRAS DE SALES.

Por Antonio Torrens Torrell. Departamento de Estadística Matemática de la Facultat de Mate
máticas de la Universidad de Barcelona.

RESUMEN:

El autor estudia los elementos de comportamiento clásico, o crisipianos, en álgebras d-completas

(introducidas por el mismo como el sustrato algebraico de las lógicas completas) y en álgebras de
Sales (sustrato algebráico de las lógicas multivaloradas). Da caracterizaciones de estos elementos
en ambos casos. Estudia la relación de dichos elementos con los espectros irreducible, primo i

completamente irreducible. Además obtiene que el conjunto de elementos crisipianos de un álge
bra de Sales es una subálgebra y es un álgebra de Abbott ( o de implicación).
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¡':LEI'IENTS CRISIPIANS EN ALGEBRr:S I)-COHPLETES I ALGEBR~S DE SALES

~>e!' Antoni Torrens Torrell. Departament d' Estadística Matem1\tica

de la Facultat de Matema.tiques de la Universitat de Barcelona.

En [1~ s' introdueixen les algebres d-cmpletes com el sustracte

;\ l,'!;~br;¡ ic de les lo,~iC!uesque donen lloc els sistemes deductius

com~.,lets[J PL:.:<]. L' interes d'aquestes logiques ve donat pel fet

que inclouen a les logiques classiques i a les logiques multiva

luades. Les algebres de Sales són les algebres d- completes

<:1mbun suprem <1ue s'obté de la implicació.

El objecte d'aquest treball es l'estudi dels elements,d'aquestes

algebres)que tenen un comportament classic, i els anomenem crisi-

pians.

1.- Elcmentes crisipians en algebres d-completes.

En tot el treball per (A,.,u) entendrem un conjunt A, nobuit,

amb una operació binaria ., i un element distingit u de A.

Dcfinició 1.-

Direm que (A,.u) és un algebra d-complet9 quan:

rer tot a,b,cE A, es satisfa:

1.-a.a=u

2.- a.b u i b.a = u, impliquen a=b

3.- (a.b).((c.a).(c.b)) = u

4.- a.(b.c) = b.(a.c)

La definició anterior és equivalent a que tu}sigui un Sitema

dcductiu complet.(J.Pla [4] ).
El caracter no classic de les algebres d-completes ve donat pel

Principi de la Deducció Feble ( [11] , J. Pla[4]). Si;V , .,{}<;;; JYA),

c~ el conjunt de tots els sistemes deductius de (A,.,u)(DE~,

si i a,". bE f) implica b E D , i u E D), '1ue és un sistema clausúr<l

de operador conseC!~cncia asociat K, aleshores:
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TEORE~t\ 1. - ( [1 ~ )

?er tot a,b E-A i X~A, ;s cumpleix:

b é': K(XUja}) si, i només si, existe ix n E:IN, n,> 1,
n

tal que a .b EK(X).
n lJ!On a .b == a. (a . ( ... (a .b ) )

Com 0ue (A,.,u) é.~un algebraimplicativa, A esta ordenat(H.Ra

siow<1 [6])segons la relació: a~b sii a.b == u, i a més cf3c:J¡

, onJ1representa al conjunt deIs filtres d'order de (A,.G.).

~ es un sistema clausura d'operador conseq~enGia asociat F.

Propietats [l1J

En un algebra d-completa es satisfa:

1. - tI;· és l' element maxim de (A, ~ )

2. - Si a ~ b, aleshores a. c .~b. c i c. a ~ c. b, per tot ct:A

3 . - a. (b . a) == u

4 . - ( a . b ) .«b . c ) . (a . c» == u

5. - Si a. b == u per tot b f. A, aleshores a == u
n n

7.- pertot n E.:IN , a .(b.c) == b.(a .c)

8 . - F ~ai) == D ~al)

Per tot a,b,c EA.

Els elements de comportament classic de (A,.,u) venendonats per:
TEOREMA 2.-

Si a E A, les segUents condicions són equi valents:
2

(i) per tot b¿: A, a.b = u si, i només si, a .b == ti.
2

(ii) per tot b éA, a.b == a .b

(iii) F(1al) = K({a{)

(iv) per tot b,c A, a.(b.c) = (a.b).(a.c)
En efecte:

(1) sii(iii), eg obvi,donat que a.b = u-,sii,a~ b/sii b 6F({aJ)
..... 2 2 2 2

(1) lmphca (11), u = (a .b).(a .b) = a .«a .b).b) e¡ aleshores
2 2 2

u == a. ( (a .b ) .b » =( a .b) . (a. b ), per tant a •b ~ a .b

l'altra desigualtat es satisfa sempre,

(ii) implica (iv), a.(b.c) =-,~((a.b).(a.c» = a.(a.«a.b).c».

= a. ( ( él • b ) .c) =(a .b ) . (a . e) ~ b . (a. c) = a. (b . e)
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(iv) implica (i), u
?

C. -•• b

<l.b

a.(a'ob) (a.a).(a.b) u. (:Lb)

Anomenem818ment crisipiA de (A,. ,u) a tot element de A quesatisfi\

nna de les condicions del Teorema anterior. ~ (A) rerresenta

al conjunt de tots els elements crisipians de(A,.,u). Es cIar,
'luc si l'¿; (A) = A, (,\,. ,u),en virtut de (iv), es un algebra de

Hilbert(AoDiego [lJ, Monteiro [3], J.pH [5], F.A.Sales [7] LB]

B.Vcrdn Cl?J), i reciprocament, un :¡lgebra d'3 Hilbcrt es un

a 19cbra d-com!)leta , ta 1 ClUC ~ (A) = A.
En un i'\L~cbra d-complet,'\ el conjunt deIs sistcmes deductius

sI icbntific.:l amb el conjunt n.o les congruencies de (A,., u) ({ll]
H.Rasiowa [6J). Si D¿c&, la congruencia que defineix D ve dona

da Der: arv b,sii a.b6D i boa E.Do. D ,/
El comportament de tot crisipia respecte al espectre irreducti-

ble (Spi(A», o conjunt de sistemes deductius irreductibles',pér

la intesecció en 08 , ve donat pel segUent resultat:

TEOREMA 3.-

Si a E.A es tal que per tot Dé.Spi (A), a i: D implica

que en A/D la classe de representat a (a) es mínima,

aleshores a E ~ (A) .
En efecte:

Sigui DG.. Spi (A) :

-si aE. D, ale&.J1ores per tot b <S A
?

(a'"'.b). (a.b) ~ D

2
a ~(a .b).(a.b), per tant

si él i D, aleshores per tot bc; A a.b = u, per tant a.bE. D

i com que a. b ~ (a 2.b ) o(a .b ), tenim (a 2.b ) . (a ob ) é D.
2

Aixi dones en tot cas i pertot b é: A (a .b) . (a. b ) E.D,per tot D

'- 2 ,....,de S,)i (A), aixo es (a ob ) , (a. b )~ f \ D
D Spi(A)

Com ouc K es finitari, Spi(A) es una base de:¡) ,(B.Verdu [12]

I1mvn-Suszko [13J ), tenim n D = K(~) = iu}) pertant

( 2 ) ( b) = D S pi (A)a .b . a. u
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El reeiproe en general no es eert, ja que es eonegut que en Un

algebra de Hilbert tot element es erisipia, en eanvi no tot

~Uocient per un sistema deductiu ineductible dona dues classes.

Un reciproc parcial ve donat per:

TEOR.'\MA 4.-

Si aé: ~(A) , i a 1= u, es satisf3.: . ,,/1Lu..~ "

Per tot Mé:;.9, Mmaximal en ,8 i proPi~A/M la
- .¡classe de representant a (a) es m~nima.

En efecte:

Si M és maximal i a4. M, per tot btM, b6 K(MU1at), ales .•..

hores, pel Teorema 2, existe ix n ¿-:IN, tal que an. b é M i com que,

aE.~(A), a.b"'" M , per tant ;.1) = u en A/M.

Es cIar que u<:::~ (A) i que si (A, ~ ) te minim O, aleshores Oé~(A )

2.- Elements crisipians en algebres de Sales.

Definici6 2.-([11J [lO})
Direm que (A,.,u) es un a.lgebra de Sales quen:

1.- (A,.,u) és un a.lgebra d-completa

2,- Per tot a,bé A,(.?b).b =, (b.a).a

Es demostra (cf [111; A.Rodriguez [10J) que un a.lgebra de Sales

un supra-recticle d-complet, amb avb = sup(a,b) = (a.b) .bj'
respecte a l'ordre que inducix l'operaci6.

En aquestes algebres en el Teorema 2 poden afegirse condicio¡is.·
TEOREIvIA 5.-

En un algebra de Sales (A,.,u),si aéA, les segUents
condicions són equivalents:

(v) a€y(A)

(vi) per tot b € A,

(a.b).a = a

(vii) per tot b E: A, a v (a.b) = u

En efecte:

(v) implica (vi), Si a été(A) i bé. A, aleshores u = (a.(a.b»'.(á.b)
per tant u = « a .b ) . a). a, per tant ( a .b ) .a :5 a.
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(vi)im~lica (vii),

(vii) im:)lica (v),

ja que ((o .. b).a).a) =: (a.b)va
2

u=:C (a. b ) .:1 ) . .el =: (:1. (:1.b ) ) . (a. b) =( a .b ).( a .b )

Les condicions anteriors ens permeten demostrar el segUent

Teorema, que generalitza un resultat ja conegut( A.Rodriguez [10])
TEOREHA 6.-

Si (A, .,u) es un algebra de Sales,

- ('ti (A),. ,u) es una subalgebr:1 de (A,. ,u)

- (~(A),.,u) es un algebra de Abbott (o d1implicaci6 )
En efecto:

- Per veure que (~(A),.,u) es una sUbalgebra, donat que ué:~~A)

n'hi ha prou en demostrar que 'tf (A) és tancat per l'operaci6.

Si a,bE~(A), i c ~~A , aleshores

(C~.b).c).(a.b) == a.«(a.b).c).b) == (a.«a.b).c».(a.b) =
2 .

«a .b).(a.c».(a.b) = «a.b).(a.c».(a.b)

(a. (b. c» . (a. b) = a. ( (b . e) .b) =: a. b ,

segons el Teorema 6 a. bE~A) .

- Donat Clue (te (A) , . ,u) és un algebra d-completa i que ~ ( ~ (A» = ~ (A)

aleshores ( ~(A),., u) é's un algebra de Hilbert, i com que

per tot a, b~~..(A) (a. b). a == a, és un algebra de Abbott.

88 conegut que en tot supra-reticle d-complet l'espectre irreduc

tible i l'espectre primer coincideixen (cf lll] ).El comportament

de tot element crisipia respecta al espectre primer ve donat per

la segUent car:1cteritzaci6

TEO¡mt-!.\ 7.-
En un 31gebra de Sales (A,.,u), es satisfa:

aE:;,!é(A) si, i només si, DeI' tot DE.Sf;~_(A), a~D
imalica que en A/D la classe de represcntant a (;).
es mínima.

En efecte:

- Si i1é:{(A) i aiDESpi(A), aleshores ava.b ut: D, per tant

!l. bE D, ¿<ixo es ;.b == ~ en A/D.
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- SI rociproc ve donat pel Teorema 3.-

PAr esser un sitema clausura fortament inductiu, la base mes :pe

tita de ~ ve donada pel espectre completament irreductihle(Spq~{A»,

o conjunt de sistemes deductius completament irreductibles re?~~

pecte la intersecci6 en ~ , Es conegut que 'un element de cf) ¡D;'"
• ':1'

es de Spci(A) si, i només si, existe ix un x é A, tal que D es

m:nd.mal.entre els sitemes dcductius que no contencn a x.

TEOR..\HA8 .-

El comportament de un element crisipia respecte al Spci(A)

don<:ttper:

a~ '
Si a~~(A)~leshores tot sistema deductiu m~ximal

ve

entre els que no contenen a a, es ma.ximal en ~ .

En efecte:

Si!?:UiHa un ritaximalenvre els que no contenen a a,si b ti Ma,a

aleshores aE.K(Ma U\bj ). D'altra band'!"com que Ma és irreductible

pel Teorema 7 a.b E Ma, aleshoers béK(Ma U{an per tot' b é Ma,

:11cshores K(101aU~a()e K(Ha U1a~ ) K(J'.IaU\b})e K (J'.1aU~at ), per l'arbi

tr:lrietat de b tcnim que si b,cti.Ma, aleshores K(Ma Ub ) =K(Ma Uc )

i per tant Ma es maximal.
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