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Abstract: In this paper we present a new reinsurance strategy, called threshold strategy,
that has a different behaviour depending on the reserves. Whenever the reserves are less
than a certain level, the portfolio manager decides to apply a proportional reinsurance. If
the reserves are greater than b, it is considered that the level of solvency is enough, and
then the decision is not ceding any risk.

The study of the effect of the introduction of the threshold reinsurance on the survival
probability, and the comparison with the proportional reinsurance and the option of not
reinsuring, allows us to find equivalent strategies of reinsurance from the solvency point of
view.

JEL Classification: G22
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Resumen: En este articulo presentamos una nueva estrategia de reaseguro, a la que
denominamos estrategia de reaseguro umbral, que actua de forma diferente en funcion del
nivel de las reservas. Asi, para unos niveles de las reservas inferiores a un determinado
nivel, el gestor decide aplicar un reaseguro proporcional, y para niveles superiores, al
considerar que se ha alcanzado cierta solvencia en la cartera, opta por no ceder ningln
porcentaje del riesgo.

El analisis del efecto de la introduccion del reaseguro umbral sobre la probabilidad de
supervivencia, y su comparacion con el reaseguro proporcional y la opcion de no
reasegurar, nos permite hallar estrategias de reaseguro equivalentes desde el punto de vista
de la solvencia. Palabras clave: teoria del riesgo, reaseguro de umbral, reaseguro

proporcional, probabilidad de supervivencia.



1 Introduccion

En este trabajo centramos nuestro anélisis en la introduccién de una nueva
estrategia de reaseguro, a la que denominamos estrategia de reaseguro umbral.
El reaseguro es una de las herramientas de gestiéon de riesgos mds importante
para cualquier tipo de asegurador.

La nueva estrategia de reaseguro umbral que proponemos en este articulo
permite al gestor de carteras de seguros no vida optar por una nueva alternativa
a la hora de decidir qué parte del riesgo asumird y qué parte del riesgo cederd.

El reaseguro hace referencia al seguro suscrito por un asegurador para prote-
gerse de determinados riesgos de las pdlizas de seguro que ha emitido. A cambio
de la cesién de estos riesgos, el reasegurador recibe del asegurador directo (ce-
dente) una prima de reaseguro.

Dos de los principales objetivos por los cuales el asegurador suscribe un
reaseguro son (IAA (2004)):

e Mitigar el riesgo, es decir, limitar los efectos de siniestros grandes o catas-
tréficos, o bien limitar la cuantia total de los siniestros asumidos.

e Cumplir con objetivos estratégicos y financieros, principalmente el de in-
crementar la capacidad de negocio asumido.

En ambos casos el reaseguro se introduce como un elemento fundamental en
la gestién de riesgos para garantizar la estabilidad y la solvencia del asegurador
(Nieto et al. (1993)).

En el sector reasegurador en Espana se aprecia una tendencia positiva desde
el ejercicio 2002. En el ejercicio 2006 el volumen de primas cedidas en reaseguro
fue de 3.340 millones de euros. Teniendo en cuenta que las primas imputadas del
seguro directo ascendieron a 35.865 millones de euros, el porcentaje de negocio
que fue cedido a las reaseguradoras fue de un 7,5%. (Mapfre (2007)).

Nos centramos en analizar el efecto de la introduccién de la nueva estrategia
de reaseguro que presentamos (estrategia de reaseguro umbral) en la solvencia,
medida a través de la probabilidad de supervivencia de la cartera en un horizonte
temporal infinito. La metodologia que se utiliza es la proporcionada por la teoria
clasica del riesgo (ver por ejemplo Gerber (1979), Biilhmann (1970) o Panjer
y Willmot (1992)), que analiza la evolucién de las reservas en una cartera de
seguros no vida. En este contexto, la mayorfa de los trabajos se han centrado
en el efecto del reaseguro en el coeficiente de ajuste como una herramienta
intermedia para el célculo de la probabilidad de supervivencia (ver Biilhmann
(1970) y Centeno (1986 y 2002)).

Después de esta introduccién, el trabajo se estructura de la siguiente forma.
En el apartado 2, recogemos los elementos basicos del modelo cldsico de la teorfa
del riesgo que analiza la evolucién de las reservas en una cartera de seguros
no vida. Modificamos éste modelo con la introduccién de un nuevo tipo de
reaseguro al que denominamos reaseguro proporcional de umbral.

En el apartado 3, presentamos el teorema que nos permite calcular la proba-
bilidad de supervivencia con este nuevo tipo de reaseguro. Determinamos tam-



bién, en el apartado 3.1, las expresiones para el caso concreto en que la cuantia
individual de los siniestros se distribuye segiin una exponencial.

En el apartado 4, comparamos los efectos de la estrategia de reaseguro um-
bral con los de otras dos estrategias: no reasegurar, la primera, y aplicar un
reaseguro proporcional siempre independientemente del nivel alcanzado por las
reservas, la segunda. Finalmente, en el apartado 5, presentamos las conclusiones
y futuras ampliaciones derivadas de este trabajo.

2 Reaseguro proporcional de umbral

En el modelo cldsico de la teorfa del riesgo, el nivel de las reservas R(t) en
un momento determinado ¢ € [0,00) se define como R (t) = u + ¢t — S (t) con
u = R(0) siendo u > 0 el nivel inicial de las reservas, S (¢) la siniestralidad
agregada hasta el momento ¢, y ¢ la intensidad de prima recibida.

S (t) es un proceso de Poisson compuesto,

N(t)

S(t) = Z%

donde N (t), es el nimero de siniestros ocurridos hasta el momento ¢, que sigue
un proceso de Poisson con pardmetro A, y z; es la cuantia del i-ésimo siniestro
con funcién de densidad f(z). Las cuantias de los siniestros son idénticas e
independientemente distribuidas, e independientes del nimero de siniestros.

La intensidad de prima, ¢, es proporcional al nimero medio de siniestros, A,
y a la media de la cuantfa de un siniestro, F [z]. Es decir, ¢ = AE [2] (1 + p),
donde p, denominado recargo de seguridad, es una constante positiva (condicién
“net profit”).

En este modelo los tiempos de interocurrencia entre dos siniestros consecu-
tivos, {T}};2,, son una secuencia de variables aleatorias idéntica e independien-
temente distribuidas, que siguen una distribucién exponencial de media 1/A.

El momento de ruina, definido como el primer momento en el que las reservas
toman niveles negativos, se denota como T’ =min{¢t | R (T") < 0} , con T = o
si R(T) > 0 para todo t > 0.

La probabilidad de ruina ltima es,

Y(u)=P[T <oo|R(0)=u].

Por tanto, ¢ (u) indica la probabilidad de que las reservas pasen a ser ne-
gativas, es decir, la probabilidad de que la cartera deje de tener capacidad de
hacer frente a los pagos por ocurrencia de siniestros.

La probabilidad de supervivencia, ¢(u), se define como la complementaria
de la probabilidad de ruina, es decir,

plu) =1—9(u).

Es precisamente esta magnitud la que analizamos en este trabajo como in-
dicador de solvencia de la cartera.



La representacion grifica de este modelo se recoge en la Figura 1.
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Figura 1: Trayectoria de las reservas R(?)

En este articulo, presentamos una nueva estrategia de reaseguro que podemos
considerar dindmica, ya que actia de forma diferente en funcién del nivel de las
reservas. La denominamos “estrategia de reaseguro umbral”, ya que encon-
tramos dos tramos diferenciados en funcién de un umbral b:

e Primer tramo para 0 < u < b: La entidad aseguradora decide aplicar un
reaseguro proporcional siempre que su nivel de reservas es inferior a un
nivel predeterminado al que denominamos b. En este tramo, el asegu-
rador (al que se denomina cedente) asume uinicamente un porcentaje k de
la cuantia de los siniestros, al que se denomina nivel de retencién, y el
reasegurador se hard cargo del (1 — k) restante.

Asi, la siniestralidad agregada esperada asumida por el asegurador es

kAE[Z] y la siniestralidad agregada esperada asumida por el reasegurador
s (1 —k)\E[Z].

De igual forma que se cede la obligacién de pagos de una parte del siniestro,

también se cede a la reaseguradora una parte de la prima. Denominamos

c a la prima que retiene el asegurador.

Tanto asegurador como reasegurador deben incluir un recargo de seguridad
positivo en sus primas. Llamamos p al recargo de seguridad que cobra
el asegurador al asegurado, y pp al recargo de seguridad que cobra el
reasegurador al asegurador.

Asi, la prima retenida por el asegurador, ¢/, dependerd de dicho recargo
pr ¥y de la proporcién k de la cartera retenida,

¢ = e~ (1-R)(1+pR)AEZ] = AB[Z)(1+p) — (1~ k) (14 pr)AE(Z]. (1)

Al mismo tiempo, podemos calcular el nuevo recargo de seguridad real
para el asegurador, que denominamos py;, a partir de

¢ = KAE[Z](1 + py).



Este nuevo recargo de seguridad, que depende tnicamente de p, pp ¥
k, puede calcularse facilmente a partir de la expresién anterior y de (1)
siendo,
PrR—P
py=pr— "0, k>0,

Como el asegurador debe mantener la condiciéon de “net profit” en su
cartera retenida, no puede tener una prima neta inferior a la siniestralidad
esperada asumida, por tanto py > 0. De esta condicién, obtenemos un
limite inferior para la proporcién de negocio retenida,

PrR—P
PR

1>k>Masc{0, } con p>0, pp>0. (2)

Si p = pg, la prima total pagada por el asegurado, ¢, se reparte entre el
asegurador y el reasegurador en la misma proporcién k, por tanto ¢’ = kc,
py=py1l>k>0.

Segundo tramo para u > b: Cuando las reservas superan el nivel b, el ase-
gurador considera que ya no es necesario ceder una parte de los siniestros
y de las primas, puesto que la cartera ya ha alcanzado un nivel de reservas
suficientes que le asegura cierta estabilidad y seguridad.

Gréficamente, la idea de esta estrategia de reaseguro umbral se recoge en la
Figura 2.

Rt)

Figura 2: Trayectoria de las reservas, R(t), en una cartera con estrategia de

reaseguro umbral.

3 Ecuacion integro-diferencial para la probabi-

lidad de supervivencia

En este apartado, en primer lugar, calculamos la ecuacién integro-diferencial
que cumple la probabilidad de supervivencia en un modelo modificado con una



estrategia de reaseguro umbral. Posteriormente, obtenemos la expresién de la
probabilidad de supervivencia si la cuantia de un siniestro sigue una distribucién
exponencial.

En la estrategia de reaseguro umbral definida en el apartado 2, la probabi-
lidad de supervivencia como funcién de las reservas iniciales u, queda definida
como una funcién a tramos.

(u) 0<u<d
Wk(u):{ £:2EU§ (=

En el siguiente Teorema obtenemos la ecuacién integro-diferencial para la
probabilidad de supervivencia,

Teorema 1: La probabilidad de supervivencia ¢, (u) cumple la siguiente
ecuacion integro-diferencial

vy Phw) 0<u<b
aw={ gy "3

donde
) = Zou) -3 [ pul- BRI 0<u<y
Palw) = Zpualw) -2 l [ patu- st ®
/uub o (u— z)f(z)dz} ) u > b.

En aras de una mayor concisién, la demostracién al Teorema 1 se encuentra
en el Anexo L.

3.1 Cuantia de los siniestros exponencial

Si la cuantia individual de un siniestro se distribuye segin una exponencial
unitaria, con f (z) = e~ #, sustituyendo en (3) obtenemos,

P (u) = %9%1(“) - % fo% Pr1(u — zk)e”%dz, 0<u<b
u—>b —
Pra(u) = 2¢pa(u) = 2 fo 7 Pralu — 2)e *dz— (4)

2 Jusy o (u = 2)e3dz,



Derivando (4) respecto a u obtenemos,
@gl(m = %W?ﬂ(u) - % [%‘Pm(u)_
%
%/ Vg1 (u — zk‘)ezdz] , 0<u<b
0
Pha(w) = 2¢ha() = 24 (u) + (5)

u—>b
% / Opa(u — 2)e *dz+
0

U
2 / o1 (u — 2)e ?dz, u > b.
u—b

Asi, podemos observar que en (5) aparecen las expresiones para ¢}, (u) y
¢ho(u) halladas en (4) . Por tanto, sustituyendo (4) en (5) obtenemos,

dalw) = (5-7) s = 0. v<u< ©

A
do = (2-1) o) = 0wz,

Con esta metodologia de derivacién sucesiva, hemos reconvertido las ecua-
ciones integro-diferenciales iniciales en un problema de resolucién de un sistema
de ecuaciones diferenciales.

Las ecuaciones caracteristicas de (6) son,

dkr? +( —kNr = 0, 0<u<b
e’ +(c—=Nr = 0, u>b,
siendo las raices,
Al PN
= 0 == —==- 0<u<b
™ y T2 C/ k (1 + pN)k’ SUu
A p
= O = - — 1 = — s > b’
T3 y Ta - 1+p) u =z
por tanto, la solucién es
PN
=C;+C (*mﬁ 0<u<b
pulw) =3 Pl =G Gae, TR 0su<h )
Ppo(u) = C3 + Cye'” TF /Y, u>b

Podemos destacar que C;, i = 1, ..,4 no dependen de u, pero si son funciones
de .

Los valores de Cj, i = 1, ..., 4, se encuentran a partir de las siguientes cuatro
ecuaciones:

1. Considerando que lim ¢, (u) = 1, debido a que cuando las reservas ini-
u—00

ciales tienden a infinito la probabilidad de supervivencia es uno, obtenemos
que C3 = 1.



2. A partir de (4), para u =0,

A
‘P;d (0) = g‘Pm (0),

y a partir de (7), obtenemos C; = —C5 (1 + py)-

3. Teniendo en cuenta que ¢, (u) es continua en el punto u = b, es decir

©1(b) = @i (b), obtenemos C; + C’ge_“ffj\zrv)’fb = C3 4 Cye 7"

4. A partir de (4) para u = b,
, A A0 _Z
Pra(b) = —@pa(b) = = | g1 (b—2)e "dz. (8)
C Cc Jo
Y sustituyendo (7) en (8),
_e 1 1 _ _ _

—Cye Hpb:m [1—02 (1h(e M) (Lt py)(L—e b))] ’
__ PN
(L+pn)k

Por tanto, las expresiones explicitas para la probabilidad de supervivencia
con cuantia de los siniestros exponencial son,

siendo h =

pri(u) = Co [e_uim)k —(I+pn)|, 0<u<dh
o (u) = __up
Pra(u) =14 Cpe” TFe), u > b,

siendo

_ p
Cy = e=hb(p— i )—e=b (py— % ) —p(1+pn)

—b(h——L— h 1y
e TER) L (o (1)~ 222 )T

04 - (p— lﬁh)eihb_(PN—Thh)efb—p(l—i—pN)

Es interesante observar como, a partir de este resultado obtenido para la pro-
babilidad de supervivencia en un modelo donde hemos introducido la estrategia
de reaseguro umbral, es posible obtener las soluciones del modelo sin ningin tipo
de reaseguro y el modelo donde, independientemente del nivel de las reservas, se
aplica siempre un reaseguro proporcional. Asi, podemos analizar los siguientes
casos:

e Para un porcentaje de retencién k = 1, el asegurador asume todo el riesgo
y no cede nada. Por tanto, estamos eliminando el reaseguro. En este caso,
evidentemente py = p, y Co = Cy = —ﬁp, obteniéndose la expresion
para la probabilidad de supervivencia en un modelo sin reaseguro (Panjer
y Willmot (1992)), es decir




e Para b — o0 reconvertimos el modelo con reaseguro umbral en un mo-
delo donde se aplica el reaseguro proporcional para cualquier nivel de las
reservas. En este caso, blim Cy = —ﬁ, y la probabilidad de superviven-

— 00 N
cia con estrategia de reaseguro umbral se convierte en la probabilidad de

supervivencia con reaseguro proporcional (Castaner et al. (2007)),

1
L+ pn

. _LPN
bhm Yp(u)=1- e TFPNIF, u > 0.
o

4 Criterio de la probabilidad de supervivencia
en la eleccién de estrategias de reaseguro

En este apartado calculamos la probabilidad de supervivencia con una estrategia
de reaseguro umbral, siendo el porcentaje de retencién, k, la variable de decisién
del gestor, y comparamos dicha probabilidad de supervivencia con la que se
obtiene sin reaseguro y con un reaseguro proporcional siempre.

Todos los célculos se realizan para los siguientes datos: z; ~ Exponencial(1),
A=1,u=5yb=10. En este ejemplo u es menor que b, sin embargo, ello
no comporta una limitacién en la validez de los resultados para las conclusiones
que se obtienen, que son vélidas también para valores de u > b.

Realizamos el estudio para dos casos diferentes: el Caso 1, en el que p = pp,
y el Caso 2 en el que p < pp:

Caso 1

Consideramos un recargo de seguridad del asegurador, p, coincidente con el
recargo de seguridad del reasegurador pp, p = pp = py = 0.2.

La probabilidad de supervivencia en el reaseguro umbral como funcién del
porcentaje de retencién k a partir de (9) es

0.2¢~ T2 — 0.24
") (o o) —o2n

Pr1(5) = (

y la probabilidad de supervivencia para el reaseguro proporcional, a la que
denominamos ¢ gp(u), es

1 1

¢rp(5) =1-— 12¢ 7

Los valores para diferentes k se recogen en la Tabla 1 y en el Grafico 1,
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reaseguro reaseguro .
ke (0,1] [i"oporcigonal ¥ umbrgal  sin reaseguro
0.1 0.9998 0.9992 0.6378
0.2 0.9870 0.9832 0.6378
0.3 0.9481 0.9325 0.6378
0.4 0.8962 0.8675 0.6378
0.5 0.8426 0.8066 0.6378
0.6 0.7922 0.7560 0.6378
0.7 0.7466 0.7156 0.6378
0.8 0.7059 0.6835 0.6378
0.9 0.6698 0.6581 0.6378
1 0.6378 0.6378 0.6378

p=pr=py =02

Tabla 1: Probabilidad de supervivencia en funcién de k para p = pp.

1 N
0.95 - .
———————— reaseguro proporcional

09r

085 | — — — sin reaseguro
9

0.8F reaseguro umbral
0.75 |

0.7 ¢
o5 =

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Gréfico 1: Probabilidad de supervivencia en funcién de k para p = pp.

Podemos observar en los resultados que, tanto si se opta por un reaseguro
proporcional, como si la estrategia tomada es un reaseguro umbral, cuanto
mayor es el nivel de retencién k, menor es la probabilidad de supervivencia.
Evidentemente, la probabilidad de supervivencia sin reaseguro no depende de
k.

Para un determinado nivel de retencién, la probabilidad de supervivencia
es superior con el reaseguro proporcional que con el reaseguro umbral, siendo
ambas superiores a las del modelo sin reaseguro.

Por tanto, si los recargos del asegurador y del reasegurador coinciden, to-
mando como factor de decisién la probabilidad de supervivencia, siempre es

11



preferible reasegurar a no reasegurar. En el limite, la estrategia éptima consiste
en no retener nada y ceder en reaseguro el 100%. Obviamente, se trata de una
situacién extrema que no es una opcién aceptable para el gestor. Dickson y
Waters (1996), ya contemplaron esta situacién para el reaseguro proporcional.

Caso 2

Si el recargo del reasegurador es superior al del asegurador, tal y como hemos
comentado en la expresién (2), el conjunto de valores factibles de k se reduce
como resultado de imponer la condicién “net profit”. Asi, para un recargo
del asegurador p = 0.2 y un recargo del reasegurador pp = 0.3 sabemos que
E>1-— i, por tanto k > 0.3.

La probabilidad de supervivencia es

__1.5k—0.5 0.02
0.2¢ 1.3k2—-0.1k —0.26+=3=

er1(5) =

= 3k—1
0.26k2-0.38%k40.12) ,~ T 3x2_0.1% _ ( 0:39k3—0.55k24+0.17k—0.001 ,—10 _ 0.26k—0.02
1.3k2—0.4k+0.1 1.3k3-0.4k2+40.1k 3

y la probabilidad de supervivencia para el reaseguro proporcional es

k 1.5k—0.5

¢rp(5) =1-— me_m.

Los resultados obtenidos para diferentes valores de k se recogen en la Tabla
2 y en el Gréfico 2,

A reaseguro reaseguro .
1>k>0.3 ;)proporc;gonal ¥ umbrgal ( sin reaseguro
0.4 0.4748 0.5240 0.6378
0.5 0.6337 0.6235 0.6378
0.6 0.6689 0.6512 0.6378
0.7 0.6724 0.6558 0.6378
0.8 0.6644 0.6521 0.6378
0.9 0.6520 0.6453 0.6378
1 0.6378 0.6378 0.6378

p=0.2 pr =03

Tabla 2: Probabilidad de supervivencia en funcién de k para p < pp.

12



----— reaseguro proporcional

— — — sin reaseguro

reaseguro umbral

03} ;

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Gréfico 2: Probabilidad de supervivencia en funcién de k para p < pp.

En este caso, a diferencia del Caso 1, la probabilidad de supervivencia con la
estrategia de reaseguro umbral (¢,) tiene un primer tramo creciente respecto a

k, alcanzdandose un maximo para un determinado valor de k, siendo decreciente

a partir de este punto. El mismo comportamiento podemos observar en la
probabilidad de supervivencia con reaseguro proporcional siempre (¢rp). En

la siguiente Tabla 3 recogemos los porcentajes de retencién que maximizan ¢,

Y Prp>
| | k | probabilidad de supervivencia |
reaseguro de umbral 0.6889 0.6558
reaseguro proporcional | 0.6676 0.6730

Tabla 3: Porcentajes de retencién que maximizan ¢, y @rp.

Por tanto, teniendo en cuenta que la probabilidad de supervivencia sin rease-
guro (¢) es de 0.6378, en este caso la estrategia 6ptima, utilizando como criterio
el de méxima probabilidad de supervivencia, es optar por un reaseguro propor-
cional con un porcentaje de retencién del 66.76%.

Podemos observar que ¢, y ¢pp tienen un unico punto de corte, al que
denominamos k;,q, para el cual ambas estrategias de reaseguro son indiferentes.
En nuestro ejemplo numérico, kinq = 0.4615, obteniéndose ¢, = @pp = 0.5988.
Para k < kinq, entonces ¢, > @pp, por tanto la estrategia preferida es la de
reaseguro umbral. Para k > k;,q4, tenemos que ¢, < ¢pp, por lo cual el gestor

deberfa optar por una estrategia de reaseguro proporcional.
Existen también puntos de indiferencia, los que nos proporcionan la misma

probabilidad de supervivencia, entre cada una de las estrategias de reaseguro y
la estrategia de sin reaseguro. El valor de k para el que ¢ = ¢pp es inferior al

13



que hace que ¢ = ¢, debido al comportamiento de las funciones comentado en
los pérrafos anteriores.

En nuestro ejemplo, son estrategias indiferentes para el asegurador las si-
guientes:

e 10 reasegurar,
e reaseguro umbral con k£ = 0.5356,

e reaseguro proporcional con k = 0.5063,

obteniéndose en los tres casos una probabilidad de supervivencia de 0.6378.

Por tanto, si el gestor decide optar por una estrategia de reaseguro, tiene
que retener un porcentaje minimo para no disminuir su probabilidad de super-
vivencia. Este porcentaje minimo de retencién es diferente segin la estrategia
de reaseguro elegida, proporcional o umbral.

5 Conclusiones

En la gestiéon de las carteras de seguros no vida una de las principales he-
rramientas para el control de la solvencia es la introduccién de estrategias de
reaseguro.

La estrategia de reaseguro umbral presentada en este trabajo, ofrece una
nueva posibilidad al gestor a la hora de decidir el riesgo que quiere asumir,
proporciondndole dos herramientas de decisién: el nivel del umbral a partir del
cual no se reasegura, y el porcentaje de retencién en el tramo con reaseguro.

La probabilidad de supervivencia representa una medida del efecto del rease-
guro umbral en la solvencia de la cartera y es utilizada en el trabajo como cri-
terio de eleccién entre estrategias. En concreto, la comparacién de la estrategia
de reaseguro umbral con la opcién de no reasegurar y la opcién de aplicar un
reaseguro proporcional, nos ha permitido encontrar porcentajes de retencién
equivalentes desde el punto de vista de la solvencia.

El modelo presentado en este trabajo permite ampliaciones y extensiones
que se llevardn a cabo en futuros trabajos. Asi, se pueden considerar procesos
de renovacién més generales que el proceso de Poisson, y criterios adicionales
de seleccion de estrategias como la introduccién de barreras de dividendos.
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ANEXO I

h—
Cuando 0 < u < b, siendo t* = Y

/

C

t* utc’t

Y (u) = / e A / ' 0 (u+ 't — zk)dF (2)dt +
0 0
S c(t—t*)
/ N / o (b4 (t — 1) — 2)dF(=)dt+  (10)
t* 0

o btc(t—t*)
/ e M / oy (b+c(t — %) — 2) dF(2)dt.
t c

(t—t*)

*

Haciendo el cambio de variable u + ¢t = s en el primer sumando de (10) y
b+ c(t —t*) = s en el segundo y tercer sumando de (10) llegamos a,

AP e [F
pul) = 5 [ [Tont—shareds+
0o s—b
%e*”*/ e*”s—c”)/ o (5 — 2)dF(2)ds +  (11)
b 0
%e”‘t*/ )\efA(s_;bl/ Y1 (s — 2) dF(z)ds.
b s—b

Derivando (11) respecto a u obtenemos

A [F
dal) = =5 [" (s —haPE) +
AN ew [
/ <g> e / ©p1(s — zk)dF (z)ds + (12)
u 0
)\2 1 . 0o N s—b
——/e_’\t / de~ 7 (570) / Vo (s — 2)dF(2)ds +
Cc C b 0
2 oo s
1 X
A——/ef)‘t / Ae~ 7 (5=0) / 01 (s — 2) dF(z)ds.
cc b s—b

Y teniendo en cuenta (11) podemos escribir (12) como

A A [F
) = Zoua) =5 [T pulu=sh)f(Ez 0 <us

obteniéndose el primer tramo del Teorema 1.
De forma similar, para u > b,

o) = / NN
0

u—+tct
/ o 0+ ct — z)dF(z)} dt. (13)
u+tct—b

utct—>b
[ eutura—aare)
0
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Haciendo el cambio de variable u + ¢t = s en (13) llegamos a,

A oo seu s—b s
praw) == [ [ | eats=ar@ + [ auta-2ir)| ds
(14
y derivando (14) respecto a u obtenemos
A u—b
dal) = =2 [ pu—2aPe)+
0 /3 2 . s—b
/ (—) e_’\T/ Yra(s — 2)dF (z)ds —
U c 0
A u
= [ eutu=aare) + (15)

/:O (%)2“5°u / Sbwm(s — 2)dF (z)ds.

Asi, a partir de (14) y (15) podemos escribir,

u—>b u
Pha(n) = 2pua() ~ > [ | en=ar@at [ gut- z)f(z)dz] ,

obteniéndose el segundo tramo del Teorema 1.
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