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DBSGLMVAR:
DBGLMVAR:
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SMMLV:
DFHR:
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Distance-based generalised linear mixed vector autore-
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Atencion a victimas de la violencia

Salarios minimos mensuales legales vigentes
desplazamiento forzado - hogares recibidos
Confrontaciones armadas por ano

fuerzas militares

Urbana

Spatial lag (rezago espacial)
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Introduccion

En funcién del tipo de variable estocastica a analizar y del tipo de localizacién
de los datos (puntos o areas), deberd utilizarse una metodologia distinta de
analisis. Los datos espaciales pueden clasificarse en tres grandes grupos:

1. Datos en rejilla. Observaciones procedentes de un proceso aleatorio, ob-
servadas sobre una coleccion contable de regiones espaciales, regular o
irregularmente distribuidas, complementados con lo que se denomina
“estructura de vecindad”. Como ejemplos de éstos se tienen: recuento
de algin tipo de casos de enfermedad en los municipios de una regién
determinada, nimero de frutos por arbol en una region y recuento del
nimero de accidentes por tramo de carretera.

2. Procesos puntuales. Cuando las localizaciones (y no las mediciones) son
las variables de interés. Consisten en un nimero finito de localizaciones
observadas en una regién determinada. Como ejemplos de éstos se tienen:
domicilio de las personas que desarrollan un determinado tumor, deter-
minada especie de arboles en un bosque, coordenadas de los epicentros
de terremotos y posicién de estrellas en el cielo.

3. Datos geoestadisticos. Son mediciones tomadas en puntos fijos pero defi-
nidas en cualquier lugar del espacio por lo que sus localizaciones definen
una superficie espacialmente continua. Como ejemplos de éstos se tienen:
concentraciones de mineral en lugares concretos dentro de una mina, llu-
via medida en estaciones meteoroldgicas, concentraciones de contaminan-
tes medidas en estaciones de control y valores de temperatura medidas
en estaciones meteorologicas.

El término estadistica espacial se utiliza para describir una amplia gama de
modelos estadisticos y métodos destinados al andlisis de datos espacialmente
referenciados (Diggle et al. 2007, Cressie 1993). La metodologia geoestadistica
convencional resuelve el problema de predecir el valor realizado de un funcional
lineal en un proceso estocastico espacial gaussiano, basado en observaciones
y(si) = v(s;) + z(s;) de un conjunto discreto en localizaciones de muestreo
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s; dentro de una regién espacial A, donde las z(s;) son variables aleatorias
mutuamente independientes, de media cero.

El modelamiento de variables medidas en diferentes sitios de una regién con
continuidad espacial y que presentan alguna estructura de correlacion espacial,
ha sido desarrollada desde los anos sesenta (Cressie 1993), con el desarrollo del
andlisis geoestadistico (Matheron 1962); incrementandose su uso en diferentes
disciplinas cientificas como la mineria (Journel & Huijbregts 1978), geologia
(Samper & Carrera 1993), ecologia (Robertson 1987)), ciencias ambientales
(Cressie & Majure 1995, Diggle et al. 1995, Paez et al. 2005), salud publica
(Haining 2004) y climatologia (Percec-Tadi¢ 2010, Hengl et al. 2012, Yavuz
& Erdogan 2012). Los analisis geoestadisticos convencionales contemplan una
serie de pasos (Isaaks & Srisvastava 1989), que comienzan con el anélisis estruc-
tural, el cual se realiza en el andlisis del variograma (Samper & Carrera 1993),
obteniendo en lo posible un modelo de variograma tedrico (esférico, exponen-
cial, gaussiano, circular o de Matern, entre otros que estan disponibles), el cual
es usado en la interpolacién de la variable en los sitios no muestreados, para
producir mapas que finalmente suelen ser empleados para andlisis y toma de
decisiones.

Es asi como el uso de modelos de correlacién entre observaciones estimulan
la necesidad de modelos de analisis geoestadistico. La informacién georeferen-
ciada se recoge en muchas aplicaciones y no utilizar esta informacién puede
obstruir las caracteristicas importantes del mecanismo de generacion de da-
tos. En este sentido, el método denominado kriging universal no asume una

media constante y es con frecuencia usado en los procesos no estacionarios
(Wackernagel 2003).

Diggle et al. (1998) introducen el término modelo basado en geoestadisti-
ca en el sentido de la aplicacion de los principios generales del modelamien-
to estadistico y la inferencia a los problemas de geoestadistica. En particu-
lar, agregaron supuestos de distribucién gaussiana al modelo cldsico y(s;) =
v(8;)+2(s;) y re-expresaron éste como un modelo lineal jerdrquico de dos nive-
les, en el cual v(s;)+2(s;) es el valor en la posicién s; de un proceso estocastico
gaussiano latente y, al condicionar sobre v(s;) +z(s;) : i = 1,...,n, los valores
y(s;) i =1,...,n son mutuamente independientes, normalmente distribuidos
con media p+v(s;) y varianza comin 2. Ademds, Diggle et al. (1998) extien-
den este modelo, manteniendo la hipdtesis de gaussianidad de v(s;) + z(s;),
permitiendo un modelo lineal generalizado (Nelder & Wedderburn 1972, Mc-
Cullagh & Nelder 1989, McCullagh 2008) para distribuciones condicionales
mutuamente independientes de los y(s;) dado v(s;) + z(s;).

De acuerdo a lo anterior, algunos autores han utilizado estos conceptos,
por ejemplo en el drea de epidemiologia espacial, en la cual se busca describir
estudios sobre las causas y la prevencion de las enfermedades utilizando dife-
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rentes perspectivas de andlisis en las que la localizacién de los eventos es un
componente fundamental. En esta tesis en particular se hace lo mismo teniendo
en cuenta adicionalmente el tiempo, utilizando el método basado en distancias
(Cuadras 1989) en el modelamiento del problema. El objetivo de esta clase de
datos es mostrar qué parte de la variacién espacial o espacio-temporal de la
distribucién de la ocurrencia de una enfermedad no esta explicada ni por la
distribucion espacial o espacio-temporal de factores explicativos conocidos ni
por una variacion aleatoria.

En la epidemiologia espacial o espacio-temporal, por lo general se hacen
estudios en areas pequenas ya que se estudian fenémenos poco frecuentes. Esta
puede ser abordada desde tres grandes perspectivas: a) mapas de enfermedades,
b) estudios de asociacién geografica y c) aglomeraciones de casos o clustering.

La idea de utilizar este tipo de analisis es proporcionar un rapido resumen
visual de informacion geografica compleja e identificar patrones en los datos
que de otro modo podrian pasar inadvertidos en las presentaciones tabulares.
Ademas en esta tesis se utiliza este tipo de andlisis con propdsitos descriptivos
con el objetivo de generar hipdtesis etioldgicas, para la vigilancia epidemiolégi-
ca y/o socioldgica, segun sea el caso de estudio, con el fin de detectar areas con
un aparente mayor riesgo, como ayuda en la definicién de politicas sociales y
de asignacién de recursos y, para localizar clusters especificos.

En este analisis se utiliza habitualmente los datos en rejilla. Cuando se
presentan datos espaciales o espacio-temporales en rejilla, se utilizan modelos
estadisticos apropiados para suavizar los estadisticos de resumen (habitualmen-
te razones estandarizadas). La suavizacién (reduccion de la extra-variabilidad)
se consigue introduciendo efectos aleatorios, uno recoge la heterogeneidad y
el otro la dependencia espacial o espacio-temporal. El modelo puede permitir
variables explicativas (con efectos fijos y/o aleatorios), otras estructuras de
dependencia, otras distribuciones de probabilidad y/o la dimensién temporal.

El tipo de datos espaciales o espacio-temporales dependen de las unidades
de medida adoptadas y varia considerablemente en funcion del contexto de
aplicacion. Por ejemplo, en aplicaciones de mapeo de una enfermedad es po-
sible obtener la direccion residencial y la fecha de diagnéstico de un caso. En
este caso, una realizacion completa de un proceso de punto espacio-temporal
es observada. Sin embargo, en otros casos, solamente se cuentan los eventos
disponibles dentro de periodos espacio-temporales fijos, o las mediciones en los
sitios de monitoreo espacial se realizan en intervalos de tiempo fijos como es
el caso del estudio presentado en el Capitulo [5

Por otro lado, muchos métodos de estadistica y analisis de datos utilizan
el concepto geométrico de distancia entre individuos o poblaciones. Las dis-
tancias, aparecen en muchos aspectos de la estadistica: contraste de hipotesis,
estimacién, regresién, andlisis discriminante, etc. (Arenas & Cuadras 2002).
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Cuadras & Arenas (1990) proponen el método de regresién multiple basado
en el analisis de distancias utilizando diferentes métricas para el trabajo con
variables explicativas continuas y categoricas. Posteriormente, Cuadras et al.
(1996) presentaron algunos resultados adicionales del modelo basado en dis-
tancias (distance-based, DB) para la prediccién de variables mixtas (continuas
y categéricas) y exploran el problema de informacién faltante dando una so-
lucién utilizando DB. Algunos de los trabajos mas recientes son los de Esteve
et al. (2009) y Boj et al. (2010) quienes proponen algunas alternativas invarian-
tes de los métodos de distancias para el modelamiento de variable respuestas
continuas y no continuas.

En términos generales muchos métodos en la estadistica se basan en el
calculo de distancias geométricas, los métodos geoestadisticos se construyen
con distancias, en particular distancias euclideas espaciales. De aqui el interés
de considerar también los métodos basados en distancias ya que tienen elemen-
tos en comun, como lo es el calculo de las distancias entre las observaciones;
esto anidado a la informaciéon que aporta el variograma, son determinantes
en la generacion de prondsticos y permite mejorar el poder predictivo de los
métodos kriging tradicionales.

Dichos resultados mencionados motivan la idea de trabajar en el mode-
lamiento de la tendencia, a partir de los métodos desarrollados por Cuadras
(1989), Cuadras & Arenas (1990) y Cuadras et al. (1996), ya que son una
excelente alternativa para ayudar a mejorar las predicciones en el caso geoes-
tadistico cuando se tienen variables explicativas asociadas a las coordenadas
de los puntos, y covariables regionalizadas continuas, categéricas y binarias. La
seleccion de variables explicativas se hace a partir de técnicas muy populares
del analisis de regresion tradicional. Sin embargo, aqui se presentan algunas
alternativas a partir de la propuesta de Cuadras et al. (1996) para seleccionar
las coordenadas principales o nuevas variables explicativas obtenidas a par-
tir de la descomposicion espectral de la matriz de covariables. Dado que los
métodos basados en distancias en diferentes trabajos han mostrado ganancias
importantes en los prondsticos con respecto a los métodos tradicionales, en
esta tesis se elabora un método alternativo para el modelamiento de la ten-
dencia en un modelo lineal mixto generalizado geoestadistico, ya que también
el método basado en distancias es robusto ante los errores de especificacién en
la correlacién de los parametros.

En esta tesis se hace una mezcla del método de distancias (Cuadras &
Arenas 1990) con los modelos lineales generalizados mixtos tanto en lo espacial
como en lo espacio-temporal. Con el empleo de las distancias se logran buenas
predicciones y menores variabilidades en el espacio o espacio-tiempo de la
region de estudio, provocando todo esto que se tomen mejores decisiones en
los diferentes problemas de interés.
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Por otro lado, la variabilidad de un proceso juega un papel determinante
al momento de ajustar un modelo, por ser un elemento primordial para la to-
ma de decisiones. Ya sea un modelo homocedastico o heterocedastico, si hay
diferencias considerables entre la dispersion real y la estimacién de la misma
arrojada por el modelo, éste serd inutil al aplicarse en la practica. Se gene-
ran asi problemas de sobredispersién (variabilidad del modelo mayor que la
real) o subdispersién (variabilidad del modelo menor que la real). Los facto-
res asociados comunmente a los problemas de sobredispersion o subdispersién
son, entre otros, la variabilidad del material experimental, la correlacién en-
tre respuestas, los datos atipicos e influyentes, la mezcla de distribuciones, el
muestreo por conglomerados y la omisién de variables. Aunque, en algunos
casos, es casi imposible determinar el origen de la sobredispersion o la subdis-
persion, ya que puede deberse a la naturaleza misma de los datos (Hinde &
Demétrio 1998, Jowaheer & Sutradhar 2002, McCullagh 2008).

La sobredispersiéon o subdispersion del modelo afecta la significancia de los
parametros, debido a que perturba la estimacién del error estandar, originan-
do interpretaciones erradas de los efectos de las variables explicativas sobre
la respuesta, generando predicciones e inferencias equivocadas. En esta tesis,
también se modela una variable respuesta espacio o espacio-temporal tipo bi-
nomial o poisson con problemas de sobredispersion o subdispersion a través
del modelo lineal generalizado (generalised linear model, GLM) utilizando el
método de distancias con diferentes funciones de enlace. Basicamente la idea es
involucrar los problemas de variacién de manera directa en el modelo ajustado,
utilizando la funcién de cuasi-verosimilitud o de ecuaciones de estimacion ge-
neralizada, con el fin de ajustar apropiadamente las predicciones que se hacen
con el modelo ajustado.

Adicionalmente, cuando se tienen tasas de mortalidad medidas en las di-
ferentes localizaciones de un pais e inclusive cuando se considera la evolucién
de las mismas a través del tiempo, los modelos espaciales o espacio-temporales
clasicos no son apropiados ya que la respuesta esta restringida al intervalo
(a,b) o (0,1). Los métodos de estimacién como minimos cuadrados ponde-
rados o maxima verosimilitud generalizada pueden generar valores ajustados
que excedan dichas cotas inferior y superior. En este caso, como se muestra
en Kieschnick & McCullough (2003), Ferrari & Cribari-Neto (2004) y Vascon-
cellos & Cribari-Neto (2005), una posible solucién es transformar la variable
dependiente para asumir que ésta toma valores sobre la recta real y luego mo-
delar la media de la respuesta transformada como un predictor lineal basado
en un conjunto de variables exdgenas.

De acuerdo a Ferrari & Cribari-Neto (2004), el modelo de regresién pro-
puesto es generado para situaciones donde la variable respuesta y es continua
y definida sobre el intervalo unitario estandarizado 0 < y(s;) < 1y, la es-
tructura de regresién involucra regresores y parametros desconocidos. Ospina
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et al. (2006) obtiene el sesgo de segundo orden de los estimadores de maxima
verosimilitud y los utiliza para definir los estimadores de sesgo ajustado, los
cuales son muy utiles para solucionar el problema en muestras pequenas. Una
variante del modelo de regresion beta que permite modelar la no linealidad y
la variable de dispersién fue propuesta por Simas et al. (2010). En particular,
en este modelo mas general, el pardametro que representa la precisién de los
datos no se supone que es constante a través de observaciones, sino que puede
variar, lo que conduce al modelo de regresion beta de dispersion variable.

En esta tesis se mezclan los modelos de regresion beta espacial o espacio-
temporal con el método de distancias. El modelamiento y los procedimientos
inferenciales propuestos son similares a los de los modelos lineales generalizados
obtenidos para el caso de una variable respuesta tipo binomial. Aunque la
respuesta no es miembro de la familia exponencial, se hace una adaptacién a
esta familia siguiendo las propuestas realizadas en modelos generalizados por
McCulloch & Searle (2001), Lee & Nelder (2002), Dobson (2002) y Smith &
Ridout (2003).

Recientemente los métodos espaciales y espacio-tiempo cada vez se han
aplicado mas en una amplia gama de investigaciones empiricas en los cam-
pos mas tradicionales de la economia y las ciencias sociales, incluyendo entre
otros, estudios en el andlisis de la demanda, el crecimiento econémico, eco-
nomia internacional, mercado laboral, indices de empleo, el desplazamiento
por violencia armada, economia publica, finanzas ptublicas locales, produccion
agricola y contaminacién ambiental. Muchos de éstos estudios establecen la
importancia de integrar rezagos espaciales y temporales en el andlisis de datos
panel cuando la variable respuesta no es normal. Sin embargo, la literatura en
modelos con dindmica espacial y temporal solo han presentado algunos pro-
gresos al tratar con esta clase de variable respuesta, pero en muchos casos por
separado. En esta tesis, se presenta una solucién a problemas donde la variable
respuesta es un conteo, una razén o una respuesta binaria (dicotémica) utili-
zando modelos lineales generalizados autorregresivos espacio-tiempo basados
en distancias con perturbaciones autorregresivas espacio-tiempo.

Por lo tanto, en esta tesis se proponen métodos alternos de interpolacién
espacial o espacio-temporal con variables explicativas mixtas utilizando distan-
cias entre individuos, tales como la distancia de Gower (Gower 1968); aunque,
algunas otras distancias euclidianas se pueden utilizar. El método DB se utiliza
en los modelos lineales mixtos generalizados geoestadisticos no solo en la etapa
de estimaciéon de la tendencia, sino también en la etapa de estimacion de la
correlacion espacial o espacio-temporal, cuando las variables explicativas son
mixtas. En este caso, el método DB espacial o espacio-temporal propuesto se
basa en los métodos desarrollados por (Cuadras & Arenas 1990) y (Cuadras
et al. 1996). Esta estrategia es una excelente alternativa, ya que aprovecha al
maximo la informacion obtenida debido a la relacién entre las observaciones,
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la cual puede ser establecida a través del uso de la descomposicion espectral,
utilizando cualquier distancia euclidea. En consecuencia, este enfoque permi-
te mejorar las predicciones ya que se puede elegir una mayor cantidad de
coordenadas principales que de variables explicativas asociadas con la variable
respuesta de interés en las localizaciones muestreadas.

En todos los métodos de prediccion presentados en esta tesis, las coordena-
das principales obtenidas mediante el método de distancias se obtienen a partir
de las covariables asociadas con la variable de respuesta y las coordenadas es-
paciales o espacio-temporales. La seleccién de las coordenadas principales se
lleva a cabo usando los valores de la prueba sobre los parametros significativos
estadisticamente y una caida significativa en la falta de predictibilidad, es decir,
las coordenadas principales que estan mas asociadas con la variable respues-
ta. Ademas, es de resaltar que todos los procesos de analisis de las diferentes
aplicaciones presentadas en cada uno de los capitulos fueron desarrolladas en
programa estadistico R Development Core Team (2013); los diferentes cédigos

para cada una de las aplicaciones y sus respectivas funciones se anexan en el
CD adjunto.

Este trabajo lo he dividido en siete capitulos de la siguiente forma:

Capitulo [1] Presenta brevemente conceptos bésicos geoestadisticos para
el andlisis de datos espaciales, en cuanto a la dependencia espacial asociada
al variograma o covariograma. El capitulo termina con una corta exposicién
de algunos conceptos bésicos sobre distancias euclidianas muy tutiles cuando
se tienen variables explicativas continuas, categoricas, binarias, e inclusive una
mezcla de todas las anteriores.

Capitulo [2] Se propone un método alternativo para ajustar una variable
respuesta tipo beta con dispersion variable usando distancias euclidianas entre
los individuos. Se emplea el método de maxima verosimilitud para estimar los
parametros desconocidos del modelo propuesto y se presentan las principales
propiedades de estos estimadores. Ademas, se realiza la inferencia estadistica
sobre los parametros utilizando las aproximaciones obtenidas a partir de la
normalidad asintética del estimador de maxima verosimilitud; se desarrolla el
diagnostico y prediccion de una nueva observacién, y se estudia el problema
de datos faltantes utilizando la metodologia propuesta.

Capitulo 3| Se propone una solucién alterna para resolver problemas como
el de prevalencia de Loa loa utilizando distancias euclidianas entre individuos;
se describe un modelo lineal generalizado espacial mixto incorporando me-
didas generales de distancia o disimilaridad que se pueden aplicar a variables
explicativas: numéricas, categdricas o una mezcla de ellas. Los pardmetros invo-
lucrados en el modelo propuesto se estiman utilizando méaxima verosimilitud
mediante el método de Monte Carlo via cadenas de Markov, la cual es una
técnica muy util para el analisis de este tipo de informacién.
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Capitulo (4] Se propone un modelo lineal beta espacial mixto con disper-
sion variable utilizando maxima verosimilitud mediante el método de Monte
Carlo via cadenas de Markov. El método propuesto se utiliza en situaciones
donde la variable respuesta es una razén o proporciéon que esta relacionada con
determinadas variables explicativas. Para este fin, se desarrolla una aproxima-
cion utilizando modelos lineales generalizados espaciales mixtos empleando la
transformacién Box-Cox en el modelo de precision. Por lo tanto, se realiza
el proceso de optimizacion de los parametros tanto para modelo espacial de
media como para el modelo espacial de dispersién variable. Ademas, se reali-
za la inferencia estadistica sobre los parametros utilizando las aproximaciones
obtenidas a partir de la normalidad asintoética del estimador de maxima vero-
similitud. También se desarrolla el diagnostico del modelo y la prediccion de
nuevas observaciones. Por ultimo, el método se ilustra a través de los conteni-
dos de arcilla y magnesio.

Capitulo [5] Se describe el modelo propuesto basado en distancias para la
prediccién espacio-temporal usando modelos lineales generalizados. Utilizan-
do el modelo propuesto se realiza: el proceso de estimacion de los pardmetros
involucrados en el modelo propuesto mediante el método de ecuaciones de
estimacion generalizada y la inferencia estadistica sobre los parametros em-
pleando las aproximaciones obtenidas a partir de la normalidad asintética del
estimador de maxima verosimilitud. Ademas, se desarrolla el diagndstico del
modelo y la prediccién de nuevas observaciones. Ese capitulo finaliza con una
aplicacion de la metodologia propuesta para el nimero de acciones armadas
estandarizada por cada 1000 km? de los grupos irregulares Fuerzas Armadas
Revolucionarias de Colombia - Ejército del Pueblo (FARC-EP) y Ejército de
Liberaciéon Nacional (ELN) en los diferentes departamentos de Colombia entre
los anos 2003 a 2009.

Capitulo [6] Se presenta un modelo autorregresivo espacial lineal generali-
zado mixto utilizando el método basado en distancias propuesto por Cuadras
(1989). Este modelo incluye retrasos tanto espaciales como temporales entre
vectores de variables de estado estacionarias. Se utilizé la dindamica espacial
de los datos econométricos tipo panel para estimar el modelo propuesto; los
parametros involucrados en el modelo se estiman utilizando el método MCMC
mediante maxima verosimilitud. Ademas, se discute en este capitulo la interac-
cién entre estacionariedad temporal y espacial, y se derivan las respuestas al
impulso para el modelo propuesto, lo cual naturalmente depende de la dinami-
ca temporal y espacial del modelo.

Capitulo|7|En este tltimo capitulo se resumen las principales aportaciones
de la presente tesis y se realizan algunas recomendaciones.



Objetivos

Objetivos Generales

Proponer una metodologia a través del método basado en distancias utilizan-
do modelos lineales generalizados para generar innovaciones en el espacio y
espacio-tiempo.

Objetivos Especificos

e Proponer una metodologia para ajustar modelos con variable respuesta
tipo beta por medio del método basado en distancias, utilizando proce-
dimientos inferenciales similares a los propuestos en los modelos lineales
generalizados.

e Generar un nuevo método basado en distancias para modelar variables
aleatorias no continuas a través del modelo lineal generalizado espacial
o espacio-temporal.

e Proponer una metodologia para ajustar modelos espaciales con variable
respuesta tipo beta utilizando procedimientos inferenciales similares a
los propuestos en los modelos lineales generalizados mixtos.

e Analizar las bondades y limitantes de las metodologias propuestas al
compararlas con otras existentes.

e Aplicar los métodos propuestos a casos reales de ciencias de la tierra,
casos epidemioldgicos, casos de economia clésica con respuesta de distri-
bucién beta y casos de economia espacio-temporal.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1 Introduccion

La estadistica espacial ha venido tomando fuerza en diferentes areas del cono-
cimiento en los ultimos anos, y en éste caso la presente propuesta se genera a
partir de una de las ramas que alli se desarrollan como lo es la geoestadistica.
Esta ciencia retiine métodos que permiten modelar las estructuras de relacién
espacial en funciones denominadas variogramas o covariogramas, y posterior-
mente, con la informacién que se extrae de tales funciones se realizan interpo-
laciones espaciales en los métodos denominados kriging.

El modelamiento de variables medidas en diferentes sitios de una regién con
continuidad espacial y que presentan alguna estructura de correlacion espacial,
ha sido desarrollada desde los anos sesenta (Cressie 1993), con el desarrollo de
los analisis geoestadisticos (Matheron 1962), incrementandose su uso en dife-
rentes disciplinas cientificas como la mineria (Journel & Huijbregts 1978), geo-
logia (Samper & Carrera 1993), ecologia (Robertson 1987)), ciencias ambienta-
les (Cressie & Majure 1995, Diggle et al. 1995, Paez et al. 2005), salud publica
(Haining 2004), y climatologia (Perc¢ec-Tadi¢ 2010, Hengl et al. 2012, Yavuz &
Erdogan 2012). Los andlisis geoestadisticos convencionales contemplan una se-
rie de pasos (Isaaks & Srisvastava 1989), que van desde el analisis estructural,
el cual se realiza en el andlisis del variograma (Samper & Carrera 1993), ob-
teniendo en lo posible un modelo de variograma teérico (esférico, exponencial,
gaussiano, circular o de Matérn, entre otros que estédn disponibles), el cual es
usado en la interpolacion de la variable en los sitios no muestreados.

Por otro lado, muchos métodos de estadistica y analisis de datos utilizan
el concepto geométrico de distancia entre individuos o poblaciones. Las dis-
tancias, aparecen en muchos aspectos de la estadistica: contraste de hipotesis,
estimacién, regresién, andlisis discriminante, etc. (Arenas & Cuadras 2002).

11
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Cuadras & Arenas (1990) proponen el método de regresién miiltiple basado en
el andlisis de distancias utilizando diferentes métricas para el trabajo con va-
riables explicativas continuas y categéricas. De por si los métodos geoestadisti-
cos se basan en el calculo de distancias geométricas, en particular distancias
euclideas espaciales; de aqui el interés de considerar también los métodos basa-
dos en distancias ya que tienen elementos en comtn, como lo es el calculo de las
distancias entre las observaciones, esto anidado a la informacion que aporta
el variograma seran determinantes en la generacién de prondsticos y permi-
tird mejorar el poder predictivo de los métodos kriging tradicionales como se
veran en los capitulos posteriores.

En este capitulo se presentan algunos conceptos béasicos en su mayoria
tomados de Cressie (1993) y Martinez (2008), sobre andlisis geoestadistico que
son utiles para el desarrollo de las metodologias propuestas en cada uno de
los siguientes capitulos. Por lo tanto, se describe brevemente los principales
conceptos y resultados utilizados en el analisis de datos espaciales. En estos
ultimos se definen los principales conceptos involucrados en su estudio y sus
propiedades, asi como un par de procedimientos para el ajuste del variograma
0 semivariograma.

La Seccién introduce los conceptos mas relevantes que se utilizaran en
el andlisis espacial, como son la estacionariedad, la isotropia, el covariogra-
ma o el variograma. En la Seccién se muestran los principales estimadores
del variograma y covariograma. En la Seccién se presentan los principales
modelos de variogramas y covariogramas isotropicos. En la Seccién se pro-
fundiza en la estimacion de los pardmetros del variograma utilizando minimos
cuadrados. Finalmente, en la Seccion se presentan algunos conceptos basi-
cos sobre distancias Euclidianas muy utiles para cuando se tienen variables
explicativas continuas, categoricas, binarias, e inclusive una mezcla de todas
las anteriores.

1.2 Analisis geoestadistico clasico

Cressie (1993) muestra una formulacién general que permite la modelizacién
de todas estas posibilidades. Sea s una localizacién cualquiera del espacio
Euclideo d-dimensional R? (en general d = 2, aunque no necesariamente),
suponga que se esta interesado en analizar un determinado fenémeno de interés
que toma un valor aleatorio Y(s) en cada localizacion s. Si ahora se permite
que s varfe sobre un determinado conjunto D C R? se tendrd el proceso
aleatorio {Y'(s),s € D}, que es el objeto de estudio de la estadistica espacial.
La geoestadistica estudiara aquellos fenémenos en los que el indice espacial s
varie de forma continua sobre toda la regién de estudio D. En este sentido,
en esta tesis se supondra que D es una determinada region fija y continua de
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estudio y que el indice espacial s varia de forma continua en D, es decir, existe
un numero infinito de posibles localizaciones en las que se observa el proceso.
El proceso objeto de estudio Y (s) podria representar, por ejemplo, el niimero
de personas enfermas en una determinada localizacion s.

1.2.1 Definiciones basicas

A lo largo de todo este capitulo se supondra que, para cada localizacion s € D,
existe la media y la varianza del proceso que se denotaran por

p(s) =E(Y(s)) < o0 Var(Y (s)) < o0

Definicién 1.1. Sea Y (s) un proceso estocdstico de seqgundo orden. Se define
su funcion de covarianza como

C(si,8;) =C(Y(s;),Y(s;)), Vs;,s;€D

Generalmente en la practica solo se dispone de un conjunto
{y(s1),...,y(sn)} de observaciones del proceso aleatorio {Y (s),s € D} obte-
nidas sobre un conjunto de localizaciones {s1, ..., s,}, que pueden distribuirse
de forma regular sobre una rejilla o de forma irregular sobre la regién de estudio
D C R4. Por lo tanto, sélo se dispone de una tnica realizacién incompleta del
proceso aleatorio que se quiere analizar, por lo que seria necesario asumir algin
tipo de hipdtesis simplificadora de la naturaleza del proceso que asegure cierta
regularidad en los datos y permita hacer estimaciones e inferencias del modelo
a partir de los datos observados. Esta condicién es la de estacionariedad, que
permite que el proceso se repita a si mismo en el espacio, proporcionando la re-
plicacién necesaria para la estimacion e inferencia del modelo. A continuacién
se vera los principales tipos de estacionariedad que generalmente se asume en
los procesos a analizar.

Definicién 1.2. Se dice que el proceso Y (s) es estrictamente estacionario
(o estacionario en sentido fuerte) si, para cualquier conjunto de localizacio-
nes {s1,...,8, € D, la funcion de distribucion conjunta de las variables
aleatorias {Y (s1),...,Y(s,)} permanece invariable ante una traslacion. Sea
Fo s, (W(s1),...,y(sn)) = P(Y(s1) < y(s1),..., Y(sn) < y(sn)) la funcion
de distribucion conjunta, entonces se cumple que

Fs,, s, (y(s1),...,y(sn)) = F31+h7---7sn+h(y(sl)7 o, y(sn)), Vhe R¢

Esta condicion es demasiado restrictiva para la mayoria de los fenémenos
observados en la naturaleza, por lo que se necesita algin tipo de relajacién
de la misma, como la estacionariedad de segundo orden o la estacionariedad
intrinseca.
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Definicién 1.3. Se dice que un proceso espacial Y (8) es estacionario de se-
gundo orden (o estacionario en sentido débil o simplemente estacionario) si

1. La funcion media existe y no depende de la localizacion, esto es, ju(s;) =
w,vs; € D.

2. La funcion de covarianza existe y solo depende de la distancia entre las
localizaciones involucradas, esto es, C(s;, s;) = C(h),Vs;,s; € D, sien-
do h = s; — s; el vector distancia entre dichas localizaciones. La funcidn
C(+) recibe el nombre de covariograma (o autocovarianza).

De la definicién se deduce que si un proceso de segundo orden es estricta-
mente estacionario, entonces es estacionario de segundo orden. El reciproco es
falso en general, aunque se cumple para los procesos gaussianos, que quedan
completamente caracterizados por su media y su covariograma.

La estacionariedad de segundo orden implica que la varianza del proceso
no depende de la localizacion, es decir, que
Var(Y(s)) = C(0) = 0, Vs€ D,
donde C'(0) recibe el nombre de varianza a priori del proceso.

Definicién 1.4. Se dice que el proceso Y (s) es intrinsecamente estacionario
s1

i. La funcion media eziste y no depende de la localizacidon, esto es, pu(s;) =
w,vs; € D.

it. La varianza de la diferencia de dos variables aleatorias para dos localiza-
ctones cualesquiera depende unicamente de la distancia entre las locali-
zaciones involucradas, esto es, Var(Y'(s;) —Y (s;)) = 2v(h),Vs;,s; € D,
con h = s;—s;. La funcion 2v(-) recibe el nombre de variograma, mien-
tras que y(-) se conoce como semivariograma.

Esta condicion es la menos restrictiva de las ultimas tres definiciones dadas,
ya que dado un proceso estacionario Y (s) de segundo orden con covariograma
C'(+), entonces

Var(Y (s;) — Y (s;)) =Var(Y(s;)) + Var(Y(s;)) —2Cov(Y (s;), Y (s;))

por lo que el proceso Y (s) es intrinsecamente estacionario con variograma

2y(h) = 2C(0) — 2C(h) (1.1)
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Para que un proceso intrinsecamente estacionario lo sea también de segundo
orden, deberd tener un semivariograma acotado, esto es, con hh’m v(h) =M <
— 00

+00, en cuyo caso su covariograma existe y es igual a C(h) = M — y(h).

Definicién 1.5. Se dice que el proceso Y (s) es isotrdpico si la dependencia
espacial del proceso entre dos localizaciones cualesquiera depende tunicamente
de la distancia existente entre ellas y no de su localizacion. En caso contrario
se dice que el proceso es anisotropico.

Definicién 1.6. Se dice que el proceso Y (s) es homogéneo si es intrinseca-
mente estacionario e isotropico.

Si Y(s) es un proceso homogéneo, entonces su semivariograma es una fun-
cion que, para cada par de localizaciones, depende tnicamente de la longitud
del vector distancia entre ellas, esto es, v(h) = v(h), Vh € R?, siendo h = ||h|.
En cambio si un proceso intrinsecamente estacionario Y(-) es anisotrépico, la
dependencia entre Y (s) v Y(s + h) serd funcién tanto de la magnitud co-
mo de la direccién de h, por lo que el variograma no serd unicamente una
funcién de la distancia entre dos localizaciones espaciales. Las anisotropias
estdn causadas por procesos subyacentes que se comportan de forma diferente
en el espacio. Hay varias formas de trabajar con procesos anisotrépicos, consi-
derandolos como generalizaciones mas o menos directas de procesos isotrépicos.
A continuacién se presentan las mas usuales.

Definicién 1.7. Se dice que el proceso Y (s) tiene anisotropia geométrica si
su variograma es de la forma

2v(h) = 270 (| AR]), heR?,

siendo vo un semivariograma isotropico y A una matriz d X d que representa
una determinada transformacion lineal en R?.

De otro lado, se tiene que dados Y (), ..., Y,(:), n procesos intrinsecamente
estacionarios independientes, entonces Y7 (-)+- - -+ Y,(+) es un proceso intrinse-
camente estacionario con semivariograma dado por y(h) = vy (h)+- - -+7,(h),
siendo v;(h) el semivariograma del proceso Y;(-). Esta propiedad permite defi-
nir la siguiente generalizacion de la anisotropia geométrica.

Definicién 1.8. Se dice que el proceso Y (s) tiene anisotropia zonal si su
variograma es de la forma

2(h) =23 70 (| Aih])

=1

siendo vy un semivariograma isotropico y Ay, ..., A, matrices d X d.
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Otro tipo de tratamiento de la anisotropia es la de suponer que, dado
el proceso original Y(s), existe una funcién no lineal f*(s), de forma que
el proceso Y (f*(s)) es un proceso isotrépico estacionario. Esta idea permite
analizar tanto la anisotropia como la no estacionariedad, como se puede ver
en Sampson & Guttorp (1992).

En ocasiones se trabaja con procesos en los que la hipotesis de estacio-
nariedad no podria ser admitida, por lo que muchas de las técnicas de la
geoestadistica clasica no seran directamente aplicables. En los tultimos anos
han surgido gran nimero de métodos para modelizar este tipo de procesos no
estacionarios. Probablemente el mas estudiado es el propuesto por Sampson &
Guttorp (1992), que presenta un procedimiento de estimacién no paramétrica
para la estructura de covarianza espacial no estacionaria. Haas (1995) introdu-
ce una técnica de kriging de ventanas médviles para la estimacion en procesos
no estacionarios. Higdon et al. (1999) proponen una alternativa usando una
representacion de medias moviles de un proceso gaussiano. Nychka & Saltzman
(1998) y Holland et al. (1999) desarrollan métodos que extienden la técnica de
funciones ortogonales empiricas, muy utilizada por los meteorélogos. Otro mo-
delo para procesos no estacionarios es el propuesto por Fuentes (2001), Fuentes
(2002a), Fuentes (2002b) y desarrollado también en Fuentes & Smith (2001).
En este modelo, se considera que el proceso es localmente un campo aleatorio
estacionario e isotropico, que se representard con un modelo cuyos pardametros
variarian a lo largo de la region de estudio, lo que permite la realizaciéon de
predicciones sobre el campo aleatorio no estacionario con una tunica realizacion
del proceso.

1.2.2 El covariograma

Dado un proceso estacionario de segundo orden Y'(+), se ha definido su cova-
riograma como

C(h) = Cov(Y(s;), Y (s;))

con s;, s; € D'y h = s; — s; el vector distancia entre dichas localizaciones.
De su definicién se deduce facilmente que C(h) = C(—h). Ademds, por la
desigualdad de Cauchy-Schwartz se cumple que |C'(h)| < C(0),Vh € R%.

La funcién de covarianza C(-) de un proceso estacionario de segundo orden
debe ser definida positiva, esto es, debe cumplir

> wipiC(si—s;) >0 (1.2)
i=1j=1
para cualquier numero finito de localizaciones espaciales {s;,i = 1,...,n}

y de ntmeros reales {p;,i = 1,...,n}. Esto es evidente de la definicién de
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covariograma, ya que
(,0130JO(SZ — Sj) = VCLT (Z QOZY(SZ>> Z O

i=1j=1 i=1

1.2.3 El variograma

Se ha definido el variograma de un proceso intrinsecamente estacionario Y'(+)
como la funcién

2v(h) = Var(Y(s:;) —Y(sj)) (1.3)

con s;, s; € D'y h = s; — s; el vector distancia entre dichas localizaciones.
De se deduce facilmente que v(h) = v(—h) y que v(0) = 0. Obsérvese
que el variograma, al contrario del covariograma, no depende de la media del
proceso, lo que como se vera tendra implicaciones en la estimacion de ambos.

Una condicion necesaria que debe cumplir el variograma es que debe ser
una funcién condicionalmente definida negativa, esto es,

n n
> pipi2y(si —8;) <0 (1.4)
i=1 j=1
para cualquier conjunto finito de localizaciones espaciales {s;,...,s,} € Ry
n
para cualquier conjunto de ntmeros reales {p1,...,¢,} € R con Y ¢; = 0.
i=1

Esto es evidente de su definicién, ya que dados {¢1,...,¢,} € Rcon Y ¢; =0,
i=1
entonces

n n n n

DD pipi2y(si —85) = =23 > pip;Cou(Y(s;),Y (s;))

i=1j=1 i=1j=1

= Var <zn: soiY(Si)> <0

=1

Otra condicién que debe satisfacer un variograma (Matheron 1971) es que
debe tener un ritmo de crecimiento inferior al de h?, esto es

9
lim v(h)

h—o0 h2 =0

1.2.4 El correlograma

Sea Y'(-) un proceso estacionario de segundo orden con funcién de covarianza

C(-). Se tiene que C'(0) = Cov(Y (s),Y (s)) = Var(Y(s)), por lo que C(0) >0
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a no ser que Y'(-) sea un proceso constante en D. Se define el correlograma (o
funcién de autocorrelacién) como

C(h)

plh) = )

De la definicién se desprende que p(h) = p(—h) y que p(0) = 1.

1.2.5 Forma general de estas funciones

El semivariograma representa un indice del cambio que una variable muestra
con la distancia. Generalmente, el semivariograma crece con la distancia, ya que
en la mayoria de procesos existen mayores similitudes en los valores observados
en localizaciones préximas, que disminuyen al aumentar la distancia.

En ocasiones, este crecimiento del semivariograma con la distancia se es-
tabiliza alrededor de un determinado valor ¢ > 0, que es una cota superior
de la funcién (esto es, ¢5 = hlim v(h)). En este caso se dice que el variograma

—00

es acotado y el valor alrededor del cual se estabiliza recibe el nombre de me-
seta o varianza a-priori (sill en inglés), que es igual por a C(0), siendo
C(-) el covariograma del proceso. Se llama rango (range en inglés) al valor h,
en el que el semivariograma alcanza su meseta, esto es, la distancia para el
que y(h,) = ¢s y que representa el valor a partir del cual el covariograma se
anula. Para algunos semivariogramas transitivos, la meseta c; sélo se alcanza
asintoticamente en el limite, por lo que estrictamente hablando el variograma
tendra rango infinito. En este caso se utilizard el término de rango efectivo,
que se define como la distancia en la que el semivariograma alcanza el 95 % de
su meseta.

Se sabe que el semivariograma es una funcién que debe cumplir que v(0) =
0, pero en la practica suele ocurrir que ’lll’r% v(h) = ¢o > 0, donde ¢, recibe el
4>

nombre de pepita (nugget en inglés). Esta discontinuidad en el origen puede
estar causada por variaciones de pequena escala (que sélo tienen sentido en
procesos que no son La-continuos), o por errores de medida (es decir, que si se
realizan varias observaciones en una misma localizacién, los valores observados
fluctuan alrededor de un determinado valor, que es el valor real). En la préctica,
sélo se habran observado un conjunto de datos {y(s;),i = 1,...,n}, por lo que
no se puede conocer nada del comportamiento del variograma a distancias
menores de min{||s; — s;||,1 <i < j < n}y se suele determinar el valor de ¢
extrapolando el comportamiento del variograma a distancias cercanas a cero.
En este caso, se define la meseta parcial (partial sill, en inglés) como ¢s — ¢.

Si el proceso Y(+) es isotrépico, entonces 27y(h) = 2v(h), es decir, el vario-
grama depende Unicamente de la distancia entre dos localizaciones y no de la
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direccién. En la Figura [1.1] se muestra la forma tipica del variograma de un
proceso homogéneo y de su covariograma asociado, donde se puede observar
la interpretacién de los parametros introducidos anteriormente.

Semivariograma Covariograma

Hech
pepRa
Meseta

parcial

Mezeta

Mezeta
parca

Becla
pepla

H= ]

Rango

Distancia Distancia

FicuraA 1.1: Forma general del variograma y covariograma de un proceso espacial
homogéneo.

1.3 Estimacién del variograma y del covario-
grama

Dado un proceso espacial Y () intrinsecamente estacionario, se va obtener
una estimacién del variograma 2y(-) (y del covariograma C(-) si el proceso
es ademds estacionario de segundo orden) a partir de los valores observados
sobre un conjunto de localizaciones {si,..., s,}. Del conjunto de estimadores
propuestos en la literatura para la estimacion de estas medidas de variabilidad
espacial, se vera a continuacion el estimador cldsico propuesto por Matheron
(1962).

La estimacion del variograma més sencillo es la obtenida mediante el esti-
mador del método de los momentos, que recibe el nombre de estimador clasico
del variograma. Se tiene que, bajo la hipdtesis de estacionariedad intrinseca y
por tanto de media del proceso constante, se cumple que

2v(h) =Var(Y(s+h) —Y(s)) = E[(Y(s +h) — Y(s))?]

Si los puntos de muestreo {si,...,s,} estuviesen localizados sobre una
rejilla regular, el estimador del método de los momentos vendra definido por

%(h) = X ((s) —u(s,) (15

(si,85)EN(h)
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donde N(h) denota todos aquellos pares (s;, s;) para los que s; —s; = h y
|IN(h)| denota el cardinal de N(h). Obsérvese que no es necesario estimar la
media p del proceso.

Debido a que es esencialmente una media muestral, tiene todas las
desventajas asociadas cominmente a este tipo de estimadores como la no ro-
bustez. Se trata de un estimador no paramétrico que es éptimo cuando se
dispone de una malla regular de muestreo que sea representativa y la distribu-
cion es normal. No obstante, en la practica el empleo de este estimador produce
en ocasiones variogramas experimentales erraticos, debido a desviaciones del
caso ideal para la aplicacién del mismo, como son distribuciones alejadas de
la normalidad, heterocedasticidad, desviaciones en el muestreo o existencia de
valores atipicos.

Para la covarianza, el estimador obtenido por el método de los momentos
seria

Ch)=IN) > (y(s:) —9)(y(s;) — 9)

(si,85)EN(h)

donde § = + % y(s;) es un estimador de la media p del proceso y N(h) se
i=1

define como antes.

1.4 Principales modelos de variogramas y co-
variogramas isotropicos

En la seccién anterior se vio un estimador del variograma o covariograma de
los procesos espaciales. El problema es que esta estimacion no se puede utilizar
directamente en la practica geoestadistica, ya que no satisface en general la
condicién de ser condicionalmente definida negativa (o definida positiva para el
covariograma); condicién que debe verificar el variograma. Su uso tendra efec-
tos no deseables, como la obtencién de varianzas negativas en la prediccion
espacial mediante kriging. Es por ello que, en lugar de utilizar directamente
las predicciones, se ajustara a las estimaciones obtenidas anteriormente uno de
los modelos validos de variograma o covariograma que se veran en esta seccion.

En las Tablas y se presentan algunos de los principales modelos
de variogramas isotrépicos mas utilizados en la practica geoestadistica, junto
con sus covariogramas. Como se ha visto, para obtener los correspondientes
variogramas bastaria con multiplicar por 2 cada una de las funciones de semi-
variograma. Estos modelos, ademas de constituir una herramienta esencial del
tratamiento de los datos geoestadisticos, serviran como base para la posterior
construccién de modelos espacio-temporales. Como se ha dicho, todos los va-
riogramas y covariogramas que se muestran en dichas tablas son isotrépicos,
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es decir, dependen de la distancia h entre localizaciones tinicamente por su
médulo h = ||h]|), ya que son el punto de arranque sobre los que se construyen
modelos mas complejos.

TABLA 1.1: Formas funcionales de algunos variogramas.

Modelo Funcién de Semivariograma Variograma
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TABLA 1.2: Formas funcionales de algunos covariogramas.

Modelo Funcién de Covariograma Covariograma
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1.5 Estimacién de los parametros del variogra-
ma

Sea Y'(+) un proceso observado sobre un conjunto de localizaciones {sy, ..., s, }.
Sean 4(h;) los valores estimados del semivariograma a partir de los datos apli-
cando alguno de los métodos que se han visto en la Seccién Aunque son
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muchas las buenas propiedades de estos estimadores, carecen de la propiedad
de ser semidefinidos positivos, con lo que seria posible que algunas predic-
ciones espaciales derivadas a partir de tales estimadores presenten varianzas
negativas. La forma méas comun de evitar esta dificultad es reemplazando el se-
mivariograma empirico por algiun modelo paramétrico y(h, @) de los que se han
presentado anteriormente que se aproxime a la dependencia espacial encontra-
da por el semivariograma empirico, y del que se sabe cumple la condicién de ser
semidefinido positivo. Obsérvese que, en general, no es necesario restringirse a
modelos isotropicos, aunque suelen ser los primeros que son considerados.

El objetivo sera elegir de entre todos los semivariogramas posibles
{7(h,0),0 € O} aquél que mejor se ajuste a las observaciones realizadas,
obteniendo con ello un modelo de semivariograma que més tarde sera utiliza-
do en el proceso de prediccién espacial. En esta seccion se vera los principales
métodos de estimacion.

1.5.1 Estimacion por minimos cuadrados

La estimacion por minimos cuadrados ordinarios (ordinary least squares, OLS)

consiste en obtener el valor @ que minimiza

n R 9 R R
((hy) = (R, 0))" = [¥ = v(0)]'[F — 1(8)]

1

J

siendo 4 = [y(h1),...,Y(h,)]" v v(0) = [y(h1,0),...,7(h,,0)]". Un problema
que presenta este procedimiento es que en este caso las estimaciones estan
correladas y tienen varianzas diferentes.

Una solucién es aplicar minimos cuadrados generalizados (generalized least
squares, GLS), que consiste en minimizar

[ =@ V=HO) [y —(6)]
siendo V' (0) la matriz de varianzas-covarianzas de ¥, que depende del valor 6
desconocido y cuyos elementos pueden ser ademas dificiles de estimar.

Un compromiso entre las dos anteriores es la estimacién por minimos cua-
drados ponderados (weighted least squares, WLS), que consiste en minimizar

iwj (hy) — ARy O)F = [ — (@)W O)5 —1(6)]  (16)

siendo W (0) una matriz diagonal cuyos elementos son las varianzas de 7, las
cuales pueden aproximarse bajo la hipdtesis que el proceso es gaussiano y las
estimaciones son incorreladas por 2v(h;,0)*/N(h;), con N(h;) el nimero de
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localizaciones a distancia h;. Por tanto, los pesos de (1.6)) vendran dados por
w; = N(hy)/(27(h;, 0)).

En general, los tres estimadores OLS, WLS y GLS aparecen en orden cre-
ciente de eficiencia pero decreciente en simplicidad, siendo la estimacién por
minimos cuadrados ponderados la mas utilizada en la practica estadistica de-
bido a la facilidad de su implementacion y a las ventajas computacionales que
presenta. No obstante, presenta inconvenientes practicos como, por ejemplo,
depende de las estimaciones del semivariograma, son correladas, muy sensibles
a la seleccion de las distancias y las regiones de tolerancia utilizadas para su
calculo.

1.6 Distancia, similaridad y descomposicién
espectral

En esta seccion se presentan los principales conceptos de distancias y de regre-
sién basada en distancias propuestas por Cuadras (1989), Cuadras & Arenas
(1990) y Arenas & Cuadras (2002). Las distancias aparecen en muchos aspectos
de la estadistica: contraste de hipdtesis, estimacion, regresion, andlisis discri-
minante, etc. (Arenas & Cuadras 2002). Cuadras & Arenas (1990) proponen
el método de regresion multiple basado en el andlisis de distancias utilizan-
do diferentes métricas para el trabajo con variables explicativas continuas y
categoricas. Un resumen de dichas propuestas es presentado a continuacion.

El concepto de distancia entre objetos o individuos permite interpretar
geométricamente muchas técnicas clasicas del andlisis multivariante, equiva-
lentes a representar estos objetos como puntos de un espacio métrico adecua-
do. Esta interpretacion es posible no solamente cuando se dispone de variables
cuantitativas, sino también cuando las variables observadas son cualitativas o
mixtas (cualitativas y cuantitativas), siempre que tenga sentido obtener una
medida de proximidad entre los objetos o individuos.

Definicién 1.9. Una distancia d sobre un conjunto (finito o no) Q@ es una
aplicacion que a cada par de individuos (w;,wy) € Q X Q, le hace corresponder
un numero real d(w;,wy) = dyr, que cumple con las siguientes propiedades
bdsicas:

ii. dy = 0.

. dii’ < di]’ + dji"



1.6 Distancia, similaridad y descomposicién espectral 25

Este ultimo denominado desigualdad triangular, si se cumple se dice que la
distancia es métrica.

Definicién 1.10. Si € es un conjunto finito, que se indica por ) =
{wi,ws, ... ,wy}, las distancias d;y se expresan mediante la matriz simétrica
D, llamada matriz de distancias sobre ).

diy dip - dig
D dy1 dop -+ doy
Qo dy - dp
con d;; = 0, diyv = dy;. Se llama preordenacion de € asociada a A, a la

ordenacion de menor a mayor de los ¢ =n X (n+1)/2 pares de distancias no
nulas:
diyiy, < digity <+ < dir

es decir, la ordenacidn de los pares (w;,wy) de Q de acuerdo con su prozimidad.

Una matriz de distancias D puede ser transformada de diversos modos.
Por ejemplo:

( .
do={" % (L7)
dip +c si i #£7d

La transformacion , consiste en sumar una constante fuera de la dia-
gonal de D, se llama aditiva. Esta transformacion es 1til para conseguir que la
nueva distancia cumpla propiedades que la distancia original no posee, conser-
vando la preordenacion, es decir, la relacién de proximidad entre los individuos.

Definicién 1.11. Una similaridad m en un conjunto €1, es una aplicacion que
asigna a cada par (w;,wy) € QX Q un nimero real my = m(i,1'), que cumple:

1. Ty = T .

Cuando € es un conjunto finito, entonces la matriz

mi; Myg2 -+ Mip

mo1 Mo -+ Map
M =

Mp1 Mp2 - Mpp

se denomina matriz de similaridades sobre €).
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Es inmediato pasar de similaridad a distancia y reciprocamente. Las dos
transformaciones bésicas son:

dii’ =V 1 - m“’/ (19)

En general una matriz de similaridades puede tener en su diagonal elemen-
tos m;y # 1. La transformacién que permite pasar de similaridad a distancia
es entonces:

dir = VMg + My — 2myy (1.10)
Por diversas razones ((1.9) es preferible a (|1.8]). Pero en general, (1.10) es la

transformacién més apropiada (Cuadras & Arenas 1990, Mardia et al. 2002).

En el caso de contar con variables binarias se pueden obtener similaridades
y distancias realizando el siguiente procedimiento: sean p variables binarias
Vi1,Vy,...,V, donde cada V; (j =1,...,p) toma los valores 0 6 1 segin la
presencia de una cierta caracteristica. Entonces son bien conocidos los siguien-
tes coeficientes de similaridad entre cada par de individuos w;, wy;.
Clig + Caiit .
My = (Sokal — Michener)
Clig + Caiir + C3iir + Cagif (1.11)
Criy
My = (Jaccard)
Clii + C2iir + C3ir

donde ¢y, Cosiry €36, Cair son las frecuencias de (1,1),(1,0),(0,1) y (0,0),
respectivamente. Note que p = ¢ + Coir + C3i0 + Ca5ir. Estas similaridades
pueden ser transformadas en distancias utilizando ((1.8]) o ([1.9).

De otro lado cuando las variables son mixtas: continuas, binarias o cuali-
tativas, entonces es adecuado utilizar la similaridad de Gower (1968) y Gower
(1971):

DPe ’UZ']'—’L}i/j
> (1- —a, ) Taw + v

Pe + (Db — Caiir) + Py

. idi=1,....n (1.12)

donde G; es el rango de la j-ésima variable cuantitativa, p. es el nimero de
variables cuantitativas, cy;7 v ¢4 corresponden al nimero de coincidencias
y no coincidencias para las p, variables binarias, respectivamente, y v;; es
el nimero de coincidencias para las p, variables cualitativas. Este coeficiente
admite la posibilidad de tratar datos faltantes y se reduce al coeficiente de
Jaccard cuando p. = p, = 0. Ademas, en este caso, se utiliza la distancia ([1.9))
elevada al cuadrado, es decir d%, = 1 — my;.
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Una vez se utiliza alguna de las anteriores distancias o cualquier otra dis-
tancia (ver Mardia et al. (2002)) segin los intereses del investigador, se realiza
la descomposicion espectral con la finalidad de realizar el modelo de regre-
sion basado en distancias como se presentara en los siguientes capitulos. En
este sentido, sea A, x, = (a;s) la matriz con elementos a;y = —d%,/2, y sea
B =HAH donde H =1,, — %1n1f1 es la matriz centrada, con I,, una ma-
triz identidad n x n y 1,, un vector de unos n X 1. Ademas, B es una matriz
semidefinida positiva (Mardia et al. 2002) de rango n — 1, entonces la ma-
triz X de coordenadas principales se puede obtener a partir de la siguiente
descomposicion espectral

B=HAH =LAL' = XX' (1.13)

donde A es una matriz diagonal conformada por los valores propios de B,
X = LAY? es una matriz n x n de rango n — 1 porque X tiene un valor
propio igual a 1,,, y L contiene las coordenadas estandarizadas. La matriz B
proporciona las coordenadas euclideas del conjunto Q = {wy, ws, ..., w,}. Cada
fila x; de X contiene las coordenadas, llamadas coordenadas principales del
individuo i (1 =1,...,n).
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Capitulo 2

Regresion beta basada en
distancias con dispersion
variable para la predicciéon de
proporciones y tasas

2.1 Introduccion

En una variedad de areas cientificas, se quiere evaluar la relacion entre variables
explicativas (continuas, categdricas y binarias) con una variable respuesta que
representa una tasa, una proporcién o partes por millén. Este es el caso de,
por ejemplo, el porcentaje del gasto en alimentos en una familia, la prevalencia
de Loa-loa en muestras de sangre, la proporcién de petréleo crudo convertido
a gasolina después de la destilacién, la rentabilidad media anual en porcentaje
en un fondo, la composiciéon de una cartera de inversiones, el tiempo de uso
diario en diferentes actividades y la distribucion de las ventas en las diferentes
regiones.

En estos casos, el modelo de regresion lineal clasico no es apropiado ya que
la respuesta esta restringida al intervalo (0,1), y la estimacién por OLS puede
generar valores que exceden los limites inferior y superior. Por lo tanto, como
se muestra en Rocke (1993), Cox (1996), Papke & Wooldridge (1996), Pao-
lina (2001), Kieschnick & McCullough (2003), Ferrari & Cribari-Neto (2004)
y Vasconcellos & Cribari-Neto (2005), una solucién es transformar la variable
dependiente de manera que asuma valores en la recta real, y asi, la respues-
ta media transformada es modelada como un predictor lineal basado en un
conjunto de variables explicativas.

La distribucién beta es una familia muy flexible para modelar dicha clase

29
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de datos debido a que su funcién de densidad tiene diferentes formas en funcién
de los valores de los pardmetros. Bury (1999) enumera las aplicaciones de la
distribucién beta en ingenierfa. Johnson et al. (1995) presentaron y discutieron
una serie de aplicaciones de la distribucién beta. De acuerdo con los anteriores
autores, esta distribucion es una de las mas frecuentemente empleadas en el
modelamiento de distribuciones tedricas. Asi mismo, Krysicki (1999) presenta
algunas nuevas propiedades de esta distribucion.

El modelo de regresién beta propuesto por Ferrari & Cribari-Neto (2004)
es util para situaciones en donde la variable respuesta y es continua y definida
sobre el intervalo unidad estandar 0 < y < 1. En su modelo, los parametros
de regresion, son interpretados en términos de la media de y; el modelo es
naturalmente heterocedéstico y se adapta facilmente a las asimetrias. Ospina
et al. (2006) obtiene el sesgo de segundo orden de los estimadores de méxima
verosimilitud y los utiliza para definir el sesgo de los estimadores ajustados,
que son muy utiles para resolver el problema en muestras pequenas. Sin em-
bargo, el parametro de precision en estos casos tiene una varianza grande. El
problema de modelar la varianza ha sido ampliamente discutida en la litera-
tura estadistica por autores como Cook & Weisberg (1983), Atkinson (1985),
Botter & Cordeiro (1997) y Cysneiros et al. (2007).

Una variante del modelo de regresién beta que permite modelar la no linea-
lidad y dispersién variable fue propuesta por Simas et al. (2010). En particular,
en este modelo general, el parametro que representa la precisiéon de los datos
no se supone constante a través de observaciones, sino que puede variar, lo que
conduce al modelo de regresién beta con dispersion variable. En varios casos,
el problema de heterocedasticidad o dispersion variable puede ser resuelto por
el modelo beta inflacionado de ceros, propuesto por Cook et al. (2008).

Con el fin de comprobar la bondad de ajuste del modelo beta estimado,
es importante realizar el andlisis de diagnéstico del modelo ajustado. En este
caso, Espinheira et al. (2008b) propone dos nuevos residuales para esta clase
de modelos y evaliia numéricamente su comportamiento en relacion con el re-
sidual propuesto por Ferrari & Cribari-Neto (2004). Sin embargo, Espinheira
et al. (2008a) propone un tipo de distancia de Cook para evaluar la influencia
de las observaciones, asi como las medidas de influencia local bajo diferentes
esquemas de perturbacién. Ferrari et al. (2011) deriva las matrices apropia-
das para la evaluacion de la influencia local y residual sobre los pardmetros
estimados bajo diferentes esquemas de perturbacion.

Por otra parte, muchos métodos estadisticos y analisis de datos utilizan el
concepto geométrico de distancia entre individuos o poblaciones; estos méto-
dos se aplican en campos como la economia, la antropologia, la biologia, la
genética, la psicologia, entre otros (Arenas & Cuadras 2002). El concepto de
distancia es una herramienta 1til en muchos aspectos de la estadistica: contras-
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te de hipotesis, estimacién de parametros, regresion, analisis discriminante, etc.
Cuadras & Arenas (1990) proponen el método de regresién multiple basada
en el andlisis de distancias utilizando diferentes métricas para trabajar con va-
riables explicativas continuas y categéricas. Cuadras et al. (1996) presentaron
algunos resultados adicionales del modelo DB para la prediccion con variables
mixtas y explord el problema de datos faltantes dando una solucién con DB.
Algunos de los trabajos més recientes son presentados por Esteve et al. (2009)
y Boj et al. (2010), quienes proponen métodos adiciones que incluyen términos
polinomiales y de interaccion en la regresion DB, y ademas, hacen regresiones
lineales locales utilizando predictores funcionales para crear los pesos en la
regresion DB.

Aunque muchos autores han considerado variables explicativas mixtas en
la regresion beta, no existe un enfoque totalmente general para resolver el
problema bajo datos mixtos, e incluso la presencia de multicolinealidad que
puede ser causado por esta mezcla de variables puede traer graves problemas
en la estimacion de parametros. Un método tradicional es el de asignar pun-
tajes a variables cualitativas con el fin de hacerlos continuo; sin embargo, este
procedimiento puede aumentar la multicolinealidad. Por lo tanto, en este tra-
bajo se propone un método alternativo para la solucién de tales problemas
usando distancias euclidianas entre los individuos. Ademas, el problema de
heterocedasticidad es solucionado modelando la dispersion variable emplean-
do la metodologia propuesta por Simas et al. (2010) y Ferrari et al. (2011).
En este contexto, se propone una metodologia DB para ajustar una variable
respuesta tipo beta con dispersion variable. El modelo propuesto se basa en
las metodologias presentadas por Cuadras & Arenas (1990), Cuadras et al.
(1996), Ferrari & Cribari-Neto (2004) y Simas et al. (2010).

En las siguientes secciones se emplea el método de maxima verosimilitud
para estimar los parametros desconocidos del modelo propuesto y se presentan
las principales propiedades de estos estimadores. Ademas, se realiza la inferen-
cia estadistica sobre los parametros utilizando las aproximaciones obtenidas a
partir de la normalidad asintética del estimador de maxima verosimilitud; se
desarrolla el diagnodstico y prediccién de una nueva observacién, y se estudia
el problema de datos faltantes utilizando la metodologia propuesta.

Los procedimientos de modelado y de inferencia propuestos son similares a
los modelos lineales generalizados discutidos por McCullagh & Nelder (1989)
y Myers et al. (2002), excepto que la distribucién de la respuesta no es un
miembro de la familia exponencial. Aunque, la respuesta no es un miembro de
la familia exponencial, una adaptacion a esta familia se lleva a cabo siguiendo
las propuestas en modelos generalizados desarrollado por McCulloch & Searle
(2001), Lee & Nelder (2002), Dobson (2002), y Smith & Ridout (2003). Una
ventaja del modelo propuesto es que es bastante general ya que sélo se debe
elegir en funcion del tipo de variables explicativas una distancia adecuada para
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el modelo de la media, y otra o la misma, para el modelo de dispersion variable.

A partir del enfoque planteado se hacen dos aplicaciones en donde se ajus-
tan los modelos de regresién beta basado en distancias con dispersién (preci-
sién) variable. La primera aplicacién es la proporcién de petrdleo crudo con-
vertido a gasolina después de la destilacion; en ésta, se utiliza la distancia
Gower para los parametros del modelo de media, y la distancia clasica, para
los parametros del modelo de dispersion variable. Mientras la segunda aplica-
cion es el porcentaje promedio de los retornos durante 5 anos; en este estudio
de fondos de inversion se utiliza la distancia Gower, tanto en el modelo de me-
dia como el modelo con dispersion variable. En este 1ltimo estudio, se supone
que hay un 5%, 10 % y 20 % de valores perdidos en las variables explicativas;
con estos porcentajes de perdida se muestra que el método de regresion be-
ta basado en distancias (distance-based beta regression, DBBR) claramente
funciona bien a pesar de la perdida de informacion.

Este capitulo esta dividido en las siguientes secciones: en la Seccion
se presenta el modelo propuesto, se desarrolla la estimacion de los parame-
tros, las pruebas de hipdtesis. En la Seccion se presentan algunas medidas
de bondad de ajuste, se hace la seleccion de las coordenadas principales, el
diagnéstico y prediccion del modelo DBBR, y se estudia el problema de datos
faltantes. En la Seccién se demuestra que las estimaciones obtenidas en el
modelo DBBR son las mismas que las obtenidas en el modelo de regresion beta
tradicional propuesto por Ferrari & Cribari-Neto (2004), inclusive estas predic-
ciones pueden mejorar si se incluyen mas coordenadas principales en el DBBR.
Por ultimo, en la Seccion se presentan dos aplicaciones de la metodologia
propuesta.

2.2 Modelo de regresion beta basado en dis-
tancia con dispersion variable

El modelo se basa en el supuesto que la respuesta tiene distribucion beta, la
funcién de densidad beta esta dada por

M (P11 _ ,n\@=1)
OO .

donde p > 0, q > 0 y I'(+) es la funcién Gamma. La media y la varianza de y
son, respectivamente,

m(y,p,q) = 0<y<l1

P

E(y) = m

(2.1)

Var(y) = P4 (2.2)

(P+a9)2(p+qg+1)
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Las estimaciones de p y g por méaxima verosimilitud y la aplicacién de los
ajustes en los sesgos en pequenas muestras de los estimadores de maxima ve-
rosimilitud para los pardmetros son analizados en Cribari-Neto & Vasconcellos
(2002), Ospina et al. (2006) y Espinheira et al. (2008a).

Con el fin de obtener una estructura de regresién para la media de la res-
puesta junto con el parametro de precision, se trabaja con una parametrizacion
diferente de la densidad beta. De acuerdo a Ferrari & Cribari-Neto (2004), sea
pw=p/(p+q)yé=p+aq,esdecir,p=pudyq=(1—u)p. De lo anterior para
las ecuaciones v (2.2)) se sigue que E(y) = py Var(y) = p(1 —u) /(14 ¢).

i es la media de la variable respuesta y ¢ puede ser interpretado como un
parametro de precisién en el sentido de que para un p fijo, un valor grande de
¢ conlleva a un menor valor de la varianza de y. En Cepeda-Cuervo & Achcar
(2010) se puede encontrar otra reparamentrizacion de la distribucién beta que
presenta resultados similares a la presentada en este trabajo.

En términos de la nueva parametrizacion, la densidad de y se puede rees-
cribir como (Ferrari & Cribari-Neto 2004)

_ L'(¢) (u6—1) (1 _ o) ((1=)6=1)
f(y, p, 8) T (1= p)0)” (1-y) . 0<y<l (23)
donde 0 < < 1, ¢ > 0y I'(+) es la funcién gamma. La funcién de densidad
en presenta diferentes formas de dependencia en los valores de estos
dos pardmetros. En particular, ésta puede ser simétrica cuando p = 1/2 o
asimétrica cuando p # 1/2. Adicionalmente, la dispersién de la distribucién
para un y fijo decrece a medida que ¢ crece. En particular cuando = 1/2y
¢ = 2 la densidad se reduce a la distribucién uniforme.

Aunque en este trabajo la respuesta estd restringida al intervalo unitario
(0,1), el modelo propuesto es 1til para situaciones donde la respuesta esté res-
tringida al intervalo (a,b) donde a y b son escalares conocidos, con a < b. En
este caso se debe modelar (y—a)/(b—a) en cambio de modelar y directamente.
Ademas, si y también asume los extremos 0 y 1, una transformacién ttil en la
practica es (y(n — 1) 4+ 0.5)/n, donde n es el tamano de la muestra Smithson
& Verkuilen (2006).

Para formar un modelo de regresién utilizando la aproximacién del GLM
extendido, se utilizan dos funciones de enlace: una para el parametro de loca-
lizacién () y la otra para el pardmetro de precisén (¢). La funcién de enlace
es una funcion no lineal, suave y mondtona que asigna el espacio ilimitado
del predictor lineal al espacio muestral apropiado de las observaciones; por lo
tanto, enlaza el predictor lineal con las observaciones.

Sea y1, 9, ..., Y, variables aleatorias independientes, cada y; sigue la fun-
ci6n de densidad en (12.3)) con media ; y dispersion desconocida ¢;, i =1, ..., n.

Asuma que la media y la dispersién variable de y; se pueden escribir como
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(Smithson & Verkuilen 2006, Simas et al. 2010)

mi = g1(i) = Go +vi¢ i = 92(0i) = o + uiep (2.4)

donde (y y o son parametros asociados a los interceptos desconocidos,
¢ = (G, o, Gn)s @ = (@1, ,0p,) son vectores de pardmetros de regre-
sion desconocidos e independientes, con { € RPt yv ¢ € RP2 p; + ps < n.
Adicionalmente, vf = (vi,...,Vip,) v ul = (wa, ..., up,) son vectores de las
p1 vy p2 variables explicativas observadas centradas, respectivamente. Note que
el parametro de precisién no es constante para todas las observaciones, sino
que en cambio es modelado de forma similar al parametro de la media.

Las funciones de enlace ¢g; : (0,1) — Ry g2 : (0,00) — R son es-
trictamente monétonas y dos veces diferenciables. Algunas posibles eleccio-
nes para la funcién de enlace en el modelo de localizacién, g;(p;), son: logit,
91(ps) = log{ /(1 — ;) }; probit, gi(u;) = 7" (u;) donde @(-) es la funcién de
distribucién acumulativa de una variable normal estdandar; complemento log-
log (cloglog), g1 (i) = log{—1log(1 — ;) }; y loglog, g1(p:) = —log{—log(u)}.
Una rica discusion de las funciones de enlace para el modelo de localizacion es
presentada en Atkinson (1985) y McCullagh & Nelder (1989). En el modelo
precisién algunas funciones de enlace para gy son: logaritmo, go(¢;) = log ¢;;
rafz cuadrada, go(¢;) = v/¢;; v la identidad, ga2(¢;) = ¢;, entre otras.

En forma matricial, los modelos en (2.4]) se pueden reescribir como:

= gi(pn) =Gl+ V(¢ My = g2(@P) = ol + Uy (2.5)

donde po = (p1, .., pin)ts @ = (é1,...,¢n)" 1 es un vector de unos de tamario
nx1,V=HV*yU=HU"conH =1, — %lnlfl una matriz centrada e I,
la matriz identidad de tamano nxn. V* y U”* son matrices conformadas por las
variables explicativas originales asociadas con el modelo de media y dispersion
variable, respectivamente. Ademds, tanto V* como U™ pueden incluir variables
continuas, categoricas y binarias, o incluso una mezcla de ellas.

2.2.1 Construccion del modelo beta utilizando distan-
cias

Considere un conjunto de n individuos donde se observan las variables
aleatorias independientes yi,ys,...,yn, v las variables explicativas, v! =
(Vity o3 Vipy) ¥V UL = (W, ..., Uip,). A través de las funciones de distancia
d(-,) v 0(-,+) que dependen de v;’s y u;’s, respectivamente (como se mues-
tra en la Seccion , se encuentran las matrices de distancia D, = (d;) y
D, = (0;7) donde d;; y 6;» son distancias entre los individuos i e ¢ para los
modelos de media y de dispersion variable, respectivamente. Obsérvese que
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si las mismas variables explicativas se toman en los modelos de media y de
dispersion variable, entonces D, = (d;) y D, = (d;) coinciden.

Estas distancias satisfacen que la distancia es cercana a 0 si v o u medidas
en ¢ e ¢ son muy similares, es decir, d;y = 0 0 ;; = 0 si v; = vy 0 u; = uy,
respectivamente. Ademads, si d;; = 0 se observa que los individuos i e i’ estdn
cerca en el modelo de media, y/o si d;7 = 0 se dice que los individuos i e ¢’
estan cerca en el modelo de dispersion variable.

Siguiendo el procedimiento presentado en la Seccion y la propuesta
realizada por Cuadras (1989): como D, = (d;») y D,, = (d;7) son matrices de
distancias euclidianas, sean A, = (a%) y A, = (a%) donde a%, = —d2%, /2 y
al, = —6%,/2, y ademds, sean B, = HA,H y B, = HA,H. Entonces, de
acuerdo a Mardia et al. (2002), B, y B, son matrices semi-definidas positivas
de rango p; y po, respectivamente. Por lo tanto, estas matrices se pueden

expresar como

1 1 1 1
B (1) (- b B (n- b (- )
n n n n
—L,A L' = XX' —L.AL.=ZZ'

donde A, y A, son matrices diagonales conformadas por los valores propios de
B, y B,, respectivamente. X = LQCAHIC/2 es una matriz n X (n — 1) de rango
(n—1), Z = LZA;/2 es una matriz n X (n — 1) de rango (n — 1),y L, y
L, contienen las coordenadas estandarizadas para el modelo de medias y el
modelo de dispersion variable.

Ademés, las filas !, ... x! de X son las coordenadas principales de B,
con respecto a la matriz de distancia D,. Cuando un individuo ¢ es similar
a un individuo 7 en entonces v; = vy y por consiguiente, es evidente
que x; = x;. Lo mismo sucede con las filas 2!, ..., 2! de Z. Por lo tanto,
los modelos en pueden ser reexpresados como los siguientes modelos de
media y de dispersion variable basados en distancias, respectivamente,

m=g(n)=051+XB, ny=0(¢) =xnlt+tZa, (2.6)
donde By y aq son los parametros relacionados a los interceptos desconocidos,
B = (Br,...,Pn1), @& = (a1,...,,_1) son los vectores de pardmetros de

regresion desconocidos y formalmente independientes, con B, € R* ! y a, €
R,

Particionando X como X = (X () X,_k,) donde X 4, contiene un sub-
conjunto de k; columnas de X, y X,,_j, contiene las restantes columnas de X.
Realizando el mismo procedimiento con Z, Z = (Z (k2) Z, ,) donde Z (k2)
contiene un subconjunto de kg columnas de Z,y Z,,_j, contiene las restantes
columnas de Z. Entonces, los modelos reducidos DB se pueden expresar como

M1 = Bol + X x)B ) Ny = ol + Z k)0 xy) (2.7)
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donde X,y = (X1,..., Xy, ) con X; (j =1,..., k1) la j-ésima columna de X,
Zy = (Z1,...,Zy,) con Z), (h=1,...,ky) la h-ésima columna de Z; siendo
ademas cada X ; y Z} coordenadas principales de X y Z, respectivamente.

El modelo propuesto en (2.7 se puede reescribir como

kl k2
n, = Bol + ZBij Ny = ool + Z apZ; (2.8)
j=1

h=1

o alternativamente como

k‘l kQ
mi =g () =Y i, = =8 i = ga(di) = Y _ zijan = zie  (2.9)

=0 h—0
i=1,...,n,donde z;0 = 1, 2o = 1, &' = (zj0,. .., Ziy), 2\ = (Zio, - -, Ziky),

B = (Boy-,Br) y & = (qg,...,0k).

Obsérvese que para los modelos presentados en (12.7)) se cumple: X ;1 =0
y Z;,l =0, Xij = Agz; con A;; un valor propio de B, Z’;ZZh =\, con A,
un valor propio de B,, X;Xj/ =0paraj#j y Z)Zy =0 para h # I, con
4,7 =1,...,kt y h,h = 1,...,ky. Por lo tanto, esos modelos estdn en una
forma ortogonal centrada.

2.2.2 Estimacion de parametros

En esta subseccién se utilizardn algunos de los resultados de la regresién be-
ta presentados en Ferrari & Cribari-Neto (2004), junto con la extensién del
modelo de regresion beta con dispersion variable realizada por Smithson &
Verkuilen (2006) y formalmente introducida (junto con otras extensiones) por
Simas et al. (2010).

Sea la densidad para cada y; como la presentada en la ecuacién ([2.3)), el
logaritmo de la funcion de verosimilitud es:

li(p1i, i) =log I'(¢i) — log I' (i) — log I'((1 — pu)bs)
+ (ss — 1) log(yi) + (1 — ps)ps — 1) log(1 — y;) (2.10)

con fi; = gfl(mi) y ¢ = 951(021) definidas en ([2.9).

Entonces la funcion de log-verosimilitud para esta clase de modelo de re-
gresion beta esta dada por

n

1B, e0) = > Lip, 4) (2.11)

i=1
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Derivando parcialmente la ecuacién (2.11]) con respecto a cada [3;, para
j=0,1,...,ky, se obtiene la siguiente expresion

ol(B, ) _ zn: Ol;i(pi, ¢s) Ops Ons
9B, = Owi  Onu 9B,

donde 9ny;/0p; = wij, y de 2.9), Opi/Omi = 1/¢i (i) = dgy*(ms)/dms.
Ademsds, derivando parcialmente (2.10)) con respecto a cada p;, para i =
1,...,n, se tiene que

U8, a) = (2.12)

B0 g {rog ({2 ) - Wmo) — (- wio] | (213

donde 9 (-) es una funcién digamma, es decir, ¥(z) = dlogI'(z)/0z para z > 0.
Sea yi =log(yi/(1 — i) y 1§ = ¥(pigi) — (1 — pi)¢s), entonces

B, a) & 1

(IB? ) aﬂ] Z: yz :uz gi(ﬂ>xlj (214)

Ahora, derivando parcialmente (2.11)) con respecto a cada «y,, se obtiene

(B, a) N zn: Oli(1s, @i) Obi On;

Un(B, @) = doy, = Oy Omi Oy’

h=0,1,....k (2.15)

donde Onyi /O, = zip, y de [2.9), 9¢i/Ona = 1/gh(i) = dga* (12:)/dnai
Ademsds, derivando parcialmente (2.10)) con respecto a cada ¢;, para i =
1,...,n, se obtiene

ol; (Hz’ ) ¢i>

99, =(¢) + iy — i) — (1= pi)di) +log(1 —w;)  (2.16)

Por lo tanto,

L 1
; (0s) + pa(y; — i) — (1 — ps) i) +log(1 — y3)] M%h,

para h =0,1,..., ks.

Bajo condiciones de regularidad, se sabe que

E <l09 <1 %yz>> =(pigi) — (1 — pi) i)
Ellog(1 — y;)] =((1 — pi) i) — ¥ ()
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Considerando el vector de pardmetros completo 8 = (3", at)?, la expresion
matricial de la funciéon score obtenida por diferenciacion de la funcién de log-
verosimilitud con respecto a los pardmetros desconocidos estéd dada por U (6) =

(U3(0),U,(6))", donde
Us(0) = X'YT1(y" —p") v Uad0) =Z'T0 (2.17)

*

y donde y* = (yi,...,y5)", p* = (uf,...,u5), 9 = (Vq,...,0,)", Ty =
diag(du;/dm;), Ty = diag(de;/dne) vy X = diag(¢;), con diag(p;) que de-
nota la matriz diagonal n xn (i = 1,...,n) y 9; = u;(y; — pi) + () —((1—
1:)®:) + log(1 — y;).

El siguiente paso es encontrar la segunda derivada de [(3, &) con respecto a
3, es decir, una expresion para la matriz de informacion de Fisher. Derivando

parcialmente (2.12)) con respecto a f3;, se tiene
*1(B, o) :zn: (59211'(#1,@) dp; . Ol (i, i) O d/h‘) dp;
aﬁjaﬁjf i—1 aﬂ? dny; Opi Opi dnii ) dm;

Como E(0l; (i, ¢:)/0pi) = 0, entonces

LjjTig

Derivando ( ahora parcialmente con respecto a u;, se obtiene

g“” =~ W) + (1~ )
Hi
y entonces
OCUB. )\ S~y
con 1
a; = {4 (i) + ' (1 = pa) i) }———
91 (1)

donde 9'(+) es la funcién trigamma.

De (2.12)), la segunda derivada de [(3, &) con respecto a «y, se puede ex-
presar como

82l(ﬁ,a) ::zn: (3211(%7@) dpsi X Oli(pi, ¢i) O sz’) do;
3Oéh35j i=1 0¢i0u;  dm; Opu; O dn1i ) dnp

ZihLij

Tomando los valores esperados a ambos lados de la expresion anterior, se

tiene que
(B, " Pl &)\ [ dpi\ [ doi
E< Oa, 0, > Z < 0¢iOu; > <d771i> <d772z‘> “inti

=1
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Por otra parte, derivando parcialmente (2.13)) con respecto a ¢;, se obtiene

Dbidi — dilpai — ¥/ ((1 = i) )]

y entonces

9?18, dji; do;
E< 8ahﬁﬂj > Z ¢z HiQy — (1 - ,U/z)d)z)] <d7’]11> <d7721> Zin Tt

=1

Por 1ltimo, derivando parcialmente (2.15)) con respecto a ¢;, se llega a

dapdoy = 07 dny Od; Oy dnyi ) dn;

ZihZin!

Como E(0l; (i, ¢;)/0¢p;) = 0y tomando los valores esperados a ambos lados
de la expresién anterior, se encuentra que

0*1(B; ex ipis 00\ ( dei )
E ? E 79 (2 K2 : : ,
< dapdayy > Z < 0¢7 > (d772z‘> Finzih
Derivando parcialmente (2.16)) con respecto a ¢;, se tiene que

d*l; (pi> d3)
097

=0 () — 3 (pachi) — (1 — pa)*¢' (1 — i) 9s)

y entonces

9?l(B, ) " 2
El 75— bi ihZih/
< o, Oy ZZ:; <d772@> S
donde b; = (1 — p:)*¢' (1 — pa) i) + p' (michi) — ¥’ ().

Los estimadores de méxima verosimilitud (MLE) de 8 y « se obtienen
del sistema no lineal U(0) = 0, con 8 = (3", a'). En la préctica, los MLE’s
se obtienen por maximizacién numérica de (2.11)), utilizando un algoritmo de
optimizacién no lineal, tal como Newton-Raphson, Fisher’s scoring o quasi-
Newton; para mas detalles ver Press et al. (1992) y Nocedal & Wright (1999).
Como valores iniciales para 3 y « se sugiere utilizar los siguientes modelos de
regresion lineal normal

kl k2
(i) = Z“"ijﬁj y g2(0;?) = Z ZihOlh,
j=0 h=0

~ (0
Este procedimiento producira ,3( ) y a9 los cuales se utilizan como valores
iniciales. Note que se esta asumiendo que Y; ~ N(u;, 02).
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2.2.3 Casos especiales

En esta subseccion se presentan algunos modelos especiales que se encuentran
cominmente en la practica. Sea P y W matrices de tamanos 2n x (k; + ko) y
2n X 2n, respectivamente, las cuales estan dadas por

Po(X D)y we(Wr We)

donde W = diag (¢ilpiai — /(1 =)o) (3) (52)), Was = Wi,
W5 = ding (o0, (2)7) ¥ W = diog (b (1)),

Por lo tanto, la matriz de informacién de Fisher para el vector de parame-
tros, 0, esta dado por

K(0)=K(B,a) = PPWP = (Ilgzg giﬁ (2.19)

En este caso, como W, # 0 los pardmetros 3 y a no son ortogonales, en
contraste con lo que sucede con los modelos lineales generalizados donde esta
ortogonalidad se satisface (McCullagh & Nelder 1989). Sin embargo, los MLE’s
de@y K (9) son estimadores consistentes de 8 y K (8), respectivamente, donde
K (0) es la matriz de informacién de Fisher evaluada en 6.

Observe que si las variables originales, V' y U, se juntan en una sola ma-
triz de variables explicativas y luego, el proceso de distancias y descomposicion
espectral se desarrollan, la matriz Wg, = 0 porque las coordenadas princi-
pales de X son independientes de las coordenadas de Z debido al proceso
de ortogonalizacién, que produce el mismo resultado de McCullagh & Nelder
(1989). Sin embargo, este procedimiento no se utilizé debido a la dificultad de
distinguir entre cudl coordenada debe ir al modelo de media y cudl al modelo
de dispersion variable.

Modelo de regresion beta basado en distancia con dispersion cons-
tante

Escribiendo g1(p:) = g(p:) ¥ g2(¢i) = ¢i en (2.9), donde g(+) es una funcién de
enlace, los modelos presentados en (2.9)) se pueden escribir como

o) =mi =B vy =09

donde ¢ > 0 es constante, es decir, Z =1y Ty = I. Por lo tanto, el vector
score definido en ([2.17) toma la siguiente forma

Us(B,0) =0 X'T(y" —p*) v UyB,¢) =0 (2.20)
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donde T' = diag(du;/dn;), y y*,u* y 0; se definieron anteriorente. Por otra
parte, las matrices P y W definidas en (2.18) se pueden expresar como

_ (X 0 _( Wgss Wpy
P_<0 1> Y W_<Wd>ﬁ W

con W g5 = diag (6%a; (42)), W sy = diag (¢{mai — /(1 — p)9)} (%)) v
W s = diag(b;), donde a; y b; se definieron en la subseccién [2.2.2 Por lo tanto,
la matriz de informacién de Fisher para @ = (8", ¢)! es K(0) = P'W P.

Modelo de regresion beta basado en distancia con dispersién variable

En esta clase de modelos lineales generalizados, los modelos de DBBR con
dispersién variable a diferencia de con dispersién constante, presentados an-
teriormente, permiten que el pardametro de precision ¢ varie a través de una
estructura de regresion lineal. Mas precisamente, la ecuacién para este
modelo se convierte en

gl(ui) =M = ﬂffﬁ y 92(@) =T = zfa

donde B € R *! y o € R¥2*! E] vector score para este modelo es idéntico al
que se presento en la expresion . Ademas, con W definida como en ,
la matriz de informacién de Fisher para el vector de pardmetros 8 = (3, a)?
es K(0) = PPWP.

2.2.4 Inferencia para muestras grandes

En esta seccién, se desarrolla la razén de verosimilitud, las pruebas de Score y
de Wald para los pardametros del modelo DBBR con dispersién variable. Tam-
bién, se obtienen los intervalos de confianza para los parametros de regresién
asociados a los modelos de media y de dispersion variable.

Suponiendo que J(0) = giing LK () existe y es no singular, es decir,

K'=K'(0)=K (8 a)= <K65 KBQ)

Kozﬁ Koo

Ademés, no es dificil mostrar que y/n (9 - 0) % Nyy+ky (0, J71(8)), donde

< denota convergencia en distribucién (McCullagh & Nelder 1989, Dobson
2002).

En el modelo DBBR, se considera la hipétesis
Hy:0.=(8.,al) = 6" contra H,:0, # 6" (2.21)

r1? *
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donde 6, = (h,a )t = (B B ar,. o)y 00 =
(ﬁ e 7{?), ..,041(};)) para r < ki y 1o < k.

El estadistico de razén de log-verosimilitud para juzgar (2.21)) estd dado
por

w =2(1(B.a)-1(8,a)) (2.22)
donde [ (,@, &) es la funcion de log-verosimilitud evaluada en los valores esti-

=t __\! : L. L. o
mados y (,8 ,at) es el estimador méaximo verosimil restringido de (8, o)t
obtenido bajo la hipdtesis nula. Bajo las condiciones usuales de regularidad y
bajo Hy, w KN X%r1+r2)' Asi; el juzgamiento de (2.21) se puede realizar uti-
lizando los valores criticos de las aproximaciones a la distribucion asintotica
2
X(T1+7’2)‘

En particular para juzgar Hy : B, = ,65?) contra Hy : B3, # ,35,?), se
describe el uso del estadistico score: sea U3 un vector de dimension r; x 1
que contiene los primeros r; elementos de la funcién score para 3 y sea K ff
una matriz de tamano (r; X r;) formado a partir de las primeras r; filas y
las primeras r; columnas de K”?. De la ecuacién ([2.17)), se puede demostrar
que Ui = X YT, (y* — p*), donde X es particionada como [X; i X3]
siguiendo la particién de B. Por lo tanto, la estadistica Score de Rao para
juzgar Hy : B, = ﬁg?) esta dada por

—t BB~
=U 3K, U (2.23)

donde las tildes indican que las cantidades son evaluadas en el estimador de
maxima verosimilitud restringida. Bajo las usuales condiciones de regularidad

. d 2
y bajo Hy, wa = X7,

La inferencia asintotica también se puede realizar usando el estadistico de
Wald, el cual esta dado por

ws = (B, ~6Y) (K1) (B, - 8Y) (2.24)

—B8 . . .. PR
donde K, es igual a K 99 evaluada en el estimador méximo verosimil sin
restriccion y 3, es el estimador méaximo verosimil de 3, . Bajo las condiciones

. . d 2
usuales de regularidad y bajo Ho, w3 = X7,

En particular, para juzgar la significancia del j-ésimo parametro de regre-
sién 3;, 7 = 1,..., k1, se puede utilizar la raiz cuadrada positiva del estadistico
de Wald, es decir, si se desea contrastar la hipotesis

Hy:B;=0 contra Hy:f3;#0
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El estadistico de prueba esta dado por

B |
wg, = —, j=0,1,....k (2.25)
ee (5;)

donde ee (ﬁj) es el error estandar asintotico del estimador maximo verosimil

de Bj obtenido de la inversa de la matriz de informacion de Fisher evaluada en
las estimaciones maximo verosimiles. El limite de la distribucion del estadistico
de prueba dado en ([2.25) bajo Hy cierta es una distribucién normal estédndar.

Ademas, un intervalo de confianza aproximado (1 — ¢)100 % para f3;, j =
1,...,k y0<q<1/2estd dado por

IC1—g)100%(B;) = (BJ — oL yee (Bj):8; + oL, e (BJ))

donde ®~! es la inversa de funcién de distribucién normal estandar. Observe
que este intervalo no se construye en términos del odds ratio porque éste se
obtiene de las coordenadas principales usando distancias; el odds ratio no tiene
el mismo sentido que el odds ratio en el modelo clasico.

Si se desean calcular regiones de confianza aproximadas para grupos de
parametros, éstas se pueden obtener utilizando cualquiera de las tres pruebas
para muestras grandes dadas en (2.23)), (2.24)) y (2.25).

. : . _ (0 ) 0

De forma similar, para juzgar Hy : o, = aﬁ,; contra H; : a,, # a$2) se
describe el estadistico de score: sea U, el vector de dimension ro que contiene
los primeros 75 elementos de la funcién score para a. Ademas, sea K{' una
matriz de tamano (ry X 79) formado por las primeras ry filas y las primeras
ro columnas de K“*. Por lo tanto, de la ecuacién (2.17) se puede mostrar
que Uy, = ZLTy9, donde Z es particionada como [Z, | Zs] siguiendo la
misma particién de a. Por lo tanto, la estadistica Score de Rao para juzgar

: _ 0 ,
Hy: oy, = a£2) esta dada por

—~t —~—~ao—

wi=U, K U, (2.26)

donde las tildes indican que las cantidades son evaluadas en el estimador res-
tringido de maxima verosimilitud. Bajo las condiciones usuales de regularidad

. d 2
y bajo Hy, wy = X7,

La inferencia asintotica también se puede realizar usando el estadistico de
Wald, el cual esta dado por

ws = (@, — o) (K}) " (@, — ) (2.27)

T2

ry=eier . . 7’ . Vé . .
donde K, es igual a K| evaluada en el estimador maximo verosimil sin
restriccion y @, es el estimador maximo verosimil de o,.,. Bajo las usuales

condiciones de regularidad y bajo Hy, ws KR sz.
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En este caso, para juzgar la significancia del h-ésimo parametro de regresién
ap, h =1,..., ko, se puede utilizar la raiz cuadrada positiva del estadistico de
Wald, es decir, si se desea contrastar la hipétesis

Hy:a,=0 contra H;:ap#0

El estadistico de prueba esta dado por

W, = h=0,1,... k (2.28)

donde ee (a5) es el error estandar asintético del estimador maximo verosimil de
&y, obtenido de la inversa de la matriz de Fisher evaluada en las estimaciones
maximo verosimiles. El limite de la distribucién del estadistico dado en ([2.28))
bajo Hy cierta es una normal estandar.

Ademads, un intervalo de confianza aproximado del (1 — ¢)100% para oy,
h=1,...,ky vy 0<q<1/2, estda dado por

ICH_gr00%(an) = (@h — (ID(_ll_q/Q)ee (ap);an + (ID(ll_q/z)ee (@h))

2.3 Ajuste, seleccion, diagnéstico y prediccion
del modelo DBBR

En esta subseccion se exponen algunas medidas de bondad de ajuste, se hace la
seleccion de las coordenadas principales, el diagnostico y prediccion del modelo
DBBR, y se estudia el problema de datos faltantes.

2.3.1 Medidas de bondad de ajuste

Después de ajustar el modelo DBBR es importante llevar a cabo un analisis
de diagnoéstico, con la finalidad de verificar la bondad de ajuste del modelo
estimado. Una medida global de la variacién explicada se obtiene calculando
el pseudo R? definido como

R}, =v*(A,q(y) O0<R; <1 (2.29)

donde 7(7y,91(y)) es el coeficiente de correlaciéon muestral entre 7, v g1(y).
Cuando R; = 1 existe un acuerdo perfecto entre 7, y ¢1(y), por lo tanto entre
p e y. Se observa ademads que las estimaciones de 17, dependen de la estimacién
del vector de parametro o, es decir, del modelo de dispersion variable, n,. Por
lo tanto, Ril depende de si se modela la dispersion variable o no.
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La discrepancia del modelo ajustado se puede determinar a través de
qué tanto el modelo ajustado es significativamente diferente del modelo satu-
rado, el cual contiene tantos pardametros como observaciones hay en el modelo.

Para ello, sea
n

donde ji; es el valor de u; que resuelve 9l;/0u; = 0, es decir, ¢;(ys — pf) = 0.
Cuando min{¢y,...,¢,} es grande, uf ~ log{pu;/(1 — p;)}, y de esto se sigue
que fi; = Y.

Para ¢ conocido, la medida de discrepancia entre los dos modelos es
D(y; p, @), donde & es el estimador de maxima verosimilitud de p bajo el

modelo estudiado. Cuando ¢ es desconocido, una aproximacién de esta canti-
dad es

D (y:i. @) =3 13, (2:30)
i=1
que es conocida como la deviance, y donde
rp, = sign (y; — fis) {2 [l (7, &) — i (T, 1)) }1/2 (2.31)

con [; ([li,gzz,-) la maxima verosimilitud del modelo saturado y ;(fi;, ggl) es la
méaxima verosimilitud del modelo restringido bajo Hy. Ferrari & Cribari-Neto
(2004) llaman a rp, la i-ésima residual de deviance porque una observacién
con un valor absoluto grande de rp, puede ser vista como una discrepancia.
Tal como se esperaba, la log-verosimilitud asociada al modelo saturado debe
ser mayor que la asociada a un modelo con ki + ko < n parametros.

El estadistico tiene una distribucién asintética X%n— 1 — k) Claramen-
te es deseable una deviance pequena, y si esta no es significativa, la conclusion
es que el desempeno del modelo bajo estudio no es significativamente diferen-
te del modelo saturado; por lo tanto, la estimacién de los otros parametros
involucrados en el modelo saturadao es innecesaria.

2.3.2 Seleccién de variables para el modelo beta basado
en distancias

A continuacién se presenta como elegir la dimensién de prediccion adecuada.
Se quiere obtener dos permutaciones (una de k; coordenadas principales para
el modelo de media y otra de ks coordenadas principales para el modelo de
dispersion variable) de tal manera que X y Z son dos conjuntos 6ptimos de
k1 y ko variables predictoras en (1.4), de acuerdo con algtn criterio adecuado.
Para este objetivo, se adaptan las propuestas del modelo de regresion clasico
formuladas por Cuadras et al. (1996) con la finalidad de decidir, si una columna
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de X en el modelo de media o una columna de Z en el modelo de dispersion
variable, debe ser incluida o eliminada.

Lo anterior es de interés para evitar el problema de obtener un pseudo R? ~
1 en el modelo de media cuando el rango de X es k; = n — 1. Por lo tanto, es
necesario considerar solo las coordenadas principales (X q,..., Xy,,..., X 1)
mas correlacionados de B, con la variable respuesta y. Algunas alternativas
para incluir o eliminar una variable predictora (una columna de X) son:

M1. Las columnas de X se organizan en orden decreciente de acuerdo a la
correlacién absoluta con ¢;(y), es decir,

(10X 1), 91(y) > - > (01 (X k) 91(y) > - > 12 ([01(X 1), 91(y))

donde 7(7,(X), g1(y)) es el coeficiente de correlacién entre 7,(X;) y
g1(y), incluyendo sélo la j-ésima (j = 1,...,ky,...,n — 1) coordenada
principal. Esto se hace dejando las mismas funciones de enlace en ¢; y
g2 (por ejemplo, en todos los modelos, el enlace logit para g; y el enlace
log para g,). Con este procedimiento, las coordenadas principales menos
correlacionadas con y se eliminan, es decir, n — k; (k; < n) coordenadas
en el modelo final no se consideran.

M2. Lo mismo que en M1, pero utilizando el estadistico (2.25)) en valor abso-
luto para seleccionar las coordenadas principales que deben ser incluidas
en el modelo reducido DB, es decir,

w51>--->w5k1>--->wﬁn_l

Ma3. Se lleva a cabo de manera similar para la seleccion del nimero de va-
riables explicativas en la regresién multivariada, siguiendo el conocido
C,-Mallows. Esto es, se construye una grafica representando los puntos
(5,1=c())); 5 =1,...,k1,...,n—1; de este modo, el punto en el que hay
una caida significativa debido a la falta de predecibilidad es determinado.
La predecibilidad, ¢(j), estd dada por la expresién

S 2 ((X2), 91() A
¢(0) =0, c(j) ==
2 (7, (X), 01(9)) A

=1

donde A, es el i-ésimo valor propio asociado a X,;, ¢ =
1,2,...,k1,...,n—1 (Cuadras et al. 1996). La seleccién del nimero de
coordenadas principales corresponde a la caida significativa de 1 — ¢(j).

Finalmente, siguiendo cualquiera de los tres métodos presentados anterior-
mente, las coordenadas principales Xy, 11,...,X,,—1 se deben eliminar o no
considerar en el modelo de medias.
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Ahora supéngase que (1, — Bol) € Efll,)l, donde Efll,)l es un subespacio ge-
nerado por las columnas de X, entonces el modelo de media se puede expresar
como

U 2501 + X(kl)ﬁ(kl) + X(nflfkl)ﬂ(nflflﬂ)
:'Fll + €,

donde X (,_1_,) contiene las columnas que son pobremente correlacionadas
con gi(p), asi X (n_1_k1)B(n_1_k1) puede ser interpretado como un término de
error €., y en este sentido, el modelo es consistente con el modelo de regresién
beta lineal clasico.

Por otro lado, para la seleccion de las ky coordenadas principales asociadas
a Z en el modelo , se puede utilizar cualquiera de los procedimientos
presentados para la seleccion de coordenadas en el modelo de medias. En el
caso del modelo de dispersion variable, una coordenada principal debe incluirse
en siguiendo cualquiera de las siguientes alternativas:

S1. Utilizando (3.36)), pero con

rp, = rp,(Zy) = sign (y; — i) {2 (li (ﬁa ¢~51<Zh)) — i (ﬁa ng'(Zh)»}l/Q

donde rp,(Z}) es el residual obtenido a partir de la inclusién de Zj,
h =1,...,ky,...,n—1 en el modelo. De esta manera, las deviances
estan ordenadas de menor a mayor, las primeras ko deviances son

D (y; i, 6(Z1)) < D (y: i, 6(Z5)) < -+ < D (y; . $(Z1,))

S2. Se utiliza el estadistico presentado en en valor absoluto conside-
rando cada variable por separado, luego se ordena de mayor a menor
los valores del estadistico, y finalmente, se seleccionan las primeras ko
coordenadas principales, es decir,

wa1>...>wak2...>wan71

S3. Ordenar los valores propios asociados con cada columna de Z de mayor
a menor, es decir, A;; > -+ > A, >+ > A,y luego, se seleccionan
las primeras ko coordenadas principales para formar Z. Sin embargo,
como se indica en Cuadras & Fortiana (1993), si hay valores propios
pequenos que estén correlacionados con la variable respuesta, las coor-
denadas principales asociadas se correlacionaran con el “ ruido ” en vez
de con la variabilidad principal de los datos.
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Al igual que en el modelo de medias, siguiendo cualquiera de los tres méto-
dos presentados anteriormente, las coordenadas principales Zy, 11,..., 24,1 se
deben eliminar o no considerar en el modelo de dispersiéon variable. Observe
que si las mismas coordenadas principales se incluyen en los modelos de media
y dispersién variable, 1, y 15, las coordenadas principales X y Z coinciden.

Adicionalmente, supéngase que (n,—apl) € E 1, donde E 1 es un subes-
pacio generado por las columnas de Z, entonces el modelo de dispersion va-
riable se puede expresar como

My =001 + Z (1)) Qiy) + Z (n—1—k2) C(n—1—ky)
:?72 +e.
donde Z(,_1_,) Contiene las columnas que son pobremente correlacionadas

con ga(@), ast Z (—1—ky)Q(n—1-k,) Puede ser interpretado como un término de
erTor €,.

2.3.3 Medidas de diagnéstico

Debido a que la i-ésima observacién en (2.31)) contribuye una cantidad r3, a la
deviance, una observacién con un alto valor absoluto de rp, puede ser atipica.
Por esto, a rp, se le llama el i-ésimo residual de deviance.

Hay varias clases de residuos para los modelos DBBR, una alternativa
natural son los residuales de Pearson, los cuales Ferrari & Cribari-Neto (2004)
y Espinheira et al. (2008b) llaman residuales ordinarios estandarizados y se
definen como R

Yi — i
Var(y;)

donde Var(y;) = fis (1 — i) / (14 ¢4), fli = 91" (mfﬁ) y ¢ = g5 (zl@). Si-
milarmente, se pueden definir los residuales de deviance como se hizo en la
ecuacion via las contribuciones del signo al exceso de la verosimilitud.
Ademads, Espinheira et al. (2008b) propusieron unos residuales con mejores
propiedades que los residuales de Pearson, éstos son llamados los residuales
estandarizados ponderados 2

rp, =

rony =
donde y; = log(yi/(1 — i) v A = ¥ (fugi) — v (1 — i) 1), ¥(-) denota la

funcion digamma. Ademas 7; = [W (ﬂzégz + v/ ((1 — [;) qb,)] v hj; es el i-ésimo
elemento de la matriz hat definida en (2.32]).

Un grafico de estos residuales contra las observaciones indexadas (i) puede
evidenciar patrones no detectables. Adicionalmente, una tendencia detectable
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en el gréfico de rp, 0 7p, 0 rgwe, contra gy (A1) puede sugerir una falta de
especificacion de la funcién de enlace.

Dado que la distribucién de los residuales no se conoce, los graficos Half-
Normal con valores de franjas simuladas son una buena estrategia de diag-
nostico, véase Atkinson (1985), Neter et al. (1996), Ferrari & Cribari-Neto
(2004) y Espinheira et al. (2008b) para mayores detalles. La idea principal es
aumentar el grafico Half-Normal usual al adicionar una franga simulada, la
cual es util para decidir cuando los residuales observados son consistentes con
el modelo ajustado. Este tipo de graficos se obtienen siguiendo los siguientes
pasos (Ferrari & Cribari-Neto 2004):

1. Ajuste el modelo y genere una muestra simulada de n observaciones
independientes utilizando el modelo ajustado como si éste fuera el modelo
verdadero.

2. Ajuste un modelo con los datos de la muestra generada y calcule los
valores absolutos ordenados de los residuales.

3. Repita los pasos 1. y 2. [ veces.

4. Considere los n conjuntos de [ estadisticas de orden, para cada conjunto
calcule el promedio, y los valores minimo y maximo.

5. Grafique los valores obtenidos y los residuales ordenados de la mues-
tra original contra los puntajes Half-Normal de la forma: ®~!((z + n —

1/8)/(2n +1/2)).

Los valores minimo y méaximo de las [ estadisticas de orden generan la cu-
bierta. Atkinson (1985) sugiere usar [ = 19, ya que la probabilidad de que
un residual absoluto caiga més alld de la banda superior proporcionada por
la franja es aproximadamente igual a 1/20 = 0.05. Las observaciones corres-
pondientes a los residuales absolutos que se encuentren fuera de los limites
proporcionados por la franja simulada se deben estudiar a mayor profundidad
ya que pueden ser observaciones atipicas o influyentes. Adicionalmente, si una
proporcion considerable de puntos cae fuera de la cubierta, se tiene evidencia
en contra del adecuado ajuste del modelo propuesto.

Después de hacer una identificacién de las observaciones influyentes y un
analisis de residuales, se hace uso de la matriz “sombrero” de costumbre,

1/2 _ 1/2
H=WX(X'WsX) ' X'W},; (2.32)
cuando los ¢;’s son conocidos y min{¢y,...,¢,} es grande. En este caso,

el 7-ésimo elemento de la diagonal de W}}//BZ es aproximadamente igual a
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{g} (i) Var(y;)¥/2} =1 (Ferrari & Cribari-Neto 2004, Espinheira et al. 2008a).
Cuando los ¢;’s son desconocidos se pueden revisar en Ferrari et al. (2011).

Una medida de influencia de cada observaciéon sobre los parametros
de regresion estimados es la distancia de Cook (Cook 1977) dada por
kit (B — B(i))tXthX (B — B(i)), donde B(i) es el vector de parametros
estimados sin la i-ésima observacion. Esta medida es la distancia al cuadrado
entre B y B(;. Para evitar el ajuste del modelo n + 1 veces, se utilizard la
aproximacién usual de la distancia de Cook dada por

2
h’iirDi

ki(1 — hy;)?
Esta expresién combina leverage y residuales. Ademas es comtn hacer un grafi-
co de C; contra ¢ para verificar posibles observaciones influyentes. También se

pueden utilizar otras medidas de diagnédstico, tales como las medidas de in-
fluencia local (Cook 1986).

Ci:

2.3.4 Prediccion de un nuevo individuo

Si se supone que sobre las variables mixtas explicativas iniciales se ha obser-
vado un nuevo individuo n + 1 del que se conoce las observaciones sobre las
variables independientes, v,11 = (Vng1)1, - - ,v(n+1)p1)t. Con estas observacio-
nes se puede calcular las distancias entre el individuo n + 1 y cada uno de los
individuos involucrados en el modelo planteado en , es decir,

d(n+1)i = d(vn+17 'UZ'), 1= 1, oo,

A partir de estas distancias, se puede hacer una prediccién utilizando un
resultado presentado en Gower (1968), Gower (1971) y Cuadras (1989), el cual

relaciona el vector d = (df,, 1)1, -, d},41y,)" de distancias al cuadrado con el
vector Tpi1 = (T, - - - ,:B(nﬂ)(n,l))t de coordenadas principales atribuible

al nuevo individuo:

Airyi =(@n1 — ) (g1 — @) = Ty Tt + Ty — 222 (2:33)

Sumando para ¢ de 1 a n, y teniendo en cuenta que las columnas de la
matriz X de coordenadas suman 0, se obtiene la siguiente expresion

n

> dipiry = 1%y T +tr(By)
i=1

Sustituyendo esta ultima ecuacién en (2.33]) y haciendo algunos procedi-
mientos algebraicos, se tiene

1
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donde b = (biy,...,bpn), AL = (X' X))V y by = 2lay, i =1,...,n.

La prediccién estd entonces dada por
Nty = Bo + @by B

Al considerar el modelo DBBR en dimension k; y hacer la siguiente parti-
cién

x A, 0
Tpi1 = < (k) >,X = ( Xy X1k ) ¥ A=< Okl A )

T(n—1—k) Tn—1-k;
donde @,y = (21, ..., 2k )" es el vector de k; coordenadas principales relacio-

nadas a la ky-dimensiones predictivas asociadas con al n + 1 individuo, y A,
es una matriz diagonal que contiene sus valores propios asociados, entonces

Nty = o + w%kl)/@(kl) + wznflfkl)ﬁ(n—l—kl)

donde x(,,—1_x,) contiene las coordenadas menos correlacionadas con el nuevo
individuo. Entonces, la prediccion de un nuevo individuo en dimension reducida
se puede escribir como

o~

Nn1p(k1) = Bo + () By (2.35)

Observe que si @(,—1-k,) es muy grande, entonces (2.35) no funciona bien
y la observacién v,, 1 podria ser un dato atipico en el modelo de media.

Por ejemplo usando la funcién de enlace logit se encuentra que la prediccién
en términos de la variable original seria

1
1+ exp[—(Bo + Z{, By

Yn+1) =

Por tltimo, un intervalo de confianza aproximado del (1 — ¢)100% para
la predicciéon de un nuevo individuo, n + 1, utilizando el modelo de media se
puede obtener por

97" (Asys(kr) F BGL 0y ee(lnins(kn)

donde ee(Nn+1)5(k1)) = \/w’ékl)é&(ﬁ)m(kl), con 6(;/(3) obtenida de la inversa
de la matriz de informacién de Fisher evaluada en las estimaciones maximo
verosimiles. Observe que el anterior intervalo es vélido para funciones enlace
estrictamente crecientes.

De otro lado, para la dispersién variable asociada con el n + 1 individuo,
siguiendo un procedimiento similar y asumiendo que las variables adicionales
Uyl = (u(n+1)1, e Ulng) p2) fueron observadas, entonces

Zn+1 = §A;1Zt(c — 6) (236)
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¢
donde ¢ = (11, ..., cun)' vy 6 = (67 ()1 - - ,5(2n+1)n) , CON i = ZiZL ¥ O(nt1yi =
5(un+1,ui), 1= 1, ooy n.

En este caso, la prediccion asociada a la dispersion variable es

Nin+1)a = Q0 + Z(y) (k) + Tl 1 1y) O (n—1k)

donde x(,—i_,) contiene la coordenadas menos correlacionadas con el nuevo
individuo. Entonces, la prediccién en dimension reducida asociada a la disper-
sién variable es

Nn+1) (kZ) = ap + Z(kz) (k2) (2.37)

Al igual que para la media, , observe que si T(,_i_k,) es muy grande
entonces (2.37) no funciona bien y la observacién wu,; podria ser un dato
atipico para el modelo de dispersién variable.

Por ejemplo, utilizando la funcién de enlace log se encuentra que la predic-
cién para el termino de precisién (dispersién variable) serfa

~

(b(n-i-l) - eXp[aO + zzékg)a(kQ)]

En este caso, un intervalo de confianza aproximado del (1 — ¢)100 % para
la predicciéon de un nuevo individuo usando el modelo de dispersién variable
se puede calcular mediante

95" (Mnsvya(k2) T OG0 ee(ninalka)))

donde ee(m+1)a(ke)) = \/ Cov( Q) Z(ky), CON Cov(a ) obtenida de la inversa

de la matriz de informac10n de Fisher, evaluada en las estimaciones maximo
verosimiles.

2.3.5 Tratamiento de datos faltantes bajo la aproxima-
cion basada en distancias

Las matrices D, y D, son definidas positivas, y las matrices B, y B, son semi-
definidas positivas; sin embargo, la presencia de valores faltantes pueden causar
que B, y B, pierdan esta propiedad. En este caso no se puede descomponer
B, = XX'"y B, = ZZ", excluyendo la posibilidad de proyectar 1, y 1, en
las columnas de X y Z, respectivamente.

Segun Cuadras et al. (1996), para superar el anterior problema de trabajar
con matrices de distancia no euclidiana D, y D,; estas matrices se transforman
en Dv = (d“/) y Du = ((Sii/), donde

5 —

/ i T

. {d?i,—‘r-Qliv §oiti g {52-22-,—1—2/{” IR

0 sl =1 0 si 1=1
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donde k, y K, son constantes apropiadas. Esta transformacién es llamada solu-
cién de Lingoes (Cuadras et al. 1996, Mardia et al. 2002). Ahora, las matrices
B, y B, son transformadas a

B, =B, + x,H B,=B, +rx,H

Six; y z; son vectores propios de B, y B, respectivamente, con los correspon-
dientes valores propios Az, y A.;, como 1'x; = 0y 1'z; = 0, respectivamente,
se encuentra que

B,x; = (Az; + Ko)x; ,EUZ]‘ = (Ag; + Fu)2;

y también x; y z; son los vectores propios de EU y Eu, respectivamente, con
valores propios A;, + Ky ¥ Az, + Ky

Por consiguiente, si xk, > |/\wk1| Y Ky > |)\Zk2| se eligen, donde A;, ¥y A,
son los valores propios mds pequenos (posiblemente negativos) de B, y B,
respectivamente, entonces B, y B, son semidefinidas positivas, y asi, D, y
D, se convierten en matrices de distancias euclidianas. Ademas, se puede
utilizar la transformada empleando el modelo DBBR, la cual esta dada por

771:5014‘3(/[5 n2:a01+§a
donde B, = XX y B, = 77
Por tanto, siguiendo a Cuadras et al. (1996), las predicciones del modelo

de media y el modelo de dispersién variable con respecto a la distancia ([2.38))
estan dadas respectivamente por

. ~ 1 — 15
Nn+1)8 :60 + §(b - d)tX(Ax + RUI) 1:3

1 — ~
ﬁ(n—l—l)a :6(0 + i(C - 6)tZ(AZ + :‘iuI)ila

2.4 Relacion con el modelo de regresién beta
clasico

Los modelos presentados en dependen de las distancias elegidas, d;; y d;;.
Cuando las variables de prediccion son continuas y se utiliza la distancia eu-
clidiana, el modelo DBBR con dispersion variable es compatible con el modelo
de regresion beta con dispersion variable clésico. Esta equivalencia también se
mantiene para variables explicativas cualitativas (o una mezcla de variables
explicativas continuas, categéricas y binarias) cuando se utiliza el método DB
sobre los coeficientes de coincidencias, my;.
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2.4.1 Variables continuas

Si todas las variables explicativas en (2.5) (V = (V4,...,V,) vy U =
(Uy,...,U,,)) son continuas, la distancia euclidiana para cada caso estd dada
por

d2, =vlv; + vhvy — 2vlvy O =uiu; + uluy — 2uluy (2.39)

De esta manera, las matrices de distancias D, = (dy) y D, = (0;) se
obtienen, y ademas,

Q, =diag(VV)1' + 1(diag(VV*')) =2V V!
Q, =diag(UU")1" + 1(diag(UU"))" — 2U0U"

donde Q, = (d?,) and Q, = (62/) son matrices de distancias al cuadrado,
diag(VV") y diag(UU") son vectores que contienen los términos diagonales
de las matrices VV' y UU", respectivamente.

Observe que A, = —3Q, v A, = —1Q,, por lo tanto,

1 1
B,=-;HQH = HVV'H B,=- SHQH = HUU'H
=XX' S VA
va que H |[diag(VV')1|H = 0, H[1l(diag(VV")|H = 0,

H [diag(UU"1'|H = 0 y H [1(diag(UU")))|H = 0, y donde B, y
B, fueron definidas en la subseccién [2.2.1 Entonces, el modelo DBBR con
dispersién variable introducido en en cada uno de los modelos propuestos
en p; y po dimensiones, respectivamente, produce las mismas predicciones que
el modelo dado en ([2.5)).

Sin embargo, no es necesario considerar una distancia euclidiana p;-
dimensional para el modelo de media y una distancia euclidiana ps-dimensional
para el modelo de dispersion variable, como las dadas en las ecuaciones ,
porque se puede utilizar alguna otra distancia (por ejemplo, la distancia va-

lor absoluto dada en la ecuacién ) Sean El(ll) (ki <li<n-—-1)y El(f)
(ko <ly <n —1) los espacios generados por las columnas de X y Z, respec-
tivamente; donde X y Z son soluciones métricas escaladas obtenidos a partir
de una distancia aplicada a los mismos datos. Entonces, tomando k; > p; y
ky >po (0 ky >p1y ks =p2, 0k =p1y ka > ps), es decir, las columnas més
adecuadas de X y Z, respectivamente, el modelo DBBR supera al modelo de
regresion beta cldsico cuando (1, — Bo1) € Ey, v (9, — Gol) € Ej,. Observe

que esto siempre es cierto para ky +ky =n —1con k; > p1 y ky > po.
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2.4.2 Variables Cualitativas

Suponga que todas las variables explicativas V. = (V,...,V, )y U =
(U1,...,U,,) son cualitativas en (2.5)), donde ahora cada V; y U}, son va-
riables en los ¢j y g estados, respectivamente, j = 1,....pr y h =1,...,pa.
En cada caso, una medida de similaridad entre los individuos 7 e 7’ es el nime-
ro de coincidencias mj;, y mj, para las variables cualitativas involucradas en
los modelos de media y de dispersién variable, respectivamente. Observe que
0<ml <p;y0<mf <py,y cuando las variables explicativas son binarias,
my, /p1y mi, /pa son los coeficientes de coincidencia correspondientes.

En cada modelo, las distancias estan definidas como:

v
1t

2 u u u u
) Ofr =M + My — 2myy = 2(p2 - m“-/)

2
dii' :mfl + m;}/i/ - 2777,;)1/ - 2(p1 —m

De una manera similar, como se demostré para las variables continuas,
haciendo A, = —1[M} + (M})" —2M"| y A, = —3[M} + (M})" — 2M"].
Por lo tanto,

B,=HA,H=HM"H B,=HA,H=HM"H
=HVV'H = XX' =HUU'H =ZZ'

donde todas las filas de las matrices M y M son iguales, M" = (m},),
M"=(m&),y HM = (M}))H =0y HM" = (M})'H = 0. Por tanto,
no hay ninguna ventaja sobre el modelo de regresion beta clasico, excepto que
el problema de multicolinealidad puede ser resuelto automéaticamente mediante
el uso de distancias.

2.4.3 Variables mixtas

Suponga ahora que en las matrices V. = (VI v®) y U =
(U U®), donde VW y UY son matrices de variables continuas, y V'
y U® son matrices de variables cualitativas de V y U, respectivamente. En
este caso, de acuerdo a Cuadras & Arenas (1990) y Cuadras et al. (1996),
es apropiado usar las similitudes m};, y m¥, dadas por Gower (1971) entre el
individuo i e i’ para cada modelo, respectivamente, las cuales estan dadas por

jus 1—|vij—v

ij ~ Vil | v v
Z ( GV = ) + Clis + (%%
v _]:]_ J

my, =

PS4+ () — ) + i

Py 1—|ug—u
—luig —uy| U u
2 ( e ) + i 4 v
u _ J=1 J

m;,r =

(2.40)

P+ (% — cl) + pi
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donde, para el modelo de media, p¢ es el numero de variables continuas, cf,;
y c4;» son el numero de coincidencias positivas y negativas, respectivamente
para las p? variables binarias, y vY, es el nimero de concordancias para las p?
variables multiestado cualitativas. G¥ es el rango (o distancia) de la j-ésima
variable continua. En el caso del modelo de dispersién variable, los parametros
se definen del mismo modo.

Por lo tanto, las distancias al cuadrado entre los individuos i e i’ son d%, =
1 —my vy 62 = 1 — mY, para los modelos de media y dispersién variable,
respectivamente. Por consiguiente, D, = (d;#) v D, = (d;#) son matrices
de distancias euclidianas en el conjunto de n individuos. Entonces, como se
demostré para las variables continuas y cualitativas, el modelo DBBR con
dispersién variable produce las mismas predicciones que el modelo de regresién
clasico con dispersiéon variable clasico. Sin embargo, al igual que en la propuesta
con variables cuantitativas y cualitativas, el modelo DBBR para datos mixtos
podria superar al modelo de regresién beta clasico después de escalar los datos,
siempre que el nimero de coordenadas principales satisfaga k1 > p1 y ko > po
en los modelos de media y de dispersion variable, respectivamente.

2.4.4 Modelo de regresion beta no lineal basado en dis-
tancias

El enfoque DB se usa también para llevar a cabo regresion no lineal. Sean
V=(Vy,....,V,)yU = (Uy,...,U,,) variables explicativas continuas, la
regresion beta no lineal DB esta dada por

771:f1(V1w~-anuH) nszQ(Ulv""UP2v¢> (2'41)

donde f; y fo son dos funciones no lineales (posiblemente desconocidas) de-
pendientes de vectores paramétricos g y ¢, respectivamente.

El modelo DBBR usando distancias euclidianas es equivalente a interpretar
(2.41)) en términos de una regresién lineal beta tal como se presenté en (2.6)).
Si se considera la distancia valor absoluto,

p1 p2

dzzi’ = Z |’Uij — Uz‘/j| 5121/ = Z |Uij — ui’j|7 (242)

J=1 J=1

entonces el modelo DBBR es no lineal. En el modelo de regresién clasico, Cua-
dras et al. (1996) probaron que si se considera una sola variable explicativa
con valores equidistantes, el enfoque DB es equivalente a una regresién ordi-
naria de polinomios ortogonales; especificamente, éstos son los polinomios de
Chebyshev. El mismo resultado se mantiene para el DBBR cuando p; =1 en
el modelo de media y po = 1 en el modelo de dispersién variable.
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En el momento, no existen resultados teéricos cuando hay dos o més va-
riables explicativas (Cuadras et al. 1996). Sin embargo, el modelo DB con la
distancia en regresion beta no lineal podria ser 1til en algunas aplica-
ciones reales.

2.5 Aplicaciones

En esta seccion se presentan dos aplicaciones que motivaron la propuesta de la
metodologia presentada en este capitulo: la primera es un estudio presentado
en Prater (1956) sobre la proporcién de petréleo crudo convertido a gasolina,
el cual fue también estudiado por Ferrari & Cribari-Neto (2004), Ospina et al.
(2006), Espinheira et al. (2008a) y Ferrari et al. (2011). La segunda aplica-
cién es un estudio sobre el rendimiento en fondos de inversiéon que no ha sido
estudiado en ningun otro trabajo. En los dos estudios es de gran interés la
prediccion de la variable respuesta involucrada, asi que el modelo DBBR es
muy util.

2.5.1 Proporcién de petréleo crudo convertido a gasoli-
na

A continuacién se considera el conjunto de datos recolectados por Prater
(1956); los datos contienen 32 observaciones. En este estudio se desea modelar
la proporcion de crudo convertido en gasolina tras un proceso de destilacién, y
relacionarla, con las covariables: temperatura en la cual el 10 % se convierte en
vapor y la temperatura (°F') en la cual toda la gasolina se evapora. Los datos
estan ordenados en forma ascendente de acuerdo con la covariable que mide
la temperatura a la cual el 10 % del petréleo pasa a ser vapor. Esta variable
asume diez diferentes valores y se utilizan para definir diez lotes de petroleo. La
relacion final estda determinada por nueve variables dummy para los primeros
nueve lotes de petrdleo y la covariable temperatura (°F") en la cual la gasolina
se evapora.

Este conjunto de datos fue analizada por Atkinson (1985), quien utilizé el
modelo de regresion lineal y encontrd que la distribucién de los errores no era
completamente simétrica, lo cual genera residuos demasiado grandes. Luego,
Ferrari & Cribari-Neto (2004), Ospina et al. (2006) y Simas et al. (2010) uti-
lizaron estos datos como una ilustracién del modelo de regresién beta en los
esquemas de correccion del sesgo y en el modelamiento de la dispersion varia-
ble. Debido a que en este trabajo no se realizan las correcciones de sesgo y
a que se esta en otro sistema de coordenadas al utilizar el método DB, no se
pretende con esta aplicacion hacer comparaciones con el andlisis obtenido por
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Ospina et al. (2006) y Simas et al. (2010), pero si con respecto al de Ferrari &
Cribari-Neto (2004).

A partir del enfoque planteado en esta aplicacion, se ajusta el modelo de
DBBR con dispersién variable. En el modelo de medias se utiliza la distancia
de Gower porque se consideran los diez lotes de petréleo y la temperatura, y en
el modelo de dispersion variable se utiliza la distancia euclidiana clasica ya que
solo se considera la variable temperatura para modelar la heterocedasticidad.

En primer lugar se construyen las distancias a partir de las variables expli-
cativas para cada modelo y luego las matrices B, = HA,Hy B, = HA,H
con H = (I n— %11’5). Para elegir las variables que se deben incluir en los
modelos, se utilizaron las diferentes funciones de enlace en el modelo de medias
(logit, cloglog, loglog y logit) y en el modelo de dispersion variable (identity,
log v sqrt) que se encuentran implementadas en el paquete betareg del R (R
Development Core Team 2013). El anterior proceso se realizé utilizando los
wg's y w,’s mas altos en cada caso al realizar el modelo de DBBR, pero se

pude utilizar cualquier otro procedimiento de los presentado en la subseccion
2.32

En base a los resultados encontrados, se seleccionan 10 coordenadas princi-
pales en el modelo de medias (X1, X9, X3, X4, X5, X¢, X9, X10, X12 ¥ Xi6)
y una en el modelo de dispersién variable (Z1). Esto se hace con el objetivo
de mantener el mismo numero de variables explicativas que en los modelos
propuestos por Ferrari & Cribari-Neto (2004) y Cribari-Neto & Zeileis (2010);
sin embargo, en los modelos con DB no es necesario hacerlo porque incluso
se pueden incluir mas componentes en cada modelo, las cuales pueden tener
alin mas relacion con la variable respuesta que las seleccionadas inicialmente
al combinar entre modelos de medias y de dispersién.

En el modelo de dispersién variable se incluye inicialmente la coordena-
da principal Z; con el propdsito de elegir la funcién de enlace apropiada en la
DBBR, y en el modelo de regresion beta clésico, se elige la variable temperatu-
ra. Ademads se encuentra que las variables temperatura y Z; tienen correlacion
1, es decir que la componente Z; es directamente proporcional a la tempe-
ratura en el conjunto de datos originales. Por lo tanto, la funciéon de enlace
dejando el modelo de medias constante la misma para los dos modelos de dis-
persién variable. De este modo, los valores obtenidos al realizar los diferentes
modelos son: AIC=-54.94 y loglik=30.47 para el enlace identidad, AIC=-55.13
y loglik=30.56 para el enlace log, y AIC=-55.22 y loglik=30.61 para el enlace
raiz cuadrada. Estos resultados son practicamente idénticos, lo que significa
que se puede elegir cualquier funcién de enlace para el modelo de dispersién
variable en los dos casos. Por fines practicos, se eligié la funcién de enlace log
ya que fue optimizada en menos pasos que los otras dos.

En la Tabla 2.1} se muestran los resultados del coeficiente de pseudo-
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correlacién (R%, = 98.5% en el modelo cldsico y R2, = 98.0% en el modelo
DB), el AIC (-166.58 en el caso clasico y -168.54 en DB) y loglik (96.29 en el
caso clasico y 97.27 en DB). A partir de los resultados presentado en esta tabla,
se eligié la funcién de enlace loglog para el modelo de media en ambos casos
(clasico y DB). En general, al comparar las estadisticas de los dos modelos son
muy parecidas, sin una notable ganancia en cualquiera de los dos modelos.

TABLA 2.1: Funciones de enlace utilizando los modelos de regresién beta clésico
y DBBR con dispersién variable para la proporciéon de petrdleo crudo
convertido a gasolina.

Modelo clasico DBBR
Enlace  R? AIC  loglik R? AIC  loglik
logit 0.952 -147.95 86.98 0.955 -149.39 87.69
probit  0.973 -154.51 90.25 0.971 -157.68 91.84
cloglog 0.934 -142.12 84.06 0.941 -141.84 83.92
loglog  0.985 -166.58 96.29 0.980 -168.54 97.27

En este caso para mejorar el modelo, se puede incluir en el modelo de
dispersién variable la componente Z5, con la finalidad de modelar mejor la he-
terocedasticidad. Si la finalidad es predecir, el anterior cambio ocasiona varias
mejorias en el modelo como se puede verificar con las estadisticas: pseudo-
R%, = 0.974, AIC=-209.03 y loglik=118.5, con lo cual se mejora en compara-
cion al mismo caso de DBBR, planteado anteriormente. Esto se hace de nuevo
teniendo en cuenta otra de las ventajas del método DB.

Después de seleccionar los modelos, la hipétesis Hy : iy = ap = 0 (disper-
sién constante o precisién constante) se juzga utilizando la funcién de enlace
log en el modelo de dispersién variable. Para ello se compara el modelo DBBR
con dispersiéon variable con el modelo de regresién beta con dispersién cons-
tante incluyendo las mismas componentes en el modelo de media. Entonces, la
hipétesis de dispersién constante se rechaza porque xz = 49.67 > Xy ¢ 5 (valor
p = 1.635¢ — 11); por lo tanto, el modelo de dispersién variable es apropiado.

Usando la funcién de enlace loglog en el modelo de medias, la hipdtesis
Hy: By = Py = -+ = B1o = 0 es rechazada a un nivel de significancia del
5% porque la prueba de razén de verosimilitud es x? = 173.833 > X%10,0.05)
(valor p < 2.2e — 16). Por lo tanto, existe al menos un término diferente de
cero y existe una relacion entre las coordenadas principales y la proporcién
del petroleo crudo convertido a gasolina. En la Tabla [2.2] se muestran los
coeficientes con su respectivas pruebas de significancia tanto para el modelo
de media como para el modelo de dispersién variable.

En la Tabla2.2] se puede observar que todas las coordenadas principales en
los modelos de medias y de dispersion variable son significantes a un nivel del
5%, por consiguiente el modelo de medias obtenido en términos de coordenadas
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TABLA 2.2: Estimacién de parametros para el modelo DBBR con dispersién variable
que relaciona la proporcién de petréleo crudo convertido en gasolina con
las coordenadas principales.

Efecto Estimacién  Desv. Error wg Pr(> |wgl)
Coeficientes (modelo de media con enlace loglog ):

(Intercepto) -0.530 0.006 -85.23 0.000
X1 -0.255 0.019 -13.47 0.000
Xo -0.563 0.036 -15.44 0.000
X3 -0.922 0.039 -23.90 0.000
Xy -1.662 0.039 -42.74 0.000
X5 -0.606 0.044 -13.86 0.000
Xe 0.654 0.062 10.48 0.000
Xo -0.989 0.084 -11.74 0.000
X0 -1.545 0.079 -19.55 0.000
X2 1.025 0.035 29.39 0.000
Xi6 -2.158 0.230 -9.38 0.000
Phi coeficientes (modelo de precisién con enlace log ):
(Intercepto) 6.516 0.256 25.474 0.000
Z1 -6.567 1.401 -4.688 0.000
Zy -36.168 1.698 -21.301 0.000

principales se puede escribir como

—log(—log()) =—0.53132 — 0.26 X1 — 0.56 X9 — 0.92X 3 — 1.66 X4 — 0.61X5
40.65X¢ — 0.99X g — 1.55X 19 + 1.03X 12 — 2.16 X 15,

y el modelo de dispersion variable como

o~

log(¢) = 6.52135 — 6.57Z, — 36.17Z

Una vez ajustado el modelo es muy importante analizar la bondad de ajuste
del modelo estimado. Como se mencioné anteriormente el modelo cuenta con
un pseudo-R?, = 97.4%. En la Figura se observa un ajuste adecuado del
presente modelo, ya que no hay observaciones influyentes segin el grafico de los
Cook’s y tampoco hay observaciones atipicas que se salgan del intervalo -3 y 3
de acuerdo a los residuos de Pearson y de deviance, aunque la observacion 19
tiene un valor un poco alto. Adicionalmente, en el grafico de datos observados
versus predichos se ve que la respuesta original se parece mucho a los valores
predichos.

2.5.2 Rendimiento en fondos de inversion

El conjunto de datos contiene informacion de 44 fondos de inversién que fueron
observados en el 2008 y forman parte del Morningstar Funds500 (Morningstar
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FiGura 2.1: Diagndstico del modelo con dispersién variable para la proporcién de
petréleo crudo convertido a gasolina.

Inc. et al. 2008, Anderson et al. 2011). El conjunto de datos contiene las si-
guientes cinco variables: i) el tipo de fondo (fund type, FT) el cual estd con-
formado por la renta variable nacional (domestic equity, DE), la renta variable
internacional (international equity, IE) y la renta fija (Fixed Income, FI); ii)
el patrimonio neto (net asset value, NAV, §), que es el precio de cierre por
accion a diciembre 31 de 2007; iii) rendimiento promedio durante 5 anos (5-
year average return, FYAR, %), que es la rentabilidad media anual del fondo
en los ultimos 5 afios; iv) indice de gasto (Expense Ratio, ER, %), que es el
porcentaje de los activos deducidos cada ano fiscal para los gastos del fondo; y
v) clasificacion de Morningstar (Morningstar rank, MR) que es la calificacién
ajustada con estrellas del riesgo para cada fondo, estas calificaciones van de
bajo (1 estrella) a alto (5 estrellas). El interés se centra en la prediccién del
rendimiento promedio durante los 5 anos relacionadas con las demés variables
descritas.
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Es imposible seleccionar valores basados solamente en sus patrones de
desempenos pasados; por ello mirando los fondos con mejores resultados en
cualquier periodo de tiempo, se pueden encontrar pistas importantes sobre
ciertos capitales y tendencias del mercado. Un buen modelo para predecir el
rendimiento promedio durante 5 anos puede ser un primer paso esencial para
determinar si un fondo es apropiado o no. El analista resume todos los pun-
tos sobresalientes de un fondo mediante la evaluacion de su perfil de riesgo
histérica en relacién a su grupo paritario, discutiendo la estrategia al gerente
y tomando nota de los cambios recientes en el portafolio.

Dado el enfoque de esta aplicacion y la naturaleza de las variables involu-
cradas, se emplean los modelos DBBR con dispersion variable. En el modelo
de media se utiliza la distancia de Gower porque se emplean las variables F'T,
NAV, ER y MR. En el modelo de dispersion variable se utiliz6 también la
distancia de Gower, pero en este caso, sélo se consideran las variables FT y
MR para el modelamiento de la heterocedasticidad.

Una vez definidas las variables explicativas que intervienen en los modelos
de medias y de dispersién variable para construir el modelo DBBR; se cons-
truyen las distancias a partir de las variables explicativas para cada modelo
y las matrices B, = HA,H y B, = HA,H con H = (I44 — ﬁllt). Para
elegir las coordenadas principales a ser incluidas en ambos modelos, fueron
utilizadas diferentes funciones de enlace en el modelo de media (logit, cloglog,
loglog v logit) y en el modelo de dispersion variable (identity, log y sqrt). Es-
tas funciones de enlace fueron implementadas en el paquete de R betareg (R
Development Core Team 2013). El proceso anterior se llevé a cabo utilizando
los mayores wg’s y w,’s en cada modelo.

Se seleccionaron siete coordenadas principales en el modelo de medias
(X1, X2, X3, X4, X5 Xy Xg) y cuatro en el modelo de dispersién varia-
ble (Z1,Z5,Z,y Zs5). Al igual que en la primera aplicacién, esto se hizé con
el objetivo de mantener el mismo niimero de variables explicativas que en el
modelo de regresion beta clasico con dispersion variable.

Una vez realizado el procedimiento anterior, con la finalidad de elegir la
funcién de enlace para la parte del modelo de dispersién variable, un mode-
lo DBBR con dispersién variable se ajusté utilizando diferentes funciones de
enlace dejando constante el modelo de media. Para ello, las coordenadas prin-
cipales Z1, Z,, Z4 y Z5 se incluyeron en la parte del modelo de dispersién
variable. Los valores obtenidos en los diferentes modelos fueron: AIC=-106.98 y
loglik=59.49 para la funcién de enlace identidad, AIC=-108.36 y loglik=60.18
para la funcién de enlace log, y AIC=-107.44 y loglik=>59.72 para la funcién
de enlace raiz cuadrada. Asi, se escogié la funcién enlace log para el modelo
de dispersion variable sin incluir ninguna covariable en la parte del modelo de
media.
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Por otra parte, con el objetivo de hacer una comparacion con el modelo
de regresion beta clasico con dispersién variable, las variables FT y MR se
seleccionaron para la parte del modelo de dispersién variable. En este caso,
también se eligié la funcion de enlace log porque el AIC=-144.77 fue el mas
pequeno y la loglik=80.39 fue la més alta.

Una vez seleccionada la funcién de enlace log en ambos casos (el modelo
de regresion beta cldsico y el modelo DBBR) para la parte del modelo de
dispersién variable, se consideraron los modelos DBBR y regresiéon beta con
dispersion variable utilizando la parte del modelo de medias. La Tabla
muestra los resultados que permiten seleccionar la funcion enlace apropiada
para el modelo de media dado que la funcién enlace log fue seleccionada en el
modelo de dispersién variable. Los resultados basados en: (a) el coeficiente de
pseudo-correlacién (R2 = 83.4% en el caso clésico y B2 = 79.3% en DB), (b)
el AIC (-197.32 en el caso clésico y -208.95 en DB) y (c) la loglik (111.66 en
el caso clasico y 117.47 en DB), muestran que se puede seleccionar la funcién
de enlace loglog para el modelo de media en ambos casos (clasico y DB). En
general, el modelo DBBR se comporté mejor que la regresion beta clasica de
acuerdo a las estadisticas AIC y loglik, pero la regresion beta clasica es mejor
si se utiliza el coeficiente de pseudo-R2.

TABLA 2.3: Funciones de enlace utilizando los modelos de regresién beta clésico y
DBBR con dispersién variable para el retorno promedio de 5 anos ( %).

Clasico DB
Enlace  R? AlIC loglik R? AIC loglik
logit 0.851 -195.82 110.91 0.820 -204.94 11547
probit  0.846 -196.53 111.26 0.810 -207.35 116.67
cloglog 0.853 -195.73 110.86 0.824 -204.08 115.04
loglog 0.834 -197.32 111.66 0.793 -208.95 117.47

Después de seleccionar los dos modelos con sus respectivas funciones de
enlace, fue contrastada la hipétesis Hy : oy = ag = a3 = a4 = 0 (dispersion
constante) utilizando la funcién de enlace log en el modelo de dispersién varia-
ble. Para hacer esto, el modelo DBBR con dispersion variable se compard con
el modelo DBBR con dispersion constante incluyendo las mismas coordenadas
en el modelo de media. Asi, la hipdtesis de dispersion constante se rechaza
porque x? = 44.57 > X%4,0.05) (valor p < 0.0001), por tanto, el modelo de
dispersion variable es apropiado.

Ahora, utilizando la funciéon de enlace loglog en el modelo de media, se
rechaza la hipdtesis Hy : 1 = 8o = -+ = B = 0 a un nivel de 5% de signi-
ficancia ya que la prueba de razén de verosimilitud fue xZ = 80.57 > X7 ¢.05)
(valor p < 0.0001), por lo tanto, hay al menos un término diferente de cero
y existe relacion significativa entre las coordenadas principales y los 5-anos



64 Capitulo 2. DBBR con dispersién variable para la prediccién de proporciones y tasas

de rentabilidad promedio. Entonces, empleando el modelo DBBR con disper-
sion variable que relaciona el rendimiento promedio de 5 anos con coordenadas
principales, se encuentra que todas las coordenadas en los modelos de media
y de dispersién variable fueron significativas a un nivel de 5 %. Asi, el modelo
de medias se pueda escribir en términos de las coordenadas principales como

—log (— log(f1)) = — 0.7214 + 0.62X; — 0.55X 5 — 0.51X 5 — 0.34X 4
—0.27X5 — 0.88X ¢ — 0.24X s

y el modelo de dispersion variable como

log (¢) = 59414 +3.62Z, + T.16Z, — 3.08Z, — 4.812;

Las conclusiones sobre las coordenadas principales pueden no ser revelantes
para el objetivo general debido a que el investigador podria estar interesado
en informacion sobre las variables originales; sin embargo, éstas se presentan
con la finalidad de destacar que estas coordenadas principales son significativas
y deben ser consideradas en el proceso de prediccién. No obstante, podemos
decir que el tipo de fondo, NAVE, coeficientes de gastos y el rango Morningstar
afecta a la rentabilidad promedio de 5 anos, ya que a partir de estas variables
explicativas se construyeron las coordenadas principales empleando la distancia
de Gower y debido a que estas coordenadas fueron significativas al 5 %.

El modelo DBBR con dispersién variable ajustado tiene una pseudo RZ =
0.793, lo cual indica que se tiene un buen modelo. La Figura muestra un
buen ajuste porque no hay observaciones influyentes de acuerdo a la gréafica de
Cook’s y no hay valores extremos que estén afuera del intervalo de -3 a 3 de
acuerdo con los residuales de Pearson y de deviance. Aunque la distribuciéon de
los residuales no es conocida, el grafico half-normal no muestra aparentemen-
te problemas porque los residuos de deviance estan dentro de los intervalos
de confianza de 95 %. Adicionalmente, los datos observados y los valores de
prediccién son muy similares, lo cual es una buena indicacién de un adecuado
ajuste del modelo DBBR.

Manejo de datos faltantes

Para hacer frente al efecto de los datos faltantes, se generaron algunos valo-
res faltantes en la matriz de variables explicativas suponiendo que los valores
son faltantes de forma completamente aleatoria (missing completely at ran-
dom, MCAR). Se consideraron perdidas de informacién del 5%, 10 % y 20 %
aproximadamente. Luego se calculan A;, vy A, las cuales son 0 si las dos
matrices de distancias son euclidianas, mientras que si A;, < 0y/o A, <0
se realiza la transformacion . Los resultados obtenidos se presentan en la
Tabla 2.4 donde también se considera el caso de datos no faltantes para fines
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de comparacion. Las funciones de enlace loglog v log fueron elegidas para los
modelos de media y de dispersion variable, respectivamente.

Se utilizan los métodos descritos en la subseccién [2.3.2] para ajustar el
modelo DBBR en todos los casos presentados en la Tabla[2.4} el modelo DBBR
claramente funciona bien a pesar de los valores faltantes. De acuerdo a las
estadisticas pseudo-R? y error cuadratico medio (mean squared error, MSE =
Sr (i — @)/ (n — ki — ko) donde cada 7)) es la prediccién por validacién
cruzada dejando fuera la i-ésima observacién (leave-one out procedure)), las
predicciones son realizadas mediante el modelo DBBR utilizando cualquiera
de los métodos del modelo de media (M1, M2 y M3) independientemente de
los métodos S1, S2 y S3 para el modelo de dispersién variable. En general,
hay una tendencia a aumentar el AIC (o a disminuir la loglik) a medida que
el porcentaje de valores faltantes crece para los métodos M1, M2 y M3 en
el modelo de media independientemente de los métodos S1, S2 y S3 para el
modelo de dispersiéon variable. Esto significa que la calidad de la prediccién
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TaBLA 2.4: DBBR con dispersion variable sobre el conjunto de datos Morningstar
con: 0% (sin datos faltantes), 5%, 10 % y 20 % de las observaciones con
datos faltantes, y eleccién de ky = Ay, | ¥ ku = [Az, |-

Faltantes
0% 5% 10% 20 %

A 0.00 -0.24 -0.46 -0.75

Métodos v 0.00 -0.49 -0.64 -1.05
M1 S1 AIC -183.42 -182.39 -161.22 -156.08
loglik 104.71 10420  93.61  91.03

R? 0.80 0.83 0.79 0.78
MSE(%) 0.26 0.18 0.42 0.31

S2  AIC -208.95 -180.33 -162.45 -161.13
loglik 117.47 103.16  94.22  93.57

R? 0.79 0.84 0.75 0.77
MSE(%) 0.16 0.17 0.27 0.28

S3  AIC -197.07 -216.68 -177.46 -159.19
loglik 111.53 121.34 101.73  92.60

R? 0.82 0.83 0.72 0.79
MSE(%) 0.18 0.16 0.25 0.26

M2 S1 AIC -183.42 -182.40 -161.60 -156.08
loglik 104.71 10420  93.80  91.03

R? 0.80 0.83 0.78 0.78
MSE(%) 0.26 0.18 0.33 0.31

S2  AIC -208.95 -180.33 -164.17 -161.13
loglik 117.47  103.16  95.09  93.57

R? 0.79 0.84 0.73 0.77
MSE(%) 0.16 0.17 0.40 0.28

S3  AIC -197.07 -216.68 -176.93 -159.19
loglik 111.53 121.34 101.47  92.60

R? 0.82 0.83 0.73 0.79
MSE(%) 0.18 0.16 0.24 0.26

M3 S1 AIC -184.44 -177.68 -166.55 -151.67
loglik 105.22 101.84  96.28  88.83

R? 0.79 0.82 0.77 0.74
MSE(%) 0.23 0.22 0.25 0.30

S2 AIC -166.77 -175.49 -170.37 -150.58
loglik 96.38 100.75  98.18  88.29

R? 0.83 0.82 0.75 0.73
MSE(%) 0.30 0.19 0.18 0.29

S3  AIC -196.45 -207.94 -176.46 -154.71
loglik 111.53  116.97 101.23  90.35

R? 0.81 0.82 0.76 0.73

MSE(%) 019 017 020  0.25
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del modelo empeora a medida que el porcentaje de valores faltantes crece.
Los métodos M1 y M2 producen resultados casi idénticos, y en general, estos
métodos muestran mejores resultados que el método M3, independientemente
de la seleccion del método empleado en el modelo de dispersion.
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Capitulo 3

Modelos lineales generalizados
espaciales mixtos basados en
distancias

3.1 Introducccion

Los modelos de riesgo a partir de datos ambientales han demostrado su efec-
tividad ampliamente en la delimitaciéon del riesgo en areas geograficas por-
que son intuitivamente faciles de entender. En particular, el Loa loa se ha
convertido en un gusano filaria de gran importancia en la salud publica en
Camerun. Altas densidades de Loa loa microfilaria (embriones que deposi-
ta la hembra) estan asociadas con altas prevalencias de la infeccién Loa loa
(Boussinesq et al. 2001); se considera que las personas que viven en un area de
alta prevalencia estan en riesgo relativamente alto de experimentar reacciones
encefalopéticas a la ivermectina (Diggle et al. 2007). Para abordar estos proble-
mas, que se aplican a Loa loa, datos detallados epidemiolégicos de Camerin
han sido analizados utilizando un modelado de regresién logistica estandar
(Kamgno et al. 1997, Thomson et al. 1999, Boussinesq et al. 2001). Mas atn,
estos datos fueron analizados por Diggle et al. (2007), ellos realizaron un mo-
delamiento estadistico espacial e hicieron inferencia Bayesiana para cuantificar
la incertidumbre en las predicciones de una region presentando un mapa de
riesgo ambiental para el Loa loa.

Para resolver el anterior problema, los modelos lineales generalizados
(GLMs) introducidos por Nelder & Wedderburn (1972) proveen una estructura
unificada para el andlisis. Se han propuesto diferentes maneras de ampliar el
GLM clésico para datos dependientes, entre los cuales quizas los mas amplia-
mente utilizados son: el modelo marginal (Liang & Zeger 1986) y el modelo
mixto (Breslow & Clayton 1993). Después de la primera contribucién de Nelder

69
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& Wedderburn (1972), McCullagh & Nelder (1989) propusieron los GLMs con
la finalidad de unificar los modelos y técnicas de modelamiento para analizar
datos mas generales (datos de conteo y datos politémicos).

Algunos autores (Laird & Ware 1982, Stiratelli et al. 1984, Schall 1991) con-
sideraron una generalizaciéon natural de los GLMs para modelar datos correla-
cionados no-normales incorporando términos aleatorios en el predictor lineal.
Los modelos resultantes se denominan modelos lineales generalizados mixtos
(generalised linear mixed models, GLMMSs), los cuales proporcionan una con-
veniente y flexible manera para modelar datos multivariados no-normales. De
acuerdo a Diggle & Ribeiro (2007), un GLM geoestadistico es un GLM mixto
orientado especificamente a datos geoestadisticos. En particular, los GLMMs
constituyen un unificado marco para modelar datos geoestadisticos no norma-
les, usando términos mixtos para modelar procesos espaciales subyacentes; la
aplicacion particular de los GLMMs a datos geoestadisticos es conocida como
GLMMs espaciales (Diggle et al. 1998, Zhang 2002).

Por otra parte, en muchas disciplinas relacionadas con anélisis de datos
espaciales (epidemiologia, mineria, hidrogeologia, ecologia, ciencias de la tierra
y ambiental, entre otras), los investigadores a menudo tienen que enfrentarse
con variables explicativas de distinta naturaleza que estdn asociadas con la
variable respuesta: variables categoricas y binaria tales como el tipo de suelo
o roca, y variables continuas (por ejemplo, las coordenadas espaciales o la
elevacion del terreno). De acuerdo a lo visto en el Capitulo , en estos casos,
el concepto geométrico de distancia entre individuos o poblaciones se puede
utilizar (Cuadras & Arenas 1990, Cuadras et al. 1996, Arenas & Cuadras 2002).

Para modelos geoestadisticos, el interés principal es a menudo la prediccién
de la variable respuesta; sin embargo, los parametros del modelo no tienen
el mismo interés (Christensen 2004). En una primera etapa de un andlisis
geoestadistico es comun investigar la estructura del modelo, esto es, si los
datos se deben transformar, si se debe considerar el problema de la anisotropia,
ademas cudl funcién de correlacién se debe utilizar?, y asi sucesivamente. En
geoestadistica clasica, esta investigacién inicial se hace utilizando gréficas, pero
como sugiere Christensen et al. (2001), se podria ademés estudiar el perfil
de la funcién de verosimilitud. Adicionalmente, solamente se pueden hacer
predicciones sobre la variable respuesta en localizaciones dentro de la region
geografica de estudio en donde las variables explicativas han sido observadas.

Las anteriores consideraciones motivan la estimacién de pardametros por
maxima verosimilitud en un GLM espacial. La maxima verosimilitud via Monte
Carlo (Monte Carlo maximum likelihood, MCML) (Christensen 2004, Geyer
& Thompson 1992, Geyer 1994, Steinsland 2007) es un enfoque alternativo al
enfoque de gradiente Monte Carlo utilizado por Zhang (2002).

En este capitulo se propone una solucion alterna para resolver problemas
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como el de Loa loa utilizando distancias euclidianas entre individuos; se des-
cribe un modelo lineal generalizado espacial mixto incorporando medidas ge-
nerales de distancia o disimilaridad que se pueden aplicar a variables expli-
cativas: numéricas, categéricas o una mezcla de ellas. Por lo tanto, se utiliza
el método DB para el modelamiento de variables respuesta aleatorias con-
tinuas y/o categéricas a través de modelos lineales generalizados espaciales
mixtos basados en distancias (distance-based spatial generalised linear mixed
models, DBSGLMM). Los parametros involucrados en el modelo propuesto se
estiman utilizando maxima verosimilitud mediante el método de Monte Car-
lo via cadenas de Markov (Markov chain Monte Carlo, MCMC), la cual es
una técnica muy util para el andlisis de este tipo de informacion. Esta estra-
tegia permite una inferencia mas completa que la del gradiente Monte Car-
lo esperanza-maximizaciéon (Monte Carlo expectation-maximization gradient,
MCEMG) porque se pueden obtener las funciones de verosimilitud y el perfil
de las funciones de verosimilitud, y no solamente, las estimaciones de méaxima
verosimilitud. Por consiguiente, el DBSGLMM se utiliza tanto para predecir
la tendencia como para estimar la estructura de covarianza. Ademas, se pre-
sentan los métodos de inferencia para el modelo propuesto y las pruebas de
bondad de ajuste.

El método se ilustra a través del analisis de la variacion en la prevalencia
de Loa loa en una muestra de residentes en Camertun. Esta prevalencia se re-
laciona con las variables explicativas: elevacién o altura (elevation, ELE), el
méximo indice de vegetacion de la diferencia normalizada (normalised diffe-
rence vegetation index, NDVI) y la desviacién estdndar del NDVTI calculada a
partir de escaneos satelitales repetidos sobre el tiempo. Como se mencion6 an-
teriormente, estos datos fueron previamente estudiados por Thomson et al.
(2004) y Diggle et al. (2007). Se utiliza DBSGLMM para predecir la tendencia
y estimar la estructura de covarianza empleando el MCML, el cual ayuda a se-
leccionar el mejor modelo y hacer inferencia sobre las coordenadas principales
obtenidas del método DB. En este estudio, también se considerd adicional-
mente la variacion no espacial que no podia ser atribuido a la distribucién
binomial del error, pero no fue significativa. El grafico de prevalencia obser-
vada de Loa loa microfilaria versus la prevalencia pronosticada utilizando el
enfoque DBSGLMM muestra sustancialmente menor dispersién que los ajus-
tado por Thomson et al. (2004) y Diggle et al. (2007), lo cual sugiere que el
método DBSGLMM funciona muy bien.

Este capitulo esta dividido de la siguiente manera: en la Seccion |3.2]se desa-
rrolla la metodologia propuesta, el DBSGLMM, la representacion espectral, el
algoritmo MCMC para el DBSGLMM, algunas medidas de bondad de ajuste
y la seleccion de las coordenadas principales. En la Seccion se presenta la
prediccion espacial de un nuevo individuo junto con su valor esperado y va-
rianza, en la Seccién se compara el método GLMM espacial clasico con el
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método DBSGLMM y en la Seccién [3.5]se desarrolla una aplicacién que ilustra
la metodologia propuesta.

3.2 Modelos espaciales mixtos basados en dis-
tancias

Sea s € R? una localizacién cualquiera del espacio Euclidiano d-dimensional
(en general d = 2, aunque no necesariamente), y suponga que se esta interesado
en analizar un determinado fenémeno de interés que toma un valor aleatorio
y(s) en cada localizacién espacial s (Cressie 1993). Si s varia sobre un determi-
nado conjunto D C R%, se tendra el proceso aleatorio {y(s),s € D}, el cual es
el objeto de estudio de la estadistica espacial. La geoestadistica estudiara aque-
llos fenémenos en los que el indice espacial s varie de forma continua sobre
toda la regién de estudio D. En este sentido, en esta tesis se supondra que D
es una determinada region fija y continua de estudio y que el indice espacial s
varia de forma continua en D, es decir, existe un nimero infinito de posibles
localizaciones en las que se observa el proceso.

Por otra parte, una distribucion pertenece a la familia exponencial si tiene
una funciéon de densidad dada por

f(y(s); as) = hi(y(s)) exp{n(as)ha(y(s)) — blas)}

donde n(as), b(as), hi(y(s)) y ha(y(s)) son funciones que toman valores en la
recta real.

La interpolaciéon propuesta se construye para un modelo en un campo alea-
torio no gaussiano considerando especificamente variables explicativas categori-
cas y continuas. Los datos se generan mediante un mecanismo condicional sobre
que el modelo sigue un GLM clasico como el descrito por McCullagh & Nelder
(1989). Explicitamente, al condicionar sobre z(s;) y e(s;), las respuestas y(s;)
en las localizaciones s; con ¢ = 1,...,n son variables aleatorias mutuamente
independientes cuya esperanza condicional, u(s;) = Ely(s;)|v(s;), z(s;), e(si)],
estd determinada como

mi = g(p(8:)) = Y0+ v'(8i)y + 2(s:) + e(si) (3.1)

donde ¢(-) es una funcién de enlace que es invertible y continua, vo+v*(s;)~y es
la tendencia, 7o es un pardmetro desconocido asociado al intercepto, v(s;) =
(v1(81), - - ., vp(8;))" es un vector conformado por las variables explicativas aso-
ciadas a la localizacién espacial s; y v = (71, ...,7,)" es un vector de pardme-
tros desconocidos asociados a la regresion espacial. Se llama la distribucion del
error a la funcién de distribucién condicional de cada y(s;) dados z(s;) y e(s;).
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Se supone que los z(s;)’s tienen una estructura de campo aleatorio, cuya fun-
cion de covarianza estd caracterizada por un parametro dimensional finito, 6,
denominado el componente de varianza espacial. Ademas, el término de ruido
no observado e(s;) puede o no ser incluido, el cual depende de la aplicacion.
Nominalmente, tal término de error asimila la sobre-dispersién relativa a la
varianza media, relacién implicita por la funcién de distribucién bajo conside-
racion. Los componentes del error se asumen mutuamente independientes con

media 0 y varianza 72.

Sin significante pérdida de generalidad, en este capitulo se trabaja con
el modelo (3.1) sin el término de ruido e(s;); asi, el modelo (3.1) puede ser

expresado como
mi = g(u(s:) = v +v'(si)y + 2(s:) (3.2)

Dentro del campo de modelos lineales es usual trabajar con el modelo en la
forma candnica (n(as,) = as,, ho(y(s;)) = y(s;)), que incluye un pardmetro de
dispersién ¢ > 0. Especificamente, condicionando sobre las variables aleatorias
espaciales no observadas z(s;), y(s;) sigue una funcién de distribucién de la
familia exponencial, es decir,

y(si) | (v(s),2(5:)) ™ fily(si) | v(s:), 2(s0)

Fiy(s:) | 0(s), 2(5)) = exp {a(l@[m)asi — baw)] + cly(s), ¢>}

donde ¢ es un pardmetro de extra variacion, a(¢) y ¢(-) son algunas funciones
especificas. La media condicional, y(s;), estd relacionada con as, a través de la
identidad pu(s;) = %’f}') = U (ag,). Después de una transformacién apropiada,
esta media se modelard como el GLMM dado en tanto en la parte fija de

p(s;) como en los efectos espaciales aleatorios (z(s;)).

El modelo (3.2)) se puede reformular en forma vectorial como

9{E(y, | V,z.)} = g(p,) = vl + Vv + Exz, (3.3)

donde p, = E(y, | V,2,), vy, = (y(s1),...,y(s,))", V. = HV" con
H =1, — %lnl’; una matriz centrada, I, la matriz identidad de tamano
n x ny 1, el vector de unos de tamano n x 1. V* es una matriz de varia-
bles explicativas; observe que V* puede incluir variables continuas, categoricas
y binarias; o incluso una mezcla de ellas. Ademds, z, = (2(81),...,2(s,)),
pe = (u(s1),...,u(s,))" v E es una matriz de diseno no aleatoria que es
compatible con los efectos aleatorios z;.

3.2.1 Modelo mixto basado en distancias

Para construir el modelo propuesto en este capitulo se incorporan algunas me-
didas de distancia/disimilitud presentadas en los capitulos[l|y [2|que se pueden
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aplicar a variables explicativas: continuas, categoéricas o una mezcla de ellas.
Para este objetivo, se necesitan definir algunas medidas de semejanza (o distan-
cia euclidiana) que dependan de las caracteristica de las variable explicativas
y que son adaptadas al caso espacial.

De acuerdo a Cuadras (1989) y Cuadras & Arenas (1990), sea 2 =
{w1,...,w,} un conjunto de n individuos. Sea d;y = d(w;, wy) = d(wy,w;) >
d(w;, w;) = 0 una funcién distancia (o disimilaridad) definida sobre €. Supon-
ga que la matriz de distancia con dimensién n x n, D, = (d;) es euclidiana.
Entonces, existe una configuraciéon de puntos v(s),...,v(s,) € RP (donde
v(si) = (v1(8i), ..., v(8;))", i = 1,...,n, estd formado por variables binarias,
categoricas y continuas), de tal manera que la similaridad de Gower (1968) se
puede expresar para variables mixtas como

De i(s;)—v;(s;
§ (1 - Imlednnl) 4 ey,
j=1 ’

pe+ (Po — cairr) + g

donde para los efectos fijos, p. es el nimero de variables continuas, ci;; =
c1(8i, 8ir) Y caiir = c4(8;, 8i7) son el numero de coincidencias positivas y ne-
gativas, respectivamente, para las p, variables binarias. vy = v(s;, sy) es el
nimero de coincidencias para las p, variables multiestado y G es el rango (o
distancia) de la j-ésima variable continua.

En el caso en el que las variables explicativas en (3.2)) sean binarias o
categoricas, la semejanza se puede definir por

C1iir + Cagy )
My = (Sokal-Michener)
C1iir + Coir + C34ir + Cagyr
C144!
My = (Jaccard)

C1430 + Coir + C34

donde ¢y, Cozir = (84, Sir), 350 = ¢3(8i, Sir), Cair son las frecuencias de (1,1),
(1,0), (0,1) y (0,0), respectivamente. A través de la transformacién

diy = V1 —my

es posible obtener una distancia euclidiana. Si todas las variables explicativas
en (3.2)) son continuas, la distancia al cuadrado se define como

divr =/ (v(s;) —v(sy))!(v(s;) — v(sy)) (3.5)

o alternativamente por la distancia absoluta d;; = \/ PO ‘vj(si) —v;(sy)
Expresiones para la similaridad de Gower como la presentada en la ecuacién
son ttiles en la medida que se tenga informacion asociada con varia-
bles mixtas, no sélo para las localizaciones de muestreo sino también para las
localizaciones no muestreadas, lo cual limita su uso en areas no muestreadas.
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Estas distancias satisfacen que la distancia es cercana a 0 si las mediciones
v sobre s; y sy son muy similares, es decir, d;; = 0 si v(s;) = v(s;). Después
de seleccionar una de las anteriores distancias, se define A, = (—d% /2) una
matriz de tamano n x ny B, = HA,H,. Entonces, B es una matriz semi
definida positiva (Mardia et al. 2002) de rango n—1 y la matriz de coordenadas
principales, X, se obtiene de la siguiente descomposicion espectral

B,=HA,H =LA, L' = XX"

donde A, es una matriz diagonal que contiene los valores propios de B, y
X = LJUA}E/2 es una matriz de tamano n X n de rango n — 1 ya que tiene un
valor propio igual a 1,, y L, contiene las coordenadas estandarizadas.

Ademéds, las filas ®'(sy),...,x'(s,) de X son las coordenadas principales
de B, con respecto a la matriz de distancia D,. Como v(s;) = v(sy) cuando
un individuo ¢ es similar a otro individuo ¢ en (3.3), es claro que x(s;) = x(sy).

Uno de los peligros potenciales en la prediccién usando DB es la enorme
sobreparametrizacion ya que el rango de B, puede ser tan grande como n — 1.
Entonces, el nimero de coordenadas principales (columnas de X) puede ser
excesivo, lo que permite un arbitrario sobre ajuste en el modelo. Con el fin de
evitar tales problemas, se selecciona tinicamente las coordenadas principales
mas signifcativas utilizando cualquier método de la seccién 2.4 Por lo tanto,
el DBSGLMM en forma matricial reducida se puede expresar por

n=g(uns) = Bol + X 1By + Ez; (3.6)

donde p, = E(y | X 1), 25), Bo vy Bi, = (B1, ..., Bx) son pardmetros desconoci-
dos, B, e R¥, k <n—1, X4) = (X1,...,X) y contiene un subconjunto de k
columnas correspondientes a X, las cuales estan significativamente correlacio-
nadas con y,. Mas atn, cada X; (j = 1,...,k) es una coordenada principal,
es decir, un vector columna de X.

El modelo propuesto en (3.6 se puede escribir como

k
n=75l+) B8;X;+Exz, (3.7)

j=1

o alternativamente como
k
m=g(u(s:) = Y ;B + 2(s:) = B + 2(s:) (3.8)
7=0

coni = 1,...,n, y donde z;o = 1, 8 = (250,...,25) vy B = (Bo,B3) =
(Bo, 1, - - -, Br). Note que para el modelo (3.7)) se tiene X;l =0, X;Xj =\

szXj/:()paraj;éj’, conj,j’ ' =1,... k.
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Por otra parte, el modelo (3.8]) es amplio y abarca una variedad de modelos,
incluyendo el modelo de regresion espacial logistico como un caso especial.
Especificamente, para respuestas binarias se tiene que

bow) =In(L+ e ale)=o=1, s =m( ")

y para respuestas continuas se sigue que

1

1
—T‘Qy(s,-)2 —5 1n(27r02),

b(asi) = _70451-’ ¢ = U2a C(y(si)702) =

y ¢(+) una funcién identidad, asi el modelo (3.8]) se reduce al modelo lineal
mixto clasico basado en distancias.

Para datos de conteo se tiene

blas,) = e, a(dp) =¢=1, c(y(si),¢) =Iny(s;)
y haciendo g(u(s;)) = In(u(s;)), la ecuacién (3.8)) da como resultado un modelo
de regresion Poisson mixto.

Algunos de los casos anteriores se pueden considerar en una clase general
de funciones de enlace, Aranda-Ordaz (1981) propuso una familia de funciones
de enlace para analizar datos en forma de proporciones dada por:

(1 p(s) ™ — 1

9u(u(s:)) = log

siendo v una constante desconocida que tiene como casos particulares el modelo
logistico para v = 1 y el complemento log-log para v — 0.

Otra forma general de funciones de enlace propuesta por Box & Cox (1964)
y utilizada principalmente para datos con media positiva, trabajada en el caso
espacial por Christensen (2004), es la transformacién Box-Cox que esta espe-
cificada por

( .
g (p(si) /v si v>0
gulpl(s:) = log(p(s;)) si v=0

Al trabajar con esta ultima transformacion para modelar el estudio de Loa
loa, se obtiene lo siguiente: como la funcién enlace g, (u(s;)) relaciona p, con
X vy zg, se tiene que

p, = myg, (X, )

donde m; es una funcién deterministica. Si v > 0 entonces g, (R) = (—1/v, 00),
para lo cual es necesario definir g, ' (1(s;)) = 0 cuando u(s;) ¢ g,(R)y f(y(s;) |
1(8:)) = liy(s)=0 cuando su(s;) = 0 (ver detalles en Christensen (2004)).
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El modelo no es un simple cambio de formato ya que éste se acomoda
a una estructura de datos mas complejo; mas alla de los datos espaciales. Por
ejemplo, definiendo apropiadamente E y los efectos aleatorios z,, el modelo
abarca datos agrupados o de cluster no-normales y datos de factores
cruzados (Breslow & Clayton 1993). Cuando E se define como una matriz que
indica la pertenencia a una determinada regién espacial (por ejemplo, condado
o distrito censal), el modelo se puede utilizar para ajustar datos de areas.

La base de muchos procedimientos, incluyendo el descrito anteriormente,
es una funcion de distribucion normal multivariada. En este caso, considere
el proceso espacial z, y asume que éste tiene funcion de distribucién normal
multivariada (multivariate normal, MN) z; ~ M N(0, X.). La clave para el efi-
ciente modelamiento espacial en problemas de grandes muestras es la eficiente
parametrizacién de esta normal multivariada. Reescribiendo z4 en términos de
la descomposicion espectral,

zs =W (3.9)
donde W, es una matriz de funciones base ¥ = (¢,,...,%,) con ¥, =
(¥i(81),...,1i(8,))" v 8 es un vector n x 1 de coeficientes espectrales (pro-

yecciones del proceso zg sobre las funciones base), con funcién de distribucion
d ~ MN(0,%s). Observe que si las funciones base son ortogonales, entonces
6 =Wz, y 35 =¥, ¥ porque ¥'¥ = U’ =T

Segin Royle & Wikle (2005), el proceso z; se puede expandir en términos de
funciones base de Fourier (es decir, senos y cosenos). Ademds, asumiendo que
el proceso espacial esta definido en un reticulo regular, para las localizaciones

s;, i =1,...,ny frecuencias espaciales w, = ¢/n para ¢ =0,...,n/2 (n par),
se tiene
n/2 n/2—1
2(8) =) oW (q) cos(2msw,) + > 63 (q) sin(2ms;w,)
q=0 g=1

= (") 8+ (917) 60 = wis

donde %" = (4" (wo), .., 0" (wnp2))', B = (6 (wr), ., 6 (wapp 1))
00 (wy) = cos(2r sawy), 9P (w,) = sin(2rsiw,), w; = ((9)", (¢§2))t>t,
sV — (5(1)(0)"“75(1)(71/2))2 52 — <5(2)(1),...,5(2)(n/2 — 1)>t y o =

((5<1))t , (5<2))t)t_

Es bien conocido que para procesos aleatorios estacionarios de segundo
orden, los coeficientes ¢, son casi no correlacionados y sus varianzas a una
frecuencia dada son aproximadamente iguales a la mitad de la densidad espec-
tral de potencia a esa frecuencia, excepto para frecuencias wg y wy,/2 en el que
la varianza es igual a la densidad de potencia espectral asociada (Shumway
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& Stoffer 2000). Asi, asumiendo que, z; es estacionario de segundo orden con
matriz de covarianza ¥, = 0¢?R donde R es la matriz de correlacién, enton-
ces Cov(d) =~ 0?C donde C' es una matriz diagonal con los elementos de la
diagonal dados por [f(wy), %f(wl), . %f(wn/Q), sflw), ..., %f(wn/Q,l)], con
f(w,) la densidad espectral en la frecuencia w, correspondiente a la funcién
de correlacion utilizada para construir R.

En este caso, se parametriza la matriz de correlacion R(€) en términos
de un vector de pardmetros de dependencia espacial 8. Asi, la matriz diagonal
D(0) es también una funcién de 6. En el anélisis presentado en esta seccién, la
matriz de covarianza de Matérn con la funcién de densidad espectral asociada
a la frecuencia w estd dada por Royle & Wikle (2005)

25 L Dk + dp /2) 02"

flw) = AR T ot 00> 0,0 >0,k >0 (3.10)

donde d,, es la dimensionalidad del proceso espacial (Stein 1999, p. 49), k
estd relacionado con el grado de suavidad del proceso espacial, ¥, esta re-
lacionado con el rango de correlacion y o, es proporcional a la varianza del
proceso (Stein 1999, p. 48). Asi, si se elige ¥ como funciones base de Fourier,
entonces sugiere la forma de ¥5(0) (matriz diagonal, con los elementos
de la diagonal correspondientes a la frecuencia w dada por (3.10))).

Hay algunas ventajas al escribir el proceso espacial z; en términos del
proceso espectral, 8. Primero, el operador espectral a menudo actia como un
operador que elimina la correlacién, de tal forma que en X4 las correlaciones
entre los individuos son relativamente bajas en comparacion con las de 33..
Ademas, el calculo computacional es eficiente, y en algunos casos, se logra una
reduccién de dimensién (Royle & Wikle 2005).

Por dltimo, sustituyendo (3.9) en el modelo (3.6) se obtiene la siguiente
version del DBSGLMM reducido

n =9(p) = ¢{E(y, | X,8)} = XB + EV¥S
=Xp3 + E\6 (3.11)

donde X = (1 X))y E1 = EW.

3.2.2 Algoritmo de maxima verosimilitud de Monte
Carlo para DBSGLMM

La aplicacién de los métodos basados en verosimilitud a DBSGLMM no
gaussianos estd obstaculizado por dificultades computacionales que surgen
debido a la gran dimensionalidad del vector aleatorio no observado § =
{6(s1),...,6(s,)}. En esta seccién se estiman los parametros del DBSGLMM
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propuesto utilizando maxima verosimilitud MCMC (Geyer & Thompson 1992,
Geyer 1994, Hejbjerre 2003, Christensen 2004).

Asumiendo que en el modelo cada Y (s;), (1 = 1,...,n) tiene una dis-
tribucién de la familia exponencial y por independencia de los Y (s1),...,Y(s,)
dados X, § y g, '(-), la funcién de densidad condicional de Y, = y, dadas las
covariables observadas X y & es

fy, 1 X, 6:8,v) Hf{y );mig,” [2(s:), 6(s:); Bl} (3.12)

donde m; = m(s;) y v es la funcién de enlace.

Ahora, desde la perspectiva clésica, la funcién de verosimilitud basada en
las variables aleatorias observadas y, se obtiene marginalizando con respecto
a las variables no observadas 4, llevando a la verosimilitud del modelo mixto.
Entonces, la funcion de verosimilitud para el DBSGLMM no es expresable en
forma cerrada, sino solo como una integral de alta dimension

L(B.6,v) =f(y,| B.0.) = [ f(u.|X,6:8,0)f(8]X;6)d
= [ TLAws0: migs [w(s).5(s:): B8 | Xs0)db(s1) - ds(s,) (3.13)

donde f(é | X;8) es la funcién de distribucién conjunta de § dadas las cova-
riables observadas X, con @ el vector de parametros asociado a §. La integral
anterior es la constante normalizada en la funcién de densidad condicional de

6 dado y,,
F(6]y..5,0.0) o H Fly(s):migy [z(s).8(s.): B} f(8 | X;8)  (3.14)

MCMC provee un método para la simulacién de (3.14) y la aproximacién
B3.13).

La integral en tiene una dimension alta, y por consiguiente, no se pue-
de encontrar las estimaciones de méxima verosimilitud (maximum likelihood
estimates, MLEs) via maximizacién directa. Entonces, si se toma el caso donde
v es fija, este término se suprime. Asi, la funcién de verosimilitud puede
expresarse como

L(B.6) = [ fly.|X.8:8)£(5 | X;0)do
[ [ 1X.88)/(3|X;0)
R f(y..9)
L WX 8P)1(6]X:6)
[y, | X, 8 80)1(0)
= V(ys | X.8:8)/(8 | X:0)
[y, | X,8:80)1(6)

f(y.. 0)dé

f(&|y,)ds

ys] (3.15)
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donde f(y,,d) = fy, | X, 8;8,)f(8) y f@) es alguna funcién de densidad
con soporte en R”, f(d | y,) oc f(y, | 6)f(6) es la la funcién de densidad
condicional y E(- | y,) denota la esperanza con respecto a f(- | y,), la cual
depende de un valor inicial de 8, B,. Los MLEs se pueden calcular mediante
la maximizacién de la aproximacién de Monte Carlo de la verosimilitud ((3.15)),
mediante la siguiente expresion

ricn fys | X,0(5); Bo) f(6(4))

LT(ﬁ? 0) -

donde los 6(j)’s (j = 1,...,7) son muestreados por MCMC de la funcién de
distribucién f(- | y,). Como se observa de (3.15)) se podria seleccionar f(-)

cercano a f(- | ), donde 0 es el MLE de 8, porque de lo contrario uno o
muy pocos de los términos f(8(5) | 3,0)/f(6(j)), j = 1,...,r pueden llegar a
dominar a los otros en L,.(3, 8), los cuales hacen la aproximacién menos 1til.

A continuacion, se presenta un procedimiento numérico para maximizar
la aproximacion de Monte Carlo . Se reparametriza por convenien-
cia computacional el efecto pepita, 72, utilizando el efecto pepita relativo
Tr = 72/0?; por consiguiente, la matriz de covarianza de 1 es o(R(9) +731,).
De esta manera, sea (3,0) = (3, 0%, 9, 72), la maximizacién de L, con respecto
a By o? dado 9 y 73 es bastante sencilla porque la primera y segunda deri-
vadas de la funcién de densidad normal f(n(j) | X,3,0%9,72),7=1,...,7,
con respecto a esos parametros son simples. Lo anterior se hace utilizando un
algoritmo iterativo como el de Newton-Raphson que es computacionalmente
rapido; para realizar este algoritmo, se puede utilizar un procedimiento itera-
tivo apropiado para los valores iniciales como el siguiente

B() = X' (RW) + mal,) n(j)
() =, (i) ~ XBG)I' (RO) + 73L) " [n(j) — XB()

con j = 1,...,r, y donde esta estimacién de los pardmetros corresponden a
los estimadores de maxima verosimilitud para la funciéon de densidad normal
fmG) | X;8,0%,9,74).

Los valores de B y 0% que maximizan L,(3, ) para un valor fijo tanto de
¥ como de 72; B(0, 72) y 62(9, %) estén conectados dentro de L, y se obtie-
ne L,(0,72) = L.(B(0,72),62(9,73),9,72). Esta funcién es maximizada con
respecto a ¢ y T para una funcién de correlaciéon dada utilizando optimiza-
cién numérica. Los pardmetros ¢ y 74 entran en L, via la matriz R(9) + 721,
y debido a que se necesita la invertibilidad de esta matriz, la maximizacion
podria ser relativamente lenta. La maximizacién puede ser también sensible a
los valores iniciales en este proceso porque la aproximaciéon de L, puede ser
multimodal. Por ello, se debe investigar cuidadosamente el resultado conside-
rando una variedad de valores iniciales.

-1 -1

X] X! (R(9) + 731,
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Por otra parte, cuando el interés es investigar cuales funciones de enlace
son apropiadas se debe integrar con respecto a g, = (u(81), ..., u(s,))", donde
w(si) = m;g, ' (x(s:),d(s;)), i = 1,...,n. El determinante del Jacobiano para
esta transformacién es

”m =ﬁ g, ((s:)/my)

’L

Suponiendo que la funcién de enlace satisface g, (R) = R para todo v de interés
y definiendo

folg | X, 6:8,0) = J,(1,) f (g, (1) | X, 8:3,0)
se encuentra que
L(B,6,v) =/ f(ys | o) fo(ps | X, 6;8,0)du,
flys | ps)fo(pg | X, 6;8,0) -

Foo (s | y,)dp,

R" Fya | ) fuo(ay)
:~ fl/(l’l's | Xaa;ﬁve) ]
E l fVO(l’l’S) ys (317)

donde fu, () = Juo (1) F g5t (1))s Fro(tts | ) o< F(yy | 1) fuo(tty) es la

funcién de densidad condicional y E( | y,) denota la esperanza con respecto a
fuo(- | y5). El MLE se puede calcular maximizando la aproximacién de Monte

Carlo a (3.17)),

L & A | X, 5:6.0)
L(B.0.v) = 2 ) (818)

donde los p,(j)'s (j = 1,...,7) son muestreados por MCMC a partir de la
funcién de distribucion f(- | y,). Si g,(R) # R entonces la ecuacién (3.17)
sigue siendo valida.

Por 1ltimo, se puede seleccionar un valor inicial para B ajustando un
DBSGLMM con efectos aleatorios independientes e idénticamente distribui-
dos. A partir de las estimaciones resultantes de los efectos aleatorios, se puede
calcular el variograma empirico a través de

1 A - 2
Y(h) = o(s;)—d(sj)) , h>0 (3.19)
) & )
donde N(h) = {(s;,s;) : ||si — s;|l = h} vy |N(h)| es el nimero de parejas
distintas N (h). Luego, se gréfica este variograma empirico, lo que puede ayudar
a hacerse una idea de la forma paramétrica del variograma y a elegir los valores
iniciales de los parametros asociados al variograma.

Otro método que se puede utilizar para estimar los parametros involucrados
en el modelo (3.11) es la MLE utilizando la versién del MCEMG, la cual se
presenta en la siguiente subseccion.
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3.2.3 Version Monte Carlo del algoritmo gradiente EM
para la MLE de los parametros del DBSGLMM

En este caso, al utilizar la verosimilitud condicional dada las covariables pre-
sentada en la ecuacién (3.12) y tomando In en la ecuacién (3.13)), se obtiene

1(B,6,v) =In A@ f[lf{y(si);mig;l[az(si)ﬁ(si);ﬂ]}f@ | X;0)dd(s1) - - do(sn)
—InL(3,0,v) =In A@ fly, | X,8;8,0)f(8 | X;0)dd (3.20)

donde f(y, | X,9;8,v)y f(6 | X;0) fueron definidas en la ecuacién ([3.13)).

Aqui, el problema de la alta dimensién de la integral para la estima-
cién de los parametros del DBSGLMM se resuelve utilizando el algoritmo de
esperanza-maximizaciéon (expectation-maximization, EM) y procedimientos de
aproximacién. El algoritmo EM ha sido un procedimiento estandar para la es-
timacion en GLMM desde el trabajo de Dempster et al. (1977). La utilidad
del algoritmo EM en un entorno espacial reside en el tratamiento como datos
faltantes, de los términos espaciales aleatorios no observados espaciales y en la
imputacion de la informacion faltante basada en los datos observados, con el
objetivo de maximizar la probabilidad marginal de los datos observados. En
concreto, si el efecto aleatorio z, 0 d es observado y si se toma el caso donde v
es fija, entonces v se suprime y se pueden expresar los datos completos como
(y,,0), cuya log-verosimilitud conjunta es

h=1(8,0)=Inf(y, | X,68)+Inf(]X;0) (3.21)

Sin embargo, debido a que 8 es no observable, el calculo directo de ([3.21]) no
es posible. Por consiguiente, es procedente el algoritmo iterativo EM mediante
la maximizacién de la esperanza condicional de la log verosimilitud de datos
completos, E(l; | y,), en cada iteracién (paso M), donde se toma la esperanza
bajo el actual valor (paso E). Algunos algoritmos han sido desarrollados para
acelerar la convergencia del EM, uno de los cuales es el algoritmo del gra-
diente EM (EM gradient, EMG) que sustituye algoritmos de un paso como el
Newton-Raphson para el paso M (Lange (19954, 19950)), el cual no es similar
al presentado en la subseccién [3.2.2]

Luego, la primera y segunda derivadas parciales de ([3.21]) con respecto a 3
y @ son, respectivamente,

ol _ 9l f(y, | X, 608 oh _ 9ln f(0 | X;6) (3.22)
B B 00 06 '
Fh_Phfly X858  PL_FlnfEX0) o

0BoB" B8 0000" 0000'
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La matriz de informacién de Fisher esta dada por las siguientes expresiones
82 In ll

en cada caso, respectivamente,
82 In ll
— 10)=-E|——+
y el valor esperado de ([3.22)) estd dado por
)

. Oln ll

El algoritmo EMG actualiza las estimaciones mediante las siguientes ex-
presiones

18) - -£(

Oln ll
B

5(8) =&

-1

glm+D) _gom) _ [E {62 In f(y, | X,8:8") ‘ y}]

030"
XE{amf@hg§¢%ﬂmh‘y% (3.24)
, . =
gim+1) _gm) _ lE{a lnféc;g;%m ) ‘ SH
. {8ln £(5 gax,ew) ‘ ys} (3.25)

donde todas las esperanzas condicionales son evaluadas bajo los valores ac-
tuales de los pardmetros 8™ y 8™ . Este procedimiento iterativo contintda
hasta lograr la convergencia de los pardmetros estimados. Zhang (2002) en-
contré estos parametros reduciendo a la mitad el tamano de los pasos, uti-
lizando una técnica comuinmente empleada en la préactica (Zimmerman &
Zimmerman 1991, Breslow & Clayton 1993).

Si la distribucién condicional de y, dado d pertenece a la familia exponen-
cial y el enlace es candnico, se pueden calcular las derivadas en en forma
cerrada (McCullagh & Nelder 1989). En particular, si y, | X, d pertenece a la
familia binomial o Poisson con funcién de enlace candnico, se encuentra que

Oln f(y, | X, 6;8)
B
0°In f(y, | X, ;8)
B3
donde V = Var(y, | X, d) y esta es la matriz diagonal de la matriz de varianza

condicional de y, dados X y 4. También las derivadas en (3.25) se pueden
expresar en forma cerrada ya que 4 es una normal multivariante (ver Mardia &

= X'(y, — E(y, | X;9))

— —X'VX
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Marshall (1984) o los resultados relevantes de la teorfa de matrices presentados
en Graybill (1983, Capitulo 10 )). De esta forma,

dln f(d | X;0) 1 -1 Lot -1 -1
5. = = Str(V V) + S8 (VY S
?Infé]|X,0) 1 1 T 1 h i

donde V™ es la inversa de la matriz de covarianzas V(6) de & y

2
v, Vo

a0 9 960,00,
ij V! -1 -1 -1 -1
VI = o = VI VIV VY V)V
VY5

Las esperanzas condicionales en y no se pueden calcular en
forma cerrada, pero se pueden aproximar utilizando muestreos de Monte Carlo
oW, ..., 8" a partir del algoritmo de Metropolis-Hastings bajo las estimacio-
nes actuales 8™ y 8. Por ejemplo,

0*In f(y, | X,8;8™)
_E{ o9’ | ys}

= X'E{Var(y, | X,9) | y,} X

Q

1< ,
=Y X'Var(y, | X, U)X
-

J=1

Incorporando esta técnica de Monte Carlo en el algoritmo EMG se obtiene
el algoritmo MCEMG. Al igual que en el método presentado en la subseccion
[3.2.2) un valor inicial para B se puede escoger haciendo un primer ajuste de
un DBSGLMM con efectos aleatorios bajo el supuesto de i.i.d. A partir de las
estimaciones resultantes de los efectos aleatorios, se puede construir el vario-
grama empirico a través de la ecuacion con la finalidad de seleccionar los
parametros iniciales asociados al variograma. Una vez estimados los vectores
de parametros B y 6, se estima v, para lo cual se utiliza la misma estrategia
utilizada en la subseccién [3.2.21

Cuando se han estimado el vector de parametros de tendencia 3 y el vector
de parametros de correlacion espacial @, se esta preparado para discutir las
medidas espaciales de bondad de ajuste.

3.2.4 Medidas de bondad de ajuste

Después de ajustar el DBSGLMM, es importante llevar a cabo un anélisis
de diagnéstico para verificar la bondad de ajuste del modelo estimado. Una
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medida global de la variabilidad explicada se obtiene calculando el pseudo R?
definido como . R
,_1(8.9)-1(8.9)
Rk - —~ ~ )
1(3.6)

donde [ (B, é) es la funcién de log-verosimilitud para el modelo saturado eva-

0<RI<1

luado en B y é, y 1 (B, @) es la funcién log-verosimilitud para el modelo de

interés. Observe que [ (,B, 0) serd mas grande que cualquier otra funcion de ve-
rosimilitud para las observaciones, asumiendo la misma funcién de distribucién
y funcion de enlace.

El buen ajuste del DBSGLMM se puede determinar por medio de qué tan
diferente es el modelo ajustado del modelo saturado, el cual contiene tantos
parametros como observaciones tiene el modelo. Para esto, sea

D(y,.3,0) =2[1(8.0) —1(B.6)]

Una aproximacion a esta cantidad esta dada por

n

D(y,,B,0)=> (rp (3.26)

=1

que se conoce como la deviance, y sea

ro, = ro(s) =sign[y(s,) — als:)] {2 [t (v(5).B.0) — 1 (y(s:).8.6)]}""*

donde [ (y(si), B, é) es la maxima log-verosimilitud para el modelo saturado

asociada a la ¢-ésima observaciéon y [ (y(s,),B,@) es el valor maximo de la
funcion de log-verosimilitud para el modelo de interés asociado a la i-ésima
observacién. rp(s;) es la i-ésima deviance residual ya que una observacién con
un valor absoluto grande de rp(s;) se puede ver como un dato atipico. Tal
como se esperaba, la log-verosimilitud asociada con el modelo saturado debe
ser mayor que la de un modelo con k& < n parametros.

Como se sabe, el andlisis de residuales tiene como objetivo identificar ob-
servaciones atipicas y/o mala especificacién del modelo. Este andlisis se puede
basar en los residuales ordinarios o en los residuales de deviance. Como es sa-
bido, los residuales son medidas de concordancia entre los datos y el modelo
ajustado; la mayoria de los residuales se basan en la diferencia entre la res-
puesta observada y la media condicional ajustada. Otra medida que mide esta
discrepancia y que son ampliamente utilizados, son los residuales de Pearson
dados por la siguiente expresion

y(si) — fi(s:)
Var (fi(s;))

rp, = 1p(8;) =
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donde Var (fi(s;)) es la varianza de [i(s;).

Para evitar el problema que tiene un pseudo R7 ~ 1 cuando el rango de X
es n — 1, es necesario considerar solamente los vectores propios mas correlacio-
nados de B,, dados por 1, X4,...,X,,_1, con la variable regionalizada y,, es
decir, las coordenadas principales significativamente mas correlacionadas con

Ys-

3.2.5 Seleccién de las coordenadas principales para el
DBSGLMM reducido

Inicialmente, se pueden elegir k£ variables explicativas, una buena aproximacién
para seleccionar las columnas de X consiste en clasificarlas segin su coeficiente
de pseudo correlaciéon con respecto a y,, es decir,

RI(X,) > > RI(Xy)>...> R}(X, 1)

donde R?(X ;) es el coeficiente de pseudo correlacién entre la j-ésima coor-
denada principal (X;, j = 1,...,k,...,n — 1) y y,. Estos coeficientes de
pseudo correlacién se obtienen dejando la misma funcién de enlace en g para
los diferentes modelos ajustados. Con este proceso, las variables menos corre-
lacionadas con y, en la matriz de coordenadas principales X se eliminan, es
decir, no se consideran n — k — 1 coordenadas principales en el modelo final.

Un procedimiento similar se obtiene utilizando , pero con r;(X ), que
es el residuo obtenido a partir de la inclusion en el modelo de la coordenada
principal X, j =1,...,k,...,n— 1. De esta manera, las pseudo deviances se
ordenan de menor a mayor; las primeras k pseudo deviances son

D(ys; X1) < D(yg; Xo) < < D(yg Xy)

Otra opcién para la seleccion de las coordenadas principales, se hace realiza-
do una gréfica que represente los puntos (7, 1—c(j)) j =1,..., k, k+1,...,n—1,
y luego, se determinan los puntos con un descenso significativo en la falta de
predictibilidad, dada por 1 — ¢(j) (Cuadras 1989, Cuadras et al. 1996). La
predictibilidad ¢(j) estda dada por

j
>R (X )N
c(0)=0,  c(j) =, CJ=hekn—1
RYU(X)N
I=1
donde \; es el [-ésimo valor propio asociado a X;, [ = 1,...,k,...,n — 1

(ver mayores detalles en Cuadras et al. (1996)). Por lo tanto, se eliminan las
coordenadas principales Xi1,..., X,_1.
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Una vez elegidas las coordenadas principales mas significativas (k), se dis-
cuten las técnicas espaciales para predecir el valor de un campo aleatorio en
una localizacién dada de observaciones cercanas.

3.3 Prediccion espacial de un nuevo individuo

Las coordenadas ) (So) se obtienen asumiendo que las observaciones de las
variables explicativas mixtas son observadas para un nuevo individuo, esto es,
v(80) = (v1(80),...,v,(80))" es conocido. Entonces, se deben calculador las
distancias entre el nuevo individuo y cada uno de los individuos involucrados
en el modelo propuesto en (3.2), es decir, dy; = d (v(80),v(si)), i = 1,...,n.
A partir de estas distancias, se puede realizar una predicciéon utilizando un
resultado propuesto por Gower (1968) y Cuadras & Arenas (1990, Section 3.3),
que relaciona al vector dy = (d2y,. .. ,d%n)t de distancias al cuadrado con el
vector @) (s0) = (71 (80), ..., 7% (80))" de coordenadas principales asociadas
al nuevo individuo, como se presenta a continuacién

d2; = () (50) — gy (51)' (2w (80) — @) (1))

donde x4 (8i) = (71 (8i), ..., 21 (8:))" coni = 1,...,n. Entonces, se tiene que
1, _

donde b = (b11,...,by,)" es un vector conformado por los elementos de la

diagonal de B,, con b;; = m’zk) (si)xuy (si),i=1,...,n.

3.3.1 Prediccién espacial

En este caso se utiliza la técnica de kriging que es una técnica mediante la cual
se puede interpolar el valor y(sy) de un campo aleatorio Y(sg) en una locali-
zacién predefinida, sg, a partir de las observaciones y; = y(s;), i = 1,...,n.

Interpolacion de efectos aleatorios sobre una area espacial continua

En esta subseccién el enfoque se centra en la interpolacion de efectos aleatorios
sobre un area espacial continua donde las observaciones son no gaussianas.
Sea sy # s; para todo ¢ = 1,2,...,n. Se sabe que la prediccion de minimo
error cuadratico medio (minimum mean square error, MMSE) para el efecto
aleatorio dg = 0(8p) en una localizacién sq es la esperanza condicional E(dy |
y,). Dendtese la funcion de densidad de probabilidad conjunta de (&, d,y,)
por f(do,d,y,), do € R, §,y, € R™. Debido a la formulacién del modelo, la
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funcién de distribucién condicional de y, dado {§(sp), 8o € R?} es la funcién
de distribucién de y, dado & = (0(s1),d(82),...,d(s,))". Esto implica que
f(ys | 90,0) = f(y, | 9), por lo tanto,

f(00,0,y,) =f(ys | 00,6)f (b0, 6) = f(y, | 8)f(do, )

_f(y,,9) _
—= f(60,0) = f(y,,0)f(d0 | 6)

Dividiendo a ambos lados la anterior expresion por f(y,,d), se obtiene

f(bo | 0,y,) = f(do ] 9)

y en consecuencia

E(50 | 67ys) 50 | 6 ZCZ
para alguna constante apropiada c;. Entonces,

~B(EG |9) | .} = E {3 i) |w,

=>_aE((s) | y.)
i=1
donde E(4(s;) | y,) es la estimacion de MMSE del efecto aleatorio d(s;) y los
coeficientes ¢; son tales que Y., ¢;d(s;) se iguala a E(dy | §), la prediccion
MMSE de 0y dado §. En otras palabras, estos coeficientes son los mismos de

la prediccion MMSE de 0(sg) dado 6.

Por lo tanto, una vez que se obtienen las estimaciones de los efectos alea-
torios en los sitios muestreados, se puede obtener la prediccion MMSE para el
efecto aleatorio en cualquier sitio no muestreado como si los efectos aleatorios
fueran observables en los sitios muestreados. La prediccion MMSE es particu-
larmente apropiada para el DBSGLMM debido a la propiedad lineal anterior
que es analoga a la del kriging lineal.

Por otro lado, en el clasico kriging se utiliza la combinacién lineal de los
valores observados para aproximarse a una nueva localizacién, con pesos gran-
des asignados a las localizaciones més cercanas. Sin embargo por ejemplo, en
muchas situaciones para datos no normales, el supuesto de linealidad es dema-
siado estricto y no es plausible. Por lo tanto, se considera un predictor éptimo
que minimiza la siguiente funciéon condicional del error cuadratico medio

E[{p(y; s0) — y(s0)}* | y.] (3.28)
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donde p(y; sg) es el predictor en sy basado en la y, observada. Por lo que se
obtiene,

E[{p(y; s0) — y(s0)}* | 5] = Var[{p(y; s0) — y(s0) | y.}] + [E{p(y; s0) — y(s0) | ¥ }I*
= Var{y(so) | y.} + [p(y; s0) — E{y(s0) | y:}]°

Es obvio por consiguiente que el predictor éptimo estd dado por

y(s0) = E{y(so) | y.}

Entonces, el mejor predictor para los efectos aleatorios que MMSE condicional
(3.28) es E{y(s0) | ys}, el cual no es necesariamente lineal en y,.

Cuando y(-) es un proceso gaussiano, el predictor 6ptimo g(sg) coincide
con el obtenido bajo kriging clasico y esta dado por

i (s0) = ' (s0)B + ' (y, — XB)

donde x(so) = (1,2((s0))" = (L, 21(s0),- .- 1x(80))', ¢ = (C(sg —
51;0),...,C(so — 8,;0))" v 5 = [C(s; — 8;:0)]5xn, con C(-) la funcién de

covarianza la cual es especificada facilmente del semivariograma.

La matriz de covarianza para la prediccion esta dada por
_ tyr—1
YX=3%,—-c3;c

donde X, es la matriz de covarianza entre los nuevos individuos, sg.

Interpolacion de efectos aleatorios utilizando predictores lineales in-
sesgados

Sea n° = (N(Snt1),---M(8new))! la prediccién funcional y sea f(n° m) la

funcién de densidad conjunta de i y n°. Limitando el interés a los predictores
lineales pseudo insesgados de la forma

n=p+Qn (3.29)

para algun vector conformable p y una matriz @ (McCulloch et al. 2008), la
MMSE de la prediccion se realiza por medio de

E[(7—n")"A(7—n°)] Z//(ﬁ—no)tA('ﬁ—no) f(n°,m)dndn®  (3.30)

donde f(n",m) es la funcién de distribucién conjunta de ° y 1, y A es una
matriz simétrica definida positiva.
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Utilizando (B.29), la parte izquierda de se puede expresar como
qa=E[(p+Qn—n")'A(p+Qn—n°)]
=p'Ap + 2p'AE (Qn —n°) + E [(Qn — no)t A(Qn-— no)] (3.31)
Derivando parcialmente (3.31]) con respecto a p e igualando a 0, se obtiene
9q _ _ a0\
op —2A[p—|—E(Qn n )] =0
p=-E(@Qn-7n°) (3.32)

Sustituyendo (3.32)) en (3.31]) se llega a

g=—[E(Qn-n")] AE[(Qn—n°)] +E[(@n—n")"A(Qn —n°)]
=tr {AVar (Qn — no)}
=tr {A [QEth + Var (no) — QCov (n, no) — Cov* (n, 770) Qt]} (3.33)
donde X, = o (R(¥) + 731,), Var (n°) es la matriz de covarianza de n° y
Cov (n,1°) es la matriz de covarianzas cruzadas entre 1 y n°.

Ahora se desea minimizar (3.33) con respecto a Q. Para hacer esto, se ig-
noran A y Var (n°) porque no involucran Q. Entonces, derivando parcialmente
(3.33) con respecto a Q e igualando a 0, se tiene que

dq
20 =2Q%, — 2Cov* (n, no) =0
Q =Cov' (n,n") %! (3.34)

Asi, sustituyendo (3.32)) y (3.34]) en (3.29)), el mejor pseudo predictor lineal

insesgado (best pseudo linear unbiased predictor, BPLUP) esta dado por

1 =E (n°) + Cov' (n,n°) =, [n — E (n)]
=X’8 + Cov' (n.1°) =, '[n — X2 (3.35)

donde X° es una matriz de k coordenadas principales para los nuevos datos
espaciales n’ que incluyen un vector de unos, es decir, 1,/ de tamano n’ x 1.

Tomando valor esperado en (3.35)), se llega a
E(n | y,) =X"B+ Cov' (n,7°) =, [E(n | y,) — XB]
~X B+ Cov' (n,n") =, [E,(n | y,) — X0

donde E, es el vector de medias empiricas basadas en las muestras
n(1),....n(r).
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La matriz de covarianza para la prediccion presentada en (3.35)) estd dada
por

Var(] | y,) =20 + Cov' (n,1°) =" [Var(n | y,)] ;' Cov (n,7°)
~So + Cov' (n,1°) 3, [Var, (| ,)] =, ' Cov (n,7°)

donde g = Var(n°) — Cov' (g,n°) =, 'Cov (n,n°) y Var, es la matriz de
covarianza basada en las muestras n(1),...,n(r).

Ejemplo 3.1. Considérese un modelo Dirichlet para respuestas binarias es-
paciales de tal manera que

y(s;) | n(s;) ~ Bernoulli(n(s;)), i=1,...,n

donde n(s;) = d(s;) y el efecto aleatorio n = (n(s1),...,n(sn)) ~
Dirichlet(ay, ..., ap) cona; >0,i=1,....n, yn(s,) =1—1""n(s).

Es sencillo calcular los momentos de la y(s) bajo el modelo (3.11]). Asi se
obtiene

E (y(s:)) =E{E[y(s:) | n(s))]} = Eln(s:)] = j;’
Var (y(s;)) =E{Var[y(s;)] | n(s;)} + Var{E[y(s;) | n(s;)]}
—E{n(s:)[1 — n(s:)]} + Varln(s:)]

=E{[n(s)][1 —n(s:)]}

il —a;)
2 Cii
Qp
L . . . .
donde oy = Y. ay. La matriz de covarianza se puede obtener similarmente
I=1

como

Covly(s:), y(s;)

—

=Cov{E[y(s:) | n(si)], E[y(s;) | n(s;)]}
+ E{Covly(s:),y(s;) | n(s:),n(s;)]}, i#j
=Cov[n(s;),n(s;)] +0

=— —F T = Cj;
ad(1+ ) J

De otro lado, se puede calcular la covarianza entre y(s;) y n(s;) utilizando
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las siguientes expresiones

Covly(s:),n(s:))] =Cov{E[y(s:) | n(s:)], E[n(s:) | n(s:)]}
+ E{Cov(y(s:),n(s:) [ n(s:)]}
=Var[n(s;)] + 0
:az‘(Oéo - CYi) _
ad(1+ ap)
Cov[n(si), y(s;)] =Cov{E[n(s:) [ n(si)], Ely(s;) [ n(s;)]}
+ E{Cov[n(s:),y(s;) [ n(s:),n(s;)]}, i # ]
=Cov[n(si),n(s;)] +0

i1

2 0) J

i(s:) = jo + !S5 [ — E(n)]

donde E(’?) = (041/040, cee 7Oén/0é0)t; X0 = (Cij)nxn Yy w; =

Como un simple ejemplo tomese n = 2, entonces

77(8) _ (07} Cki(Oél + g — Oéi) (061 —+ CYQ)2 <77 _ (67 )
Yoot as (ar+an)2(1+ag 4 as) ai(ag + ay — ) aq + as
ot
—1 + o1 + o

donde T2 = [n(s1) + n(s2)]/2.

3.4 Relaciéon con el GLMM espacial clasico

El modelo depende de la distancia seleccionada, d;y (i,7/ =1,...,n), lo
cual es particularmente interesante bajo casos de variables explicativas mixtas
y con un comportamiento no lineal en su relaciéon con la variable respuesta.
Cuando las variables explicativas son continuas y se utiliza la distancia eucli-
diana, el DBSGLMM es compatible con el GLMM espacial; esta equivalencia
también se mantiene para variables cualitativas cuando se utiliza una distancia
que se basa en la disimilaridad. Ademas, se puede mostrar lo mismo cuando
hay una mezcla de variables explicativas continuas, categoéricas y binarias. En
esta subseccién se demuestran estas equivalencias entre el DBSGLMM vy el

GLMM espacial.
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3.4.1 Variables continuas

Si todas las variables en (3.3)), V' = (V4,..., V), son continuas, la distancia
euclidiana estd dada por (3.5). Luego, la matriz de distancias D, = (d;) se
obtiene, y

1
Ac = —Q{d@'ag(VVt)lt + 1[diag(VV"]" — 2V V')

donde diag(V V") es un vector que contiene los términos de la matriz diagonal
V' V. Por lo tanto,

Bo=HAcH=HVV'H = XX'

ya que H[diag(VV')1!|H = 0, H1(diag(VV"))|H = 0 y donde B¢ se defi-
nié en la Seccién Entonces, el DBSGLMM en (3.11)) es un modelo lineal
generalizado centrado espacial mixto (3.3)), es decir, el DBSGLMM produce

las misma predicciones utilizando p coordenadas principales que el modelo
presentado en (3.3)).

Sin embargo, no es necesario considerar una distancia euclidiana p-
dimensional como la presentada en la ecuacién ya que cualquier otra
distancia se podria utilizar, por ejemplo, la distancia absoluta que satisface las
mismas propiedades de una distancia euclidiana. Si E; (k <1 <n—1) esel
espacio generado por las columnas de X, donde X es una soluciéon métrica
escalada obtenida a partir de una distancia aplicada a los datos. Entonces to-
mando k& > p, es decir, las columnas mas significativas de X, el DBSGLMM
supera al GLMM espacial cldsico cuando (n — 501) € E;. Observe que esto
es siempre cierto para [ = n — 1. Para ilustrar lo anterior, suponga p = 1y
observe que aplicando el DBSGLMM, el pseudo R? se puede escribir como

l
R} =Y Ri(X;), 1<i<n-1
j=1

ya que las coordenadas principales (X1,..., X,_1) no estan correlacionadas.
Por otro lado, se puede representar como R?*(n, V) el pseudo-R? entre el i
y la variable V'; utilizando GLMM espacial clasico. Por lo tanto, si se toma
I =k > 1 (por ejemplo, k = 2) entonces se encuentra que

!
R} = R}(X;) > R*(n, V1)
j=

Asi, el DBSGLMM supera al GLMM espacial clésico.
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3.4.2 Variables cualitativas

Ahora suponga que todas las variables explicativas V' = (V,..., V) son
cualitativas en , donde ahora cada V', es una variable con ¢; estados,
j=1,...,p. Una medida de semejanza entre los individuos 7 y i’ es el niimero
de coincidencias m;; para las variables cualitativas involucradas en el modelo.
Observe que 0 < m; < p, v cuando las variables explicativas son binarias, los
m;/p’s son los coeficientes de coincidencias (ver detalles en Cuadras & Arenas
(1990) y Cuadras et al. (1996)).

La distancia entre los individuos i e 7/, se define como:
2
diyy =M + My — 2mgp = 2(p — Myyr)

donde d7; se convierte en un distancia euclidiana al cuadrado porque V; se
puede representar por ¢; (j =1,...,p) variables binarias codificadas (0, 1).

De una manera similar, como se mostré para variables continuas, haciendo
Ay = —1[M, + M. — 2M], se encuentra que

Bo=HA,H=HMH =HVV'H

donde todas las filas de M, son iguales, M = (my;), y HM, = M'H = 0.

Por lo tanto, no hay ventajas sobre el GLMM espacial clédsico, excepto que
el problema de multicolinealidad se resuelve automaticamente usando distan-
cias (Cuadras et al. 1996). Por consiguiente, el DBSGLMM se reduce al GLMM
espacial cldsico para variables cualitativas codificando los estados como 0 (au-
sente) y 1 (presente).

3.4.3 Variables mixtas

Ahora suponga que se tiene en la matrizV=(V, V,),dondeV.yV,
son submatrices de variables cuantitativas y cualitativas de V', respectivamen-
te. Segun (Cuadras et al. 1996), es apropiado utilizar la similitud m;; dada por
(3.4) (Gower 1971) entre los individuos i e i’. Asi, el cuadrado de la diferencia
entre los individuos i e ¢’ es d%, = 1 — myy y D, = (d;;) es una matriz de
distancias euclidianas sobre el conjunto de n individuos (Cuadras et al. 1996).
Por consiguiente, el DBSGLMM se demuestra que es equivalente al GLMM
espacial clasico considerando las variables cuantitativas como de costumbre y
codificando las variables cualitativas como se describe en la subseccion anterior

3.4.2
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3.4.4 DBSGLMM no lineal

El enfoque basado en distancias es también 1til para realizar un GLMM es-
pacial no lineal. Si X = (Xy,...,X}) son las coordenadas principales, el
DBSGLMM no lineal esta dado por

k
mi = g(u(s:) = D fi(x;(8:))B; + 2(s:,0) (3.36)
j=1
donde f; (j = 1,...,k) es una funcién no lineal (posiblemente desconocida)

en funcién del pardmetro f;.

3.5 Aplicacion

En esta Secciéon se consideran los datos epidemioldgicos analizados por Thom-
son et al. (2004) y Diggle et al. (2007). La informacién se obtuvo de una serie
de mediciones en aldeas que fueron tomadas conjuntamente por el Institut
de Recherche pour le Développement (IRD)-Centre Pasteur du Cameroun en
Camerun entre 1991 y 2001 (Kamgno et al. 1997, Boussinesq et al. 2001), y pos-
teriormente, por otros institutos (Takougang et al. 2002, Wanji et al. 2003).
Con el objetivo de modelar la variacién espacial en la prevalencia de Loa
loa (presencia/ausencia de Loa-loa microfilarias en muestras de sangre), se
estudio un conjunto de datos de 21938 individuos de 168 aldeas (Diggle &
Ribeiro 2007). Las variables explicativas incluyen altura, junto con el maximo
NDVI (méx(NVDI)) y la desviacién estandar de NDVI (S.D.(NDVI)) calcula-
da a partir de los andlisis satélite repetidas en el tiempo. Segiin Thomson et al.
(2004) y Diggle & Ribeiro (2007) la inclusién de los valores maximos y las des-
viaciones estandar del indice de vegetacion permiten la discriminacion entre
localizaciones con diferentes grados de la variacion estacional en el verdor.

En una primera etapa, se emplea la distancia euclidiana entre individuos
dada en (3.5) porque todas las variables explicativas son continuas. Lue-
go, las distancias empleando las variables explicativas centradas y la matriz
B, = HA, H fueron obtenidas. Asi, se construyeron las coordenadas principa-
les utilizando las variables explicativas: altura, el maximo NDVI y la desviacién
estandar de NDVI. Para seleccionar las coordenadas principales a incluir en
el modelo, se escogieron los mayores ¢(j)’s, pero cualquier otro procedimiento
propuesto en la subseccién [3.2.5 se puede utilizar. Para este estudio se selec-
cionaron tres coordenadas principales (X1, X2 y X3), lo cual fue realizado
con la finalidad de mantener el mismo nimero de variables explicativas. Sin
embargo, esto no es necesario bajo el enfoque basado en distancias, ya que mas
coordenadas principales se podrian incluir en el modelo, lo que puede mejorar
la bondad de ajuste del modelo propuesto como se vio en la Seccion
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La dependencia residual espacial se manejo de la siguiente manera: sea
y(s;) que denota el niimero de muestras positivas (n;) en la aldea s;. Ademaés,
se supone un conjunto de efectos aleatorios debido a los individuos dentro
de cada aldea especifica, e(s;), los cuales son mutuamente independientes y
gaussianos, con media 0 y varianza 73 = 72/0?; este es el efecto pepita relativo
en vez de 72, lo cual se asume por conveniencia computacional. En el modelo se
supone que los y(s;)’s son variables binomiales independientes dado el proceso
estocdstico espacial no observado z(s;) y el efecto aleatorio e(s;), y ademas,
que la respuesta media en s; depende de las variables explicativas observadas
en la ubicacion s;. Especificamente, si p(s;) es la probabilidad de que para una
persona seleccionada aleatoriamente en la ubicacién s; la prueba de Loa loa
resulte positiva, entonces

P\Si
log (1_<p()8)) = Bo+ 2(80)By + wa(s:)Ba + 2a(5)Bs + () + elsi) (3.37)
donde z(s;) se modela como un proceso gaussiano con media cero y varianza
o? y estructura de correlacién descrita por Corr(z(s;), 2(s#)) = p(h;9), i, =
1,....n.

En el modelo seleccionado no se encontré alguna evidencia de anisotropia,
asi que se omitié ésta en el modelo ajustado. La funcién de correlacién p(h; )
depende tnicamente de la distancia euclidiana h = ||s; — sy|| entre localiza-
ciones. Los papeles de z(s;) y e(s;) en el modelo, después de ajustarlo por las
tres coordenadas principales, es capturar las variaciones residuales espaciales
y no espaciales, respectivamente.

Para el ajuste de estos datos, Diggle et al. (2007) utilizaron una funcién de
correlacién exponencial, p(h;¥) = exp(—h/1). En este anélisis, se consideran
las funciones de correlacion de: la clase Matérn como se presento en la ecuacién
(3.10) (obsérvese que el modelo exponencial puede ser considerado como un
caso particular de la funcién de Matérn ) y la funcién de correlacién esférica
(ver Cressie (1993)). El algoritmo MCMC fue utilizado en este problema pa-
ra generar muestras de la funcién de distribucién predictiva de la superficie
completa z(s;) con una resolucién de 1 Km, dados los valores observados de
la variable respuesta y(s;) en cada aldea muestreada y las tres coordenadas
principales también con una resolucién de 1 km en toda la region del estudio.

A continuacién, primero se ajustan los datos utilizando un modelo bino-
mial mixto DB empleando la funciéon de enlace logit con efectos aleatorios
independientes e igualmente distribuidos. Aplicando el GLM clasico y toma-
do las coordenadas principales X1, X5 y X3, se obtienen las estimaciones
BY = —0.713, 3 = —0.497, 39 = 0.216 y 39 = —0.251. Luego, el panel izquier-
do de la Figura muestra la nube de puntos del variograma; su apariencia
difusa es totalmente tipica. Una variante méas estable de la nube de puntos
del variograma es el variograma empirico como se ilustra en el panel derecho
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de la Figura [3.1] Utilizando éste, se obtuvieron las estimaciones de los efectos
aleatorios y a partir de éstos se obtiene la estimacion del vector de pardmetros
6, dada por 0, = (62, Do, 7%,) = (0.5,5.6,0.001), el cual es obtenido utilizando
el método de minimos cuadrados (Cressie 1993). Luego se utilizan las ante-
riores estimaciones como valores iniciales para ejecutar el algoritmo MCMC
empleando el DBSGLMM. El tamano de la muestra de Monte Carlo fue 1000
y se descartaron las primeras 100000 iteraciones ya que fue tomado como un
periodo de entrenamiento de la cadena de Markov. Un total de 1000000 de
simulaciones se ejecutaron, tomando muestras cada 1000 iteraciones. Se estu-
diaron los siguientes modelos

H, : No correlacion espacial.

H, : Funcién de correlacién exponencial, ¥ > 0y 77 = 0.

Hs : Funcién de correlacién exponencial, 9 > 0y 77 > 0.

H, : Funciéon de correlacién de Matérn, k = 1,19 > 0 yTé > 0.

H; : Funcién de correlacién esférica, 9 > 0y 73 > 0.
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FI1GURA 3.1: Nube de puntos del variograma (panel izquierdo) y variograma empiri-
co (panel derecho) para la prevalencia de Loa loa utilizando DB.
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Los resultados obtenidos después de ejecutar el algoritmo MCMC para el
DBSGLMM se presentan en la Tabla [3.1} Al comparar la diferencia entre los
log L’s para H3 y H; con distribucién 0.5)(%2) (cuyo cuantil 95% es 2.996), se
encuentra que hay una evidente correlacion espacial. Ademéds, como en Diggle
et al. (2007), el efecto pepita no es significativo (72 = 0273) al comparar las
diferencias de log L’s entre H, y Hjs con distribucion 0.5)(%1), cuyo cuantil 95 %
es 1.921. Observe que la estimacion de ¥ en el modelo Hy es mas pequena
que en el modelo Hj; resultado que es consistente con el modelo Hy el cual
no tiene efecto pepita y el modelo H3 que tiene un efecto pepita pequeno. Los
resultados de la Tabla también muestran que la eleccién de la funcién de
correlacion no es importante porque todos los log L’s con correlacién espacial
se parecen, aunque el modelo exponencial con un pequeno efecto pepita fue
ligeramente mejor que los otros modelos estudiados.

Algunas ejecuciones del algoritmo MCMC para el enfoque DBSGLMM se
realizaron con diferentes valores iniciales (30, 87, 59, 5, 02,90, Th,) v diferentes
funciones de correlacién, pero los resultados no difirieron mucho ya que el
patrén fue el mismo al de la Tabla

TaABLA 3.1: Estimaciones de maxima verosimilitud utilizando MCMC para los mo-
delos Hl, HQ, Hg, H4 y H5.

Modelo By B B3 62 ) 7% logL
H;  -1870 -0.595 0.193 -0.335 0.795 *  0.00 94.0
Hy,  -1.862 -0.489 0.254 -0.273 0.801 21.609 0.00 148.9
H;  -1.863 -0.484 0.209 -0.288 0.769 26.195 0.04 149.5
Hy  -1.836 -0.482 0.190 -0.278 0.684 12.697 0.11 147.7
H;  -1.820 -0.500 0.205 -0.277 0.699 35.566 0.04 145.4

La comparacién entre modelos es utilizada de una manera informal porque
algunos de los modelos comparados no son anidados. En el analisis también
se asume que la razén de log-verosimilitud se puede razonablemente aproxi-
mar a la distribucién x?, pero esto es dificil de demostrar rigurosamente. Sin
embargo, el modelo exponencial con un efecto pepita tiene ligeramente la log-
verosimilitud mas alta, lo cual es un criterio util cuando no estan anidados.
Por lo tanto, este modelo serd investigado atin mas mediante simulacién en la
siguiente subseccion.
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3.5.1 Inferencia sobre los parametros, diagndstico y pre-
diccion utilizando DBSGLMM

Después de haber realizado una ejecucion inicial del algoritmo MCMC em-
pleando el DBSGLMM y con el objetivo de hacer inferencia estadistica sobre
los pardmetros involucrados en el modelo , se repite 200 veces el proceso
de ejecucion de 1000000 simulaciones, obteniendo muestras cada 1000 iteracio-
nes luego de la eliminacién de las primeras 100000 iteraciones.

La deviance fue de 112.23 la cual se compara con una X?0.05,161) = 132.66,
por este criterio la funcién logit en el DBSGLMM parece ajustar bien. Por
lo tanto, utilizando la funciéon de enlace logit, se encuentra que el pseudo
R2 = 0.93, lo que sugiere un buen ajuste del modelo propuesto. La Tabla
muestra la media, desviacién estdandar (S.D.) y el intervalo de confianza
del 95 % para cada uno de los pardmetros del modelo (3.37). Con respecto a los
parametros de regresion, la Tabla muestra que las coordenadas principales
X1y X3reducen la prevalencia de Loa loa, mientras que esta prevalencia crece
con la coordenada principal Xs. En algunos casos, estas conclusiones sobre
las coordenadas principales podrian no ser muy relevantes para el objetivo
general, ya que el investigador podria estar mas interesado en la informacion
de las variables originales; sin embargo, éstas son presentadas con el objetivo
de destacar que son significativas y deben ser consideradas en la prediccion de
la prevalencia de Loa loa. La Figura [3.2] confirma estos resultados, observe que
los parametros 5y, B2 y (3 son diferentes de cero, y por lo tanto, el verdor de
la vegetacion circundante y la altura afectan notablemente la prevalencia de
Loa loa, ya que ellas juegan un papel importante en las distancias a partir de
las cuales las coordenadas principales X1, X5 y X3 fueron construidas.

TaBLA 3.2: Estimaciones e intervalos de confianza para los parametros involucrados
en el DBSGLMM (modelo (3.37)) para ajustar la prevalencia de Loa

loa.

Pardmetro Media S.D. 2.5% cuantil 97.5% cuantil

Bo “1.870  0.031 “1.928 “1.818
B1(X1) 0393 0.040 -0.459 -0.314
Ba(Xo) 0.158  0.052 0.051 0.255
B3(X3) -0.286  0.072 -0.421 -0.142
o2 0.801  0.059 0.696 0.927
9 37.465 8.041 23.486 53.472
2 0.089  0.054 0.000 0.202

Para interpretar los resultados para el parametro de escala con respecto
a la distancia, ¢, la distancia minima entre las localizaciones o ubicaciones
muestreadas es de 0.56 km y la maxima de 715.7 km. En particular, el intervalo
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de confianza del 95 % para o2 es (0.70;0.93) en la escala logit, el intervalo para
¥ es (23.49;53.47) km lo cual indica que esta variacién residual espacial no
es tan alta ni tan baja y el intervalo para 73 de (0;0.20) muestra que este
efecto es practicamente cero, y por lo tanto, el efecto pepita es poco relevante.
Estos resultados se confirman también por medio de la Figura 3.2l Observe
que los parametros estimados del modelo Hs presentados en la Tabla se
encuentran dentro de los intervalos de confianza presentados en la Tabla (3.2
esto era de esperarse ya que el resultado de la Tabla para el modelo Hj
es una realizacién obtenida de la aleatorizacién del proceso. Por ejemplo, la
estimacién puntual de 72 difiere entre la Tabla y la Tabla , pero el
intervalo de confianza contiene ambas estimaciones y en los dos casos, T3 1no
es significativo.

density

0 2 4 6 8 10
1

- - o - - — - o - -
T T T T T L L T T T T T T T T 177
-195 -185 -175 -0.50 -0.40 -0.30 0.00 0.10 0.20 0.30 -05 -03 -0.1

beta0 betal beta2 beta3

0.04
1

density
3
1
density
0.02
1
density

012 3 456

0
0.00
|

- T T T T T T T T T
0.6 0.8 1.0 20 40 60 00 01 0.2 03

sigmasq phi tausq.rel

FiGURA 3.2: Distribucién de los pardametros involucrados en el DBSGLMM.

Ademés, la Figura[3.3|c) grafica los residuales de Pearson de la aldea (rp,)
contra los valores pronosticados y muestra la ausencia deseada de cualquier
relacion, indicando un adecuado ajuste de primer orden. Los paneles izquierdos
(a) y (b) de la Figura [3.3] muestran la ausencia de cualquier relacién entre los
residuales de Pearson (o los de Deviance) y la aldea. El panel de la derecha (d)
de la Figura[3.3| grafica la prevalencia observada de Loa loa microfilaria contra
las prevalencias pronosticadas utilizando el DBSGLMM; este panel muestra
sustancialmente puntos menos dispersos que los ajustados por Thomson et al.

(2004) y Diggle et al. (2007).

Una vez ajustado y validado el DBSGLMM, se obtuvieron el mapa de
pronosticos de la prevalencia de Loa loa y su correspondiente desviacion
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F1GURA 3.3: (a) Residuales de Pearson contra la aldea, (b) residuales de deviance
contra la aldea, (c) residuales de Pearson contra valores pronosticados
para el DBSGLMM, modelo , y (d) relacién entre prevalencia
observada de Loa loa microfilaria y prevalencia pronosticada usando
DBSGLMM.

estandar para la prediccion del error; los resultados se presentan en la Figura
3.4l Obsérvese que en las ubicaciones de las aldeas observadas en la muestra,
la distribucién de las predicciones muestran una varianza reducida alrededor
de estas aldeas. En el panel izquierdo de la Figura las areas dentro de
los limites de color naranja palido y amarillo representan altas prevalencias
de Loa loa, los cuales exceden el umbral del 20% a partir del cual hay una
intervencion de las entidades publicas que manejan el sistema de salubridad
en Camerun. Igualmente, las areas en el rango de color rojo y naranja son
aquellas en las cuales hay una baja prevalencia de Loa loa, que no excede este

umbral del 20% .
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F1GurA 3.4: Prevalencias estimadas para el Loa loa microfilaria utilizando la apro-
ximacién DBSGLMM, sobrepuesta con la prevalencia observada en el
campo de estudio (panel izquierdo). Raiz cuadrada de las varianzas de
la prediccién (panel derecho).



Capitulo 4

Modelo lineal beta espacial
mixto con dispersion variable

4.1 Introduccién

La caracterizacién de la variabilidad espacial de los atributos del suelo es esen-
cial para lograr un mejor entendimiento de relaciones complejas entre propie-
dades del suelo y factores ambientales (Goovaerts 1998) y para determinar
practicas de gestién adecuadas para utilizar los recursos del suelo (Bouma
et al. 1999). También tiene implicaciones practicas en el diseno de muestreo
en estudios ecolégicos, ambientales y de agricultura (Stein & Ettema 2003).
Ademas, ha aumentado en el iltimo tiempo la demanda de informaciéon mas
precisa sobre la distribucion espacial de los suelos con la inclusion de la de-
pendencia espacial y de escala en los modelos ecolégicos y sistemas de gestién
ambiental (Godwin & Miller 2003). En estas areas, se puede tener una varia-
ble respuesta espacial dada por una tasa, una proporcién o partes por millén
que se limita a un valor en el intervalo (0,1). En general, también se tiene la
presencia de un conjunto de covariables espaciales asociadas a esta clase de
respuesta.

Particularmente, en este capitulo se estudia el conjunto de datos que con-
tiene 147 observaciones del perfil del suelo que se tomaron en el area de investi-
gacién del programa Tropenbos Camertn (Tropenbos Cameroon Programme,
TCP), el cual es un representante de la regién de la selva humeda del sudoes-
te de Camerun y areas adyacentes de Guinea Ecuatorial y Gabon (Yemefack
et al. 2005). Especificamente, se estudiaron las mediciones que se hicieron en
muestras de la capa de suelo fijo 0-10 cm. El conjunto de datos es de dos
fuentes: la primera, 45 perfiles de suelo representativos se describieron y mues-
trearon por horizonte genético, se calcularon las caracteristicas del suelo para
cada una de las tres capas fijas como promedios ponderados utilizando el es-
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pesor del horizonte genético. La segunda, 102 parcelas de los distintos tipos de
cobertura del suelo de uso/tierra se muestrearon en las tres profundidades fijas.
Cada una de estas muestras era un granel compuesto de cinco sub muestras
tomadas con una barrena en una parcela diagonal. Para los dos conjuntos de
datos, el muestreo se hizo intencionalmente y subjetivamente en ciertas locali-
zaciones para representar los tipos de suelo y usos de la tierra. Los andlisis de
laboratorio se hicieron por métodos estandares locales (Pauwels et al. 1992).
En este estudio, se desea investigar la relacion entre el porcentaje de arcilla y
las variables explicativas: altura en metros sobre el nivel del mar (elevation,
ELE), zona agro-ecolégica (agro-ecological zone, ZONE) y grupo de referencia
del suelo (World Reference Base for Soil Resources, WRB). Para cada obser-
vacion, se registraron las coordenadas este y norte (UTM Zone 32N, WGS84
datum, en metros).

También se estudioé en este capitulo las muestras de suelo que fueron toma-
das de 0-20 cm de profundidad de la capa en cada uno de 178 localizaciones. El
conjunto de datos tiene informacion acerca del contenido de magnesio, la ubi-
cacién espacial, altitud (altitude, ALT) y cédigo de la sub-regién (sub-region,
SR) en cada muestra; las sub-regiones estan asociadas con tres periodos de
fertilizacién en diferentes areas. El diseno muestral es un reticulo regular in-
completo con un espacio aproximadamente de 50 metros. Los datos fueron
recolectados por investigadores de PESEAGRO y EMBRAPA-Solos, Rio de
Janeiro, Brasil (Capeche et al. 1997, Diggle & Ribeiro 2007).

Los anteriores problemas se pueden resolver utilizando el modelo de regre-
sién beta propuesto por (Ferrari & Cribari-Neto 2004, Simas et al. 2010), pero
en éste no se considera la correlacion espacial entre las observaciones. Por otro
lado, se podria emplear los modelos lineales generalizados espaciales mixtos
(spatial generalised linear mixed models, SGLMMSs) propuestos por (Diggle
et al. 1998, Zhang 2002, Christensen 2004), pero éstos modelos no conside-
ran respuestas beta en sus ajustes. Por lo tanto, en este capitulo se propone
una metodologia que enlaza esas dos metodologias con la finalidad de dar una
solucién a los anteriores problemas.

En este capitulo se propone un modelo lineal beta espacial mixto (beta spa-
tial linear mixed model, BSLMM) con dispersién variable utilizando MCML.
El método propuesto se utiliza en situaciones donde la variable respuesta es
una razén o proporcion que esta relacionada con determinadas variables ex-
plicativas. Para este fin, se desarrolla una aproximacion utilizando SGLMMs
con la transformacion Box-Cox en el modelo de precision. Por lo tanto, el
proceso de optimizacion de los parametros se realiza tanto para modelo es-
pacial de media (spatial mean model, SMM) como para el modelo espacial
de dispersion variable (spatial variable dispersion model, SVDM). Todos los
parametros se estiman por maxima verosimilitud utilizando MCMC, la cual es
una técnica muy factible y 1til para este modelo. Ademas, se realiza la infe-
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rencia estadistica sobre los parametros utilizando las aproximaciones obtenidas
a partir de la normalidad asintética del estimador de méaxima verosimilitud,
mediante una adaptacién de la estadistica tradicional para ajustar el mode-
lo propuesto. También se desarrolla el diagnéstico del modelo y la prediccién
de una nueva observacién. En este sentido, el método presentado permite dar
una buena solucién a los problemas de los contenidos de arcilla y magnesio,
respectivamente.

Es de recalcar que para el problema de prediccién espacial, las tinicas va-
riables explicativas que estan en muchos casos disponibles son aquellas de las
localizaciones muestreadas; en este sentido, no siempre se pueden obtener pre-
dicciones en localizaciones no muestreadas donde estas variables explicativas no
se han observado. En solo uno de los dos estudios presentados en este capitulo
dichas variables si fueron observadas y por ello, se pueden hacer predicciones
en todas las localizaciones dentro de la region de estudio. En el otro caso, solo
fue posible hacer las predicciones en las localizaciones observadas.

Este capitulo esta dividido de la siguiente manera; en la Seccién se desa-
rrolla la metodologia propuesta: modelo lineal beta espacial mixto, represen-
tacion espectral, algoritmo de maxima verosimilitud MCMC para el BSLMM,
medidas de bondad de ajuste y prediccién espacial de nuevos sujetos. En al
secciéon se presenta un experimento simulado utilizando el BSLMM. En la
secci6n [4.4]se desarrolla dos aplicaciones que ilustran la metodologia propuesta.
Entonces, el trabajo termina con algunas conclusiones.

4.2 Modelo lineal espacial beta mixto

Suponga que se que esta interesado en alguna variable respuesta beta que se
puede relacionar con informacién geo-referenciada en cada localizaciéon mues-
treada, tal como la latitud y longitud y variables explicativas binarias, ca-
tegdricas y continuas. Si M = {M(s) : s € R%}, denota un campo aleatorio
gaussiano con s una localizacién en el espacio euclidiano d-dimensional y con
funciones de media E[M(8)] = 5y + x'(s)3 y covarianza Cov(M (s), M(s')) =
02p(s, 8';6) +7°1{s=s1, donde fy € R es un pardmetro relacionado al intercep-
to desconocido, B € RP es un vector de pardametros de regresién desconocidos,
x(s)’s son covariables conocidas dependientes de la ubicacién espacial, 02 > (
es un parametro de dispersion, p(s,s’,<) es una funcién de correlacién en R?,
¢ es un parametro de correlacién y 72 > 0 es llamado el efecto pepita.

Condicionando sobre M, el proceso espacial estocastico, {Y(s), s € R4}, es-
ta conformado por variables aleatorias mutuamente independientes. Entonces,
se dice que una variable aleatoria {Y'(s) | M} sigue una distribucién beta con
pardametros p(s), q(s) > 0, denotado por Beta(p(s), ¢(s), si la distribucién de
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{Y'(s) | M} admite la siguiente funcién de densidad con respecto a la medida
de Lebesgue

fly(s) | p(s),q(s)) = —)y(S)p(s)_l[l—y(S)]Q(S)_”ho,l)(y(S)) (4.1)

donde y T'(+) denota la funcién gamma. La media y varianza de {Y'(s) | M}
estan dadas, respectivamente, por

E(Y (s) | M) =u(s) = ;’

Var(Y(s) | M) =

(p(s) +q(s))*(p(s) +q(s) +1)

La funcién de densidad, en (4.1)) presenta diferentes formas de dependencia
sobre los valores de estos dos parametros (ver detalles en Ferrari & Cribari-
Neto (2004)). Por lo tanto, el modelo espacial beta puede ser apropiado para
explicar el porcentaje de arcilla y de magnesio como una funcién de las variables
explicativas estudiadas en cada caso y presentadas anteriormente.

De acuerdo a Ferrari & Cribari-Neto (2004), se puede reparametrizar la
funcién de densidad dada en (4.1]) como ¢(s) = p(s) + ¢(s); asi, se encuentra

que p(s) = u(s)p(s) v q(s) = ¢(s)(1 — u(s)). Entonces utilizando esta repa-
rametrizacion, la funcién de densidad de la distribucién beta (4.1]) se puede

reescribir como

fy(s) | u(s), o(s)) = (s)He)9(o) 1]

['(¢(s)) y
Plu(s)@(s)IT[(1 = p(s))¢(s)]
X [1 = y(s)|THEAD g (y()) (4.2)

donde 0 < pu(s) < 1, ¢(s) > 0y I'(:) es la funcién gamma. Ademds, E(Y(s) |
M) = p(s) y Var(Y(s) | M) = Var(u(s))/[1 + ¢(s)], donde Var(u(s)) =
w(s)[1—p(s)] es la funcién de varianza, u(s) es la media de la variable respuesta
y ¢(8) se puede interpretar como un pardmetro de precisién en el sentido que
para un u(s) fijo, un valor grande de ¢(s) lleva a una menor varianza de
(V(s) | M).

Para formar un modelo de regresién espacial con la aproximacion del
GLMM extendido, se utiliza dos funciones de enlace; una para el parame-
tro de localizacién (u(s)) y la otra para el pardmetro de precision (¢(s)). Este
proceso es similar al empleado por Ferrari & Cribari-Neto (2004), Smithson &
Verkuilen (2006) y Simas et al. (2010). La funcién de enlace es una funcién no
lineal, suave y mondtona que relaciona el espacio no limitado del predictor li-
neal en el espacio muestral apropiado de las observaciones, por lo que “enlaza”
el predictor lineal con las observaciones.
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Considere n distintas ubicaciones s, ..., s, y suponga que se observa una
realizacion y, = (y(s1),...,y(s,))" de Y, = (Y(s1),...,Y(s,))", donde la
densidad condicional de Y'(s;) dada M (s;) esta dada por con media p(s;)
y dispersién desconocida ¢(s;), i =1,...,n

La interpolacion propuesta se construye para un modelo de campo aleatorio
no gaussiano considerando especificamente variables explicativas categdricas,
continuas e indicadoras en el modelo de tendencia. El conjunto de datos gene-
ran un mecanismo condicional sobre la senal del modelo siguiendo un modelo
lineal generalizado cldsico como el descrito por McCullagh & Nelder (1989).
Explicitamente, se asume que la variable respuesta Y (s;), i = 1,2,...,n, tiene
una distribucién beta, donde el SMM y el SVDM son obtenidos, respectiva-
mente, mediante

P1

g1(p(si)) =My(s;) =Y v(8:)¢; + 21(8:) = v'(8:)¢ + 21(s4)

j=0

92(¢( ) Z uj SDJ + ZQ( ) t(si)SO + ZQ(Si)

(4.3)

donde U0< ) - 1 U’O(Sl) — 1 C (CO?CI? s 7CP1) y (pt = (QO()?QOI; R 7§0p2) son
vectores de parametros de tendenaa desconocidos, con ¢ € R y o € RP2H

p1+ pe < n. Los z1(8;)’s y 22(8;)’s se asumen que tienen estructura de campo
aleatorio, cuyas funciones de covarianza estan dadas por Cov(z1(s;), z1(si)) =
o1p1(8i sy 1) + 711 s=s 1 ¥ Cov(22(3 ), 22(8)) = 05pa(8i, Sir: )+ T3 L{si=s,}
respectivamente; donde los a > (’s son los parametros de dispersién j = 1,2,
los p;(s;, sir,<;)’s son las funciones de correlacién, cada una en R? los ¢;’s son
los parametros de correlacion y los 7'j2 > (0’s son los efectos pepita. Ademas,
0 (5) = (00(8:), V1(80)s- -, (81)) ¥ i (85) = (wol:), ur(83)s - - -, tpy(s:) s0m
vectores de observaciones de p; + 1 y ps + 1 covariables conocidas, respec-
tivamente. Los modelos son llamados el SMM y el SVDM de Y(s;),
respectivamente.

Las funciones enlace g1 : (0,1) = Ry g9 : (0,00) — R son estrictamente
monotonas y doble diferenciables. Algunas posibles elecciones para la funcién
enlace gy (ji(s;)) son: la. logit, g1(u(s,)) — loglu(s:)/[1 — (s:)]}; la probit,
g1(p(s;)) = @ 1(u(s;)) donde ®(-) es la funcién de distribucién acumulada
de una variable normal estdndar; el complemento loglog (cloglog), g1(u(s;)) =
log{—1log[l — u(s;)]}; v la loglog, gi(p(s;)) = —log{—log(u(s;))}. Una rica
discusién de estas funciones enlace se presentan en (Atkinson 1985, McCullagh
& Nelder 1989). Tentativamente las funciones enlace para go son (Ferrari &
Cribari-Neto 2004, Smithson & Verkuilen 2006 Simas et al. 2010): la logaritmo,

g2(9(s;)) = log ¢(s;); la raiz cuadrada, go(¢ = Jo(s); y la identidad,
g2(9(8;)) = ¢(s;), entre otras.

En forma matricial, los modelos lineales beta espaciales mixtos presentados
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en (4.3)) se pueden expresar como
gi(ps) =M =V, + E 2z 92(@s) = Mo =Usp + Ezzy (4.4)

donde Vy = (1, Vy,....V,), Us = (1,Uy,...,U,,), p, = E(y, | Vs, 21) =
((81), .-, 1(80))t, @y = (H(81), ..., d(8,))", 1 es un vector de unos de tamano
nx1, V,(i=1...,p)yU; (j =1,...,p2) son vectores de variables expli-
cativas espaciales asociadas con los SMM y SVDM, respectivamente. Por otra
parte, tanto V', como U, pueden involucrar variables continuas, categdricas
y binarias o incluso una mezcla de ellas. Ademds, z1 = (z1(81),...,21(8,))%,
zo = (22(81),...,22(8,))", y E1 y E5 son matrices disefio no aleatorias com-
patibles con los efectos aleatorios z; y zs, respectivamente.

Para el SVDM, todos los anteriores casos se pueden considerar en una clase
general de funciones enlace, que tiene la siguiente forma

( )
g (@(si) /e i 1, >0
Gus (¢(Sz)) - iIOg(qb(sl)) " vy — 0

Como la funcién de enlace g,,(¢(s;)) relaciona a ¢, con My, se tiene que

b, = mag,, (M) (4.5)

donde ms es una funcién deterministica.

Si v, > 0 entonces g,,(R) = (—1/12,00) y es necesario definir g;.'(¢(s;)) =
0 cuando ¢(s;) ¢ ¢.,(R). Por lo tanto, se hace f(y(s;) | u(si),o(s;))
Liy(s))=0y cuando ¢(s;) = 0.

Los modelos no son un simple nuevo formato porque estos mode-
los se acomodan a una estructura de datos mas complejos, como lo son los
datos espaciales. Por ejemplo, con E; y E5 y los efectos aleatorios z; y z9
definidos apropiadamente en ambos modelos, respectivamente, éstos abarcan
datos agrupados no normales y datos de factores cruzados (ver (Breslow &
Clayton 1993)). Cuando se definen E; y E, como matrices indicadoras per-
tenecientes a regiones espaciales (por ejemplo, condados o distritos censales),
los modelos funcionan también para datos de area.

La base de muchos procedimientos, incluyendo el descrito anteriormente, es
una distribucién normal multivariada (multivariate normal, MN). En este caso,
considere los procesos z; y 2o, y asuma que ellos tienen distribucién MN;, es
decir, z; ~ MV (0,%,,) y zo ~ MV (0,3,,), respectivamente. La clave para el
modelamiento espacial en problemas de grandes muestras es la parametrizacién
de estas normales multivariadas de una manera eficiente. Reescribendo z;, j =
1,2, en términos de una descomposicién espectral (ver detalles en el apéndice

, se tiene
zj=¥;0;, j=12 (4.6)
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donde W; = (1;,...,%;,) es una matriz de tamafo n xn con ¥, =
(Vji(81), .., i(8n))t (j = 1,2y ¢ =1,...,n) y §; es un vector n x 1 de
coeficientes espectrales (proyecciones del proceso z; sobre las funciones ba-
se) con funcién de distribucién d; ~ MN(0,X;). Observe que si las fun-
ciones base son ortogonales, entonces §; = \Ilzzj y s, = \Il§2Zj W, porque
\IIE\IIJ- = \Ilj'llé. =1

Existen varias ventajas al escribir el proceso espacial z; en términos del
proceso espectral d;. La primera es que el operador espectral frecuentemente
actia como una forma de eliminar las correlaciones en X.; de este modo, las
correlaciones en X5, son relativamente bajas. Otros beneficios son: la eficiencia
computacional de esta descomposiciéon y que en algunos casos se logra una
reduccién de la dimensidn; la formulacién de la base se puede truncar (Royle
& Wikle 2005).

Por ultimo, utilizando la transformacién Box-Cox, sustituyendo (4.6)) en el
modelo (4.4)), se tienen los siguientes modelos

Ml =01 (:us) = VSC + El\Ill(sl M2 = gl/2(¢s) = USQO + E2‘1’262
=V + E1d = Usp + E30, (4.7)

donde E; = E;¥;, j=1,2.

4.2.1 Algoritmo de maxima verosimilitud con Monte
Carlo para el BSLMM

La aplicacién de métodos basados en verosimilitud para SGLMMs basado en
respuesta beta es obstaculizado por las dificultades computacionales que surgen
de la alta dimensionalidad de los vectores aleatorios no observados, d; y d,. En
esta seccion se considera la maxima verosimilitud a través de MCMC (Geyer &
Thompson 1992, Geyer 1994, Hgjbjerre 2003, Christensen 2004) para BSLMM.

Asi como se realizd6 anteriormente, considérese n distintas loca-

lizaciones {si,...,8,} y supdngase que se observa una realizacion
Yy, = (y(s1),...y(s2)" de YV = (Y(s1),...,Y(sn)). Asf, My =
(My(s1),...,M;(8,))" sigue una distribucién multinormal con vector de me-

dia V¢ y matriz de covarianza oiR(9;) + 71, donde R(¥¢;) es la ma-
triz de correlacién con entradas R;;(th) = p(s;, s;;71). Similarmente, M, =
(Ma(81), - .., Ma(84))" ~ MN(Usp; 05R(02) + T31).

Por independencia de Y'(s1),...,Y (s,) dados My, My y (4.5), la densidad
condicional de Y5 dada M; = n, y My = n, esta dada por

Py | 1y v2) = H Fly(s) | g (s, mings) e(si)]}
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donde my; = my(s;) y v2 determina la funcién de enlace para el SVDM.

Ahora, desde una perspectiva clasica, la funcién de verosimilitud basada en
las variables aleatorias observadas y, se obtiene marginalizando con respecto
a las variables aleatorias no observadas d; y s, llevando a la obtencion de
la verosimilitud del modelo mixto. Entonces, la funciéon de verosimilitud para
un BSLMM no se puede expresar en forma cerrada, sino s6lo como una doble
integral de alta dimensionalidad como se presenta a continuacion

L(bva) =f(y, | bw) = / L e [, v2) £ my | Vo Ui b,

=[. L H 7 (u(s:) | g7 () miagy, Ina(5)]) £y | Vi Ui )
dni(81) -+ - dni(8n)dna(s1) - - - dna(sy) (4.8)

donde b = (¢, ¢, 01,03), f(n1,m5 | Vs, Ug; b) denota la funcién de distribucion
conjunta de (My, Ms) dada las covariables observadas Vy Uy, con 87 y 65 los
vectores de parametros de covarianza asociados a d; y 85, respectivamente. La

doble integral anterior es también la constante de normalizacion en la funcién
de densidad condicional (M, Ms) dado Y = y,,

S,y |y, by vs) O<Hf{y ) | 91 [m(s:)], ming,,' [m2(s:)]}

=1

X f(ny,my | Vs, Ug b) (4.9)

MCMC proporciona un método para la simulacién de (4.9)) y aproximacién de
)

Las dos integrales tienen una alta dimension, y en consecuencia, son in-
tratables para encontrar los MLEs por maximizacién directa. Entonces, se
considera el caso donde v5 es fijo, por lo cual se puede suprimir. La funcion de
verosimilitud presentada en se puede reescribir como

2// s | m,ms) f(ny,my | Vs, Uy D)dnydn,

_/ fys I m,m)f(m,my | Vi, Ug b)
n Jre Fyeni,my)
/ f(Ys | m,m2) f(m,m | Vs, Ug; b)
n Jre Fys I mm0) f(my,my)
= lf(mmz | Vs, Uy; b) y] (4.10)
f(n1,m2)

f(ys> 11, M2)dn,dn,

f(ni,my | y,)dndn,

donde f(y,,m1,75) = f(y, | m1,m2)F(01,m2) ¥ f(n1,m5) es alguna funcién de
densidad con soporte en R” x R™, la funcién de densidad condicional f(n,,n, |

Yy, x f(y, | m1,m)f(n1,m5) v E( | y,) denota la esperanza con respecto a
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f(- | y,) y depende de una estimacién inicial de b. Los MLEs se pueden calcular
mediante la maximizacion de la aproximacion de Monte Carlo presentada en
@10),
" k=1 fni(k), my(k))

donde n, (k) y my(k) (kK = 1,...,r) son muestreados por MCMC a partir de
la funcién de distribucién f(- | y,). Como se ha sefialado en (@10), se debe
elegir f(-) cercano a f(- | b), donde b es el MLE de b, porque de lo contrario
uno o muy pocos de los términos f(n,(k), ny(k) | Vi, Us: b)/f(m,(k), ny(k)),
k =1,...,r pueden dominar a los otros en L,.(b), lo cual hace la aproximacién
menos util.

Ahora, se presenta un procedimiento numérico por maximizacién de la
aproximacién de Monte Carlo . Por lo tanto, si 8, = (of,Aj) para
j = 1,2, entonces b = ((,p,07,03,A) donde A = (A1, A,) y cada A,
denota la funcién de correlacién con valores de ¥; y TJ-Q, j = 1,2. La maximi-
zacién de L, con respecto a ¢, ¢, 07 y 05 dado A es bastante sencillo porque
las derivadas de primer y segundo orden de la funcién de densidad normal
f(my(k),ny(k) | Vs, Ug, b), k= 1,...,r, con respecto a esos parametros son
simples, lo que hace un proceso iterativo como el de Newton-Raphson factible
y computacionalmente rapido. Para este método iterativo se pueden tomar los
siguientes valores iniciales

1

(5) =[5 0. ) e (T o)) (T 5)

k=1,...,r, los cuales corresponde a los estimadores de maxima verosimilitud
para las funciones de densidad normal f(n,(k),ny(k) | Vs, Uy, b) y donde

o2 (R(ﬁl) + T]%II”) Cov(Mi, My) >

Canmp = < Cov' (M, M,) o3 (R(0s) + 73,1, (4.12)

donde o (R(V;) + TﬁjIn) es la matriz de covarianza de ; (j = 1,2) y 73 =
7']-2/0']2- es una pepita relativa en lugar de 7'j2 para j = 1,2. Ademas, Cov(M;, Ms)
es la covarianza cruzada entre My y M.

Los valores de ¢, ¢, 0? y o5 que maximizan L,(b) para un valor fijo
de A, ¢(A), ¢(A), 62(A) y 62(A) estan conectados en L,, y se obtiene
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L(A) = L,(C(A), p(A),62(A), 62(A)). Esta funcién es maximizada con res-
pecto a ¥y, ¥, T4 v Th, para una funcién de correlacién dada utilizando
optimizacién numérica. Los parametros v, 9o, 712%1 y 71%2 entran en L, via la
matriz Cyr, M, , Y Y2 que la inversa de la matriz es computacionalmente exigen-
te, la maximizaciéon podria ser relativamente lenta. La maximizacién también
puede ser sensible a valores iniciales en este proceso porque la aproximacion
L, puede ser multimodal. En este sentido, el resultado deberia ser investigado
cuidadosamente considerando una variedad de valores iniciales.

Por otro lado, cuando el interés es investigar cual funcion de enlace es
apropiada en el SVDM, es 1itil integrar con respecto a ¢, = (¢(81), ..., d(8n))",
donde @(s;) = my2g;, (n2(s;)), ¢ = 1,...,n. El determinante del Jacobiano para
esta transformacion es

Juo (@) = f[ 9o, ($(1) /mi2)

i=1 m;9

Asumiendo que la funcién de enlace satisface g,,(R) = R para cada v, de
interés y definiendo

fl/2<u’s7¢s ‘ VS7US7617527 b) = ‘]V2(¢s)f (gl_l([r’l)?.gy_;<¢s) | VS?U87517627 b)

se obtiene

L(Msa¢suy2) :/n Rn f(ys ‘ /'l’su )fl/2<l'l'sa¢s ‘ V87U87617527 b)dusdd)s

o</ Sy, | us, )fyz(us,cbf |V, U,, 81,85, b)
" JRe FYs | s @) fon)o (s D)
X fwo (s @4 | y,)dpe,dep,
_F lfug(lim(ﬁf ‘ Vs, Ug, 61,602, b)
f(V2)o (“57 ¢s)

donde f(l/2)0 (/j’sa(ﬁs) = J(w)o(ﬁbs)f(gfl(m)a9;21(¢s)), la funcién de densidad

condicional €s f(VQ)o(ll’s7¢s | ys) X f(ys ‘ ll’s7¢s>f(l/2)0(”s’¢s) y E( | ys)
denota la esperanza con respecto a f(,),(- | ¥,). El MLE se puede calcular
maximizando la aproximacién de Monte Carlo en (4.13]) como

v (113

1) s Sk VS7US75767b

Ly, ¢, 1n) = Z Jua (115 (K), 4 (k) | 1,93, b) (4.14)
=i Fwayo (1 (K), ¢,(K))

donde el p (k) v ¢ (k) (k=1,...,r) son muestreados por MCMC a partir de

la funcién de distribucién f(- | ys) Si g, (R) # R entonces se mantiene (4.13]).

Una vez estimados los parametros de tendencia y de correlacién espacial,
b, se esta preparado para discutir las medidas espaciales de bondad de ajuste.
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4.2.2 Medidas de bondad de ajuste

Después de ajustar el BSLMM es importante llevar a cabo un anélisis de diag-
noéstico para verificar la bondad de ajuste del modelo estimado. Una medida
global de la variacién explicada se obtiene calculando el pseudo R? definida
como

s Z(E) )

donde [ (E) es la funcion de log-verosimilitud para el modelo saturado evaluado

R2 M 0§R§§1

en b v (E) denota el valor maximo de la funcién de log-verosimilitud para el
modelo de interés utilizando MCMC. Observe que [ (E) serd mas grande que
cualquier otra funcion de verosimilitud para las observaciones medidas ya que
proporciona la mas completa descripcién de los datos, asumiendo la misma
funcién de distribucion y funcién enlace.

La discrepancia del modelo ajustado se puede determinar a través de lo bien
que el modelo ajustado es significativamente diferente del modelo saturado, que
contiene tantos parametros como observaciones hay en el modelo. Para este
fin, sea

D(y,, b) =21 (b) — 1 (b)]

Una aproximacion a esta cantidad se puede expresar como

n

D(y,.b) =3 (r(s:)* (4.15)

i=1

el cual es conocida como la pseudo-deviance y

ri = r(s:) =sign y(s;) — i(s:)] {2 [ (y(s:), B) — I (u(s:), B)]}"*

donde [ (y(si), E) es la maxima log-verosimilitud para el modelo saturado aso-

ciado a la i-ésima observacion y [ (y(si), B) es el maximo valor de la funcién
de la log-verosimilitud para el modelo de interés asociado a la i-ésima observa-
cién. r(s;) es la i-ésima deviance residual porque una observacién con un valor
absoluto grande de r(s;) se puede ver como discrepancia. Como se esperaba,
la log-verosimilitud asociada con el modelo saturado debe ser mas grande que
la del modelo con p; < n parametros.

A continuacién se discuten las técnicas espaciales para predecir el valor de
un campo aleatorio en una localizaciéon determinada a partir de las observa-
ciones cercanas.
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4.2.3 Prediccion espacial de nuevos individuos

En este caso, al igual que en la Seccién [3.3.1] se utiliza la técnica de kriging,
la cual es una técnica mediante la cual se puede interpolar el vector de valores
Yo = (Y(Snt1),- -, Y(Snin))t de un vector en el campo aleatorio Yy en n’ pre-
especificadas localizaciones a partir de las observaciones y(s;), i = 1,...,n.

El enfoque se centra en la interpolacion de efectos aleatorios sobre un area
espacial continua cuando las observaciones son una proporcién o tasa. Por
consiguiente, se puede considerar la prediccién funcional para el SMM de n{ =
(m(Snt1)s -+ s m(Snpnr))' y el SVDM de 03 = (n2(Sns1), - - -, M2(Snwr))' En los
dos modelos, sea f(n),n;) la funcién de densidad conjunta de 7, y un vector
77?, 7 = 1,2. Limitando el interés a los predictores lineales pseudo insesgados
de la forma

I'~7j :pj+anj> j = 172 (416)
para algiin vector conformable p; y la matriz Q; (McCulloch et al. 2008), y
donde 7, es el predictor de 779; asi, minimizando el error cuadratico medio de

la prediccion, se encuentran los mejores pseudo predictores lineales insesgados,
los cuales estdn dados por (ver detalles en el Apéndice [4.2)

i, =B (n?) + Cov* (n;,nf) [Var(n,)] ' [n, —B(m))],  j=1.2

Ademas, la matriz de covarianzas para la prediccion tiene la siguiente forma
general (ver detalles en el Apéndice

Var (7, | y,) ~%; + Cov' (n;,m]) [02 (R(9;) + 73, L) [Var,(n, | y,)]
X [JJQ. (R(ﬁj) + lengn)]fl Cov (nj, 77?)

para j =1,2.

4.3 Experimento simulado

En esta simulacion, se presenta un estudio de simulacién para analizar la elec-
cién de valores iniciales y la determinacién del tamano de muestra de Monte
Carlo. Se simularon 100 puntos en una rejilla espacial regular de (0, 1) x (0,1)
utilizando dos variables aleatorias explicativas: la primera es una variable con-
tinua que se muestred de una distribucién normal con media 1 y desviacion
estdndar 4 y la segunda es una variable categorica muestreada de una fun-
cion de distribucién multinomial asumiendo tres valores con probabilidades
0.45, 0.25 y 0.3. Como existen tres niveles en la variable categérica, tunica-
mente se consideran dos variables dummy (V5 y V3) para evitar el problema
de singularidad. Para cada una de las variables explicativas se generaron 100
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observaciones independientes. Condicionando sobre los procesos estacionarios
gaussianos z1(s;) v 22(s;), la variable respuesta Y se simulé de una funcién de
distribucién beta con p(s;) = u(s;)o(s:) v q(si) = &(s;)(1 — pu(s;)), donde el
SMM y el SVDM estan dados por

u(Sl) :{1 + exp{—[13 + 0.011}1(82‘) + 0.41)2(81‘) — 0.71)3(8,‘)

+ 1.6w; (8;) — 1.7wy(s) + 21(8:)]} (4.17)
o(8;) =exp[2.1 — 0.23u;(s;) — 0.8uz(s;) + 0.5us(s;) + 2.3ws (s;)
— 11w2(81) + ZQ(Si)] (418)
i=1,...,100, y donde w;(s;) y wa(s;) son las i-ésimas coordenadas espaciales,

v3(8;) = us(8;) ~ N(1,4), va(8;) = ua(s;) y vz(s;) = us(s;) son dos variables
dummys asociadas a la variable categérica, y z1(s;) v 22(s;) siguen dos pro-
cesos estacionarios gaussiano isotrépicos con variogramas esféricos dados por

3 3
Yi(ht) = 1+ 4 (15 () = 3 (2)") v re(he) = 5+ 10(15(22) — 1 (L)),
respectivamente, para hy > 0, ha > 0y 71(0) = 1,(0) = 0.

En primer lugar se ajustan los datos a un BSLMM utilizando la funcién
de enlace logit con efectos aleatorios independientes e igualmente distribuidos
en el SMM y funcién de enlace log con efectos aleatorios independientes e
igualmente distribuidos en el SVDM. Para la estimacion de maxima verosimi-
litud, se utiliza la aproximacion presentada en la Seccion con f (+) igual a
f(- | bo), donde by = ({y, @g, o1, 002)" con ¢, = (0.6, —0.04,0.07, —1,3, —2),
po = (0,—0.08, —1.5,—-0.3,4,0.2)%, 891 = (10,0.5,3)" y Op2 = (10,0.3,5)". Lue-
go de haber hecho una ejecucién inicial del algoritmo MCMC para determinar
los valores apropiados de los parametros by, se presentan los resultados uti-
lizando una funcién de correlacion esférica tanto para el SMM como para el
SVDM. El tamano de muestra por Monte Carlo fue de 1000, y las primeras
10000 iteraciones fueron descartados ya que fue tomado como periodo de en-
trenamiento de la cadena de Markov. Un total de 1000000 de simulaciones se
ejecutaron, tomando muestras cada 1000 iteraciones. Se estudiaron los siguien-
tes modelos:

Hy: No correlacién espacial ni en el modelo de media ni en el modelo
de dispersion variable.

Hjy: No correlacién espacial en el modelo de media pero con funcién de
correlacién espacial esférica en el modelo de dispersiéon variable.

Hs: Funcién de correlacion esférica en el modelo de media pero no hay
correlacion espacial en el modelo de dispersion variable.

H,: Funcién de correlacién esférica en el modelo de media con ¥ > 0y
72 =0, y funcién de correlacién esférica en el modelo de dispersién
variable con ¥ > 0y 75 = 0.
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Hjs: Funcion de correlaciéon esférica en el modelo de media con ¢ >0y
72 > 0, y funcién de correlacién esférica en el modelo de dispersién
variable con 93 > 0y 72 > 0.

Hg: Funcién de correlacién esférica en el modelo de media con ¥ >
0y 72 > 0,y funcién de correlacién gaussiana en el modelo de
dispersién variable con ¥y > 0y 72 > 0.

H7: Funcién de correlacién gaussiana en el modelo de media con ¥y > 0
y 7 > 0, y funcién de correlacién exponencial en el modelo de
dispersién con ¥ > 0y 72 > 0.

Hg: Funcién de correlacion en el modelo de media con ¥y > 0y 7'12 >0,
y funcién de correlacion esférica en el modelo de dispersién variable

con ¥y >0y 72 > 0.

Los resultados obtenidos luego de ejecutar el algoritmo MCMC para el
BSLMM se presentan en la Tabla [4.1] Al comparar la diferencia entre los
log L’s para Hy y H, con la distribucién O.5x%6) (cuyo cuantil 95 % es 6.296), se
encuentra que hay una clara correlacion espacial en los dos modelos: de media
y dispersién variable. Ademas, cuando se compara la diferencia de los log L’s
en H3 y Hs con respecto a Hy, se encuentra una evidente correlacion espacial
en el SVDM y el SMM, respectivamente (0.5)(?3) = 3.907). Sin embargo, si se
compara Hsy con respecto a Hz y Hs, se observa que es necesario la correlacién
espacial en el SMM y el SVDM para construir el BSLMM. En esta simulacién,
hay presencia de efecto pepita, el cual se observa mediante la comparacion de
las diferencias de log L’s de Hs y H, con respecto a la distribucion 0.5)(%1) (cuyo

cuantil 95% es 2.996). Observe que las estimaciones de 191 y 192 para H, son
mas pequenas que las estimaciones de J, y Dy para Hs, lo cual es consistente
con los modelos en Hy ya que no tienen efecto pepita mientras los modelos en
Hs si lo tienen.

Los resultados en la Tabla también muestran que la seleccién de la
funcién de correlacion no es importante, aunque las funciones de correlacién
esférica (Hs) tanto en el SMM como en el SVDM son ligeramente mejores
que otros modelos ajustados. De esta manera, este resultado es concordante
con la simulacién desarrollada. Varias ejecuciones del algoritmo MCMC por el
enfoque BSLMM se realizaron con diferentes valores iniciales (by) y diferentes
funciones de correlacién. Los resultados no difieren mucho y el patrén fue el
mismo al de la Tabla[4.1] La comparacién entre los modelos se hace de manera
informal ya que algunos de los modelos que se compararon no son anidados. El
analisis también asume que la razén de log-verosimilitud puede aproximarse
razonablemente a una distribucién x?, pero esto es dificil de demostrar rigu-
rosamente.

En la Tabla se presentan los resultados de las log-verosimilitudes en-
sayando diferentes funciones de enlace para el SMM y el SVDM, y utilizando
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4.3 Experimento simulado

TABLA 4.1: Estimaciones beta espaciales por maxima verosimilitud para la simu-

lacién utilizando los modelos Hy, Ho, Hs, Hy, H5, Hg, H7 v Hg.
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en todos los casos, las funciones de correlacion esférica en ambos modelos. De
acuerdo a esta tabla se seleccioné los modelos con enlace logit en el SMM y
con enlace log en el SVDM para ajustar el BSLMM, ya que éste tiene la log-
verosimilitud maés alta (323.12); este resultado esta de acuerdo a la simulacion
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realizada.

TABLA 4.2: Log-verosimilitudes para la simulacién utilizando diferentes funciones
de enlace en el SMM y el SVDM, con funciones de correlacién esférica
en los dos modelos.

Modelo espacial con Modelo espacial para la media

dispersién variable (1) loglog  logit  cloglog probit
0.0 (log) 300.71 323.12 270.00 288.17
0.5 (raiz cuadrada) 254.30 270.78 252.87 237.83
0.8 249.27 245.54 235.80 243.58
1.0 (identidad) 245.54 241.91 233.03 240.22

La Tabla[4.1] presenta los pardmetros estimados y las desviaciones estdndar
del modelo seleccionado (Hs). Es posible ver que todas las estimaciones estéan
de acuerdo con los respectivos valores verdaderos de los pardmetros y todos
ellos tienen desviaciones estandar pequenas. Las Figuras y para los
parametros de media espacial y dispersion variable espacial, respectivamente,
presentan las muestras de la cadena y su distribucion, lo cual confirma los
resultados de que todos los parametros son significativos. Al juzgar el desem-
peno del MCMC, se debe tener en cuenta que un conjunto particular de los
valores obtenidos de efectos aleatorios fueron utilizados en MCMC para ajus-
tar el BSLMM en ambos modelos (SMM y SVDM). Considerando esto, las
estimaciones MCMC son satisfactorias.

4.4 Aplicaciones

En esta seccion, se vuelve a retomar las dos aplicaciones presentadas en la
introduccion: la primera es el contenido de arcilla en muestras de suelo tomadas
de 0-10 cm de profundidad de la capa en cada una de las 147 observaciones
del perfil de suelo, y la segunda, es el contenido de magnesio en muestras de
suelo tomadas de 0-20 cm de profundidad de la capa en 178 localizaciones.

4.4.1 Contenido de arcilla

El conjunto de datos contiene 147 observaciones del perfil de suelo del area de
investigaciéon de la TCP (Yemefack et al. 2005). Especificamente, las medidas
de estudio se hicieron en muestras de capas de suelo de 0-10 cm. Se desea
investigar la relacién entre el contenido de arcilla (peso en % de mineral de tie-
rra fina, medida en mmol./dm?) y las variables explicativas: altura en metros
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Ficura 4.1: Comportamiento de la cadena muestreada para los parametros del
SMM, modelo (4.17]).

sobre el nivel del mar (ELE), cuatro zonas agro-ecolégicas (ZONE) y dos refe-
rencias del suelo (WRB) que son Acrisols y Ferralsols. Para cada observacion,
se registraron las coordenadas del este y norte (en metros).

En este sentido, y(s;) denota el contenido de arcilla en las localizaciones
Si, i = 1,...,n. En el BSLMM se asume que los y(s;)’s son variables beta
condicionalmente independientes dados los procesos estocasticos espaciales no
observados z1(s;) y z2(s;) para el SMM y el SVDM, respectivamente. Ademads,
se asume que: el SMM en s; depende de las variables explicativas altura y zona
agroecolégica observadas en la localizacién s; sobre z;(s;) y, el SVDM en s;
depende de las variables explicativas zona agro-ecoldgica y grupo de referencia
del suelo observado en la localizacién s; sobre z5(s;).

La Figura muestra la relacién entre las covariables potenciales y el
contenido de arcilla. De acuerdo a esta figura, parece que hay una relacién
positiva entre el contenido de arcilla y la altura. El diagrama de cajas en la
parte inferior izquierda (panel(c) de la Figura sugiere que las medias de
las distribuciones de contenido de arcilla son diferentes en las distintas zonas
agro-ecoldgicas; lo mismo sucede con el diagrama de cajas de las dos referencias
de grupos de suelo (parte inferior derecha, panel (d) de la Figura [4.3)). No se
incluyé la relacién entre las localizaciones (E-W y N-S) y los contenidos de
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FiGurA 4.2: Comportamiento de la cadena muestreada para los parametros del
SVDM, modelo (4.18]).

arcilla porque estas no fueron muy claras.

Adicionalmente, no se encontré alguna evidencia de anisotropia en el SMM
y el SVDM,; por lo cual se omitieron los detalles correspondientes. Por lo tanto,
se restringe el estudio a funciones de correlacion isotrépicas, donde la funcién
de correlacién p(h;;v;) depende tnicamente de la distancia euclidiana h; =
|s; — si||; entre ubicaciones, j = 1,2, ¢, = 1,...,n. Los z1(s;) y 22(s;) en
los dos modelos tienen como finalidad capturar los residuales de la variacién
espacial en el SMM y el SVDM, respectivamente, después de ajustar por las
variables explicativas.

Similar al caso simulado, primero se ajustan los datos mediante un BSLMM
utilizando la funcién de enlace logit con efectos aleatorios independientes e
igualmente distribuidos en el SMM y la funcién enlace log con efectos alea-
torios independientes e igualmente distribuidos en el SVDM. Para la es-
timaciéon de méxima verosimilitud, se utilizan by = ({y, ©g; @o1,002)" con
Co = (—0.9,0.002, 0.4, -0.6, —0.9)", ¢, = (6, 1.7, 0.8, =2.2, —1.8)", Op; =
(0.3,0.81,0.1)" y Bp2 = (0.2,0.6,0.1)" para aproximar f(-) a f(- | by). Una
ejecucion inicial del algoritmo MCMC sirve para determinar los valores apro-
piados de los pardmetros by. El tamanio de muestra por Monte Carlo fue de
1000 y las primeras 10000 iteraciones fueron descartadas en el periodo de en-



4.4 Aplicaciones 121

~
2 | q@ . ..l! ® S
) ° ." ®
e, g b o £ _
i S g
[Te)
T 8 = & o ]
s —
g | o e el g
o =
- il ¢ [J 8 @
S o B
- U —
[ ]
o o0 |
— o
» T T T T T
660 670 680 690 700
E-W (km) Elevation (m)
s @ ® S 1@ 0
£ 41— ! £ i X
j53 1 |53 1
o ' o '
T : 2 T !
S o 8 S o ° '
|5 7 ! o g b _
c . T c '
S 34 : ° s 3 1
g ' : —_ g ' -
Pl s T I =
- | ° —— = | p——
e T T T T e T T
1 2 3 4 1 2
Zone WRB

FIGURA 4.3: (a) Ubicaciones del contenido de arcilla, (b) Diagrama de dispersién
del contenido de arcilla contra la altura, donde la recta representa la
curva lowess, (c¢) Diagrama de cajas del contenido de arcilla en cada
una de las cuatro zonas y (d) Diagrama de cajas del contenido de
arcilla en cada uno de los dos grupos de referencia de suelo.

trenamiento, un total de 1000000 de simulaciones fueron ejecutadas usando
una funcién de correlacion esférica tanto para el SMM como para el SVDM,
tomando muestras cada 1000 iteraciones. Se estudiaron los mismos modelos
(Hy - Hg) que en el caso simulado.

En la Tabla [£.3] se presentan los resultados obtenidos después de ejecutar
el algoritmo MCMC utilizando el BSLMM. Al comparar la diferencia entre los
log L’s para Hj (o equivalentemente Hg) y H; (o equivalentemente Hs) con la
distribuciéon 0.5)(%3) (cuyo cuartil 95 % es 3.907), se observa que hay una ligera
correlacién espacial. Por lo tanto, se elige el modelo espacial H5 (o Hg) porque
hay una ligera correlacion espacial en el modelo de dispersién variable, aunque
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no esta presente en el modelo de media. El efecto pepita en ambos modelos no
fue significativo en ninguno de los modelos propuestos (H; — Hg). La Tabla
también muestra que la eleccion de la funciéon de correlacién no es relevante,
aunque el modelo con funcién de correlacién esférica (H; or Hg) para la parte
de dispersion variable es ligeramente mejor que los otros modelos. Ademas,
los resultados no difieren mucho y el patrén es el mismo al de la Tabla
cuando se realizaron varias ejecuciones del algoritmo MCMC por el enfoque
del BSLMM con diferentes valores iniciales (by) y funciones de correlacion.

TABLA 4.3: Estimaciones beta espaciales por maxima verosimilitud para el conte-
nido de arcilla utilizando los modelos Hy, Ho, Hs, Hy, Hs, Hg, H7 y
Hs.

Modelo espacial para la media
Modelo (o §! (2 € G4 o1 U1 7t
Hy, H3 -1.878 0.002 0.541 0.343 0.045 0.000 0.000 0.000
H,, Hy -1.850 0.002 0.619 0.359 0.017 * * *
Hs, Hg -2.085 0.002 0.630 0.457 0.212 0.000 0.000 0.000
Hg -1.965 0.002 0.569 0.380 0.110 0.000 0.000 0.000
Hy -2.140 0.002 0.655 0.490 0.266 0.000 0.000 0.000

Modelo espacial con dispersiéon variable

Modelo g0 @1 ¢o  $s  @u 63 Uy 73 logl
Hy, H3; 3.100 1.123 2.000 0.793 -1.620 * * * 157.27
Ho, Hy 3.141 1.226 2.164 0.759 -1.743 0.048 1.334 0.000 158.86
Hs, Hy 2932 1.170 2.434 1.265 -1.655 0.147 5.415 0.000 161.41
Hg 2.952 1.082 2.271 1.188 -1.569 0.097 1.209 0.000 160.72
Hr 2.958 1.173 2.402 1.292 -1.659 0.132 2.412 0.000 160.62

En la Tabla 4.4] se presentan los resultados de las log-verosimilitudes ensa-
yando diferentes funciones de enlace para el SMM y el SVDM, y utilizando la
funcién de correlacién esférica en ambas partes del modelo. De acuerdo a los
resultados de esta tabla, se elige el modelo con funciéon de enlace logit para
el SMM y el modelo con funcién de enlace log para SVDM para ajustar el
BSLMM ya que éste tiene la log-verosimilitud mas alta (161.41).

Luego, se asume que el BSLMM ajustado esta basado en los modelos es-
paciales mixtos dados por

N fi(8;)
logit(ji(s;)) =log <A
(A(s:) 1— f(s;)
x ZONFEs(s;) + 0.457 x ZON E5(s;) + 0.212 x ZON E4(s;)

log ((s;)) =2.932 + 1.170 x ZON Ey(s;) + 2.434 x ZON Es(s;) + 1.265

X ZONE,(s;) — 1.655 X WRBs(s;) + 22(8;)

> = —2.085+0.002 x ELEV (s;) + 0.630
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TABLA 4.4: Log-verosimilitudes para el contenido de arcilla utilizando diferentes
funciones de enlace en el SMM y el SVDM con funcién de correlaciéon
esférica en ambos modelos.

Modelo espacial con Modelo espacial para la media
dispersién variable (1) loglog  logit  cloglog probit
0.0 (log) 161.36 161.41 160.87 158.23
0.5 (raiz cuadrada) 157.13 159.23 158.60 159.39
0.7 157.77 156.81 158.49 159.17
1.0 (identidad) 155.18 157.10 158.49 157.43
donde 7(s;) es el contenido de arcilla en la ubicacién i-ésima (i = 1,...,147),

ELEV(s;) es la altura sobre el nivel del mar en la ubicacién i-ésima,
ZONE,(s;) es la j-ésima zona agro-ecoldgica en la ubicacién i-ésima (j =
2,3,4), WRBs(s;) es el grupo de suelo Ferralsol en la ubicacién i-ésima y
Z5(8;) es un proceso estacionario gaussiano con variograma isotrépico esférico

ajustado 42 (hy) = 0.147 (% (522’15) -1 (52215)3) para hy > 0y 42(0) = 0.

La Tablapresenta los pardmetros estimados, desviacién estdndar (S.D.)
y los intervalos de confianza al 95 % para cada uno de los pardmetros en el
BSLMM (Hs or Hg). En el SMM, la variable altura tiene un efecto significa-
tivo positivo sobre el contenido de arcilla, mientras la zona 1 agro-ecologica
reduce el contenido de arcilla. Por otro lado, en el SVDM, el suelo Ferralsol
no es significativo pero difiere del suelo Acrisol, mientras que las zonas agro-
ecoldgicas tienen efectos significativos. Ademas, los parametros de correlacién
espacial sin efecto pepita son relevantes para ajustar el modelo de dispersién
(precisién) variable. En particular, para el SVDM utilizado en el ajuste del
BSLMM, el intervalo al 95 % para o2 es (0.0001;0.2471) en la escala log y el
intervalo para ¥y es de (0.0025;9.6836) km. Ademads utilizando la funcién de
enlace logit en el SMM vy la funcién de enlace log en el SVDM para ajustar el
BSLMM, se encuentra que el pseudo R? = 0.51, lo cual sugiere una bondad de
ajuste del modelo propuesto un poco baja.

Ademas, la Figura (panel derecho) de la deviance residual (r;) contra
valores pronosticados del contenido de arcilla muestra la ausencia de cualquier
relacién obvia, indicando un adecuado ajuste de primer orden en el modelo
propuesto. El panel izquierdo de la Figura 4.3 muestra la ausencia de cualquier
relacién entre la deviance residual (r;’s) y el ordenamiento de la capa de suelo.

Una vez ajustado el modelo, la idea en muchos estudios es hacer un mapa
de prediccién del contenido de arcilla; sin embargo, un analisis de esta clase
requiere que las variables explicativas sean medidas en las ubicaciones o locali-
zaciones a predecir. En este estudio, no se tiene esta informacion, por ello este
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TABLA 4.5: Estimaciones e intervalos de confianza de 95 % para los pardmetros
involucrados en el BSLMM para ajustar el contenido de arcilla.

Modelo espacial para la media

Cuantil
Pardmetro Estimacién S.D. 25% 97.5%
Co -2.085 0.646 -2.9783 -0.4990
1 0.002 0.000 0.0001  0.0028
(s 0.630 0.349 -0.2751 1.0547
(3 0.457 0.430 -0.6372 1.0343
@ 0.212 0.569 -1.1810 0.9723

Modelo espacial con dispersiéon variable

Cuantil
Pardmetro Estimacién S.D. 25% 975%
©o 2.932 0.818 1.5422 4.6789
1 1.170 0.628 -0.9638 1.5706
V2 2.434 0.633 0.0367 2.5415
3 1.265 0.896 -1.3104 2.3072
P4 -1.655 1.102 -3.1615 1.0566
U% 0.147 0.069 0.0001 0.2471
) 5.415 2.557 0.0025 9.6836

mapa no se obtiene en esta aplicacién. Sin embargo, en la siguiente aplicacién,
se obtienen el mapa de predicciéon de la variable respuesta y su correspondiente
desviacién estandar para el error de prediccién.

4.4.2 Contenido de Magnesio

El conjunto de datos que se consideran en esta seccién corresponden a mues-
tras de suelo recogidas con un taladro de tipo holandés en una rejilla regular
incompleta a una distancia de aproximadamente 50 metros, con coordenadas
geograficas: norte y este a 900 metros de distancia en ambas direcciones. Las
muestras de suelo fueron tomadas de 0 a 20 cm de profundidad de la capa en
cada una de las 178 ubicaciones (ver Figura[4.6). El contenido de magnesio fue
medido en mmol./dm?. La regién de estudio se dividi6 en tres subregiones que
han experimentado diferentes sistemas de manejo de suelos. La primera en la
esquina superior izquierda (ver Figura , normalmente se inunda durante
cada temporada de lluvias y ya no se utiliza como un area experimental debido
a su altitud variable. La segunda, corresponde a la mitad de la regién de estu-
dio (parte inferior de la Figura, y la tercera, en la esquina superior derecha
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FI1GURA 4.4: Deviance residual contra: el ordenamiento de la profundidad de la capa
de suelo (panel izquierdo) y los valores pronosticados (panel derecho)
utilizando el BSLMM para el contenido de arcilla.

de la Figura [4.6] han recibido fertilizantes en el pasado: la segunda se utiliza
con frecuencia como un area experimental, mientras que la tercera se utiliza
como un drea experimental (Capeche et al. 1997, Diggle & Ribeiro 2007).

Por lo tanto, este conjunto de datos tiene informacion acerca del contenido
de magnesio (y(s;)), las coordenadas espaciales (wq,w,), altitud (ALT) y la
sub-regién (SR), la cual estd asociada con los tres periodos de fertilizacién en
las diferentes areas. Los datos se tomaron de (Capeche et al. 1997) y el objetivo
principal del estudio are hacer una planificacion adecuada del uso de la tierra,
lo que permite la gestion racional y sostenible, evitando el proceso de erosion.
Esto es importante con el fin de asignar los subsidios en los campos experi-
mentales para realizar busquedas que se pueden extrapolar a suelos y zonas
climéticas similares. En este estudio, se asume que los y(s;)’s son variables be-
ta condicionalmente independientes dados los procesos espaciales estocasticos
no observados z1(s;) y 22(s;) para el SMM y el SVDM, respectivamente.

Similar a la aplicacién del contenido de arcilla y a la simulacién, no se
encontré ninguna evidencia de anisotropia tanto en el SMM y el SVDM.
Ademas, se ajustan los datos a un BSLMM utilizando la funcién de en-
lace cloglog con efectos aleatorios independientes e igualmente distribuidos
en el SMM y la transformacién 0.3 como funciéon de enlace con los efec-
tos aleatorios independientes e igualmente distribuidos en el SVDM. Pa-
ra la estimacién de mdxima verosimilitud, se utiliza by = ({y, @g, @01, Oo2)"
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con ¢, = (—5.9,—0.0001, 0.0008,0.2,0.5,0.4)", o, = (29.5, —6.6, —3.5, —1.2)",
001 = (4,0.6,1)" y By = (5,0.5, 1) para aproximar f(-) a f(- | by). El tamario
de muestra usando Monte Carlo se desarrollé similarmente como en el caso de
la simulacion y la aplicacién del contenido de arcilla.

En la Tabla se muestran los resultados obtenidos luego de ejecutar el
algoritmo MCMC utilizando el BSLMM. Al comparar la diferencia entre los
log L’s para Hg y H, con la distribucién O.5x%6) (cuyo cuantil 95 % es 6.296), se
puede decir que existe una clara correlacién espacial tanto en el SMM como en
el SVDM. Sin embargo, cuando se comparan las diferencia de los log L'sen Hy
y H, con respecto a Hy, no se encuentra por separado evidencia de correlacion
espacial en el SVDM y en el SMM (0.5)(%3) = 3.907). Si se compara Hg con
respecto a Hsy y Hs, se observa que es necesaria la correlacion espacial en el
SMM y en el SVDM para ajustar el BSLMM.

La Tabla [4.6| también muestra que la seleccién de la funcién de correlacién
es relevante; la funcién de correlacion gaussiana para el SMM y la funcion de
correlacion esférica para el SVDM (Hjg) es ligeramente mejor que el modelo
H;. En Hg, los efectos pepita en los dos modelos no son importantes. Ademas,
similarmente a los estudios anteriores, cuando se utilizaron diferentes valores
iniciales (by) y funciones de correlacidn, los resultados no cambiaron mucho
y el patrén fue el mismo al de la Tabla al realzar varias ejecuciones del
algoritmo MCMC empleando el BSLMM.

En la Tabla se presentan los resultados de las log-verosimilitudes en-
sayando diferentes funciones de enlace para el SMM y el SVDM, y utilizando
las funciones de correlaciéon gaussianas y esféricas en el SMM y el SVDM, res-
pectivamente. De acuerdo a estos resultados, se elige el modelo con funcién
de enlace cloglog para el SMM vy la transformacion 0.3 como enlace para el
SVDM para ajustar el BSLMM ya que éste tiene la mas alta log-verosimilitud
(338.71).

Por lo tanto, asumimos el ajuste BSML con modelo espacial mixto dado
por

cloglog(fi(si)) =log{—log[l — ji(s;)]} = —7.154 — 0.023 * wy(s;) + 0.964 * wa(s;)
+0.137 % ALT(S,‘) + 0.294 % SRQ(SZ') + 0.215 % SRg(SZ‘) + % (Sz)

(g@(sz-))o‘?’ —=88.263 + 2.571 % w1 (s;) — 13.167 % wo(s;) — 3.926 % ALT(s;) + 22(s;)

donde g(s;) es el contenido de magnesio en la ubicacién i-ésima (i =
1,...,178), wy(s;) v wa(s;) son las i-ésimas coordenadas espaciales, ALT(s;)
es la altitud por encima del nivel del mar en la ubicacién i-ésima, SR;(s;)
es la j-ésima sub-regiéon en la ubicacién i-ésima (j = 2,3), 2i(s;) es un
proceso estacionario gaussiano con variograma ajustado isotrépico gaussiano
A2(he) = 0.047 (1 — exp(—3h3/0.497%)) para hy > 0y 4(0) = 0, y 2»(s;) es
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TABLA 4.6: Estimaciones beta espaciales por maxima verosimilitud para el conte-
nido de magnesio utilizando los modelos Hy, Ho, Hs, Hy, Hs, Hg, H7

and Hg.
Modelo espacial para la media

Modelo Co G1 G2 (3 G4 (s 61 9y i
H; -5.829 -0.089 0.721 0.194 0.385 0.361 * * *
H, -5.929  -0.085  0.732 0.195 0.399 0.381 * * *
Hs -6.035 -0.095 0.770 0.190 0.396 0.366 0.000 0.000 0.000
Hy -5.994  -0.093  0.760 0.189 0.399 0.370 0.000 0.000 0.000
Hs -4.102 -0.061  0.545 0.136 0.272 0.259 0.000 0.000 0.000
Hg -5.934 -0.085 0.733 0.195 0.400 0.382 0.000 0.000 0.000
H; -6.917 -0.083  0.969 0.125 0471 0.387 0.032 0.373 0.000
Hg -7.154  -0.023  0.964 0.137 0.294 0.215 0.047 0.497 0.000

Modelo espacial con dispersién variable

Modelo @0 @1 @2 (,53 5’% 192 ’TA'22 IOg L
H, 112.560 0.335 -13.965 -4.856 * * * 327.78
H, 105.463 0.432 -13.473 -4.716 0.000 0.000 0.338 328.44
Hs 108.183  0.574 -14.088 -4.787 * * * 327.99

H, 101.101  0.705 -12.890 -4.764 0.143 0.600 0.000 328.06
Hs 105.879  0.654 -13.807 -4.695 0.000 0.000 0.280 328.58
Hg 105.348 0.453 -13.477 -4.710 0.141 0.037 0.203 328.45
Hy 88.450  1.844 -12.564 -3.821 0.302 0.024 0.000 337.56
Hy 88.263  2.571 -13.167 -3.926 0.287 0.075 0.000 338.71

TABLA 4.7: Log-verosimilitudes para el contenido de magnesio utilizando diferentes
funciones de enlace en el SMM y el SVDM con funciones de correlacion
gaussiana y esférica, respectivamente.

Modelo espacial de Modelo espacial para la media

dispersion variable (1) loglog  logit  cloglog probit
0.0 (log) 327.98 337.43 337.16 336.48
0.3 328.55 338.42 338.71 338.24
0.5 (raiz cuadrada) 328.39 338.37 338.60 338.15
1.0 (identidad) 337.69 33741 32791 337.16

un proceso estacionario gaussiano con variograma ajustado isotropico esférico
Fa(ha) = 0.287 (2 (5%:) — 2 (525)") para hy > 0y 42(0) = 0.

La Tabla muestra los pardametros estimados, las desviaciones estandar
(S.D.) y los intervalos de confianza de 95 % para cada uno de los pardmetros en
el BSLMM (Hg). En el SMM, la variable Norte-Sur (wy), altitud, y subregion
tienen un efecto significativo positivo sobre el contenido de magnesio, mientras
que la coordenada Este-Oeste (w;) no tiene un efecto significativo. Por otro
lado, en el SVDM, la variable Norte-Sur y la altitud tienen un efecto signi-
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ficativo negativo sobre la respuesta de dispersién, y similarmente al modelo
de media, la coordenada Este-Oeste no es significativa. Ademas, los parame-
tros de correlacion espacial sin el efecto pepita son relevantes para ajustar la

variacién en ambos modelos (SMM y SVDM).

En particular, para el SMM usado en el BSLMM, el intervalo del 95 %
para o3 es (0.001;0.084) con el enlace cloglog y el intervalo para v; de
(0.111;0.949)km. Para el SVDM utilizado el BSLMM, el intervalo del 95 %
para o3 es (0.001;0.821) con la transformacién 0.3 y el intervalo para 9, de
(0.051;1.000)km. Ademés de usar la funcién de enlace cloglog en el SMM vy la
tranformacion 0.3 como funcién de enlace en el SVDM para ajustar el BSLMM,
se encuentra que el pseudo R? = 0.42; lo cual sugiere una bondad de ajuste

para el modelo propuesto un poco baja.

TABLA 4.8: Estimaciones e intervalos de confianza de 95 % para los pardmetros
involucrados en el ajuste de contenido de magnesio en el BSLMM.

Modelo espacial para la media

Cuantil
Parametro Estimacién  S.D. 25%  97.5%
Co -7.154 1.758 -8.841 -2.110
G -0.023 0.196 -0.234 0.483
©) 0.964 0.317 0.105 1.311
(3 0.137 0.056 0.047 0.255
@ 0.294 0.145 0.012 0.526
(s 0.215 0.130 0.026 0.508
U% 0.047 0.024 0.001 0.084
o 0.497 0.162 0.111 0.949

Modelo espacial con dispersiéon variable

Cuantil
Pardametro Estimacién  S.D. 25%  97.5%
©o 88.263 18.662 21.939 94.241
1 2.571 1.492 -2.929 2.961
P2 -13.167 2476 -16.650 -6.793
©3 -3.926 0.760 -4.741  -2.228
O‘% 0.287 0.281 0.001 0.821
) 0.075 0.238 0.051 1.000

Ademas, en la Figura (panel derecho) se grafica la deviance residual
(r;) contra los valores de la prediccién del contenido de magnesio; esta grifica
muestra la ausencia deseada de cualquier relacién obvia, indicando un ade-
cuado ajuste de primer orden del modelo propuesto. El panel izquierdo de la
Figura muestra la ausencia de cualquier relacion entre la deviance residual
(r;’s) y el ordenamiento de la capa de suelo.
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FIGURA 4.5: Deviance residual contra: ordenamiento de la capa de suelo (panel
izquierdo) y los valores pronosticados (panel derecho) utilizando el
BSLMM para el contenido de magnesio.

Una vez ajustado el modelo, se obtuvieron el mapa de prediccién del conte-
nido de magnesio para el SMM y el SVDM y el mapa de sus correspondientes
desviaciones estandar para los errores de prediccion utilizando el BSLMM. Los
resultados se presentan en la Figura [1.6] Observe que en las ubicaciones ob-
servadas o cercanos a éstas, la funcién de distribucion predictiva muestra un
reducido error estandar alrededor de estos puntos observados en ambos mode-
los (ver paneles (b) y (d) ). En el panel (a) (modelo de media) de la Figura
[4.6] se puede ver que las dreas dentro de las gamas de colores de color naranja
palido y amarillo estan los altos contenidos de magnesio porque las qg(si)’s son
altas, mientras que las areas en el rango de color rojo-naranja se encuentran los
niveles bajos de magnesio, los cuales no exceden el umbral de 25 %. Por otra
parte en el panel (b) (mapa de dispersién variable) de la Figura se puede
observar la precision sobre los puntos observados en el mapa de media. En este
panel, las &reas dentro de los rangos de color naranja pélido y amarillo son
areas con una alta precision de prediccion del contenido de magnesio; ademas,
areas en el intervalo de color rojo-naranja son éreas con una baja precision de
la prediccién del contenido de magnesio, las cuales no exceden el umbral 100.
Observe que los mapas de prediccion muestran discontinuidades en los limites
entre las subregiones como consecuencia del tratamiento de la sub-region en
un factor de tres niveles.
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FIGURA 4.6: (a): Estimaciones puntuales utilizando el SMM, superpuesto con los
contenidos de magnesio observados en los campos estudiados, donde
cada punto es proporcional a la correspondiente medida del conteni-
do de magnesio, y las lineas delimitan las sub-regiones con diferentes
practicas en el manejo del suelo. (b): Errores de prediccién estandar
para el SMM. (c): Estimaciones puntuales usando el SVDM (mode-
lo de precisién), superpuesto con el contenido de magnesio observado

en los campos estudiados. (d): Errores de prediccién estandar para el
SVDM.

Apéndice 4.1. Representacion espectral

En esta seccion se hace la representacion espectral para los procesos zy y zo. De
acuerdo a Royle & Wikle (2005), los procesos z;’s (j = 1,2) se pueden expandir
en términos de funciones bases de Fourier (es decir senos y cosenos). Ademds
asumiendo que los procesos espaciales estdan definidos sobre una rejilla reqular,
para las localizaciones s;, i = 1,...,n, y frecuencias espaciales w, = q/n para
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q=0,...,n/2 (n incluso), se tiene
n/2 n/2—1
zi(s) =D (5](-1)(6]) cos(2ms;wy) + Y (5](-2)(61) sin(27s;w,)
q=0 q=1

= (") o+ () 6 =wis;, =12

t

donde " = (01" (wo), ... ¥ (waye)) s W = (87 (w1), . 6P (wnp))
B0u) = cos(zmsgu), 1P (w,) = sin(zmsgw). 6, = ((#7)' . (#)')'
5 = (5](1)(0)"”’5](,1)(71/2))2 8 = (5;2)(1),...,(5](-2)(71/2 - 1))t yo; =

(&))"

Es bien conocido que para procesos aleatorios estacionarios de sequndo or-
den, los coeficientes 0¢q)’s son casi incorrelacionados y sus varianzas a una
frecuencia dada son aprorimadamente iguales a la mitad de la funcion de den-
sidad espectral de potencia a esa frecuencia, excepto para las frecuencias wy
Y Wy, en donde la varianza es igual a la funcion de densidad espectral de
potencia asociada (Shumway & Stoffer 2000). Asi, para j = 1,2, asumiendo
que z; es un proceso estacionario de seqgundo orden con matriz de covarianza
Y., = 0iR;, donde R; es la matriz de correlacion, entonces Cov(d;) ~ O'JZC]',
donde C; es una matriz diagonal con los elementos en la diagonal dados por
[fi(wo), 5 Fi(wi), ..o, 5 filwnye), 3 fi(w), ..., 3fi(wno1)], donde fi(w,) es la
densidad espectral a la frecuencia w, correspondiente a la funcion de correla-
cion utilizada para construir R;.

En este caso, se parametriza la matriz de correlacion R; = R(0;), j = 1,2,
en términos de un vector de pardmetros de dependencia espacial 0;. Asi, la
matriz diagonal D(6;) es también una funcidn de 0;. En el andlisis presentado
aqui la matriz de covarianza Matérn con funcion de densidad espectral asociada
a la frecuencia w estd dada por Royle & Wikle (2005) como

251 T (5 + dyy /2)07

Uj>0,’£9j>0,/€j>0, j=1,2 (419)

donde d,, es la dimensionalidad del proceso espacial (Stein 1999, p. 49), k;
estd relacionado con el grado de suavidad del j-ésimo proceso espacial, U,
estd relacionado con el j-ésimo rango de correlacion y o; es proporcional a la
j-€sima varianza del proceso (Stein 1999, p. 48). Asi, si se elige ¥; como las
funciones base de Fourier, entonces (4.19)) sugiere la forma de X5,(0;) (matriz
diagonal, con los elementos de la diagonal correspondientes a la frecuencia w

dada por (4.19) ).
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Apéndice 4.2. Interpolacién de efectos aleato-
rios utilizando los predictores lineales insesga-
dos

La minimizacion del error cuadrdtico medio de la prediccion se realiza a través
de

E[(7; —n)) A (7, — )] :// (; —n9)" Aj (i, — )
x f(ng,m;)dnfdn;, =12 (420)

donde f(n?,nj) es la funcion de densidad conjunta de n? ymn;, y A es una
matriz simétrica definida positiva.

Utilizando , el lado izquierdo de (4.20) se puede escribir como
a; =E [(p; + Qyn; — 1) A (p; + Qym; — )]
=piA;ip; + 20 AE (Q;m; — )
+E [(anj - Tl?)tAj (anj - "7?)} ) J=12 (4.21)

Derivando parcialmente la ecuacion (4.21)) con respecto a p; e igualando a
0, se tiene que

p;,=— E (Qj"’j - "7?) ) J=12 (4.22)
Sustituyendo (4.22)) en (4.21)), se obtiene
q; =—[E(Q;n; - 77?)]t AE[(Q;m; — nf)]
+E[(Qm; —n)" A; (@m; —mf)] = tr {AVar (Qm; — n)))
=tr{A;|Q,;Var (17]-) Q§» + Var (172) —Q;Cov (nj, 17?)
- COVt (”7]‘7 772) Q;]}v j = 17 2 (423)
donde Var (n;) = o7 (R(Y;) + T,%jIn), Var (179-) es la matriz de covarianza de
nY y Cov (n;,m?) es la matriz de covarianzas entre n; y n°.

Ahora se desea minimizar (4.23) con respecto a Q;, para lo cual se ignora

A; y Var (77?) porque no involucran a Q. Entonces, derwando parcialmente
(4.23) con respecto a Q; e igualando a 0, se tiene que

8qj

0Q,
Q; =Cov' (n;,m)) [Var(nj)]_l, j=1,2 (4.24)

=2Q;Var(n,) — 2Cov" (nj, 772) =0
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Ast, sustituyendo (4.22) y (4.24) en (4.16]), el mejor pseudo predictor lineal
imsesgado esta dado por

7; = E(n)) + Cov' (. mf) [Var(n))] ™" [n; —E(mp)] . j=12 (425)

Especificamente, la prediccion para el SMM y SVDM estan dados, respec-
tivamente, por
_ -1
=V¢+ Cov' (ny,mY) [of (R(0) + 77, 1)) [ — V(]

) (4.26)
71y =U% + Cov' (1,,m9) [03 (R(92) + 72,1,)] " [m, — U]

donde V° y U? son matrices de variables explicativas para n’ nuevos individuos
en el espacio para el SMM y el SVDM, respectivamente.

Tomando esperanza en (4.26), se obtiene

E@, | y,) =V°¢ + Covt (my, 1Y) [0F (R(%:) D Em | yy) — V]
~VO¢ + Cov' (n,,m0) [0 (R(W) + 73, L,)] " [Ev(ny | y,) — V(]

E(®y | y,) =U% + Cov' (ny,19) [02 (R(Y 7 [E(n, | y,) — Uyl
U

(12, m5) |3 (R ")
~U o + Cov' ("727772) [U (R(792 + 7,1 )] B [ET (n2 [ 9.) US(‘O]

+ TRI

g

2
2 —+ TR2
2
2

donde E, es el wvector de medias empiricas basado en las muestras

77](1), N 717](r)7 j - 1,2.

La matriz de covarianza para la prediccion presentada en (4.25) estd dada
por

Var(n; | y,) =%, + Cov' (77]-,77?) [O'JQ» (R(ﬁj) + T}%jIn)]fl [Var(nj | ys)]
[0']2- (R(ﬁ-) + T]%_Inﬂ ' Cov (nj, 772)
~Y;+ Cov' (77], 77]) [02 (R(ﬁj)
[0]2- (R(ﬁj) + Tf%j In)] ! Cov (
donde %; = Var(n?)—Cov' (n;,19) [02 (R(¥;) + T,%jIn)]fl Cov (n;,n?) y Var,

es la matriz de varianzas covarianzas basada en las muestras n;(1),...,m;(r),
j=172.
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Capitulo 5

Modelo autoregresivo
espacio-tiempo lineal
generalizado basado en
distancias con perturbaciones
autorregresivas espacio-tiempo

5.1 Introduccion

La idea de combinar datos de corte transversales y series de tiempo es posterior
a las sugerencias de Marschak (1939) y ha recibido considerable atencién en la
literatura econométrica, bioestadistica, ciencias sociales y ciencias geograficas.
Otras descripciones de las problematicas mas destacadas y soluciones sugeridas
se pueden encontrar en Dielman (1983), Chamberlain (1984), Hsiao (1985) y
Anselin (1988). En los tltimos afios, la literatura espacio-tiempo ha mostrado
un creciente interés en la especificacién y estimacion de las relaciones eco-
nométricas y de las ciencias sociales basada en paneles espaciales. Los paneles
espaciales suelen referirse a los datos que contienen las observaciones de series
de tiempo de un nimero de unidades espaciales (cédigos postales, municipios,
regiones, estados, jurisdicciones, paises, etc.). Este interés se puede explicar
por el hecho de que los datos panel ofrecen a los investigadores extensas posi-
bilidades de modelamiento en comparacion al ajuste de una sola ecuacién de
corte transversal, lo cual fue el objetivo principal de la literatura econométrica
espacial por un largo tiempo (Hsiao 2003). Un grupo considerablemente mas
pequeno (Elhorst 2003, Lee 2004, Elhorst 2005, Elhorst 2008) se ha ocupado
del anélisis social y econométrico de la dindmica espacial en los modelos de
datos panel temporalmente estaticos.

135
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Los datos panel son generalmente mas informativos ya que contienen mas
variacién y menos colinealidad entre las variables. El uso de los resultados de
datos panel ayuda a contar en apariencia con una mayor disponibilidad de
grados de libertad, y por lo tanto, se aumenta aparentemente la eficiencia en
la estimacion de los parametros involucrados en el modelo a ajustar. Los datos
panel también permiten la especificacién de hipdtesis de comportamiento mas
complejas, incluyendo efectos que no pueden ser abordados mediante datos de
solo corte transversal (ver Hsiao (2003) para mayores detalles).

Los datos espacio-tiempo tratan con la interaccién espacio-tiempo (auto-
correlacién espacio-tiempo) y la estructura espacio-tiempo (heterogeneidad
espacio-tiempo) en modelos de regresién de corte transversal y datos panel
(Paelinck & Klaassen 1979, Anselin 1988). Tal enfoque en la localizacién e in-
teraccion espacio-tiempo ha ganado recientemente un lugar més central no sélo
en lo aplicado, sino también en la econometria tedrica y ciencias sociales. En
el pasado, los modelos que incorporaban explicitamente espacio o localizacién
geografica se encontraban principalmente en campos especializados tales como
ciencia regional, urbana, economia de bienes inmuebles y geografia econémica
(Anselin & Florax 1995, Anselin & Kelejian 1997, Pace et al. 1998, Anselin
et al. 2004).

Recientemente los métodos espaciales y espacio-tiempo cada vez se han
aplicado mas en una amplia gama de investigaciones empiricas en los campos
mas tradicionales de la economia y las ciencias sociales, incluyendo entre otros,
estudios en el analisis de la demanda, el crecimiento econémico, economia in-
ternacional, mercado laboral, indices de empleo, el desplazamiento por violen-
cia armada, economia publica, finanzas publicas locales, produccién agricola
y contaminacion ambiental. Muchos de estos estudios tienen una variable de
respuesta continua, sin embargo, cuando la variable respuesta es un conteo,
una tasa o una respuesta binaria, no hay demasiada literatura que resuelva
el problema mediante el uso de un modelo autorregresivo espacio-tiempo in-
cluyendo perturbaciones espacio-tiempo autorregresivas de variables de estado
estacionarias. Por lo tanto, estas aplicaciones no solo han dado lugar a nuevas
ideas, desarrollos y ampliaciones, sino también a la nuevas preguntas. Algu-
nos cientificos han demostrado que los datos con dependencia espacial pueden
alterar, e incluso revertir, los resultados de los modelos estandar de series de
tiempo.

En la clasica variable respuesta continua, una sencilla versiéon de estos mo-
delos, tipicamente es un modelo espacial autorregresivo (SAR) que aumenta el
modelo de regresion lineal incluyendo una variable adicional conocida como un
rezago espacial. Cada observacion de la variable rezagada en espacio-tiempo
es un promedio ponderado de los valores de la variable dependiente observada
para las otras unidades de corte transversal. Algunas de las versiones generali-
zadas del modelo SAR también permiten que las perturbaciones sean generadas
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mediante un proceso autorregresivo espacio-tiempo y que las variables expli-
cativas sean rezagadas espacialmente. Elhorst (2003, 2005, 2008) y Fingleton
(2008) han proporcionado una revisién de muchas inquietudes que se plantean
en la estimacién de los cuatro modelos (modelos de efectos fijos, efectos alea-
torios, coeficientes fijos y coeficientes aleatorios) de datos panel de uso comin
en la investigacion aplicada, ampliando éstos al incluir la autocorrelacion en el
error espacial o una variable dependiente rezagada espacialmente.

Muchos de los trabajos y estudios presentados anteriormente establecen la
importancia de integrar rezagos espaciales y temporales en el anélisis de datos
panel cuando la variable respuesta no es normal. Sin embargo, la literatura
en modelos con dinamica espacial y temporal solo han presentado algunos
progresos al tratar con esta clase de variable respuesta, pero en muchos casos
por separado.

En este capitulo, se presenta una soluciéon a problemas donde la varia-
ble respuesta es un conteo, una razén o una respuesta binaria (dicotémica)
utilizando modelos lineales generalizados autorregresivos espacio-tiempo basa-
dos en distancias con perturbaciones autorregresivas espacio-tiempo (distance-
based generalised linear space-time-autoregressive models with space-time-
autoregressive disturbances, DBGLSTARAR). Este modelo puede también
utilizar variables explicativas espaciales adicionales, asi como variables ex-
plicativas asociadas al tiempo. Se incorporan medidas generales de distan-
cia/disimilitud que se pueden aplicar a variables explicativas espaciales o es-
pacio temporales: numéricas, categoricas o una mezcla de ellas. Se desarrolla
la estimacién de los efectos fijos y se determinan sus niveles de significancia.

Se amplia la posibilidad de contrastar o juzgar la especificacién de efectos
fijos contra la especificacién de efectos aleatorios en modelos de datos panel,
para incluir la autocorrelacién del error espacio-tiempo o una variable depen-
diente rezagada espacio-tiempo utilizando pruebas de especificacion. Se estima
la matriz de varianzas y covarianzas de los parametros en estos modelos exten-
didos. El proceso de estimacion de los diferentes parametros se hace mediante
el método de ecuaciones de estimacién generalizada (generalised estimating
equations, GEEs) para espacio-tiempo, aunque en la seccién de estimacion
se presentan detalladamente dos opciones que se pueden emplear: maxima
verosimilitud y el método MCMC obtenido mediante maxima verosimilitud.
Ademas, se presenta una medida de bondad de ajuste y el mejor predictor li-
neal insesgado cuando se utilizan estos modelos para propdsitos de prediccion.

En la aplicacién presentada en este capitulo, se evalian de forma empiri-
ca los valores de la I de Moran (Anselin et al. 2004) mediante una prueba
estadistica (la desviacién estdndar, I de Moran), que indica la significancia
estadistica de autocorrelacion espacio-temporal, por ejemplo en los modelos
residuales. Ademas, los residuos de Pearson y de deviance del modelo propues-
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to se pueden graficar en un mapa que revela de manera mas explicita patrones
particulares de autocorrelacién espacio-tiempo.

Este capitulo esta dividido de la siguiente manera: en la Seccién [5.2]se desa-
rrolla la metodologia propuesta: se presenta el GLM dinamico espacio-tiempo
utilizando el método basado en distancias. En la Seccién [5.3] se presentan tres
métodos para la estimacion de los parametros: maxima verosimilitud, MCMC
via maxima verosimilitud y el método GEE para espacio-tiempo, este tltimo
es utilizado en el presente capitulo. En la Seccién se presenta la seleccion,
validacion y prediccién del modelo ajustado utilizando el método GEE para
espacio-tiempo; se expone una medida de bondad de ajuste, se dan algunas
medidas para realizar el andlisis de residuos, se hace el proceso de seleccién
de las coordenadas principales y se realiza la prediccién espacio-tiempo de un
nuevo sujeto. Finalmente en la Seccién se presenta una aplicacion en el
que se modela el nimero de acciones armadas de los grupos guerrilleros de
las FARC-EP y el ELN en Colombia, con el cual se ilustra la metodologia
propuesta.

5.2 Modelo lineal generalizado dinamico
espacio-tiempo utilizando el método ba-
sado en distancias

Sea {y(s,t),s € D,t € T} un proceso estocdstico espacio-temporal, el conjunto
de indices D estan en una superficie continua o un conjunto finito de ubica-
ciones discretas y T C Z. De este modo, el modelo desarrollado es adecuado
para tiempo discreto. Una distribuciéon pertenece a la familia exponencial si su
funcién de densidad esta dada por (McCullagh & Nelder 1989)

Fy(s,1); ) = ha(y(s, 1)) expin(as)ha(y(s, 1)) — blas)}

donde n(a), b(as), hi(y(s,t)) v ha(y(s,t)) son funciones que toman valores
en la recta real.

La propuesta de interpolacion esta construida para un modelo no gaussiano
aleatorio de dinamica espacio-tiempo, considerando especificamente variables
continuas e indicadoras en el modelo de tendencia. Los datos generados por
el mecanismo condicional sobre la senal del modelo siguen un GLM como el
descrito por McCullagh & Nelder (1989). Especificamente, nos enfocamos en
modelos de rezago espacial y de error rezagado espacialmente; en el que se
utiliza el rezago espacial tanto en el tiempo como en la variable dependiente.
Esta dependencia se refiere a las ubicaciones vecinas en un periodo diferente.



5.2 GLM dindmico espacio-tiempo utilizando el método basado en distancias 139

Por lo tanto, el punto de partida es el siguiente modelo

Nie =N(8i,1) = g(pat) = Utiﬁo + Utzit% + Z wz(il’)ni/t + Eit
/=1
n (5.1)
git =€(8i, 1) = Yy Z wﬁ)c‘?i't + et

=1

coni=1,....n,t=1,....7T, |m| < 1y |y <1, donde puy = p(s;t) =
Ely(s;,t)|v1i, vait, €it), g(+) es una funcién de enlace que es invertible y continua,
v, + Vb, es la tendencia, vl = vi(s;) = (1,vi1,...,vip, ) es un vector que
contiene variables explicativas asociadas a la s;-ésima ubicacién espacial, v, =
(Y0, Y15 - -+, Ypy )" €8 un vector de pardmetros de regresién desconocidos, vh;, =
v5(8i,t) = (Vit1, - .-, Vi, ) €8 un vector que contiene variables explicativas
asociadas al espacio-tiempo en la s;-ésima ubicacién y el t-ésimo tiempo, y
¥, = (Y1, --- ,%p%)t es un vector de parametros de regresién desconocidos
espacio-tiempo. Ademas, m; es el coeficiente autorregresivo espacial en el t¢-
ésimo periodo de tiempo, ¢; refleja el término de error autocorrelacionado
espacial para la s;-ésima ubicacion en el t-ésimo tiempo, 1, es llamado el
coeficiente de autocorrelacion espacial en el t-ésimo periodo de tiempo y e;; =
e(s;,t) es un error normal idénticamente distribuido asociado a la s;-ésima
ubicacién en el t-ésimo tiempo con media cero y covarianza E(e;, ey) = ow
para t,t' =1,...,T, con E(ey, ey) =0 para i, i’ =1,...,n.

o oL 1 2
Por simplicidad, se asume inicialmente que w;) = w;) = Wjy, CON Wyr UN

elemento de la matriz espacial de pesos o ponderaciones W, la cual describe
el arreglo espacial de las unidades en la muestra. Un paso inicial hacia la
ponderacion basada en la ubicacién o localizacién podria ser excluir del modelo
de calibracion observaciones que estan mas alld de cierta distancia d; del punto
de regresién (Fotheringham & Zhan 1996). Esto es equivalente a dejar sus pesos
en cero, produciendo la siguiente funcién de pesos

(1 s e N(s)
Wigr =

i() en otro caso
donde N(s;) es el conjunto de todos los vecinos cerca a la ubicacion s;, la cual
se construye por medio de la distancia (d;;) entre dos ubicaciones s; y s;/. Esas
dos ubicaciones se dicen que son vecinas si sus distancias son menores que un
umbral (d;). Un camino para combatir el problema de continuidad en los pesos
es definir w;; como una funcién continua de d;;;. Otra eleccion entonces puede
ser mediante la funcién bi-cuadrado dada por

0 en otro caso

{[1 — (i [d2)?]* s diy < dy
Wiy =
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donde dy se conoce como el ancho de banda. Este peso o ponderacion
es particularmente til porque de esta manera hay continuidad (Brunsdon
et al. 1996, Brunsdon et al. 1998, Fotheringham et al. 1998).

En este caso, la funcién de distancia lee los puntos de las coor-
denadas espaciales, (w,,wy,), y genera una matriz de pesos W. Algu-
nas medidas de distancias que se pueden utilizar son: Euclidiana (d;y =
V (W, — wz,)? + (wy, — wy,)?), Chebyshev (diy = méx{| wy, — wy, |,| wy, —
wy, 1)), Bray-Curtis (du = (| wy, — ws, | + | w,, — w,, /(| ws, + 1w, | + |
Wy, + Wy, |)) v Canberra (diy = (| wy, — e, | + | wy, — wy,
Wy, | + | wy, | + | wy, |)), entre otras.

La funcién enlace g(-) dada en es estrictamente monétona y do-
blemente diferenciable. Algunas posibles elecciones para la funcién enlace,
(i), son: logit, g(pi) = log{pu/(1 — pr)}; probit, g(uu) = @7 (p:) don-
de ®(-) es la funcién de distribucién acumulativa de una variable normal
estandar; complemento loglog (cloglog), g(ui) = log{—log(l — ui)}; v log-
log, g(ui) = —log{—log(ui)}. Una rica discusién de las funciones enlace se
presentan en Atkinson (1985) y McCullagh & Nelder (1989).

Varios de los anteriores casos se pueden considerar en una clase general de
funciones de enlace, Aranda-Ordaz (1981) propuso una familia de funciones de
enlace para analizar datos de proporciones, que viene dada por

(1= plsi )™ =1

Nit = Gu(p(8i,1)) = log

donde v es una constante desconocida, que tiene como casos particulares: el
modelo logistico cuando v = 1 y el complemeto loglog cuando v — 0.

Otra forma general de funciones enlace, propuestas por Box (Box &
Cox 1964) y utilizada principalmente para datos con media positiva, es la
transformacién de Box-Cox dada por

( .
_ ‘ gy ((sit) /v si v>0
Nit = gu(1(8i, 1)) = ilog(,u(si,t)) si v=20

Dentro del campo de modelos lineales, es usual trabajar con el modelo en su
forma candnica (n;(a(s;,t)) = a(s;,t) = ay, ha(y(si,t)) = y(s;, 1), que incluye
un parametro de dispersion ¢ > 0. Especificamente, condicionando sobre las
variables explicativas (v;) y el error espacial no observado e, y(s;,t) sigue
una distribucién de la familia exponencial, es decir,

y(si,t) [ v1(8i), v2(8i, 1), € kS f(y(si,t) | vi(s:),va(si, 1), i)
F0(0:0) | 1(s0),vals0,8).250) = exp { S [y(os, e = Vo)) +y(::0).0) ) (5.2)
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donde ¢ es un pardmetro de extra-variaciéon o dispersién y ¢(-) es una fun-
cion especifica. La media condicional, p;, se relaciona con oy a través de la
identidad p; = %a?:). Esto es modelado, después de hacer una transforma-
cién adecuada, utilizando el GLM presentado en considerando los efectos
fijos espacio-tiempo (p;;) y los efectos aleatorios espacio-tiempo (). La Ta-
bla muestra como se pueden reescribir en la forma algunas de las

distribuciones exponenciales mas populares.

En forma matricial, la ecuacién ({5.1)) se puede escribir para cada periodo
de tiempo ¢t (t =1,...,T) como

. =Vivy + Vauy, + mWin, + &

(5.3)

g =yiWaer + €
donde i, = (Mg, ..., Mnt)t €s un vector nx 1, Vy = (vyy, ..., v1,)" es una matriz
n X (p; + 1) de variables explicativas espaciales, Vo, = (Va1y, . . ., Vany)t €8 una
matriz n X py, de variables explicativas espacio-tiempo, e; = (eyy, ..., €)' esun

vector n X 1 y W and W5 son matrices n X n que describen el rezago espacial
y el error espacial de las unidades observadas en la muestra, respectivamente.

Observe en la ecuacion que el nimero de variables explicativas pa-
ra Vg, po,, pueden ser diferentes para periodo de tiempo. Ademas, el GLM
espacio-tiempo sélo debe utilizarse puede ser puesto en funcionamiento soélo
cuando hay mas observaciones en la dimension espacial que en la dimensién
del tiempo (n > T'). En el caso mas tipico donde T' > n, se aplica la habitual
regresion no correlacionada utilizando el GLM.

Por lo tanto, se puede reformular el modelo (5.1]) en forma vectorial como

N =9(s) = HEWy | Ve €st)} = Vay + (T @ Wi)ny, +eq
Est :(\I’ 0%y W2)€st + €st

donde ® denota el producto Kronecker,

(5.4)

Vi Vo 0 -+ 0 ] Yo
V1 0 V22 s 0 Y
Vst - . . . X . s Y = :l )
V1 0 0 VQT "YT nTx1
m™m 0 - 0 '| [ 0 --- 0 '|
I — 0 o O 7\:[! _ 0 1/?2 0 7
0 0 - mr TXT L0 0 - ¥r TXT
€1 ny
€2 Up)
Est = . 3 nst =

€r nTx1 Nr nTx1
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Caracteristicas de algunas distribuciones univariadas comunes en la
familia exponencial como las dadas en ([5.2)) o (6.5)

TABLA 5.1:

RZURLIRA UQIOUNJ © 89 (#11)IeA ‘ojue[nuino uomnuNj e[ so (*0)q ‘0dtuoued soe[ua [o so (#17)#0 ‘uogisiadsip op oljourered o S8 @

(17s)fizo7
1 1
77, 7 ¢ N '3 ﬂmiﬂ 2.
¢ o ("02-) ((2718)¢figo1g) Sor 1~ /1 (M0g—)— L (g0 "11)D1 nen "Auf
(7¢*s)fi So1 —
120 21y
el —— (a) 1801 — ((2¢*s)fia) Sora (*0—) o1 — o " (a ‘¥ RUITIRLY)
L 22,9 — i(72‘s ] b |_| Fsi ¢
(1+ 7)1 Ly ({0t 8ol (s — 1) Bop5— o v Sl 1 (wMNg  SoN wig
11,5_29 1 e )fi Al — 20 ¢
(f —qynt (2D AA ) ) V 8ol (w2t 1)80l  (St)Sor w/t  (Wlw)g  rewourg
arf (*0)dxe i(2¢*s)fi o1 — 1109 #i3or 1 (*Ma U0SSIoJ
v (o 4 2 2
I "o Tmbkmvmow + NGQm.VL T “Mmd i Lo (potl)N [RWION
(1) xep (o) (¢°(3"'s)fi) ("0)q ()"0 ¢ UQLEION  UuoLNGLISI(
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con n, = Mgy yMue)f un vector n x 1 (t=1,...,7), py = E(yy | Vs, €st),
o = (Bg, -, pop)t es un vector nT x 1 con p, = (g, - - -, flne)* un vector n x 1
YYsy = (Yy,...,yp)" es un vector con nT X 1 con y, = (y(81,t),...,y(8n,1))"

un vector n x 1. Vg = ((1,, : I7) ® H,)V?, es una matriz nT X p* con
Pt =p1 + Ele p, +1, H, =1, — %lnlﬁl una matriz centrada, I,, la matriz
identidad de tamano n x n, 1, un vector de unos de tamano n x 1, Iy la
matriz identidad de tamano 7' x Ty V', una matriz de variables explicativas
originales; observe que V7, puede estar conformada por variables continuas,

categdricas y binarias, o incluso una mezcla de ellas. Ademds ; = (e14, . .., &nt)’
esun vectorn X1y ey = (e1,...,er) ~ MN(0,Xr®1,), y éste es un vector
nT x 1 con e; = (e, ..., en)" un vector de n x 1.

El modelo presentado en la ecuacién es un modelo lineal generali-
zado autorregresivo espacio-tiempo con perturbacion autorregresiva espacio-
tiempo (generalised linear space-time-autoregressive models with space-time-
autoregressive disturbances, GLSTARAR), que incluye regresores exdgenos.
Las interacciones espacio-tiempo son modeladas a través de rezagos espacio-
tiempo y errores espacio-tiempo. Ademas, el modelo permite interacciones
espacio-tiempo en la variable dependiente, las variables exdgenas y las per-
turbaciones.

El modelo (5.4 se puede expresar como

Ny =Vay+ [ @Win, + Ly — (¥ © W))| ey
Loy — (¥ @ Wa)ng, =Ly — (¥ @ W)V + Ly — (¥ @ W)
x (IT® Wi)n, + e
Ny =Vay — (¥ W)Vyy + (I Wi)n,
+ (T @ Won, — (PII@ WoWi)n, + ey (5.5)

donde I, = It ® I,,. Esta forma del modelo es vélida siempre que [I,,7 —

(¥ ® W3,)] sea una matriz no singular, lo cual es valido porque [¢;| < 1 para
t=1,....T.

Entonces realizando algunos procedimientos algebraicos en (5.5)), se obtiene

T
Ng =Vay — (Ir @ WoVy) (Y @) — <@ W2V2t> (v ®v7)

T T T
+ <® Wﬂh) ™+ (@ Wz"h) P — <@ W2W177t> (pom) +eq
t=1 =1 =1

=M 161 + M3y + M 363+ M 04+ M505 + Mgdg + e
=M + €4t (56>

donde ® denota el producto Hadamard, @ denota la suma directa, ¥ =
(wla--wa)t? ’7* - (73772})7 ™ = (’Nla---?’ﬁT)ta Ml = Vst7 M2 =
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Ir@W,yV,, M3 = ®th1 WyVy, My = @?:1 Win, Ms = @?:1 WoWin,,
Mg =@, WyWin, 6 =7, 8, = —p®,, 03 = —p®7", 84 = m, 85 = 1,
d¢6=—om, M= (M,,...,Mg) yd=(d),...,8;). Las restricciones sobre
los parametros en el modelo son: §; = —05 ® 81y, 03 = —04 ® Oy1(1) ¥
0¢ = —05 ©® 04, donde §; = (5t1(0), 3(1))-

5.2.1 Modelo lineal generalizado espacio-tiempo basado
en distancias

La matriz de variables explicativas en el modelo , V &, puede involucrar
una elevada dimension de parametros que se pueden estimar. Entonces, se
necesita reducir el espacio abarcado por las variables explicativas. Por lo tanto,
como solucién a dicho problema para construir el modelo se deben incorporar
varias medidas generales de distancia/disimilitud que se pueden aplicar a las
variables explicativas: continuas, categorica, o una mezcla de ellas. Para ello,
se necesitan definir algunas medidas de similitud (o de distancia Euclidea), que
dependen de las caracteristicas de variables explicativas.

De acuerdo a Cuadras (1989) y Cuadras & Arenas (1990), sea
Q = {w,...,wpr} un conjunto que consiste de nT elementos. Sea
diy = dw,wy) = dwy,w;) > dw,w;) = 0 una funcién de
distancia (o disimilaridad) definida sobre €. Suponga que la matriz
de inter-distancias (o inter-disimilaridades) con dimensién n7T x nT,

D = (di#) es Euclidiana. Entonces, existe una configuracién de pun-

* — t t t —

tos vy,...,v,r € R (donde v; = (vi(si),v4(s;,1),...,05(s;,T)) =
[

(1, Vits vy Vipy s Vids 5 Vitpy s - oy OiTLs 5 Vi, )5 & = 1,00, mT, el cual es-

ta formado por variables binarias, categéricas y continuas) tal que la similitud
de acuerdo a Gower (1968) se puede definir para variables mixtas como

Pec Vii—V1
> (1 - %) + Crigr + Uiy

_ = ’

(5.7)

My
Pe+ (Py — Cairr) + pg
donde, para los efectos fijos, p. es el niimero de variables continuas, cy;ir v Cyir
son el nimero de coincidencias positivas y negativas, respectivamente, para las
pp variables binarias, y v, es el numero de coincidencias para las p, variables
multiestado. G; es el rango (o distancia) de la j-ésima variable continua.

En el caso en que las variables explicativas en ([5.4)) sean binarias o categdri-
cas, las similitudes se pueden definir como

C1iir + Cagy )
M = (Sokal-Michener)
C1iir + Coir + C34ir + Cagit
My = = (Jaccard)

Ciiir + Coi + C3ii
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donde ¢y, Cosry €34, Ca4 son las frecuencias de (1,1), (1,0), (0,1) y (0,0),
respectivamente. A través de la transformacién

diy = V1 —myy

es posible obtener distancias Euclidianas. Si todas las variables explicativas en
(5.4) son continuas, se puede definir la distancia como

diir = \/(vz — vy (v; — Vi) (5.8)

Vij — Ui’j)"
Expresiones para la similaridad de Gower como la presentada en la ecuacién
es tutil en la medida que se tenga informacién asociada con variables
explicativas mixtas, no sélo para los sitios de muestreo sino también para los
lugares no muestreados, lo que limita su uso en areas no muestreadas.

o alternativamente por la distancia valor absoluto d;; = \/ Z?;l

Estas distancias satisfacen que la distancia esta cerca a 0 si las mediciones
de v en ¢ e ¢ son muy similares, es decir d;y = 0 si v; = vy. Después de
seleccionar una de las anteriores distancias, se define A,rxn,r = (—d%/2) vy
B = HAH. Entonces, B es una matriz semidefinida positiva (Mardia et al.
2002) de rango nT — 1 y la matriz de coordenadas principales, X, se obtiene
a partir de la siguiente descomposiciéon espectral

B=HAH =UAU'= XX'

donde A es una matriz diagonal que contiene los valores propios de By X =
UA'? es una matriz nT x nT de rango nT — 1 ya que ésta tiene un vector
propio igual a 1,7 y U contiene las coordenadas estandarizadas.

Ademds, las filas «t, ... !, de X son las coordenadas principales de B
con respecto a la matriz de distancia D. De la misma manera que v; = vy
cuando un individuo i es similar a otro individuo i’ en , es claro que
también x; = @, .

Uno de los peligros potenciales en la prediccion basada en distancia es la
enorme sobreparametrizacion ya que el rango de B puede ser tan grande como
nT — 1. Entonces, el nimero de coordenadas principales (columnas de X)
puede ser excesivo, lo que permite un modelo arbitrariamente sobre-ajustado.

Con el fin de evitar este tipo de problemas, se seleccionan tinicamente las
coordenadas principales mas significativas utilizando cualquier método de la
Seccién [5.4.3] Por lo tanto, en forma matricial, los modelos lineales generaliza-
dos autorregresivos espacio-tiempo basados en distancias con perturbaciones
autorregresivas espacio-tiempo (DBGLSTARAR) en forma reducida se pueden
expresar como

Ny =9(g) = HEWy | Xo€s)} = XaB+(II @ Wi)n, +eu

5.9
Est :(lI’ ® W2)€st + e ( )
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donde p,, = BE(y,; | X, €x), 8" = (Bo, b1, ..., Be) es un vector de pardmetros
desconocido (k+1) x 1, B € R*! k <nT — 1, X contiene un subconjunto
de k + 1 columnas relevantes de X las cuales son las coordenadas principales
significativamente correlacionadas con vy, incluyendo un vector de 1,,7. Por
otra parte, cada X; (j = 1,...,k) es una coordenada principal, es decir, un
vector columna de X . Observe que X;lnT =0, X;Xj =AYy X;Xj/ =0
para j # j con j,j' =1,... k.

El modelo presentado en la ecuacion es un DBGLSTARAR e inclu-
ye los regresores de coordenadas principales. Las interacciones espacio-tiempo
son modeladas a través de rezagos espacio-tiempo y errores espacio-tiempo.
Ademas, el modelo permite interacciones espacio-tiempo en la variable depen-
diente, las coordenadas principales y las perturbaciones.

Alternativamente, el modelo (5.9)) se puede expresar como

Nie =xpB+ 1y wz(ilf)m't + €t
o= (5.10)
Eit =Yy Z wz(i%)gi/t + €t

i'=1

coni=1,....,nyt=1,...,T, ydonde =, = (1,2;0,...,24), |7 < 1y
|the| < 1.
Los modelos en ([5.9)) se pueden reescribir como

T
- :Xstﬁ + (H & Wl)nst + ey = XStIB + <® Wlnt> T+ Eg

t=1
—XB" t ey (5.11)
T
Est :(‘I, ® WQ)nst +est = (@ W2€t> ¢ +est
t=1
:Ezt'lp + ey (512)

donde ® = (m,...,7p)", X = (Xst,®?:1 Wﬂh)a g = (B, 7)), e, =
(69?:1 WQEt) y ,l/) = (¢17 s 71/JT>t'

Desarrollando procedimientos similares a los presentados en las ecuaciones

(5.5) vy (5.6), los modelos (5.11) v (5.12)) pueden ser expresados mediante

N st :XSt/B + (H ® Wl)nst + Est
=XB+MW)n,+ L.r— (¥ W, ey (5.13)

donde g4 ~ MN(0,Var(ey)) con Var(ey) = [,y — (T @ Wy)| 1 (Zr ®
L){{Lnr — (¥ @ Wo)| 71}
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Asi, el modelo presentado en ((5.13)) se puede escribir equivalentemente como

MNst :Xstﬁ - (\Il ® WQ)XStﬁ + (H ® Wl)”st + (\I’ ® WQ)nst
(T W W, + e

=X .0 — <é W2X2t> (Y ®B)+ <é Wlm> ™+ (é W27h> P

t=1 t=1 t=1

T

— <® W2W1Ht> (’l/) ® 7'I') + €
t=1
:Z1a1+ZQQQ+Z303+Z4Q4+Z5O£5+6315 = Za—i—est (514)

donde Z, = Xy, Z, = @:{:1 WoXy, Zz = @thl Win, Z, =
DLW Win, Zs = L W Win, a1 = B, as = 9 R0, a3 = m,
oy =, a5 = —Ypomwm, Z = (Zy,...,.7Z;5),y a = (a,...,al). Las res-
tricciones sobre los pardmetros en el modelo (5.14]) son: ay = —ay @ oy y
o5 = —0y O Q3.
Ejemplo 5.1. El GLM autorregresivo espacio-tiempo basado en distancias sin
perturbaciones autorregresivas espacio-tiempo estd dado por

N st :XSt/B + (H X Wl)nst + €5t

T
:Xst/B + <@ Wlnt> T+ €y

t=1
donde X4, B, I W1, @, Win,, y ™ son definidas como en la ecuacion
(5.14), y eg ~ MN(0,%r ® I,).

Ejemplo 5.2. El GLM autorregresivo espacio-tiempo basado en distancias con
perturbaciones estda dado por

nst :Xst/B + [InT - (‘II ® Wg)]_lest
[ITLT - (‘IJ X WQ)]nst :[InT - (‘Il & W2>]Xstﬁ + ey
Mt :)(st/6 - (‘I’ ® W2>Xst6 + (‘I’ ® W2)nst + ey

T T
=Xu0 — (@ W2X2t> (Y ®B)+ (@ W277t> Y +ey

t=1 t=1

donde X g4, 3, ¥ @ W, @thl Won, y ¥ son definidas como en la ecuacion
(5.14).

5.3 Meétodos de estimacién de los parametros

5.3.1 Estimacion por maxima verosimilitud

Asumiendo que cada Y'(s;,t) en el modelo ([5.11)) tiene una funcién de distri-
bucién de la familia exponencial, y por independencia de Y(s1,t),...,Y (s, 1)
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dados X, €5 y g7*(+), la funcién de densidad condicional de Y ,; = y,, dadas
las covariables observadas X y e es

g | Xoews 89 = [T £ (s t): g (e, 1): B}

i=11t=1

Ahora, desde una perspectiva clasica, la funcién de verosimilitud basada en
las variables aleatorias observadas y,, se obtiene marginalizando con respecto
a las variables aleatorias no observadas e, dando lugar a la verosimilitud
del modelo mixto. Entonces la funcién de verosimilitud para un modelo de
vector autorregresivo generalizado espacio-tiempo no se puede escribir en forma
cerrada, sino sélo como una integral de alta dimension

L(B.0) =F(y. | B.0) = [ fly|X.eu:B)f(en | O)des
= [T A ost): g7 (i), =(s,0):67)

i=11t=1

X f(Est | e)dgll o dSnT (515)

donde f(es | @) denota la funcién de distribucién normal multivariada de
es dadas las covariables observadas X, con 8 = (¢, Xr) el conjunto de los
pardametros asociados a €.

Parametros para los efectos fijos

A pesar de que las ecuaciones de verosimilitud son numéricamente un poco
complejas, éstas se pueden escribir en una forma mas simple. A partir de
(5.15)), el log de la verosimilitud esta dado por

C=log [ Flya | Xoewi ) (x| O)dew = fly, | 3°6)  (5.16)
de modo que
ov _ 0 f(yst | X7 Est;lg*)f(gst | 0) de
08" 08" Jant (. |6°,6) ”
0 * f(eSt | 0)
= — D, SRR ————degy 5.17
s aﬁ*f(ys | X, e:87) Flu. 5.0 (5.17)
ya que f(eg | @) no involucra B*. Observe que
a * 1 af(yst | X7€st;/6*)
A Ak X st = * *
g | o) = (o e )

X f(yst ’ X7 Ests /8*)
:alog f(yst | X7€st;/8*)
oB*

f(yst ’ Xvest; /8*) (518)
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y asi la ecuacién ((5.17)) se puede expresar como

ot Olog f(yy | X, eq;87) michar)
- X st —*d st
8/6* RnT aﬁ* f(yst | x> /6 )f(yst ‘ ,B ’9> g
— alog f(yst | Xuest;/g*)
~ JreT 08" f(est | Yst, 0)dest (5.19)
donde
alog f(yst | X7€st;/8*) a n I 1
= —|Yi.tair — by its
o5 557 23 { Sl = bow] + lu0)|

Entonces, las ecuaciones score obtenidas a partir del andlisis de la verosimilitud
tienen la forma

dlog f(yy | X, ex;8") _l Gl < ‘ Ot _ Ob(cvir) aait)
B’ 9 ;; 98" T oo 0B

1.7 T ao‘it

_(b 1:21 ; (yzt ,Uzt) 8,6*
1 L& Ooviy Optiy

_¢ ; t:Zl(th lult) a/lzt 3,3*

_ 1 & (yit - ,Uit) Opir Oniy

_Cb ;tz::l v(pie)  Onie OB°

_1 " & (yz‘t—mt) t

0 ; ; ()9 (pae) "
1 n T .

=— > > (Wi — par) &g (in) X (5.20)
¢S

va que E(yy) = py = 0Ob(aw)/Ooy, Var(yy) = ¢0°b(ay)/00f =

dv(py) con v(p) una funcién de varianza, Oay/Opi; = (Ops/Ocy)™t =

(0%b(vir) /0az,) ™t = 1/v(puit), Optir/ O = Opie/Og(pie) = (Og(pie) [Oprir) ™ =
(9 ()™ ¥ Omie/OB* = Bg(p1ir) Opsr = x{, donde x; es la it-dsima fila de X,
Ademas, &; = {v(wi) g (par)* 4

La ecuacién (5.20) se puede expresar en notaciéon matricial como

Olog f(ya | X,es:8%) _ 1,4
= = -X'EA(y, — K, 5.21
86 QZS ( t t) ( )
donde E = diag(&;y) vy A = diag(g' (pa)), i=1,...,nyj=1,...,T.
Entonces, sustituyendo (5.21)) en (5.19), se obtiene
ol 1o
87,8* = RAT gxt‘:A(yst - MS?ﬁ)f(ESt ’ Ysts 0)d65t
=X'E(E" |yy) — XEE 1y | yau) (5.22)
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donde E* = diag({¢dv(ui)g (1)} 1) v E(- | yy,) es el valor esperado condicio-
nal dado y,.

La ecuacién de verosimilitud para 3* es por lo tanto
X'EE" | yy) = XEE 1y | Ya) (5.23)

R . . . * s
Tipicamente, estas ecuaciones son funciones no lineales de 3%, y asi, (5.23)) no
se puede solucionar analiticamente.

La solucién a las ecuaciones de maxima verosimilitud (maximum likelihood,
ML), (5.23), para B* se lleva a cabo mediante un proceso iterativo ponderado
de minimos cuadrados. Esto se puede obtener como un ejemplo del método
de Fisher-Scoring (Searle et al. 1987, p. 295). Este método se utiliza para
maximizar una verosimilitud y tiene la siguiente forma

n
v |

[0 £y | X e 8°™)
*(m+1) — *(m) _ Yst s S5ty
1

[mnf(yst | X, ;8™
x E |- o3 ystJ

=B+ (X'EX) X EE" | yy) - EE By |ya)]  (5:24)

Parametros para los efectos aleatorios

Una vez estimados los pardmetros fijos en el modelo (5.11]), 3%, se estd listo
para estimar los pardmetros 6. De la ecuacién (5.11)), se encuentra que &g =
Ny — XB . Entonces, utilizando el modelo presentado en (5.12)) se obtiene

ést = é:t’lp + €4 (525)

donde ey ~ MN(0,X7) con X7 = 0>R(9) una matriz simétrica T X T que
cumple con el requisito de ser una matriz de covarianzas. R(1) es una matriz
T x T que cumple con el requisito de ser una matriz de covarianzas y 9 es
un vector s X 1 que caracteriza plenamente R(). Entonces, para el modelo
, los estimadores de los parametros obtenidos con el método de maxima
verosimilitud estan dados por

m)

t
t

(5.26)

—~ 1 ~ =~
2l ®By)

¥ =(el'e) e
)t
n

~E,) (5.27)

=

donde E = (€1,...,€r) es una matrizn x T'y Ed, = (1 Waey,...,vrWaer)
es una matriz n x 1.
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Como el estimador dado en la ecuacién (5.27) es sesgado, se puede utilizar
el siguiente estimador insesgado para X,

ot~ o~
Y= — (E-E;) (E-E,) (5.28)
Sin embargo, se puede elegir cualquier otro especifico X7, diferente de ([5.28)).
Para definir la estructura que sigue esta matriz de covarianza, es necesario tener
en cuenta la variacién entre los tiempos. Ademas, se necesita obtener el tipo de
relacién entre las observaciones (matriz de covarianza muestral y/o matriz de
correlacién muestral). Algunas de estas matrices de covarianza y correlaciéon
se pueden encontrar en Diggle et al. (2002), Molenberghs & Verbeke (2005) y
Davidian (2005).

Un resultado similar a (5.19) se puede derivar de las ecuaciones MLs pa-
ra los pardmetros en la distribucién de f(ey | yy,0), donde @ denota los
parametros, de modo que

o dlog fes | 0)
00  Jrnr 00
:E {810g f(est | 0)
00

f(est | Yo, 0)dey

v (5.29)

Como f(eg | 6) sigue una funcién de distribuciéon normal multivariada, algu-
nas simplificaciones son posibles. Sin embargo, se prefiere utilizar la expresién

(5.29) por su simplicidad.

5.3.2 Algoritmo de maxima verosimilitud via Monte
Carlo para DBGLSTARAR

La aplicacién de métodos basados en verosimilitud para modelos de vectores
autorregresivos generalizados espacio-tiempo no gaussianos basados en distan-
cia, se ve obstaculizada por las dificultades computacionales que surgen de
la gran dimensionalidad del vector aleatorio no observado e, en el modelo
presentado en . En esta subseccién se considera el método MCMC pa-
ra méaxima verosimilitud (Geyer & Thompson 1992, Geyer 1994, Hojbjerre
2003, Christensen 2004) en modelos de vector autorregresivos generalizados
espacio-tiempo.

La integral en la ecuacion (5.15) es también la constante normalizada en
la funcién de densidad condicional de €4 dado yg,

flest | yg, 87, 0) ﬁlHlf{y(sz',t);9_1[37(31',75):5(81‘775);ﬂ*]}f(Est | 6) (5.30)



152 Capitulo 5. Modelo DBGLSTARAR

Asi, MCMC provee un método para la simulacién de (5.30]) y aproximacién de
G.19).

La integral en la ecuaciéon tiene una alta dimension, y consecuente-
mente, esta es intratable para encontrar las estimaciones de ML por maximi-
zacion directa. Por consiguiente, la funcion de verosimilitud se puede
escribir como

L(B.0) = [y | X.eusB)f (e | O)de

fys | X eq;87) f(est | X;0) -

s f(ystv €s) [ (Y €st)dest

fya | X e;8%) f(€st | 9)

R f(yg | Xaest;IB())f( st)

_5 [f(yst | X,est;ﬁ*)f(fst K2
Fyo | X €0 85) f(€st)

( Est | Yor)dEst

v.| (5.31)

donde f(y,.es) = f(yy | X,ea:85)f(es) v flew) es alguna funcién de
densidad con soporte en R"”, la funcién de densidad condicional f (&t | Ysr) X
fys | ex)fles), vy B(- | yst) denota la esperanza con respecto a f(- | y,,)
y depende de una estimacion inicial de 8, B;. Los MLEs se pueden calcular
maximizando la aproximacién ((5.31)) via Monte Carlo,

}zr: o | X,ea(5); 87)f(ex(i) | 0)
s Jj=1 f(yst ‘ Xvest(j) ) (Est(]))

donde los e4(j)’s (j = 1,...,r) son muestreados por MCMC de la funcién
de distribucién f(- | y,,). Como se ha sefialado en se debe elegir f(-)
cercano a f(- | 9), donde 6 es el MLE de 6, porque de lo contrario uno o muy
pocos de los términos f(ey(j) | B,0)/f(e«(4)), j = 1,...,r pueden dominar
los otros en L,.(3",0), lo que hace que la aproximacién sea menos til.

L.(B",6) = (5.32)

A continuacién se presenta un procedimiento numérico para maximizar
la aproximacién de Monte Carlo (5.32). Sea (8%,0) = (8%,%,3r), la ma-
ximizaciéon de L, con respecto a B° dados 19 y Xr es bastante sencilla,
debido a que la primera y segunda derivadas de las densidades normales

fma() | X;8%,4,%r), 7 = 1,...,7, con respecto a estos parametros son
simples, lo que hace factlble y computacionalmente rapido un procedimiento
iterativo como el de Newton-Raphson. Por ello, un procedimiento iterativo de
valores iniciales adecuados son

6* (]) = [Xtvaril (E:st)X] o Xtvaril (Est)nst (])

7 =1,...,r, lo cual corresponde a los estimadores de maxima verosimilitud
para las densidades normales f(n(j) | X;8%, ¥, X7).
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Los valores de (3" que maximizan L,.(3%,0) para un valor fijo de
9, B*(¢¥,X7) estd conectado a L., y asi, se obtiene L,(¢,X) =

~

L.(B* (¢, X7),1, X7). Esta funcién es maximizada con respecto a ¥ y Xr
para una funcién de correlaciéon dada utilizando optimizacién numérica. Los
parametros ¥ y 2 se ingresan en L, via la matriz Var(eg) v ya que la in-
versa de esta matriz es computacionalmente exigente, la maximizacion podria
ser relativamente lenta. La maximizacion puede también ser sensitiva a los
valores iniciales en este proceso debido a que la aproximacién L, puede ser
multimodal. Por lo tanto, el resultado debe ser investigado cuidadosamente,
considerando una variedad de valores iniciales.

5.3.3 Ecuaciones de estimaciéon generalizadas espacio-
tiempo

La dificultad en la evaluacion de la verosimilitud para un modelo tal como el
presentado en y el hecho que la maximizacion numérica no tan simple
ha llevado a recurrir a las dos aproximaciones alternativas presentadas ante-
riormente y a investigar caminos computacionales efectivos para maximizar las
verosimilitudes. La aproximacion por GEEs comienza por plantear un GLM
marginal para la media de y,, en funcién de los predictores.

Liang & Zeger (1986) desarrollaron la aproximacién GEE, la cual es una
extensiéon de los GLMs. Cuando las respuestas se miden repetidamente a través
del tiempo o en el espacio, lo que ocurre en el modelo DBGLSTARAR propues-
to, se necesita estimar la correlacion entre los tiempos en la misma ubicacion y
la correlacion entre las regiones en un mismo tiempo. El método GEE toma en
cuenta las correlaciones dentro de los clusters de unidades de muestreo por me-
dio de una matriz de correlacion parametrizada, mientras que las correlaciones
entre los clusters se suponen iguales a cero. En un contexto espacio-tiempo,
tales clusters pueden ser interpretados como regiones geograficas medidas a lo
largo de tiempo, si las distancias entre las diferentes regiones medidas a lo largo
del tiempo son lo suficientemente grandes (Albert & McShane 1995). En este
capitulo se hace un pequena modificaciéon del enfoque de Liang & Zeger (1986)
para utilizar estos modelos GEE en el espacio-tiempo. Hay que recordar que
afortunadamente, las estimaciones de los parametros de regresién son bastan-
te robustos frente a errores de mala especificacién de la matriz de correlacion
(Dobson 2002). La aproximacién GEE es especialmente adecuada para la es-
timacién de pardmetros en vez de la prediccién (Augustin et al. 2002), pero
puede también ser utilizada para la prediccion debido a que se esta ajustando
un modelo.

Primero, se presenta un estimador B; de 8" en el modelo (|5.11)) el cual surge
bajo la hipdtesis de que las observaciones a lo largo del tiempo en diferentes
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lugares son independientes. Bajo la hipdtesis de trabajo de independencia,
como Y 4 es el vector de respuestas cuya distribucion se puede escribir en la
forma ([5.2)) con valor esperado u,, enlazada al predictor lineal n,, = X3" por
la expresion g(p,) = 14, entonces la funcién log-verosimilitud dada en ((5.21))
se puede escribir como

:810g f(yst ’ Xaest;ﬁ*)

1 —
U, = *Xt‘:‘A(yst - l"l’st)

B’ ¢
1 -
— DAy, ) (5.33)
donde D = 0u,, /0B v A = diag(v(py)) es una matriz diagonal nT' x nT
con el it-ésimo elemento dado por v(uy) parai = 1,...,ny t =1,...,T.

El estimador ,@ ; se define como la solucion de (5.33) utilizando el método de
Fisher-Scoring.

Con el fin de ver la correlacién entre las observaciones para el mismo indivi-
duo y entre los individuos, se incorpora la estructura de correlaciéon mediante la
seleccion de una matriz de correlacién R(6), utilizando la siguiente expresién

T =A'2R(9)A'/?

donde R(0) = [diag(Var(ey))]~V/?Var(ey,)[diag(Var(e;))]~'/? con Var(ey) =
L7 —(PRW)] Y (Zr QL) {[I,7— (TRW,)]" '}, diag(Var(e;)) una matriz
diagonal nT x nT y X7 = 0c?R(9).

Entonces, el GEEs para el vector de parametros, 3", toma la siguiente
forma

U«ﬁ%fue»,¢>—;Ifr-%yﬁ——uﬁ> (5.34)

Liang & Zeger (1986) mostraron que el vector solucién de la ecuacion ([5.34)),
B, sigue una funcién de distribuciéon normal multivariada con media 8" y
matriz de varianzas y covarianzas dada por

*

1z 1) 7L

H;' (B'(R(9)).¢) = ¢ (DT D) (5.35)
La consistencia de la estimacién presentados en ([5.35)) depende de la correcta
especificacion de la funcién de enlace utilizada en (5.11). Para remediar este
ngblema, se utiliza frecuentemente como matriz de varianzas y covarianzas de
B la siguiente expresién

Ak

Var (8'(R(6))) =nT [H1 (8 (R(8)),0)] " Ha (8 (R(6)). 0)

(R(6)).0)] (5.36)
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donde

H, (3" (R(6)),0) = = DT (y, — i) (y — )’ T D

-~

Para resolver el sistema de ecuaciones dado en ([5.34), se utiliza el método de
Fisher-Scoring con la matriz H; ' (,6*(R(0)), qb) y el vector U (ﬁ*(R(B)), (b).
La m-ésima iteracion del proceso esta dado por

B — g o (5™ (B'(R(6)),0)] U™ (B'(R(6)),¢)
_gm (’]jtf_lﬁ)_l DT (y, — ") (5.37)
o equivalentemente, se puede expresar como
e - (BE7D) B P )] o

y asi, este proceso iterativo para calcular 3 es equivalente a la realizacién de

una regresion lineal iterativa ponderada de [ﬁB*(m) + (yst - ﬁg’;‘))] en D con

matriz de pesos I'"!.

Una vez estimados los pardmetros fijos en el modelo (5.11]), 37, se estd pre-
parado para estimar los parametros 8. Los parametros de efectos aleatorios se
estiman utilizando el mismo procedimiento presentado en la Subseccién [5.3.1]
para los efectos aleatorios. En la Seccién [5.3.4] se presentan algunas estructuras
que puede asumir R(1), donde 9 esta involucrado en 8. Ademas, el pardmetro
de escala, ¢ puede ser estimado por la siguiente expresion

. 1 n
= —— T 5.39
donde .
Yit — Mt
Tit = —/——=
v(fit)

5.3.4 Elecciones especificas de R(19)

En esta subseccién se discuten algunas elecciones especificas de R(1) presen-
tadas en Liang & Zeger (1986). El nimero de parametros de perturbacion y el
estimador de 9 varia de caso a caso.

Ejemplo 5.3. Independencia entre tiempos. Cuando R(9) = Ry = Ir,
la matriz identidad, se obtiene la ecuacion de estimacion de independencia a lo
largo del tiempo pero no en el espacio. Observe que para cualquier especificacion
Ry, no requiere ningin conocimiento sobre ¢ en la estimacion de 3* y Var(3™).
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Ejemplo 5.4. I-dependencia. Sea 9 = (V1,...,971)" donde ¥, =
Corr(Yit, Yir+1)) parat =1,...,T — 1. Un estimador natural de ¥, dados 3" y
¢ es

. 1 n
1915:7 f,itf‘it—‘rlv t:]_,,T—]_
¢(n —p*) ; .
Como un caso especial, sea s =1y 9, =19 (t=1,...,T —1). Entonces el ¥
comiun se puede estimar por

Una extension a l-dependencia es directa.

Ejemplo 5.5. Simétrica compuesta. Sea s = 1 y suponga que
Corr(yi, yir) = U para todo t # t'. Esta es la estructura de correlacion in-
tercambiable obtenida a partir de un modelo de efectos aleatorios con un nivel
aleatorio para cada sujeto (Laird & Ware 1982). Dado ¢, ¥ se puede estimar
por

! i > Pl
o [3T(T - Nn—p| S5 o
Note que es posible un numero arbitrario de observaciones y observaciones en
el tiempo para cada sujeto con este supuesto.

19:

Ejemplo 5.6. Autorregresivo de primer orden. Sea Corr(y;,yy) =
I ya que bajo esta estructura, E(fyiy) ~ 911, se puede estimar 9 me-
diante la pendiente de la regresion de log(7y7y) sobre log |t —t'|. Observe que
un numero arbitrario y espaciado de observaciones se pueden acomodar con
esta estructura de trabajo.

Ejemplo 5.7. No estructurada. Sea R(V) totalmente no especificada, es
decir se tiene s = LT(T — 1) pardmetros desconocidos. En este caso, R(9) se
puede estimar mediante

>AT (g (s — ) AT
donde A; = diag(v(fi;)) es una matriz diagonal T x T con fi; = %S p,
pi = (pin, o i)' y Y = (i, - yir)"

Como las GEEs dependen de los pardmetros 3* y 6, se requieren algunos
pasos en la estimacion del proceso:

1. Obtenga una estimacion inicial de 3%, B*(O), mediante GLM asumiendo
independencia entre las observaciones y los tiempos, o de forma equiva-
lente, usando la ecuacion (5.38)) con R(@) = I,ry ¢ = 1.
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2. Utilice B*(O) obtenido en la etapa anterior para calcular €5 empleando
la ecuacion ([5.11)).

3. Utilice la ecuacién ([5.25)) para encontrar el vector de pardmetros ¥ y la
estructura de correlacién apropiada de X (ver ejemplos [5.3]a [5.7). En

este paso se pueden utilizar las ecuaciones (5.26) y (5.27)).
4. Estime el pardmetro de escala usando la ecuacién (5.39).

5. Obtenga R(0) y estime 3" utilizando la ecuacién (5.38)).

6. Repita los pasos 3 a b hasta lograr la convergencia deseada en los parame-
tros B y 6.

5.4 Seleccién, validacion y predicciéon del
modelo ajustado utilizando GEE para
espacio-tiempo

Cuando se utiliza el método GEE en espacio-tiempo, se debe tener en cuenta
que por construccion GEE es un método que no se basa en el uso de la fun-
cion de verosimilitud. Esto genera que muchas herramientas disenadas para la
construccién de modelos en el campo de verosimilitud no se puedan utilizar
en el contexto de GEE. Por lo tanto, el bien conocido criterio de informacién
Akaike (AIC) no se puede aplicar directamente ya que el AIC se basa en la es-
timacion de maxima verosimilitud, mientras GEE no se basa en verosimilitud.
Pan (2001) presenta un enfoque que es una modificacién al AIC, donde la vero-
similitud se sustituye por la cuasi-verosimilitud y se hace un ajuste apropiado
para el término de penalizacion. Esta modificacion esta dada por

A%

QSTIC (R(8),¢) = —2Q (8" (R(8)) .6, L) + 2trace (L) (5.40)
donde

Ak

QA (RO) 6.RO) = 1o) =X [U"Tar (5.41)
Q; = —0°Q(B*(R(8)), ¢; I.r) /0B 08"

B =B"

y T fue presentada anteriormente. Esto es la cuasi-verosimilitud espacio-tiempo
bajo el criterio de modelo de independencia (quasi-likelihood space-time under
the independence model criterion, QSTIC) para GEE. Este criterio también
se puede utilizar para seleccionar la mejor estructura de la matriz R(19) de
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acuerdo a los datos, o para seleccionar variables que se deben considerar en el
predictor lineal del modelo.

Otro punto de vista de vital importancia en el proceso de inferencia son
las pruebas de hipdtesis sobre el modelo propuesto, que se pueden realizar de
acuerdo a la hipdtesis lineal general dada por

Hy:LB"=0 Vs Hy:LB*#0

donde L es una matriz [ X p* que es conocida. Uno de los criterio mas utilizados
e implementados en diferentes paquetes de andlisis de datos es el estadistico
de Wald, este enfoque se puede usar para la seleccion de variables explicativas
en el predictor lineal. En este caso, el estadistico de Wald esta dado

W = (L3") [LVar (8" (R(9))) L'] " (LB (5.42)

donde Var (@* (R(é))) fue dado en ([5.36]). Este estadistico tiene una distri-
bucién asintética x? con rank(L) = [ grados de libertad.

Después de ajustar el DBGLSTARAR, es importante llevar a cabo un anali-
sis de diagnostico para verificar la bondad de ajuste del modelo estimado.

5.4.1 Medida de bondad de ajuste

Una medida global de la variaciéon explicada se obtiene mediante el calculo del
pseudo RZ definido como

Ri = r2(’?’stvg(yst)) 0 S Rz S ]' (543)

donde r(n, 9(y,)) es el coeficiente de correlacién muestral entre 7, v g9(y,;).
Cuando R? = 1, hay una perfecta concordancia entre 7, vy g(y), y por lo
tanto, entre iy, v Y,

5.4.2 Analisis residual

Como es bien conocido, el objetivo del andlisis residual es identificar obser-
vaciones atipicas y/o mala especificacién del modelo. Esta se puede basar en
los residuos ordinarios o en la deviance de los residuales. De esta manera, los
residuos son medidas de concordancia entre los datos y el modelo ajustado.
La mayoria de los residuos estan basados en las diferencias entre las respues-
tas observadas y la media condicional ajustada, por ejemplo, los residuales de
Pearson, los cuales se pueden expresar como

o i) (5.44)

rp, =7p(8;,1) =
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donde v (fi;;) es una funcién varianza.

Por otra parte, basados en la funcién de cuasi-verosimilitud presentada en
(5.41)), se puede reescribir ésta como

A

Q(B (R)) .6 Ir) =

(2

~

> Q. (B (R(6)),6 L) (5.45)

n
=1t=1

Ak A ~ Hi

donde Q;, (8" (R(8)) .0, I,r) = I vurdr. Andlogamente al GLM, se puede
Yit

construir una funciéon de deviance basada en la funcién cuasi-verosimilitud.

Para una sola observacion esta funcion se definide como

ro, = rol(sit) = —20Q (8" (R(0)) .6, Iur) =2 / “ (;)Tdf (5.46)

it

que es utilizada como una medida de discrepancia entre el valor ajustado, g,
y el valor observado, y;;.

5.4.3 Seleccién de las coordenadas principales para el
modelo DBGLSTARAR reducido

Para evitar el problema de obtener un pseudo R? ~ 1 cuando el rango de
X es k = nT — 1, es necesario considerar tinicamente los vectores propios
mas correlacionados de B, dados por 1, X, ..., X, con la variable respuesta
espacio-tiempo y,, es decir, las coordenadas principales significativamente mas
correlacionadas con vyg.

Inicialmente, se pueden seleccionar solo k coordenadas principales. Una
buena aproximacion para seleccionar las columnas de X consiste en clasificar-
los en funcién de su pseudo coeficiente de correlaciéon con respecto a y,,, es
decir,

RI(X,) > > RI(Xy) > ...> R X r1)

donde R}(X ;) es el coeficiente de pseudo correlacién entre la X ;-ésima coor-
denada principal (j = 1,...,k,...,nT — 1) v y,. Esto se hace dejando la
misma en funciéon de enlace g en los diferentes modelos ajustados. Con este
procedimiento, las coordenadas principales menos correlacionadas con vy, se
eliminan en la matriz de coordenadas principales X, es decir, no se consideran
en el modelo final nT' — k — 1 coordenadas principales.

Otra opcion para la seleccion de coordenadas principales se lleva a cabo
de una manera similar a la seleccién del nimero de variables en la regresién
multivariada, utilizando el estadistico llamado C), — Mallows. Esto es, se hace
una grafica que represente los puntos (7, 1—c(j)) j=1,...,k, k+1,...,nT—1,
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y luego, se determinan los puntos con un descenso significativo en la falta de
predictibilidad, dada por 1 — ¢(j). La predictibilidad ¢(j) estd dada por (ver
Cuadras et al. (1996) para mas detalles)

J
>R (X )N
¢(0) = 0, c(j):f:—, j=1,....k ...,nT —1

= R X)N
donde \; es el [-ésimo valor propio asociado a X, I =1,...,k,...,nT —1. Por
tanto, se deben eliminar las coordenadas principales Xi1,..., Xr_1.

Ademas, una coordenada principal X ; se puede eliminar si la hipétesis nula
B; = 0 no se rechaza. Una prueba estadistica se puede basar en el estadistico
de Wald, el cual esta dado por

~ — ~ A~ —1 .
W, =32 [Var (3, (R#)))] .  j=1....nT—1
o equivalentemente
Wj = — Aﬁj = s
VVar (5, (r)))
donde B, es la i-ésima componente de B w; es distribuida asintéticamente
normal con media cero y varianza 1. Finalmente, ordenando los w;’s de mayor

a menor valor, se obtienen las k coordenadas principales mas significativas.
Este ultimo método fue el utilizado en la aplicacién.

j=1,...,nT—1 (5.47)

Una vez elegidas las k coordenadas principales, se esta preparado para dis-
cutir las técnicas espacio-tiempo para predecir el valor de un campo aleatorio
en una ubicaciéon temporal dada de observaciones cercanas a los datos obser-
vados.

5.4.4 Prediccién espacio-tiempo de un nuevo individuo

Las coordenadas ) (sg) se obtienen asumiendo que se tienen las
observaciones de las variables explicativas mixtas para un nue-

vo individuo, esto es, se conocen vi, = vi(sg) = (L,v01,...,00p)

y Vb, = U5(80,t) = (Vour,- .-V, ). Entonces, existe una con-

figuracion de puntos vy = (vi(sg),v5(s0,1),...,05(s80,T)) =
t * ’

(1,001 - -+ Vopy» V0115 - -+ Volpa, 5 - -+ VOT, - - - 7U0Tp2T> € RP. Asi, se deben

calcular las distancias entre el nuevo individuo y cada uno de los indivi-
duos involucrados en el modelo propuesto en (5.1]), es decir, do; = d (vo,v;),
1=1,...,nT. A partir de estas distancias, una prediccién puede realizarse uti-
lizando un resultado propuesto por Gower (1968) y Cuadras y Arenas (Cuadras
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& Arenas 1990, Section 3.3), que se relaciona el vector dy = (dgl, o ,dg(nT))t

. . t

de distancias al cuadrado y el vector x = (x0p1,...,%or) de coordenadas
0(k) 01, y L0

principales asociadas al nuevo individuo como sigue

t
dg; = (%(k) - wi(k)) (%(k;) — wz‘(k)) (5.48)
donde x;) = (w1, . .. ,x) coni=1,...,nT. Entonces, se tiene que
1, _
To(ky =5 A0 X t(b — do) (5.49)

donde A(;) es una matriz diagonal con & valores propios asociados a los k
vectores propios X seleccionados anteriormente, b = (b1, ..., bpr)mr )t es un
vector conformado por los elementos de la diagonal de B, con b;; = T (1) Ti(k)
1=1,...,nT.

o

=

Prediccion espacio-tiempo

Especificamente, se trata de interpolar el valor 1y, =
(Y(Sn+1,t1)s -, Y(Spgmre,))t de un campo aleatorio Y a partir de las
observaciones y; = y(s;,t), i =1,....,nyt=1,...,T en [ puntos espacio-

tiempo predefinidos donde 1 < ¢t; < T con | = 1,...,n'. Asi, el interés
se centra en la interpolacién de efectos aleatorios sobre un espacio-tiempo
cuando las observaciones no son gaussianas.

Por consiguiente, sea 0% = (9(Sn11,t1), - - -, N(Spins, )t la prediccién fun-
cional y sea f (n%,n,,) la funcién de densidad conjunta n,, y el vector n?,. Si
se limita el interés a pseudo predictores lineales insesgados de la forma

Ny =P+ QN (5.50)

para algin vector conforme a p y una matriz Q (McCulloch et al. 2008). Por
lo tanto, minimizando el error cuadratico medio de la prediccién, se encuentra
que el mejor pseudo predictor lineal insesgado esta dado por

If’st = XOIB* =+ COVt (nst7 ngt) E;i {nst - Xﬁ*]

donde X,, = I, — (¥ @ W) H(Zr @ L){[Ir — (¥ @ Wy)] 1}, XO es
una matriz de k£ de coordenadas principales para n’ nuevos elementos espacio-
tiempo incluyendo un vector de 1’s, es decir, 1,, de tamano n’ x 1.

La matriz de covarianzas para la prediccion tiene la siguiente forma general

Var (0, | yy) =30 + Cov' ("75757 ngt) E;iCOV (mta ngt)

donde 3y = Var(ng,) — Cov’ (1, m%) X, Cov (n, ).

TMst
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5.5 Aplicacion

En este estudio se utilizan variables sociales, econémicas, geogréficas y de pre-
sencia del Estado para los 32 departamentos colombianos, con la finalidad de
ver la relacién entre el niumero de acciones armadas (AA) estandarizadas por
cada 1000 km? que han realizado los grupos irregulares o guerrillas de las
FARC-EP y el ELN durante los anos 2003 a 2009, con las variables exdgenas:
i) tasa de atencién a victimas de la violencia (AVV) estandarizadas por ca-
da 1000 km? (en términos de 40 salarios minimos mensuales legales vigentes
“SMMLV”), esta variable esta asociada al nimero de hogares que sufren per-
juicios en su vida, o grave deterioro en su integridad personal o en sus bienes,
por razon de atentados terroristas, combates, secuestros, ataques y masacres,
entre otros, ii) desplazamiento forzado - hogares expulsados (DFHE), es el
nimero de hogares expulsados por cada 1000 km?, iii) desplazamiento forzado
- hogares recibidos (DFHR), es el nimero de hogares recibidos por cada 1000
km?, iv) total de confrontaciones armadas por ano (CAA) por cada 1000 km?,
v) nimero de AA por parte de las fuerzas militares (FM) por cada 1000 km?
y vi) porcentaje de personas que residen el drea urbana (URB) con respecto a
la poblacién total del departamento.

Toda la anterior informacién es tomada en 1000 km? de &rea oficial; es-
ta area se considera con respecto a las zonas donde operan estos grupos
y no corresponde al area del departamento. Ademas, en todas las variables
exogenas se cuenta con informaciéon desde el 2003 a 2009, es decir que cada
una de estas variables va ir por ano. Las fuentes de informacién son el De-
partamento Administrativo para la Prosperidad Social (variables AVV, DF-
HE y DFHR), Vicepresidencia de la Reptblica (variables AA, CAA y FM)
y Departamento Administrativo Nacional de Estadistica (variable URB), to-
das entidades gubernamentales de Colombia. Las paginas web donde se pue-
de encontrar dicha informacién son: http://sigotn.igac.gov.co/sigotn/ y
http://sigotn.igac.gov.co/sigotn/default.aspx.

Por las caracteristicas y estructura de la informacién, se tiene un conjuntos
de datos panel y por ello, se proponen los modelos GLSTARAR y DBGLSTA-
RAR para ajustar el nimero de AA por departamento a lo largo del periodo
de estudio. Con el primer modelo se pueden hallar las posibles causas de la
presencia y expansion de estos actores armados para los anos 2003-2009, y con
el segundo modelo, se esperan mejorar las predicciones en comparacion al pri-
mero, por las ventajas mostradas en los capitulos anteriores del método DB.
En este punto, hay que destacar la gran utilidad del segundo modelo sobre el
primero, ya que en el modelo GLSTARAR puede haber multicolinealidad y
ademas sobre-parametrizacién por el exceso de variables explicativas en estu-
dio, mientras que en el modelo DBGLSTARAR lo anterior no sucede porque se
trabajan con coordenadas principales obtenidas a partir de la descomposicién
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espectral realizadas a las distancias entre individuos.

La finalidad de hacer este estudio tiene como propodsito llamar la atencion
a las entidades colombianas gubernamentales para que tomen las acciones so-
ciales que correspondan en las leyes de reparacion a victimas y solucion del
conflicto. Se estiman diversos modelos econométricos, que buscan hallar las va-
riables explicativas y las coordenadas principales significativas como causantes
de un mayor o menor numero de AA de las FARC y del ELN en los distin-
tos departamentos de Colombia. Los modelos que se desarrollan son de tipo
espacio-temporal al introducir variables que capturan los efectos generados por
la autocorrelacion espacio-tiempo y la heterogeneidad espacio-tiempo.

Las FARC-EP y el ELN son grupos guerrilleros que operan en Colombia y
en las regiones fronterizas de Brasil, Ecuador, Panamaé, Pert y Venezuela. Son
participes del conflicto armado colombiano desde su conformacion. Sus acciones
consisten en narcotrafico, guerra de guerrillas, asi como técnicas terroristas
como la implantaciéon de minas antipersona, el asesinato de civiles, miembros
del gobierno, policias y militares, el secuestro con fines politicos o extorsivos,
atentados con bombas y armas no convencionales (cilindros de gas, animales
bomba) y actos que han provocado desplazamientos forzados de civiles (Dudley
2004).

Pese a los 11128 millones de ddlares que invirtié Colombia en gasto militar
en 2009 lo ubicaron como el pais de América Latina que destinaba mayor
porcentaje de Producto Interno Bruto (PIB) a este rubro en Latinoamérica
(3.9 puntos del PIB), la cifra estd muy por debajo de Brasil, que en el 2009
destiné 34334 millones (Sipri 2012). Aunque para el ano 2012 el gasto militar
se mantuvo (11446 millones de délares, 3.9 puntos del PIB), se sigue dedicando
una buena parte del PIB a combatir los grupos guerrilleros en Colombia.

5.5.1 Analisis descriptivo

Dejando de lado la contextualizacién del problema presentada anteriormente,
en primer lugar se hace un analisis descriptivo de la informacién con la finalidad
de ver el comportamiento de los datos y determinar las posibles matrices de
pesos W1y W, que intervienen en el modelo DBGLSTARAR. En la Figurals.1
se presenta la division politico y administrativa departamental de Colombia,
en éste se presenta a las islas de San Andrés y Providencia (parte superior
izquierda); sin embargo, este departamento no se considerard en el andlisis
ya que el nimero de presencia de acciones armadas fue nula durante todo el
periodo de estudio. Ademas, por lo alejado de la costa terrestre en el Atlantico,
no es conveniente analizarlo ya que se puede generar ruido.

La Figura muestra los quintiles del niimero de AA por departamen-
to, estos tipos de mapas son utiles para analizar agregaciones espaciales y
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F1cUrA 5.1: Divisién politico administrativa departamental de Colombia.
Fuente de informacién: Cartografia base IGAC. DEM 90 m SRTM-NASA. Escala de elabo-
racion 1:500000. Escala de presentacién 1:7000000.
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espacio-temporales. Asi regiones con valores similares en el niimero de AA co-
rresponderan en general a un mismo quintil, simultdneamente se puede ver
el comportamiento a través del tiempo. Por consiguiente, los colores obscuros
indican valores altos para el nimero de AA y los colores claros valores bajos.
En general, se encuentran valores bajos en la regién de la amazonia, es decir
los departamentos del Putumayo, Caqueta, Amazonas, Vaupés y Guainia, ubi-
cados en la parte inferior derecha. A la vez, se encuentran valores altos en la
cordillera de los Andes, especificamente para el 2009 en la cordillera oriental.
En la costa Atlantica se encuentran valores altos para los departamentos de
Sucre y Bolivar en los anos 2003 y 2004. Con respecto a la region Pacifica,
hay valores altos en el periodo 2006 a 2009 para los departamentos de Narino,
Cauca y Valle del Cauca, unidos a los departamentos del Huila, Tolima y Cun-
dinamarca en la regién Andina. A través del tiempo es clara una disminucién
del nimero de AA en la costa Atlantica y simultaneamente un incremento en
la cordillera oriental.

Por otro lado, las estructuras de dependencia espacial pueden ser generadas
a partir de las relaciones espaciales entre los departamentos y estas relaciones
permiten generar la matriz de pesos espacial. Son tres las formas més comu-
nes de establecer estas estructuras; la primera se denomina efecto reina, que
corresponde a la primera fila de mapas en la Figura [5.3] encontrando en la
primera columna de izquierda a derecha la contigiiidad de orden 1, la cual se
construye a partir de los centroides de cada poligono (o centro de cada depar-
tamento), considerando vecino a aquel poligono con el que comparte un borde.
Las contigiiidades de orden 2 y 3 (columnas segunda y tercera de izquierda a
derecha); la contigiiidad de orden 2 se refiere a los vecinos de los vecinos de
cada uno de los poligonos, y la contigiiidad de orden 3, se refiere a los vecinos
de los vecinos de los vecinos de cada poligono. Lo aconsejable es considerar solo
el primer orden ya que ordenes superiores son un poco dificiles de interpretar y
es posible que se pueda asociar la contigliidad de orden 1 con las vias terrestres
que conectan a los diferentes departamentos.

La segunda estructura es a partir de las distancias entre los diferentes
poligonos, se encuentran los k-vecinos mas cercanos a cada uno de los poligonos,
en la Figura[5.3| corresponde a la segunda fila; se han considerado tres casos: 1,
2 y 4 vecinos mas cercanos, dada la topografia colombiana es muy dificil que
todas las regiones se conecten, debido a que no hay suficientes vias terrestres
construidas las conexiones entre una regién y otra se dan mas por las vias
aéreas. Por tltimo, la tercera fila de mapas de la Figura [5.3| es construida a
partir de una distancia critica, denominada umbral, la cual es creada con las
distancias espaciales generadas a partir de los centroides de cada poligono. De
esta manera, se establecieron los vecinos que se encuentran a una distancia
menor del umbral con respecto a cada uno de los poligonos; las distancias
consideradas en la Figura [5.3[son 100, 200 y 300 km.
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FiGurA 5.2: Mapas de los quintiles del niimero de acciones armadas por departa-
mento para el periodo 2003 a 2009

En la Figura se muestran los dispersogramas del I de Moran para el
niumero de AA, los cuales se obtienen a partir de la siguiente ecuacién

n i i wizy(8it) — Yerl[y(85,) — Yol
== t=1,...

I = n
So gl[y(siv t) - g-tP

donde Sy = 3 X wij ¥V Yot = gly(sht)'

i=1j=1
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F1GUurA 5.3: Mapas de estructuras de vecindarios para la construccion de pesos
espaciales

El dispersograma se construye considerando el nimero de AA y su rezago
espacial (spatial lag, SL). Ademas, la Figura permite identificar influyentes
espaciales y espacio-temporales. Los influyentes se obtienen luego de calcular
los estadisticos dffits y la razén de covarianza (cov.r) de los residuales obtenidos
del modelo de regresion lineal entre el nimero de AA y su rezago espacial. El
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dispersograma de Moran en general muestra las interrelaciones entre cada uno
de los poligonos y sus vecinos; la pendiente del modelo de regresion menciona-
do se suele denominar I de Moran. Luego si la pendiente, o en otras palabras
el I de Moran, es positivo indicard un predomino de concentraciones espaciales
de valores similares para la variable analizada, bien sean altos rodeados de
altos o bajos rodeados de bajos. Y si la pendiente es negativa indicard una
concentracion de valores disimilares de la variable analizada, asi se tendra va-
lores bajos rodeados de altos o altos rodeados de bajos. Por ejemplo, en el ano
2003, la Figura indica una autocorrelacién espacial negativa y muestra a
Bogota y Magdalena como influyentes, ya que predomina en el espacio una
concentracion de valores disimilares. Ademaés, tanto Bogota como Magdalena,
se asocian en concentraciones de valores similares, alto rodeado de altos y bajo
rodeado de bajos, respectivamente.

De los periodos analizados tan sélo en el ano 2006 no se observa una pen-
diente significativamente diferente de 0, lo cual indicaria ausencia de autoco-
rrelacién espacial para tal ano. Para los demés anos, los departamentos que
constantemente se muestran como influyentes son Choco, Cauca y Quindio.

Una vez se han establecido los influyentes espacialmente, se determinan los
valores mas altos “H”y maés bajos “L”para cada uno de los poligonos en cada
ano. Posteriormente, se cruzan los rezagos espaciales asociados a su vecinda-
rio: si una regién presenta un valor alto y esta rodeada por valores altos en
promedio para las regiones vecinas entonces se denota por “HH”, si una region
presenta un valor bajo y a la vez esta rodeada por valores bajos en promedio
para las regiones vecinas entonces se denota por “LL”, si una region presenta
un valor alto y a la vez esta rodeada por valores bajos en promedio para las
regiones vecinas entonces se denota por “HL”y si una regién presenta un valor
bajo y a la vez esta rodeada por valores altos en promedio para las regiones
vecinas entonces se denota por “LL”. Por consiguiente, se observa que en los
anos 2003 y 2009 hay dos influyentes por cuadrante de dispersion de Moran
(Bogoté y Magdalena). Ademds, en los anos 2004 y 2005, los influyentes son
Chocé y Quindio, para estos 2 afios y los anos 2006, 2007 y 2008, los influyentes
corresponde a valores disimilares, es decir, “HL”0 “LH”. Estos resultados se
muestran en la Figura

La Figura[5.6) muestra el comportamiento del nimero de AA para el periodo
2003 a 2009. Este periodo evidencia una disminucién de los niveles de las AA | lo
cual indica un mayor control por parte de la fuerza piblica (policia y fuerzas
militares) y politicas més acertadas en el control de los grupos insurgentes
como las FARC y ELN.

A continuacion se proceden a ajustar los modelos GLSTARAR y DBDGLS-
TARAR. En primer lugar se presentan los resultados obtenidos al emplear el
modelo GLSTARAR, y posteriormente, se presentaran los resultados del mo-
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FicuraA 5.4: Graficos de dispersion de Moran del ntimero de acciones armadas por
departamento, periodo 2003 a 2009

delo DBGLSTARAR.

5.5.2 Modelo GLSTARAR

La dependencia residual espacial se manejo de la siguiente manera: sea y(s;, t)
que denota el nimero de AA en el s;-ésimo departamento en el ¢-ésimo tiem-
po(s; =1,...,32yt=1,...,7). En el modelo se supone que los y(s;,t)’s
son variables poisson independientes dado el proceso estocastico espacial no
observado £;, y ademds, que la respuesta media en (s;,t) depende de las va-
riables explicativas observadas en la ubicacion s; y tiempo t. Especificamente,
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se puede escribir el modelo GLSTARAR como

32
log y(8s, 1) =70 + oy, +m > w logy(sy, t) + eir

i'=1
- (5.51)
e =e(85,t) = 0 S W e + e
i'=1
cont=1,...,32,t =1,...,7, donde vy es el parametro del intercepto des-

COHOCidO, ’U%it = vé(si, t) = (AVV200321, FM200311, ey DFHR200917) €S un
vector que contiene las variables explicativas asociadas al espacio-tiempo en la

s;-ésima ubicacién y v, = (711, - - - ,77p27)t es un vector de parametros de regre-

sz . . . ’ 1 2 a1
sién espacio-tiempo desconocidos. Ademas, wl(i,) = w;-,) son los pesos utilizando

un rezago espacial de orden uno o efecto reina de orden uno (ver detalles en
(Anselin 1988)), 7; es el coeficiente autorregresivo espacial en el ¢-ésimo periodo
de tiempo, ¢; refleja el término de error autocorrelacionado espacial para la
s;-ésima ubicacion en el t-ésimo tiempo, vy es llamado el coeficiente de auto-
correlacién espacial en el ¢-ésimo periodo de tiempo y e; = e(s;,t) es un error
normal idénticamente distribuido asociado a la s;-ésima ubicacion en el ¢-ési-
mo tiempo con media cero y covarianza E(ey, ey ) = oy para t,t’ =1,...,7,
con E(ey, ey) =0 para i,i/ =1,...,32.

En las Tablas y se presentan los resultados de la estimacion de los
parametros del modelo GLSTARAR presentado en la ecuacion después
de realizar el proceso iterativo del final de la Seccién [5.3| utilizando el método
GEE, pero sin emplear el método de distancias, sino las variables en su escala
natural. En este modelo se consideraron todas las estructuras de correlacién
de los errores e;; expuestas en la Seccién [5.3.4} sin embargo, ninguno de los
parametros de las matrices de correlacién fueron significativos al 5%, por lo
cual se podrian considerar estos errores independientes. El pseudo-R? en este
caso fue igual a 69.85 %, lo cual indica un aparente buen ajuste del modelo.

En la Tabla se observa que todos los rezagos espaciales de los errores
fueron significativos al 5 %. Ademés, como los coeficientes de rezago espacial
entre tiempos no son los mismos, se puede decir que hay una interaccion entre
espacio y tiempo en el modelo de error espacial. Sin embargo, estos coeficientes
se parecen un poco, por lo que se deberia realizar una prueba de igualdad de
pendientes; en este capitulo no se desarrollo dicha prueba, pero en un futuro
trabajo se podria realizar una prueba asintética para juzgar la igualdad entre
parametros. Los signos de todos los parametros son positivos, pero no se obser-
va un crecimiento o decrecimiento de los mismos a lo largo del tiempo, el signo
positivo se puede interpretar como que un departamento con alto/bajo error
esta rodeado de departamentos con alto/bajo error. El pardmetro de escala en
este caso corresponde a 02 = 0.837, lo cual significa que la dispersién es baja.

En la Tabla |5.3| se observa que todos los rezagos espaciales del log del
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TABLA 5.2: Estimacion de los pardmetros del modelo GLSTARAR para el error
espacial mediante GEE.

Variable de Coeficientes

Rezago espacial estimados Error estdindar Wald Pr(> |W|)
WEl.lag 0.1932 0.0227 724 <2e-16
WE2.lag 0.1839 0.0214  74.0 <2e-16
WE3.lag 0.1897 0.0268  50.2 1.4e-12
WEA4.lag 0.1917 0.0171 125.1 <2e-16
WED5.lag 0.1659 0.0316  27.6 1.5e-07
WE6.lag 0.1980 0.0158 156.2 <2e-16
WET7.lag 0.1737 0.0279  38.6 5.2e-10

Parametro de escala estimado
(Intercepto) 0.837 0.434

ntimero de AA fueron significativos al 5 %. Al igual que en el modelo de error
espacial, como los coeficientes de rezago espacial entre tiempos no son los
mismos, hay una interaccion entre espacio y tiempo en el modelo de rezago
espacial ya que todos los signos de los coeficientes varian a través del tiempo.
Esto quiere decir que en un momento en el tiempo, por ejemplo, para el ano
2009 (WY7.lag), un determinado departamento tiene relacién positiva (1.15e-
01) con sus vecinos, es decir que un departamento tiene un nimero alto/bajo
de AA de las FARC y ELN y sus vecinos alrededor presentan un ntmero
alto/bajo de AA. Sin embargo, en el ano 2008 (WY6.lag), esta relacién fue
negativa (—4.49e-02), lo cual significa que un departamento con un nimero
alto de AA de las FARC y ELN tiene vecinos alrededor que presentan un
numero bajo de AA o viceversa.

El parametro de escala es ¢ = 0.615, el cual significa que la dispersién es
baja y no hay problemas fuertes aparentemente de sobredispersién. De otra
parte, todas las variables explicativas en los diferentes anos, resultaron signifi-
cativas al 5%. En este caso, como los coeficientes de las variables explicativas
cambian a lo largo del tiempo, también hay interaccién entre tiempo y espacio
para las diferentes variables explicativas consideradas. No hay un comporta-
miento especial de los coeficientes de las variables a lo largo del tiempo, ya que
muchas cambian sus signos a los largo del tiempo, en ciertos momentos tienen
efecto positivo y en otro un efecto negativo. Una variable que tiene un signo
positivo a lo largo del tiempo es la variable total de confrontaciones armadas
por ano, lo cual significa que a mayor cantidad de confrontaciones armadas
mayor es el nimero de AA por cada 1000 km? de los grupos guerrilleros de las
FARC y el ELN.
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FiGUuRrA 5.5: Mapas de influyentes por cuadrante de dispersién de Moran del niimero
de acciones armadas por departamentos, periodo 2003 a 2009
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F1GURrA 5.6: Mapas del ntiimero de acciones armadas por departamento, periodo
2003 a 2009
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TABLA 5.3: Estimacion de los parametros del modelo GLSTARAR para el rezago
espacial mediante GEE.

Coeficientes Error
Variable estimados estandar Wald Pr(> |W|)
(Intercepto) -8.48e-01  1.93e-07 1.94e+13 <2e-16
WYl.lag 4.28e-02  2.85e-09 2.24e+14 <2e-16
WY2.lag 1.19e-02  3.15e-09 1.43e+13 <2e-16
WY3.lag 2.11e-02  6.12e-09 1.19e+413 <2e-16
WY4.lag -9.95e-03  5.56e-09  3.20e+12 <2e-16
WY5.lag -2.93e-02  4.16e-07 4.97e+09 <2e-16
WY6.lag -4.49e-02  2.18e-08 4.23e+12 <2e-16
WY7.lag 1.88e-02 1.24e-08 2.29e+12 <2e-16
AVV2003 1.15e-01  5.58e-09 4.27e+14 <2e-16
FM2003 -1.57e-01  7.07e-09 4.93e+14 <2e-16
CAA2003 2.02e-01 4.57e-09 1.96e+15 <2e-16
DFHE2003 1.60e-03 1.10e-10 2.11e+14 <2e-16
DFHR2003 -1.73e-04  2.73e-11 4.05e+13 <2e-16
URB2003 -6.21e-01  1.97e-07 9.97e+12 <2e-16
AVV2004 -1.50e-03  1.42e-10 1.12e+14 <2e-16
FM2004 -6.63e-01  2.96e-08 5.02e+14 <2e-16
CAA2004 5.87e-01  1.84e-08 1.02e+15 <2e-16
DFHE2004 4.15e-03  3.98e-10 1.08e+14 <2e-16
DFHR2004 -1.38e-03  7.02e-11  3.89e+14 <2e-16
URB2004 -4.65e-01  1.99e-07 5.44e+12 <2e-16
AVV2005 -3.93e-02  1.32e-09 8.87e+14 <2e-16
FM2005 1.41e-01 4.87e-08 8.34e+12 <2e-16
CAA2005 9.05e-02  2.69e-08 1.13e+13 <2e-16
DFHE2005 7.51e-03 2.98e-10 6.33e+14 <2e-16
DFHR2005 3.06e-04 2.23e-10 1.89e+12 <2e-16
URB2005 -1.31e4+00 8.74e-08 2.23e+14 <2e-16
AVV2006 4.77e-02  3.21e-09 2.21e+14 <2e-16
FM2006 -1.95e-01  5.39e-10 1.31e+17 <2e-16
CAA2006 2.91e-01 7.26e-10 1.61e+17 <2e-16
DFHE2006 5.08e-03  3.16e-10 2.59e+14 <2e-16
DFHR2006 -3.04e-04  8.46e-13 1.29e+17 <2e-16
URB2006 -2.25e+00 6.23e-08 1.30e+15 <2e-16
AVV2007 1.00e-02  6.89e-09 2.11le+12 <2e-16
FM2007 -6.97e-01  1.30e-06 2.88e+11 <2e-16
CAA2007 9.07e-01 1.37e-06 4.37e+11 <2e-16
DFHE2007 -8.32e-04  3.85e-09 4.66e+10 <2e-16
DFHR2007 -1.60e-03  4.03e-08 1.57e+09 <2e-16
URB2007 -2.80e+00  7.40e-06 1.43e+11 <2e-16
AVV2008 -1.88e-02  5.02¢-08 1.40e+11 <2e-16
FM2008 -5.07e-01  1.78e-07 8.09e+12 <2e-16
CAA2008 8.41e-01  1.46e-07 3.34e+13 <2e-16
DFHE2008 2.86e-03  1.37e-09 4.35e+12 <2e-16
DFHR2008 -9.97e-04 2.91e-10 1.18e+13 <2e-16
URB2008 -2.38¢4+00 3.86e-07 3.79e+13 <2e-16
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TABLA 5.4: Estimacién de los pardametros del modelo GLSTARAR para el rezago
espacial mediante GEE (Continuacién Tabla .

Coeficientes Error
Variable estimados estdndar Wald Pr(> |W|)
AVV2009 -4.59e-02  6.41e-09 5.13e+13 <2e-16
FM2009 1.13e-01  3.19e-08 1.25e+13 <2e-16
CAA2009 1.14e-01 1.60e-08 5.06e+13 <2e-16
DFHE2009 1.12e-02  1.69e-09 4.40e+13 <2e-16
DFHR2009 -5.82¢-04  7.49¢-10  6.04e+11 <2e-16

Parametro de escala estimado
(Intercepto) 0.615  3.24e-08

Debido a los posibles problemas de multicolinealidad de las variables ex-
plicativas en el modelo ajustado GLSTARAR de acuerdo a la ecuacién
y por el exceso de pardmetros que se ocasiona en el mismo, se realiza una
reduccién de variables explicativas utilizando el método DB.

5.5.3 Modelo DBGLSTARAR

Para el ajuste del modelo DBSTARAR, se emplea la distancia euclidiana entre
individuos dada en porque todas las variables explicativas son continuas.
De este modo, se obtuvieron las distancias empleando las variables explicativas
centradas y la matriz B = HAH . Entonces, se construyeron las coordenadas
principales utilizando las variables explicativas: tasa de atencién a victimas
de la violencia (AVV), desplazamiento forzado - hogares expulsados (DFHE),
desplazamiento forzado - hogares recibidos (DFHR), total de confrontaciones
armadas por afio (CAA), nimero de AA por parte de las fuerzas militares (FM)
y porcentaje de personas que residen el drea urbana (URB). Para seleccionar las
coordenadas principales a incluir en el modelo, se observé las mas significativas
de acuerdo al valor mas alto de Wald, presentado en la ecuacion ((5.47)).

Especificamente, para este estudio se seleccionaron siete coordenadas prin-
cipales (X1, X5, X6, X7, X16, X27 y X34), lo cual fue realizado con la
finalidad de mostrar el buen funcionamiento del método DB y observar la gran
reduccién de variables explicativas en comparacién al modelo GLSTARAR.

Con los mismos supuestos del modelo (5.51)) sobre la variable respuesta y



5.5 Aplicacién 175

los errores, se puede escribir el modelo DBGLSTARAR como

32
log y(si, 1) =28 +m 3w logy(su, t) + ey
/=1
0 (5.52)
Eit =y Z Wy €4t + €t

=1

coni=1,...,32yt=1,...,7, y donde ®, = (1,2i,...,747) y B" =
(Bo, P1, - - -, B7) es un vector de pardmetros desconocido. Los demds términos y
supuestos son iguales que en el modelo ((5.51]).

En las Tablas y se presentan los resultados de la estimacion de los
parametros del modelo DBGLSTARAR presentado en la ecuacion des-
pués de realizar el proceso iterativo del final de la Seccién [5.3] utilizando el
método GEE. En este modelo se consideraron todas las estructuras de correla-
cién de los errores e;; expuestas en la Seccién [5.3.4} sin embargo, al igual que
en el modelo GLSTARAR (j5.51)) ningin pardmetro de la matriz de correlacién
fue significativo al 5%, por lo cual se podrian considerar estos errores inde-
pendientes. El pseudo-R? en este caso fue igual a 45.63 %, lo cual indica un
aparente buen ajuste del modelo; sin embargo este no es tan bueno como en
el modelo GLSTARAR, lo cual en principio es debido a haber tomado menos
nimero de coordenadas principales que niimero de variables explicativas.

En la Tabla se observa, al igual que en modelo GLSTARAR, que todos
los rezagos espaciales de los errores fueron significativos al 5 %. Ademads, como
los coeficientes de rezago espacial entre tiempos no son los mismos a lo largo
del tiempo, se puede decir que hay una interaccion entre espacio y tiempo en
el modelo de error espacial. Los signos de todos los parametros son positivos,
lo cual significa que un departamento con alto/bajo error esta rodeado de de-
partamentos con alto/bajo error. El parametro de escala es o2 = 0.428, lo cual
significa que la dispersion es baja y que este modelo es menos preciso que el
modelo GLSTARAR (0% = 0.837), debido a que el 6% del modelo DBGLS-
TARAR es més bajo que el del modelo GLSTARAR. Este comportamiento
del método DB en el modelo de error espacial se presenta porque se tienen
mucho menos variables (coordenadas principales) que variables explicativas en

el modelo GLSTARAR.

En la Tabla [5.5] se observa que todos los rezagos espaciales del log del
numero de AA fueron significativos al 5 %. Al igual que en el modelo de error
espacial, como los coeficientes de rezago espacial entre tiempos no son los
mismos (los signos y los pardmetros estimados varian a través del tiempo),
hay una interaccién entre espacio y tiempo en el modelo de rezago espacial.
Esto significa que en un momento en el tiempo, por ejemplo, para el ano 2009
(WY7.lag), un determinado departamento tiene relacion positiva (2.19e-02)
con sus departamentos vecinos, es decir que un departamento tiene un niimero



176 Capitulo 5. Modelo DBGLSTARAR

TABLA 5.5: Estimacién de los pardmetros del modelo DBGLSTARAR para el error
espacial mediante GEE.

Variable de Coeficientes

Rezago espacial estimados Error estdindar Wald Pr(> |W|)
WEl.lag 0.2064 0.0234 779 <2e-16
WE2.lag 0.1894 0.0336  31.8 1.7e-08
WE3.lag 0.1835 0.0308 354 2.7¢-09
WEA4.lag 0.1991 0.0260  58.8 1.7e-14
WEb5.lag 0.1847 0.0242  58.1 2.5e-14
WE6.lag 0.1913 0.0181 112.0 <2e-16
WET7.lag 0.1814 0.0233  60.7 6.8e-15

Parametro de escala estimado
(Intercepto) 0.428 0.0332

alto/bajo de AA de las FARC y ELN y sus departamentos vecinos alrededor
presentan un nimero alto/bajo de AA. Sin embargo, en el ano 2006 (WY4.lag),
esta relacién fue negativa (-2.71e-03), lo cual significa que un departamento
con un nimero alto de AA de las FARC y ELN tiene departamentos vecinos
alrededor que presentan un nimero bajo de AA o viceversa.

El parametro de escala es ¢ = 0.945, el cual significa que la dispersién es
baja y no hay problemas fuertes aparentemente de sobredispersion. Ademas,
como este coeficiente es mas alto que el obtenido en el modelo GLSTARAR de
rezago espacial (0.615), entonces se puede decir que el modelo DBGLSTARAR
de rezago espacial es mas preciso que el modelo GLSTARAR. De otra parte,
todas las coordenadas principales resultaron significativas al 5%, lo cual es
muy bueno ya que estas coordenadas no estan correlacionadas entre si y re-
cogen la informacién de las variables explicativas originales. Las coordenadas
principales X5 y X6 afectan de forma positiva al nimero de AA por cada
1000 km? de los grupos guerrilleros FARC y ELN, es decir, valores altos de es-
tas coordenadas producen un mayor nimero de AA. Mientras las coordenadas
principales, X1, X7, X16, X27 y X34, afectan de forma negativa al niimero
de AA, es decir, valores altos de estas coordenadas producen un menor niimero
de AA de los grupos guerrilleros.

5.5.4 Validacién de los supuestos sobre los modelos
GLSTARAR y DBGLSTARAR

En la Figura se encuentra que el valor observado para el departamento de
Cundinamarca esta alrededor de 5 y la prediccién con los modelos GLSTARAR
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TABLA 5.6: Estimacion de los parametros del modelo DBGLSTARAR para el rezago
espacial mediante GEE.

Coeficientes Error
Variable estimados estandar Wald  Pr(> |W|)
(Intercepto) -3.66e-01  2.63e-08 1.94e+14 <2e-16
WYl1.lag 1.71e-03 4.73e-10 1.31e+13 <2e-16
WY2.lag 1.50e-02  2.92e-09 2.66e+13 <2e-16
WY3.lag 1.32e-02  6.20e-08 4.50e+10 <2e-16
WY4.lag -2.71e-03  2.19e-09 1.53e+12 <2e-16
WY5.lag 1.18e-01  3.80e-09 9.58e+14 <2e-16
WY6.lag 8.80e-02 1.42e-08 3.85e+13 <2e-16
WY7.lag 2.19e-02  3.73e-09 3.45e+13 <2e-16
X1 -3.59e+00 2.18e-08 2.70e+16 <2e-16
X5 2.42e4+00 2.49e-08 9.5le+15 <2e-16
X6 5.62e+00 1.86e-08 9.10e+16 <2e-16
X7 -2.63e+01  1.09e-07 5.82e+16 <2e-16
X16 -1.01e4+01 1.42e-06 5.07e+13 <2e-16
X27 -1.52e4+01  2.61e-08 3.41e+17 <2e-16
X34 -1.26e+01  2.62e-07 2.30e+15 <2e-16

Pardmetro de escala estimado
(Intercepto) 0.945  1.2e-07

y DBGLSTARAR es de aproximadamente 2 (ver Figuras y , es decir
hay un error aproximado de 3. Este error se debe a que en el dispersograma
de Moran (ver Figura [5.4), Cundinamarca es un influyente, luego dadas las
caracteristicas espaciales de contigiiidad de este tipo de modelos, no se pueden
remover outliers; sin embargo, es un tema interesante a considerar en futuros
trabajos afines. En general, las predicciones generadas con el modelo GLSTA-
RAR producen buenos resultados tal como se observa en la Figura y en los
mapas de residuales de Pearson y deviance asociados a tal modelo (ver Figuras
y . En estos mapas, para el ano 2009, se observa residuales cercanos
a 3 (residual de Pearson) y 2 (residual de deviance) para el departamento de
Cundinamarca, lo cual concuerda con lo mencionado previamente.

Con respecto al modelo DBGLSTARAR, se observan también en la Figura
5.10| que las predicciones del nimero de AAs disminuyen con el tiempo. En
general, se tienen buenas predicciones con un valor maximo de 6.34 para el
nimero de AA, mientras que en el modelo GLSTARAR la predicciéon maxima
esta en 8.72, las medias son muy similares 1.16 y 1.15, respectivamente; al
compararlas con los valores observados para el nimero de AA (media 1.19 y
méximo igual a 7.29), se puede decir que los dos modelos presentan compor-
tamientos similares en términos de las medias, pero para los valores maximos,
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el modelo DBGLSTARAR gener6 un valor inferior al observado, mientras que
el modelo GLSTARAR generd un valor superior al observado.

De acuerdo a los mapas de residuales de Pearson y deviance (ver Figu-
ras y [5.12]) asociados al modelo DBGLSTARAR, se observa que no hay
aparentemente un grave problema de atipicidades en los residuos para los dife-
rentes departamentos a lo largo del tiempo, ya que en el caso de los residuales
de Pearson, éstos no se salen en su gran mayoria del intervalo (—3,3) y en el
caso de los residuales de deviance entre (—2,2). En el caso del departamento
de Cundinamarca para el ano 2009 sucede lo mismo que en el ajuste del mo-
delo GLSTARAR, éste departamento si podria ser un dato atipico para el ano
20009.
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Ficura 5.7: Mapas de la prediccién del ntimero de acciones armadas por departa-
mento, bajo el modelo GLSTARAR para el periodo 2003 a 2009
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F1GURA 5.8: Mapas de residuales de Pearson por departamento bajo el modelo GLS-
TARAR para el periodo 2003 a 2009
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FiGUuRrA 5.9: Mapas de deviances por departamento bajo el modelo GLSTARAR
para el periodo 2003 a 2009

FiguraA 5.10: Mapas de la prediccién del niimero de acciones armadas por depar-
tamento bajo el modelo DBGLSTARAR para el periodo 2003 a 2009
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apas de residuales de Pearson por departamento bajo el modelo
DBGLSTARAR para el periodo 2003 a 2009

QT

FiGURrA 5.12: Mapas de deviances por departamento, bajo el modelo DBGLSTA-
RAR para el periodo 2003 a 2009
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Capitulo 6

Vector autorregresivo espacial
lineal generalizado mixto basado
en distancias incorporando la
dinamica tanto espacial como
temporal

6.1 Introduccion

En este capitulo se presenta un modelo autorregresivo espacial lineal generali-
zado mixto utilizando el método basado en distancias propuesto por Cuadras
(1989). Este modelo incluye retrasos tanto espaciales como temporales entre
vectores de variables de estado estacionarias. Por lo tanto, este modelo contiene
perturbaciones que estan correlacionadas tanto espacialmente como temporal-
mente. Aunque los parametros estructurales no estdn completamente identi-
ficados en este modelo, los coeficientes de rezago espacial contemporaneos se
pueden identificar mediante las variables explicativas de estado. Se utiliza la
dinamica espacial de los datos econométricos tipo panel para estimar el modelo
propuesto. Por lo tanto, los parametros involucrados en el modelo se estimaron
utilizando el método MCMC mediante maxima verosimilitud, la cual es una
técnica factible y 1til en este caso. Ademas, se discute en este capitulo la inte-
raccién entre estacionariedad temporal y espacial, y se derivan las respuestas
de impulso para el modelo propuesto, lo cual naturalmente dependera de la
dindmica temporal y espacial del modelo.

En los ultimos anos, la literatura de datos espaciales ha exhibido un crecien-
te interés en la especificacion y estimacion de relaciones por ejemplo sociales y
econométricas basada en paneles espaciales. Los paneles espaciales suelen refe-

183
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rirse a los datos que contienen observaciones de series de tiempo de un nimero
de unidades espaciales (codigos postales, municipios, regiones, estados, juris-
dicciones, paises, etc.). Este interés puede ser explicado por el hecho que los
datos panel ofrecen a los investigadores extender las posibilidades de modela-
miento en comparacion con el ajuste de una sola ecuacion de corte transversal,
lo cual fue el enfoque principal de la literatura social y econométrica espacial
por mucho tiempo (Hsiao 2003). Un grupo considerablemente més pequeno
(Elhorst 2003, Lee 2004, Elhorst 2005, Elhorst 2008) se ocupa del andlisis so-
cial y econométrico de la dinamica espacial en los modelos de datos panel
temporalmente estaticos.

En muchos estudios que tienen una variable respuesta continua se han apli-
cado estas estrategias para estimar modelos: regionales del mercado de trabajo,
de crecimiento econémico, de gasto publico o de ajuste fiscal, y agricolas. Sin
embargo, cuando la variable respuesta es un conteo, una tasa o una respuesta
binaria, no hay demasiada literatura que resuelva el problema utilizando el
modelo autorregresivo espacial e incluyendo rezagos tanto temporales como
espaciales entre vectores de variables de estado estacionarias. Por lo tanto,
no solo muchas de estas aplicaciones han dado lugar a nuevas ideas, desarro-
llos y ampliaciones, sino también nuevos cuestionamientos. Los cientificos han
demostrado que la dependencia espacial de los datos sociales o econémicos
pueden alterar, e incluso revertir, los resultados de los modelos estandares de
series de tiempo.

La econometria espacial como tal es un subcampo de la econometria que
se ocupa de la interaccién espacial (autocorrelacion espacial) y la estructu-
ra espacial (heterogeneidad espacial) en modelos de regresién transversal y
de datos panel (Paelinck & Klaassen 1979, Anselin 1988). Este enfoque en la
localizacién y la interaccién espacial recientemente ha ganado un lugar maés
central no sélo en lo aplicado sino también en la econometria tedrica. En el
pasado, los modelos que incorporaban explicitamente espacio o localizacion
geografica se encontraban principalmente en campos especializados tales como
ciencia regional, urbana, economia inmobiliaria y geografia econémica (Anselin
& Florax 1995, Anselin & Kelejian 1997, Pace et al. 1998, Anselin et al. 2004).
Sin embargo, recientemente, los métodos de econometria y social espacial ca-
da vez se han aplicado en una amplia gama de investigaciones empiricas en
los campos mas tradicionales de la economia, incluyendo entre otros, estudios
en analisis de demanda, economia internacional, economia laboral, economia
publica, finanzas publicas locales, agricultura y ciencias econémicas ambienta-
les.

Estos y otros estudios establecen la importancia de integrar rezagos espa-
ciales y temporales en el andlisis econémico de datos regionales. Sin embargo,
la literatura en modelos con dinamica espacial y temporal solo han presentado
algunos progresos, pero en muchos casos por separado. En este capitulo, se
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juntan las dos metodologias y se presenta una soluciéon a problemas en donde
la variable respuesta es un conteo, una razén o una respuesta binaria (di-
cotémica) utilizando un refinado modelo lineal generalizado mixto espacial y
temporal dindmico basado en distancias. En este tltimo aspecto, se incorporan
algunas medidas generales de distancia/disimiliridad que se pueden aplicar a
variables explicativas: numéricas, categoricas, o una mezcla de ellas. El concep-
to geométrico de distancia entre individuos o poblaciones puede ser usado, ya
que el concepto de distancia es una herramienta 1util en pruebas de hipdtesis,
estimacion de parametros, regresion, etc. (Cuadras & Arenas 1990, Cuadras
et al. 1996, Arenas & Cuadras 2002).

Por lo tanto, la propuesta en este capitulo es considerar como se pueden
utilizar los datos de panel espaciales con variable respuesta no gaussiana pa-
ra estimar conjuntamente modelos que tienen tanto dindmica espacial como
temporal. Estos modelos especificamente se llamaran vectores autorregresivos
lineales generalizados espaciales mixtos basados en distancias (distance-based
spatial generalised linear mixed vector autoregressions, DBSGLMVARS). Estos
incorporan tanto la dinamica espacial como temporal y difiere de los mode-
los espaciales porque incorporan la dindmica temporal. Por consiguiente, el
DBSGLMVARS contiene dos tipos de dinamicas espaciales. Las variables en el
tiempo ¢ pueden depender de los retrasos espaciales contemporaneos como su-
cede en los modelos espaciales para datos transversales. Ademas, las variables
en el tiempo t pueden depender de los rezagos espaciales en el tiempo t — [
(I > 0), lo cual se llamaréd “rezagos espaciales rezagados”. En ausencia de re-
zago espacial, el DBSGLMVAR es un vector autorregresivo lineal generalizado
basado en distancia (distance-based generalised linear mixed vector autoregres-
sion, DBGLMVAR), y en la ausencia de rezago temporal, el DBSGLMVAR es
idéntico al modelo de panel espacial.

Una pregunta que surge es si en el DBSGLMVAR se pueden identificar
todos los pardmetros estructurales a estimar. Estos pardametros incluyen los
parametros subyacentes del modelo y los coeficientes de rezago espacial y tem-
poral. En este capitulo se diferencia entre los DBSGLMVARSs con y sin auto-
correlacién espacial (spatial autocorrelation, SAC) en los residuales. Ademads
también se compara el DBSGLMVAR en el que no hay rezago espacial pero
donde los residuales estan espacialmente correlacionados, con el DBSGLM-
VAR en el que hay rezago espacial pero los residuales estan espacialmente no
correlacionados. El primero esta anidado en el ultimo y una prueba de factor
comun se puede utilizar para distinguir empiricamente entre ellos. También se
muestra que las respuestas de impulso del DBSGLMVAR con autocorrelacion
espacial son una simple transformacién de las respuestas de impulso donde los
impactos regionales se asumen no correlacionados.

Este capitulo esta dividido de la siguiente manera: en la Seccién se
desarrolla la metodologia propuesta, se presenta el modelo lineal generaliza-
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do dindmico espacio-tiempo utilizando el método DB y se presentan algunos
ejemplos de casos particulares del modelo propuesto. En la Secciéon se es-
timan los pardmetros asociados al modelo DBSGLMVAR mediante el uso del
algoritmo de méaxima verosimilitud MCMC. Finalmente, en la Seccién se
presentan algunas medidas de bondad de ajuste y se realiza la prediccion es-
pacial de un nuevo individuo.

6.2 Modelo lineal generalizado dinamico
espacio-tiempo utilizando el método ba-
sado en distancia

Sea {y(s,t),s € D,t € T} un proceso estocdstico espacio-temporal, el con-
junto de indices D estdn en una superficie continua o un conjunto finito de
ubicaciones y T C Z. De este modo, el modelo desarrollado es adecuado pa-
ra tiempo discreto. Una distribucion pertenece a la familia exponencial si su
funcién de densidad es de la siguiente forma (McCullagh & Nelder 1989)

Fy(s;1); ) = ha(y(s, 1) exp{n(as)ha(y(s, ) — bles)}

donde n(a), b(as), hi(y(s,t)) v ha(y(s,t)) son funciones que toman valores
en la recta real.

La propuesta de interpolacién esta construida para un modelo no gaus-
siano aleatorio de dinamica temporal y espacial, considerando especificamente
variables continuas e indicadoras en el modelo de tendencia. Los datos genera-
dos por el mecanismo condicional sobre la senial del modelo siguen un modelo
lineal generalizado cldsico como el descrito por McCullagh & Nelder (1989).
Especificamente, nos enfocamos en modelos de rezago espacial y rezago en el
error, en el que se utiliza rezago tanto en el espacio como en el tiempo en la va-
riable dependiente. También, se utiliza la dependencia espacial en ubicaciones
vecinas en un diferente periodo del tiempo. Por lo tanto, el punto de partida
es el siguiente modelo

q1 n
1
e =1(80, 1) = glpa) = viy + 3 omi—py + po 3wl nie
=1 =1

q1
+ Z Z plwz(ill)ni’(t—l) + Eit (61)
1=1i=1

q2 n q2
it =€(8i, 1) = D weig—ry + 90 D wﬁ)&/t +> > 905/10;2/)51"(#1') +eir (6.2)

I'=1 =1 I'=1i=1

coni=1,....n,t = 1,....7, || <1, || <1, || < 1y || <1,
donde it = ,M(S“t) = E[y(sht)‘viay(siat - 1)7"‘7y(siat - q1)7€it]a g()
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es una funcién enlace que es invertible y continua, vivy es la tendencia,
vl = v'(s;) = (1,v1(8i),...,v,(8;)) es un vector que contiene variables ex-
plicativas asociadas a la ubicacién espacial s;-ésima y v = (70,71, ---,7)" €8
un vector de parametros de regresién espacial desconocidos. Ademas, g; es el
coeficiente del [-ésimo rezago temporal (I = 1,...,¢1), Nig—1) es la s;-ésima
ubicacion en el [-ésimo rezago temporal aplicado a la funciéon de enlace de
las observaciones sobre la variable dependiente, py es llamado el coeficiente
de rezago espacial, p; es el coeficiente de “rezago espacial rezagado” en el [-
ésimo rezago ya que puede haber un rezago temporal en el rezago espacial,
e = €4(8;) refleja el término de error espacial autocorrelacionado para la s;-
ésima ubicacion en el t-ésimo tiempo, ¢ es el coeficiente de autocorrelacién
temporal en el I'-ésimo previo perfodo de tiempo (I' = 1,...,¢2), €ig—r) es la
i-6ésima, ubicacién del error espacial en el I’-ésimo previo periodo de tiempo,
@o es llamado el coeficiente SAC, ¢ es llamado el coeficiente rezagado en el
I'-ésimo previo periodo de tiempo y e; = e(s;,t) es un término de error que es
independiente y distribuido idénticamente normal para la s;-ésima ubicacién

en el t-ésimo tiempo con media cero y varianza o2.

Las ecuaciones (6.1)) y (6.2]) se pueden reescribir como
o(B)ne =i+ 3wl " (B + < (63)
iz
B)eis = Z wz(])go* Veu + e (6.4)
donde o(B) =1 — 01B — 05B® — -+ — 04, B", p*(B) = po + p1B + - - + p,, B",
s(B)=1-¢B—B*—-- —¢,B2yp*(B) = cpo/—i— 1B+ -+ ¢,,B?, con B

un operador de rezago tal que Blmt = Nit—1) Y B, = Ei(t—1)-

Dentro del campo de modelos lineales, es usual trabajar con el modelo en
su forma canénica (n;(a(s;,1)) = a(si,t) = au, ha(y(si 1)) = y(si,t)), que
incluye un parametro de dispersién ¢ > 0. Especificamente, condicionando
sobre las variables explicativas (v;), el error espacial no observado ¢; y los
tiempos previos (y(s;,t —1),l=1...,q1), y(s;,t) sigue una distribucién de la
familia exponencial, es decir,

ind

) | (’U(S“ )7 (Siat_1)7"'7y(8i7t_Q1)75it) ~
f(y(su ) | vztay(sivt_1)7"'ay(3i’t_q1)75it>
Fy(sit) | v, y(sit —1), ... y(sit —q1),e) =

1
exp {qs[y(si, e — b)) — e(y(su, 1) ¢>>} (6.5)

y(si,

donde ¢ es un parametro de extra-variacién y ¢(+) es una funcion especifica. La
Ab(cvit)

media condicional, p;, se relaciona con a;; a través de la identidad p; = o -
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Esta media puede ser modelada, después de una transformacién adecuada,
mediante el modelo lineal generalizado presentado en las ecuaciones (6.1) y
. La Tabla muestra como algunas de las mas populares distribuciones
se pueden reescribir en la forma .

Los modelos (6.1) y (6.2) se pueden reformular en una forma vectorial

compacta como

n, =9(1) = B, |V, Y1y Uiy €0) )

q1 q1
=V + Z oy + poWin, + Z pWin,_, + & (6.6)
=1 =1
q2 q2
er =Y e+ oW+ > orWoei_y + e (6.7)
I'=1 I'=1
donde V. = (vy,...,v.)" n, = (e, )t €8 un vector n x 1, g, =

Ety, | Vi1, Y g)s e = (f1e,- -, pe)" €8 un vector n x 1, y, =
(y(s1,t), ..., y(8n, 1)) es un vector n x 1y Wy y Wy describen el rezago
espacial y el error espacial de las unidades observadas en la muestra, respecti-
vamente. V = HV* es una matriz n x (p+1) con H = I,,—11,1! una matriz
centrada, I, es la matriz identidad de tamano n x n, 1, es un vector de unos
de tamano n x 1 y V* es una matriz de variables explicativas originales; ob-
serve que V™ puede tener en sus componentes variables continuas, categéricas
y binarias, o incluso una mezcla de las ellas. Por lo tanto &; = (e14,...,&n¢)" €8
un vector n X 1y e; = (eyy, ..., en)" s un vector n x 1.

Los modelos dados en las ecuaciones y son los vectores autorre-
gresivos espaciales generalizados (spatial generalised vector autoregressions,
SGVARs) utilizando el autorregresivo espacio-tiempo de orden ¢; y perturba-
ciones autorregresivas espacio-tiempo de orden g, es decir un SGVAR(q¢1, ¢2),
que incluye regresores exogenos e incorpora dinamicas tanto en lo espacial co-
mo en lo temporal. Las interacciones espacio-tiempo son modeladas a través
de rezagos de espacio-tiempo y errores espacio-tiempo. Los modelos permiten
interacciones espacio-tiempo en la variable dependiente, las variables exdgenas
y las perturbaciones.

Los modelos ((6.3]) y (6.4) se pueden expresar como

oB)n, =V~y+Wip"(B)n, + e

6.8
§(B)€t :WQQO*(B)€15 + e; ( )
los cuales se pueden reescribir como
B)I,, — p"(B)W =V~ +e¢
[e(B) I, — p*(B)Wi]m, =V + & (6.9)

[C(B) T, — " (B)W2|e, —e,
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Luego de algunos desarrollos algebraicos, se obtiene
[o(B)I,, — p"(B)Wi]m, =V'y + [s(B) I, — " (B)W] e, (6.10)

Esta forma del modelo es vélida siempre que [¢(B)I,, — ¢*(B)W3] sea una
matriz no singular.

6.2.1 Vectores autorregresivos generalizados espaciales
basados en distancias

Para construir el modelo propuesto, se utilizan las medidas de distancias y
disimilaridad presentadas en la Seccién para variables explicativas con-
tinuas, categoricas, o una mezcla de ellas. Una vez seleccionada algunas de
las distancias o disimilaridades presentadas en dicha se seccién se realiza la
descomposicién espectral obteniendo B = HAH = UAU' = X X', donde
A = (—=d?,/2), A es una matriz diagonal que contiene los valores propios de
By X = UAY? es una matriz n x n de coordenadas principales y de rango
n — 1 porque tiene un vector propio igual a 1,,, y U contiene las coordenadas
principales estandarizadas.

Como ya se ha mencionado anteriormente, uno de los peligros potenciales
en el modelo basado en distancias es la enorme sobreparametrizacion, ya que
el rango de B puede ser tan grande como n — 1. Entonces, el nimero de
coordenadas principales (columnas de X) puede ser excesivo, lo que permite
un modelo arbitrariamente sobre-ajustado. Con el fin de evitar este tipo de
problemas, se deben seleccionar tinicamente las coordenadas principales mas
significativas utilizando cualquier método de la Seccién [6.4.2] Por lo tanto, en
forma matricial, el modelo DBSGLMVAR en forma reducida se puede escribir
como

n: =g(py) = (B, | X,y 1, Ui g0 60)}

q1 q1
=XB+> om+poWin, + > oWin,_ +& (6.11)
1=1 =1
q2 q2
€y = Z E—r + poWag, + Z orWagi 1 + € (6.12)

=1 r=1

donde p; = E(y, | X, Y 1, Ys_q,0Et), B = (Bo,B1,...,Pk) es un vector
de pardmetros desconocido, B € R¥1 k <n —1, X(k) = (1,, X1,..., X})
contiene un subconjunto de las k£ columnas mas relevantes de X que son las
coordenadas significativamente correlacionadas con 7.

Los modelos presentados en las ecuaciones (6.11]) y (6.12)) son los mode-
los DBSGLMVARs utilizando el autorregresivo espacio-tiempo de orden ¢
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y la perturbacion autorregresiva espacio-tiempo de orden ¢, es decir, se ob-
tiene un DBSGLMVAR(q1, ¢2), que incluye regresores exdgenos e incorpora
tanto dinamicas espaciales como temporales. Las interacciones espacio-tiempo
son modeladas a través de rezagos espacio-tiempo y errores espacio-tiempo.
Ademas, los modelos tienen en cuenta las interacciones espacio-tiempo en la
variable dependiente, las variables exdgenas y las perturbaciones.

Los modelos alternativos (6.11]) y (6.12)) se pueden expresar también como

n

q1 n q1
mie =xi8 + Z O1Mi(¢—1) + Po Z wﬁ)nm + Z Z le;-l/)m'(t—o + €t

=1 i'=1 I=1i=1
q2 n (2) q2 n (2)
Eit = Z SUEi(t—1r)y T ¥o Z Wy Eirg + Z Z PrwW; it 111y + it
=1 i'=1 U=1i=1
coni=1,...,n,y donde ! = (1, z;0,..., %)

Los modelos (6.11)) y (6.12)) son también equivalentes a

lo(B)I, — p*(B)W]n, =XB + &,
[C(B)I, — ¢"(B)Wy] e, =e;

Luego haciendo algunos desarrollos algebraicos, se llega a

[o(B)I, — p"(B)W:]m, =X B + [¢(B)I, — ¢*(B)W.] e,

q1 q1
N, =XB+Y om+pWin, + > pWin,_, +e
=1 =1
—Xa + ¢, (6.13)
donde X = (X,n._,,... Mg Wi, Winy_q, -, Wmt_ql), a =

(/6t7917"'7gq17p07p17‘1"7ptI1)t Yy & ~ MN(07Q€QZO-2) con QS -
[<(B)In — " (B)W] .

A continuacion se presentan algunos ejemplos particulares de los modelos
DBSGLMVARsS.

Ejemplo 6.1. Modelo de vectores autorregresivos generalizados con pertur-
baciones basados en distancias (distance-based generalised linear mized vector
autoregressive disturbances, DBGLMVAR) es un modelo DBSGLMVAR con
los pardmetros pg = p1 = -+ = py = 0y o = 1 = -+ = @4, = 0 en
los modelos (6.11)) y (6.12), respectivamente, es decir, se obtiene un modelo
DBGLMVAR(q1,q2) dado por

@
n,=XB+Y om,_ +e (6.14)
=1

q2
gy — Z SUEL_1r + €4 (615)

'=1
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donde e; es un vector de error distribuido normal con media cero y matriz de
varianza y covarianza o*I,. Observe que m, y €; no son independientes.

Los modelos (6.14)) y (6.15) se pueden expresar como

@
n, =XB+ Z oMy + g_l(B)et

=1

Ejemplo 6.2. Modelo transversal espacial generalizado basado en distan-
cias (distance-based spatial generalised cross sectional, DBGCS) es un modelo
DBSGLMVAR con pardmetros o1 = -+ = 04y = 0, p1 = -+ = pg = 0,

G =-=¢6,=0yp = =, =0 en los modelos (6.11)) y (6.12)), es
decir, se obtiene un modelo DBGLMVAR(0,0) dado por

n, =XpB+ poWin, + & (6.16)
Et :QOOWQE:t + e; (617)

o equivalentemente

ne =T — poW1) " XB+ (I, — poW1) ™ (In — poWa) ' &
=Qu, (XB+ Qu,er) = X' B+ € (6.18)

donde Qu, = (I, — poW1) ", Qu, = (I —poW3) ', X* = Qu, X, €] es
un vector de error distribuido normal con vector de media cero y matriz de
varianza y covarianza (Qu, Qu, ) (Qu; Qu, )’ 0. En este modelo, como los datos
son transversales hay unicamente un periodo de tiempo.

La identificacion de la estructura de los pardmetros en los modelos (|6.16))
y (6.17) requiere que las coordenadas principales (X;, j =1,...,k) no sean
perfectamente colineales espacialmente, lo cual es vdlido en este caso ya que son
coordenadas principales, y w;y < 1 (Manski 1993), i, = 1,...,n. Si no hay
efecto de las coordenadas principales (X ), los coeficientes de rezago espacial
no se pueden identificar. Por lo tanto, los coeficientes de rezago espacial no
son estimables en ausencia de variables exdgenas.

En las dos partes del modelo presentado en la ecuacion , el reza-
go espacial y el error espacial, se requiere estacionariedad, ésta se cumple si
1/ @min < po < 1/Wmae y 1wk, < ¢o < 1/w .., donde @Wpin Y Wmax TE-
presentan los valores propios mas pequeno y mds grande de la matriz W, y
Wrin Y Timae TEPTESENtAN lOS valores propios mds pequeno y mds grande de
la matriz Wy. Si bien a menudo se sugiere en la literatura para restringir po
0 o al intervalo (—1,+1), esto es una restriccion a veces innecesaria. Para
los pesos espaciales en filas normalizadas, el valor propio mas grande es +1,
pero en general los resultados no son vdlidos para el valor propio mads pequeno,
donde el limite inferior es tipicamente menor de —1. Como una alternativa a
las filas normalizadas, se pueden normalizar W1 y Wy por columnas de tal
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forma que estas sume uno. Estos tipos de normalizacion se utilizan algunas
veces en dreas de la economia y biologia, entre otras (Fisher €& Getis 2010).

La ecuacion resuelve el problema para el perfil de respuesta al impulso
espacial, que muestra el efecto de X en la region i sobre m, en la region i
(qi ). En la ausencia de rezago espacial ¢z = 0 cuando i # i'. En ese caso,
los cambios de X en la region i no se propagan mds alld de la region 1.

El modelo (6.18)) se puede reescribir también como
(Ln —@oW2) (L — poWi)my = (In — 0oW2) X B + €
y después de hacer algunos procedimientos algebraicos, se llega a

7, :Xocl -+ WQXOCQ -+ OdiQT]t —+ a4W1nt -+ 045W2W17]t + € (619)

Las restricciones sobre los pardmetros en el modelo (6.19) son: a; = 3,
Qz = —pof3, a3 = o, Q4 = po Y Q5 = —Popo-

Los modelos espacialmente estadisticos con errores espacialmente autoco-
rrelacionados son versiones restringidas de modelos espacialmente dindmicos

con errores espacialmente independientes. Esto se demuestra tomando el si-
guiente modelo estadistico espacial

unr :X,B + &
e =poWae, + €

que se puede escribir como
(In —poWa)n, = (I, — poW2) X3 + e, (6.20)
El modelo espacialmente dinamico es

(I, —poWi)n, = XB+e (6.21)

La ecuacion contiene la restriccion de factor comin (I, — poWs),
mientras que la ecuacion no. Por lo tanto, la ecuacion (6.21) es una
version restringida de la ecuacion . Esta restriccion de factor comin se
puede contrastar utilizando una prueba de factor comin (Anselin 1988, pp.226-
229), pero en este caso, utilizando una adaptacion para modelos generalizados.

Ejemplo 6.3. Los datos panel espaciales generalizados basados en distancias
son un modelo DBSGLMVAR(q1,q2). Los cldsicos datos panel se han discutido
por algunos autores (Anselin 1988, chapter 10), (Elhorst 2003) y (Lee 2004)
en un contexto temporal estdatico, es decir, modelos en el cual existe dinamicas
espaciales pero no dindmicas temporales. Introducir dindamicas espaciales den-
tro de modelos de datos panel temporalmente estaticos con variable respuesta
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no gaussiana es una complicacion que no se hace; sin embargo, este problema
st estd presente altera sustancialmente la teoria de datos panel econométricos.

A modo de introduccion se considera el siguiente modelo generalizado con
rezagos autorregresivos temporal y espacial de primer orden utilizando per-
turbaciones autorregresivas espacio-temporales de primer orden, es decir se
considera un modelo DBSGLMVAR(1,1). Este modelo estd dado por

n, =XB+ o01my_y + pWin, + piWin,_, +& (6-22)
€t =G1€¢—1 + 900W2€t + (,01W2€t71 + e (6-23)

La identificacion de los pardmetros en la ecuacion , incluyendo el coe-
ficiente de rezago espacial py, requiere que 1, y Win,_, sean débilmente
exogenas. Si éstas no lo son, esas variables no son independientes de €;. Es
fdcil demostrar que esas variables son débilmente exdgenas cuando ¢, = p; = 0.
Si ¢ # 0, €1 afecta tanto a €, como a M,_y, en cuyo caso M,_; Y € Mo son
independientes. Si 1 # 0, Wae,_1 afecta tanto a €, como a Wim,_,, en cuyo
caso Win,_, y € no son independientes. En resumen, la autocorrelacion tem-
poral y/o el SAC rezagado significa que los pardmetros del modelo no pueden
ser identificados o estimables.

Ejemplo 6.4. Asi como los DBGLMVARs son utilizados para simular los
efectos dindmicos de cambios exdgenos sobre las wvariables de estado, los
DBSGLMVARs pueden ser utilizados para simular los efectos dindmicos
espacio-temporales de cambios exdgenos. El andlisis de la respuesta al impulso
en los DBSGLMVARSs es inevitablemente mds compleja que en los DBGLM:-
VARs y modelos espaciales porque los cambios se propagan a través del espacio
como también sobre el tiempo. Considerando el modelo sin coordenadas
principales y el modelo , en el cual los cambios no estin autocorrelacio-
nados espacialmente, se obtiene el siguiente modelo DBSGLMVAR

M =01+ poWin, + pWin,_, +e (6.24)

Los rezagos espaciales son expresados una vez mds por los escalares py y p1.
Si estos parametros son cero, la ecuacion (6.24) es un proceso autorregresivo
de orden uno. La ecuacion (6.24]) se puede escribir utilizando el operador de
retrazo temporal (B) como

(1= aB)Ir — (po + mB)Wi]n, = e (6.25)

Los perfiles de respuesta al impulso son obtenidos derivando la representa-
cion de Wold de la ecuacion (6.25)), es decir, expresando m, en términos de los
valores actuales y rezagados de e;. Este se obtiene premultiplicando a ambos

lados de la ecuacion (6.25) por Q7' = [(1 — 01B)Ir + (po + mB)W1] ", en
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cuyo caso la solucion para m, es
n
-1
n,=Qi e+ Zaili
i=1

donde los valores propios se denotan porl; y los a;’s son vectores de constantes
arbitrarios determinados por las condiciones iniciales. Siempre que los datos
sean estacionarios, |l;| < 1; en cuyo caso el término de la sumatoria tiende a
cero con el tiempo. Los n vectores y valores propios se obtienen de la solucion
a

| Ql_l - lITL |: 0

Como Q1 depende de 01 y p1, es inevitable que los valores propios del
DBSGLMVAR dependan de los coeficientes de rezago espacial. Esto también
significa que las condiciones de estacionariedad para los DBGLMVARS son
diferentes de sus contrapartes en DBSGLMVARs.

Para ilustrar lo anterior, sean =2, ¢ =1y wg) = éﬁ) =1, en cuyo caso

el modelo estructural es
Nt =01M1(t—1) T PoN2t + P172(t—1) T €1t
M2t =01M2(t—1) + PoNit + P1M1(t—1) + €2

La ecuacion caracteristica es

(1= po)? = 2(01 + popr)l + (6 — p7) (6.26)
La ecuacion (6.26)) tiene dos valores propios ly y la, dados por

01— p1 I Rt
o =

L+ po y 1 — po

11:

La estacionariedad requieres que estas dos raices sean menores a la unidad en
valor absoluto. Es obvio que la estacionariedad no depende simplemente de 0q
como sucede en el caso de ausencia de efectos espaciales. En efecto, el valor
absoluto de p1 puede ser menor de la unidad, pero m, puede sin embargo ser
no estacionario. Los siguientes resultados son facilmente establecidos

(a) Si 01 = 1 no hay valores de py y p1 que inducen estacionariedad. Por lo
tanto, si una varitable es temporalmente no estacionaria lo sigue siendo
cuando las dindmicas espaciales estan presentes.

(b) Si po = 0 los valores propios son l = g1 &+ p1. Por lo tanto, si py = 1, la
variable debe ser no estacionaria independientemente de o;.

(c) Si g1 =0, los valores propios son | = py(po+1)/(1 — p2), en cuyo caso la
variable puede ser no estacionaria.
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(d) Sipo=11vyp =0, hay un sélo valor propio con | = 3/20,. En este caso
especial, la variable es estacionaria cuando o1 < 2/3.

Asumiendo estacionariedad, la solucion general para ny es

er — 01€1(t—1) + (poear + p1)ea—2)
(1-01B)(1—13B)

donde los a;’s se determinan por condiciones iniciales. Ya que las raices se
encuentran en el circulo unitario, estos términos tienden a cero con el tiempo.
Invirtiendo los rezagos polinomiales por fracciones parciales en la ecuacion
(6.27) se obtiene la relacion entre i, y los e’s actuales y rezagados
. 1 0 [ll+j( o ) )_ll—i-j( N4 ) )]
=1 Z 1 \C1t—y) — Q1€1(t—j-1) 2 " (Poea(t—j) + P1re2t—j—1)

j=0
+ Clll —+ CQlQ (628)

he = + a111 + a/2l2 (627)

Nt

donde los c;’s son constantes arbitrarias determinadas por las condiciones ini-
ciales. De acuerdo a la ecuacion , los cambios actuales y rezagos en la
region 2 repercutiran en la region 1. Sin embargo, si no hay dindmicas espa-
ciales (po = p1 = 0), la ecuacion (6.28) se simplifica a

o0
me = Z ote1—j) + aly

5=0
Ejemplo 6.5. Considere una relacion donde el vector de la variable depen-
diente transformado en el tiempo t, denotado por m,, se determina utilizando
un esquema autorregresivo espacial que depende del espacio-tiempo de los va-
lores rezagados de la variable dependiente de observaciones vecinas. Fsto lleva
a un rezago en la media de los vecinos de la variable dependiente observada
durante los periodos previos, Win,_,. En esta situacion, se puede también in-
cluir caracteristicas de las propias regiones (X ) usando DB. Esto sugiere la
siguiente relacion como una representacion para procesos DBSGLMVAR

N, =XB+pWin,_, +e& (6.29)

Observe que se puede reemplazar m,_, en el lado derecho de (6.29)) por n,_, =
XB + piWin,_y + €1-1. Por lo tanto, el modelo (6.29)) se puede re-escribir
como

N =XB+pWi(XB+pWin,_,+e1)+e
=XB+pWiXB+piWin, ,+e+pWie (6.30)
Sustituyendo recursivamente por los valores del pasado del vector m,_; en
el lado derecho de sobre q1 periodos, se llega a
M =L+ p Wi+ + pt T WETHXB+ ot Wi, +
u =€+ p1Wigig + -+ + P(fl_lwtfl_letf(qu)
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Estas expresiones se pueden simplificar observando que E(e;_;) = 0,
I =0,....q1 — 1, lo cual implica que E(u;) = 0. Ademdas, la magnitud de
piWin,_,, se vuelve pequenio para qi grande, bajo el supuesto usual que
lp1| < 1 y suponiendo que Wy es por filas estocdstica, asi la matriz Wy tiene
un valor propio de 1. Por consiguiente, se puede interpretar la relacion trans-
versal observada como el resultado o la expectativa de un equilibrio a largo
plazo como se muestra en la siguiente ecuacion

Jim E(n,) = (I, - pW1) "' X

donde (I,—pW 1) = I,+pWi+p2 W2 +p0 7" WET L ph Wi ...
con |p1] < 1.

Observe que lo anterior provee una motivacion dindmica para el proceso
de datos generados del modelo transversal DBSGLMVAR que sirve como un
caballo de batalla de los modelos de regresion espacial. Esto es, la relacion del
modelo transversal DBSGLMVAR puede surgir de la dependencia-tiempo de
decisiones de los agentes economicos situados en varios puntos en el espacio
cuando las decisiones dependen de estos vecinos.

6.3 Algoritmo de maxima verosimilitud via
Monte Carlo para DBSGLMVAR

La aplicacion de métodos basados en verosimilitud a modelos de vectores au-
torregresivos generalizados espaciales no gaussianos basados en distancia se
ve obstaculizada por las dificultades computacionales que surgen de la gran
dimensionalidad del vector aleatorio no observado, &;, en el modelo presen-
tado en la ecuacién . En esta seccion se considera el método MCMC
via méxima verosimilitud (Geyer & Thompson 1992, Geyer 1994, Hojbjerre
2003, Christensen 2004) para modelos de vector autorregresivos generalizados
espaciales.

Asumiendo que cada Y(s;,t) en el modelo tiene una distri-
bucién perteneciente a la familia exponencial, y por independencia de

Y(s1,t),...,Y(s,,t) dadas las covariables observadas X, €; y ¢ (+), la funcién
de densidad condicional de Y = y, dadas X y €; es

f(yt ’ Xa €t; OL) = H f{y(si7t);gil[m(sivt)’y(si’t)v s 7y(si7t - ql)’E(sivt); a]}
=1

Desde una perspectiva clasica, la funciéon de verosimilitud basada en las
variables aleatorias observadas y, se obtiene marginalizando con respecto a las
variables no observadas €;, dando lugar a la verosimilitud del modelo mixto.
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Entonces la funcién verosimilitud para un modelo de vector autorregresivo
generalizado mixto espacial no se puede escribir en forma cerrada sino sélo
como una integral de alta dimension

L(a,0) =f(y, | @,0) = A&n fly, | X e, ) f(e; | 0)de,

:Ae" H fly(sit); g a(si, ), y(si,t), ..., y(sit — q1),e(si, t); a}
i=1
xf(et | @)ders - dent (6.31)

donde f(e; | 0) denota la funcién de distribucién normal multivariada de
e; dadas las covariables observadas X, con @ = (S1,...,S5, %P0 - Pges 0°)
el vector de parametros asociados a €;. La integral anterior es también la
constante de normalizacién de la funcién de densidad condicional de €; dado

yt;

f(st | yta -, 0) O(ﬁ f{y(sivt);g_l[q"(siat)7y(3i7t)v s 7y(5i7t - q1)75(3i7t);a]}
=1

xf(et]0) (6.32)

La MCMC provee un método para la simulacién de (6.32)) y una aproximacién
de (6:31).

La integral tiene una alta dimension, y consecuentemente,es intratable para
encontrar las estimaciones de méxima verosimilitud (MLEs) por maximizacién
directa. La funcién de verosimilitud (6.31]) se puede escribir como

L(e.8) = [ fly,| X,exa)f(e | O)de
fly, | X eps0) fer | X;0) =

- R (ytvet)
f [ X,e0)f(e0|6) ;
)f

f<yt7 €t)d€t

t t d t

b | Xoenaofe) | 1Y

_E [ (Y, | X,e0) f (€~t | 0) yt] (6.33)
[y, | X e a0) f(er)

donde f(y,, &) = f(y, | X, er;00)f(e:) v f(es) es alguna funcién de densidad
con soporte en R", la funcién de densidad condicional f (er | y,) < f(y, |
st)f( ),y E( | yt) denota la esperanza con respecto a f( | y,) v depende de
una estimacion inicial de o, ay. Los MLEs se pueden calcular por maximiza-
cién via la aproximacion de Monte Carlo presentada en ([6.33)),

N 1 & fly | X e(h); o) fe(d) | 9)
bl f) = 02 T T X e o) (e () .
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donde los €,(j)’s (j = 1,...,7) son muestreados por MCMC de la distribucién
f(- | ;). Como se observé en se podria escoger f(+) cercano a f(- | 6),
donde 6 es el MLE de 6, ya que de lo contrario uno o muy pocos de los términos
fle(h) | @, 0)/f(ei(4)), 7 =1,...,r puede dominar a los otros en L,(c, ), lo
que hace la aproximacién menos util.

A continuacién se presenta un procedimiento numérico para ma-
ximizar la aproximacién de Monte Carlo (6.34). Sea (a,0) =
(@, 02,61, S, 00y - -+, Pgp), la maximizacién de L, con respecto a
y 0% dado ¥ = (S1,..., S, 0, - - -, Pg,) €8 bastante sencilla, ya que la primera
y segunda derivadas de la funcién de densidad normal f(n,(j) | X, a, 0%, 9),
j = 1,...,r, con respecto a esos parametros son simples, lo que hace
que un procedlmlento iterativo como el de Newton-Raphson sea factible y
computacionalmente rapido. Para ello, un procedimiento iterativo de valores
iniciales adecuados son

-1

=[X'QN(Q)X] X'Q Q) 'mi())
2 1 —1/t)—1 - -
(7)) = [77]( ) = Xa(5)]' Q7(QY) ™! [n,()) — Xe(5)]
7 =1,...,7, los cuales corresponden a las estimaciones de maxima verosimili-

tud para la funcién de densidad normal f(n,(j) | X; a, 02, 9).

Los valores de v y 02 que maximizan L,(c, ) para un valor fijo de 9,
a(9) y 6%(9) estdn conectados dentro de L,, y por consiguiente, se obtiene
L.(9) = L.(&(9),5%),0). Esta funcién es maximizada con respecto a 9
para una funcién de correlacién dada utilizando optimizacién numérica. Los
parametros ¥ ingresan en L, via la matriz Q., y como, la inversa de esta ma-
triz es computacionalmente exigente, la maximizacion puede ser relativamente
lenta. La maximizacién puede también ser sensible a valores iniciales en este
proceso, porque la aproximacion L, puede ser multimodal. Por tal motivo se
deben explorar diferentes valores iniciales con la finalidad de garantizar que
las estimaciones obtenidas sean las correctas.

6.4 Seleccion, validacién y prediccion del mo-
delo ajustado

6.4.1 Medidas de bondad de ajuste

Después de ajustar el modelo basado en distancia, es importante llevar a cabo
un analisis de diagnéstico para verificar la bondad de ajuste del modelo esti-
mado. Una medida global de la variacién explicada es obtenida mediante el
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cdlculo del pseudo R definido como
- l(&,0)—1(a,6)
: [ (&,0)

, 0<RI<1

donde [ (&, 5) es la funcion log-verosimilitud para el modelo saturado evaluado
en a y é, y (a, @) denota el valor de la log-verosimilitud para el modelo de
interés. Observe que [ (&, 5) serd mas grande que cualquier otra funcién de
verosimilitud para esas observaciones, asumiendo la misma funcién de distri-
bucién y funcién de enlace ya que ésta provee la mas completa descripciéon de
los datos.

La discrepancia del modelo ajustado se puede determinar a través de
qué tan bien el modelo ajustado es significativamente diferente del modelo
saturado, el cual contiene tantos parametros como observaciones estan presen-
tes en el modelo. Para esto, sea

D(y,,a,0) =2[1(a,0) — | (&,0)]

Una aproximacion a esta cantidad se puede obtener de la manera clasica como
n

D(y,,a,0) => (rp(s;,t) (6.35)
=1

la cual se conoce como la deviance y
D, = TD(Sz‘;t) =sign [y(si,t) - ﬁ(si,t)]
< {2[1 (y(si,t), &, 8) — 1 (y(s:, 1), &, 8)]}"*

donde [ (y(s,-, 1), a, 5) es la maxima log-verosimilitud para el modelo saturado

asociado a la i-ésima observacién y [ (y(si, t), a, 5) es el maximo valor de la
funcion de log-verosimilitud para el modelo de interés asociado a la i-ésima
observacién. rp(s;,t) es la i-ésima deviance residual porque una observacion
con un valor absoluto grande de rp(s;,t) se puede ver como una discrepancia.
Como se esperaba, la log-verosimilitud asociada con el modelo saturado debe
ser mas grande que la de un modelo con k£ < n parametros.

Como se sabe, el objetivo del andlisis residual es identificar observaciones
atipicas y/o una mala especificacién del modelo. Para investigar esto, se pueden
utilizar los residuos ordinarios o los deviance residuales. De este modo, los
residuales son medidas de concordancia entre los datos y el modelo ajustado.
La mayoria de los residuales se basan en las diferencias entre la respuesta
observada y la media condicional ajustada. Asi, por ejemplo los residuales de
Pearson estan dados por

y(si’ t) - ﬂ(siv t)
v (f(si,t))

rp, = 1p(8i,t) =
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donde v (fi(s;,t)) es alguna de las funciones de varianza presentadas en la Tabla

LIl

Para evitar el problema de tener un pseudo R? ~ 1 con el rango de X
igual a k = n — 1, es necesario considerar iinicamente los vectores propios mas
correlacionados de B, dados por 1, X1,..., X, con la variable regionaliza-
da temporalmente y,, es decir, las coordenadas principales més significativas
correlacionadas con y,.

6.4.2 Seleccién de las coordenadas principales para el
DBSGLMVAR reducido

Inicialmente, el nimero de variables explicativas se puede elegir como k. Una
buena aproximacion para la seleccién de columnas de X consiste en clasificarlos
en funcién de su pseudo coeficiente de correlacién con respecto a y,, es decir,

RI(X) > - >R(X}) > > R(X,1)

donde R?(X ;) es el coeficiente de pseudo correlacién entre el X ;-ésima coor-
denada principal (j =1,...,k,...,n—1) y y,. Esto se hace dejando la misma
funcién de enlace g en los diferentes modelos ajustados. Con este procedimien-
to, las variables menos correlacionadas con y, en la matriz de coordenadas
principales X se eliminan, es decir, n — k — 1 coordenadas principales no son
consideradas en el modelo final.

Un procedimiento similar se obtiene utilizando , pero con r;(X ),
que es el residual obtenido a partir de la inclusién en el modelo de X;, j =
1,...,k,...,n — 1. De esta manera, las pseudo-deviances son ordenadas de
menor a mayor; los primeros k£ pseudo-deviances son entonces

D(yt§X1) <D(yt§X2) < <D(yt§Xk)

Una vez elegidas las coordenadas principales significativas (k), se pueden
discutir las técnicas espacio-temporales para predecir el valor de un campo
aleatorio en una ubicacion dada de observaciones cercanas.

6.4.3 Prediccién espacial de un nuevo individuo

Las coordenadas principales ) (89) se obtienen asumiendo que las observa-
ciones de las variables explicativas estan disponibles para un nuevo individuo,
esto es, v(8g) = (v1(So), - - -, Vp(80))" es conocido. Entonces, las distancias entre
el nuevo individuo y cada uno de los individuos involucrados en el modelo pro-

puesto en (6.1]) se deben calcular, es decir, do; = d (v(sg),v(s;)), i =1,...,n.
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A partir de estas distancias una prediccién se puede realizar utilizando un re-
sultado propuesto por Gower (1968) y Cuadras & Arenas (1990, Section 3.3),
que relaciona el vector dy = (d2,, ..., d2,)" de distancias al cuadrado y el vec-
tor Tk (S0) = (21(80), ..., 7k (80))" de coordenadas principales asociadas al
nuevo individuo como sigue

d3; = () (50) — ey (51))" () (50) — T(ry (50))

donde @y (8;) = (1 (8),..., 21 (8;))" coni = 1,...,n. Entonces, se tiene que
L,
200 (80) =3 A5 X (b — o) (6.36)

donde A () es una matriz diagonal con k valores propios asociados a los k vecto-
res propios X () seleccionados anteriormente, b = (byy,. .., bn,)" es un vector
formado por los elementos de la diagonal de B, con b; = :I:’Ek) (8:) Ty (8i),
1=1,...,n.

Prediccion espacial

Especificamente, se trata de interpolar el valor y, = (y(Spi1,t), -+, Y(Sntn )’
de un campo aleatorio Y a partir de las observaciones y;; = y(s;,t), i =
1,...,nyt=1,...,T en [ ubicaciones predefinidas donde I = 1,...,n’. Asi, el
interés se centra en la interpolacién de efectos aleatorios sobre un area espacial
continua cuando las observaciones son no gaussianas. Por lo tanto, sea 19 =
(N(Sni1st), - s N(Snin, 1)) la funcién de prediccion y sea f (1Y, n,) la funcién
de densidad conjunta de 1, y el vector n?. Limitando el interés a pseudo
predictores lineales insesgados de la forma

n, = h + Qn,

para algin vector conformable h y una matriz @ (McCulloch et al. 2008).
Por lo consiguiente, minimizando el error cuadratico medio de la prediccién,
se encuentra que el mejor pseudo predictor lineal insesgado esta dado por

n, = X’a + Cov' (nta 77?) 27;1 n, — Xaf
donde ¥,, = Q.Qto? X° es una matriz de k coordenadas principales para

los nuevos n’ sujetos espaciales incluyendo un vector de 1’s, es decir, 1,/ es de
tamano n’ x 1.

La matriz de covarianza para la prediccion tiene la siguiente forma general
Var (ﬁt | Yy, - ,ytfql) ~¥, + Cov' (nt, 17?) Z;tl [Varr(nt K77 7ytfql)]
X E;Cov (n,.m7)

donde % = Var(n?) — Cov' (n,,n}) %, 'Cov (n,,n?) v Var, es la matriz de
covarianza basada en la muestra n,(1),...,n(r).
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Capitulo 7

Conclusiones y recomendaciones

En el Capitulo [2| se propuso una metodologia DB para ajustar variables res-
puesta de tipo beta con dispersién contante y variable. Se desarroll6 la estima-
cién de pardametros por maxima verosimilitud, diagnodsticos y predicciones; se
realizé una comparacion con el modelo de regresién beta clasico. Ademas, cuan-
do el nimero de coordenadas principales crecid, el modelo DBBR mostré mejo-
res resultados en las predicciones que el método de regresién beta tradicional.
Sin embargo, si el niumero de coordenadas principales era igual al nimero de
variables explicativas, los resultados obtenidos fueron similares a los obteni-
dos con el procedimiento de regresion beta cldsico propuesto por Ferrari &
Cribari-Neto (2004). Cuando en el modelo propuesto hay multicolinealidad, el
método DB se recomienda porque cada una de las coordenadas principales son
independientes, lo que no ocurre en la regresion beta clasica con las variables
originales.

En las dos aplicaciones presentadas en el Capitulo [2 se ajusté el modelo
DBBR con dispersion variable utilizando coordenadas principales, las cuales
fueron obtenidas por medio del uso de la distancia de Gower en el caso de los
fondos de inversion tanto para el modelo de media como para el modelo de
dispersion variable. Sin embargo, en el porcentaje de gasolina, en el modelo
de media se utiliz6 la distancia de Gower y la distancia euclidiana clasica en
el modelo de dispersion variable. Estos resultados muestran que cualquier tipo
de distancia se puede utilizar, y que no necesariamente, se debe utilizar el
mismo tipo de distancia en las dos componentes (modelo de media y modelo

de dispersion variable) del modelo DBBR.

El modelo DBBR presentado en (2.6) no es un modelo de regresién beta
desde un punto de vista clasico porque la relacion entre la variable respuesta
con las variables explicativas no se establece bajo este modelo. De esta manera,
el modelo DBBR debe ser considerado como un modelo de predicciéon bastante
flexible, ya que sélo se necesita elegir una adecuada distancia. Ademas, se

203
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puede hacer frente al problema de datos faltantes.

Por otro lado, se ha dado cierta justificacién a los métodos propuestos para
elegir las dimensiones de prediccion adecuadas. Los métodos que se presenta-
ron en la subseccién [2.3.2) pueden resolver este problema cuando la variable
respuesta se explica mejor por medio de las coordenadas principales con mayor
varianza o significancia, tanto para el modelo de media como para el modelo
de dispersion variable.

Ademsds, ya que la dimensién aumenta con n, potencialmente se podria
trabajar con muchas covariables. Por lo tanto, se pueden encontrar valores
propios muy pequenos, y asi, la prediccion para un nuevo individuo tanto para
el modelo de media como para el modelo de dispersién variable podria
ser incorrecto, debido a que se deben calcular A;' y AJ', respectivamente.
Entonces, hay dos maneras alternativas para solucionar el anterior problema:
o bien eliminar covariables con varianzas pequenas, o utilizar , seleccio-
nando las méds pequenas k, y &, tal que (Ay+k,I)™1y (A, + K, I)! se puedan
calcular con bastante precision.

El DBSGLMM propuesto utilizando méaxima verosimilitud en el MCMC
provee una herramienta util para la seleccién del modelo en modelos espacia-
les complicados. Sin embargo, es bien conocido que el algoritmo MCMC en
modelos espaciales (basado en campos aleatorios) puede ser muy lento en su
convergencia. Esto sin duda sucede en el DBSGLMM, donde una tasa de re-
duccion de 1 en 1000 se aplica a la salida MCMC. En el modelo ajustado, la
inferencia se puede realizar con el objetivo de tener un mejor desempeno en
las predicciones en puntos no observados. La técnica presentada en esta tesis,
se puede también utilizar en otro tipo de modelos geoestadisticos, mas alla de
los modelos lineales generalizados espaciales mixtos. Ademas, incrementando
el numero de coordenadas principales, el método propuesto produce mejores
estimaciones de las variables regionalizadas (ver Seccién [3.4). Mientras que si
se tiene un numero de coordenadas principales igual al nimero de variables
explicativas originales, los resultados obtenidos son similares a los métodos
tradicionales.

En el Capitulo , se empleo la prediccién DB propuesta por Cuadras (1989),
Cuadras & Arenas (1990) y Cuadras et al. (1996), en la cual el conjunto de
predictores euclidianos disponibles se enmarcan dentro de los obtenidos por
coordenadas principales, lo que es equivalente a hacer un escalamiento métri-
co multidimensional clasico. Boj et al. (2010) clarificaron el papel central que
juega el espacio por columnas en las matrices de distancias al cuadrado do-
blemente centradas. Asi desde una perspectiva metodoldgica, las predicciones
presentadas al utilizar el DBSGLMM son intrinsecas porque éstas dependen de
las disimilaridades propias mas que de una base especifica dada. La invariancia
permite el uso de otras posibles bases equivalentes que podrian ser numérica-
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mente mas estables que la solucion de coordenadas principales presentada en
este trabajo. Por consiguiente, un trabajo como el Boj et al. (2010) podria ser
implementado en el DBSGLMM.

La metodologia propuesta tiene amplia aplicacion en modelos de riesgos
ambientales de una enfermedad. En general, cuando hay escasez de datos de
campo e incertidumbre inherente en el modelo de entrada, las decisiones to-
madas mediante un modelo necesitan incorporar estas incertidumbres en la
estructura del modelo. Con respecto a la aplicacién presentada en el Capitulo
BB, se estudié la variacién en la prevalencia de Loa loa microfilaria, y ademads,
se considero la variacién no espacial que no se puede atribuir a la distribucién
del error Binomial, pero este tltimo no fue significativo. Sin embargo, el ver-
dor de la vegetacién circundante y la elevacién o altura del terreno parecen
notablemente afectar la prevalencia de Loa Loa en Camerun.

El BSLMM con dispersion variable propuesto utilizando MCMC es 1til en
situaciones donde la variable respuesta espacial es una razén o una proporcion.
En el BSLMM propuesto se construyeron dos modelos: SMM y SVDM para
ajustar los parametros involucrados en la funcién de distribucion beta. En los
dos modelos se utilizaron variables explicativas para modelar la tendencia y
la correlacion espacial. Ademas, se presentaron algunas medidas aproximadas,
para hacer inferencia y diagnostico sobre los parametros del BSLMM propues-
to.

En la aplicacién del contenido de arcilla presentada en el Capitulo 4} se en-
contro que la correlacion espacial en el SMM no fue significativa; sin embargo,
la correlacién espacial sin efecto pepita en el SVDM si lo fue. Esto significa
que la precision no es constante sobre el espacio y es necesaria para mejorar
el ajuste del BSLMM. Mientras en la aplicacién del contenido de magnesio
presentada en el Capitulo [4] se encontré que en ambos modelos, la correlacién
espacial sin efecto pepita era significativa. La precision fue alta en ubicacio-
nes con contenido alto de magnesio y baja en ubicaciones con contenido de
magnesio ligeramente bajo. En esta ultima aplicacion, los mapas para la me-
dia y la dispersion variable se pudieron construir porque se tenia informacién
de las variables explicativas en ubicaciones donde la variable respuesta no fue
observada, lo cual no sucede en la primera aplicaciéon de ese capitulo. Este
hecho muestra que se puede utilizar el BSLMM para hacer inferencia sobre el
efecto de las variables explicativas espaciales en la variable respuesta y para
encontrar areas de alta o baja presencia con sus respectivas precisiones.

De otro lado, aunque el enfoque bayesiano utilizado por Diggle et al. (1998)
y Christensen & Waagepetersen (2002) provee una manera natural de incor-
porar parametros de incertidumbre en la inferencia predictiva, a-prioris signi-
ficativas sobre los parametros estructurales tales como el tipo de correlacion
y la eleccion de la funcién de enlace son en muchos casos muy laboriosos de
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construir. Ademas, no siempre se puede realizar apropiadamente un algoritmo
MCMC con actualizaciones de tales pardmetros (Christensen 2004); sin embar-
go, esto se puede investigar en estudios futuros. Las a-prioris informativas en
la practica son dificiles de obtener y no hay un consenso sobre cémo construir
a-prioris informativas de referencia para estos modelos.

En el Capitulo [5], se presentaron los modelos lineales generalizados auto-
rregresivos espacio-tiempo basados en distancias con perturbaciones autorre-
gresivas espacio-tiempo. Para este modelo, se desarrollaron la estimacion de
los efectos fijos y aleatorios y se determinaron sus niveles de significancia. Se
amplié la posibilidad de juzgar la especificacion de efectos fijos contra la es-
pecificacion de efectos aleatorios en modelos de datos panel, para incluir la
autocorrelacion del error espacio-tiempo o una variable dependiente rezagada
espacio-tiempo utilizando pruebas de especificacion. Se estimo la matriz de va-
rianzas y covarianzas de los pardmetros en estos modelos extendidos; el proceso
de estimacién de los diferentes parametros se realizéo mediante una adaptacién
del método de ecuaciones de estimacion generalizada para espacio-tiempo. Se
presentaron dos opciones adicionales de estimacion que se pueden emplear:
maxima verosimilitud y el método MCMC obtenido mediante maxima verosi-
militud. Ademds, se presentd la seleccion, validacion y prediccion del modelo
ajustado utilizando el método GEE para espacio-tiempo; se expuso una me-
dida de bondad de ajuste, se dieron algunas medidas para realizar el analisis
de residuos, se hizé el proceso de selecciéon de las coordenadas principales y se
realizé la prediccién espacio-tiempo de un nuevo sujeto.

En la aplicacién presentada en el Capitulo [5| sobre el nimero de acciones
armadas de los grupos guerrilleros de las FARC-EP y el ELN en Colombia, se
ilustra claramente la metodologia planteada para espacio-tiempo y se lleva a
cabo un proceso de diagnostico y diagnostico para esta clase de modelos que
no es presentada habitualmente por tratarse de datos en espacio-tiempo.

En el Capitulo [6] se presenté un modelo autorregresivo espacial lineal ge-
neralizado mixto utilizando el método basado en distancias. Este modelo in-
cluyd retrasos tanto espaciales como temporales entre vectores de variables
de estado estacionarias. Aunque los parametros estructurales no se pueden
en algunos casos identificar completamente en este modelo, los coeficientes de
rezago espacial contemporaneos se pueden identificar mediante las variables
explicativas de estado. Se utilizé la dindmica espacial de los datos econométri-
cos tipo panel para estimar el modelo propuesto, es asi como los pardmetros
involucrados en el modelo se estimaron utilizando el método MCMC median-
te maxima verosimilitud. Ademads, se discutié en este capitulo la interaccion
entre estacionariedad temporal y espacial, y se derivaron las respuestas al im-
pulso para el modelo propuesto, lo cual naturalmente depende de la dindmica
temporal y espacial del modelo.
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Aunque algunas de las metodologias propuestas en esta investigacion traba-
jan relativamente rapido, la complejidad computacional sigue siendo un pro-
blema al utilizar en especial el método MCMC en modelos mixtos lineales
generalizados basados en distancias. Es por ello que algunos otros de los méto-
dos propuestos en esta tesis, demandan mucho tiempo y pueden demandar
demasiadas horas para generar las predicciones. Esto indica que todavia hay
oportunidad para mejorar el procesamiento de datos en los métodos propues-
tos.

Desde el punto de vista tedrico, parece interesante utilizar funcionales tipo
kernel, spline o funciones de base radial espaciales o espacio-temporales en
modelos espaciales o espacio-temporales con respuesta no normal; comprobar
su bondad de ajuste con simulaciones y datos reales, para valorar sus ventajas o
desventajas con respecto a los métodos propuestos en esta tesis. Esta tematica
no se trabajo en esta tesis, ya que la idea era dar un primer paso al utilizar
la combinaciéon de metodologias clasicas y entendibles por una gran mayoria
de los usuarios en espacio y en espacio-tiempo con variables respuestas no
normales.
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