Treball final de grau

GRAU DE MATEMATIQUES

Facultat de Matematiques
Universitat de Barcelona

ﬁ%ﬁ

T
tttoootnt|OGG0T(rooooooot|o
NN iy | AL UL YL Pt
N N i R
oooofjoonn oooofjooon|a

DE= O%—

Propietats globals en models epidemiologics

de malalties de transmissié sexual

Carles Barril Basil

Directors: Dr. Ernest Fontich i Dr. Andrei Korobeinikov
Barcelona, juliol de 2013



Index

1 Introduccié
Epidémies a 'espaide fase . . . . . . . . . . ...

Delimitaci6 del tema i definicié d’objectius . . . . . . . . . . . .. ... oL

2 Estabilitat i métode de La Salle - Lyapunov
Qué entenem per estabilitat? . . .. ... L L
Primer Teorema d’estabilitat de Lyapunov . . . . . . .. . .. .. ... ... .......
Alguns conceptes i resultats previs . . . . . . ...

Teoremes d’estabilitat global . . . . . . . .. ... 0o

3 Introduccidé a ’epidemiologia matematica
Un cas practic: el xarampié a Espanya . . . . . . . . .. . ... oL
Models compartimentals: el model SITR . . . . . .. ... .. ... .. ... .....
El nombre reproductiu basic, Ry . . . . . . . . .. oo o
El xarampid en accié . . . . . . . . Lo e e
Natalitat i mortalitat al model STR . . . . . . . . . . ... ... .. ... ...,

L’efecte de les estacions: forcament estacional . . . . . . .. ... .. ... .....

4 Models de malalties de transmissié sexual
Queé és una infeccié de transmissio sexual? . . . . .. ... Lo
Heterogeneitat dins les ITS . . . . . . . .. .. .. . o

El nucli de la xarxa sexual . . . . . . . . .

11

14

18

21

22

22

24

24

27

29

31



El model AST . . . . . . .. .. ... ... ...

Resultats generals del model ASI . . . .. .. ... ..

Estudi de 'estabilitat global per a funcions r concretes

5 Conclusions

56



Resum

In the study of the dynamics of sexually transmitted diseases, a population is usually
subdivided into an active and relatively small core group and a weakly connected and largely
inactive remainder, the non-core. In the core group one finds high transmission rates and high
disease prevalence. The core group is usually a reservoir for sexually transmitted disease and
it has a crucial role in the spread of the disease. The goal of the present work is to study the
evolution of the core taking into account different social and epidemic scenarios. In addition to
that, a substantial introduction to mathematical epidemiology as well as some basic concepts
on stability theory will be presented. In this project we will learn how mathematics could
be applied not only to understand the evolution of epidemics, but also to define strategies in
order to eradicate them.

Although stochastic modeling of epidemics is a current topic of research, we are not going
to treat it in these pages. Instead of this, our models are deterministic and are based on
differential equations. In particular, the well known compartmental models are used within
the text, in which variables represent different population groups. This kind of models allows
us to identify stationary scenarios and to study their stability. For attracting fixed points,
questions such as the basin of attraction are of special interest for the purpose of this work. In
this sense, the original part of this work is centered in studying global proprieties of a general
model of sexually transmitted diseases. This model has a highly dependence of an arbitrary
function that reflects the uncertainty of social behavior. In fact, this function reproduces the
caution degree of people during sexual relations. Although it is expected that an outbreak of
a dangerous pathogen will make the people more cautious, the way how it happens is difficult
to determine. For this reason we keep this functions as general as possible in order to see
what can be said in most of possible scenarios. After that, we impose some restrictions to
this function and we conclude some other particular results about the spread of the disease

depending on some population parameters.



1 Introduccio

Epidémies a I’espai de fase

Més enlla de les matematiques, hi ha la fisica i la quimica. Aquest parell de ciéncies germanes no
son més que un conjunt de principis sobre els quals operen les matematiques per donar lloc a lleis.
Més enlla de la fisica i la quimica, s’aixeca un domini on I'inica llei immutable és que no hi ha
lleis immutables. En biologia res és per sempre. La propia ciéncia és volatil en el sentit que depén

d’objectes que no existien (a la Terra!) fa més de 4000 milions d’anys.

Les matematiques aplicades a la biologia no poden, per tant, donar veritats absolutes. Lluny d’aixo,
les matematiques ens permeten decidir com canviara una cél-lula, un individu, una poblacié o un
ecosistema. Per aquest motiu, camps de la biologia com l’evolucid, I'ecologia i la dinamica de
poblacions han estat les disciplines on les matematiques han tingut un major impacte. Una de
les branques més importants que es desprén d’aquests camps és ’epidemiologia matematica. La
interaccié parasit-hoste, la resposta immune, ’evolucié dels patogens, aixi com la seva aparicid i
disseminacid, son els topics que giren entorn seu. Al llarg d’aquest treball aprofundirem en el seu
coneixement centrant-nos en els factors que regulen la persisténcia d’un patogen en una poblacié
determinada. Observem que I’éxit d’una invasié per part d’una espécie i la idea de persisténcia
es poden interpretar matematicament en termes d’estabilitat de conjunts invariants. En aquest
context, en un sistema parasit-hoste, el parasit que envaeix persistira si el sistema es troba en
un conjunt invariant asimptoticament estable. Si, a més, es pot veure que aquest conjunt és un
atractor global, aleshores el sistema s’aproximara a aquest conjunt independentment de la condicié
inicial. Es a dir, en termes biologics, un tnic patogen sera capac de colonitzar i persistir dins la
poblaci6é hoste. Alternativament, si hi ha un atractor global contingut en el subespai lliure de

parasit, aleshores els patogens tendiran a desaparéixer.

Aquesta observacié matematica motiva l'estudi de ’estabilitat de models parasit-hoste. A més
a més, mostra que la millor intervencié politica per eliminar el patogen de la comunitat és la
imposicié de condicions que assegurin 'estabilitat global d’un conjunt invariant lliure de parasit.
No obstant, I'eliminaci6é rapida i directa d’'un patogen no sempre és possible, ja que hi ha virus,
com el VIH, que no es poden eliminar de 'organisme. En qualsevol cas, 'estudi de I'estabilitat

permet fixar un altre tipus d’objectiu per controlar la disseminacio.

Durant la darrera década s’han realitzat avencos significatius en relacié a ’analisi de I'estabilitat

global de models epidemiologics. Aquest avenc es deu a ’aplicacié del métode directe de Lyapunov
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a aquests models, idea impulsada i elaborada per Korobeinikov [1]| entre d’altres. Des de llavors,
aquesta aproximacié ha resultat ser 1til en diversos models de la biologia matematica, i s’ha estés

a models amb un namero arbitrari de subpoblacions [2] i a models amb retard [3].

En el present treball pretenem donar les idees basiques sobre les quals es desplega aquesta teoria.
Un cop assimilada, aplicarem alguns dels seus resultats principals a ’estudi de malalties de trans-
missio sexual. Per a tal fi, la memoria s’ha estructurat en tres seccions. A la primera s’introdueixen
els resultats sobre els quals es desenvolupa gran part de ’analisi global de sistemes dinamics. La
secci6 culmina amb la demostracié del teorema de La Salle — Lyapunov, després d’haver treballat
una série de conceptes previs. La segona secci6 esta dedicada a familiaritzar el lector amb la me-
todologia habitual que hi ha darrere de molts articles en epidemiologia matematica. Es defineixen
conceptes importants com el nombre reproductiu basic i es mostren diferents models comparti-
mentals de diferent complexitat. Finalment, I'iltima secci6 conforma la part original del treball.
Després d’una breu introduccié de les malalties de transmissié sexual, s’estudien algunes propietats

d’un model forca general i les caracteristiques globals d’un parell de models més concrets.

Delimitacié del tema i definicié d’objectius

La idea d’aquest treball va sorgir al despatx del Dr. Andrei Korobeinikov a principis de curs.
Després d'una estona de conversa considerant miiltiples temes d’investigaci6 de cara a una possible
tesi doctoral, la pregunta de com la conducta social afecta ’evolucio de les malalties de transmissio

sexual (MTS) va comencar a prendre forga.

La transcendéncia d’aquest conjunt de malalties en relacié a la salut humana és dual. D’una
banda, és sabut que els casos de noves infeccions degudes a parasits que es transmeten durant les
relacions sexuals és un problema real. L’any 1999, ’OMS va fer un exhaustiu estudi en relacio a
les MTS que es poden curar mitjangant tractaments antibiotics [4]. L’estudi estima una incidéncia
anual de 340 milions de persones i una prevalenca d’uns 116 milions de persones en el conjunt de
la poblacié humana. D’aquests resultats s’infereix que cada any 340 milions d’individus s’infecten
en el transcurs d’una relacio sexual, i que més d’'una persona de cada 70 esta infectada actualment.
Evidentment, aquests valors presenten diferéncies segons la regié del mén que considerem. A
Europa occidental, per exemple, es calcula que 2 de cada 100 habitants esta patint una MTS
curable, mentre que a ’Africa subsahariana aquesta dada és de 12 per cada 100 habitants. En
qualsevol cas, 'impacte que aixo té tant en la qualitat de vida com en 'economia del pais és

notable: absentisme escolar, baixes laborals, cost farmacologic, etc. A més a més, de forma similar



al que succeeix amb altres malalties infeccioses, el problema va a pitjor si les autoritats no actuen

adequadament.

L’altra caracteristica important de les MTS és, com ja hem citat, la influéncia que té el comporta-
ment social en la seva propagaci6. A diferéncia del que passa amb altres patogens com el virus de
la grip o el bacil de la tuberculosi, els parasits causants de les MTS no es transmeten per laire ni
pel contacte de la pell. En aquest sentit, una bona proteccié durant els actes sexuals seria suficient
per evitar el contagi entre individus. Ara bé, hi ha estratégies que aportin una bona protecci6? Si,
en ple segle XXI és clar que hi ha métodes per reduir moltissim la probabilitat d’agafar una M'TS.
Un simple preservatiu, economic i estés mundialment, n’és I'exemple paradigmatic. Aixi doncs, la
tecnologia per evitar les propagacions de les MTS és a I'abast de quasi tothom. Qué és, llavors,
el que fa que la disseminacio de les MTS no es freni? Essencialment, la despreocupacié que els
individus tenen envers les MTS. Prova d’aixo és el canvi en els habits sexuals que es va produir
durant la década dels 90 degut a I'aparicié de la SIDA durant els anys 80. La intensa campanya
educativa que es va fer de la STDA i el fet que no tingués cura van propiciar que la gent veiés, en
els actes sexuals, un risc vital real. Aixo va portar a una reduccié del nombre de contagis, tot i

que actualment se’n segueixen produint i el nombre d’infectats segueix en augment.

En aquesta linia, ’objectiu que ens proposavem era el de realitzar un estudi analitic sobre la de-
pendéncia social en la disseminacio i la prevalenca de les MTS. Més concretament, voliem estudiar
com d’intenses havien de ser les estratégies educatives per eradicar una M'TS particular. Per a tal

fi calia seguir els passos segiients:
e Plantejament d’un model en equacions diferencials associat a I’evolucié d’una MTS particular.

e Estudi de parametres de bifurcacié que determinin l'existéncia d’equilibris epidémics.

e [studi de les propietats globals del sistema per tal de saber si, independentment de la situacio
inicial, I'epidémia s’extingira o no. Si no és aixi, estudi i caracteritzacié de les diferents

conques d’atraccio.

e Analisi de la viabilitat de les estratégies educatives que comporten un escenari epidemiologic

lliure d’epidémia.

La dificultat técnica que presenten aquests quatre punts depén, basicament, del model d’'MTS
inicialment considerat. En general, com més concret sigui el model, més equacions hi podra haver

i aixd comportara un analisi més complicat. Tot i que procedir aixi comportaria un major grau de



coneixement envers la M'TS modelitzada, perdriem la dindmica general de les MTS en conjunt. Per
aquest motiu, per comencar a treballar en aquest extens camp d’estudi, vam decidir considerar un
model senzill que involucrés només allo comu a totes les M'TS. Ens estem referint a la via d’infeccio
comuna i al fet que no tota la poblacié es protegeix de la mateixa manera durant els actes sexuals.

Aixi doncs, podem dir que I'objectiu principal del treball és

e analitzar les propietats globals d’un model d’MTS simple i general.

No obstant, degut a la naturalesa formativa d’aquest treball, també he cregut oporti incloure
’aprenentatge previ que he adquirit al llarg de la seva elaboracio. Es per aixd que en el marc

d’aquest treball també considero objectius importants els dos segiients

e donar i demostrar el teorema d’estabilitat global de La Salle — Lyapunov, aixi com els resultats

previs necessaris per la seva comprensio,

e iintroduir, de forma didactica i clara, I’epidemiologia matematica com a ciéncia capag d’an-

ticipar i resoldre problemes epidemiologics.



2 Estabilitat i métode de La Salle - Lyapunov

En aquesta seccidé donarem alguns conceptes i resultats d’estabilitat de sistemes dinamics. L’ob-
jectiu principal és demostrar un teorema que ens permeti estudiar la conca d’atraccié d’un punt
fix. En seccions posteriors aplicarem aquest resultat per a justificar I’evolucié d’una poblacié a un
estat concret independentment de 'estat inicial. Tot i que part del que s’exposara a continuacio
podria fer-se amb sistemes no necessariament autonoms, per a simplificar ’exposicié considerem

el sistema general autonom segiient:

x = f(x), (1)

definit en un obert arbitrari 2 C R™. Procedir d’aquesta manera ens permet utilitzar la notacid
7o(t) per a referir-nos a la trajectoria que passa pel punt zo quan t = 0. Es a dir, si ¢(t,2¢) és el

procés evolutiu associat a (1), aleshores denotem

wo(t) = ¢(1, o),

i utilitzarem una o altra expressié amb la intencié d’optimitzar la claredat del text. Per a abordar
aquesta secci6 s’ha utilitzat, sobretot, article original de La Salle [5]. També s’han consultat els

capitols dedicats a estabilitat i a sistemes depredador-presa de les referéncies [6] i [7].

Qué entenem per estabilitat?

Tot i que la teoria de sistemes dinamics es desenvolupa a finals del segle XIX amb la Mecanica
celeste de Poincaré, va ser I'estudi de la mecanica newtoniana la guspira que la va motivar. A
partir d’unes lleis que governaven el moviment, era possible, mitjangant una série de calculs, predir
I’evoluci6 posicional d’un mobil a I'espai. Rapidament la comunitat matematica va adonar-se que
els mateixos métodes es podien aplicar a altres problemes fisics. Per a anticipar-se al comportament
d'un sistema dinamic basicament calien dos ingredients: el seu estat en algun instant i una llei
que descrivis el canvi que experimentava el sistema al llarg del temps. La teoria assegurava que
si es disposava d’aquesta informacio, aleshores era possible donar una funcié de l'estat del sistema
al llarg del temps. Ara bé, en aquell aleshores, igual que ara, era impossible mesurar magnituds
fisiques amb una precisié infinita. Per tant, la informacié necessaria que hem apuntat abans era
inaccessible en la practica. Sorgia aleshores la segiient pregunta natural: és suficient conéixer les

condicions inicials i/o els canvis del sistema només de forma aproximada per a donar una bona
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aproximacié de la dinamica? Amb aquesta qiliestié naixia la idea d’estabilitat per a trajectories de
sistemes dinamics. En aquest sentit, una trajectoria era estable si no diferia molt de la trajectoria

que s’obtenia modificant, lleugerament, la condici6 inicial.

Es evident que la definicio anterior esta fora del domini de les matematiques, i és per aquest motiu
que no la presentem com a tal. No obstant, és important considerar-la perqué és ’esséncia de
totes les definicions d’estabilitat acunyades al llarg de la historia d’aquesta ciéncia. En el moment
que es precisen els conceptes diferir molt, modificar i lleugerament, s’esta donant una definicié
d’estabilitat. Hi ha definicions especifiques per a un cert tipus de trajectories (com podrien ser
punts fixos o orbites periodiques) i d’altres que s’apliquen a totes. Aixi per exemple, 1'estabilitat

de Lyapunov només és valida per a solucions, i diu el segiient:

Definicié 1. Sigui zo(t) una solucié del sistema (1). Diem que x((t) és estable per Lyapunov (o

simplement estable) si
Ve >0, 35 > 0 tal que, si ||zg — z|| < 0, aleshores ||xo(t) — z(t)|| <€, Vt € (0,T,],

on T, és el temps maxim pel qual estan definides tant la solucié z((t) com x(t). D’ara en endavant,
quan escriguem V¢ > 0 ens estarem referint a aquells valors de ¢ positius pels quals esta definida

la solucio ¢(t, x).

Per la importancia que tenen els punts fixos en la dinamica s’un sistema, convé remarcar com
s’aplica la definicio anterior en el cas que considerem una soluci6 z*(t) que és un punt fix del

sistema (1) (és a dir, z*(t) = x*).

Definicié 2. Sigui z* un punt fix del sistema (1). Diem que z* és estable per Lyapunov (o

simplement estable) si

Ve >0, 36 > 0 tal que, si ||zg — z™|| <9, aleshores ||zo(t) — z*|| < eVt > 0.

Notem que aquesta definicié té una clara interpretacié fisica. Un punt fix d’un sistema dinamic és
un estat en el qual el sistema resta inalterat. Per tant, direm que aquest estat és estable si una
petita pertorbacié no provoca un gran canvi en I’evolucié del sistema. Si, a més a més, el sistema
no només no s’allunya molt del punt fix sin6 que tendeix a retornar-hi, diem que el punt fix és

asimptoticament estable. Formalment:



Definicié 3. Sigui z* un punt fix del sistema (1). Diem que z* és asimptoticament estable si és

estable per Lyapunov i

36 > 0 tal que, si ||xg — z*|| < 9, aleshores tlim xo(t) = .
—00

En aquest darrer cas, quan podem prendre 0 arbitrariament gran tenim que el punt x* és globalment
asimptoticament estable. En aquest cas es té que, sigui quin sigui I'estat inicial del sistema, sempre

es tendira al punt fix x*.

Definicié 4. Sigui z* un punt fix del sistema (1). Diem que x* és globalment asimptoticament

estable si és estable per Lyapunov i

Vo € Q, lim zy(t) = 2™
t—ro0

Una altra concepcié d’estabilitat és la que va donar Poincaré i que anomena de Lagrange, la qual
també ens sera d’utilitat pel que volem demostrar. En aquest cas la propietat d’estabilitat s’aplica
a tot el sistema, és a dir a totes les possibles trajectories que aquest pot presentar independentment
del seu estat inicial. En aquest sentit, un sistema és estable per Lagrange si les seves trajectories

son acotades i no tendeixen a la frontera d’(.

Definicié 5. Diem que el sistema (1) és estable per Lagrange si
Vxg € Q, K C  compacte tal que zo(t) € K, Vi > 0.

En el cas particular en queé €2 = R" aquesta definici6 és equivalent a dir que totes les semiorbites

positives del sistema estan acotades. Es a dir,

Vzo € R", AM € R tal que ||zg — xo(t)|| < M, Vt > 0.

Tot i que la llista de possibles definicions podria seguir, les que hem donat séon suficients per

prosseguir adequadament amb el treball.
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Primer Teorema d’estabilitat de Lyapunov

Com ja hem comentat, I'estudi dels punts fixos d’'un sistema dinamic és molt important ja que
doéna una primera estructura del conjunt d’orbites. En aquest sentit, la qiiestié6 de quin tipus
d’estabilitat presenta un punt fix és basica. Hi ha diferents criteris per a determinar 'estabilitat
asimptotica d’un punt fix. El més habitual es basa en la linealitzacio del sistema entorn del punt

fix, i diu el segiient:
Teorema 1. (Métode indirecte de Lyapunov). Sigui x* un punt fiz de (1). Considerem la matriu

acx*) 7,

)

Jacobiana del sistema en x* o7
Df(z*) = [ =2
ra) = (5o

St anomenem A1, ..., A\, els valors propis de A, aleshores es té que

e r* és asimptoticament estable si ®(\;) < 0Vi € {1,...,k}.

e z* no és estable si 31 € {1, ..., k} tal que R(\;) > 0.

De fet, aquest resultat es pot interpretar com un corol-lari d’un teorema que déna més informacié
envers la relacid que hi ha entre el sistema original i el linealitzat entorn el punt fix. Ens estem
referint al teorema de Grobman-Hartman, que afirma que la dinamica del sistema en un entorn
del punt fix és topologicament conjugada a la que presenta el respectiu sistema linealitzat entorn

’origen.

Teorema 2. (Teorema de Grobman-Hartman). Sigui f € C' i x* un punt fiz de (1). Considerem

z:x*> 7,1

Si anomenem A1, ..., \p als valors propis de A i se satisfa que R(N\;) # 0 Vi € {1,...,k} (condicio

la matriu Jacobiana del sistema

D) = (G2 te)

d’hiperbolicitat), aleshores existeizen Uy C ) entorn de x* i Uy C R™ entorn de l'origen tals que

els sistemes

T = f(x) i z=Df(x)x

11



son topologicament conjugats en Uy, Us.

Fixem-nos que aquests dos tltims resultats només son valids quan els valors propis de D f(z*) no
tenen part real nul-la. En aquest cas les no-linealitats del sistema no tenen un paper significatiu a
prop del punt fix i és per aquest motiu que és possible obtenir practicament tota la informacié local
a partir del sistema linealitzat. Ara bé, dificilment podrem aplicar aquests mateixos resultats per a
obtenir informacié que esta relacionada amb les no-linealitats de la funci6 f(z). Qiiestions com la
dinamica en casos de no hiperbolicitat o ’extensio6 de la conca d’atraccié d’un punt asimptoticament
estable son inabordables fent us, només, de la informacié lineal del sistema. Per aquest motiu
presentem un altre criteri per a determinar l'estabilitat d’'un punt fix que si té en compte les

no-linealitats.

L’esséncia del métode que especificarem a continuacio es basa en una funci6 escalar adequada que
es pot interpretar com l'energia (o el potencial) del sistema en cada un dels seus estats. En aquest
sentit, si imposem que el sistema sempre evolucionara d’estats de major potencial a menys, tindrem

que els minims d’aquesta funcio, si son punts fixos, seran estables. Definim primer aquesta funcié.

Definicié 6. Sigui z* un punt fix de (1) i U C Q un obert que el conté. Una funcié de Lyapunov

per a x* en U és una funcié diferenciable V : U — R tal que

1. V(z*) < V(z) per a tot x € U\ {z*}.

2. %V(:p(t))‘tzo =DV(z)-f(z) < Operatot z € U. Siladesigualtat és estricta (£ V (z(t))|

direm que V' és estricta.

=0 <0)

Si retornem a la interpretacio fisica que hem esbossat, queda clar que la funciéo V(z) seria 'energia
de l'estat x del sistema. La condicié (1.) significaria que el punt fix 2* és 'estat de minima energia,
i amb la condici6 (2.) estariem imposant que el potencial del sistema decreix a mesura que aquest
evoluciona. De fet, podem imaginar la funcié V' en un entorn de x* com un pou de potencial.
pou, aleshores la futura trajectoria del sistema no podra sortir mai del pou i restara prop de x*

indefinidament. Es a dir, 2* sera un punt estable. Formalitzem aquesta idea en forma de teorema.
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Teorema 3. (Métode directe de Lyapunov). Sigui x* un punt fix de (1). Si existeiz una funcid de
Lyapunov, V, per a x* en un entorn U de x*, aleshores x* és estable. Si a més V és estricta, el

punt x* €s asimptoticament estable.

Demostracio.

Sigui € > 0 i prou petit per tal que la bola tancada de radi € centrada en z* estigui continguda
en U, és a dir B.(z*) = {x € U|||lx — z*|| < e} C U. Denotem per « el valor minim que pren la
funcio de Lyapunov a la frontera de B (z*) (existeix perqueé la funcié V' és continua i 0B.(z*) és un
compacte). A més, V(2*) < a per la propietat (1.). Considerem ara U; = {z € B.(z*)|V(x) < a}

i vegem que aquest conjunt és I'entorn que buscavem.

Prenem xy € U;. Hem de veure que z((t) € Uy, Vt > 0, i ho farem negant aquest fet i obtenint una
contradiccié. Suposem, doncs, que 3T > 0 tal que zo(7T) ¢ U;. Per la continuitat de zo(-) cal que
la trajectoria passi, en algun moment, per B.(x*)\U;. Sense pérdua de generalitat podem suposar
que aixo succeeix a temps 1. Ara bé, zo(T) € B.(z*)\U; implica que V(z¢(T)) > « pero, d’altra
banda, la propietat (2.) de les funcions de Lyapunov implica que V(z¢(0)) > V(zo(t)) Vt > 0.
Com V' (x¢(0)) < a perqué xy € Uy, obtenim finalment

a < V(xo(T)) < V(zo(0)) < c,

que és absurd. Per acabar només cal considerar una bola de radi § i centre x* continguda en Uy, i

ja és clar que les trajectories que parteixin d’aquesta bola estaran contingudes a B.(z*).

Vegem ara que en el cas que V sigui una funcié de Lyapunov estricta, aleshores z* és asimptoti-
cament estable. Prenent xo € U; com abans, tenim que zo(t) € U; C B.(z*) ¥t > 0. Considerem
{o(tn) fnen una successié de punts de 'orbita xo(-) tal que ¢, — oo i t, > 0. Com B.(z*) és
compacte, existeix una subsuccessio parcial de {xo(t,) }nen convergent. Demostrarem que totes les
subsuccessions parcials de {xo(t,) }nen tenen per limit z*, fet que implicara que 1’orbita convergeix

necessariament a un unic punt i que aquest punt és x*.

Per tal de simplificar la notaci6 considerarem {x¢(t,) }nen la subsuccessio convergent {xg(t,, ) tren-

Suposem que el seu limit és .

Per la continuitat de V' tenim que V(zo(t,)) — V(Z) fet que, juntament amb la condici6 (2.) de
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V' aplicada en sentit estricte, implica

V(zo(t)) > V(2(0)), vt > 0. (2)
Ara bé, si T # a* aleshores també degut a la condicié (2.) de V obtenim que

V(z(0)) > V(2(t)), vt > 0.

Aplicant ara la continuitat de les trajectories respecte condicions inicials i la continuitat de V,
tenim que si fixem un instant T > 0 existeix un entorn U de # tal que si p € U aleshores
|V (Z(T)) =V (¢(T, p))|| és prou petit perqué se satisfaci

V(2(0)) >V (o(T',p)) -
Com que zo(t,) — &, AN > 0 tal que zo(ty) € U, i, aplicant aquesta darrera equaci6, obtenim
V(2(0)) > V(¢ (T, xo(tn))) =V (¢ (T + tn, m0)) = V (2o(tn + 1)),

que contradiu l'equaci6 (2).

Alguns conceptes i resultats previs

A més a més dels punts fixos, hi ha altres subconjunts de 'espai de fase 2 que s6n de gran utilitat
per percebre la dinamica del sistema sense necessitat de calcular explicitament les solucions. A
diferéncia del que succeeix amb els punts fixos, la determinacié d’aquests conjunts no és tan simple
com calcular les solucions d’un sistema d’equacions. En alguns casos, el seu estudi pot arribar a
ser molt complicat. D’una banda es requereixen arguments teorics el-laborats per tal de provar
Pexisténcia de tals conjunts. De l'altra, cal utilitzar métodes numerics potents per tal d’especificar

la seva forma i les seves propietats dins 'espai de fase. Vegem algunes definicions.

Definici6 7. Sigui A C Q. Diem que A és un conjunt invariant pel sistema (1) si

Vg € A, Vt € R,  x0(t) € A.
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Analogament, direm que A és positivament invariant si
Voo € A, ¥Vt >0, xo(t) € A,

1 negativament invariant si
Vrg € A, VE <0, x(t) € A.

No és dificil observar que de conjunts invariants n’hi ha molts. De fet, tota orbita en 2 ho és, aixi
com les unions de varies d’elles. Sembla adient, doncs, considerar una espécie de classificacié dels
conjunts invariants de I'espai de fase. Per fer-ho, classificarem primer les orbites d’€2. Donada una

orbita O () en €, direm que té el “principi” dins € si existeix un compacte K_ C ) tal que
T <0 talque Vt<T, x0(t)e K_.

De forma similar, direm que té el “final” dins 2 si existeix un compacte K, C €2 tal que

3T >0 talque Vt>T, x0(t) e K .

Aixi, podem organitzar les orbites d’() en quatre conjunts.

Orbites no acotades: orbites que no tenen ni el “principi” ni el “final” dins 2.

Orbites negativament acotades: orbites que tenen el “principi” dins €.

Orbites positivament acotades: orbites que tenen el “final” dins €.

Orbites acotades: orbites que tenen el “principi” i el “final” dins 2. Notem que aquest conjunt

és la intersecci6é dels dos anteriors.

Aquesta primera classificacié de les orbites de d’€) suggereix una pregunta natural. Per aquelles
orbites que tenen el “principi” o el “final” dins €2, qué és exactament aquest “principi” o aquest

“final”? Doncs bé, qué millor que donar definicions respectives de “principi” i “final” de 1’orbita?

Definici6 8. Sigui O (x() una orbita en 2. Definim el conjunt w-limit del punt zy com

w(zg) = {y € Q|3 {tn}, ey tal que t, — 00 ixo(t,) — y} )
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Es a dir, definim el conjunt w-limit d’z com el conjunt de possibles finals de 'orbita zo(+). Analo-
gament, definim el “principi” d’una orbita en €2 com el conjunt de possibles principis al considerar

successions temporals que van a —oo.

Definicié 9. Sigui O (z() una orbita en 2. Definim el conjunt a-limit del punt xy com

azg) = {y € Q|3 {tn}, ey tal que t, = —o0izg(t,) — y} )

Observem que w(xg) o a(zg) podrien ser buits. Pensem en una orbita que convergeix a un punt
de 0€), per exemple. No obstant, per orbites acotades aquests conjunts no sén buits. Aixo és
important perqué els conceptes d’w-limit i a-limit seran la base que ens permetra classificar els

conjunts invariants del sistema (1).

Proposicio 1. Sigui O (xg) una orbita positivament acotada. Aleshores w(zo) és un conjunt com-

pacte, no buit, connex i invariant pel sistema (1).

Demostracio.

Vegem primer que 'w-limit de x( es pot escriure com

wize) = (@Ol = T}.

T>0

En efecte, sigui y € w(wg). Aleshores 3{¢,}nen tal que t, — o0 i xo(t,) — y. Per tant,

y € {xo(t)[t >T} YT > 01 obtenim y € (N {wo(t)[t > T}, Yy € w(xg). Es a dir, w(zy) C
>0

() {zo(t)|t > T'}. Reciprocament, prenent y € [ {zo(t)|t > T} tenim que F{t, }nen tal que ¢, —
T>0 T>0

00 1 zo(t,) — .

Ara bé, com que {xo(t)|t > T}r>o és una familia decreixent de compactes, no buits i connexos

tenim que w(xg) = () {xo(t)[t > T} és un conjunt compacte, no buit i connex.
T>0

Vegem ara que w(zg) és invariant pel sistema 1. Sigui y € w(wzg) i {tn}nen tal que ¢, — oo

i zo(t,) — y. Aleshores, per a tot ¢t pel qual y(t) estigui definit es té que y(t) = ¢ (t,y) =

o) (t, lim xo(tn)) 9 lim o (t,x0(ty)) = lim zo(t, +t) € w(zp), on a (1) hem usat la continuitat de
n— 00 n— 00 n—00

les trajectories respecte condicions inicials.

]
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Proposicié 2. Sigui O (zg) una orbita negativament acotada. Aleshores o(xg) és un conjunt

compacte, no buit, connez i invariant pel sistema (1).
Demostracio. Es analoga a la del cas anterior. O]

Ja estem a punt, doncs, d’agrupar les diferents orbites en conjunts invariants que siguin tutils de
cara a estudiar la dinamica del sistema. De fet, donarem dues classificacions alternatives i no
equivalents. La primera sera d’utilitat per saber cap a on evolucionara el sistema, i la segona ens
interessara quan ens preguntem pel passat de la trajectoria. En qualsevol cas, la idea d’ambdues
classificacions és quedar-se amb un nombre reduit de conjunts invariants, i que cada un d’ells
estigui caracteritzat per una mateixa tendéncia asimptotica (cap al futur o cap al passat segons el

cas).

e La primera classificaci6 només contempla les orbites positivament acotades i les agrupa mit-

jancant la relacio d’equivaléncia

O (w9) ~ O(yo) si w(xo) = w(yo)

Denotarem amb la lletra A el conjunt de classes definides per aquesta relacié d’equivaléncia.

Observem que associat a tota classe d’orbites A € A, podem definir el conjunt invariant
A:{er\O(x) eA}.

A més a més, aquests conjunts estan determinats per un tnic conjunt invariant w, de manera

que x € A si, 1 només si, w(x) = wa.

e Alternativament, la segona classificacio només contempla les orbites negativament acotades

i les agrupa amb la relacié d’equivaléncia

O (w9) ~ O(yo) si alxo) = a(yo)-

Denotarem amb la lletra B el conjunt de classes definides per aquesta relacié d’equivaléncia.

En aquest cas tota classe d’orbites B € B també te associat el conjunt invariant
B:{er\O(x) eé},
el qual esta determinat per un conjunt invariant ag: x € B si, i només si, a(x) = ap.
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Comentari. Tot i que les classes d’orbites A (o B) definides per la relacido d’equivaléncia son
disjuntes entre si, no hem de caure en I'error de pensar que també sén disjunts els conjunts A (o
B) associats. Aixo no és cert en general ja que un mateix conjunt w-limit pot estar format per

diferents conjunts invariants.

Aquesta manera de procedir permet estendre els conceptes d’atractor, de repulsor i de sella que
tenim pels punts fixos i aplicar-los a altres conjunts invariants. En concret, fixada una classe
d’orbites A € A, si A 1wy son els conjunts definits a dalt, aleshores podem dir que w4 és un
atractor si wa C ;1 En aquest cas, definim la conca d’atraccié d’'w, com el conjunt A. Aprofitant
la notacio, fixada B e B, podem dir que ag és un repulsor si ag C 103 Finalment, si existeixen

Ae AiB € B tals que wy = ap, aleshores direm que wy (0 ap) és una sella.

Teoremes d’estabilitat global

Teorema 4. Sigui V' una funcid escalar diferenciable definida en Q) tal que

L 2V(x(t))|,_, <0, VzeQ

dt

Sigur E el conjunt de punts d) tals que %V(x(t)){tzo
gran contingut en E. Si xg € ) és tal que existeir un compacte K que conté la seva semiorbita
positiva ({xo(t), t >0} C K), aleshores

= 0, ¢ sigus M el conjunt invariant més

lim d(zo(t), M) =0,

t—o00

és a dir, l'w-limit d’xo esta contingut en M.

Demostracio.

Sigui zo € Q tal que {zo(t), t > 0} C K, amb K compacte de 2. Considerem la funcio

Voxyg: [0,00) — R
t = V(m(t)
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Per la propietat (1.) de la funcié V tenim que V(xo(:)) és decreixent. D’altra banda, V(zo(-))
esta acotada inferiorment pel min,cx V() ja que {xo(t), t > 0} C K. Aquests dos fets impliquen
I'existéncia del limit

c= tli)r&V(xo(t)).

Ara bé, per la Proposicio 1, tenim que 'w-limit d’zg és un conjunt invariant w(zg) contingut a
K. A partir d’aixd no és dificil deduir que Vy € w(zo) es té que 2V (y(t)) = 0, la qual cosa
implica que w(zg) C M. En efecte, com que V és continua, es té que V(y) = ¢ (ja que I{t,}n
amb t, — oo i zo(t,) — v, i, per tant, V (y) =V <nh_>rilo$0(tn>) = nh_)ng@V (2o(tn)) = ¢ ). D’altra
banda, la invariancia d’w(xo) implica que V (y(t)) = ¢ (ja que y(t) € w(xg), Vt € R), de manera
aue 4V (y(1))] _y = 0.

O

Teorema 5. Sigui K C Q un compacte. Sigui V una funcid escalar continua en Q\K U 0K i
diferenciable en Q\K tal que

L 4V(z(t)|,_, <0, VreQ\K.

t=0 —

2. V(z) > o0 quan x— 0o ||z|]| — oc.

Aleshores el sistema (1) és estable en el sentit de Lagrange, és a dir, tota semiorbita positiva del

sistema esta continguda en un compacte de € (tota orbita és positivament acotada).

Demostracio.

Com que V és continua en Q\K U 0K, V assoleix un maxim a 0K. Sigui L = mg;g‘/(x). Per la
xre

propietat (2.) sabem que per tot [ > 0

e existeix un entorn obert de 0f) i contingut a Q\ K, que denotarem U, tal que Vo € U, es té
Vi(z) > 1,1
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e cxisteix R > 0 tal que Vo € BL(0)NQ ={z € Q|||z| > R} és té& V(x) > .

Aleshores, si definim
U, =U,UB%(0)NQ,

tenim que Vx € Uj es té V(x) > L.

A continuacié veurem que Vzy € Q, Jlp > 0 tal que {zo(t)[t > 0} C Q\U,,, que és un compacte

d’(2 per com s’ha construit el conjunt Uj,.

Escollint [ > L, vegem que cap solucié que comenci a K pot entrar al conjunt U;. Si xg € K és tal
que {zo(t)[t > 0} C K és evident perqué U;N K = (). Si, per contra, 3t tal que z((t) ¢ K, deduim
que xo(t) < L, i per tant zo(t) ¢ U;. En efecte, si denotem per T; 'instant en que la trajectoria
zo(+) ha sortit de K per altim cop abans d’arribar a xy(t), podem raonar de la manera segiient.
La continuitat de les solucions implica que x¢(7}) € K, i, per tant, V (zo(7;)) < L. D’altra banda,
com que V és decreixent al llarg dels trams de trajectoria continguts a Q\ K (per la condicio (1.)),
tenim que V' (zo(t)) < V(zo(T})) < L.

Si considerem ara zo ¢ K, prenem [ > max{V (xq), L}. Si {xo(t)|t > 0} C Q\K la condicié (1.)
de V implica que V(zo(t)) < V(xo) < I. Si, per contra, la trajectoria zo(-) entra en K en algun

moment, aleshores apliquem el que acabem de veure.

]

A continuacié donarem el teorema que ha motivat tots els resultats realitzats al llarg de la seccio.

La seva demostracié no sera dificil ja que es tracta d’una mena de condensacio dels Teoremes 4 i
5.

Teorema 6. (Teorema global d’estabilitat) Sigui x* un punt fix del sistema (1). Sigui V' una funcié

escalar diferenciable en ) tal que

1. V(z) > V(z*) per a tot x € Q\{z*}.

2. %V(m(t))‘tzo < 0 per a tot x € Q.
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3. V() =00 quan  z — 0o [jz| = oc.

Siguin E i M conjunts com els definits a anunciat del teorema 4. Si M = {x*} aleshores x* és

un atractor global del sistema (1).

Demostracid.

Fixem-nos primer de tot que la funcié V és, de fet, una funcié de Lyapunov per a x* en €2 que, a
més a més de les condicions (1.) i (2.), en satisfa una tercera. Per tant, podem aplicar el primer

teorema d’estabilitat de Lyapunov i concloure que x* és un punt estable.

D’altra banda, les condicions (2.) i (3.) de V ens permeten aplicar el teorema 5 i concloure que
tota semiorbita positiva del sistema (1) esta continguda en un compacte. Aixo implica, pel teorema

3, que totes les solucions s’aproximen a M quan t — co. Ara bé, com M = {x*} obtenim que

Vg € Q, limaxy(t) = 2™,
t—o00

Aquests dos fets impliquen que el punt z* és un atractor global del sistema (1).

3 Introducci6 a I’epidemiologia matematica

Com qualsevol altre camp de la biologia matematica, la modelitzacié de les malalties infeccioses és
quelcom complex. Moltes vegades un mateix fenomen és conseqiiéncia de multiples causes i no és
facil determinar en quina mesura actua cada una d’elles. Al llarg d’aquesta secci6 treballarem un
cas real com a excusa per a plantejar les diferents facetes que poden tenir els models epidemiologics.
En funcié del procés infeccios estudiat i/o del detall que demanem al model ens interessara aplicar
unes eines o unes altres pel seu desenvolupament, i aquestes eines son les que volem esbossar, en
linies molt generals, a continuacio. La referéncia [8] ha resultat ser molt didactica i diversa per a

la realitzaci6é d’aquesta seccio.
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Figura 1: Registre dels nous casos de xarampi6 mensuals entre els anys 1971 i 1982 a Espanya (abans de la

campanya de vacunacio). A l’eix d’ordenades s’indiquen el nombre de casos per mes [9].
Un cas practic: el xarampié a Espanya

El xarampi6é és una malaltia virica que es transmet per aerosols i afecta les vies respiratories.
Degut al fet que els individus afectats generen un elevat grau d’immunitat a les reinfeccions,
aquesta malaltia afecta, sobretot, als infants. D’altra banda, la introduccié de la vacuna a la
década dels 80 va promoure un descens de la incidéncia a nivells realment baixos. En qualsevol
cas, existeixen registres del nombre de casos de xarampié abans i després de la introducci6 de la
vacuna tal i com mostra la Figura 1 [9]. Aquest elevat nombre de dades epidemiologiques ha estat
una de les causes que ha motivat el desenvolupament de I’epidemiologia matematica. A grans

trets, es pot dir que aquesta branca de la matematica té dos objectius principals:

e Dissenyar models conceptuals que reprodueixin les dades estadistiques relacionades amb di-

ferents processos infecciosos.

e Estudiar els models dissenyats per tal d’aprofundir en el coneixement dels processos infecci-

osos 1 desenvolupar estratégies de control.

Per tant, ja que, com hem dit, disposem de dades sobre I’epidemiologia del xarampi6, ens preguntem
si és possible formular un model capag¢ d’explicar la dinamica del nombre d’infectats a la poblacié

espanyola abans de la campanya de vacunacio.

Models compartimentals: el model SIR

L’evolucié d’'una malaltia infecciosa en una poblacié depén de molts factors: soci-economics, am-

bientals, tecnologics, etc. No obstant, si ens centrem en una poblacié concreta, sembla raonable
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pensar que, en general, aquests factors no variaran massa al llarg de la infecci6. En canvi, fac-
tors rellevants com la quantitat d’individus infectats o immunitzats si que presentaran variacions
importants. Aixi, un model senzill assumira constants els factors ambientals i considerara, com a
variables, els individus de la poblacié. Degut a que el nombre d’individus pot ser excessivament
elevat, molts models epidemiolodgics es basen en la classificacié dels individus de la poblacié hoste
en compartiments. Cada un d’aquests compartiments agrupa els individus que sén idéntics en re-
lacio a l'efecte que representen envers 'evolucié de la infeccié. Aquestes aproximacions es coneixen
com a models compartimentals. Impulsats als anys 30 per Kermack i McKendrick [10], els models
compartimentals han resultat ser utils en molts casos i en 'actualitat segueixen sent la base de

diversos treballs d’investigacio.
En el nostre cas, per tal de modelitzar la dinamica del xarampi6é una opcié és dividir la poblaci6
espanyola en tres compartiments:

e Susceptibles: aquells individus que poden contraure la infecci6.

e Infectats: aquells individus que poden transmetre la infeccié als susceptibles.

e Retirats: aquells individus que no tenen un efecte clar sobre la infeccid, com per exemple

individus immunitzats.

Definint amb les lletres .S, I i R la quantitat d’individus als respectius compartiments i considerant
un sistema d’equacions diferencials apropiat, obtenim el que es coneix com un model STR. Per
exemple, si assumim que a l'escala temporal que treballem la mortalitat no té un efecte rellevant,

podem considerar el model senzill segiient

S =—p3SI
I =BSI—~I . (3)
R =1

Es important notar que aquest sistema modelitza el valor esperat d’individus a cada compartiment,
i per aquest motiu és continu. Tot i que aix0 podria semblar un problema greu, no ho és tant si
la poblaci6 és prou gran i 'interval temporal simulat és curt. Per tal de facilitar el discurs, pero,

ens referirem a les variables com a individus i no com a nombre esperat d’individus.

Segons el model (3), la poblacié total (N = S+ I+ R) es manté constant (N = S+ 1+ R = 0), els

individus susceptibles s’infecten segons una taxa de transmissio S i els infectats es retiren segons
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una taxa de recuperacié . Ja s’intueix que la infecci6 sera més severa si § és gran comparat amb

~v. Ara bé, podem quantificar la severitat de la infecci6é en funcié de 5 i 7

El nombre reproductiu basic, Ry

De les tres variables que constitueixen el sistema (3), la que indica el nombre d’infectats és la més
rellevant des del punt de vista epidemiologic. La tendéncia que presenta I(t) permet determinar si
I’epidémia creix o esta en recessio. D’especial interés és saber si la preséncia d’un individu infectat
en una poblaci6 totalment susceptible (N = S) promoura un brot epidémic o no. Aquesta qiiestio
esta molt relacionada amb el nombre esperat de noves infeccions que provoca un infectat en una
poblaci6 sana. Aixi és com es defineix el nombre reproductiu basic, Ry. Es clar que I’epidémia
es propagara quan Ry > 1, perqué en aquest cas un tnic infectat comportara multiples infectats.
D’altra banda, si Ry < 1, en promig cada infectat infectara menys d’un individu. Tot i que en
principi Ry només dona informacié en relacié a I'inici de la infeccid, sovint I'impacte de la infeccio
és una funcio creixent de Rg ('impacte d’una infecci6 té en compte elements com el nombre total

d’afectats i la velocitat de propagacio, entre d’altres).

El calcul de Ry passa per comptabilitzar el nombre promig d’infeccions que produeix un individu

infectat al llarg de la seva propia infeccio. En el sistema (3) aquest calcul és senzill i es té

1
RO = ﬁN'_7
Y

donat que quan S = N i I = 1 la taxa d’infeccio és de SN individus per unitat de temps, i la
1

. «, . « . ”, o —
durada esperada d’una infecci6 individual és fo e dt = 5

Aquest procediment es pot generalitzar per a sistemes que satisfan certes propietats ([8]). Es
possible considerar poblacions amb mitltiples compartiments pels infectats (no tots els infectats
son iguals) . En aquests casos el valor Ry depén de la composicio d’infectats inicial, i normalment

se sol prendre el major Rg possible.

El xarampié en accié

Ara que ja sabem com influeixen 1 en linici de la infeccié modelitzada per (3), podem estudiar

com varia la dinamica d’aquest sistema en funci6 d’aquests parametres. Si estudiem 'evolucid
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relativa de la variable I respecte la variable S al llarg d’una trajectoria qualsevol, és a dir

i I I N

Bl el IR
as 851~ ds TRy’

aleshores obtenim que les solucions de (3) projectades a R = 0 es troben sobre les corbes

N_ S
I=1+S5—-—S5S+—In—.
0 0 R, S,

BN
08
06 Ry=10
04

A ¢
02 Ry=2

. §

0.0 02 04 06 08 1o SN

Tot i que no podem donar la solucié explicita (I(t), S(t)), el fet que S = —3ST < 0 (si I > 0)
implica que les solucions recorren aquestes corbes de dreta a esquerra. Observem, doncs, que segons
el model (3) la dinamica del xarampi6 consisteix en una primera fase epidémica, en qué el nombre
d’infectats creix, seguida per una extinci6é del virus a la poblacié. En funcié del valor Ry, 'estat
final de la poblaci6 després de la infeccié presentara més o menys individus immunitzats, pero, en
qualsevol cas, el nombre d’infectats sera practicament nul. Aixi, quan Ry = 2 (corba taronja), un
80% de la poblaci6 susceptible s’infectara 1 immunitzara al llarg del procés, i un 20% seguira sent
susceptible una vegada hagi desaparegut el virus de la poblacié. En canvi, quan Ry > 1 (corba

blava), practicament tota la poblacié s’infecta i esdevé immune en el seu conjunt.

Aquesta dinamica unimodal de la infeccidé per xarampi6é no estd d’acord amb les dades experi-
mentals. No cal fixar-s’hi massa per veure que les séries temporals presenten oscil-lacions al llarg
dels anys. No obstant, per a parametres § i v apropiats, el model s’ajusta qualitativament als

pics aillats de la grafica. Considerem, per exemple, el brot epidémic de 'any 1972. Llavors, la
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Figura 2: Evolucié temporal del nombre d’infectats segons el model (3) pels parametres N = 34-10hab., v~ =

Sdies i f = mﬁm La grafica mostra els infectats al llarg dels anys. La corba blava és la trajectoria amb

condicions inicials (S71.75, I71.75) = (0.065-N, 2500%), i la taronja és la de condicions inicials (S7o.75, I72.75) =
(0.0625-N, 2500%). En ambdos casos la dinamica esta caracteritzada per un tnic brot epidémic.

poblacié espanyola era d’uns 34 milions de persones (N = 34-10%hab.). Prenent v~! = 5 dies i
R, = 18, valors estimats a partir de dades de xarampi6 independents a les espanyoles [8], deduim
que B = % ~ 10~ %dies 'hab.”!. D’altra banda, cal fixar les condicions inicials del pic que es
vol reproduir. El nombre d’infectats comptabilitzats just abans del brot del 72 és, observant la
Figura 1, d’unes 2500 persones. Ara bé, aquest valor indica que durant tot el mes de setembre
(és el mes que separa el pic de 'any 71 del del 72) es van registrar 2500 casos. Aixi, com 'espe-

! podem considerar que a principis del mes de setembre hi havia

ranca del temps d’infeccio és vy~
Iy = 2500-% (és a dir, assumim que els infectats es troben repartits homogéniament al llarg del
mes de setembre). Pel que fa a la poblacié susceptible inicial, no és versemblant considerar Sy = N.
Brots de xarampi6 com el del 72 s’han produit en anys precedents. Per tant, és raonable suposar
que un gruix important de la poblaci6 ja estava immunitzada. En aquest sentit no és absurd fixar
So = 0.065-N (ve a representar un volum de nens i nenes d’entre 3 i 5 anys). Aquesta configuraci6
de parametres i condicions inicials genera la dinamica de la Figura 2 (corba blava). Analogament,
podem reproduir el pic del 73. En aquest cas els infectats inicials coincideixen forca amb els de
I'any anterior (per tant, [y = 2500-%). El volum de susceptibles inicials, pero, podria ser una
mica menor degut a la intensitat del brot del 72. Com que es van infectar molts infants, fixarem

So = 0.0625-N. La Figura 2 (corba taronja) mostra la simulacio d’aquest pic.

La primera conclusié important és que petites variacions en el nombre de susceptibles inicial
provoquen diferéncies notables en la intensitat de ’epidémia. En relacié al model, veiem que és
capa¢ de reproduir els pics aillats perd no la série d’epidémies successives. Aixo es deu a que el
sistema (3) no té en consideraci6é nous ingressos en el compartiment de susceptibles. No hi pot
haver nous brots si practicament tota la poblacidé és immune. Per solucionar aquest problema cal

considerar un terme que faci créixer S. Quin podria ser des d’un punt de vista biologic? Els
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Figura 3: Evolucié temporal del nombre d’infectats segons el model (4) pels parametres N = 34-10%hab., v~ =

Sdies, g = %m ip= i}\?ohab./dia. La grafica mostra els infectats al llarg dels anys de la trajectoria amb
condicions inicials (S71.75, I71.75) = (0.055-N, 2500%).

naixements, és clar.

Natalitat 1 mortalitat al model SIR

Si afegim complexitat al model (3) inicial per tal que tingui en compte els naixements, caldra
imposar cert grau de mortalitat per evitar creixements desmesurats de la poblaci6. Una manera

d’aconseguir aixo és mitjancant les equacions

S =uN — BSI — S
I =BST —~I —pul . (4)

R =~ —uR

Aquest sistema també deixa la poblacié constant. En general, aquesta propietat no és certa. No
obstant, com que l'escala temporal de la dinamica del xarampi6 és curta (anys) en relacié al
creixement poblacional (décades), aquesta simplificaci6 pot no comportar grans desviacions de la

realitat. D’altra banda, el fet que IV sigui constant fa molt més senzill ’analisi del sistema.

Estudiem ara com reprodueix aquest sistema el brot del 72. Prenent els mateixos parametres i
condicions inicials que en el cas anterior, i fixant /N = 1500hab./dia (el nombre de naixements
per dia a Espanya als anys 70), obtenim la dinamica de la grafica 3. Efectivament, hi ha multiples
epidémies al llarg dels anys. No obstant, no és ben bé el que esperavem. Notem que la intensitat
de les epidémies es fa cada vegada més petita i el nombre d’infectats acaba convergint a un valor,

no nul, constant. Aquest comportament amortit no s’observa en les corbes epidemiologiques reals.
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A qué es deu aquesta incompatibilitat? Es pot evitar prenent una altra configuracié de parametres
i condicions inicials?

No, no podem. El calcul dels punts fixos de (4) permet determinar que existeix un dnic punt
03

d’equilibri a R, que denotem per Q* = (S*, I*, R*) (recordem que els parametres son tots positius).
D’altra banda, com que S i I no depenen de R, si justifiquem que (S(t), I(t)) convergeix a (S*, I*)
independentment de p, 3, v, So i Iy, aleshores sera directe que (S(t),I(t), R(t)) — @Q* quan
t — oo. Aquesta qiiestio es pot resoldre aplicant el teorema d’estabilitat global (Teorema 6)
usant la funcioé

V(S,I)=5—SInS + 1 — I"Inl.

02
En aquest cas Q = R, i es pot comprovar que la funcié anterior satisfa les propietats (1), (2) i

(3) del teorema. Les propietats (1) i (3) son immediates, i la (2) és conseqiiéncia del fet que

S* S
=uN(2-2Z -2 ).
“( S 5*>

D’aquesta igualtat es dedueix, a més a més, que

d
SV(S@, 1)

t=0

Dy (se). 1()

=(0 si,inoméssi, S=39"
dt ) ) )

t=0

02
fet que permet provar que (S*,I*) és globalment asimptoticament estable en R, (per més detalls

veure apartat de resultats de la seccio 4).

La discussié anterior posa de manifest que al model (4) encara li manca algun ingredient important.
Una opci6 forca raonable és introduir algun tipus de pertorbacions aleatories a les equacions. Es
evident que la poblaci6 humana no és un rellotge suis (de fet, tampoc ho és la propia incubacio
de la malaltia dins I’hoste). Predir amb precisié arbitraria la dinamica infecciosa és impossible.
Ja sigui perque el sistema real és molt sensible respecte condicions inicials o perqué presenta certa
estocasticitat intrinseca (qliestié que, ara per ara, és més filosofica que cientifica), hi ha factors
que no podem controlar. La grafica 4 mostra la dinamica si assumim que el nombre d’infectats
I del model (4), no pren el valor exacte siné un d’aproximat contingut a Uinterval (0.997,1.017).
Com que aquesta petita variacié en el nombre d’infectats repercutira en la resta de la trajectoria,

la desviaci6 aleatoria pot acabar-se amplificant.

Com hem vist, una bona manera d’estudiar les epidémies és utilitzant técniques d’analisi estocastica

i de la teoria de probabilitats. De fet, una part important dels treballs que s’estan realitzant
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Figura 4: Evoluci6 temporal del nombre d’infectats segons el model (4) amb soroll pels parametres N = 34-10hab.,
v~ ! = Bdies, 8 = mﬁm ip= %hab./dia. La grafica mostra dues trajectories dels infectats al llarg dels
anys, les dues amb condicions inicials (S71.75, I71.75) = (0.055-N, 2500%). La simulacié numérica estd basada en
el métode d’Euler de pas h = m, i el soroll s’introdueix prenent un valor uniformement distribuit en l'interval
(0.991;41,,1.011;14), on Iy, és el valor pel pas segiient segons el métode d’Euler. Utilitzem el métode d’Euler
perque, com afegim soroll, no cal ser molt precisos en el calcul de les solucions.

actualment en epidemiologia matematica estan basats en cadenes de Markov. Evidentment, aixo
no vol dir que els models deterministes siguin menys potents que els no-deterministes. Es cert que,
d’alguna manera, els models amb termes aleatoris poden ser més realistes. Per aquest mateix motiu
sovint també és més dificil desgranar I'efecte de cada component. En els models classics de 'analisi,

en canvi, aixo ultim passa en menor mesura perqué les equacions sén molt més transparents.

L’efecte de les estacions: forgament estacional

Per acabar aquesta petita introduccié farem una tltima modificacié al model de xarampi6. Fins
ara hem assumit que la taxa de transmissié § era constant. Entre altres factors, aquest valor esta
forca relacionat amb la freqiiéncia de contactes entre individus susceptibles i infectats. Es logic,
doncs, pensar que aquests contactes no varien al llarg de 'any? Com hem comentat, el xarampio
afecta principalment als infants en edat escolar ja que la majoria d’adults ja estan immunitzats.
El col-lectiu de susceptibles i infectats el formen, per tant, nens i nenes. Sembla clar que hi ha
més contactes durant el periode escolar que durant les vacances, i que considerar una modulacié

del parametre § al llarg de 'any és oportuna. Prenem la funcio

27t

B(t) = Bo (1 + acos%> ,

on fBy és la taxa de transmissio promig al llarg d'un any i o € (—1,1) representa 'amplitud de

la variacio en el parametre [ al llarg de I’any. Si utilitzem aquesta funci6 al model (4) enlloc del
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Figura 5: Evolucié temporal del nombre d’infectats segons el model (4) amb forgament estacional (8(t) =

Bo (1 + acos%)). S’han fixat els parametres N = 34-10%hab., v~ = 5dies, By = ”T'“’m, uw= 1i\zﬁhab./dia

i @ ={0.05,0.1} corbes blava i taronja respectivament. Les grafiques mostren els infectats al llarg dels anys de la
trajectoria amb condicions inicials (S71.75, I71.75) = (0.055-N, 2500%).

parametre 3 constant, obtenim el que es coneix com un model amb forcament estacional.

L’efecte que té aquest canvi en les equacions de (4) és molt important (Figura 5). Fixem-nos que
passem d’un sistema autonom a un que no ho és. Només aixo ja fa pensar que en funcié del valor
d’a podem tenir comportaments molt diferents, i, de fet, aquesta diversitat ja s’observa a la Figura
5. En relacié a la reproduccié de les dades de xarampi6 els resultats, lluny de ser definitius, sén
prou bons. Observem que el forcament estacional impedeix "amortiment de les oscil-lacions, i que

en el cas en qué a = 0.05 , 'amplitud de les oscil-lacions i el seu periode anual s6n adequats.

Si bé es podria fer un estudi més acurat dels parametres per tal d’optimitzar ’ajust de les trajecto-
ries a les corbes reals, aquesta tasca queda fora del proposit d’aquesta seccié. L’objectiu d’aquest
cas practic ha estat el de familiaritzar el lector amb el tipus de sistemes, conceptes i eines que
estan a la base de quasi tots els treballs en epidemiologia matematica. Cal dir, perd, que en aquest
breu resum s’han omés els models en derivades parcials, pel simple fet que no seran tractats en
aquest treball. Es important notar, per tant, que en moltes ocasions estructurar les poblacions
amb una variable continua és la clau per obtenir un model més fidel a la realitat (tot i que també
és més complicat d’analitzar). Per exemple, ja s’ha posat de manifest la importancia de I'edat en
la transmissié del xarampi6. En aquest sentit, un model que distingis la distribucié de la poblacié

en funcié de 'edat seria prometedor.
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4 Models de malalties de transmissi6é sexual

En aquesta secci6 treballarem amb més profunditat un grup de malalties que tenen en comi la
seva via de transmissi6. Ens referim a les infeccions de transmissio sexual (ITS), les quals es
propaguen en el transcurs de relacions sexuals. En un primer apartat comentarem breument
les caracteristiques biologiques que defineixen aquestes malalties, i s’argumentard per qué aquest
conjunt d’infeccions és especial des de la perspectiva de la salut humana. En un segon apartat,
presentarem un model compartimental forca general d’ITS i en derivarem una série de resultats.
En particular ens interessara estudiar la dinamica global del sistema sota diferents hipotesis sobre

el comportament social davant ’epidémia.

Qué és una infeccié de transmissié sexual?

Tot i que sembla que infeccions de transmissio sexual és un concepte autodefinit sobre el qual no cal
dir res més, no cal reflexionar massa per veure que realment no ens permet classificar practicament
res. Per una banda, la grip o la tuberculosi molt bé poden ser transmeses al llarg d’una relacié
sexual, perd no s’agrupen sota aquesta denominacié. D’altra banda, un individu es pot infectar
amb el virus de la SIDA si ha rebut transfusions de sang contaminada, independentment de si
ha mantingut relacions sexuals o no. Tot i aix0, aquesta malaltia si es caracteritza per ser de
transmissié sexual. Per a solucionar aquests casos, es diu que una infeccié és de transmissio sexual

si té probabilitat negligible de propagar-se per mitjans naturals diferents del contacte sexual.

A més a més d’aquest aclariment, cal dir que el pas de patogens d’un individu infectat a un altre
durant la relacié sexual succeeix a través de les membranes mucoses, i no a través de la pell. En
general la probabilitat de transmissi6 és més alta quan es produeix a través de les mucoses del
penis, la vulva i el recte, tot i que també es pot produir per altres mucoses com les que hi ha
a la boca i al tracte respiratori superior. Per tal que hi hagi infeccié cal que la mucosa entri en
contacte amb algun fluid carregat de particules infeccioses. Com que la quantitat de patogens no
és homogénia a tots els teixits d’una persona infectada, la concentracié de patogens als diferents
fluids corporals pot variar. Aixi per exemple, se sap que el virus de la SIDA es troba amb major
concentracio als fluids genitals que a la saliva, fet que explica, en part, per qué ni el sexe oral ni

els petons cursen amb el contagi de la parella.
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Heterogeneitat dins les ITS

Si bé la definicié anterior déona una caracteristica comuna que tenen totes les I'TS, és natural
preguntar-se si aquest conjunt de malalties comparteixen alguna cosa més. De cara a plantejar
un model de les ITS el més general possible, és important estudiar com varien les propietats de
les malalties que tenen una clara influéncia en el desenvolupament de 'epidémia. Considerem,
per exemple, el decalatge temporal que hi ha entre I'instant en qué un individu infectat esdevé
infecciés i el moment en qué manifesta la malaltia. Si aquest decalatge és gran, una persona pot
no saber que esta infectada durant molt temps i propagar la infecci6 de forma més intensa. A la

taula segiient es resumeixen les I'TS més importants posant émfasi en qiiestions com ’anterior.

Curable amb | Diferéncies | Periode de | Immunitat | Vacuna
farmacs entre sexes laténcia

VIH No - — = + 4+ + S — -

VPH No +++ +++ + +
Hepatitis B No - — = +++ + 44
Chlamydia Si +/— - — - —
Gonorrhoea Si +/— - - _
Syphilis Si - — = — + _
Trichomoniasis Si + 4+ + - — - _

Com es pot observar, en la majoria de les caracteristiques comentades a la taula no hi ha una
tendéncia clara. Aquesta diversitat fa que un model general per a les I'TS sigui complicat, ja que
la diversitat es tradueix, si més no, en multitud de parametres forca lliures. No obstant, com que
ens interessa estudiar la dinamica global més que dades quantitatives reals, aquestes diferéncies es

poden sintetitzar, d’alguna manera, en uns pocs parametres.

El nucli de la xarxa sexual

Si bé és cert que les caracteristiques anteriors presenten discrepancies importants, hi ha una pro-
pietat fortament relacionada amb la propagacié de les [TS que no hem comentat. Es basa en el
fet de dividir la poblacié entre aquelles persones que tenen una activitat sexual de risc i les que
no la tenen. Si representem la poblacié amb un graf on els vértexs son individus i les arestes séon

contactes sexuals de risc, podem segregar les persones en funci6 del nombre d’arestes incidents.
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Aixi, les ITS tenen la particularitat que el gruix important de les noves infeccions es produeix en
els individus altament connectats a la xarxa sexual anterior. A aquest col-lectiu se’l coneix com
el nucli (core, en anglés) [11], i és la base de molts models compartimentals relacionats amb les
ITS. Fixem-nos que I'estudi del nucli pot donar forca informacié envers 'evolucié de I'epidémia
en el conjunt de la poblacio. Per exemple, si el nucli decreix, és forca esperable que el nombre
d’infectats també disminueixi. Per contra, si el nucli creix, les infeccions augmentaran. Ara bé,
quins son els factors que influeixen I'evolucié d’aquest nucli poblacional que governa la infecci6?

Hi ha estrategies per fer-lo minvar?

Abans de pensar en aquestes preguntes, notem la dificultat que presenta la definicid del nucli.
Donada una persona, la decisi6 de si pertany al nucli o no pot basar-se bé en un 1nic criteri
radical o bé en una escala graduada que ponderi multiples factors. En el primer cas, diriem que
una persona pertany al nucli si ha mantingut alguna relacié sense protecci6 amb qui sigui. En
el segon, en canvi, podriem considerar elements com la freqiiéncia dels actes sexuals, el grau de
confianga amb la parella i/o la vigilancia sanitaria rebuda, per tal de quantificar un cert nivell
de pertanyenca al nucli. Tot i que és evident que aquesta segona interpretacié del nucli és més
realista, és important comencar I’analisi considerant un nucli homogeni. D’aquesta manera sera

més facil veure, posteriorment, I'efecte dels diferents matisos presents en aquest grup poblacional.

El model ASI

Després d’haver posat sobre la taula alguns dels elements més rellevant sobre les I'TS, ja estem a
punt per plantejar un primer model. Considerem tres grups poblacionals A, S i I que representen
els individus que no pertanyen al nucli, els individus del nucli (susceptibles) que no estan infectats,
i els infectats. La poblacié total N esta formada per la suma d’aquestes tres variables, dues de
les quals formen el nucli (S + I) de la xarxa sexual. Per comencar podem suposar que la poblacio
N creix a una taxa constant b (els naixements) i decreix proporcionalment al nombre d’individus
(les morts). Donada la naturalesa del procés infeccios és versemblant considerar que les noves
infeccions es produeixen a una taxa proporcional al producte de susceptibles per infectats, ST.
Estem assumint, per tant, que no hi ha infeccions fora del nucli, al compartiment A. El que si
pot passar, pero, és que gent de A passi al compartiment S pel motiu que sigui (I’edat, 'entorn
social, etc...). Reciprocament, també podriem considerar que gent de S canvia d’actitud i deixa de
formar part del nucli. Tot i que els factors que governen aquests processos poden ser molt variats,
de moment suposarem que es basen tnicament en les propies variables poblacions A, S i I. Per

exemple, es pot pensar que un augment en el nombre d’infectats pot tenir un efecte dissociatiu
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sobre els individus que estan a punt d’entrar al nucli. En qualsevol cas, pero, la influéncia social
que hi ha en aquest procés fa que sigui molt dificil aventurar una funcié concreta que 'expliqui.
En aquest sentit, comencarem imposant que aquesta funcié que recapta individus de A cap a S o
viceversa, és de la forma r(A, S, I) (r de recaptacio). Aixi, el sistema d’equacions diferencials que

sintetitzen aquestes relacions entre els compartiments A, S i I és

A=b—r(A,S,I)—mA

S =r(A,S,I)— BSI+al —dS (5)
I =BSI —al —¢I,

on m,dic son les taxes de mortalitat associades a A, S i I respectivament i « és la taxa en la
qual els infectats es curen i retornen al col-lectiu S. Notem novament que tot pot ser molt més
complicat i que aqui estem considerant una situacié ideal amb 'objectiu d’entendre alguns aspectes
de la dinamica de les ITS. Per tant, no tenim en compte processos com la transmissié vertical de
mares a nadons o el fet que hi pugui haver un temps de laténcia durant el qual els infectats no so6n
infecciosos. De moment tampoc distingim entre els individus exposats al patogen i els individus

que s’infecten. Aquesta i d’altres situacions s’hauran de considerar a part.

Fixem-nos que cal afegir, d’entrada, algunes condicions sobre la funci6 (A, S, I) per tal que el
model sigui biologicament consistent. Donat que les variables A, S i I representen individus, no
té sentit que prenguin valors negatius. Per tant, cal que el primer octant de R?, és a dir R3 =
{(A,S,I) e R|A > 0,5 > 0,1 > 0}, sigui positivament invariant. Aixo és equivalent a veure que
el camp sobre la frontera d’aquest conjunt apunta cap al seu interior. Per tal que aixo sigui cert,

cal que se satisfacin les condicions

0 < A(0,8,1)=b—17(0,5,1)
0<S(A,0,1) =7r(A,0,I)+al
0 < I(A,S,0)=0.

A partir d’aquestes inequacions es dedueix que el model és consistent si, i només si,

r(0,8,1)<b ¥(S,I)eR2, (6)
A,0,1) > —al V(A I) € R%.

~~

r

Tot i que no caldria imposar cap més condici6 sobre la funcié r(A, S, I), al llarg del treball també
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suposarem que és diferenciable per tal de facilitar I'analisi matematic. Notem també el fet que el
pla I = 0 és invariant, la qual cosa indica la necessitat d’infectats per promoure la infecci6. A
continuacié donarem una série de propietats generals que presenta el sistema (5) aixi com algunes

relacions que hi ha entre les derivades de (A, S, I) i el nombre de punts fixos del sistema a Ri.

Resultats generals del model ASI

Comentari. Com que la dinamica que ens interessa és la que es troba en R3 | d’ara en endavant,
tant si parlem de punts fixos com si parlem d’estabilitat, ens estarem restringint a aquest conjunt .
Es a dir, si diem que un punt del semipla I = 0,5 > 01 A > 0 és localment estable, s’ha d’entendre

que ho és considerant els oberts de R? i no els de R?.

El sistema (5) té una regié globalment atractora i compacta

Per tal d’estudiar amb més detall el sistema (tant des del punt de vista numéric com analitic),
és important plantejar-se la qiiestio de si les orbites del sistema acaben totes confinades en una

determinada regi6 de 1’espai de fase. Pel sistema (5) aquest fet és cert i és possible demostrar que

V(Aop, So, Ip) € Ri, Tty tal que Vs > tg es té (7)
b
(Ao(s), So(s), Io(s)) € {(A, S, 1) € R} ; <A+S+I< o b= A,

ON flmae = max{m, d, c} i fimin = min{m, d, c} son les taxes de mortalitat maximes i minimes dels

diferents grups poblacionals.

Per provar aquest fet considerem la poblacié total N = A4+S+1. L’evoluci6 de N esta determinada
per 'equacio
N=A+S+1=b-mA—dS—cl.

Fixem-nos que podem acotar N inferior i superiorment de manera que
b_,umaxN S N é b_,ummN
Aleshores es pot veure que

+ (No — Je Hmast < Ny (t) <

Hmaz Hmaz Hmin Hmin
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A partir de 'equacio (8) és relativament facil constatar els dos fets segiients:

.SiN0€|: b L},aleshores]\fo(t)e[ b L} vVt >0,

Hmazx ? Hmin Hmazx ) Hmin

o]imsupN(t)e[b b]ilimian(t)e[b b] VN € R,.

00 Pmaz ' Hmin t—00 Pmaz ' Mmin

Finalment, aixo permet concloure la propietat (7) de les orbites que assegura que son positivament
acotades i que son atretes per la regio /A. Notem que aquest conjunt A no és més que la delimitada

per dos plans paral-lels entre si i ortogonals al vector (1,1,1).

Relaci6 entre el nombre d’equilibris lliures d’epidémia (/ = 0) i les derivades d’r(A, S, 0)

L’analisi de I'estabilitat del sistema (5) passa per estudiar, primer, el nombre de punts fixos que
presenta. El fet que el pla I = 0 sigui invariant i el propi significat del model fan que sigui
convenient distingir entre dos tipus de punts. Aquells que es troben en el pla I = 0 i els que no.
Els primers fan referéncia a punts estacionaris en els quals no hi ha cap infectat, mentre que els
segons son equilibris poblacionals en qué I > 0. Els anomenarem equilibris 1liures d’epidémia (els

primers) i equilibris epidémics (els segons).

En aquest apartat ens preguntem com ha de ser la funci6 (A, S, I') de manera que el sistema només

tingui un equilibri lliure d’epidémia (independentment del valor que prenguin els parametres).

Com que considerem equilibris al pla I = 0, el sistema (5) es redueix a

A=b—1r(A,S,0)—mA

S =r(A,S,0) —dS.

Els equilibris lliures d’epidémia corresponen, doncs, a la interseccid de les isoclines A=015=0

en el pla I =0, és a dir, a les solucions del sistema d’equacions

0= b—r(A,S,0) —mA
0= r(A,8,0)—dS
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Tot i que la preséncia de la funci6 (A, S,0) no permet aillar una de les variables en funci6 de

I’altra, sumant les equacions obtenim el sistema equivalent

0= b—dS—mA
0= r(4,8,0)—dS

A partir d’aquest sistema es dedueix que els punts lliures d’epidémia estan representats pel conjunt

<~ <~ ~ - b—dS
EQi—o={(A,S)eR:|r(4,5,0)=dSand A = ——}.
m
Fixem-nos que la primera equacié del sistema anterior ens diu que els punts que busquem es troben
sobre la recta A = % del pla I = 0. Per tant, substituint els punts d’aquesta recta a la segona

equacié obtenim que hi ha haura tants equilibris lliures d’epidémia com zeros de la funcié

b—dS

F(S) == r( ,S,0)—dS =0 amb S e [0,b/d].

La primera conclusio que es deriva d’aquesta condici6 és que el sistema (5) té, com a minim, un
equilibri lliure d’epidémia. En efecte, aix0 és conseqiiéncia del fet que

s =000 1 ) =00 -b<o

degut a les condicions de consisténcia biologica que haviem imposat sobre r(A, S, I) (propietats
(6)). Aixi, la continuitat d’f i el teorema de Bolzano ens asseguren l'existéncia d’aquest punt

(recordem que assumim que la funcié r és prou diferenciable).

Si bé hem vist que sempre existeix un equilibri de (5) en I = 0, en general aquest no sera unic.
Per donar condicions necessaries d’'unicitat d’aquest punt, calculem les primeres derivades de la
funcié f. Si definim Q(5) := (%, S,0), tenim que

71(8) =rs(@s)) - A ral@s))
71(8) =rsst(s)) — 2mrast@E) 2 draa@S)),
or ar ?r

on estem utilitzant la notacié rg = 350 TA = 35, TAS = 35947 etc. Si assumim monotonia en les
derivades d’r(A, S, 0), aleshores la taula segiient resumeix com han de ser les derivades per tal que

puguem assegurar que el sistema té un tnic punt d’equilibri lliure d’epidémia. Tenint en compte
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que el signe + representa que 7; > 0, i el signe — representa que r; < 0, la taula resum és (Taula

1)

ra Ts | Taa ras rss | f/(S) | f(S) | Equilibris lliures
d’epidémia
+ - — 1

+ -+ + 1

- o+ - - 1

Cal remarcar que aquesta taula és valida sempre que f’(S) no sigui idénticament nul-la en un
obert. Per tenir aquesta condicio6 és suficient comprovar que rg 0 74 no sén idénticament nul-les en
un mateix obert. Notem també que la monotonia d’f”(S) implica la unicitat del punt fix gracies
al fet addicional que f(0) > 01 f(%) <o0.

Observem que a la taula anterior no es contempla el cas general en qué r4 > 0irg > 0. Remarquem
aquest fet ja que, si contextualitzem la funci6 r i la pensem com la recaptacié d’individus per part
del nucli, aleshores té cert sentit considerar que el nucli té un efecte propagandistic i/o educatiu
derivat de la influéncia social. Aquest argument es tradueix en U'expressiéo rg > 0. El fet que el
cas r4 > 017rg > 0 no estigui a la taula vol dir que per certs parametres el sistema presentara
diversos equilibris lliure d’epidémia? No necessariament, dependra de la funcié r en qiiestio. De
fet, siry > 01irg > 0 perd fos cert que 744 < 0, r49 > 0irgg < 0, aleshores si que podriem
aplicar un criteri de la taula. En qualsevol cas, si 'estudi de les derivades segones de la funci6 r

tampoc es contempla a la taula, aleshores caldra estudiar el cas particular amb més detall.

Relaci6é entre el nombre d’equilibris epidémics (/ > 0) i les derivades d’r(A4, S, 1)

Un procediment practicament analeg al de I'apartat anterior ens permet concloure on es troben

tots els punt fixos amb I > 0. En aquest cas, igualar a 0 la component I del camp
0=p8SI—al —cl

implica que els equilibris epidémics es troben necessariament sobre el pla

o+ c

S =
B
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D’aquesta manera, si definim S* = O‘EC, tenim que els equilibris epidémics sén les solucions de

0= b—r(AS*1)—mA
0= r(A,S* 1)~ BST+al —dS*

Aplicant que —3S*I+al = —cl i substituint una de les equacions per la suma de les dues, obtenim

que el punts fixos estan representats pel conjunt

b—dS* —clI*
EQrso = {(A*, 8", I") € R} | r(A*, 5%, I*) = cI* + dS*, A" = # and S* = O‘;C

}.

b—dS*
el que esta parametritzat com Q*([) = (W, S* 1) amb I € [O, b_fs*]. Si % < 0, llavors
b—dS*

m

En aquest cas, si > 0, aleshores els equilibris epidémics també es troben sobre un segment,

no hi ha equilibris epidémics i EQ-¢ = (). Aixi doncs, quan > 0, es té que hi ha tants punts

fixos en I > 0 com zeros de la funcié
g(I)=r(Q* (1)) —cl —dS*=0 amb I€][0,(b—dS")/c|.

A diferéncia del que passava en el cas anterior, 'existéncia d'un zero de la funcié g no esta garantida.

En general,

b—dS*

g(0) =r ( ,S™, 0) —ds” (9)

m
g(b—CdS ) . (075*’5—:5 ) <o

i, com es pot veure, el signe de g(0) no queda determinat per les condicions de consisténcia de

la funcié . El que si podem dir és que si r(A4,5,0) > dS* per a qualssevol parells (A, S) € R2,
aleshores la funcio g(I) si que tindra un zero en (0, (b—dS*)/c], i, per tant, el sistema (5) presentara
almenys un punt fix amb I > 0. Notem que la condicio r(A, S,0) > dS* V(A,S) € R2 implica
que b — dS* > 0 (ja que podem prendre A = 0), que era la condici6 necessaria per poder definir la

funcio g(1).

Arribats a aquest punt és oportu fer unes petites reflexions. D’entrada, com s’interpreta el fet

% > ( sigui una condici6 necessaria per l’existéncia d’equilibris epidémics? Fixem-nos

e, . . b b3
que aquesta condicié és equivalent a dir que & = Aot

considerar ’hipotétic cas en qué el nucli és la totalitat de la poblaci6. En aquesta situacio A =0

que

> 1. Doncs bé, aquest valor surt de

i7(0,S,1) = b, de manera que tots els naixements passen a formar part del nucli i passem a tenir
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un sistema molt més senzill

S =b—BSI+al —dS (10)
I =BST — ol —cl.

Es esperable que si la infeccié no es propaga en aquest sistema, aleshores tampoc ho faci en el cas
en qué una part dels individus no sén susceptibles. Aixi, si analitzem les condicions que han de
satisfer els parametres del sistema anterior per tal que hi hagi epidémia, trobem que hi ha una
unica condicié que és precisament

b b3

a5 " dato "

Aquest valor és, de fet, el nombre reproductiu basic del sistema (10), que denotem Ry. Sintetitzant,

la condicio %

> 0 ve a dir que la infecci6é es propagaria si tota la poblacio fos susceptible. Ja
tenim, doncs, una clara interpretacié sobre la primera condici6 necessaria per tal que el sistema

(5) tingui equilibris epidémics. A partir d’ara ens referirem a aquesta condici6 com Ry > 1, on

Ry = d(;’ic) = L, pel seu significat biologic (veure secci6 2).

No és dificil donar una altra condicié que indiqui no nomeés si el sistema (5) té punts fixos o no,
siné si el pla I = 0 és un atractor global en Rf’r. Aquesta condici6 és una conseqiiéncia del fet que
el pla § = 5% = O‘TJFC divideix ’espai de fase en dues parts, una en la qual el nombre d’infectats
disminueix i una altra en la qual creix. En concret,

si S < S*, aleshores [ = ST —al —cl < (BS* —a—¢)I =0,
mentre que
si S > S*, aleshores [ = 3ST —al —cl > (BS* —a—c¢)I = 0.

D’altra banda, com que A = {(A, S, 1) € R?| ,U'm% <A+ S+I1< ub~ } era un atractor de totes

les orbites, 1 /A és un conjunt arc-connex, podem raonar com segueix. Si el conjunt A no interseca

el pla S = S*, aleshores deduim que A estd a un dels dos costats del pla S = S*. De fet, com
que A conté punts del pla S = 01 5" > 0, es té que A es troba al costat S < S* d’aquest
pla. Aixo implica que tota trajectoria (Ag(t), So(t), Io(t)) del sistema sera estrictament decreixent
respecte [ a partir del moment que entri en A. Ara bé, com que A és un conjunt acotat i Io(t) és
eventualment decreixent, aleshores el seu limit existeix. A meés, el limit ha de ser 0 perqué, quan
S < §* I =0si,1inomeéssi, I =0.
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Notem també que la component S maxima que pot prendre un punt de A és ;ﬁbm’ de manera que
_b b

A no interseca amb el pla S = S* si, i només si, o < S*. Per tant, si definim Rgg = prEE

tenim que la condicié Rgy < 1 implica que el pla I = 0 és un atractor global en R‘i. Es directe

m

comprovar que Ry < Ry,
b b

s s min{m, d, c}S* B

Roo.

Per tant, a priori hi podria haver situacions en les quals el sistema (5) no tingués equilibris epidémics
pero el pla I = 0 no fos un atractor global (aixd podria passar quan Ry < 1 < Rgg). Caldria

estudiar amb més cura el model per acabar de decidir si un escenari com aquest és possible o no.

Les interpretacions es compliquen quan ens centrem en les condicions de la funcié g(I) quan
Ry > 1 (quan hi ha equilibris epidémics i la funci6 g(I) esta definida). Només direm que a partir
de la funcié ¢g(I) es deriva també una condicié necessaria per a Pexisténcia d’equilibris epidémics.

Sempre sota la hipotesi Ry > 1, se satisfa que

b — dS*}

e elsistema (5) té almenys un equilibri epidémic si, i només si, g(/)>0 per algun I € (O,

Finalment, també podem donar alguns casos particulars quan assumim que les diferents derivades
de r(A, S, I) sébn monotones. Aixi per exemple, si es compleix que ¢g(0) > 0, a partir de les primeres

derivades de la funcio g(I)

(1) =g/ (1) =y (@ (1) - LA
(1) =ryr (@(5)) - Al @AED 2 eraa(FASD)
es dedueix que (Taula 2)
ra rr|Taa rar i | 9'(S) | g"(5) Equilibris
epidémics
+ - — 1sig(0) >0
+ - 4+ + 1si g(0) > 0
-+ - - 1sig(0) >0

amb el mateix conveni dels signes que en I'apartat anterior. Notem que el primer cas (r4 > 0 i
r; < 0) és for¢a raonable. Com ja hem comentat més amunt, el fet que hi hagi gran part de la

poblacié infectada pot augmentar la prudéncia que s’adopta en les relacions sexuals.
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Resum parcial de la dinamica del sistema (5)

En els apartats anteriors hem observat que la funci6 r(A,S,I) pot influir molt en el nombre
d’equilibris del sistema, i en aquest sentit sembla important acotar les seves propietats. Si ho
recordem, aquesta funcié intenta reproduir el comportament social davant una epidémia que es
transmet per contactes sexuals. Si bé haviem volgut deixar (A, S, I) el més lliure possible degut
a la imprevisibilitat humana, la dificultat del model ens obliga a simplificar-la. D’ara en endavant
considerarem que la funcié r és monotona respecte les diferents variables. En concret imposarem
que

0 0% <, (1)
perqué creiem que aquest és el comportament més raonable que seguiria una poblacié en una
situacioé general. No obstant, no és dificil pensar en casos en els quals aquestes relacions estan lluny
de la realitat. Per exemple, si la infeccid6 que estem modelitzant presenta un periode de laténcia
llarg, aleshores el més raonable és pensar que els infectats no simptomatics (o no diagnosticats)
tinguin un efecte social equivalent al dels susceptibles. També pot presentar problemes la condicid
g—z > 0. La suposem certa basant-nos en el fet que els individus de A no tenen una influéncia clara
sobre els de S i que, en canvi, com més gran sigui el volum d’A més probable sera que individus
d’aquest compartiment siguin influenciats per persones d’S. Es evident que aix0 no tindria perqué
ser aixi. Podria passar que els individus d’A tampoc fossin influenciables pels d’S. En aquest cas,
nomeés hi hauria un efecte educatiu per part dels individus d’A i d’S, de manera que la funcié de

recaptament podria expressar-se com

S
r(A,S, 1) =b——,
( ) A4S
on estem suposant que dels nous individus (la constant b), s’en va una part a .S proporcional a la
fraccio d’individus en S. Es a dir, s’en van aquelles persones que han estat educades per gent d’S.

Fixem-nos que aquesta funci6é de recaptament no satisfa g—; > 0.

Per aquests motius, el resum de la dinamica que donem en forma de taula és només parcial, ja que
en alguns dels resultats se suposen les relacions de monotonia (11) i perqué es donen condicions
suficients pero, en general, no necessaries. Per tal que els resultats tinguin una interpretacié biolo-
gica relativament facil d’avaluar, en alguns casos utilitzem condicions més febles que les obtingudes

al llarg dels apartats anteriors.
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Resultat

Interpretaci6 biologica

A ={(AS1I) ER ]
A+S+I<

invariant i un atractor global, on

< o } és p081tlvament

Pmaz = max{m,d, c} i

tmin = min{m, d, c}

JEsa

dir, tendeix a ser superior a la taxa de naixement entre la

La poblacié total tendeix a l'interval {
Nmaz MHmin
mortalitat maxima dels seus individus i menor que la taxa
de naixement entre la mortalitat minima dels seus
individus. Denominem cota poblacional inferior i cota

poblacional superior a aquests quocients.

EnelplaS:S*—‘”C I=0.
Si S < S*, aleshores I < 0.
Si S > S*, aleshores I > 0.

Si el nombre de susceptibles és superior a la taxa de
desaparicio d’infectats (per curaci6 i mortalitat) entre la
taxa d’infecci6, aleshores els infectats creixen. Si els
susceptibles s6n menors a aquest quocient, els infectats
decreixen. Denominem aquest quocient com a nombre de
susceptibles critic (S*), ja que determina la dinamica dels

infectats.

Si Roo = b

I =0 és globalment atractor.

<= < 1, aleshores el pla

Si la cota poblacional superior és menor que el nombre de
susceptibles critic, aleshores, independentment del nombre
d’infectats, susceptibles i no susceptibles inicials, I’epidémia

tendeix a desaparéixer.

Si Ry = # < 1, aleshores no hi ha

punts fixos amb I > 0.

Si el creixement de la poblacié (b) és menor que el producte
del nombre de susceptibles critic per la mortalitat d’aquest
col-lectiu (S*d), aleshores no hi ha estats epidémics

estacionaris.

Sir(A,S,0)—dS* > 0, aleshores hi
ha punts fixos amb I > 0.

Si el recaptament quan no hi ha epidémia és major que el
producte del nombre de susceptibles critic per la mortalitat
d’aquest col-lectiu (S*d), aleshores hi ha estats epidémics

estacionaris.

Sir(A,S,0)—dS* >0, 2 51 > 01
% < 0 aleshores hi ha un tnic punts

fix amb I > 0.

A part de donar informacié sobre la dinamica poblacional al llarg de ’epidémia, la taula anterior
suggereix una série de qiliestions. Per exemple, ens preguntem si quan Ry <1 < Rgp el pla I =0
també és globalment atractor o pot no ser-ho. Relacionat amb aquesta qiiestio, també ens hem

interessat per saber si el fet que no hi hagi equilibris epidémics implica que el pla I = 0 és un

Si es déna la condicié anterior i el recaptament creix si
augmenten el nombre d’individus no-susceptibles, i decreix
si augmenten els infectats, aleshores hi ha un unic estat

epidémic estacionari.

43



atractor global. Més concretament, hem intentat demostrar fent s dels resultats de la taula i les
condicions de monotonia (11), aixi com d’altres consideracions topologiques, si Pexisténcia d’un
atractor en A\ {I = 0} implica que hi ha almenys un punt fix en aquest conjunt. Per fer-ho ens
hem basat en el fet que, si hi hagués un atractor en A\{/ = 0}, aleshores aquest hauria d’intersecar
el pla S = S*. En aquest sentit semblava util agafar la seccié de Poincaré Yg. = AN{S = S5*} i
estudiar les possibles imatges, pel flux, dels punts d’aquesta secci6 sobre ella mateixa. No obstant,
en l'intent hem pogut copsar la dificultat que representa estudiar aquesta aplicacio, ja que ni tan
sols es pot assegurar que sigui continua. D’altra banda, també hem provat de buscar, sense éxit,

contraexemples en els quals existeixi un atractor en A\ {I = 0} perd cap punt fix.

Estudi de l’estabilitat global per a funcions r concretes

En aquesta darrera secci6 de la part de resultats ens centrarem en dos casos particulars de la funcié
de recaptament i demostrarem, fent s del Teorema 6, propietats globals del sistema. Les dues

funcions que considerarem séon

or . ) o .
e r(A) >0 amb 94 > 0, és a dir, la funcié de recaptament és positiva, només depén d’A i és

creixent respecte aquesta variable,

e (A, S) =k +pA+gSA, amb k,p,q > 01i k < b per tal que es compleixi la condici6 de

consisténcia,

i veurem que es satisfan les segiients propietats:

e Pel cas r(A) > 0 amb g—; > 0, hi ha un nombre reproductiu basic que és Ry = dr_;* 1esté
que
Si Ry > 1 el sistema presenta un Si Ry <1 el sistema no té equilibris
equilibri epidémic que és globalment epidémics i hi ha un dnic punt fix al
atractor pels punts de l'interior del pla I = 0 que és globalment atractor
primer octant <ﬁéi) pels punts del primer octant (Ri)
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e Pel cas r(A,S) = k+pA+ qAS amb k,p,q > 01i k < b, hi ha un nombre reproductiu que és

mk +p(b—dS*)  (b—dS¥)

Ry = +
0 mds T
iesté que
Si Ry > 1 el sistema presenta un Si Ry < 1 el sistema no té equilibris
equilibri epidémic que és globalment epidémics. Resta oberta la qiiestio
atractor pels punts de l'interior del sobre si el pla I = 0 és globalment
o3
primer octant (R +> atractor

Finalment, també veurem que quan la funcié d’r depén de la variable I, aleshores no és possible

utilitzar una funci6 de Lyapunov analoga a la utilitzada en aquests dos casos.

0
Cas en qué la funcié de recaptament és r(A) > 0 amb 8—:1 >0

Primer de tot observem que per aquesta funcio r, el sistema (5) esdevée

A=b—r(A) —mA
S =r(A) — BSI + ol —dS (12)
I =BSI —al —cI.

Per tant, la dinamica de la variable A és independent d’S i de I, de manera que la podem estudiar
per separat. Aixi, aplicant que 7(A) és una funcio creixent i que b > r(0), no és dificil veure que
existeix un anic A* tal que b —r(A*) —mA* = 0. A més a més, com que A >0si A < A*i A <0
si A > A* deduim que A* és un atractor global del sistema A = b — r(A) — mA. Per tant, la
dinamica del sistema (12) convergeix al pla A = A* i només cal que 'estudiem aqui. En aquest

cas, 7(A*) és una constant, que denotarem r*, i el sistema restringit es redueix a

S =r*—pBSI+al —dS
I =8SI—al —cl.

r

d
L’argument és analeg al que hem fet per A abans, ja que r* — dS és una funci6 decreixent estricta

En aquest cas, no és dificil veure que si I = 0, S = % és un atractor per condicions inicials a [ = 0.
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que talla I’eix d’abscisses (ja que 7* > 0). Ara bé, és un atractor global del primer quadrant? En

aquest cas depén dels parametres.

Fixem-nos que el sistema restringit té un equilibri epidémic (S*,I*) en el primer quadrant si, i

nomeés si,
r* —dS* r*
"= — >0, ésadir, si Ry = > 1
C 3 ? dS* 9

B
és un atractor global del primer quadrant si Ry < 1. En Ry es produeix una bifurcacio6 transcritica

on S* = %€ és el nombre de susceptibles critic. Doncs bé, a continuacié veurem que el punt (S, 0)

i el punt (S*, I*) esdevé un atractor global de U'interior del primer quadrant.

Fet. S5i Ry < 1, el punt fix (S, 0) és un atractor global en el primer quadrant.

Demostracio. Notem primer que, com hem vist en general a la seccié anterior, totes les trajectories
del sistema sén positivament acotades. Per tant el seu w-limit és un conjunt no buit del primer

quadrant. Aplicant ara el teorema de Bendixson-Poincaré, com que (5' , 0) és I'tinic punt fix del

primer quadrant, tenim que Pw-limit dels punts d’'R% ha de ser, necessariament, el punt (g7 O).
En efecte, no hi pot haver orbites periodiques perqué aquestes haurien de creuar 'eix I = 0 que és
invariant. Tampoc hi pot haver una connexié homoclinica del punt (S , O) perqué aquesta també
tallaria 1eix 1 = 0. O

Per veure 'estabilitat global de I’equilibri epidémic (S*, I*) quan Ry > 1 utilitzarem la funci6 de
Lyapunov
V(S,I) =S — S*InS + B(I — I*InI),

on B = <. Es immediat comprovar que (S*,I*) és un minim global de la funcio V' i que

V (S,I) — oo quan (S, 1) — JR%Uoc. Per tant, I'inic que cal estudiar de la funcio V(S, 1) és la

seva derivada temporal, és a dir

d . . S*. A A
EV(S(t), I(t)) = V(S,I)=S— <5+B (1 — 71)
: X 02
Fet. V(S,I)=(r+al)(2-5 — &) V(S,I)eR,.
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Demostracio. D’entrada considerem V(S, I) substituint S per l'expressié del camp,

) ) * LTI
V(S,]):S—S—S+B<]——I) =

S 1
) S ) s ]
=r —ﬂSI—i—ozI—dS—rg—i—ﬁSI—oz?]—i—dS—i-
LR
—i—B(I—TI)
Observem que, com (5S5* = a + ¢, aleshores
S* S*
*—pBSI I—r"— I —a—1=
r* — BSI + « r S+BS aS
=r*—f3S §I+a[—r 3 —i—ﬂSI—cvS[—
:7“*—(a+c)%]+a[—r*%—|—(oz+c)[—a%]:
. S* S . S S
= (r"+al) (2—§—§)—7’ —|—7’§ c§]+cl.

Per tant, fent aquesta substitucio a 'expressio de V, obtenim
: St S
V(S,I)=(r"—al) <2— ———) —

. ) S . Y A

c
a+c’?

Comencem substituint I = 8ST — al — I i agrupant tot el que depén de [ per una banda i el que

El problema es redueix a comprovar que per B = Iexpressi6 de la linia inferior s’anul-la.

no depén de I, per I’altra. Aleshores,

_r*+r*£—c£*]+c[—d5—d5*+B(f—]—j> =

S S I
="+ §—c§[—|—c[—d5—d5 +B(BSI —al —cl —pSI" +al* +cl") =
—[(—c%+c+BﬁS—Ba—Bc)—

—r*+r*% —dS +dS* — BBSI* + Bal* + Bel”.

Notem que per tal que aquesta expressio sigui idénticament 0, cal que el factor que acompanya [
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sigui 0. Ara bé,

0

(—c%+c+BBS—Ba—BC) =

(—c% +c+ BBS*% — Ba — Bc> =

(—c%+c+B(a+c)% —B(a+c)> =

— B(a+c¢) =g,

que és precisament el valor de B que hem considerat per la funcié de Lyapunov. De fet, observem
que aquest métode permet, d’alguna manera, trobar el coeficient de la funci6 de Lyapunov que
s’ajusta al sistema. Finalment, cal comprovar que I'expressiéo que no depén de I també és 0. En
aquest cas, tornem agrupar el que depén d’S del que no, i utilitzem que B(a + ¢) = BBS* = c.

Aleshores,

S 4S 4 st - BBSI* + Bal* + Bel* =

S*
S S S
o 48 L dSE — eI oI =
r —i—rS* as S*—i-dS o +c

S
=—r"4+dS" +cl" — §(—T* +dS*+cl*) =0,

ja que —r* +dS* + cI* = —r 4+ 5S*I* — al* + dS* = 0 per ser (S*,[*) un punt fix (el camp s’ha
d’anul-lar). O

Corol-lari. Si Ry > 1, el punt fix (S*,I*) és un atractor global de l'interior del primer quadrant.

Demostracio. Com hem vist en el resultat anterior, la funcio
V(S,I)=S—S*InS + B(I — I"InI)
és una funcio de Lyapunov que satisfa

V(S,I) = (r+al) (2-%-%).
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02 |
Per tant V(S,1) > 0 V(S,1) € R,,iV(S,I) =0 si, i només si, S = S*. Aix0 és conseqiiéncia
del fet que, per nombres positius diferents, la mitjana geométrica és sempre superior a la mitjana

aritmética, de manera que

* 2 x\ 2 L Qx
W>SJ;S :>S_5*>S +(S)4+255

— 25-5* > 5% 4 (5%)?
== 2> 5 + >
S S
Com que en el pla S = S* I'anic conjunt invariant és el punt fix (S*, I*) (ja que, si no, per unicitat

de solucions hi hauria més d’un punt fix), podem aplicar el teorema de La Salle - Lyapunov
02

(Teorema 6) i concloure que (S*,I*) és un atractor global de R, O

Cas en qué la funci6 de recaptament és r(A,S) =k + pA+¢SA, amb k,p,q >0

Abans d’estudiar les propietats d’estabilitat del sistema (5) amb aquesta funcié de recaptament,

cal determinar el nombre de punts fixos que hi ha al primer quadrant en funcié dels parametres.
Pel que fa als equilibris no epidémics, com que la funci6 r(A, S) = k + pA + ¢S A satisfa

Zr_, Pr _ oo 4 Ir
042 =~ 94os ! 05?

=0,

aleshores podem aplicar els resultats resumits a la Taula 1 i deduir que, independentment dels

parametres del model, el sistema té sempre un tnic equilibri no epidémic.

Analogament, podem utilitzar els resultats de la Taula 2 per concretar el nombre d’equilibris

epidémics. En aquest cas, com que

or , or

0A 0

es té que el sistema tindra un dnic equilibri epidémic si, i només si, b — dS* > 0 i

r(b_ds ,5*,0) —dS* >0,
m
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és a dir, si

b—dS* b—dS*

(b-ds) | (b-ds)
m

k+p S*—dS* > 0.

Aquesta condici6 es pot reescriure com

_mktp(b—dS?) | (b dS")

R
0 mdS* g md

> 1.

Doncs bé, a continuacié també justificarem que si es doéna aquesta condicid, és a dir, si el sistema

té un punt fix (A*, S* I*) a linterior del primer octant, aleshores aquest punt sera un atractor
3

global pels punts de R__. Per veure aixo ho farem novament considerant una funcié de Lyapunov

V(A5 1)=A— A"InA+ B(S — SInS) + D (I — I*Inl),

on B i D son uns coeficients adequats (els especificarem després). Fixem-nos que aquesta funcio
és analoga a la que hem utilitzat en el cas anterior i, per aquest motiu, ’estratégia que utilitzarem

per provar que

V(A S, 1) <0

sera molt semblant. En concret, veurem que per a uns determinats valors B i D se satisfa que

V(A,8,1)=(b—k) (2—%—§)+B(k+pA+aY) (2-%-%). (13)

Es per aquest motiu que hem detallat tant el procediment abans. En aquesta ocasié només
indicarem de paraula els passos que hem seguit per tal de trobar els coeficients B i D. No els
escriurem explicitament perqué sén expressions molt llargues sense cap mena d’intereés. Un cop
coneguts els coeficients B i D, és facil comprovar que es compleix I'equacié (13) mitjangant algun

software de matematica simbolica.

Fet. Si B = % iD= ;fc, aleshores
* * * 03
VA S I)=0b-k)(2— 4 —4)+B(k+pA+al)(2— & —5), V(A,S,1)€eR,.

Demostracio. Com hem dit, només donarem la successio de passos que porta a la determinacio de
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Bi D. El que si escriurem és, pero, Uexpressio V' original
: A* A*
V:b—k:—pA—qAS—mA—bZ+k7+pA*+qA*S+mA*+
S* S . . S .
+ B k+pA+q¢gSA—BST+al —dS — kg—pAg—qS A+ BS*I —alg—i—dS
+D(BST —al —cl — BST* 4+ al* + cI"),

per fer notar que hi ha factors com A 0 s que, pel fet de tenir la variable al denominador, son de
dificil tractament. Per tant, el primer objectiu que seguim quan intentem provar que V <0 és el

d’eliminar aquests factors, i ho fem com comentem a continuacio.

1 *
e Agrupem tots els factors on hi hagi T En aquest cas obtenim —(b— k)4

e Sumem i restem 2 (b — k) —(b—k) & T %

amb 2 (b — k) — (b— k) <& i obtenir (b—k) (2 — <= — 4%) que és menor o igual a 0. Aixi hem

pogut eliminar tots els factors on apareixia la Varlable A al denominador.

de manera que podem agrupar el factor —(b — k)

e Agrupem tots els factors on hi hagl . En aquesta cas obtenim —B (k + pA + o) %

e Sumem irestem B (k + pA + al) (2 — i) i, com abans, agrupem els factors B (k + pA + al) (2 —

—B (k+pA+ al) 5 per obtenir B (k+pA+al) (2 — & — %) que també és negatiu (si
ho és B, és clar).
% i % de Pexpressio de V, tot i que

en el procés s’han generat nous sumands amb variables al numerador. Aixi, hem obtingut que

Aquesta successié de passos aconsegueix eliminar els factors

: A A* S S
V=(0b-k) (2—;—7) + B (k+pA+al) (2—§—§) + Res(A, S, I, B, D),

on el conjunt de termes residuals és de la forma

Res (A, S,[,B,D) = kl + k2A+ k35+ k4[ + k5AS+ k’GS[,

amb ki, ko, k3, k4, k5 1 kg constants que només depenen dels parametres i de B i D de forma lineal.

De fet, quan es calculen s’observa que

o1
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(o +¢)D —cB

kg = &=

L _BUS" 4 el* — k) + k4 pA® — dS” — eI
5 — A*S*

ky=—1T"kg — A"ks

ks = — A%ks

ko = — S*ks

ki =S"T"ke + S*A*ks.

El segiient objectiu és trobar valors dels coeficients B i D de manera que s’anul-li el conjunt de
termes residuals de l'expressié anterior. Aix0 és equivalent a demanar una solucié del sistema

lineal sobredeterminat

\
En general no té perqueé existir una solucio, pero en el nostre cas si que existeix degut a les relacions

que presenten els coeficients k;. Per trobar la soluci6, considerem les constants ks i kg, que so6n

(o +¢)D —cB
ke = o
i B(dS* +cI* — k) + k + pA* —dS* — cI*
5:

A*S* )

i obtenim que, perqué el sistema tingui solucio, cal que

D cB
a—+c
B_k—l—pA*—dS*—c[* B qA*S*
 k—dS*—cl*  pA* 4 qA*S*
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A més, és clar que B > 01 D > 0, de manera que

: A A S S 03
V(A,S,I)=(b—k) Q_E_Z +B (k+pA+al) 2—§—§ <0, V(A S I)eR,,

iV (A,S,I)=0si,inoméssi, A=A*iS = S*.

Corol-lari. L’equilibri epidémic (A*, S*,I*), quan ezisteizx, és globalment asimptoticament estable.

Demostracio. Considerem la funcié de Lyapunov
V(A S I)=A—-A"InA+ B(S—S"InS)+ D (I — I"In]),

— _DpAYS* . _ B s o3
amb B = eyl D = ==, que satisfa

(1) V(A1) >V (A", S I¥) V(A,S,I)ef&i\{(A*,S*,[*)},

. 03

(2) V(A,S.I)>0 V(A S I)eR,,

03

(3) V(A,S,I)— ooquan (A,S,I)— 0R,.

Les condicions (1) i (3) son immediates utilitzant que B > 01 D > 0. La condici6 (2) ’hem deduit

en el resultat anterior. Finalment, com que

V(A,S,1)=0si,inoméssi, A=A"1S=25",

si justifiquem que I'inic conjunt invariant a la recta determinada per A = A* i S = S* és el punt
fix (A*, S*, I*), aleshores aplicant el teorema de La Salle - Lyapunov podrem concloure que aquest
punt és asimptoticament globalment estable. El fet que el punt fix és I'inic conjunt invariant en
A= A*iS = S* es raona facilment. D’una banda, els punts que pertanyen a un conjunt invariant
en A= A*1S = S* han de satisfer A =015 = 0, ja que, si no, la seva orbita sortiria d’A = A*
i § = S*. D’altra banda, sobre el pla S = S es té que I = 0. Aixo implica que els conjunts
invariants que busquem només poden estar formats per punts fixos. Aixi, com que I'inic punt fix

és I'equilibri epidémic, aquest punt constitueix el conjunt invariant més extens contingut a la recta

A=A*1S=95" U
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Per acabar d’estudiar les propietats globals del sistema (5) quan r (A4, S, ) = k+pA+qAS, caldria

demostrar que quan no hi ha equilibris epidémics, és a dir, quan

mk + p(b — dS™) (b —dS*)
mdS* +a

R(J: <]-7

md

aleshores 1'inic punt fix del pla I = 0 és un atractor global de les orbites del primer octant. Tot i
que creiem que aix0 és aixi, hi ha alguns detalls que encara no hem pogut solucionar, de manera

que deixem la qiiesti6 oberta.

Es pot estendre aquest procediment per a altres funcions 7

L’apartat anterior mostra que, d’alguna manera, hi ha un métode per trobar funcions de Lyapunov

de la forma
V(A,S,I)=B;(A— A'LogA) + By (S — S*LogS) + Bs (I — I"LoglI) , (14)

on By By i Bs sén constants positives que només depenen dels parametres i on (A*, S*, I*) és un
punt fix del sistema (5) que es troba a l'interior I’R3. En aquest sentit, és important preguntar-
nos fins a quin punt aquesta familia de funcions és 1til per estudiar propietats globals quan es
consideren altres funcions de recaptament (r) del sistema (5). Doncs bé, desafortunadament, a
continuacié veurem que en la majoria de casos en que r depén de la variable I, aleshores no pot
existir una funcio de Lyapunov del tipus (14). Ho farem provant que V >0en algunes regions de

Iespai de fase, i que aix0 passa independentment de B;, By i Bs.

Fet. Suposem que el sistema (5) general té un unic punt fix a Uinterior d'RY. Sigui (A*,S*, I*)
aquest punt fix. Si
aI € tal que r(A*,S* 1) #r (A", ST,

aleshores )
03 .

3(A,S,1) e Ry tal que V(A,S,I)>0.

. 03
Demostracid. Suposarem que V (A, S,I) < 0 per a tot (A,5,1) € R, i veurem que aixd implica

que
r (A% S*. 1) =1 (A", S*, "),  VI€ER,.
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Comencem considerant la derivada temporal de la funcio V, és a dir

V(A,S,I) =B, (A_ ZA> + By (S—§S) + Bs ([— 7]) )
Observem que, com que 55* —a —c = 0, aleshores sobre la recta determinada per S = S*i A = A*

es té que

V (A", 5", 1) =0,

degut a que
A o
A= Zd) = (A-4) =0
(+-5)
. g*. ..
$-28)=($-5)=0
(5-59)
(]—71) =BS"—a—c)(I-1")=0.
Per tant, la condicio V (A4, S, 1) < 0 implica que la funci6 V ha de tenir maxims relatius sobre la
recta {S = S*}N{A = A*} . En particular, si fixem la coordenada I i estudiem la funcié V/ (A,S,1)

en el pla I = I, aleshores s’ha de complir que

=0.
(A,S)=(A*,5%)

15) 0 . —
VA eR, (Aa—A + $> V (A, S,1)

Es a dir, totes les derivades direccionals de la funcio V (A, S, 7) en el punt (A*, S*,T) han de ser
iguals a 0 per tal que hi pugui haver un maxim relatiu en aquest punt. Calculant, doncs, aquesta

derivada direccional, obtenim la condicid

(A,8)=(A*,5%)

o 0\ .- -
<)\a—A + %) V (A, S,1)

(dS*+cl —r ( ,S,))_l_/\Bl(T( ,S* I —r ( ’S’)):()

—Bs(1-1) - B, : =

Observem finalment que, com aixo ha de ser cert per a tot A € R, aleshores cal que

PGSR );(A 1)
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perqué, si no, la derivada direccional dependria de A i no podria ser idénticament 0. Per tant,
deduim que
r(A*,S*,I*)—r(A*,S*,T) =0, VI € Ry,

que, finalment, implica

r(A*, 8%, T*) —r (A, 8", 1) =0, VIeR,.

5 Conclusions

No és noticia que els models matematics senzills expliquen la realitat amb una precisié notable.
No hi ha dubte que aix0 és aixi en mecanica, en oOptica, en electronica i en tants altres camps més
elaborats de la fisica. En biologia, pero, les coses no son tan clares. Aixo s’explica, en bona part,
pel fet que historicament la biologia ha estat observacié. Mitjancant la observacio, el raonament
huma i el disseny experimental per observar millor, les ciéncies de la vida han avancat de forma
extraordinaria. A dia d’avui, el coneixement que es té de les molécules i les estructures cel-lulars
és immens i va en augment. Es clar que la tecnologia, i per tant les matematiques, ha permés
“veure” coses invisibles a ull nu. Tant microscopis com seqiienciadors de genomes no sén més que
diferents “ulleres” amb les quals mirar el mon de la vida. I aqui és on volia arribar: els models
matematics no sén instruments per percebre la realitat, i per aixo s’han deixat de banda durant
tant de temps. Vol dir aixo que la modelitzacié matematica no és util en biologia? Jo penso que

no. Més al contrari, crec que la biologia esta a les portes d’'un canvi de paradigma.

Davant d’un resultat empiric, I'investigador formula un raonament que explica per qué la realitat
és aixi i no d’una altra manera. Els fonaments sobre els quals es basa per fer un raonament o un
altre son, basicament, altres dades empiriques i una bona dosi d’intuici6. D’aquesta manera la
recerca de l'investigador avanca, ja que realitza nous experiments per tal de recolzar o refutar la
opini6 inicial. Aquest procediment presenta problemes quan hi ha molts fets sobre la taula dificils
de relacionar. En biologia sovint els arbres no deixen veure el bosc que formen, és a dir, un excés
d’informaci6 difumina els processos elementals i dificulta la comprensi6 del conjunt. En aquesta
situacié és quan més necessaris son els models matematics, ja siguin estocastics o deterministes.

Aquestes eines matematiques permeten abstraure el que es creu rellevant i contrastar 1’efecte de
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cada factor. Si més no aixo0 és el que he constatat al llarg d’aquest treball. Els factors que intervenen
en una epidémia soén diversos i nombrosos, i a priori és dificil dir quins sén més importants i quins
menys. No obstant, quan formulem un model que només depén del nombre promig d’infectats,
de susceptibles i d’'unes poques relacions entre ells, i veiem que la dinamica s’ajusta prou bé a les

dades reals, aleshores tenim una teoria raonable sobre com evoluciona 1’epidémia.

Evidentment, aquest procés no és necessariament facil. En la segona part del treball ens hem
proposat ’ambiciosa tasca de modelitzar una epidémia en funcié del comportament social. En
concret, voliem saber fins a quin punt importa la manera en qué la poblaci6 reacciona davant un
brot infecciés. Com era d’esperar, hi ha una forta dependéncia d’aquest factor i no s’han pogut
determinar grans resultats. No obstant, sota certes hipotesis hem pogut derivar resultats forts.
Hem identificat relacions de parametres poblacionals que permeten inferir la dinamica global de
Iepidémia. Alguns d’aquests parametres sén mesurables, com 'esperanca de vida i la taxa de
naixement, i d’altres s’han d’estimar, com la taxa d’infeccié entre individus. En qualsevol cas,
aquestes relacions permeten aplicar politiques que modifiquin un d’aquests parametres fins a valors
que assegurin l'extinci6 de ’epidémia. Sabem que els resultats derivats aqui son massa senzills per
ser aplicables en una poblaci6 real. Tot i aix0, també creiem que cal comengar per models simples

per considerar, després, casos més detallats.

Finalment, voldria parlar de matematiques. Com he citat en algun punt del treball, durant cert
periode de temps em vaig proposar estudiar els atractors del sistema (5) quan aquest no presentava
equilibris epidémics. Al principi vaig pensar que no seria massa dificil. Creia que a partir d’alguns
resultats estructurals rellevants (no hi havia punts fixos, que les orbites eren acotades, i alguna
propietat més), era possible obtenir informacié sobre els w-limit (en particular volia veure que
I'w-limit havia d’estar, necessariament, al pla I = 0). Com és esperable, I'intent no va prosperar.
En veure que les coses eren més complicades vaig buscar a la literatura informaci6 sobre fluxos en
dimensi6 3. Llavors no vaig tardar molt en recordar I'atractor de Lorentz i com es poden enredar
les coses a l'espai. En qualsevol cas, crec que I'estudi dels camps definits en compactes convexos
d’R3, sense punts fixos, i tals que totes les orbites tenen 'w-limit dins el compacte, és un tema
que podria ser interessant d’abordar. Es podria mirar si una classificacié d’aquests tipus de camps
seria possible, i intentar respondre preguntes relacionades amb si poden existir atractors estranys
0 no, i si poden coexistir diversos atractors o no. Tot i que aixd és més una anécdota que una
conclusio, per mi va ser important perqué em va ensenyar que rere tot problema aparentment

senzill s’Tamaguen sorpreses matematiques encara per descobrir.
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