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Abstract

The analysis of correspondence, developed by Benzecri, comes within the frame of des-
criptive multidimentional statistics. Based on the principles of classic factorial analysis
founded by Spearman and Thurstone, it has as its aim the extraction of the main axes
from a large group of data which are difticult to perceive immediatety.

However, the analysis of correspondence converts to brute data into relative frequen-
cies, that permits of the treatment in general of information of a qualitative nature at the
same time quantitative expressed in units of di�erent sizes. In a more precise way, the
analysis of correspondence sums up the information contained in a table of contingencies
referring to two groups of large sizes and taking into account the probabilistic character
of the data to remedy their heterogenity.

After transforming the elements of the table, the analysis of correspondence gives a per-
fectly clear vision of two clusters of points when this is projected on to a sub-space of
small dimensions (usually two) in such way as to maintain an important part of the in-
formation initially constituted. So, it deals with giving a coherent meaning to the axes
on which the points have been projected and taking advantage of the certain help in
interpretation which the method provides.

Under the name of mathematical statistics, some authors have built a pompous
science, rich in hypothesis that are never satis�ed in practice"

(Benzecri, 1980)
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Abstract

El análisis de correspondencias, desarrollado por Benzecri, se encuadra dentro de la es-
tadística descriptiva multidimensional. Inspirado en los principios del análisis factorial
clasico, fundado por Spearman y Thurstone, tiene por objeto extraer los principales ejes
de un gran conjunto de datos de difícil percepción inmediata.

El análisis de correspondencias convierte los datos brutos en frecuencias relativas, que
permite tratar en general informaciones de carácter cualitativo, al mismo tiempo que
datos cuantitativos expresados en unidades de medida diferentes. Dicho de otro modo,
el análisis de correspondencias resume la información contenida en una tabla de contin-
gencia referida a dos conjuntos de grandes dimensiones, teniendo en cuenta el carácter
probabilístico de los datos y así comprobar su heterogeneidad.

Después de transformar los elementos de la tabla, el análisis de correspondencias per-
mite dar una visión fácilmente interpretable de dos nubes de puntos, al proyectar éstos
sobre un subespacio de pocas dimensiones (generalmenie dos), de forma que se conserve
una parte importante de la información inicialmente constituida. Se trata entonces de
dar un signi�cado coherente a los ejes sobre tos cuales se han proyectado los puntos,
apoyándose para ello en ciertas ayudas de interpretación que proporciona la técnica.

Bajo el nombre de estadística matemática, algunos autores han construido una
ciencia pomposa, rica en hipótesis que nunca se satisfacen en la prática.

(Benzecri, 1980)
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación

La motivación por este Trabajo Final de Grado, vino implicado por mi interés por la
Estadística y en concreto por el análisis de datos, dentro del análisis estadístico multiva-
riante.
Leer el libro "La práctica del análisis de correpondencias", de M-J Greenacre (2008), hizo
que me decantará por un tipo de análisis que desconocía y que fue clave para la decisión
�nal de realizar este Trabajo Final de Grado.

1.2. Objetivos

E1 objeto de este trabajo �nal de grado es presentar los fundamentos teóricos del Análi-
sis de Correspondencias Simple, y aplicarlo al estudio de comportamiento electoral de la
comarcas de Cataluña, en las últimas elecciones autonómicas de 2012. El hecho de que
haya escogido como aplicación un estudio de geografía electoral, es porque pienso que los
resultados electorales constituyen un ámbito adecuado e idóneo para aplicar esta técnica.
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Capítulo 2

Teoría del análisis de correspondencias

Los orígenes del análisis de correspondencias se remontan a la década de los 60 (J-M
Benzécri, 1982). Se desarrolla como técnica estadística aplicada de naturaleza euclidiana
(Foucart, 1984 y 1985) a la hora de analizar las tablas de contingencia, cuyo objeto es
obtener una representación geométrica de los datos que ayude a visualizar y localizar
las relaciones establecidas en grandes matrices de datos. Este nuevo enfoque del análisis
de las tablas de contingencias, fuera del marco de la estadística clásica (Batista, 1984),
ha derivado posteriormente a formulaciones nuevas. De este modo es plausible utilizarlo
en tablas lógicas completas o datos ordinales, y en general a cualquier estructura (su-
jetos x variables) que contenga valores enteros positivos (Cornejo, 1988; Foucart, 1985)
y también a formas multivariantes, de forma tal que es tomado en la actualidad como
un caso particular del análisis factorial. Iniciado en los trabajos de principios de siglo de
Pearson y Hottelling, y desarrollado sobre todo a partir de la década de los 60 gracias al
uso de la informática (Batista y Martínez, 1989). Mientras la escuela anglosajona enfoca
las aplicaciones sobre las variables (estructuras) con el desarrollo del análisis factorial,
la escuela francesa se desvía hacia aplicaciones centradas en los individuos (análisis de
correspondencias).

El nombre de análisis de correspondencias es una traducción del francés "Analyse des
correspondances", el cual fue propuesto en los años 60 por el físico-matemático francés
Benzécri, con el �n de de�nir, describir e interpretar el análisis a través de un grá�co geo-
métrico. Esta técnica analiza los datos tal como fue diseñado por algunos precursores de
la estadística entre los que destacan Pearson, Guttman, Fisher, los cuales, sin embargo no
pudieron llevar a cabo los cálculos por la falta de herramientas que permitiesen cálculos
matemáticos tan complejos como los que pueden hoy en día realizar los ordenadores y el
software existente en el mercado (R, SPSS, Minitab, Xlstat, etc.).
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2.1. Per�les, masas y centroides

Per�les.

Tabla de contingencia.

Sean X e Y dos variables categóricas con I y J categorías respectivamente, y que han sido
observadas cruzando las I categorías X con las J categorías Y , con valores {x1, . . . , xI}
e {y1, . . . , yJ}, obteniendo n =

∑
ij nij observaciones, donde nij es el número de veces en

que aparece la interseccón Xi ∩ Yj dando lugar a la tabla de contingencia N de I × J :

Tabla 2.1. - Tabla de contingencia N .

Y
1 2 j J Total �la

1 n11 n12 ··· n1j ··· n1J n1+

2 n21 n22 ··· n2j ··· n2J n2+

X : : : ··· : ··· : :
i ni1 ni2 ··· nij ··· niJ ni+
: : : ··· : ··· : :
I nI1 nI2 ··· nIj ··· nIJ nI+

Total columna n+1 n+2 ··· n+j ··· n+J n++

Donde:

nij, es el número de elementos de la muestra con X = xi, y Y = yj, situado en la
i-esima �la y en la j-esima columna de la tabla de contingencia,

ni+, es el total de la i- ésima �la (el subíndice + indica suma de los elementos del
correspondient índice):

ni+ =
J∑
j=1

nij,

n+j, es el total de la j- ésima columna:

n+j =
I∑
i=1

nij,

n++, es el total de la tabla N:

n++ =
∑
i

∑
j

nij.

De lo anterior obtenemos las relaciones:

n++ =
∑
i

∑
j

nij =
I∑
i=1

ni+ =
J∑
j=1

n+j.
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Tabla de per�les �la.

De�nimos los per�les �la como las frecuencias relativas de las �las de la tabla de contin-
gencia N . Estos per�les �la describen las distribuciones condicionadas de la variable Y
por las distintas modalidades de la variable X, es decir, las probabilidades condicionadas
P (y1/xi), · · · , P (yJ/xi).

Tabla 2.2. - Tabla de per�les �la A.

Y
1 2 j J Masas de las �las

1 n11

n1+

n12

n1+
··· n1j

n1+
··· n1J

n1+

n1+

n++

2 n21

n2+

n12

n2+
··· n1j

n2+
··· n1J

n2+

n2+

n++

: : :
X : : :

i ni1

ni+

ni2

ni+
··· nij

ni+
··· niJ

ni+

ni+

n++

: : ··· ··· :
: : ··· ··· :

I nI1

nI+

nI2

nI+
··· nIj

nI+
··· nIJ

nI+

nI+

n++

Per�l �la medio n+1

n++

n+2

n++
··· n+j

n++
··· n+J

n++
n++

Denotamos aij como el j-ésimo elemento del per�l de la �la i:

aij =
nij
ni+

,

y el per�l �la i por ai:

ai = (ai1, ai2, ai3, · · · , aiJ).
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Tabla de per�les columna.

De�nimos los per�les columna como las frecuencias relativas de las columnas de la tabla
de contingencia N . Estos per�les columna describen las distribuciones condicionadas de
la variable X por las distintas modalidades de la variable Y , es decir, las probabilidades
condicionadas P (x1/yj), · · · , P (xI/yj).

Tabla 2.3. - Tabla de per�les columna B.

Y
1 2 j J Per�l columna medio

1 n11

n+1

n12

n+2
··· n1j

n+j
··· n1J

n+J

n1+

n++

2 n21

n+1

n12

n+2
··· n1j

n+j
··· n1J

n+J

n2+

n++

: : :
X : : :

i ni1

n+1

ni2

n+2
··· nij

n+j
··· niJ

n+J

ni+

n++

: : ··· ··· :
: : ··· ··· :

I nI1

n+1

nI2

n+2
··· nIj

n+j
··· nIJ

n+J

nI+

n++

Masas de las columnas n+1

n++

n+2

n++
··· n+j

n++
··· n+J

n++
n++

Denotamos bij como el i-ésimo elemento del per�l de la columna j:

bij =
nij
n+j

,

y el per�l de la columna j por bj:

bj = (b1j, b2j, b3j, · · · , bnI).
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Per�l �la medio.

De�nimod el per�l �la medio como las frecuencias marginales de las �las de la tabla
de contingencia N , con relación a sus totales n++ (Veáse última �la de la Tabla 2.2 de la
Tabla de per�les �la A).

Denotamos cj como el j-ésimo elemento del per�l �la medio:

cj =
n+j

n++

,

y el per�l �la medio por c:
c = (c1, c2, c3, · · · , cJ).

Per�l columna medio.

De�nimos el per�l columna medio como las frecuencias marginales de columnas de la
tabla de contingencia N , con relación a sus totales n++. (Veáse última columna de la
Tabla 2.3 de la Tabla de per�les columna B).

Denotamos ri como el i-ésimo elemento del per�l columna medio:

ri =
ni+
n++

,

y el per�l �la medio por r:
r = (r1, r2, r3, · · · , rI).

Cociente de contingencia.

El cociente de contingencia es el tratamiento simétrico de �las y columnas, es decir,
comparando los per�les �la con su per�l �la medio, llegamos al mismo resultado que
comparando los per�les columna con su per�l columna medio.

Tratamiento simétrico de �las y columnas.

El AC analiza de forma similar a las �las y columnas de una tabla de contingencia,
decimos que trata �las y columnas de forma simétrica.
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Característica geométrica especial de los per�les.

Todos estos per�les se pueden expresar en porcentajes (%), puesto que, tienen la ca-
racteristica geométrica especial de que la suma de sus elementos es 1.

Para un per�l �la i, ai = (ai1, ai2, ai3, · · · , aiJ):

J∑
J=1

aij =
J∑
J=1

nij
ni+

= 1,

y para un per�l columna j, bj = (b1j, b2j, b3j, · · · , bIj):

I∑
i=1

bij =
I∑
i=1

nij
n+j

= 1.
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Geometria de los per�les..

Representamos los per�les con J componentes como puntos en un espacio J−dimensional.
Sin embargo, debido a que la suma de estos J componentes es 1, los per�les ocupan en
realidad, una región restringida de este espacio de dimension (J − 1), que llamamos sis-
tema de coordenadas baricéntrico ó símplex.
Las lineas de unión de todos los pares de los J puntos unidad de los J ejes perpendicu-
lares delimitan el símplex. A estos puntos unidad les llamamos vértices del símplex o del
espacio de per�les.
En el caso de tres dimensiones (J = 3), a estas representaciónes las llamamos sistemas
de coordenadas triangular (o ternario).

Los vértices coinciden con los per�les extremos, es decir per�les totalmente concentrados
en un solo tipo de categoría. En de�nitiva vemos que los vértices de�nen los extremos del
espacio de per�les.

Entonces los I per�les �la se pueden representar como I puntos en el espacio de los
per�les columna, pero es su�ciente con una dimensión menos, el mím{I − 1, J − 1}.

Masas.

Podemos considerar los valores de los per�les no sólo como unas coordenadas en un
espacio multidimensional, sino también como los pesos asignados a los vértices de un
símplex. Cada per�l es una media ponderada (centroide o baricentro) de los vértices.

El per�l medio es una media ponderada de los per�les, a los que hemos asignado pe-
sos de acuerdo con sus frecuencias marginales. Este per�l medio se halla en una posición
central entre los per�les, pero más cerca de los per�les con mayor frecuencia.
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Masas.

De�nimos por masas a los pesos asignados a los per�les. La masa asociada a cada per�l
(categoría de la variable �la o de la variable columna) mide la importancia relativa de
dicho per�l. La masa que corresponde a cada per�l será su total marginal divido por el
total de la tabla, (n++).

Masas de los per�les.

Por tanto, la masa de cada per�l �la, será el correspondiente elemento del per�l medio
de columnas (ri), mientrás que la masa de cada per�l columna, será el correspondiente
elemento del per�l medio de las �las (cj).

Entonces:

ri, es la masa de la i-ésima �la, así ri = ni+

n++
.

cj, es la masa de la j-ésima columna, es decir cj =
n+j

n++
.

Relaciones entre per�les �la y per�les columna.

Del i-ésimo elemento del per�l �la obtenemos:

aij =
nij

ni+
⇒ nij = aijni+

y del j-ésimo elemento del per�l columna obtenemos:

bij =
nij

n+j
⇒ nij = bijn+j

entonces, tenemos la relación entre los elementos de los per�les �las y columnas:

bij =
aijri
cj

aij =
bijcj
ri

.

Mientrás que el per�l que representa a una �la/columna es independiente del total mar-
ginal correspondiente, este total lo vamos a utiizar para medir la importancia del per�l
en el análisis.

Las �las o columnas con per�les iguales son distribucionalmente equivalentes, las po-
demos agregar en solo punto.
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La matriz de correspondencias.

Sea N la tabla de contingencia de I x J categorías, y denotamos n++ por:

n++ =
∑
i

∑
j

nij = 1TN1,

donde utilizamos 1 para simbolizar un vector de unos, el primer 1 es I x 1, y el segundo
es J x 1 para coincidir con el número de �las y de columnas de N .

Entonces, la matriz P = {pij}, de�nida como:

P =
1

n++

N

es la transformación de la matriz de frecuencias absolutas N , en la matriz de frecuencias
relativas P , llamada matriz de correspondencias, fundamental por su importancia y
utilidad para el cálculo del AC.

Donde:
pij, es nij dividido por el total de la tabla:

pij =
nij
n++

,

p+j, es la suma de frecuencias relativas de la j-ésima columna de P :

p+j =
I∑
i=1

pij =
n+j

n++

,

y pi+, es la suma de frecuencias relativas de la i-ésima �la de P :

pi+ =
J∑
j=1

pij =
ni+
n++

.

Indicando por r el vector I × 1 con los totales marginales de las �las de la matriz de
correspondencias P , y por r el vector J × 1 con los totales marginales de las columnas
de la matriz de correspondencias de P , tenemos que las masas de las �las y columnas de
los per�les correspondientes las podemos representar por:

ri =
J∑
j=1

pij cj =
I∑
i=1

pij,

matricialmente:
r = P1 y c = PT1,

de donde:
pij =

nij
n++

; aijri = pij; bijcj = pij.
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Comprobamos que todas estas de�niciones y todos los resultados en términos de es-
tos valores relativos P = {pij}, r = {ri} y c = {cj}, la suma de sus elementos, en todos
los casos suman 1.

Además multiplicando por n++ recuperamos los elementos de la matriz original N :

n++pij = nij,

n++ri = suma de la i-ésima �la de N,

y n++cj = suma de la j-ésima columna de N.

Denotemos las matrices que contienen los valores marginales de �las y columnas, como:

Dr = diag(r) y Dc = diag(c).

Entonces la matriz de per�les �la es:

A = D−1r P,

y la matriz de per�les columna es:

B = PD−1c .

11



Centroide.

Podemos pensar en el per�l medio de �las como un punto de la hipernube de puntos
de los per�les �la que ocupa la posición central (centro de gravedad, centroide o
baricentro) de dicha hipernube, pero que tiende a estar más cerca de aquellos per�les
que tienen masas más grandes.

Entonces, cj es la media ponderada o centro de gravedad de los per�les �la, donde el
elemento j-ésimo de cada per�l �la se pondera en relación a la masa del correspondiente
per�l �la.

I∑
i=1

aijri =
I∑
i=1

nij
ni+

ni+
n++

=
I∑
i=1

nij
n++

=
n+j

n++

= cj

Teniendo en cuenta el mismo razonamiento para las columnas, el per�l medio de co-
lumnas podemos verlo como un punto de la hipernube de puntos de los per�les columna
que ocupa la posición central de dicha hipernube, pero que tiende a estar más cerca de
aquellos per�les que tienen masas más pequeñas.

De la misma manera que para las �las, ri es la media ponderada o centro de grave-
dad de los per�les columna, donde el elemento i-ésimo de cada per�l columna se pondera
en relación a la masa del correspondiente per�l columna.

J∑
j=1

bijcj =
J∑
j=1

nij
n+j

n+j

n++

=
J∑
j=1

nij
n++

=
ni+
n++

= ri
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Representación del espacio de per�les.

Representación en el espacio RJ (espacio de las �las).

Cada �la de la matriz o tabla de contingencia de los per�les �la A, representa la distri-
bución de la variable en columnas condicionada al atributo que representa la �la (Véase
Tabla 2.2.).

Entonces tenemos una nube de I puntos [N(I)], que representan a las I �las y las J
coordenadas del punto �la i-ésimo, los cuáles serán: aij. Esto nos lleva a que el vector que
representa cada per�l �la i será:

ai = (ai1, ai2, ai3, · · · , aiJ) =

(
pi1
ri
,
pi2
ri
, · · · , piJ

ri

)

Además, cada punto de la nube está dotado de una masa ri.
Por tanto el baricentro de la nube será el per�l medio de �las: c = (c1, c2, c3, · · · , cI)

Representación en el espacio RI (espacio de las columnas).

Cada columna de la tabla de contingencia de los per�les columna B, representa la distri-
bución de la variable en �las condicionada al atributo que representa la columna (Véase
Tabla 2.3.).

Entonces tenemos una nube de J puntos [N(J)], que representan a las J columnas y
las I coordenadas del punto columna i-ésimo, los cuáles serán bij. Esto nos lleva a que el
vector que lo representa será:

bj = (b1j, b2j, b3j, · · · , bnI) =

(
p1j
cj
,
p2j
cj
, · · · , pIj

cj

)

Además, cada punto de la nube está dotado de una masa cj.
Por tanto el baricentro de la nube será el per�l medio de columnas: r = (r1, r2, r3, · · · , rJ)

13



2.2. Distáncia ji-cuadrado e inercia

En el AC las distáncias las medimos mediante la distáncia ji-cuadrado. Esta distancia es
la clave de muchas de las propiedades interesantes del AC. Justi�caremos la utilización
de la distancia ji-cuadrado, técnicamente e intuitivamente.

La hipótesis de independencia, o de homogeneidad, en tablas de
contingencia.

La existencia o no de algún tipo de relación entre las variables X e Y se analiza mediante
contrastes de hipótesis sobre la independencia de dichas variables. El test de hipótesis
habitualmente utilizado es el de la χ2 de Pearson.

Así, dadas dos variables aleatorias X e Y , son independientes si

P (X = xi, Y = yj) = P (X = xi) ∗ P (Y = yj) ∀ i, j

En el caso de una tabla de contingencia, si se aproxima la probabilidad de que sucedan
xi e yj como la frecuencia relativa en un experimento con N tiradas totales (regla de
Laplace), entonces:

pij =
nij
n++

pi+ =
ni+
n++

p+j =
n+j

n++

Así, si
P (X = xi, Y = yj) = pij = pi+ × pj+

para todo i, j, las variables X e Y son independientes y la tabla es homogénea.

En dicho test la hipótesis nula es H0: X e Y son independientes y la alternativa es
H1: X e Y son dependientes.

El test se basa en comparar los per�les �la y columna con los per�les marginales corres-
pondientes, teniendo en cuenta que si H0 es cierta todos los per�les �la (esp. columna)
son iguales entre sí e iguales al per�l marginal de X (resp. de Y ).

El estadístico χ2 del test viene dado por la expresión:

χ2 =
I∑
i=1

J∑
j=1

(nij − eij)2

eij
=

I∑
i=1

J∑
j=1

ni+(
nij

ni+
− n+j

n++
)2

n+j

n++

=
I∑
i=1

J∑
j=1

n+j(
nij

n+j
− ni+

n++
)2

ni+

n++

donde eij = E[nij|H0 cierta] = n++pij = n++pi+p+j =
ni+n+j

n++
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Intuitivamente, valores pequeños de χ2 signi�can que los valores de nij y eij son cer-
canos y, por lo tanto, que H0 es cierta y, por el contrario, valores grandes de χ2 darían
evidencia de que H0 es falsa.

Bajo la hipótesis nula χ2 se distribuye, asintóticamente, según una χ2
(I−1)(J−1) y el p-

valor del test viene dado por:
P [χ2

(I−1)(J−1) ≥ χ2
obs]

donde χ2
obs es el valor observado en la muestra del estadístico χ2. Para un nivel de signi-

�cación 0 < α < 1 la hipótesis H0 se rechaza si dicho p-valor es menor o igual que α.

Si la hipótesis nula se rechaza, las variables X e Y son dependientes. En este caso con-
viene analizar los per�les condicionales �la y columna así como los residuos del modelo
para estudiar qué tipo de dependencia existe entre ellas. Los residuos más utilizados son
los llamados residuos estandarizados que vienen dados por la expresión:

sij =
√
ri(

pij
ricj
− 1)
√
cj

y si toman valores grandes en valor absoluto será debido a que en la celda (X = xi,
Y = yj) de la tabla de correspondencias los valores de nij y eij son muy diferentes y que,
por lo tanto, existe un número anormalmente alto (si sij > 0) o bajo (si sij < 0) de casos.

Los residuos se distribuyen asintóticamente como una N(0, 1). La hipótesis H0 y, a un
nivel del 95.5 % de con�anza, residuos con un valor absoluto mayor que dos se consideran
como valores anormalmente altos.

Distancia euclídea o pitagórica.

La distáncia euclídea o pitagórica ordinaria d entre los per�les �la i e i′ será:

d2(ai, ai′ ) =
J∑
j=1

(aij − ai′j)2.
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Distancia ji-cuadrado.

Distancia ji-cuadrado entre dos per�les �la i e i
′
.

La expresión que vamos a considerar para calcular la distancia entre dos per�les �la,
será una distancia euclídea ponderada, ponderando cada dimensión del espacio, por el
inverso del valor cj (es decir, dividimos cada diferencia de cuadrados entre las coordena-
das en la dimensión j-ésima del espacio de las columnas por el correspondiente elemento
j-ésimo del per�l medio de �las).

Esta ponderación está en relación con la frecuencia marginal de la columna (dimen-
sión) correspondiente, a mayor frecuencia marginal, mayor cj, y por tanto, al dividir por
algo mayor, la diferencia al cuadrado en el numerador, relativa a dicho valor, será menos
importante que la misma diferencia con respecto a un cj menor).

Esta es la distancia que se conoce con el nombre de distancia ji-cuadrado entre los per�les
�la i e i

′
:

d2χ2(ai, ai′ ) =
J∑
j=1

(aij − ai′j)2

cj
.

Distancia ji-cuadrado entre dos per�les columna j e j
′
.

Para calcular la distancia ji-cuadrado entre dos per�les columna, utilizaremos como pon-
deración de cada dimensión del espacio de las �las el inverso del valor ri (es decir, divi-
dimos cada diferencia de cuadrados en la dimensión i-ésima del espacio de las �las por el
correspondiente elemento i-ésimo del per�l medio de columnas).

Esta ponderación está en relación con la frecuencia marginal de la �la (dimensión) corres-
pondiente, a mayor frecuencia marginal, mayorri, y por tanto, al dividir por algo mayor,
la diferencia al cuadrado en el numerador, relativa a dicho valor, será menos importante
que la misma diferencia con respecto a un ri menor).

Esta es la distancia que se conoce con el nombre de distancia ji-cuadrado entre los per�les
columna j e j

′
:

d2χ2(bj, bj′ ) =
I∑
i=1

(bij − bij′ )2

ri
.

Una expresión alternativa del estadístico χ2, en términos de per�les y de
masas.

χ2 = total de la �la× (per�les observados de la �la− per�les esperados de la �la)2

per�les esperados de la �la
.
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Relación de la distancia ji-Cuadrado con el estadístico χ2.

Nos interesa la habilidad del estadístico Ji-cuadrado para medir la heterogeneidad en-
tre los per�les.

χ2 =
I∑
i=1

J∑
j=1

(nij − eij)2

eij
=

I∑
i=1

J∑
j=1

(nij − ni+n+j

n++
)2

ni+n+j

n++

=
I∑
i=1

J∑
j=1

1
n2
i+

(nij − ni+n+j

n++
)2

1
n2
i+

ni+n+j

n++

=

=
I∑
i=1

J∑
j=1

ni+
(
nij

ni+
− ni+n+j

ni+n++
)2

ni+n+j

ni+n++

=
I∑
i=1

J∑
j=1

ni+
(aij − cj)2

cj
=

I∑
i=1

ni+

J∑
j=1

(aij − cj)2

cj
=

=
I∑
i=1

ni+d
2
χ2(ai, c) =

I∑
i=1

ni+
n++

n++

d2χ2(ai, c) = n++

I∑
i=1

rid
2
χ2(ai, c).

En de�nitiva:

χ2 = n
I∑
i=1

rid
2
χ2(ai, c)

Si rechazamos la Ho, signi�ca que el valor del estadístico χ
2 es de magnitud considerable,

pero esto puede deberse o bien a que todos los sumandos son grandes, o sólo algunos de
ellos.
Un valor pequeño de este estadístico nos llevará a manifestar que no hay razones para
pensar en una heterogeneidad entre los per�les en relación a la otra variable (no tenemos
razones para rechazar la Ho de homogeneidad), lo que supone que sus per�les son simi-
lares, y por tanto, también similares a su per�l medio c.
Si los per�les son similares, la distancia ji-cuadrado entre cada uno de ellos y su centroide
será pequeña, lo que también es congruente con la hipótesis de homogeneidad.

Inercia.

El estadístico χ2 nos mide también cómo de lejos se encuentran los per�les de su per�l
medio.

χ2 = n

I∑
i=1

rid
2
χ2(ai, c)

De�nimos la inercia (total) como el estadístico χ2 dividido por el tamaño de la muestra.

Inercia =
χ2

n

Entonces, si la inercia es baja, habrá poca asociación entre la variable �la y la variable
columna, y si la inercia es alta habrá una alta asociación entre ellas.
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Inercia de la nube de puntos.

Con la de�nición anterior podemos decir que la inercia, es la media ponderada de los
cuadrados de las distancias ji-cuadrado entre los per�les y su per�l medio (tanto para
�las como para columnas), ponderando dichas distancias al cuadrado por la masa de cada
per�l.

Denotamos:

- La distancia ji-cuadrado entre el i-ésimo y el i'-ésimo per�l �la, por ‖ai − ai′‖c .

- La distancia ji-cuadrado entre el j-ésimo y el j'-ésimo per�l columna, por
∥∥bj − bj′∥∥r .

- La distancia ji-cuadrado entre el i-ésimo per�l �la ai y el per�l �la medio c (el vec-
tor de las masas de las columnas), por ‖ai − c‖c .

- La distancia ji-cuadrado entre el j-ésimo per�l columna bj y el per�l columna me-
dio r (el vector de las masas de las �las), por ‖bj − r‖r .

- A la inercia, también se le conoce con el nombre de coe�ciente medio cuadráti-
co de contingencia, dado que es una medida de la varianza total de la tabla. A su raíz
cuadrada le denominamos φ, por tanto expresamos la inercia como φ2.

Con la notación anterior, la fórmula de la inercia total, por �las, queda:

φ2 =
χ2

n
=

I∑
i=1

rid
2
χ2(ai, c) =

∑
i

ri ‖ai − c‖2c =
∑
i

ri
∑
j

(pij/ri − cj)2/cj,

y por columnas:

φ2 =
χ2

n
=

J∑
j=1

cjd
2
χ2(bj, r) =

∑
j

cj ‖bi − r‖2r =
∑
j

cj
∑
i

(pij/cj − ri)2/ri.
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Interpretación geométrica de la inercia.

Como ya hemos visto anteriormente, la suma de las masas de los per�les es 1, podemos
decir que la inercia es la media ponderada de los cuadrados de las distáncias ji-cuadrado
entre los per�les �la y su per�l media.

Inercia =
∑
i

(i-ésima masa)× (distánciaχ2de i-ésimo per�l media)2.

La inercia será alta cuando los per�les �la presenten grandes desviaciones en relación con
su media (Grá�co B), y será baja cuando éstos se hallen cerca de la media (Grá�co A).
Podemos pensar en la inercia como asociación, o correlación entre las �las y las columnas
de una matriz, así cuando la inercia es baja, los per�les �la presentan poca variación
y se hallan cerca de su per�l medio, decimos que existe poca asociación, o correlación,
entre las �las y las columnas, y cuánto mayor sea la inercia, más cerca se hallarán los
per�les �la de los vértices columna, es decir mayor será la asociación entre las �las y las
columnas.

Las inercias máxima y mínima.

Si todos los per�les fueran idénticos, y por tanto todos se hallaran en el mismo pun-
to (media) de la nube de puntos, todas las distáncias ji-cuadrado seran cero, y por lo
tanto también lo será la inercia total, con lo cuál la inercia mínima es 0.
Por otro lado, se llegará a la inercia máxima cuando todos los per�les estén exactamente
en los vértices del espacio de per�les. En tal caso, la inercia máxima sería igual a la
dimensión del espacio, min{I-1, J-1}.

La inercia de las �las es igual a la inercia de las columnas.

La inercia total será la misma si lo calculamos a partir de los per�les columna. Es decir, la
inercia total de la tabla será igual a la media ponderada de los cuadrados de la distancia
χ2 entre los per�les columna y su per�l media, ponderadas ahora con las masas de las
columnas (Vease apartado inercia de la nube de puntos).
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El principio de equivalencia distribucional.

Las distáncias ji-cuadraro cumplen el principio de equivalencia distribucional, que ga-
rantiza la estabilidad de las distáncias entre �las, cuando dividimos las columnas en
componentes similares, o cuando unimos columnas similares.

Si dos �las de la tabla de contingencia tienen la misma estructura relativa (es decir,
el mismo per�l) y las unimos en una nueva �la única, las distancias entre las columnas
permanecen invariables. (Lo mismo respecto a las las columnas).

Garantiza que no perdemos nada al agregar categorías homogéneas, ni podemos ganar
nada por desagregar una categoría en categorías homogéneas.

Distáncia euclídea ponderada.

Llamamos distancia euclídea ponderada a:

d2E,p(xj, yj) =

√√√√ p∑
j=1

wj(xj − yj)2

dónde wj son los valores positivos de los pesos y xj, con j = 1, . . . ..., p e yj con j =
1, . . . ..., p son dos puntos en un espacio p-dimensional.

Métrica de las �las.

Calcular la distancia ji-cuadrado entre dos per�les columna, es un ejemplo de distan-
cia euclidea ponderada, es decir, es equivalente a calcular la distancia euclídea ordinaria
entre esos dos per�les, pero dividiendo cada una de las componentes entre la raíz cua-
drada del correspondiente elemento del per�l medio de columnas (raíz cuadrada de ri).
Equivalentemente para la distancia ji-cuadrado entre dos per�les �la.

d2χ2(bj, bj′ ) =
∑I

i=1

(bij−bij′ )
2

ri
=
∑I

i=1

(
bij√
ri
−

b
ij

′
√
ri

)2
= d2E(b̂j, b̂j′ )

dónde: b̂j =
bij√
ri
.
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Interpretación geométrica de la inercia y del estadístico χ2.

En el espacio de per�les transformado por las distancias ji-cuadrado (que vimos en el
apartado anterior), podemos trazar líneas de unión entre los per�les y su media para
mostrar, así, ls distancias ji-cuadrado entre los per�les y su media. Por la fórmula de la
inercia, sabemos que la suma de las distancias de las �las a su media, ponderadas con sus
respectivas masas, es igual a la inercia total de la tabla. Si en vez de ponderar con las
masas, ponderamos con las frecuencias totales de las �las (la frecuencia total de una �la
es n veces la masa de la �la, siendo n la suma toatl de la tabla), entonces la suma ponde-
rada de los cuadrados de estas distancias es igual al estadístico χ2. Obtenemos resultados
equilaventes con los per�les columna y el per�l columna medio. Por tanto, geométrica-
mente, podemos interpretar la inercia y el estadístico χ2 como medidas de dispersión de
los per�les (de las �las o de las columnas) con relación a su media.

Justi�cación teórica de la distáncia ji-cuadrado.

La distáncia ji-cuadrado:
1.- Trabaja con per�les y tiene en cuenta la ponderación de las dimensiones del espacio.
2.- Se relaciona con el estadístico ji-cuadrado de Pearson para contrastar la independencia
en una tabla de contingencia.
3.- Veri�ca el principio de equivalencia distribucional.
4.- Las distancias ji-cuadrado hacen que las contribuciones de las categorías sean más
parecidas.
Esto se basa en la constatación de que existen diferencias importantes en las varianzas
de los valores de las frecuencias de las distintas categorías. Esta observación ilustra una
regla general sobre los datos de frecuencias: los conjuntos de datos de frecuencias peque-
ñas presentan menor dispersión que los conjuntos de frecuencias grandes.
Este ejercicio ilustra el fenómeno general de que una categoría A, la categoría con más
frecuencias más pequeñas, contribuye menos a la distancia euclídea, que por ejemplo otra
B. Sin embargo, la contribución de A a la distancia ji-cuadrado se ve incrementada gra-
cias a la división por las frecuencias medias.
5.- Hace que el análisis de �las y columnas sean simétricos.

Implicaciones de trabajar con per�les.

1.- Todas las �las no tienen la misma importancia, ya que el per�l de cada �la está
referido a un total marginal diferente. De forma que al representar los per�les deberemos
dar más importancia a aquéllos que tengan mayor masa (ri). El mismo análisis, pero para
las columnas.
2.- La distancia euclídea ordinaria entre dos puntos per�l �la no es una buena medida
de su proximidad y deberemos modi�carla: deberemos utilizar la distancia ji-cuadrado,
ponderando cada dimensión del espacio de las columnas. Razonamiento análogo para las
columnas.
Queremos proyectar estos puntos en un espacio de dimensión menor de manera que las
�las que tengan la misma estructura estén próximas y las que tengan una estructura muy
diferente, alejadas.
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2.3. Reducción de la dimensión.

La mayoria de tablas de contingencia tienen más de tres �las y columnas, y por lo tanto
se situan en un espacio de representación de mayor dimensión. Dado que no podemos ni
observar, ni imaginar fácilmente puntos en un espacio de más dimensiones, es necesario
reducir la dimensión de los puntos.

La reducción de la dimensión es un aspecto analítico fundamental del AC, por lo que
llevarlo a cabo implica una cierta pérdida de información. Debemos restringir en lo posi-
ble esta pérdida y así conservar la máxima información.

Identi�cación de subespacios de baja dimensionalidad.

El AC nos permite la visualización que nos proporciona más agudeza en el análisis de
datos. Pero si la dimensión es mayor que tres, la visualización directa es imposible. Por
tanto, es interesante poder visualizar los per�les, aunque fuera de forma aproximada en
un espacio de pocas dimensiones. Así podríamos visualizar los per�les de forma aproxi-
mada en un subespacio de una, dos o tres dimensiones.
Esta es precisamente la esencia del AC: la identi�cación de subespacios de pocas dimen-
siones que contengan los per�les, aunque sea de forma aproximada. Dicho de otro modo,
indenti�ca dimensiones para las cuáles existe muy poca dispersión de los per�les, y eli-
mina las direcciones de dispersión que aportan poca información.

Projección de per�les en subespacios.

Podemos imaginar los per�les formando una nube de puntos en el espacio de per�les. Si
identi�camos la recta, plano o ternario, más próxima a la nube de puntos, podemos pro-
yectar los puntos perpendicularmente sobre la recta, plano o ternario, sacarla del espacio
multidimensional y representar las proyecciones en este espacio unidimensional, bidimen-
sional o ternario. En general, los per�les están situados en espacios de altas dimensiones
de modo que no se pueden observar directamente. Se pueden determinar subespacios de
dimensión menor al número mínimo entre �las y columnas menos uno, donde se puede
aproximar la posición original de los per�les.

Determinación de la calidad de la representación.

Como las proyecciones de los per�les en subespacios de pocas dimensiones no son sus
verdaderas posiciones, deberíamos conocer cuál la magnitud de la discrepancia entre las
posiciones exactas y las aproximadas. Para eso utilizaremos la inercia total de los per�les
como una medida de variabilidad total; es decir, como una medida de la dispersión geo-
métrica de los puntos en sus verdaderas posiciones.
Expresaremos tanto la calidad de la representación, como su contrapartida, la pérdida de
calidad, o error de representación, como porcentajes de la inercia total; y por tanto, su
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suma debe ser 100 %.
Entonces cuánto menor sea la pérdida de inercia, mayor será la calidad, y cuánto mayor
su pérdida, menor la calidad.
Por último, medimos la calidad de representación en subespacios de dimensión menor, en
porcentajes de inercia con respecto a la total.

Una aproximación de la distáncia entre los per�les.

En el espacio multidimensional de las columnas podemos representar los per�les �la
como puntos, y la distancia entre dichos per�les es la distancia ji-cuadrado, una distancia
abstracta que no podemos ver.
Las distancias entre las proyecciones de los per�les �la son aproximaciones de las ver-
daderas distancias ji-cuadrado en el espacio real completo. Queremos encontrar una re-
presentación de esos per�les como puntos en un subespacio de baja dimensión donde
la distancia euclídea que los separe coincida tanto como sea posible con la distancia ji-
cuadrado original.
Hemos visto cómo si transformamos las coordenadas de un punto �la, dividiendo cada
una de ellas por la raíz cuadrada del peso de la dimensión correspondiente, la distan-
cia euclídea entre los puntos, utilizando las coordenadas transformadas, coincide con la
distancia ji-cuadrado original. Por tanto, los puntos per�l �la con coordenadas transfor-
madas vienen separados por la distancia euclídea ordinaria.

Representación de las proyecciones de los vértices.

Como ya vimos anteriormente, los vértices representan el per�l �ctio concentrado en
una categoría. Estos vértices los podemos proyectar en el espacio de per�les sobre la
dimensión que representemos grá�camente. También se pueden proyectar per�les �la y
per�les columna de modo equivalente en el subespacio extraído.

Criterio de proximidad en el AC.

Tenemos un espacio con I per�les y que S es un candidato a subespacio de pocas di-
mesiones en el espacio original. Denotamos como dχ2(ai, S) la distancia ji-cuadrado entre
el i-ésimo per�l de masa ri y S. Calculamos la proximidad de este per�l al subespacio S
como ri[dχ2(ai, S)]2, es decir, el cuadrado de la distancia ponderada con la masa.
Calculamos la proximidad de todos los per�les a S, como la suma d estos valores:

Proximidad a S =
∑
i

ri[dχ2(ai, S)]2.

El objetivo del AC es identi�car el subespacio S que minimize el criterio anterior.
El cálculo matemático de los subespacios se basa en minimizar las sumas de las distancias
entre los per�les y el subespacio, ponderadas por las masas de los puntos. Es decir, se
calcula por el método de los mínimos cuadrados ponderados.
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Reducción de la dimensión.

Para reducir la dimensión, buscamos las coordenadas en el plano (subespacio de di-
mensión K, en general) de forma que se minimicen las distancias al cuadrado entre cada
punto y su proyección: d2i = d̂2i + e2i
Utilizando el criterio de ajuste de suma mínimo-cuadrática, es decir, minimizar e2i es lo
mismo que maximizar d̂2i . Entonces:

I∑
I=1

rid
2
i =

I∑
I=1

rid̂
2
i +

I∑
I=1

rie
2
i

donde:∑I
I=1 rid

2
i es la Inercia Total,∑I

I=1 rid̂
2
i es la Inercia Explicada,

y
∑I

I=1 rie
2
i es la Inercia Residual.

La inercia residual es una medida de cuánta inercia ha sido perdida a la hora de re-
ducir los per�les a un formato bidimensional (o de menor dimensión). El procedimiento
busca el plano para el cual la pérdida es mínima.

El método más interesante para calcular la minimización anterior, es la descomposición
en valores singualres (DVS).
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2.4. Descomposición en valores singulares (DVS)

El análisis de correspondencias se basa en resultados directos de la teoría de matrices.
Utiliza especialmente la descomposición de una matriz en valores singulares (DVS), el
fundamento de muchos métodos multivariantes.

Teorema. Sea A una matriz de orden m× n. Entonces A se puede factorizar como A =
UΣV T , donde U es una matriz unitaria (ortogonal) de orden m, V es una matriz unitaria
(ortogonal) de orden n y Σ es una matriz de orden m×n de la forma Σ = diag(σ1, · · · , σp),
p = mín (m,n), y σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σp ≥ 0. Los valores σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σp se denominan
valores singulares de la matriz A.

Demostración:
Consideremos la matriz ATA, de orden n. Es hermitiana (simétrica) y sus valores propios
son reales mayores o iguales que cero. Los ordenamos en forma decreciente, y supongamos
que λ1 ≥ λ2 ≥ · · ·λr > 0 son los positivos (r = rango(A)). Sea {v1, · · · , vn} una base
ortonormal de valores propios, y llamemos:

σi =
√
λi, i = 1, · · · , p = min{m,n},Ui =

1

σi
Avi ∈ Km, i = 1, · · · , r.

Observemos que los vectores ui están bien de�nidos, pues r ≥ p. Tenemos que:

Ui
T •Ui =

1

λi
vT
i A

TAvi = 1, i = 1, · · · , r.

y si i 6= j entonces:

Ui •Uj =
1

σiσj
vT
j A

TAvi =
λi
σiσj

vi ∗ vj = 0

Por tanto, los vectores u1, · · · , ur son unitarios y ortogonales entre sí. Completamos,
mediante Gram-Schmidt, a una base ortonormal del espacio u1, · · · , ur, ur+1, · · · , um.
Sean:

U = (u1,u2, · · · ,um), V = (v1,v2, · · · ,vn)

Entonces las entradas de UTAV son los números uT
j Avi. Si i > r, entonces son cero, por-

que Avi = 0 en estos casos. Si i ≤ r, entonces uT
j Avi = σiu

T
j vi, que vale σi cuando i = j

y cero en los restantes casos. Por tanto, UTAV es una matriz de orden m×n con los valo-
res σi en la diagonal principal y cero en el resto, esto es, la matriz Σ. Entonces A = UΣV T .
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Proposición. Los valores singulares no nulos de A son las raices cuadradas de los valores
propios de ATA o de AAT (ambas matrices tienen los mismos valores propios).

Demostración:
De

ATA = (V ΣTUT )(UΣV T ) = V (ΣTΣ)V T

tenemos que ATA y ΣTΣ son semejantes, por lo que tienen los mismos valores propios.
Los de ΣTΣ, que es una matriz diagonal, son σ2

1, · · · , σ2
p y n − p valores propios nulos

adicionales si n > p.

Teorema de Eckart-Young. Sea A = UΣV T descomposición en valores singulares de
A. Para cada 0 ≤ k ≤ r = rango(A) de�nimos:

Ak =
k∑
i=1

σiuiv
T
i

Si k = p = min{m,n} de�nimos σk+1 = 0. Entonces:

minrango(B)≤k ‖A−B‖2 = ‖A− Ak‖2 = σk+1.

Demostración:
Tenemos que A−Ak =

∑r
i=k+1 σiuivi

T , por lo que A−Ak = U1Σ1V
T
1 donde U1, V1 son

unitarias y Σ1 = diag(σk+1, · · · , σr, 0, · · · , 0). Entonces ‖A− Ak‖2 = σk+1. Supongamos
que B es una matriz con rango(B) ≤ k y ‖A−B‖2 < ‖A− Ak‖2 = σk+1. Entonces
W = ker(B) es un subespacio de dimensión, al menos, n− k. Si w ∈ W ,entonces:

‖Aw‖2 = ‖(A−B)w‖2 ≤ ‖A−B‖2 ‖w‖2 < σk+1 ‖w‖2

Sea L = 〈v1, · · · , vk+1〉. Es una variedad vectorial de dimensión k + 1, y Avi = σiui. Si
w ∈ L, con w =

∑k+1
j=1 αjvj , entonces:

‖Aw‖2 =

∥∥∥∥∥
k+1∑
j=1

αjσjvj

∥∥∥∥∥
2

= (
k+1∑
j=1

αjσj)
1
2 ≥ σk+1 ‖w‖2

Como la suma de las dimensiones de W y L es mayor que n, tiene que haber un vector
común, lo que es contradictorio.

El Teorema de Eckart-Young viene a decir que si aproximamos A por las primeras k
componentes de la SVD, perdemos una aportación del orden del valor singular σk+1.
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2.5. Simetria entre el análisis de �las y columnas

En el análisis de �las de una tabla, tomamos las columnas como puntos de referencia
(vértices de las �las) para visualizar e interpretar los datos, y en el análisis de columnas
tomamos las �las (vértices de las columnas) como puntos de referencia. Veremos que los
valores de los per�les tienen una interpretación simétrica.

Interpretación simétrica de los valores de los per�les.

1. Cociente de contingencia idéntico.
Si comparamos los per�les �la con su per�l medio y comparamos los per�les colum-
na con su per�l medio, obtenemos el mismo resultado. Es decir, el cociente entre
un elemento del per�l �la y su masa es el mismo que entre un elemento del per�l
columna y su respectiva masa.

2. La misma inercia total.
Si hacemos el cálculo por �las:

φ2 =
χ2

n
=
∑
i

ri
∑
j

(pij/ri − cj)2/cj

o por columnas:

φ2 =
χ2

n
=
∑
j

cj
∑
i

(pij/cj − ri)2/ri

llegamos al mismo resultado.

3. Igual dimensión.
Aunque los per�les �la y los per�les columnas se encuentran en espacios distintos,
la dimensión de la nube de puntos de los per�les es la misma. Esta es la primera
coincidencia geométrica entre el análisis de los per�les �la y el de los per�les co-
lumna.

4. La misma aproximación para reducir la dimensión.
La segunda coincidencia geométrica entre el análisis de los per�les �la y el de los
per�les columna es, la calidad y el porcentaje de representación son los mismos.

5. Los mismos valores de coordenadas, pero redimensionados.
La tercera coincidencia geométrica entre el análisis de los per�les �la y el de los
per�les columna, es decir en el análisis de columnas, es que las posiciones de los
vértices �la, son una expansión o contracción de las posiciones de los per�les �la
del análisis de �las.
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Ejes e inercias principales.

Un eje principal, es la dispersión de puntos de un espacio multidimensional que opti-
miza la inercia o, de forma equivalente, el eje que mejor se ajusta a los puntos en el
sentido de distancias mínimo-cuadráticas ponderadas y una inercica principal es la iner-
cia explicada por ese eje, también llamado valor propio.

El primer eje principal de per�les es la recta, o dimensión, que mejor se ajusta y la
primera inercia principal es la inercia explicada por esa dimensión.

El factor de escala.

El factor de escala entre las coordenadas de un per�l y las coordenadas de un vértice
vienen dadas por la raíz cuadrada de la inercia, es decir:

Coordenada del per�l = coordenadas del vértice×
√
inercia principal.

Con este factor escala, lo que pone de mani�esto es que �las posiciones de los vértices de
un análisis , son las posiciones de los per�les del otro análisis�.
Por otro lado, el factor escala nos indica la dispersión de los per�les internos en compa-
ración con los vertices exteriores.
Como las inercias principales (o su raíz cuadrada), miden la dispersión para los ejes prin-
cipales (de forma individual), y tenemos que la inercia principal ≤ 1, entonces los per�les
deben hallarse en el interior de sus correspondientes vértices. A mayor inercia principal,
mayor dispersión de los per�les en el interior de sus correspondientes vértices.

Coordenadas principales y coordenadas estándares.

Denominamos coordenadas principales a las posiciones de las coordenadas de los per-
�les en un eje principal, y coordenadas estándares a las posiciones de coordenadas de los
vértices en un eje principal.
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2.6. Representaciones bidimensionales

En el AC proyectamos una nube de per�les sobre un espacio reducido que mejor se ajus-
ta. Sin embargo en la práctica la mayor parte de representaciones, no son en un solo eje
principal, la recta que mejor se ajusta. Sino en representaciones bidimensionales. Nor-
malmente, representaremos el primer eje principal horizontalmente (eje x) y el segundo
eje principal verticalmente (eje y).

Anidado de los ejes principales.

La representación bidimensional también contiene la mejor representación unidimensio-
nal. Si proyectamos los puntos de la representación bidimensional verticalmente sobre el
eje horizontal, esta representación unidimensional será al misma, que si de entrada, hu-
biesemos realizado la representación unidimensional. Por eso decimos que los ejes están
anidados. Dicho de otro modo, la representación óptima de una determinada dimensiona-
lidad contiene todas las representaciones óptimas de menor dimensionalidad. Es decir,el
eje principal de una representación unidimensional es idéntico al primer eje principal de
una solución bidimensional, y así sucesivamente.

Mapa asimétrico del AC.

El mapa asimétrico, o con escalas asimétricas es una representación conjunta de per�les
y vértices, en el que representamos las �las en coordenadas principales, y las columnas
en coordenadas estándares o viceversa (Véase el grá�co 3.4. con las �las en coordenadas
principales y las columnas en coordenadas estándares, pág. 64, y el grá�co 3.5. con las
�las en coordenadas estándares y la columnas en coordenada principales, pág. 65).
En este caso los factores de contracción (es decir, las raíces de las inercias principales),
de los dos ejes no son los mismos.
En un mapa asimétrico, en el que representamos las �las en coordenadas principales, las
distancias entre las �las, son aproximadademnte distancias ji-cuadrado. Las distancias
entre las �las y un vértice columna son, en general, inversamente proporcionales a los
valores de los elementos del per�l de esa columna. Aparte de estos factores de escala, las
posiciones relativas de los per�les y los vértices son las mismas.
Los mapas asimétricos van bien cuando la inercia es alta, pero resultan problemáticos
cuando la inercia total es pequeña, porque las coordenadas principales se hallan dema-
siado cerca del origen, lo que nos complica el etiquetado.

Mapas en �las principales y mapas en columnas principales.

Llamamos mapa en�las principales, a un mapa asimétrico que expresa las �las en coor-
denadas principales, y mapa en columnas principales cuando expresamos las columnnas
en coordenadas principales.
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Mapa simétrico del AC.

En los mapas simétricos solapamos en la misma representación, los per�les �la y los
per�les columna, aunque, en un sentido más estricto, las con�guraciones de �las y colum-
nas salen de espacios distintos. Es decir, en los mapas simétricos representamos tanto las
�las como las columnas en coordenadas principales.
En los mapas simétricos, las distancias entre las �las y las distancias entre las columnas
son aproximadamnete distancias ji-cuadrado de sus respectivos per�les. De todas mane-
ras, en un mapa simétrico no existe una interpretación especí�ca para las distancias entre
las �las y las columnas.
Una regla de oro para la interpretación de esta tipología de mapas es que podemos inter-
pretar la distancias entre puntos siempre que se hallen en el mismo espacio, como, por
ejemplo, los per�les �la y los vértices columna en el espacio de per�les �la.
Justi�camos este hecho por la estrecha relación existente entre el análisis de �las y de
columnas, es decir, por la existencia de un solo factor de escala entre las �las y las co-
lumnas. A la hora de interpretar un mapa simétrico, tenemos que tener claro que no es
más que un solapamiento de dos mapas distintos (Véase el grá�co 3.1. con las coordena-
das principales de las �las, pág. 61, el grá�co 3.2. con las coordenadas principales de las
columnas, pág. 62, y el grá�co 3.3. con las �las y columnas en coordenadas principales,
pág. 63).

La interpretación dimensional de los mapas.

Tenemos que tener en cuenta que la interpretación dimensional de los mapas es siempre
igual, tanto si recurrimos a mapas simétricos como a mapas asimétricos. Es decir, tene-
mos que interpretar los ejes uno a uno. Basamos la interpretación en asignar nombres
descriptivos a los ejes principales a partir de las posiciones relativas de los puntos de uno
de los dos conjuntos de coordenadas. A continuación, interpretamos las posiciones rela-
tivas del otro conjunto de coordenadas con relación a las dimensiones que previamente
hemos asignado nombres descriptivos.

La importancia de la razón de escalas del mapa.

Es importante que las utilidades de representación grá�ca mantengan la razón de es-
calas de los mapas, es decir el cociente entre una unidad de longitud horizontal y una
unidad en el eje vertical debería ser igual a 1. Una unidad en el eje horizontal debe apro-
ximarse tanto como sea posible a una unidad en el eje vertical. Cuando las escalas son
distintas, las distancias se distorsionan.

La calidad global de un mapa bidimensional.

La calidad global de un mapa bidimensional del AC, viene determinado por el valor
de la inercia explicada por los dos primeros ejes principales.
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2.7. Cálculo de las coordenadas principales y las coor-

denadas estándares

El algoritmo de cálculo para obtener las coordenadas de los per�les �la y de los per�les
columna en relación con los ejes principales, (utilizando el teorema de la descomposición
en valores singulares (DVS) y el teorema de Eckart-Young) , es el siguiente:

Paso 1.- Cálculo de la matriz S de residuos estandarizados:

S = D
− 1

2
r (P− rcT )D

− 1
2

c

algebraicamente:

sij =
pij − ricj√

ricj

Paso 2.- Aplicando el teorema, realizamos el cálculo de la DVS de S:

S = UDαV
T

donde
UTU = VTV

y
Dα

es la matriz diagonal de valores singulares (positivos) en orden descendiente
α1 ≥ α2 ≥ · · ·.
Las columnas de las matrices U y V son, respectivamente, los vectores singulares izquier-
do y derecho.

Paso 3.- Cálculo de las coordenadas estándares de las �las Φ:

Φ = D
− 1

2
r U

.
Denotamos por φik la coordenada estándar de la �la i en el eje k.

Paso 4.- Cálculo de las coordenadas estándares de las columnas Γ:

Γ = D
− 1

2
c V

.
Denotamos por γjk la coordenada estándar de la columna j en el eje k.
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Paso 5.- Cálculo de las coordenadas principales de las �las F:

F = D
− 1

2
r UDα = ΦDα

.
Denotamos por fik la coordenada principal de la �la i en el eje k.

Paso 6.- Cálculo de las coordenadas principales de las columnas G:

G = D
− 1

2
c VDα = ΓDα

.
Denotamos por gjk la coordenada principal de la columna j en el eje k.

Paso 7.- Inercias principales λk:

Por la proposición tenemos que los valores propios de:

SST = UD2
αU

T o de STS = VD2
αV

T

representados por

λk, k = 1, 2, . . . ,K, K = min[I − 1, J − 1]

son la raiz cuadrada de los valores singulares de S:

λk = α2
k

.

Tengamos en cuenta el cálculo de las escalas de las coordenadas principales:

FDrF
T = GDcG

T = Dλ

Es decir, la suma de cuadrados ponderada de las coordenadas principales en la k-ésima
dimensión (es decir,su inercia en la dirección de esta dimensión) es igual a la inercia prin-
cipal (o valor propio) λk = α2

k, el cuadrado del k-ésimo valor singular,como nos indica la
proposición.

Tambiém, �jemonos en el cálculo de las coordenadas estándares:

ΦDrΦ
T = ΓDcΓ

T = I

Es decir, la suma de cuadrados ponderada de las coordenadas estándares es igual a 1.
Todas las matrices de coordenadas tienen columnas ortogonales, en las que siempre uti-
lizamos las masas para el cálculo de los productos escalares (ponderados).
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2.8. Análisis y diagnóstico de las contribuciones a la

inercia

La inercia total mide la variación total de los per�les.

Anteriormente vimos que la inercia total, geométricamente es una media ponderada de
las distancias ji-cuadrado entre los per�les y el per�l medio:

Inercia total =
∑
i

(i-ésimo masa)× (distancia ji-cuadrado de i-ésimo per�l medio)2.

Si existen pequeñas diferencias entre los per�les y su media, la inercia total toma un valor
próximo a cero, es decir existe poca variación. En cambio, si los per�les se concentran
en unas pocas categorías, y además en categorias distintas en los diferentes per�les, la
inercia es grande. En de�nitiva, la inercia es una medida de la dispersión de los per�les
en el espacio de per�les.

Inercia de �las e inercia de columnas.

La inercia de las �las, es la contribución de cada �la a la inercia.

Inercia de la �la i-ésima = ri

√∑
j

(aij − ai′j)2/cj

La inercia de las columnas, es la contribución de cada columna a la inercia.

Inercia de la columna j-ésima = cj

√∑
i

(bij − bij′)2/ri

Para facilitar la interpretación, podemos expresar los componentes de la inercia con re-
lación a la inercia total, como porcentajes o más habitualmente en tantos por mil.

Contribuciones grandes y contribuciones pequeñas a la inercia.

Para decidir que contribuciones son pequeñas o grandes, como regla general, utilizaremos
como valor umbral la media de las contribuciones a la inercia.
Por tanto consideramos contribuyentes principales, las �las o columnas con contribucio-
nes mayores que este umbral.

Contribuciones de las celdas a la inercia.

Denominamos contribuciones ji-cuadrado a las contribuciones de las celdas, ya que sus
valores son idénticos a las contribuiones relativas de cada celda al estadístico χ2
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Descomposición de la inercia en ejes principales.

Un diagrama de descomposición ("`Scree plot"', en inglés), es un diagrama de barras,
dónde se muestran todos los valores de todas las inercias principales. Dichas inercias
principales se pueden interpretar por ellas mismas, como el cuadrado de correlaciones
canónicas (Véase la tabla 3.12., pág. 54).

Componentes de cada inercia principal.

Como vimos anteriormente una inercia principal, es una inercia, calculada a partir de
las proyecciones de los per�les �la (o columna) sobre los ejes principales. También vimos
que, la suma ponderada de los cuadrados de las distancias de los per�les �la (o columna)
a su centroide es igual a la inercia total. Dijimos que el primer eje principal es la recta
minimo-cuadrática más próxima a los per�les, y que este eje pasa por el centroide de las
�las (o columnas) que se halla en el origen, o punto cero de representación. Entonces, si
proyectamos todos los per�les �la (o columna) sobre este eje, tendremos que la primera
inercia principal es la suma ponderada de los cuadrados de las distancias de estas pro-
yecciones al centroide.

Descomposición completa de la inercia de los per�les en los ejes principa-
les.

Podemos repetir el mismo proceso para todos los ejes principales.
El examen de las contribuciones de la �las (o de las columnas) a la inercia de los ejes
principales nos proporciona un respaldo numérico a la interpretación de los mapas.

Componentes de la inercia de cada per�l.

Podemos descomponer las inercias principales con relación a las �las (o columnas). Para
ello tenemos dos posibilidades para expresar la contribución del k-ésimo eje a la inercia
de las �las (o columnas):

a) con relación a la inercia principal del eje:
Esta posibilidad nos permite diagnosticar que �las (o columnas) han tenido un mayor
papel en la determinación de la orientación de los ejes principales.

b) con relación a la inercia de la �la o columna:
Esta posibilidad nos permite diagnosticar la posición de los per�les con relación a los ejes
y si estos están bien representados en el mapa. Si están bien representados los podemos
interpretar con seguridad. Si están pobremente representados, debemos interpretar sus
posiciones con más cautela.
Estos valores de inercia los podemos interpretar como correlaciones al cuadrado, pues son
los cuadrados de los cosenos de los ángulos formados por los per�les y los ejes principales.
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Geometría de la inercia y álgebra de descomposición de la inercia.

En este apartado, tomaremos como referencia el análisis de las �las, pero analógamente
se realiza para el análisis de columnas.

Representamos grá�camente la descomposición de la inercia.

Ejes
Eje 1 Eje 2 Eje p

1 r1f
2
11 r1f

2
12 .. r1f

2
1p r1d

2
1

2 r2f
2
21 r2f

2
22 .. r2f

2
2p r2d

2
2

3 r3f
2
31 r3f

2
32 .. r3f

2
3p r3d

2
3

: : : : : :
: : : : : :
: : : : : :
: : : : : :
n rnf

2
n1 rnf

2
n2 .. rnf

2
np rnd

2
n

λ1 λ2 .. λp

Recordemos que, por ai (Tabla de per�les, sección 2.1., pág. 4), denotamos el i-ésimo
per�l, de masa ri, a una distáncia di del per�l �la medio c. También, que la coordenada
principal de ai, en el eje principal k, es fik (Paso 5, sección 2.7., pág. 32).

Entonces, la contribución absoluta de un punto i a la inercia principal del eje k es:

rif
2
ik

Por la ecuación de la inercia total:

φ2 =
χ2

n
=
∑
i

ri ‖ai − c‖2c

Tenemos que la inercia total es:

φ2 =
∑
i

rid
2
i
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Por tanto, la contribución absoluta de la inercia en este eje (i.e. la inercia principal k-
ésima), es: ∑

i

rif
2
ik = λk

Con lo obtenemos que, la contribución relativa de un punto i a la inercia principal del
eje k es:

rif
2
ik

λk
.

Por el teorema de Pitágoras, sabemos que

d2i =
∑
k

f 2
ik

Entonces, tenemos que la inercia total es:

φ2 =
∑
i

rid
2
i =

∑
i

ri
∑
k

f 2
ik =

∑
k

λk

y, en consecuencia, la contribución relativa de de la inercia principal k-ésima, es:

λk∑
k λk

.

Por tanto, la contribución de los ejes a la inercia de las �las es:∑
k

rif
2
ik = rid

2
i

La contribución relativa del eje k a la inercia del punto i es (i.e. la proporción de inercia
del punto i explicada por el eje k):

rif
2
ik

rid2i
=

(
fik
di

)2

Las contribuciones relativas como cuadrados de los cosenos de los ángulos.

Sea θik, el ángulo formado por el punto i el eje k.
Entonces:

la contribución relativa del eje k a la inercia del punto i es cos2(θik)

Es decir: (
fik
di

)2

= cos2(θik)
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Esto nos explica si un per�l se halla cerca del eje, o si no se halla cerca de ese eje, y más
bien se encuentra en otras dimensiones del espacio.

Las contribuciones relativas como correlaciones al cuadrado.

Podemos interpretar los cosenos de los ángulos entre vectores como coe�cientes de correla-
ción. Por tanto, las contribuciones relativas son correlaciones al cuadrado. Si la correlación
es 1, el per�l se halla sobre el eje principal, mientrás que si la correlación es cero, el per�l
es perpendicular al eje principal (ángulo de 90◦).

Calidad de la representación de un espacio.

Por el teorema de Pitágoras, podemos sumar los cuadrados de los cosenos de los án-
gulos formados por un per�l y cada uno de los ejes, y así obtener una suma de cosenos
al cuadrado que relaciona el per�l con el subespacio de�nido por estos ejes.
Así, de esta manera, podemos calcular el ángulo entre un per�l �la y el plano principal a
partir de la suma de las contribuciones relativas de los dos ejes principales.

Interpretamos estas sumas como una medida de la calidad de la representación de los
per�les en los mapas bidimensionales (mapa asimétrico y mapa simétrico), de la misma
manera que la suma de los dos primeros porcentajes de inercia nos da una medida de la
calidad global (o media) de la representación. Además , podemos ver que per�les
están bien representados y cuáles no.
Es decir, la suma de los cuadrados de las correlaciones de un per�l con las dimensiones de
un determinado subespacio nos proporciona una medida de la calidad de la representación
del per�l en dicho subespacio.
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2.9. Relaciones de transición

En esta sección veremos las ecuaciones de transición,es decir las relaciones matemáticas
existentes entre el análisis de �las y columnas.

La relación entre per�les y vértices.

La posición de los per�les �la resulta de calcular las medias ponderadas de los vérti-
ces de las columnas, siento estos los pesos de los valores de los per�les �la.
Para los per�les columna y los vértices �la se cumple la misma relación.
Estas relaciones, basadas en el cálculo de medias ponderadas, también se cumplen para
las proyecciones de �las y columnas sobre cualquier subespacio. En concreto, para las
proyecciones de las coordenadas en los ejes principales. Es decir, en un eje principal k,
las posiciones de las coordenadas principales de las �las son medias ponderadas de las
coordenadas estándares de las columnas y viceversa.

Ecuaciones de transición entre �las y columnas.

Llamamos ecuaciones de transición, a aquellas que expresan la relación entre �las y
columnas basada en el cálculo de medias ponderadas (o medias condicionales).

Entonces, las ecuaciones de transición entre las coordenadas principales y las coorde-
nadas estándares son:

para las coordenadas principales de una �la a partir de las coordenadas estándares de
todas la columnas:

fik =
∑
j

(
pij
ri

)
γjk,

matricialmente:
F = D−1r PΓ,

y para las coordenadas principales de una columna a partir de las coordenadas están-
dares de todas las �las:

gjk =
∑
i

(
pij
cj

)
φik,

matricialmente:
G = D−1c PΦ.

Entre paréntesis hemos mostrado los pesos, que son los per�les de las �las
(
pij
ri

)
, y los de

las columnas
(
pij
cj

)
, respectivamente.
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Las relaciones existentes entre las coordenadas principales y las coordenadas estánda-
res son las que siguen a continuación:

para la coordenada principal de una �la a partir de la coordenada estándar de esta
�la:

fik =
√
λkφik,

matricialmente:
F = D

− 1
2

r UDα = ΦDα,

y para la coordenada principal de una columna a partir de la coordenada estándar de
esta columna:

gjk =
√
λkγjk,

dónde λk es la inercia principal del k-ésimo eje, y en notación matricial:

G = D
− 1

2
c VDα = ΓDα.

Por otro lado, las ecuaciones de transición entre las coordenadas principales de las �-
las y las coordenadas principales de las columnas, las expresamos de la siguiente manera:

para las coordenadas principales de las �las a partir de las coordenadas principales de las
columnas:

fik =
1√
λk

∑
j

(
pij
ri

)
gjk,

matricialmente:
F = D−1r PGD

− 1
2

λ ,

y para la coordenada principal de una columna a partir de las coordenadas principa-
les de las �las:

gjk =
1√
λk

∑
i

(
pij
cj

)
fik,

matricialmente:
G = D−1c DTFD

− 1
2

λ .
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De manera similar, expresamos las ecuaciones de transición entre las coordenadas están-
dares de las �las y las coordenadas estándares de columnas :

para la coordenada estándar de una �la a partir de las coordenadas estándares de las
columnas:

φik =
1√
λk

∑
j

(
pij
ri

)
γjk,

matricialmente:
Φ = D−1r PΓD

− 1
2

λ ,

y para la coordenada estándar de una columna a partir de las coordenadas estándares de
las �las:

γjk =
1√
λk

∑
i

(
pij
cj

)
φik,

matricialmente:
Γ = D−1c PΦD

− 1
2

λ .

Cálculo recíproco de medias.

Las ecuaciones de transición �de la obtención de las coordenadas principales a partir
de las coordenadas estándares�, son la base del conocido algoritmo para hallar la solu-
ción del AC, llamado cálculo reciproco de medias.
Empezamos el algoritmo con unas coordenadas estándares de las columnas que hemos
centrado y normalizado con medias y sumas de cuadrados ponderados-. Aplicando la fór-
mula de la primera ecuación de transición de cálculo de medias ponderadas, calculmos
valores para las coordenadas de las �las, a continuación aplicando la fórmula de la segun-
da ecuación de transición a los valores anteriores a las �las, calculamos nuevos valores
y repetimos el proceso desde el inicio hasta la convergencia de los resultados, es decir,
hasta obtener las coordenadas principales en el primer eje principal (es necesario estan-
darizar los valores de las coordenadas de las columnas que obtenemos en cada iteración,
en caso contrario en los sucesivos cálculos de medias llegaríamos al valor cero). Se halla
el segundo conjunto de coordenadas, de la misma manera, asegurando la ortogonalidad
con las primeras coordenadas.
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Capítulo 3

Aplicación a un estudio de geogra�a
electoral

3.1. Introducción

Normalmente en los resultados electorales se utiliza técnicas estadísticas de tipo univa-
riante, i.e., las estadísicas se hacen por separado para cada variable.

En geografía electoral, es poco frecuente utilizar técnicas estadísticas multivariantes. Pero
vemos que los resultados son de tipo multivariante, es decir, pensemos por ejemplo, en lo
que es el per�l electoral de una comarca, es decir un vector con tantas componentes como
opciones electorales (en nuestro caso 10), en la que cada componente recoge la frecuencia
relativa de voto de aquella opción electoral.

Estos per�les se pueden interpretar geométricamente como puntos de un cierto espacio
multidimensional, y por tanto pueden ser analizadas con métodos estadísticos multiva-
riantes.

El objetivo de esta aplicación a un estudio electoral es doble. Desde el punto de vis-
ta metodológico de la teoría del AC, es introducirlo dentro de un estudio de geografía
electoral, ya que el AC es una técnica estadística multivariante, del tipo descriptivo, muy
adecuada para el tratamiento de frecuencias y que permite representar de una manera
óptima los per�les electorales en un plano bidimensional.
Desde el punto de vista de geografía electoral, hacer una descripción en profundidad
transversalmente de las diferencias en el comportamiento electoral de las comarcas de
Cataluña, en las elecciones al Parlament 2012.

Los datos de nuestro análisis son los resultados de las elecciones al Parlament de Ca-
talunya 2012, agrupados por comarcas. Es decir, las entidades territoriales consideradas
son las 41 comarcas de Cataluña.
Evidentemente, tomar las comarcas como entidades territoriales representa una pérdida
de información, pero nos simpli�ca el análisis y se trata de una unidad tradicional en
Cataluña.
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Como diferentes opciones de voto, hemos considerado 10 categorías: CiU, ERC-Cat Sí,
PSC, P.P., ICV-EUiA, Ciutadans (C's), CUP-Alternativa d'Esquerres, Otros, Nulos +
Blancos, y Abstención. Por un lado los 7 partidos con representación paralamentaria, la
categoría de Abstención, Otros, que recoge los votos de los partidos extra-parlamentarios,
y los votos Nulos y Blancos.

Los datos utilizados son los datos o�ciales publicados por la Generalitat de Catalun-
ya. Vemos que para cada uno de los recuentos electorales, se pueden recoger en una tabla
de doble entrada con 41 �las, que representan la comarcas de Cataluña, y 10 columnas
que representan las opciones de voto que hemos considerado.

El punto de vista adecuado para nuestro análisis es considerar que tenemos 41 vecto-
res de frecuencias, de dimensión 10.
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3.2. Análisis de los resultados de las elecciones al Par-

lament de Catalunya 2012

3.2.1. Tablas preeliminares

Analizamos a fondo en esta sección los resultados de las elecciones al Parlament de Ca-
talunya realizadas el 25 de Noviembre de 2012.

Tabla 3.1. - Resultados electorales (frecuencias absolutas).

CiU ERC PSC P.P. ICV-EUiA C's CUP-A.E. Otros Nulos+Blancos Abstención
Alt Camp 8.721 4.086 2.303 2.158 1.218 973 1.044 1166 523 9.856
Alt Empordà 22.995 9.219 5.653 7.474 2.847 2.270 2.384 2904 1141 26.647
Alt Penedès 20.933 9.468 6.170 4.613 4.452 2.178 3.099 2981 1251 20.343
Alt Urgell 4.978 1.732 1.004 1.015 629 248 461 339 303 4.944
Alta Ribagorça 743 348 321 155 133 58 84 88 80 988
Anoia 20.744 9.018 7.854 6.603 4.534 3.255 1.965 4410 1566 26.646
Bages 37.850 16.672 10.887 7.793 6.444 3.654 4.014 5417 2151 40.322
Baix Camp 28.578 10.801 10.626 13.348 5.013 6.497 3.789 4014 2124 42.050
Baix Ebre 11.766 7.446 4.003 3.830 2.542 878 1.126 1718 1566 19.918
Baix Empordà 25.195 10.548 7.120 5.758 3.647 2.016 2.037 2768 1227 26.528
Baix Llobregat 78.137 42.146 79.272 56.333 51.739 42.615 9.978 27790 10219 180.344
Baix Penedès 11.829 4.930 7.351 6.899 3.597 3.800 1.361 2774 1260 26.179
Barcelonès 277.791 127.738 163.027 166.920 132.317 94.883 37.810 61536 21959 481.132
Berguedà 11.373 5.050 1.751 1.252 1.050 380 1.277 1010 501 8.374
Cerdanya 4.812 1.450 593 962 409 284 226 426 201 3.820
Conca de Barberà 4.972 2.990 698 655 587 226 420 451 287 4.158
Garraf 19.020 8.396 10.092 8.718 6.553 5.524 3.989 3640 1569 33.148
Garrigues 5.347 2.406 838 769 388 136 353 331 290 4.102
Garrotxa 15.351 6.065 1.943 1.508 1.272 419 1.390 1124 555 10.012
Gironès 35.444 15.541 8.317 7.421 5.173 3.330 4.683 4164 1692 31.588
Maresme 78.295 31.268 26.018 27.322 19.148 14.828 6.988 13623 4522 90.273
Montsià 9.918 6.286 3.810 3.712 1.716 618 1.041 1409 1593 16.917
Noguera 9.709 3.836 1.594 1.857 869 357 530 656 543 7.858
Osona 42.302 17.618 4.883 4.241 3.499 1.747 2.980 5200 1333 24.626
Pallars Jussà 3.470 1.452 655 467 344 95 271 200 183 3.238
Pallars Sobirà 1.879 905 298 191 209 60 251 90 118 1.392
Pla de l'Estany 8.771 3.784 654 820 633 199 971 590 255 4.788
Pla d'Urgell 8.961 3.434 1.387 1.463 741 351 475 663 645 6.616
Priorat 2.533 1.449 422 302 317 56 506 164 119 1.552
Ribera d'Ebre 4.809 2.860 1.311 947 685 208 358 523 423 4.819
Ripollès 7.729 2.928 1.268 956 797 308 563 643 383 4.972
Segarra 4.953 2.002 635 919 406 209 387 434 326 3.946
Segrià 33.802 13.843 12.179 13.427 6.013 4.720 2.334 4195 3052 46.185
Selva 28.382 11.951 9.265 8.292 5.677 3.616 2.274 3630 1678 35.948
Solsonès 3.452 1.758 407 442 266 79 309 256 159 2.608
Tarragonès 27.537 11.707 17.395 20.726 8.483 12.656 2.931 5809 2761 55.214
Terra Alta 2.765 1.396 604 920 318 100 249 203 295 2.565
Urgell 8.769 3.384 1.254 1.517 765 267 680 739 502 7.195
Val d'Aran 1.297 262 825 911 235 235 56 189 241 2.440
Vallès Occidental 115.588 51.044 80.416 53.685 51.706 43.697 14.297 28600 10245 189.869
Vallès Oriental 61.105 27.249 28.434 23.458 21.489 16.622 6.257 12862 5106 85.459

43



Para comparar los comportamientos electorales de las comarcas, consideraremos los vec-
tores de frecuencias relativas de voto o "per�les electorales". Los componentes del per�l
electoral de una comarca nos indicarán el peso relativo de cada partido en la comarca.

Tabla 3.2. - Per�les electorales del año 2012 en%.

CiU ERC PSC P.P. ICV-EUiA C's CUP-A.E. Otros Nulos+Blancos Abstención
Alt Camp 27,21 12,75 7,19 6,73 3,80 3,04 3,26 3,64 1,63 30,75
Alt Empordà 27,53 11,04 6,77 8,95 3,41 2,72 2,85 3,48 1,37 31,90
Alt Penedès 27,73 12,54 8,17 6,11 5,90 2,89 4,11 3,95 1,66 26,95
Alt Urgell 31,80 11,06 6,41 6,48 4,02 1,58 2,95 2,17 1,94 31,58
Alta Ribagorça 24,78 11,61 10,71 5,17 4,44 1,93 2,80 2,94 2,67 32,96
Anoia 23,96 10,41 9,07 7,63 5,24 3,76 2,27 5,09 1,81 30,77
Bages 27,99 12,33 8,05 5,76 4,77 2,70 2,97 4,01 1,59 29,82
Baix Camp 22,53 8,52 8,38 10,52 3,95 5,12 2,99 3,16 1,67 33,15
Baix Ebre 21,47 13,59 7,31 6,99 4,64 1,60 2,06 3,14 2,86 36,35
Baix Empordà 29,01 12,15 8,20 6,63 4,20 2,32 2,35 3,19 1,41 30,55
Baix Llobregat 13,51 7,28 13,70 9,74 8,94 7,37 1,72 4,80 1,77 31,17
Baix Penedès 16,90 7,04 10,50 9,86 5,14 5,43 1,94 3,96 1,80 37,41
Barcelonès 17,75 8,16 10,42 10,67 8,45 6,06 2,42 3,93 1,40 30,74
Berguedà 35,52 15,77 5,47 3,91 3,28 1,19 3,99 3,15 1,56 26,15
Cerdanya 36,50 11,00 4,50 7,30 3,10 2,15 1,71 3,23 1,52 28,98
Conca de Barberà 32,19 19,36 4,52 4,24 3,80 1,46 2,72 2,92 1,86 26,92
Garraf 18,90 8,34 10,03 8,66 6,51 5,49 3,96 3,62 1,56 32,93
Garrigues 35,74 16,08 5,60 5,14 2,59 0,91 2,36 2,21 1,94 27,42
Garrotxa 38,73 15,30 4,90 3,80 3,21 1,06 3,51 2,84 1,40 25,26
Gironès 30,20 13,24 7,09 6,32 4,41 2,84 3,99 3,55 1,44 26,92
Maresme 25,07 10,01 8,33 8,75 6,13 4,75 2,24 4,36 1,45 28,91
Montsià 21,09 13,37 8,10 7,89 3,65 1,31 2,21 3,00 3,39 35,98
Noguera 34,91 13,79 5,73 6,68 3,12 1,28 1,91 2,36 1,95 28,26
Osona 39,01 16,25 4,50 3,91 3,23 1,61 2,75 4,80 1,23 22,71
Pallars Jussà 33,45 14,00 6,31 4,50 3,32 0,92 2,61 1,93 1,76 31,21
Pallars Sobirà 34,84 16,78 5,53 3,54 3,88 1,11 4,65 1,67 2,19 25,81
Pla de l'Estany 40,86 17,63 3,05 3,82 2,95 0,93 4,52 2,75 1,19 22,31
Pla d'Urgell 36,23 13,88 5,61 5,91 3,00 1,42 1,92 2,68 2,61 26,75
Priorat 34,14 19,53 5,69 4,07 4,27 0,75 6,82 2,21 1,60 20,92
Ribera d'Ebre 28,38 16,88 7,74 5,59 4,04 1,23 2,11 3,09 2,50 28,44
Ripollès 37,62 14,25 6,17 4,65 3,88 1,50 2,74 3,13 1,86 24,20
Segarra 34,84 14,08 4,47 6,46 2,86 1,47 2,72 3,05 2,29 27,76
Segrià 24,19 9,91 8,71 9,61 4,30 3,38 1,67 3,00 2,18 33,05
Selva 25,64 10,79 8,37 7,49 5,13 3,27 2,05 3,28 1,52 32,47
Solsonès 35,46 18,06 4,18 4,54 2,73 0,81 3,17 2,63 1,63 26,79
Tarragonès 16,67 7,09 10,53 12,54 5,13 7,66 1,77 3,52 1,67 33,42
Terra Alta 29,37 14,83 6,42 9,77 3,38 1,06 2,64 2,16 3,13 27,24
Urgell 34,98 13,50 5,00 6,05 3,05 1,06 2,71 2,95 2,00 28,70
Val d'Aran 19,38 3,92 12,33 13,62 3,51 3,51 0,84 2,82 3,60 36,47
Vallès Occidental 18,08 7,99 12,58 8,40 8,09 6,84 2,24 4,47 1,60 29,71
Vallès Oriental 21,21 9,46 9,87 8,14 7,46 5,77 2,17 4,47 1,77 29,67

Evidentemente, estos datos en bruto son dí�ciles de interpretar. Si nos interesa conocer
el peso de un determinado partido en una comarca, el dato que necesitamos conocer es la
frecuencia relativa de los votos del partido en la comarca respecto el número de votantes
de la comarca (el total de la �la) y el mismo, si nos interesa conocer el peso de la comarca
sobre el partido. Pero este último dato, es mucho menos interesante ya que evidentemente
las comarcas más pobladas tienen más peso en todos los partidos.
Así pues, lo primero que tenemos que hacer es obtener las tablas de frecuencias relativas
(pueden ser frecuencias porcentuales) o per�les.
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Sumando cada una de las �las de la tabla 3.1., y dividiendo por el resultado total de los
electores de Cataluña, obtenemos los pesos demográ�cos de cada una de las comarcas.

Tabla 3.5.- Masas de las comarcas (Masas de las �las).

COMARCAS MASA FILA Peso de la comarca (%)
Alt Camp 0,006096 0,61%
Alt Empordà 0,015889 1,59%
Alt Penedès 0,014359 1,44%
Alt Urgell 0,002977 0,30%
Alta Ribagorça 0,000570 0,06%
Anoia 0,016471 1,65%
Bages 0,025717 2,57%
Baix Camp 0,024126 2,41%
Baix Ebre 0,010422 1,04%
Baix Empordà 0,016519 1,65%
Baix Llobregat 0,110051 11,01%
Baix Penedès 0,013311 1,33%
Barcelonès 0,297701 29,77%
Berguedà 0,006090 0,61%
Cerdanya 0,002508 0,25%
Conca de Barberà 0,002938 0,29%
Garraf 0,019145 1,91%
Garrigues 0,002846 0,28%
Garrotxa 0,007540 0,75%
Gironès 0,022322 2,23%
Maresme 0,059400 5,94%
Montsià 0,008944 0,89%
Noguera 0,005290 0,53%
Osona 0,020624 2,06%
Pallars Jussà 0,001973 0,20%
Pallars Sobirà 0,001026 0,10%
Pla de l'Estany 0,004083 0,41%
Pla d'Urgell 0,004705 0,47%
Priorat 0,001411 0,14%
Ribera d'Ebre 0,003223 0,32%
Ripollès 0,003908 0,39%
Segarra 0,002704 0,27%
Segrià 0,026582 2,66%
Selva 0,021059 2,11%
Solsonès 0,001852 0,19%
Tarragonès 0,031426 3,14%
Terra Alta 0,001791 0,18%
Urgell 0,004769 0,48%
Val d'Aran 0,001273 0,13%
Vallès Occidental 0,121573 12,16%
Vallès Oriental 0,054788 5,48%
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Sumando cada una de las columnas de la tabla 3.1., y dividiendo por el resultado total de
los electores de Cataluña, obtenemos los pesos demográ�cos de cada uno de los partidos.

Tabla 3.6. - Masas de los partidos (Masas de las columnas).

PARTIDOS MASA COLUMNA
CiU 0,211629
ERC-Cat Sí 0,094433
PSC 0,099582
P.P. 0,089543
ICV-EUiA 0,068259
C's 0,052242
CUP-Alternativa d'Esquerres 0,024004
Otros 0,039893
Nulos+Blancos 0,016158
Abstención 0,304257
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3.2.2. Análisis estadístico univariante de los resultados

Haré un estudio univariante para cada variable, en este caso para cada partido político y
su frecuencia de voto, utilizando la tabla 3.2.

Este estudio es el más habitual para cualquier estudio electoral.
Haré una síntesis de los hechos más destacados.
Echando un vistazo a la tabla 3.6. vemos que la proporción global de voto de Catalunya
es igual a la masa de las columnas, es decir, la suma de cada una de las columnas de
la tabla 3.1., dividido por el número de electores total de Cataluña, que nos da el per�l
global de Cataluña.

Tabla 3.7. - Masas de los partidos (Masas de las columnas) en%.

PARTIDO Peso del partido (%)
CiU 21,16%
ERC-Cat Sí 9,44%
PSC 9,96%
P.P. 8,95%
ICV-EUiA 6,83%
C's 5,22%
CUP-Alternativa d'Esquerres 2,40%
Otros 3,99%
Votos nulos + Votos en blanco 1,62%
Abstención 30,43%

CIU
El voto de CiU tiene una media global de 21, 16%, y �uctua entre el 13, 51 del Baix
Llobregat y el 40, 86 de Pla d'Estany.

ERC-Cat Sí
ERC-Cat Sí en su caso tiene una proporción global de toda Cataluña de 9, 44%, y �uctua
entre 3, 92 de la Vall d'Aran y el 19, 53 del Priorat.
ERC tiene una cierta implantación en todas las comarcas.
Coinciden bastante con las comarcas dónde CiU obtiene los mejores resultados.

PSC
La tercera fuerza más votada fue PSC con una proporción de votos del 9, 96%, y �uctua
entre 3, 05% de la Pla d'Estany y el 13, 70% del Baix Llobregat.

P.P.
La cuarta fuerza más votada por orden de votos fue P.P., y �uctua entre 3, 54% de la
Pallars Sobirà y el 13, 62% del Vall d'Aran.
Su proporción global fue del 8, 95%.
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IC-EUiA
IC-EUiA tiene una proporción global de votos del 6, 83%, y �uctua entre 2, 59% de la
Garrigues y el 8, 94% del Baix Llobregat.

C's
C's tiene una proporción de votos del 5, 22%, y �uctua entre 0, 75% del Priorat y el
7, 66% del Tarragonés.

CUP-Alternativa d'Esquerres
El voto de CUP-Alternativa d'Esquerres tiene una media 2, 40%, y �uctua entre 0, 84%
de la Vall d'Aran y el 6, 82% del Priorat.

Otros
El voto a Otros partidos varia entre el 1, 67% de Pallars Sobirà y el 5, 09% de l'Anoia,
con una media de votos del 3, 99%.

Votos nulos y votos en blanco
Votos nulos y votos en blanco tiene una proporción de votos del 1, 62%, y �uctua entre
1, 19% del Plà d'Estany y el 3, 60% d'Urgell.

Abstención
La abstención tiene una media global de 30, 43% y �uctua entre el 20, 92% del
Priorat hasta el 37, 41% del Baix Penedès.
Como norma general la abstención es más alta en comarcas pobladas e indus-
trializadas, algunas de ellas con mucha población sobretodo de origen inmigrante, todo
y que no es evidente cuál es la causa de la abstención.

Considerando la tabla 3.4. de los per�les columna, y la tabla 3.5. de las masas de las
comarcas, vemos que este caso está claro que la mayoria de votantes de todos los par-
tidos se encuentran en las comarcas muy pobladas. Pero es muy interesante comparar
el peso relativo de estas comarcas pobladas sobre cada uno de los partidos. Por ejemplo
el Barcelonès representa entre el 24, 97% y el 29, 96% de los votantes de partidos como
CiU, ERP o CUP-Alternativa d'Esquerres, y en cambio representa el 36, 87% de votos
de ICV-EUIA y el 35, 46% de votos del PP.
El Barcelonès, el Baix Llobregat y el Vallès Occidental - juntas tienen el 52, 93 de la
población.
El peso de esta macro-comarca sobre los partidos es muy diferente. Por un lado CiU
42, 38% ,ERC 44, 50% y CUP-Alternativa d'Esquerres están subrepresentadas. El PSC
esta equilibradamente representado con un 61, 64%, junto con el PP, con un 58, 83%.
ICV-EUiA y C's están superrepresentados con un 65, 70% y el 65, 97% respectivamente.
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3.2.3. Análisis estadístico multivariante: análisis de correspon-

dencias de los resultados

Despues de haber visto los per�les de los partidos y de las comarcas, ahora vamos a
re�ejarlo en mapas bidimensionales, utilizando la distancia ji-cuadrado, y el cálculo de
las coordenadas principales y las coordenadas estándares.

Tabla 3.8.- Valores esperados del estadístico χ2.

CiU ERC PSC P.P. ICV-EUiA C's CUP-A.E. Otros Nulos+Blancos Abstención
Alt Camp 6782,292813 3026,391023 3191,412255 2869,684553 2187,563061 1674,242238 769,286304 1278,480224 517,825668 9750,821860
Alt Empordà 17678,234144 7888,372057 8318,504473 7479,912303 5701,943731 4363,958785 2005,166068 3332,394128 1349,726952 25415,787359
Alt Penedès 15975,465548 7128,563577 7517,265612 6759,446691 5152,732161 3943,622008 1812,028349 3011,417721 1219,721170 22967,737162
Alt Urgell 3312,631971 1478,160842 1558,761109 1401,621702 1068,457457 817,739446 375,737597 624,439932 252,918285 4762,531658
Alta Ribagorça 634,464361 283,110343 298,547614 268,450895 204,640354 156,620639 71,964564 119,598219 48,441131 912,161880
Anoia 18326,031146 8177,431684 8623,325770 7754,004428 5910,884399 4523,870652 2078,642895 3454,505585 1399,186025 26347,117417
Bages 28613,115249 12767,728776 13463,919826 12106,616024 9228,884050 7063,287806 3245,462602 5393,648283 2184,601275 41136,736108
Baix Camp 26843,048565 11977,890580 12631,013807 11357,675635 8657,966132 6626,338165 3044,691551 5059,986008 2049,457306 38591,932250
Baix Ebre 11595,799117 5174,271196 5456,410750 4906,347533 3740,113042 2862,479873 1315,261622 2185,838957 885,335180 16671,142729
Baix Empordà 18378,726818 8200,945518 8648,121752 7776,300716 5927,880880 4536,878837 2084,619939 3464,438859 1403,209321 26422,877360
Baix Llobregat 122442,944951 54636,424524 57615,606681 51807,351506 39492,789647 30225,641370 13888,176637 23080,820598 9348,475735 176034,768352
Baix Penedès 14809,811878 6608,426228 6968,766526 6266,242044 4776,761825 3655,874683 1679,813267 2791,688906 1130,723922 21291,890719
Barcelonès 331223,622431 147798,425258 155857,489061 140145,425620 106832,981288 81764,175379 37569,270948 62436,533279 25288,806948 476196,269786
Berguedà 6775,943937 3023,558031 3188,424788 2866,998253 2185,515292 1672,674987 768,566178 1277,283444 517,340934 9741,694156
Cerdanya 2789,907831 1244,911160 1312,792928 1180,449684 899,857833 688,702429 316,447246 525,905042 213,008481 4011,017367
Conca de Barberà 3268,401467 1458,424331 1537,948417 1382,907147 1054,191335 806,820929 370,720721 616,102364 249,541301 4698,941987
Garraf 21300,268015 9504,594048 10022,854846 9012,446349 6870,195784 5258,075607 2415,997792 4015,157141 1626,267963 30623,142455
Garrigues 3165,972931 1412,718725 1489,750604 1339,568176 1021,154000 781,535943 359,102693 596,794313 241,720919 4551,681697
Garrotxa 8388,770120 3743,232456 3947,341188 3549,407951 2705,716805 2070,809039 951,502116 1581,305467 640,479645 12060,435213
Gironès 24835,322282 11082,004047 11686,276910 10508,178089 8010,393405 6130,721087 2816,963793 4681,524267 1896,168112 35705,448008
Maresme 66088,626784 29490,031219 31098,045938 27963,037966 21316,248451 16314,301593 7496,148699 12457,881824 5045,843385 95014,834143
Montsià 9950,805294 4440,242945 4682,357846 4210,327250 3209,536168 2456,405082 1128,677048 1875,753249 759,740481 14306,154639
Noguera 5885,196606 2626,089240 2769,283057 2490,110389 1898,213341 1452,789641 667,532540 1109,375204 449,332689 8461,077294
Osona 22946,743243 10239,283331 10797,604826 9709,093436 7401,250471 5664,516091 2602,750395 4325,522098 1751,975767 32990,260343
Pallars Jussà 2195,653018 979,743100 1033,165943 929,012021 708,186681 542,007714 249,043479 413,886430 167,637335 3156,664279
Pallars Sobirà 1141,316311 509,277546 537,047126 482,907164 368,120556 281,739528 129,454601 215,141158 87,139099 1640,856911
Pla de l'Estany 4542,620920 2027,005844 2137,533202 1922,047520 1465,178516 1121,368249 515,249954 856,296118 346,827508 6530,872168
Pla d'Urgell 5234,860054 2335,896416 2463,266773 2214,943744 1688,453565 1292,250874 593,767662 986,785035 399,679722 7526,096154
Priorat 1570,288713 700,693378 738,900366 664,411489 506,481462 387,633469 178,111095 296,003597 119,890990 2257,585441
Ribera d'Ebre 3585,633647 1599,979503 1687,222224 1517,132594 1156,511512 885,131248 406,703003 675,901474 273,761866 5155,022927
Ripollès 4348,345308 1940,316286 2046,116688 1839,846746 1402,516794 1073,410362 493,214107 819,674649 331,994633 6251,564427
Segarra 3008,732430 1342,554954 1415,760985 1273,037484 970,437595 742,720354 341,267579 567,154061 229,715662 4325,618896
Segrià 29575,181623 13197,021512 13916,620778 12513,679990 9539,189269 7300,778608 3354,585653 5575,000352 2258,054703 42519,887511
Selva 23430,104350 10454,968463 11025,050707 9913,610395 7557,153929 5783,836150 2657,575967 4416,636951 1788,880217 33685,182870
Solsonès 2060,421955 919,400368 969,532879 871,793835 664,569207 508,625263 233,704801 388,395016 157,312491 2962,244185
Tarragonès 34965,165885 15602,137368 16452,881348 14794,258993 11277,676650 8631,322653 3965,948386 6591,026713 2669,578104 50269,003898
Terra Alta 1992,488980 889,087353 937,566974 843,050427 642,658082 491,855675 225,999456 375,589469 152,125832 2864,577753
Urgell 5305,967468 2367,625927 2496,726413 2245,030302 1711,388575 1309,804088 601,833070 1000,188972 405,108748 7628,326438
Val d'Aran 1416,011021 631,851670 666,304899 599,134403 456,720683 349,549264 160,612040 266,921842 108,111943 2035,782235
Vallès Occidental 135262,172512 60356,613298 63647,702473 57231,349014 43627,507721 33390,130554 15342,206485 25497,279069 10327,219245 194464,819630
Vallès Oriental 60957,888299 27200,595874 28683,773636 25792,149539 19661,378292 15047,753639 6914,191099 11490,723981 4654,113308 87638,432334
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Tabla 3.9. - Contribuciones al total del estadístico χ2.

CiU ERC PSC P.P. ICV-EUiA C's CUP-A.E. Otros Nulos+Blancos Abstención
Alt Camp 554,176244 370,993430 247,312560 176,498460 429,725911 293,709396 98,100817 9,895969 0,051704 1,134514
Alt Empordà 1599,028440 224,453247 854,109548 0,004673 1429,460565 1004,744456 71,572700 55,071976 32,278336 59,643423
Alt Penedès 1538,430775 767,751135 241,460755 681,599191 95,294214 790,496926 914,056356 0,307243 0,802122 299,953153
Alt Urgell 837,234772 43,590871 197,438778 106,645281 180,749224 396,951667 19,347751 130,478451 9,916951 6,914549
Alta Ribagorça 18,566819 14,872885 1,688540 47,945847 25,079806 62,099290 2,012820 8,348347 20,560260 6,305263
Anoia 319,031073 86,403057 68,635020 170,855099 320,732148 355,897163 6,213048 264,283717 19,887922 3,390534
Bages 2981,850776 1193,895489 493,208210 1536,951628 840,359368 1645,585408 181,992463 0,101101 0,516820 16,136305
Baix Camp 112,135418 115,635673 318,270602 348,785368 1534,514908 2,524526 181,954414 216,223272 2,711261 309,863535
Baix Ebre 2,498175 997,387180 387,141457 236,127588 383,805207 1375,786221 27,234096 100,132395 523,309825 632,355101
Baix Empordà 2528,008635 671,710930 270,018873 523,840053 877,618443 1400,705273 1,087804 140,001629 22,127650 0,418227
Baix Llobregat 16032,093632 2855,434011 8140,144635 395,339536 3797,393634 5078,344091 1100,899112 960,813787 81,062680 105,487556
Baix Penedès 599,956267 426,291299 20,965321 63,895175 291,376881 5,681843 60,507856 0,112082 14,780181 1121,733971
Barcelonès 8619,690585 2722,766909 329,800560 5115,242471 6078,976753 2104,877333 1,542497 12,988552 438,439596 51,158386
Berguedà 3118,816307 1358,157182 648,028465 909,738733 589,972984 999,003773 336,347029 55,931547 0,516151 192,018685
Cerdanya 1465,588467 33,786694 394,656193 40,425496 267,754976 237,815418 25,851716 18,978745 0,676985 9,096853
Conca de Barberà 887,971686 1608,396117 458,736675 383,141280 207,047560 418,126178 6,550611 44,243931 5,622933 62,273217
Garraf 244,110648 129,303867 0,477015 9,619880 14,644876 13,448986 1024,146610 35,052895 2,016654 208,172810
Garrigues 1502,501500 698,375178 285,134202 243,024618 392,579364 533,202161 0,103711 118,376827 9,642813 44,426136
Garrotxa 5778,277888 1440,093447 1017,744200 1174,096210 759,703999 1317,587982 202,080890 132,250406 11,408278 347,921675
Gironès 4531,611937 1794,138030 971,398075 906,976306 1005,044438 1279,464275 1236,114973 57,210291 21,983609 474,812082
Maresme 2254,480905 107,194630 829,854930 14,695459 220,550129 135,408336 34,446368 108,967189 54,383751 236,647164
Montsià 0,108151 767,259619 162,526709 58,981175 695,007056 1375,885952 6,810863 116,144592 913,892894 476,474194
Noguera 2484,449267 557,438805 498,789844 160,968271 558,040594 826,516726 28,335996 185,283640 19,525767 42,985333
Osona 16325,888174 5317,311565 3239,843540 3079,591933 2057,430538 2709,310394 54,679567 176,790590 100,195846 2120,651682
Pallars Jussà 739,625166 227,637816 138,418694 229,765711 187,283865 368,658769 1,935762 110,531300 1,407869 2,095725
Pallars Sobirà 476,797904 307,487071 106,403192 176,451705 68,780053 174,517288 114,119422 72,790858 10,929597 37,742330
Pla de l'Estany 3935,875338 1522,949957 1029,631147 631,882784 472,653042 758,683142 403,121054 82,814369 24,312637 465,114508
Pla d'Urgell 2652,242610 516,217874 470,249581 255,274833 531,651137 685,589173 23,756359 106,240716 150,575662 110,053737
Priorat 590,218228 799,155262 135,912562 197,681842 70,887539 283,723586 603,618398 58,867357 0,006622 220,523576
Ribera d'Ebre 417,394910 992,294996 83,891239 214,253636 192,235964 518,009875 5,832223 34,589155 81,355452 21,903182
Ripollès 2628,316138 502,762939 295,909605 424,592468 261,423313 545,786628 9,874152 38,080880 7,836113 261,900064
Segarra 1256,401648 323,910591 430,572478 98,459426 328,294988 383,532530 6,128488 31,261354 40,357169 33,315581
Segrià 604,087367 31,619878 216,958270 66,659323 1303,466197 912,288754 310,498876 341,596565 279,155830 315,923920
Selva 1046,571119 214,071460 280,976348 265,253542 467,765885 812,525364 55,362678 140,106081 6,872692 152,005746
Solsonès 939,850912 764,900001 326,387322 211,888101 239,038179 362,895593 24,258667 45,130446 0,018102 42,362795
Tarragonès 1578,074836 972,436965 53,947241 2378,324686 692,537818 1876,656498 270,078694 92,787635 3,130818 486,442630
Terra Alta 299,511456 289,015957 118,676243 7,023586 164,010806 312,186842 2,340824 79,307668 134,185152 31,329863
Urgell 2260,208791 436,308896 618,557535 236,089517 523,347735 830,231311 10,152431 68,206790 23,173814 24,615072
Val d'Aran 10,002481 216,491092 37,796713 162,334445 107,637037 37,538440 68,137351 22,747533 163,342136 80,260059
Vallès Occidental 2861,650503 1436,872642 4417,689736 219,750042 1495,891948 3181,525679 71,205964 377,564882 0,654581 108,613775
Vallès Oriental 0,355030 0,086136 2,174988 211,236914 169,886417 164,692463 62,465751 163,644860 43,875507 54,199113

Se tiene que el valor del estadístico ji-cuadrado es 273640, 8844,
y por tanto la inercia total es 0, 0520493825.

Veamos la inercia relativa de las comarcas (inercia de las �las) y de los partidos (inercia
de las columnas).
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Es interesante considerar las inercias relativas de cada comarca, es decir, su peso en la
inercia total. Es obvio que las comarcas con per�l más parecido al per�l global de Cata-
luña contribuirán poco a la inercia, y en cambio, las comarcas con per�l muy diferente al
global de Cataluña contribuirán mucho. El peso de la comarca, en número de censados,
también in�uye positivamente.

Tabla 3.10. - Inercias relativas de las comarcas (Inercias de las �las).

COMARCA INERCIA
Alt Camp 0,000415
Alt Empordà 0,001014
Alt Penedès 0,001014
Alt Urgell 0,000367
Alta Ribagorça 0,000039
Anoia 0,000307
Bages 0,001691
Baix Camp 0,000598
Baix Ebre 0,000887
Baix Empordà 0,001224
Baix Llobregat 0,007332
Baix Penedès 0,000496
Barcelonès 0,004846
Berguedà 0,001561
Cerdanya 0,000475
Conca de Barberà 0,000776
Garraf 0,000320
Garrigues 0,000728
Garrotxa 0,002317
Gironès 0,002336
Maresme 0,000760
Montsià 0,000870
Noguera 0,001020
Osona 0,006692
Pallars Jussà 0,000382
Pallars Sobirà 0,000294
Pla de l'Estany 0,001774
Pla d'Urgell 0,001047
Priorat 0,000563
Ribera d'Ebre 0,000487
Ripollès 0,000947
Segarra 0,000558
Segrià 0,000834
Selva 0,000655
Solsonès 0,000562
Tarragonès 0,001599
Terra Alta 0,000273
Urgell 0,000957
Val d'Aran 0,000172
Vallès Occidental 0,002696
Vallès Oriental 0,000166
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Tabla 3.11. - Inercias relativas de los partidos (Inercias de las columnas).

PARTIDO INERCIA
CiU 0,018381
ERC-Cat Sí 0,006440
PSC 0,005486
P.P. 0,004255
ICV-EUiA 0,005769
C's 0,006956
CUP-Alternativa d'Esquerres 0,001458
Otros 0,000916
Votos nulos + Votos en blanco 0,000623
Abstención 0,001765

Tabla 3.12. - Diagrama de descomposición (Scree plot) de la inercia en ejes princi-
pales.

Principal inertias (eigenvalues):
dim value % cum% scree plot
1 0,043423 83,4 83,4 *************************
2 0,003678 7,1 90,5 **
3 0,001897 3,6 94,1 *
4 0,001213 2,3 96,5 *
5 0,000835 1,6 98,1
6 0,000382 0,7 98,8
7 0,000327 0,6 99,4
8 0,000172 0,3 99,8
9 0,000124 0,2 100,0
Total: 0,052049 100,0

Con estos datos, se obtiene un plano bidimensional que recoge el 90, 5 % de la inercia
total, es decir la inercia de la nube de puntos proyectada es del 90, 5 % de la inercia de
la nube de puntos iniciales. En particular el primer eje recoge un 83, 4 % de la inercia y
el segundo, por sí solo, un 7, 1 %. Por tanto podemos hablar de una buena calidad de la
representación grá�ca bidimensional de la nube de puntos de las comarcas.
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Tabla 3.13. - Coordenadas principales de las comarcas en el plano bidimensional.

COMARCA EJE 1 EJE 2
Alt Camp -0,252146 -0,029046
Alt Empordà -0,227103 -0,095257
Alt Penedès -0,240243 0,074046
Alt Urgell -0,330403 -0,069968
Alta Ribagorça -0,188382 -0,042228
Anoia -0,109811 -0,006291
Bages -0,249555 0,019900
Baix Camp -0,049687 -0,123676
Baix Ebre -0,177299 -0,134385
Baix Empordà -0,263508 -0,025073
Baix Llobregat 0,249309 0,035901
Baix Penedès 0,100536 -0,139541
Barcelonès 0,117010 -0,002637
Berguedà -0,499295 0,060618
Cerdanya -0,402642 -0,055100
Conca de Barberà -0,483677 0,041268
Garraf 0,037121 -0,028129
Garrigues -0,498462 -0,014491
Garrotxa -0,548035 0,066416
Gironès -0,312413 0,043065
Maresme -0,096972 0,011200
Montsià -0,172926 -0,169501
Noguera -0,427062 -0,046665
Osona -0,549453 0,123279
Pallars Jussà -0,425730 -0,041148
Pallars Sobirà -0,509722 0,057161
Pla de l'Estany -0,642668 0,103751
Pla d'Urgell -0,456077 -0,022110
Priorat -0,548101 0,147532
Ribera d'Ebre -0,349596 -0,003387
Ripollès -0,480223 0,072979
Segarra -0,448580 -0,037889
Segrià -0,111771 -0,124218
Selva -0,158051 -0,049960
Solsonès -0,542609 0,017326
Tarragonès 0,155842 -0,126361
Terra Alta -0,337510 -0,101805
Urgell -0,444048 -0,037074
Val d'Aran 0,101787 -0,277471
Vallès Occidental 0,127262 0,061461
Vallès Oriental 0,009793 0,038668
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Tabla 3.14. - Coordenadas principales de los partidos en el plano bidimensional.

PARTIDOS EJE 1 EJE 2
CiU -0,291085 0,021027
ERC-Cat Sí -0,249920 0,029718
PSC 0,218858 0,045766
P.P. 0,179086 -0,088620
ICV-EUiA 0,254571 0,112261
C's 0,348947 0,055837
CUP-Alternativa d'Esquerres -0,132251 0,050186
Otros 0,080548 0,091263
Nulos+Blancos -0,022106 -0,084602
Abstención 0,039718 -0,058953
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Tabla 3.15. - Coordenadas estandares de las comarcas en el plano bidimensional.

COMARCA EJE 1 EJE 2
Alt Camp -1,210023 -0,478957
Alt Empordà -1,089844 -1,570753
Alt Penedès -1,152900 1,220997
Alt Urgell -1,585569 -1,153753
Alta Ribagorça -0,904026 -0,696329
Anoia -0,526973 -0,103744
Bages -1,197588 0,328145
Baix Camp -0,238443 -2,039374
Baix Ebre -0,850838 -2,215963
Baix Empordà -1,264547 -0,413447
Baix Llobregat 1,196410 0,591993
Baix Penedès 0,482460 -2,300990
Barcelonès 0,561517 -0,043489
Berguedà -2,396068 0,999578
Cerdanya -1,932240 -0,908581
Conca de Barberà -2,321118 0,680491
Garraf 0,178141 -0,463838
Garrigues -2,392068 -0,238949
Garrotxa -2,629966 1,095176
Gironès -1,499238 0,710131
Maresme -0,465357 0,184688
Montsià -0,829856 -2,795016
Noguera -2,049425 -0,769493
Osona -2,636767 2,032840
Pallars Jussà -2,043034 -0,678517
Pallars Sobirà -2,446102 0,942571
Pla de l'Estany -3,084100 1,710822
Pla d'Urgell -2,188668 -0,364581
Priorat -2,630279 2,432752
Ribera d'Ebre -1,677678 -0,055854
Ripollès -2,304540 1,203404
Segarra -2,152690 -0,624772
Segrià -0,536378 -2,048314
Selva -0,758471 -0,823821
Solsonès -2,603926 0,285704
Tarragonès 0,747869 -2,083652
Terra Alta -1,619674 -1,678739
Urgell -2,130942 -0,611334
Val d'Aran 0,488463 -4,575409
Vallès Occidental 0,610718 1,013476
Vallès Oriental 0,046996 0,637617
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Tabla 3.16. - Coordenadas estandares de los partidos en el plano bidimensional.

PARTIDOS EJE 1 EJE 2
CiU -1,396886 0,346734
ERC-Cat Sí -1,199340 0,490037
PSC 1,050277 0,754666
P.P. 0,859418 -1,461317
ICV-EUiA 1,221659 1,851154
C's 1,674562 0,920737
CUP-Alternativa d'Esquerres -0,634660 0,827554
Otros 0,386540 1,504902
Nulos+Blancos -0,106086 -1,395064
Abstención 0,190604 -0,972112
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Para intepretar las grá�cas utilizaremos la siguiente tabla de códigos para las comarcas.
Esto nos proporcionará una mejor visualización de las etiquetas de los puntos en las re-
presentaciones bidimensionales.

Tabla 3.17. - Tabla de los códigos de las comarcas.

COMARCAS CÓDIGO
Alt Camp AC
Alt Empordà AE
Alt Penedès AP
Alt Urgell AU
Alta Ribagorça AR
Anoia A
Bages BA
Baix Camp BC
Baix Ebre BEB
Baix Empordà BEM
Baix Llobregat BL
Baix Penedès BP
Barcelonès B
Berguedà BE
Cerdanya C
Conca de Barberà CB
Garraf GF
Garrigues GG
Garrotxa GR
Gironès GI
Maresme M
Montsià MO
Noguera N
Osona O
Pallars Jussà PJ
Pallars Sobirà PS
Pla de l'Estany PE
Pla d'Urgell PU
Priorat P
Ribera d'Ebre RE
Ripollès R
Segarra SE
Segrià S
Selva SL
Solsonès SO
Tarragonès T
Terra Alta TA
Urgell U
Val d'Aran VA
Vallès Occidental VOC
Vallès Oriental VOR
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Para los partidos utilizaremos la siguiente tabla de codi�cación.

Tabla 3.18. - Tabla de los códigos de los partidos.

PARTIDOS CÓDIGO
CiU CIU
ERC-Cat Sí ERC
PSC PSC
P.P. PP
ICV-EUiA ICV
C's CS
CUP-Alternativa d'Esquerres CUP
Otros OTR
Nulos+Blancos N+B
Abstención ABS

Presentamos un mapa geográ�co de las comarcas de Cataluña, para poder localizar la
ubicación correcta de las comarcas.

Las grá�cas que representamos son vistas desde el punto de vista del análisis de �las, es
decir, el análisis electoral de las comarcas, que es lo que nos interesa.
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Tabla 3.19. - Calidad de la representación de las comarcas.

COMARCA CALIDAD MASAS
Alt Camp 0,946358 0,006096
Alt Empordà 0,950461 0,015889
Alt Penedès 0,895057 0,014359
Alt Urgell 0,925431 0,002977
Alta Ribagorça 0,538550 0,000570
Anoia 0,648558 0,016471
Bages 0,953110 0,025717
Baix Camp 0,716996 0,024126
Baix Ebre 0,581238 0,010422
Baix Empordà 0,945488 0,016519
Baix Llobregat 0,952265 0,110051
Baix Penedès 0,794513 0,013311
Barcelonès 0,841564 0,297701
Berguedà 0,986730 0,006090
Cerdanya 0,872779 0,002508
Conca de Barberà 0,891531 0,002938
Garraf 0,129882 0,019145
Garrigues 0,971992 0,002846
Garrotxa 0,991706 0,007540
Gironès 0,950546 0,022322
Maresme 0,744565 0,059400
Montsià 0,602869 0,008944
Noguera 0,957122 0,005290
Osona 0,977281 0,020624
Pallars Jussà 0,945516 0,001973
Pallars Sobirà 0,917718 0,001026
Pla de l'Estany 0,975292 0,004083
Pla d'Urgell 0,937382 0,004705
Priorat 0,807464 0,001411
Ribera d'Ebre 0,808401 0,003223
Ripollès 0,974153 0,003908
Segarra 0,982600 0,002704
Segrià 0,890458 0,026582
Selva 0,883904 0,021059
Solsonès 0,970478 0,001852
Tarragonès 0,791332 0,031426
Terra Alta 0,813911 0,001791
Urgell 0,989512 0,004769
Val d'Aran 0,644897 0,001273
Vallès Occidental 0,900810 0,121573
Vallès Oriental 0,525200 0,054788
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Tabla 3.20. - Contribución absoluta de las comarcas.

CONTRIBUCIÓN ABSOLUTA
COMARCA EJE 1 EJE 2
Alt Camp 0,000388 0,000005
Alt Empordà 0,000819 0,000144
Alt Penedès 0,000829 0,000079
Alt Urgell 0,000325 0,000015
Alta Ribagorça 0,000020 0,000001
Anoia 0,000199 0,000001
Bages 0,001602 0,000010
Baix Camp 0,000060 0,000369
Baix Ebre 0,000328 0,000188
Baix Empordà 0,001147 0,000010
Baix Llobregat 0,006840 0,000142
Baix Penedès 0,000135 0,000259
Barcelonès 0,004076 0,000002
Berguedà 0,001518 0,000022
Cerdanya 0,000407 0,000008
Conca de Barberà 0,000687 0,000005
Garraf 0,000026 0,000015
Garrigues 0,000707 0,000001
Garrotxa 0,002265 0,000033
Gironès 0,002179 0,000041
Maresme 0,000559 0,000007
Montsià 0,000267 0,000257
Noguera 0,000965 0,000012
Osona 0,006226 0,000313
Pallars Jussà 0,000358 0,000003
Pallars Sobirà 0,000267 0,000003
Pla de l'Estany 0,001686 0,000044
Pla d'Urgell 0,000979 0,000002
Priorat 0,000424 0,000031
Ribera d'Ebre 0,000394 0,000000
Ripollès 0,000901 0,000021
Segarra 0,000544 0,000004
Segrià 0,000332 0,000410
Selva 0,000526 0,000053
Solsonès 0,000545 0,000001
Tarragonès 0,000763 0,000502
Terra Alta 0,000204 0,000019
Urgell 0,000940 0,000007
Val d'Aran 0,000013 0,000098
Vallès Occidental 0,001969 0,000459
Vallès Oriental 0,000005 0,000082
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Tabla 3.21. - Contribución relativa de las comarcas.

CONTRIBUCIÓN RELATIVA
COMARCA EJE 1 EJE 2
Alt Camp 0,933964 0,012393
Alt Empordà 0,808262 0,142199
Alt Penedès 0,817407 0,077650
Alt Urgell 0,885711 0,039720
Alta Ribagorça 0,512783 0,025767
Anoia 0,646436 0,002122
Bages 0,947088 0,006022
Baix Camp 0,099644 0,617352
Baix Ebre 0,369158 0,212081
Baix Empordà 0,937004 0,008483
Baix Llobregat 0,932920 0,019345
Baix Penedès 0,271491 0,523022
Barcelonès 0,841136 0,000427
Berguedà 0,972397 0,014333
Cerdanya 0,856736 0,016044
Conca de Barberà 0,885088 0,006443
Garraf 0,082506 0,047375
Garrigues 0,971171 0,000821
Garrotxa 0,977352 0,014354
Gironès 0,932821 0,017725
Maresme 0,734763 0,009802
Montsià 0,307465 0,295404
Noguera 0,945828 0,011293
Osona 0,930442 0,046839
Pallars Jussà 0,936765 0,008751
Pallars Sobirà 0,906320 0,011398
Pla de l'Estany 0,950519 0,024773
Pla d'Urgell 0,935184 0,002198
Priorat 0,752914 0,054550
Ribera d'Ebre 0,808325 0,000076
Ripollès 0,952163 0,021990
Segarra 0,975640 0,006960
Segrià 0,398394 0,492064
Selva 0,803608 0,080295
Solsonès 0,969489 0,000988
Tarragonès 0,477442 0,313890
Terra Alta 0,746033 0,067878
Urgell 0,982662 0,006850
Val d'Aran 0,076490 0,568407
Vallès Occidental 0,730442 0,170368
Vallès Oriental 0,031657 0,493543
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Tabla 3.22. - Contribución relativa de las comarcas en h.

CONTRIBUCIÓN RELATIVA EN h
COMARCA EJE 1 EJE 2
Alt Camp 934 12
Alt Empordà 808 142
Alt Penedès 817 78
Alt Urgell 886 40
Alta Ribagorça 513 26
Anoia 646 2
Bages 947 6
Baix Camp 100 617
Baix Ebre 369 212
Baix Empordà 937 8
Baix Llobregat 933 19
Baix Penedès 271 523
Barcelonès 841 0
Berguedà 972 14
Cerdanya 857 16
Conca de Barberà 885 6
Garraf 83 47
Garrigues 971 1
Garrotxa 977 14
Gironès 933 18
Maresme 735 10
Montsià 307 295
Noguera 946 11
Osona 930 47
Pallars Jussà 937 9
Pallars Sobirà 906 11
Pla de l'Estany 951 25
Pla d'Urgell 935 2
Priorat 753 55
Ribera d'Ebre 808 0
Ripollès 952 22
Segarra 976 7
Segrià 398 492
Selva 804 80
Solsonès 969 1
Tarragonès 477 314
Terra Alta 746 68
Urgell 983 7
Val d'Aran 76 568
Vallès Occidental 730 170
Vallès Oriental 32 494
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Tabla 3.23. - Calidad de la representación de los partidos.

PARTIDOS CALIDAD MASAS
CiU 0,980645 0,211629
ERC-Cat Sí 0,928843 0,094433
PSC 0,907488 0,099582
P.P. 0,840128 0,089543
ICV-EUiA 0,915901 0,068259
C's 0,937845 0,052242
CUP-Alternativa d'Esquerres 0,329438 0,024004
Otros 0,645485 0,039893
Nulos+Blancos 0,198176 0,016158
Abstención 0,871124 0,304257

Tabla 3.24. - Contribución absoluta de los partidos.

CONTRIBUCIÓN ABSOLUTA
PARTIDOS EJE 1 EJE 2
CiU 0,017931 0,000094
ERC-Cat Sí 0,005898 0,000083
PSC 0,004770 0,000209
P.P. 0,002872 0,000703
ICV-EUiA 0,004424 0,000860
C's 0,006361 0,000163
CUP-Alternativa d'Esquerres 0,000420 0,000060
Otros 0,000259 0,000332
Nulos+Blancos 0,000008 0,000116
Abstención 0,000480 1,057420

Tabla 3.25. - Contribución relativa de los partidos.

CONTRIBUCIÓN RELATIVA
PARTIDOS EJE 1 EJE 2
CiU 0,975554 0,005091
ERC-Cat Sí 0,915893 0,012950
PSC 0,869468 0,038020
P.P. 0,674871 0,165257
ICV-EUiA 0,766787 0,149114
C's 0,914431 0,023414
CUP-Alternativa d'Esquerres 0,287970 0,041468
Otros 0,282642 0,362844
Nulos+Blancos 0,012666 0,185510
Abstención 0,271966 0,599158
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Tabla 3.26. - Contribución relativa de los partidos en h.

CONTRIBUCIÓN RELATIVA EN h
PARTIDOS EJE 1 EJE 2
CiU 976 5
ERC-Cat Sí 916 13
PSC 869 38
P.P. 675 165
ICV-EUiA 767 149
C's 914 23
CUP-Alternativa d'Esquerres 288 41
Otros 283 363
Nulos+Blancos 13 186
Abstención 272 599
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3.3. Conclusiones del estudio de geogra�a electoral

Un análisis parecido para datos electorales de los años 80 y 90, se encuentra en Puig-Vives.

En la práctica son su�ciente dos o tres ejes para estudiar la relación entre �las y co-
lumnas. En nuestro caso hemos cogido dos ejes, ya que estos representan más del 90 %
de la inercia total.

Criterios de intepretación.

Para poder interpretar bien un grá�co tendremos que tener en cuenta algunos puntos:
1.− Si dos �las o columnas, tienen una estructura parecida, su situación será próxima
sobre el plano (no siempre será cierto a la inversa, depende de la calidad de representación
de los puntos).
2.− La situación próxima de un punto �la i y un punto columna j solo se puede inter-
pretar si estan lejos del origen o centro de gravedad, en la periféria de las nubes.
3.− Cuando una �la o columna tiene un per�l próximo al per�l medio, tendrá un com-
portamiento medio, y se situará cerca del origen.

Para interpretar bien el grá�co de la nube de puntos, debemos conocer bien la signi�ca-
ción de los ejes a donde hemos proyectado la nube y estudiar su forma. La visualización
directa del grá�co nos puede conducir a errores. Para evitarlo utilizamos dos indicadores:

Contribución Absoluta (CAejek,elei)
Expresa la participación que tiene el elemento i en la inercia explicada por el eje k.

Contribución Relativa (CRejek,elei)
Expresa la calidad de representación del elemento i sobre el eje k.

Pautas a seguir:
1.− Se buscan aquellos puntos tanto �las como columnas con el CAejek,elei más alto.
2.− De estos se separan los puntos que se proyectan al lado positivo por una banda y los
que se proyectan al lado negativo por la otra.
3.− Se estudia la calidad dels puntos a partir de su CRejek,elei . Si se obtiene un CRejek,elei

bajo no se tiene en cuenta, ya que tendrá su importancia en otro eje.
4.− Se buscan aquellos puntos, tanto �las como columnas, que esten bien representados,
esto quiere decir que tengan un CRejek,elei alto. Estos puntos son ilustrativos de la signi-
�cación del eje.

De esta manera ya tenemos los elementos necesarios para la interpretación de los ejes.
Estos nuevos ejes son nuevas dimensiones que condensan y resumen los criterios inter-
relacionados. A veces se puede dar un signi�cado a estos ejes. Esto pasa cuando hay
elementos muy bien representados y opuestos entre si.
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Resultados.

La grá�ca 3.1. es la representación grá�ca de los partidos respecto las dos primeras
coordenadas principales. La manera más interesante de interpretar esta grá�ca es consi-
derar que estos puntos que representan a los partidos, son los extremos de vectores que
salen del origen. El coseno del ángulo entre dos vectores nos indica la proximidad que
representan.

En este caso, ERC y CiU tienen per�les muy parecidos. Pasa lo mismo con PSC y Ciuta-
dans, y por otro lado con P.P. y Abstención. ICV-EUiA y CUP-Alternativa d'Esquerres
son variables que no están muy bien explicadas.

La grá�ca 3.2. es la representación grá�ca de las 41 comarcas respecto las dos pri-
meras coordenadas principales.

La grá�ca 3.3. es la representación grá�ca de las 41 comarcas y los 10 partidos, res-
pecto las dos primeras coordenadas principales.

La interpretación si nos �jamos en las tres grá�cas. A la izquierda del primer eje, aparcen
comarcas con un gran peso de ERC y CiU, que son comarcas más del interior. Por ejemplo
las más extremas: Pla d'Estany, Osona, Priorat, Solsonès, Garrigues, Noguera, Berguerà,
Garrotxa, Ripollès y Pallars Sobirà.

Al otro extremo, con una importancia relativa de PSC, Ciutadans, Abstención e ICV-
EUiA, se encuentran las comarcas más pobladas de Cataluña, urbanas y con mucha
inmigración: Baix Llobregat, Vallès Occidental, Barcelonès y Tarragonés.

Cerca del centro se encuentran comarcas con un per�l parecido al per�l de Cataluña,
en este caso son Garraf, Vallès Oriental, Baix Penedès, Maresme, Baix Camp y Anoia.

A partir de la grá�ca 3.3., podemos imaginar grupos de comarcas según su compor-
tamiento político.

Por ejemplo, Baix Llobregat, Barcelonès, y el Vallés Occidental son comarcas con un
peso importante del PSC, ICV-EUiA y Abstención.
Tarragonès y Baix Penedès tienen un peso importante del P.P.
Maresme, Anoia, Garraf, Baix Camp y Vallès Oriental, forman un grupo de comarcas
equilibradas, en el sentido que recogen unas proporciones muy parecidas a las globales de
Cataluña.

Otro grupo está formado por comarcas con voto Nacionalista (ERC y CiU) y un vo-
to más de derechas: Priorat, Plà d'Estany, Osona Garrotxa y Ripollès.

Otros presentan altos votos nacionalistas y un voto más bien de izquierdas: Pallars Jussà,
Alta Ribagorça, Selva, Alt Camp y Baix Empordà.
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Vamos a continuar con el esquema descrito en criterios de interpretación.

La inercia de la nube de puntos es 0, 0520493825.

En la Tabla 3.12, en el diagrama de descomposición, describimos los porcentajes de las
inercias principales, de donde obtenemoslo siguiente.

La inercia del primer eje = 0, 043423 = 83, 4 % de la inercia total.
La inercia del segundo eje = 0, 003678 = 7, 1 % de la inercia total.

Sumando los dos ejes tenemos casi la representación exacta de todos los puntos, tan-
to los puntos de los per�les �la, como los puntos de los per�les columna = 90, 5 %.

Además vemos que el primer eje coge un 83, 4 % de la información de la tabla. Esto
nos indica que podemos interpretar en un solo eje, es decir, proyectar estos puntos sobre
una recta, sean del espacio R10, como R41.

Espacio de los partidos.

Vamos a estudiar el comportamiento de los partidos. Miramos la Tabla 3.23. - Cali-
dad de la representación de los partidos, columna calidad, para comprobar si estan bien
representados en el plano bidimensional.

PARTIDOS CALIDAD
CiU 0,980645
ERC-Cat Sí 0,928843
PSC 0,907488
P.P. 0,840128
ICV-EUiA 0,915901
C's 0,937845
CUP-Alternativa d'Esquerres 0,329438
Otros 0,645485
Nulos+Blancos 0,198176
Abstención 0,871124

Todos los partidos tienen una buena representación en el plano bidimensional, excep-
to los votos Nulos y Blancos, y el partido CUP-Alternativa d'Esquerres.
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Para interpretar los ejes seguiremos las pautas antes de�nidas.

A.- Cogemos las comarcas con el CAejek,elei , k = 1, 2, j = 1, . . . , 10, (contribución
absoluta, es decir la importancia que tiene el punto proyectado en el eje) más alto de
cada eje.

En nuestro caso hemos encontrado:

EJE 1 EJE 2
CiU 0,017931 Abstención 1,057420
C's 0,006361 ICV-EUiA 0,000860
ERC-Cat Sí 0,005898 P.P. 0,000703
PSC 0,004770

B.- De estos puntos separamos los que se proyectan al lado positivo y al lado negativo:

EJE 1 SIGNO EJE 2 SIGNO
CiU (-) Abstención (+)
C's (+) ICV-EUiA (+)
ERC-Cat Sí (-) P.P. (-)
PSC (+)

C.- Se estudia la calidad de cada partido en cada eje a partir del CRejek,elej , k =
1, 2, j = 1, . . . , 10, (contribución relativa), es decir la inercia proyectada del punto al eje
dividido por la inercia del punto en la nube de puntos. Si un punto está bien correlacio-
nado con el eje, el CAejek,elej será muy elevado.

EJE 1 EJE 2
CiU 0,975554 Abstención 0,599158
ERC-Cat Sí 0,915893 Otros 0,362844
C's 0,914431 Nulos+Blancos 0,185510
PSC 0,869468 P.P. 0,165257

ICV-EUiA 0,149114

De aquí podemos ver que en el primer eje principal (eje de la abcisas), todos los puntos
partidos están bien representados. Entonces la interpretación de la nube de puntos de los
partidos, viene dada por:

ERC y CiU contra PSC y Ciutadans.

El nombre de este eje sería alto voto de ERC y CiU contra alto voto de PSC y Ciu-
tadans.

Dicho de otro modo,

el primer eje principal opone soberanismo a no-soberanismo.
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El segundo eje principal (eje de las ordenadas), no es un eje tan importante, pero si
a tener en cuenta, pues tiene el 7, 1 %, e iría más ligado a un alto voto más partidario
del P.P. y no P.P., como PSC y Ciutadans, y después ICV-EUiA, es decir, esencialmente
opone comarcas con un alto voto relativo de ICV-EUiA a comarcas con un alto voto
relativo del P.P. Por tanto, podríamos decir:

el segundo eje principal va de derechas a izquierdas.

Espacio de las comarcas.

Primero miramos las comarcas que tienen más baja cuali�cación (columna Calidad de
Tabla 18.- Calidad de la representación), es decir su representación en el plano bidimen-
sional.

COMARCA CALIDAD
Garraf 0,129882

Entonces, Garraf, estaría mejor representada en otros ejes. A la hora de hacer el estudio
no la tendremos en cuenta.

Para interpretar los ejes seguiremos las pautas antes de�nidas.
A.- Cogemos las comarcas con el CAejek,elei , k = 1, 2, i = 1, . . . , 41, (contribución
absoluta, Tabla 3.21. - Contribución relativa de las comarcas ), más alto de cada eje:

EJE 1 EJE 2
Baix Llobregat 0,006840 Tarragonès 0,000502
Osona 0,006226 Vallès Occidental 0,000459
Barcelonès 0,004076 Segrià 0,000410

Baix Camp 0,000369
Osona 0,000313

B.- De estos puntos separamos los que se proyectan al lado positivo y al lado negativo:

EJE 1 SIGNO EJE 2 SIGNO
Baix Llobregat (+) Tarragonès (-)
Osona (-) Vallès Occidental (+)
Barcelonès (+) Segrià (-)

Baix Camp (-)
Osona (+)
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C.- Se estudia la calidad de cada comarca en cada eje a partir del CRejek,elei , k =
1, 2, i = 1, . . . , 41, (Contribución Relativa):

EJE 1 EJE 2
Baix Llobregat 0,932920 Tarragonès 0,313890
Osona 0,930442 Vallès Occidental 0,170368
Barcelonès 0,841136 Segrià 0,492064

Baix Camp 0,617352
Osona 0,046839

Tendremos claro que el primer eje principal estará compuesto por:
Baix LLobregat, Barcelonès y Vallès Occidental, por un lado y por el otro lado, como
más importantes Osona, Garrotxa y Gironès.

En cambio para el segundo eje principal tendremos como más importantes:
Vallès Occidental, al lado positivo, y Baix Camp y Baix Penedès, al lado negativo.

Otros puntos importantes de cada eje, es decir estan bien representados, son:

EJE 1 CALIDAD SIGNO EJE 2 CALIDAD SIGNO
Garrotxa 0,991706 (-) Baix Penedès 0,794513 (-)
Gironès 0,950546 (-) Alt Empordà 0,950461 (-)
Pla de l'Estany 0,975292 (-)
Bages 0,953110 (-)
Berguedà 0,986730 (-)
Baix Empordà 0,945488 (-)

Interpretación conjunta.

A partir de estos datos, y de las grá�cas podemos decir que el primer eje principal, que
es el más importante, tiene al lado negativo, un alto voto de CIU y ERC y se agrupan
comarcas como Garrigues (característica de este eje), Osona, Priorat, Berguerà, Garrot-
xa, Pla d'Estany, etc.

Por el otro lado, el positivo, esta el PSC como más importante, junto con Ciutadans.
En esta parte del eje tenemos como más destacado a Barcelonès y Baix Llobregat.

Observando las comarcas de este eje, podríamos pensar que esta formado por comar-
cas de interior contra comarcas del cinturón de Barcelona.

En el segundo eje principal, no tan importante como el primero, en el lado negativo
hay un alto voto del P.P. donde se agrupan comarcas como el Tarragonès y el Baix Pe-
nedès, y en el lado positivo hay un alto voto de ICV-EUiA, del PSC y de Ciutadans, con
comarcas características como las formadas por el cinturón de Barcelona (Barcelonès,
Baix Llobregat y Vallès Occidental).
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Apéndice A

Implementación del cálculo del AC con
R

En este apéndice veremos el cálculo de los resultados del AC utilizando el lenguaje de
programación R. Para información sobre el uso del programa R en estadística veáse Peter
Dalgaard.

# Se captura los datos de la tabla N , y la guardamos en el data frame de
R llamado eleccions.

eleccions <- read.table("clipboard")

# Calculamos el total de la muestra.
sum(eleccions)

# Calculamos el estadístico ji-cuadrado.
eleccions.row <- apply(eleccions, 1, sum)
eleccions.col <- apply(eleccions, 2, sum)
eleccions.exp <- eleccions.row%o%eleccions.col/sum(eleccions)
eleccions.chi�2 <- sum((eleccions - eleccions.exp)�2/eleccions.exp)
# Calculamos la inercia total.
eleccions.chi�2/sum(eleccions)

# CÁLCULO DE LAS COORDENADAS PRINCIPALES Y LAS COOR-
DENADAS ESTÁNDARES.

# Obtenemos la matriz P de correspondencias de la tabla.
eleccions.P <- eleccions/sum(eleccions)

# Calculamos la masa de las �las.
eleccions.r <- apply(eleccions.P, 1, sum)

# Calculamos la masa de las columnas.
eleccions.c <- apply(eleccions.P, 2, sum)
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eleccions.Dr <- diag(eleccions.r)

eleccions.Dc <- diag(eleccions.c)

eleccions.Drmh <- diag(1/sqrt(eleccions.r))

eleccions.Dcmh <- diag(1/sqrt(eleccions.c))

eleccions.P <- as.matrix(eleccions.P)

# Calculo de la matriz de residuos estandarizados S:
eleccions.S <- eleccions.Drmh%*%( eleccions.P- eleccions.r%o% eleccions.c)%*%

eleccions.Dcmh

# Realizamos los cálculos de la DVS:

eleccions.svd <- svd(eleccions.S)

# Calculamos las coordenadas principales y estándares (pc y sc).
eleccions.rsc <- eleccions.Drmh%*%eleccions.svd$u

eleccions.csc <- eleccions.Dcmh%*% eleccions.svd$v

eleccions.rpc <- eleccions.rsc%*%diag(eleccions.svd$d)

eleccions.cpc <- eleccions.csc%*%diag(eleccions.svd$d)

# Cálculo de las coordenadas principales de los dos primeros ejes.
eleccions.rpc[,1:2]
eleccions.cpc[,1:2]

# Cálculo de las coordenadas estándares de los dos primeros ejes.
eleccions.rsc[,1:2]
eleccions.csc[,1:2]

# CÁLCULO DE LAS GRÁFICAS.

# Cálculo de las grá�cas en coordenadas estándares y principales de los dos
primeros ejes.

plot(ca(eleccions), what = c("all", "none"), map = "rowprincipal", arrows = c(FALSE,FALSE))

plot(ca(eleccions), map = "rowprincipal", col = c("red", "blue"),arrows = c(FALSE,FALSE))

plot(ca(eleccions), map = "symmetric", col = c("red", "blue"),arrows = c(FALSE,FALSE))

plot(ca(eleccions), map = "rowprincipal", what = c("all", "none"), col = c("red",
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"blue"),arrows = c(FALSE,FALSE))

plot(ca(eleccions), map = "rowprincipal", what = c("none", "all"), col = c("red",
"blue"),arrows = c(FALSE,FALSE))

# CÁLCULO DE LAS CONTRIBUCIONES A LA INERCIA.

# Cáculo de las inercias principales.
eleccions.svd$d�2

# Cálculo de las inercias relativas de las comarcas.
round(apply(eleccions.S�2, 1, sum), 5)

# Cálculo de las inercias relativas de los partidos.
round(apply(eleccions.S�2, 2, sum), 5)

# Cálculo de las inercias relativas de las comarcas, en tantos por mil.
round(1000*eleccions.S�2/sum(eleccions.S�2), 0)

# Cálculo de las inercias principales de la tabla.
eleccions.svd <- svd(eleccions.S)
eleccions.svd$d�2

# (Contribución absoluta) Componentes individuales de la inercia de las co-
marcas (�las) en los 10 ejes.

eleccions.F <- eleccions.Drmh%*%eleccions.svd$u%*%diag(eleccions.svd$d)
eleccions.rowi <- diag(eleccions.r)%*%eleccions.F�2
eleccions.rowi [,1:10]

# (Contribución absoluta) Componentes individuales de la inercia de los par-
tidos (columnas) en los 10 ejes.

eleccions.G <- eleccions.Dcmh%*%eleccions.svd$v%*%diag(eleccions.svd$d)
eleccions.G
eleccions.colj <- diag(eleccions.c)%*%eleccions.G�2
eleccions.colj [,1:10]

# (Contribucion relativa) Contribución de las comarcas a la inercia.
(eleccions.rowi/apply(eleccions.rowi,1,sum))[,1:10]
(eleccions.rowi/apply(eleccions.rowi,1,sum))[,1:2]

# (Contribucion relativa) Contribución de los partidos a la inercia.
(eleccions.colj/apply(eleccions.colj,1,sum))[,1:10]
(eleccions.colj/apply(eleccions.colj,1,sum))[,1:2]
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# RESUMEN GENERAL Y COMPLETO DEL AC.

# Cálculo del AC simple: inercias principales; y para �las y columnas, las
masas, las distáncias ji-cuadrado al centroide, las inercias y las coordenadas
estándares en las dos primeras dimensiones.

ca(eleccions)

# Resultados completos del AC simple.
summary(ca(eleccions))
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