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1. Introduccio

La ressonancia magnetica nuclear (RMN o NMR) és una teécnica espectroscopica que estudia
transicions entre nivells d’energia que corresponen a diferents orientacions dels moments
angulars interns dels nuclis d'una molécula respecte d’un camp magnetic extern. L aparicio
d’aquest nivells es un efecte Zeeman nuclear, similar a I’efecte Zeeman electronic que s'observa
en espectroscopia atomica.

2. Moment magnetic classic

Quan una particula es mou amb moviment circular uniforme el seu moment angular €s
constant i perpendicular al pla del moviment (figura 1).

—

L=rxp, L= rmvsen% =rmv.

Figura 1. Moment angular d'una particula amb moviment circular uniforme.

Si la particula té carrega q, el seu moviment porta associat un moment dipolar magnetic (o

moment magnetic) que t€ la direccid de L i modul u=1A, onIés laintensitat de corrent que
circula al llarg de la trajectoria i A €s 1'area tancada per aquesta:

_lal _ v
L= T _|q|2nr} |Q|Vr_uL

El sentit del vector u depen del signe de la carrega:
w = (g2m)L
1, sent proporcional al moment angular orbital, es coneix com a moment magneétic orbital.

Si sotmetem la particula en qiiestié a un camp magnetic uniforme d'intensitat ﬁ, I'energia
d'interaccid particula-camp ve donada pel producte escalar:

—

Eint = -4 *B . (1)

3. Moment magneétic quantic

Vegem ara la versio quantica del problema. Sabem que la particula no té una trajectoria ben
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definida, pero si que pot tenir un moment angular orbital amb modul i una component ben
determinats (almenys si esta sotmesa a un potencial central). L'operador moment magnétic
associat a aquest moment angular €s:

= ﬁ L.

D'altra banda, la mecanica quantica associa a les particules un altre tipus de moment angular,
el spin, que porta associat un moment magnétic de spin. La relacié entre 1'un i 'altre €s similar
a la que hem obtingut per al cas orbital, pero inclou un factor de proporcionalitat addicional (el
factor g) que depeén del tipus de particula considerat. Per a l'electr6 aquest factor val

aproximadament 2:

- _e 3 -
=g — S = (-/m)S,
Ms = & 5 . (—e/m)
en tant que per a un nucli atomic:
u = € 1 =nI 1
W gszp vl, (19

on I és el moment angular intern total del nucli (suma dels moments angulars orbitals i de spin
de cada una de les particules que el constitueixen), anomenat també€ spin nuclear, my €s la
massa del proto, gy €s el factor g del nucli i

Y = gye/2m,

és la rao giromagnetica del nucli. L’observable I juga doncs, per als nuclis, el mateix paper que
I’observable J per al conjunt d'electrons d'un atom. De fet, un nucli aillat €s un sistema

semblant a un atom aillat i, com en aquest cas, el hamiltonia del sistema ﬁa'ﬂ] commuta amb els
operadors asociats a les components del moment angular total, podent escollir-se els estas
estacionaris de manera que siguin propis dels operadors asociats al modul i a la component z
d’aquell moment:

I/‘\Ia'ﬂl 1IIE, Lm = E IIIE, I, my
PWe o = [+ B2 W | amb 1=0,1/2,1,3/2, ...

A~

LYE1m = phWg1m amb m=LI-1,..-I.

En absencia de camps externs, cada nivell energetic té degeneracid 2I+1 ja que, degut a

l'isotropia de 1'espai, els estats {Wg 11, ..., WE, 1, -1y han de tenir la mateixa energia. Els
intercanvis energetics involucrats en l'espectroscopia de ressonancia magnética (i, de fet, en
totes les técniques espectroscopiques atomiques i moleculars a excepcid de 1’espectroscopia
Mossbauer) son d'un ordre de magnitud molt inferior a les energies d'excitacidé nuclears, per la
qual cosa els nuclis es troben sempre en el seu nivell intern fonamental i podem suprimir els
subindex E i I en la notaci6 dels estats corresponents a aquest nivell. També ometrem el
subindex I en el moment magnétic associat al spin nuclear i en el nombre quantic m. Com que
I'estat intern dels nuclis no canvia, aquests es comportaran com a particules sense estructura i
podrem prendre el valor de I per a I’estat fonamental com a propietat intrinseca de cada nucli
(igual que el valor de s per als electrons), la qual cosa justifica que s’anomeni spin al moment
angular intern total nuclear. També es fa servir el nom de spin nuclear per al nombre quantic I;
aixi diem que el nucli de 'H t€ spin 1/2 i el de 14N té spin 1. Els nuclis de diferents isdtops d’un
mateix elements tenen nombre de particules i estructura interna diferents i, per tant, poden tenir
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diferent spin nuclear. Aix{ el spin del 12C és 0 i el del 13C és 1/2. Com que el protd i el neutr6
son particules de spin 1/2, el spin nuclear sera sencer o semi-impar segons sigui parell o senar el
seu nombre massic (A). En particular, els nuclis amb nombre parell de protons i de neutrons
(com succedeix amb el 12C o el 190) tenen spin 0 degut a que ambdos conjunts de particules
tenen estructures de capes tancades en ’estat nuclear fonamental. A la taula 1 s'indiquen els
valors del spin, la rad giromagneética i I'abundancia natural relativa d'alguns nuclis.

Taula 1. Spin, rad giromagnetica i abundancia natural relativa d'alguns nuclis.

Isotop Il y/ 10°T 157! % abundancia
'H . ... 12 ... ... 267522 . ... ... 99985
2H . ... 1. ... .... 41066 ....... 0015
SH . ... 12 ... ... 285350 ... ..... 0
°Li ... . 1. .. .. ... 3971 ....... 14
i ... 32 .00 2070 0 0.0 ... 92,58
0B . ... 3. .. ... 28747 .. ... .. 198
ug . ... 32 .. ... .. 85847 . ... ... 802
2c .00 0. . ..o = .. 98,892
Bc ... 12 ... ... 67283 .. . .. .. 1,08
N o0 Lo oo 1,9338 . 0 L L L L 99,635
BN oo 12 00000 =27126. . . . . . . 0,365
60 . . .. 0. . . .. ... = ... 99762
7o . ... 52 ... ... =3620....... 0038
BO . . .. 0. ... ... .. = .. ...... 0200
g 0012 0L 25,1815 . . . . . . . . 100
ZNa . . . 32 ... ... 70704 . . . . . .. 100
28Si . ... 0 L. = oo . 9223
28 ... 12 ... .. 53190 .. .. . .. 4,67
s[poooooo0 12 00 10,8394 . . . . . . . . 100
28 ... 0. .. ... = L. ..., 90
3Ct . ... 32 ... . ..o2624 ... ... 7577
sicr . o 32 000 2,184 0 L 0L . 2423
K .o 32 00 1,2499 . . . . . . . 93258
WOCa . .. 0 ... = 96941
$¥Ca ... 72 ... ... -18028 .. .. ... 0135

Mo ... 72 ... . ... 63015 .. .. ... 100
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4. Efecte Zeeman nuclear

Considerem un nucli sotmes a un camp magnetic estatic Bo. El hamiltonia del sistema

s’obtindra afegint al hamiltonia intern del nucli aillat Hami el terme d'interaccié nucli-camp, que
s'obté substituint el moment magnétic per 1I’operador corresponent en l'expressio classica de
l'energia d'interaccio (1):

H = Haii - *Bo .

Si triem un sistema cartessia amb 1’eix z dirigit segons la direccié del camp magnetic podem
simplificar I’expressi6 del hamiltonia:
H = Ham — 1, Bo .

Com que estem considerant el nucli com a particula sense estructura, el hamiltonia Hant serd
I'operador energia cingtica i H sera separable en coordenades espacials i de spin, de manera que
les funcions propies d'aquest es podran expressar com a productes d'una funcié espacial (r) =
exp(—iE-f) per una funci6 de spin ¢, 1 els valors propis com a suma de ’energia cinetica del
nicli i I’energia d’interaccié amb el camp:

HW, =E, ¥,
amb
Y, = IP(f) (I)m

Hain (@) = (hk%/2m) ()

~ 1 BoGm = =¥, Bo 6m = —ym A By dm

En =E-yBphm.

Prenent com a origen d’energies 1’energia del nucli aillat (la qual cosa equival a suposar que el
nucli esta en repds en el nostre sistema de coordenades) podem posar

En = —-yBohm 2)
amb

my = L I-1,...-1,

de manera que podem prescindir del hamiltonia espacial i considerar inicament el hamiltonia de
spin.

Com en el cas classic, I’energia depen de l'orientacié del moment magnetic nuclear respecte
del camp extern, perd ara només son possibles certes orientacions, ja que el conjunt de valors
que pot pendre I, €s discret. Com en el cas de I’efecte Zeeman atomic, el camp magnetic trenca
totalment la degeneracid dels estats que estaven degenerats en abséncia de camp, el que es
coneix com a efecte Zeeman nuclear (figura 2).

5. Ressonancia magnetica d'un nucli aillat

Quan, a més del camp estatic B, apliquem al nucli una ona plana monocromatica de radiacié

electromagneética de freqiiencia w/2m estem afegint uns camps eléctric i magnetic oscil-lants,
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Ficos(mwt) 1 Bjcos(mt), que poden produir transicions entre els nivells d'energia apareguts per
efecte Zeeman (E,;), fenomen que es la base de l'espectroscopia de ressonancia magneética
nuclear. El nou hamiltonia incloura els termes d’interaccié amb el camp electromagneétic:

ﬁ(t) = —ﬁz Bo—a°ﬁlcos(oot)—;°ﬁlcos(oot)— e = ﬁ0+ﬁ1(t)

A

Em
AE = YBoh
0 AE = YBoh
AE = YBoh
-
Bo

Figura 2. Efecte Zeeman en un nucli de spin 3/2.

1, si aquests camps no son massa intensos, el meétode de pertorbacions dependents del temps

permet calcular la probabilitat de la transicio entre qualsevol parell de nivells {E;,, Ey,},
probabilitat que, en primer ordre, €s proporcional al quadrat del modul del producte escalar

(W | (—deF—peB) Wy ).

Com que estem interessats en transicions en les quals canvia la funcid de spin nuclear pero no
de part espacial de la funcié d'ona, podem descomposar la integral anterior de la manera
segtient:

<1Pm’|(_a°ﬁl _;°§1)1Pm> = <w|—3°ﬁ1 V) (O [ Om )+ O I—;°]§1 Om ) (W[ W),
on hem utilitzat el fet que els operadors di ; depenen de coordenades espacials i de spin,

respectivament. Tenint en compte ['ortogonalitat entre les funcions ¢y’ 1 ¢p,, trobem, novament,
un resultat independent de la part espacial de la funcié d'ona:

(Wor | (d*Fy =i *B)) Wiy ) = (Gm | = * By G )
1, fent servir 1'equacio (1'),
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<¢m’ |_;°Bl ¢m> = Y{B1x<¢m’|Ix¢m>+Bly<¢m’IIy¢m>+Blz<¢m’|Iz¢m>}-

Com que I, ¢, =mh ¢, i m'ha de ser diferent de m perque hi hagi canvi d’energia,
<¢m’llz¢m> = mh<¢m’|¢m> =0;
per tant, s'obtindra un aprofitament maxim del camp oscilant si es disposa perpendicularment al
camp estatic, €s a dir, amb B, = 0 (vegeu lI'esquema de la figura 3). En endavant suposarem

que B esta dirigit segons 1'eix x, de manera que

<¢m’ |_;°§l ¢m> = _YB1<¢m’II/;¢m>'

Expressant 1’operador IAX en funcié dels operadors escala (I. N. Levine, Quimica cudntica,
problema 10.13):

L= (12) @ +D)

1 fent servir les relacions

L ¢m = [10+1) — m(m+ D] gy

Lom = [I0+1) = m(m=D]" ¢ 1 ,

veiem que la probabilitat de transici6 s’anul‘la si els nombres quantics m i m' difereixen en més
d’una unitat, obtenint-se aixi la regla de seleccio

Am = m’—m = #].

Com que els nivells apareguts per I’efecte Zeeman sén equiespaiats (figura 2) amb una separacio
AE = Y B() h

entre nivells consecutius, totes les transicions permeses per a un mateix nucli s’observaran a la
mateixa freqliéncia

v =AE/h = yBy/2m. 3)
Generador de z
radiofreqiiencies ' r
X
. ::—— BO .

Electroimant 1T 5 Electroimant

—

—- Y

1 Y

Generador de 1'escom »| Registrador

-bratge magnetic

Figura 3. Esquema d'un espectrometre de RMN. La bobina generadora de la radiofreqiiéncia
serveix també per detectar 1’absorcid o emissid de radiacio.
La intensitat dels camps estatics utilitzats en RMN pot variar desde 1,41 T en els aparells
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classics fins a 14,09 T o més en els més moderns. Aquests valors corresponen a freqiiencies
entre 60 i 600 MHz per al proté i entre 15,1 i 151 MHz per al nucli de 13C, que sén els nuclis
més emprats. Aquestes freqliéncies cauen a la zona de radiofreqiiencies de l'espectre
electromagnetic.

6. Ressonancia magnetica d'un nucli en una molecula

Quan un nucli forma part d'un atom o d'una molécula, els electrons que I'envolten i la resta
dels nuclis creen camps magnetics que s’afegeixen al camp extern. En aquesta seccidé con-

siderarem només 1’efecte dels electrons, que es tradueix en un camp magnetic (Bg)); que s'afe-

geix al camp extern B i que depen de la ubicacid del nucli '1' a la moleécula. En mostres solides,
el camp creat pels electrons pot tenir una direccid diferent de la del camp extern, pero en mostres
liquides o gasoses la rotacié molecular fa que el camp electronic mig sigui paral-lel a By:

(Ben); = —0iBo

on oj €s un parametre conegut com a constant d'apantallament que depen del tipus de nucli
considerat i de la seva posicid dins la molecula. El camp efectiu que sent el nucli ‘i’ sera, doncs,
By + (Bep); = By (1 -0y . 4)

Com a consequiencia de 1'apantallament electronic, nuclis iguals en entorns diferents donaran
senyals de RMN a freqiiéncies diferents
vi =yBg(1-0)/2n = vy(1-0) (5)
on v €s la freqiiencia corresponent a un nucli del mateix tipus aillat (eq. 3). Els espectres de
RMN que permeten distingir nuclis iguals en entorns diferents es diuen d'alta resolucio.

Els valors de les constants d'apantallament dels protons son de 1’ordre de les milionessimes 1,
en linies generals, aquestes constants augmenten amb el nombre d'electrons del nucli (per al
13C, per exemple, solen ser un ordre de magnitud superiors que les dels protons). Els seus va-
lors absoluts sén dificils de mesurar amb precisio; per aixo s'acostuma a tabular els despla-
caments quimics, que son constants d'apantallament relatives a la d'un nucli del mateix tipus de
una substancia de referéncia afegida a la mostra, multiplicades per 10° i canviades de signe:
6i = (Oref_ 01) X 106 . (6)

Exercici 1. Per tabular desplacaments quimics es mesura la diferéncia entre el senyal de cada
nucli (v;) i el del nucli de referéncia (vf). Comprova que, negligint o,.; davant la unitat,
61 = 106 x (Vi - Vref)/\’ref .

Les unitats de desplacament quimic s'acostumen a designar com a ppm. La substancia de
referéncia que s'utilitza normalment per als espectres de protd i de 13C és el Si(CH;), (TMS),
degut a que és miscible amb molts compostos organics, €s bastant inert, dona, per a cada tipus
de nucli, un unic senyal molt intens (degut, com veurem més endavant, a que els seus protons 1
els seus carbonis sén quimicament equivalents) i té constants d'apantallament per al 'H y per al
13C molt grans i poc sensibles als efectes del disolvent, de manera que els senyals d’aquests
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nuclis no solen interferir amb la resta de 1'espectre. La taula 2 mostra els valors tipics dels
desplacaments quimics del proté en diferents entorns moleculars (per al '3C la gama de
desplacaments és unes 20 vegades superior). Amb la informacié d'aquesta taula és possible
identificar, en alguns casos senzills, els nucli responsables de cada senyal, perd, en general,
s'ha de tenir en compte l'efecte de la interaccid entre els spins de diferents nuclis, tal com
veurem en la proxima seccid. El fet que les diferéncies entre constants d'apantallament siguin
molt més petites que les diferéncies entre raons giromagnetiques fa que els espectres de nuclis
distints (1H, 2H, 13C, ...) s'observin a zones ben separades de l'espectre i no es solapin (vegeu
les taules 11 2 i l'exercici 2).

Taula 2. Desplagcaments quimics del proté en algunes molecules organiques en dissolucions
diluides de CCl4 o CDCl3. R i Ar representen grups alquil i aril. El zero de 1'escala correspon al
Si(CHj3)4 (TMS).

=
a-
E

ROH

- -|—: RSH

RCRCH3 -
| 1 | = RC=CH,

RCCHzR' —

R-0-CH; . R-O-CH, R

| — RR‘C CH2

' 1 1 === RCONH,! '

Dl A
1'—|—i—| 'RCHo,' ArCHO 1 1

— RCOOH | i i & 1 1
14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
5 A
TMS

Exercici 2. Calculeu la difereéncia aproximada entre les freqiiencies dels senyals que donarien,
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per a By = 7,05 T, el proté d'un grup alcohol (R-OH) 1 el d'un grup acid carboxil-lic
(R—COORH) utilitzant les dades de la taula 2 i compareu-la amb la diferéncia de freqiiéncies

corresponents als nuclis H i 13C (per a aquest segon calcul orientatiu podeu negligir o; davant
la unitat). Resultats: 2,7 kHz; 224,5 MHz

7. Ressonancia magnetica d'una molecula amb dos nuclis acoblats

En l'apartat anterior hem considerat el senyal que donaria un nucli en un entorn electronic.
Ara afegirem els efectes deguts a la interaccié amb la resta de nuclis amb spin de la molécula.
Un tractament classic mostra que l'energia d'interaccié entre dos moments magnetics €s
inversament proporcional al cub de la distancia que els separa. Incloent aquesta energia en el
hamiltonia quantic es pot explicar 1'efecte de la interaccid entre spins nuclears sobre els espectres
de RMN de mostres solids: els senyals pateixen un fort desdoblament per l'interaccié amb els
nuclis més propers i desdoblaments adicionals per l'interaccié amb altres nuclis, la magnitut dels
quals decreix amb la distancia entre aquests i el nucli considerat. L'efecte resultant €s un
eixamplament dels senyals tal que fa, en general, imposible distingir nuclis del mateix tipus amb
diferent desplacament quimic. Aquests espectres se'n diuen de linia ampla, i el tipus
d'acoblament que permet explicar-los es coneix com a acoblament directe.

En els espectres amb mostres liquides o gasoses, que son els tnics que considerarem en
endavant, la rotacié molecular fa desapareixer l'efecte de 1'acoblament directe, pero la petita
distorsié que els spins nuclears provoquen en la funcié d’ona electrénica dona lloc a un
mecanisme d’interaccio entre els spins que subsisteix a les rotacions. En efecte, si bé el spin
total d’un parell d’electrons aparellats és nul, el spin d’un nucli proper pot trencar lleugerament
aquest aparellament estabilitzant 1’electré antiparal-lel al nucli i desestabilitzant 1’altre. El spin
resultant de la parella d’electrons deja de ser nul i pot interaccionar amb altres nuclis propers,
donant lloc a un acoblament indirecte entre nuclis, que €s molt més feble que el directe i no
esborra la informacié dels desplacaments quimics. La seva intensitat no depen de la distancia
entre els nuclis 1 esta més aviat relacionada amb el nombre de enllagos que els separa, sent
normalment negligible quan aquest nombre és superior a tres. Com que es tracta d’un efecte
transmes pels electrons que enllacen els nuclis, nomes es dona entre nuclis de la mateixa
molecula. Conseqiientment, podem considerar independents els sistemes de spin de distintes
molecules, i bastara estudiar una sola molécula per deduir I’espectre d'un nombre macroscopic
de molecules, adhuc en fase liquida.

La forma del terme que s'ha d'introduir en el hamiltonia de spin nuclear per tenir en compte
'acoblament indirecte entre dos nuclis A i B és

hJg (Iaelg) /B2 >
on J ,p €s una constant d'acoblament que depeén dels nuclis considerats i de la seva ubicaci6 en
la molecula.

Considerem una molécula amb dos nuclis de spin 1/2 acoblats. El hamiltonia de spin nuclear
del sistema sera:
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~
>

fA'IB

H = —ja*Bo(1-04) —pp*Bo (1 -0p) +hJap

Si no hi hagués acoblament, el hamiltonia seria separable en les coordenades de spin de cada
electrd:

Ho = —pa*Bo (1 -0,x) —pp*Bo (1 -0p) (7)
1 les seves funcions propies serien els productes es poden formar amb les funcions propies de
cada terme:

{®) =a(D)a®2) = aa, P, =a(1)B(2) = apf, 3 =PF(Da2) = pa, Py=p1)RR2) = PP}.(8)
on hem utilitzat la notacié a.(i), f(i) per designar els estats ¢/2(i), d_1/2(i), ('i' representa la

coordenada de spin d'un dels dos nuclis). Com que el conjunt de funcions propies de I/{\o ha de
ser una base de l'espai de funcions de spin dels dos nuclis, podem fer servir aquesta base per

expressar l'equacio de valors propis de H

HW,(A, B) = E, W,(A,B)

en forma matricial, €s a dir:

Ha; = Ea, 9
on H és una matriu 4x4 d'elements Hy, =(® |H ®,) (r,s = 1,2, 3,4)ia; és una matriu
columna que té com a elements els coeficients aj;, ... ay; que expressen W; com a combinacié
lineal de les funcions de base:

4
P.(A,B) = E a; @, (A, B)
r=1

Ometent els subindexs de J 5 1 designant com a v; la freqiiéncia del senyal que produiria el nucli
' en absencia d'acoblaments (eq. 5):

Vi = YiBy(1-0i)/2n (10)
podem escriure el hamiltonia del sistema en la forma
H/h = —vaLa/h — vgLg/h + J(Lalg + Lalyg + Lalg) /A2 . (11)

Expressant els operadors I/\Xl 1 IAyl en funcid de operadors escala:

Li = @Li+1)/2

Tyi = (Li—L)/2i

es pot posar el hamiltonia en una forma més adecuada per al calcul de la matriu H:
H/h = —vala/h — vgLg/h + J{ (Lalp + LaLg) /2 + Lalg } /B2 .
Fent servir aquesta expressio s'obté de manera immediata (exercici 3):

_ VA+VB l
AT 4 0 0 0
VA-VB ] J
0 _YAVB_J I 0
H/h = 2 4 2 (12)
l VA—VB _ J

0 2 2 4 0
0 0 0 7\’1*”2“”3 + %

Exercici 3. Calcula els elements de la matriu H.
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L'equacié matricial (9) €s un sistema lineal homogeni de quatre equacions amb les quatre

Incognites ag;, ... ay;:

(H-E1)a =0 (12 bis)
i només tindra solucions distintes de la trivial quan s'anula el determinant dels coeficients del
sistema:

H-E1] = 0.

Aquesta és I'equacio secular, que determina les energies dels estats estacionaris del sistema:

(570 - @) ((Ei/h)2 + 1 Em) - (VA‘VB )2_ 312

(VAWB + %— (E/h)| = 0

2 4 2 16 2
1 s6n, en ordre creixent,
E /h=-YAtVB ] 13
1 V 2 + 4 ( )
(va—vp)*+J* ]
E,/h = - - 14
v 4 T2
E,/h = + (VA ;B) ] -1 (15)
— L VAtVB ]
E4/h_+TB+Z' (16)
Substituint cada una d'aquestes energies en el sistema d'equacions (12 bis),
s'obtenen els coeficients ay;, ... a4; de la i-¢ssima funcid propia de H. Aix{, per a E, tenim
0 0 0 0
I I aj 0
0 VB 3 3 0 s _ 0
I 1 azg 0
0 ) VA ) 0 as 0
0 0 0 VATVB

Eliminant la primera ecuacié d'aquest sistema, que no aporta cap informacidé sobre les
incognites, ens queda un sistema de tres ecuacions amb tres incognites

_J I 0
" 2 2 a] 0
w1 o az1 =10
2 2 asq 0
0 0 VA+VB

que només té solucid trivial:

) = a3 = ay =0,

ja que el determinant de coeficients del sistema es no nul (les quatre solucions de 1'equacio
secular son diferents). L'altre coeficient ve determinat per la condicié de normalitzacio:

a1 = 1,
€s a dir,
Ipl =q)1 .

De forma analoga es troba 4
l114_ = q)4 .
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En quant a W, 1 W3, els coeficients a;; 1 a4; s'anulen en virtut de les ecuacions primera i ultima
del sistema:
VATVB _ J -
-2+ —(E/h )a ;=0
R R IEY

VATV
(YA2VB 1 I )y = 0

1 els restants quedaran determinats per la segona o la tercera ecuacid (una d'aquestes €s
redundant)

(—W\%—i—(&/h)) a; +%a3i =0 (17)
junt amb la condicié de normalitzacié
32i2 + 3312 = 1 . (18)

Introduint la notacié
a=ay, b=-ay
s'obté (exercici 4):

W, =ad, - bd;, W;=bd,+ad,, (19)
on
2 =M1+ VA= VB (20)
2 2 (va—vp)2+ ]2
i
b = ivl— VA~ VB . 21)
2 2/ (va—-vp)l+ 2

Els signes positiu i negatiu de b corresponen, respectivament, a valors positius 1 negatius de J
(exercici 4).

Exercici 4. a) Comproveu que els coeficients a,, = aiaz, = —b amb 'a' i 'b' definits per les
expresions (20) i (21) satisfan 'equacio (18).

b) Per comprovar que 1, (eq. 19) és solucid de la equacio (17), substituiu les expressions (20) 1
(21) peraa = ay, 1 b = —a3, 1 I'expressio (14) per a Ep/h en 1'equacié (17) 1 multipliqueu per 'a’
l'equacid resultant. Heu d'arrivar a l'equacio

(25T /A (va-vp2+12 = 0,

que es compleix amb el signe — per a J>0 i amb signe + per a J<0.

La probabilitat d'una transicié de ressonancia magnética entre dos estats estacionaris del
sistema, W; 1 W}, sera proporcional a
|<1Pi|IxA+IxB|‘Pj>|2-
Aixi, per a una transicio entre ¥, 1 ¥,,
o~ e~ o~ e~ 2
(W [ Ta+ L | W) P = [{a a(a)BB) - b BA)aB) | a + L | a(a)a®))|
= = \
= |ala(A) | Ta | a(A)) (BB) T a(B)) +a (a(A) | a(A)) BB) | T | a(B))]
E =~ 2
= b{BA) [ Tal @A) (B) TaB)) - b (BA) | a(A)) la(B) | | aB))|
= (a-b)?/4
i la freqiiencia de la radiaci6 haura de ser
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V(va—vp)?+ 12
Vo1 = (E;—Ep/h = VA;VB_ (va 23) _%.

De forma andloga es troben les freqiiéncies i probabilitats de les demés transicions:

VA + VB _“/(VA_VB)Z"'JZ 4

V43 = ; 5 > amb probabilitat o (a + b)?2
VRN 7

Vi = VA ; VB 4 «/(VA ;’B) +J —% amb probabilitat o« (a + b)?2
w2412

Vi, = YA '5 VB 4 Vv ;B) S % amb probabilitat o« (a —b)2.

Les transicions 4-1 i1 3-2 tenen probabilitat nula, €s a dir, estan prohibides per dipol magnétic.

Com que, a les temperatures usuals, tots els nivells tenen poblacions molt semblants (vegeu la
seccid 9), les intensitats de les linies de l'espectre de ressonancia d'una mostra macroscopica
seran proporcionals a les probabilitats de transicié que hem calculat, i I'espectre tindra la forma
indicada a la figura 4.

Vv - vg)24 12

Y

TR

172

o (a+b)?

<<
-~

(Va+vg)/2

Figura 4. Espectre de RMN corresponent a una molecula amb dos nuclis de spin 1/2 acoblats.

Exercici 5. Comproveu que la forma de 1'espectre representat en la figura 4 es independent del
signe de J.

Considerem alguns casos particulars:

1) Nuclis iguals en entorns ideéntics o quimicament equivalents (Yo =Yg 1 0p = Op, €s a dir, V5
=Vg).

Les dues linies centrals de I'espectre es fonen en una d'intensitat doble a la freqiiencia v, =
vg, 1les dues externes desapareixen, ja que, en aquest cas, a=b. Diem que l'espectre €s de tipus
A,. L'espectre de proté del H,CO n'és un exemple.

Aprofitarem aquest cas per comentar una questié que hem eludit fins aquest moment. Dos
nuclis iguals son dues particules idéntiques 1, d'acord amb el postulat de simetritzacid de la
funci6 d'ona, aquesta hauria de ser simétrica o antisimetrica respecte de l'intercanvi dels nuclis,
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segons sigui sencer o semi-imparell el seu spin. No obstant aixo, si els nuclis tenen constants
d'apantallament diferents i el seu intercanvi esta fisicament impedit per una barrera de potencial
elevada, podem utilitzar els respectius entorns moleculars per distingir-los i no cal tenir en
compte el postulat de simetritzacié. En canvi, si sén quimicament equivalents no podem
distingir-los mitjancant 1'entorn molecular i han de tenir funcions convenientment simetritzades.
En el cas de dos nuclis de spin 1/2 quimicament equivalents amb J>0 (a=b), les funcions de
spin nuclear ¥, = aa,, ¥5 = (af+pa)/V2 i W= BP sén simétriques respecte de l'intercanvi de
AiB,iW,=(ap—Pa)NV2 és antisimetrica. Aquestes funcions s'han de multiplicar per la resta
de la funcié molecular (traslacional, rotacional, vibracional i electronica) per obtenir la funcié
d'ona total, que, d'acord amb el caracter fermionic dels nuclis, haura de ser antisimetrica. Com
que en les transicions de RMN nomes canvia la funcié de spin nuclear, aquestes s'han de
produir entre estats de la mateixa simetria, d'acord amb el que hem obtingut (¥4-¥5 1 W5-W)).
Podriem pensar que les transicions W,-W, 1 W,-W, encara es podrien produir si anessin
acompanyades de un canvi en la resta de la funcié d'ona que restablis I'antisimetria de la funci6

total. Aquesta possibilitat queda descartada per la regla de seleccié que es demostra en l'exercici
6.

Exercici 6. Demostreu que les funcions propies del hamiltonia d'un sistema de dos nuclis de

spin 1/2 sén propies del operador 'l/“\z, onT= IZ + I; és el spin nuclear total, i determineu els
valors propis corresponents. En el cas que els nuclis siguin quimicament equivalents, es pot

—~

demostrar que les funcions de spin simétriques W, W5 i W,, sén també propies de T? amb valor
propi 2h” i la funcié antisimétrica W, ho és amb valor propi 0. Tenint en compte aixo,

demostreu que les transicions entre W, i qualsevol altre estat estan prohibides.

i) Nuclis no acoblats (Jpg = 0).

Suposant que v, > vg, s'obté a=1 i b=0, de manera que W,=®,=0of i W;=>P;=Poa.
Aquest resultat era previsible, ja que es tracta d'un sistema sense interaccié que tindrd com a
hamiltonia I'operador separable IfIB (eq. 7); les funcions propies d'aquest sén els productes (8) i
les energies seran sumes de les energies de cada nucli:

Emymg =—Va My — Vg Mg .

De les quatre transicions permeses, les dues que corresponen al canvi de spin del nucli A
s'observaran a la mateixa freqiiéncia v,, i les que corresponen al canvi de spin del nucli B
s'observaran a vg (figura 5a):

Vi = VBOL(—(XO( = Va

Va2 = Vppeop = VA

V2.1 = Vap—aa

V43 = Vpppo = VB -
Les dues linies tindran la mateixa intensitat, ja que b=0. Com que els nuclis son independents,
podem establir regles de seleccio per als nombre quantics m, i mg:

Am; = =1, Amj:O peraj=i, oni,j=A,B. (21 bis)
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Les conclusions anteriors es poden extendre al cas v, < vy bescanviant els estats W, 1 Ws.
Un exemple important el constitueixen els espectres de '3C fets amb mostres no enriquides:
degut a que I'abundancia natural del '3C es petita (=1%), la probabilitat de que dos nuclis de
13C es trobin en una mateixa molécula proxims entre si es molt baixa i s'obtenen senyals de
RMN que corresponen a nuclis no acoblats.

E/h A J=0 J << Ivpy—v3l
A% V.
AL B |
2 7o
Ya Vs |
2 2
0o 1
A% V.
AL B |
2
AV V
_-A__B | — _ _ _JM4
2 2 A

(a) (b)

Figura 5. Nivells d'energia i transicions permeses per a dos nuclis de spin 1/2 amb v, >vp
sense acoblament (a) i amb acoblament feble (b).

iii) Nuclis distints o nuclis iguals amb desplacaments quimics molt diferents en relacié amb la
constant d'acoblament (debilment acoblats): | vy —vg | >> | g5 |.
Suposant, com en el cas anterior, que v, > Vg, s'obté que b<<a i podem fer I'aproximacié

Y, =of i W5=Pa. Les quatre linies de I'espectre s'agrupen en dues parelles proximes a les
freqiieéncies que correspondrien als nuclis no acoblats:

V3.1 = VBa—oaa = VA_J/2
Vyo = Vﬁ[%—otﬁ = VA+J/2

Vo1 = Vope—oa = v —1J/2
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V43 = Vppepa = VB +1/2

1, com en el cas ii), podem assignar (aproximadament) les transicions a canvis en la orientacio
d'un dels spins (figura 5b), d'acord amb les regles de seleccié 21 bis. Les dues linies interiors
seran una mica més intenses que les exteriors, ja que el valor de b €s petit perd no nul. Diem que
l'espectre €s de tipus AX. Un exemple amb nuclis distints el constitueixen els espectres de protd
i de 19F del HC=CF, i un amb nuclis iguals 1'espectre de proté del HCOOH.

Els espectres de nuclis debilment acoblats s'anomenen de primer ordre degut a que es poden
interpretar fent servir el primer ordre del metode pertorbacional per aproximar les energies dels
nivells. En efecte, si | J,g | <<|v, —vg | el terme d’acoblament del hamiltonia (H') sera petit
en comparacioé amb els termes d’interaccié amb el camp (HAO), i podrem utilitzar les funcions
propies d’aquests (eqs. 8) com a funcions d’ordre zero per introduir 1’efecte de 1'acoblament
com a pertorbacid. L’energia dels nivells corregida a primer ordre coincideix amb els termes
diagonals de la matriu H (eq. 12) calculada per resoldre exactament 1’equacié de Schrodinger

(eq. 9):

E, = (ao|Hy |ao) + (oo H' jao) = Hy; = —%+% (22)
E, = (| Ho [aB) + (o] H' Jap) = Hy, = —%—% (23)
By = (pa Ho [pa) + (B H' [Bor) = Hay = +VATYE -7 (24)
Ey = (BRI Ho [BB) + (BRI H' [BB) = Hyy = + "7+, (25)

de manera que el primer ordre pertorbacional equival a negligir els termes no diagonals de la
matriu del hamiltonia en resoldre 1’equacié de Schrédinger. Les expressions (22)-(25) admeten
una interpretacid fisica senzilla: I’energia de cada estat s’obté com a suma de les energies
d’interaccid de cada nucli amb el camp extern (—v; m;) i d’un terme d’interaccio entre els nuclis
(J m, mg) que, per a J>0, és positiu 0 negatiu segons siguin paral-lels o antiparal-lels els seus
spins.

Exercici 7. Comproveu que, si negligim els termes I/X;I/x;g i Iy/\AI/yE del producte escalar fA . fB

en el hamiltonia H (eq.11), les funcions propies de Ifl?) (eqs. 8) ho son també del hamiltonia
resultant, i els valors propis d'aquest operador son les energies (22) a (25).

iv) Nuclis iguals fortament acoblats: | v, — vy | comparable a | J 45 | . En aquest cas no podem
fer aproximacions i les dues linies de cada doblet poden estar bastant allunyades del seu punt

mlg, que no correspon exactament a v AOVp sSino a

VA + VB +’\/('VA—'VB)2+J2
2 2 ’
tal com s'indica a la figura 4. Aix0 fa que 1'assignacid de linies sigui més dificil, sobre tot si hi

ha intercalats senyals d'altres nuclis de la molécula. Aquests espectre es diuen de tipus AB, i
l'espectre de prot6 del HCIC=CHBr n'és un exemple.

Exercici 8. a) Comproveu que, en un sistema de spins de tipus AB amb v, >vg, Av=v, —vp
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és igual a la mitjana geomeétrica de les distancies entre els pics interns i els externs:

Av = V(van—Va1) (V3.1 —V43)
b) Comproveu que, designant com a v, la freqiiencia del punt mig de l'espectre (o0 mitjana
arimetica de les freqiiencies dels pics):
_ VAtV
m - 2 4
podem determinar les freqiiéncies v, 1 vg fent servir les relacions:

v

VA = Vp+AV2 1 vg = v, —AvV/2.

8. Espectre de RMN de molecules amb més de dos nuclis acoblats

El procediment desenvolupat en la seccid anterior per resoldre exactament el problema de dos
nuclis de spin 1/2 acoblats es pot extendre, en principi, a qualsevol nombre de nuclis acoblats
amb qualsevols valors de spin. Per exemple, per a tres nuclis de spin 1/2 acoblats el hamiltonia
sera

A~ A A~ A

Ialg 4 Tac Ipelc Igelc
h2 2

i la base que agafariem per resoldre I'equaci6 de Schrodinger en forma matricial tindria 23=8

H = pa * Bo(1-0,) — ug * Bo(1-0p) — pic * Bo(1-0¢) + h Jap +hJpc

elements: aaa, aaf, apa, app, paa, PapP, PPa i PPP. La resolucié d'aquesta equacid es
pot fer amb 'ajut d'un programa de diagonalitzacié de matrius y, segons els valors de les
constants d'acoblament en relacié amb les diferéncies de desplacaments quimics, es poden
distingir espectres de tipus Aj, AB,, AX,, ABC, ABX i AMX. Les lletres representen nuclis
fortament o debilment acoblats segons estiguin properes o separades en l'alfabet, i els nuclis
quimicament equivalents es representen amb la mateixa lletra. L'ordre de les lletres en I'alfabet
es correspon amb l'ordre dels corresponents senyals en l'espectre, que sol ser l'invers de
'ordre de freqiiencies. Aixi, un sistema AMX consistira en tres spins acoblats amb constants
d'acoblament petites en relacid a les diferéncies de desplacaments quimics.

Per a més de tres nuclis acoblats s'ha de tenir en compte un nou tipus de relacid
d'equivalencia entre nuclis: si dos o més nuclis quimicament equivalents (€s a dir, amb el mateix
desplacament quimic) tenen constants d'acoblament iguals amb qualsevol altre nucli de la
molecula, diem que son magnéticament equivalents. Aixi, els protons del CH,F, s6n
magneticament equivalents 1, junt amb els atoms de fldor, formen un sistema A,X,; en canvi els
protons del H,C=CF, s6n quimicament equivalents perd no magneticament equivalents, ja que
les constants d'acoblament entre un F i els H en cis i en trans son diferents. Aixo fa que la
forma de I'espectre de RMN sigui diferent que la d'un sistema A,X,, i direm que la molécula €s
de tipus AA'XX'". Les dues constants d'acoblament H-F es designen com a Jyg 1 J'y.

Els resultats obtinguts en el cas i) de la seccid anterior es poden generalitzar a un nombre
qualsevol n de nuclis quimicament equivalents: malgrat que hi hagi acoblament entre ells,
s'observara un unic senyal d'intensitat n vegades superior al que donaria un de sol, sempre que
no hi hagi cap altre nucli acoblat amb ells (per exemple, el CH, o el C¢Hy).

Si la molecula té dos grups de nuclis quimicament equivalents (A, 1 X)) amb una sola
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constant d'acoblament J , . entre els nuclis de 1'un i l'altre (€s a dir, els nuclis de cada grup sén
magneticament equivalents) i la constant d'acoblament €s petita en comparacié amb la diferéncia
de desplacaments quimics, direm que el sistema de spins és de tipus A X,. L'espectre de RMN
d'un sistema d’aquest tipus €s de primer ordre i, si tots els nuclis tenen spin 1/2, constara de
n+1 linies centrades al voltant de la freqiiencia que correspondria als nuclis A si no estiguessin
acoblats amb els X, i m+1 linies centrades al voltant del senyal que correspondria als nuclis X.
La separacio entre linies adjacents de cada grup €s J,x 1 les intensitats de les linies son

proporcionals als nombres combinatoris ( E ) =n!/k! (n-k)!, amb k=0, 1, ... n, per al primer

grup, i (rll(l ), ambk =0, 1, ... n, per al segon, amb una lleugera assimetria tal que les linies més

proximes entre si dels dos multiplets s6n una mica més intenses que les més allunyades.
Finalment, la intensitat total de cada multiplet (mesurada integrant 1’area sota les linies) és
proporcional al nombre de nuclis que el formen.

Considerem, com a exemple, l'espectre de RMN de proté de l'etanal, CH;CHO. Malgrat
que, fixada una conformacié de la molecula, els protons del grup metil-lic ocupin posicions
distingibles, han de considerar-se quimicament equivalents a temperatura ambient, donat que la
rotacid del grup al voltant de I’enllag C—C es prou rapida com perque la tecnica de RMN no els
distingueixi; aixo explica, per exemple, que els 12 protons del Si(CH3), donin una tnica linia
molt intensa. Com que el desplacament quimic dels protons metil-lics és bastant diferent del del
proté aldehidic (taula 2), podem esperar que l'espectre sigui de primer ordre 1 el designarem
com a A3X. El proté aldehidic donara, doncs, quatre linies amb intensitats proporcionals als

nombres 1,3,3,1 en la zona de desplacaments 0 = 8-11ppm i els protons metil-lics donardn dues

linies en la zona de desplagcaments 6=1-2 ppm amb intensitats similars. La integraci6 d'aquestes
dues linies donara un valor tres vegades superior que la de les quatre primeres.

Exercici 9. Amb I'ajut de la taula 2, feu un esquema qualitatiu de I'espectre de RMN de protd
del HOOC-CH,—COOH.

Si un conjunt de nuclis quimicament equivalents esta débilment acoblat a dos altres conjunts,
el tipus de senyal que donen a I’espectre de RMN es pot obtenir aplicant dues vegades les regles
anteriors: la primera per obtenir el desdoblament degut a la interaccié amb un dels conjunts, i la
segona per desdoblar cada linia del multiplet obtingut en el primer pas, com a conseqii¢ncia de
I'acoblament amb I’altre grup. Veiem-ho en el cas del propanal CH;CH,CHO (figura 6). Els
protons del grup CHj; estan separats de 1’hidroxil-lic per quatre enllagos 1 podem negligir
I'acoblament corresponent; en canvi haurem de tenir en compte 'acoblament entre aquests
protons i els del grup CH,, separats per tres enllacos. Suposarem que les corresponents
constants d'acoblament son suficientment petites com per poder aplicar el tractament de primer
ordre. El sistema sera, dons, de tipus A;M,X. Els protons A desdoblaran el senyal dels M en
quatre linies amb separacions J 5, 1 intensitats proporcionals als nombres 1, 3, 3, 1, i cada una
d'aquestes es desdoblara en dues d'intensitats similars i separacid Jyx per 1'acoblament entre els
protons M i el X. L'espectre es completara amb tres linies d'intensitats 1:2:1 i separaci6 J
dels protons metil-lics i tres més del protd aldehidic separades Jyx.
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Figura 6. Espectre d'un sistema de spins 1/2 de tipus A;M,X.

L'espectre d'un sistema A,X, es pot considerar com un cas particular de 'anterior amb J 5\ =

Jmx 1Va = vx (figura 7). Les 8 linies del nucli M es redueixen ara a 5 linies per al nucli X amb
intensitats 1:4:6:4:1 degut a coincidéncies entre algunes freqiiéncies.
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Figura 7. Espectre d'un sistema de spins 1/2 de tipus A4 X,.

9. RMN d'ona continua

La discussio de les dues seccions anteriors posa de manifest que els espectres de primer ordre

son particularment senzills d'interpretar, la qual cosa fa que sigui de gran interés trobar les
condicions experimentals adequades perque els espectres de RMN s'aproximin el maxim
possible a aquell tipus. Les constants d'acoblament no depenen del dispositiu experimental,
pero les separacions entre senyals degudes a diferencies entre desplacaments quimics son
proporcionals a la intensitat del camp estatic (eqs. 51 6):
Vi—Vj = Y By (0= 0y) /2 = vy By (§; - 9 x 1076/ 25 ; (26)
per tant, un espectre que, amb un cert camp, €s de tipus AB, passara a ser de tipus AX si
s'augmenta suficientment la intensitat del camp. Per tal d'obtenir camps magnetics uniformes i
estables de gran intensitat, els moderns aparells de RMN fan servir electroimants en que el
conductor eléctric es manté a una temperatura prou baixa perqué es comporti com a
superconductor; en aquestes condicions, la seva resisténcia és practicament nul-la i admet
intensitats de corrent molt elevades per a valors moderats del potencial aplicat.

Els aparells de RMN comercialitzats fins als anys 70 s'en diuen d'ona continua (CW-NMR) i
registren les linies d'absorcio d'una de les segiients maneres:

i) fent un escombrat de freqiiéncies a camp B, fix, o
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ii) fent un escombrat del camp By, a freqiiencia v, fixa.

El segon métode s'utilitza més que el primer, degut a la dificultat técnica que presenta la
fabricaci6 de fonts de radiofreqiiencia de freqiiéncia variable i gran estabilitat. En la figura 8 es
veu com varia l'energia dels nivells de dos nuclis de spin 1/2 no acoblats amb desplagcaments
quimics diferents en variar B (eqs. 21 4):

E./h =—(yBy/2m) (1 - o)) m;.

E /h A O
Op
I I
I
I I
Vesp
I I
I I
I I
>
A B B,

Figura 8. Nivells d'energia de dos nuclis de spin 1/2 amb desplacaments quimics oa < Op, no
acoblats, en funcio de la intensitat del camp estatic (Bg) i senyals corresponents en l'espectre de

RMN obtingut a la freqiiencia fixa vegp.

Com que el nucli B té€ una constant d'apantallament més gran (o un desplacament quimic més
petit) que el nucli A, necessitara un camp extern més gran perque la diferéncia d'energia entre
els seus nivells sigui igual a hveg, 1 pugui absorbir energia del camp oscil-lant. El seu senyal
estara, doncs, a un camp més alt. En canvi, en un espectre d'escombrat de freqiiencies a camp
fix el nucli de major constant d'apantallament tindria una separacio entre nivells més petita i el
seu senyal es trobaria a un valor més baix de l'escala de freqiiencies. El que s'acostuma a fer és
representar sempre els espectres en una escala de desplagaments quimics amb el zero (el senyal
del TMS) a la part dreta i els valors positius creixents de dreta a esquerra. Si l'espectre s'havia
obtingut a camp fix les freqiiencies augmentaran de dreta a esquerra (eq. 26) 1, si havia estat
mesurat a freqiiencia fixa, el camp augmentara cap a la dreta.

L'ordre de valors de la freqiiéncia de la radiacié dependra de la poténcia de 1'electroimant (Bg)
i del tipus de nucli considerat (és a dir, del valor de v):

Vesp = Y Bo (1 =0p) / 2t = yBo/2m;
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aixi, si l'electroimant es capag de crear camps al voltant dels 7,05 T, la freqiiéncia de la radiaci6
adequada per obtenir espectres de proté (y = 26,7522 x 107 T-1 s-1) sera de uns 300 MHz i,
per a espectres de 13C (y = 6,7283 x 107 T-1 s-1), d'uns 75,5 MHz. Es sol dir que 1'aparell és
de 300 MHz, és a dir, s'identifica la poténcia de l'electroimant amb la freqiliencia de ressonancia
del prot6. Una vegada seleccionada la freqiiéncia adient per al tipus de nucli a estudiar, es fa un
petit escombrat de camps al voltant de By(1 — 0,.¢) (0 de freqiiencies al voltant de vegp) i cada
nucli donara (si l'espectre €s de primer ordre) un multiplet centrat a
= Ve (a v = yBo(1— )/ 2m). @7
v (1-o0i)
Cal assenyalar que, en una escala de desplacaments quimics, les constants d'acoblament

i

semblen més petites quant més gran és la intensitat del camp, ja que la diferencia de
desplacaments que correspon a una diferéncia de freqiiéncies J €s (eq. 26)

Ad = 2mt x 1067 /yB, .

Aix0 fa que els multiplets d'un espectre obtingut amb un camp elevat es vegin més apretats que
els d'un mesurat a camp baix, i pot semblar que el primer espectre sigui més confus. En realitat
és tot el contrari, ja que el que fa que un espectre sigui facil d'interpretar €s la relacio entre les
diferéncies de senyals degudes a diferéncies de desplacaments i les degudes a acoblaments.
D'altra banda, en I'espectre obtingut a camp més alt veg, €s més gran i I'escombrat de camps
sera més ampli (eq. 27), el que permet eixamplar I'escala de desplacaments quimics per poder
distingir millor les components dels multiplets.



