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PRESENTACION

Tras mas de veinte afios de docencia universitaria en el Departament de
Matematica Economica, Financera i Actuarial de la UB, y siendo autores de
varios libros de texto en el campo de las Matematicas Empresariales y
Financieras, creemos que ha llegado el momento de enfocar de otra manera el
material didactico utilizado en nuestras clases.

Varias han sido las razones que nos han llevado a preparar este material en
formato electronico:

» La agilidad que supone poder cambiar curso a curso los contenidos,
ejemplos y ejercicios, adaptandolos a los nuevos planes docentes.

= Ofrecer un material de consulta al alumno alternativo al clasico libro
de texto.

= Ofrecer un material didactico que pueda fomentar el dinamismo de
las clases y la participacion de los alumnos en las mismas.

= Facilitar el que los alumnos estén mas atentos a las explicaciones del
profesorado que a copiar apuntes, promoviendo una atencion mas
activa.

= Teniendo en cuenta la proxima implantacién de los nuevos titulos de
grado, adaptados al denominado Espacio Europeo de Educacion
Superior (EEES), en que se pretende centrar la atencion en el
proceso de aprendizaje del alumno, mas que en las clases
magistrales, facilitar y promover el trabajo autbnomo en base a un
material homogéneo.

Por tanto, no se trata de un libro al uso, que también podria serlo, sino de un
resumen-guia de los conceptos mas importantes recogidos en el plan docente
de la asignatura Matematicas Empresariales | de la actual Diplomatura en
Ciencias Empresariales. Como consecuencia de este planteamiento, el
esquema del material pretende que el alumno disponga de una referencia
detallada de los contenidos de las sesiones presenciales de la asignatura, que
incluya los conceptos tedricos y también algunos ejemplos y ejercicios
relacionados con ellos. Estos conceptos se desarrollaran y explicaran con
mayor precision y amplitud en las clases, con ayuda de la pizarra si fuera
necesario, y se complementaran con otros ejemplos y ejercicios que ilustren
cada uno de los conceptos tedricos previamente explicados.

Como el alumnado podra comprobar, en el documento se proponen una
serie de ejercicios que, sin estar resueltos, disponen del espacio en blanco
necesario para su resolucion, dando ciertas pautas, guias o pistas para su
correcto tratamiento.

Aprovechando que las aulas de la Facultat d’Economia i Empresa de la
UB disponen de ordenador y cafion de proyeccion, nos hemos servido de la
herramienta PowerPoint®, conocida por la mayoria de universitarios actuales,
para ir resolviendo paso a paso cada ejemplo y/o ejercicio durante el transcurso



de la clase. De todas formas, antes de resolverlo, consideramos imprescindible
dejar al alumno un tiempo prudencial para que pueda pensar y completar el
ejercicio propuesto y sea consciente, de esta manera, hasta qué punto ha
comprendido los conceptos explicados.

Consideramos que el uso de animaciones, cuando sea posible, puede
ayudar bastante a entender conceptos matematicos que, a veces, vistos de
forma estatica, son mas dificiles de comprender.

Siguiendo la estructura del plan docente, este material se divide en tres
temas:

El primero de ellos estudia las funciones reales de variable real, y
en él se explican los conceptos de limite, continuidad,
derivabilidad y optimizacion de funciones con una sola variable,
aplicando los mismos d estudio detallado de las funciones y a
problemas econémicos de minimizacion de costes o maximizacion
de ingresos o beneficios.

El segundo tema trata sobre la integral indefinida, definida e
impropia, necesarias para el calculo de areas planas delimitadas
por funciones.

Por ultimo, el tercer tema trata sobre el espacio vectorial A", los
conceptos de base, aplicacion lineal y formas cuadraticas, que,
entre otros objetivos, resultaran imprescindibles para el alumno en
la asignatura de Matematicas Empresariales 1l, ya que se usan
para detectar los éptimos de funciones de varias variables.

Aunque es nuestra intencién ir mejorando y actualizando cada curso
académico el presente material, también queremos dejar claro al alumno que,
ademas de asistir a clase y tomar apuntes, consideramos que es bueno y
necesario que se complementen los contenidos con libros y otros materiales de
consulta, causa por la cual, cuando lo hemos considerado necesario, hemos
hecho referencia a la bibliografia que, desde nuestro punto de vista, mejor
puede ayudar al alumno a completar su formacion.
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Tema 1. Funcioén real de una variable

1. Definiciones basicas

2. Limite y continuidad de funciones
3. Derivada de funciones

4. Elasticidad de funciones

5. Optimizacion de funciones

6. Aplicaciones econOmicas

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez




Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Tema 1. Funcioén real de una variable

1. Definiciones basicas

. Funcién real de una variable real

. Dominio de una funcion

. Composicién de funciones

. Crecimiento y decrecimiento de una funcion

U WNBE

. Optimos de una funcién

. Limite y continuidad de funciones
. Derivada de funciones

. Elasticidad de funciones

. Optimizacién de funciones

o O B~ W N

. Aplicaciones econémicas

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas

1.1 Funcién real de una variable real

Es cualquier aplicacion de la forma

f: 400 0O0O.  BOO
x04 OO0 f(x)=y0OB
Ejemplo :
f: [0,80]00 ODO- O
Ix0[0,80] OO f(x)=x*+100
x=7T OO, f(7)=72+1=5000

. Crecimiento y decrecimiento de una funcién en un punto
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1. Definiciones basicas
1.1 Funcién real de una variable real

Ejercicio : ¢ Cuales de las siguientes funciones son de una variable?

a) 4—2x+%x3

x“+y

2
b) 6xy—e( )
c) 3|]:os(z)+ 722
d) 9t+2-1In(x)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas
1.1 Funcién real de una variable real

Ejercicio : Escribir la funcién que asigna a cada valor real el cociente
entre dicho valor y su cuadrado menos uno

o bien

Si quisiéramos expresar funciones en lenguaje habitual podriamos
tener muchas confusiones. El lenguaje matematico es mucho mas
preciso (aunque mas dificil de entender)




Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas
1.1 Funcién real de una variable real

Ejercicio : De la segunda de las funciones anteriores, obtener la imagen
de los valores realesx =2y x =-5

o oo 0

X

OO0 06 f(x)=——00
x -1

200 OG-

=500 OG-

En este caso, también se diria que la antimagen de 2/3es2yla
antiimagen de -5/24 es -5

Podriamos preguntarnos si todos los elementos del conjunto de salida
tienen imagen en el conjunto de llegada

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas

1.2 Dominio de una funcidon

Dominio de una funcién es el conjunto de valores reales que tienen
imagen
Dom f ={xDD/Qf(x)} = A
1) si  f(x)=Polinomio(x)=P(x)
Dom f=A=[
Ejemplo: Obtener el dominio de la siguiente funcién
f(x):8x3—%x2+10 Dom f=A4=0

Ejercicio: Obtener el dominio de la siguiente funcion

f(x)= —2x* 453 —%




Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas
1.2 Dominio de una funcién

2) Si f(x)=Cociente Polinomios = M

Dom f=A4={x00/0(x)%0}

Ejemplo: Obtener el dominio de la siguiente funcién

_8x+5
f(X)_ X2 =9

Dom f=A={x00/x#+3}=0-{-3,+3)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas
1.2 Dominio de una funcién

Ejercicio: Obtener el dominio de la siguiente funcion

Ejercicio: Obtener el dominio de la siguiente funcién

()=

-
x2—4x+3




Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas
1.2 Dominio de una funcién

3) Si f(x)ZW of(x)zm,npar

Dom f=A={xDD/P(x)20}

Ejemplo: Obtener el dominio de la siguiente funcién
f (x) =Vx? -16
Dom f:A:{xDD/xS—4 y x24} =
= ]—oo, —4] U [+4, +oo[

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas
1.2 Dominio de una funcién

Ejercicio: Obtener el dominio de la siguiente funcién

f(x)=x/m

Ejercicio: Obtener el dominio de la siguiente funcién

f(x):4x3—8
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1. Definiciones basicas
1.2 Dominio de una funcién

4) si f(x)=4P(x),n impar
Dom f=A4=0

Ejemplo: Obtener el dominio de la siguiente funcién

f(x):3x2—4

Dom f=A4=01

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas
1.2 Dominio de una funcién

Ejercicio: Obtener el dominio de la siguiente funcién

f(x)=§/m

Ejercicio: Obtener el dominio de la siguiente funcion

f(x) =§/x6 ~8x° +5x -3
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1. Definiciones basicas
1.2 Dominio de una funcién

5 Si f (x):eP(x)
Dom f=A4=0

Ejemplo: Obtener el dominio de la siguiente funcién

f(x)262x+8
Dom f=A=01

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas
1.2 Dominio de una funcién

Ejercicio: Obtener el dominio de la siguiente funcién

f(x)=4@"""

Ejercicio: Obtener el dominio de la siguiente funcion

f(x) — ex3 —4x+8




Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas
1.2 Dominio de una funcién

6) Si f(x)=InP(x)
Dom f=A4={x00/P(x)>0}

Ejemplo: Obtener el dominio de la siguiente funcién
f(x)=In(2x+6)
Dom f=A={x00/x>-3} :]—3,+00[

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas
1.2 Dominio de una funcién

Ejercicio: Obtener el dominio de la siguiente funcién

f(x)= ln(x2 —4)

Ejercicio: Obtener el dominio de la siguiente funcion

f(x) ZSEﬂn(x3 +8)




z&lez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Material elaborado por L. Gon:

1. Definiciones basicas

1.3 Composiciéon de funciones

Dadas

f:400 -0 v g:BO0O - [
con f(4)0OB

se define la funcién compuesta g © f como:

400 04, Boo  DfL O
xO04 00 f(x)0B OO0 g(f(x))=(g°f)(x)00O

| ]
gof

nzélez-Vila, F.J. Ortiy J. Saez

Material elaborado por L. Gol

1. Definiciones basicas
1.3 Composicion de funciones

Aunque explicitamente no se diga, casi todas las funciones que
utilizamos son compuestas. Algunas funciones que NO lo son:

f(x)=x f(x)=lnx f(x)=¢" ec..

, L, 5/
Ejemplo: Expresar la funcion compuesta 7 (x) = x3 -2
en sus funciones simples

400 of BOO 0%, O
x04 00 f(x)=x*-2=y0B 00 g(y)=3y00

| !
h(x)=(go £)(x) =g (£ (x) =g (x* -2) =3+ -2

10
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1. Definiciones basicas
1.3 Composicion de funciones

Ejercicio : Dadas las siguientes funciones

f(x) =Cosx y g(x) =

Construir las funciones compuestas:

(go/)(x)=

(fog)(x)=

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas
1.3 Composicion de funciones

Ejercicio : Dadas las siguientes funciones

=570 v slx)=e"

x—

Construir las funciones compuestas:

(go/)(x)=

(feog)(x)=

11
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1. Definiciones basicas
1.3 Composicion de funciones

El dominio de una funcibn compuesta es la
interseccion de los dominios de las funciones
simples que la componen

Ejemplo: Obtener el dominio de la siguiente funcién

el/ x

f(x):xz—w

Dom f:{xDD/x¢i4 y x¢0}:D—{—4,0,4}

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas
1.3 Composicion de funciones

Ejercicio: Obtener el dominio de la siguiente funcion

7(x)=m[ %)

x+5

Ejercicio: Obtener el dominio de la siguiente funcion

f(x) =5 e(xz—l)

12
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1. Definiciones basicas

1.4 Crecimiento y decrecimiento de una funcion

Dada Y

Sxp)
400 - U
Sixo)

fes mondtona creciente
< I:DXO,XI DA, X0 <X1 :f(XO)Sf(XI)]

f es estrictamente creciente

- [on,xl U4, xg <x :>f(x0)<f(x1)]

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas
1.4 Crecimiento y decrecimiento de una funcién

Dada 4
f:400 - O o

fes monotona decreciente

= I:DXO,XI DA, X0 <X1 :>f(x0) Zf(xl)]
fes estrictamente decreciente

- [I:Ixo,xl UA, xg <x :>f(x0) >f(x1)]

13
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1. Definiciones basicas

1.5 Crecimiento y decrecimiento de una funcién en u n punto

Dada
f:400 - U
X0 A4
fes creciente enel punto xp U4 < Xg& Xo Xt X
x<x0:>f(x)Sf(xo)
[£>0 tq DXD]XO —&,X) +£[ (04 cumple {x SN f(x) . f(xo)

fes decreciente enelpunto xy A4 <
x <X :>f(x)2f(xo)
f

[(£>0 tq DxD]xO—é‘,xO +,s[ (04 cumple {x>x0 :>f(x)£ (xO)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas

1.6 Optimos de una funcién

Dada
f:A00 -0 x 04

X, €s un maximo absoluto o global de f <

x4, f(x)sf(xo)

X, €s un minimo absoluto o global de f <

x4, f(x)Zf(xO)

14
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1. Definiciones basicas
1.6 Optimos de una funcién

y
Dada %)
f:400 - O
.X'O D A ,
Xg€ X XotE X

X, €s un maximo relativo o local de f <

Oe>0 / OxO]xg—&,xp +€[ 04, f£(x)< f(x0)

Xy €S un minimo relativo o local de f <«
Le>0 / Dxl]]xo —&,X +£[ [ 4, f(x)Zf(xO)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas
1.6 Optimos de una funcién

Ejercicios: Indicar en los siguientes puntos de cada funcion si se trata:

a) De un maximo o minimo absoluto
b) De un maximo o minimo relativo
¢) Si la funcion es creciente o decreciente en el punto

y

X, X

15
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1. Definiciones basicas
1.6 Optimos de una funcién

Ejercicios: Indicar en el punto x,de cada funcién si se trata:

a) De un maximo o minimo absoluto
b) De un maximo o minimo relativo
c) Si la funcién es creciente o decreciente en el punto

¥

o X

R X

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Definiciones basicas
1.6 Optimos de una funcién

Ejercicios: Indicar en el punto x,de cada funcién si se trata:

a) De un maximo o minimo absoluto
b) De un maximo o minimo relativo
c) Si la funcién es creciente o decreciente en el punto

y

Y X

16
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Tema 1. Funcioén real de una variable

1. Definiciones basicas
2. Limite y continuidad de funciones

1.
. Limites laterales de una funcién en un punto
. Propiedades de limite de una funcién

. Continuidad de una funcién en un punto

. Tipos de discontinuidad de una funcién

. Teorema de Bolzano

7.

o0, WN

Definicién de limite de una funcién en un punto

Teorema de Weierstrass

3. Derivada de funciones

4. Elasticidad de funciones

5. Optimizacién de funciones

6. Aplicaciones econOmicas

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones

2.1 Definicién de limite de una funcidén en un punto

Dada

f:400-0 x00 roo

lim f(x)=L < (0e>0, 30>0 talque

X—>X0

OxOxg = ,x0+3][ 0 4, x#xg = f(x)0]L-&,L+g])

Es el valor al que tiende la funcién cuando nos aproximamos
por la izquierda y la derecha de x, con independencia del
valor de la funcion en dicho punto x;,

17
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2. Limite y continuidad de funciones

2.2 Limites laterales de una funcién en un punto

Dad
U ria00-0 %00

Limite lateral por la izquierda Limite lateral por la derecha

lim f(x)=L lim f(x)=L
XX () : x—»;c(')+ () ?
(L =17
AN
Existe lim f(x):L:Ll =L, No existe lim f(x)
x—»xo x-»xo

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.2 Limites laterales de una funcién en un punto

TEOREMA:
El limite de una funcion en un punto, si existe, es UNICO

Ejemplo: Dada la siguiente funcién definida a trozos, calcular el
limite de la misma en los puntos x,=-1yx,=5

i

x2—2x x<-1

f(x): VJa4x+5 -1<x<5

E(x) x>5

18



Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.2 Limites laterales de una funcién en un punto

X2 =2x V4x+5 l E(x)

|
x x
T —1<x<5 %Y x>5

x<-—-1 %

Limite de la funcién en el punto x,= -1:

L= lim_f(x)=lim_(x*-2x)=3

)C—>—1_ x—»—l_
L, = lim f(x): lim +4x+5=1
)C—>—1+ XH—1+

Los limites laterales no coinciden y, por tanto, NO EXISTE limite
de la funcién en el punto x,= -1

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.2 Limites laterales de una funcién en un punto

X2 =2x V4x+5 l E(x)

|
x x
T —1<x<S5 % x>5

Limite de la funcién en el punto x,= 5:

L = lim f(x): lim +4x+5=5

x_)s_ xa5_

L, = lim f(x)= lim E(x)=5

+ +

Los limites laterales coinciden y, por tanto, EXISTE limite de la
funcion en el punto x,= 5y suvalores L =5

19



Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.2 Limites laterales de una funcién en un punto

Ejercicio: Dada la siguiente funcion definida a trozos, calcular el
limite de la misma en los puntos x,= 0y x,= 2

(DGosx x<0

f(x)=< 1+ 0<x<2

©Hl x>2

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.2 Limites laterales de una funcién en un punto

Limite de la funcién en el punto x,= 0:

L= lim f(x)=
x~>0_

Ly = lim f(x):
x~>0+

Limite de la funcion en el punto x,= 2:

L= lim f(x) =
x~>2_

L, = lim+f(x) =

x-2

20



Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones

2.3 Propiedades del limite de una funcién en un pun  to

Dadas
Siexisten lim f(x) y lim g(x)
.X'—»XO X—>X0

a) lim | f(x)£g(x)]= lim f(x)£ lim g(x)

x—»xO x—»XO x—»XO

Ejemplo: Calcular el limite de la siguiente funcion:

1im[x4—§/;}: lim x* = lim 3% =1-1=0

x -1 x -1 x-1

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.3 Propiedades del limite de una funcion

b) OkOO, lim [ k0 (x)|=k0Olim f(x)

X—»XO X—>X0

Ejemplo: Calcular el limite de la siguiente funcion:

lim | 802" | = (~8) Clim " =(~8) 1= -8

x-0 x-0

21



Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.3 Propiedades del limite de una funcion

c) lim | f(x)Cg(x)]=| lim f(x) | lim g(x)

X—>XO X—>XO x—>XO

Ejemplo: Calcular el limite de la siguiente funcion:

lim [ex g/}} - (lim ex][élim J}j SR

x-4 x-4 x-4

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.3 Propiedades del limite de una funcion

d) Ox 0 4, g(x)iO y lim g(x)iO
X = X0
lim f(x
li /(%) _X~xof( )
im =—
X - X g(x) lim g(x)
X = X0

Ejemplo: Calcular el limite de la siguiente funcion:

poX79 xlinil(x_g) s R
x--1(x+3)°  lim (x+3)> 4
x—--1
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.3 Propiedades del limite de una funcion

lim g(x)

e) lim | f(x)]g(") =| lim f(x)[ ™

X—>X0 X—>XO

Ejemplo: Calcular el limite de la siguiente funcion:

3., lim (X —2)
. X — . 0 -2
lim (cos x) = ( lim cos xjx - =1 “=1
x-0 x-0

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.3 Propiedades del limite de una funcion

f) lim log| f(x)]=log| lim f(x)

x—>XO X—>X0

Ejemplo: Calcular el limite de la siguiente funcion:

lim In(2x+7)= ln( lim (2x+7))=ln1=0

X—=3 x—=3
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.3 Propiedades del limite de una funcion

Ejercicio: Calcular el limite de la siguiente funcion:

2
lim| X 2% fn (x +1) | =

x-1 \/x+3

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.3 Propiedades del limite de una funcion

Como consecuencia de las operaciones anteriores, pueden aparecer
las siguientes expresiones indeterminadas:

00 — 00
0[do

0 )
0 ° o

En estos casos, las indeterminaciones deben resolverse por los métodos
conocidos (Pueden consultarse en la Bibliografia de referencia)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.3 Propiedades del limite de una funcion

Ejemplo: Calcular el limite de las siguientes funciones:

limi= Iim0= 0
X—»lx_l x -1

> lim (x2 —1)

.X —lzx_,1 =0 |=
;161?1 x=1  lim(x-1) [0]
x-1 Indeterminacion
_hmm: 1im(x+1): 2
x-1  x-—1 x-1

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.3 Propiedades del limite de una funcion

Ejercicio: Cuales de los siguientes limites presentan indeterminaciones:

2 i
. X
a) lim| =X &) lim 1
x->4 x_2 ) X - +oo
X ) 1 X
b) lim( 2 j p lim (H—)
x-4\x—4 X o +oo X
lim [ 2% [ 5x% -3x+1
C) m 5 9) lim ﬁ
x -0\ x° —] x—oo| 2x” +4x
2
1 1 x“=16
lim | ——— [ 2x
) o( x2J " 1“2(4]

25



Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones

2.4 Continuidad de una funcién en un punto

Dada
400 - O

X()DA

f continua en Xo U4 < lim f(x) :f(xo)

X—».XO

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.4 Continuidad de una funcién en un punto

Dada
f:400 - O

XODA
1) Of (xo)

f continua en xp A4 < < 2)Olim f(x)

X - X0

3) /(%)= lim f(x)
N X3
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones

2.5 Tipos de discontinuidad de una funcién

Si una funcic')anO es continua en un punto se dice que es

DISCONTINUA

Existen 3 tipos de discontinuidades:

1) Discontinuidad evitable

2) Discontinuidad de primera especie o salto

3) Discontinuidad de segunda especie

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones

2.5 Tipos de discontinuidad de una funcién

¢ Existen?
lim f(x)=L lim f(x)=L,
XX xXoxg

NO

[ <

;Soniguales? (L =L1y?

NO

[

¢ Coincide dicho L= 9
limite con f{x,)? 6 /(x0)*

NO

Discontinuidad
de 22 especie

Discontinuidad
de 12 especie

Sl

J CONTINUA en x

Discontinuidad
evitable
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.5 Tipos de discontinuidad de una funcién

Ejemplo: Estudiar la continuidad de la siguiente funcion definida a
trozos en el punto x,=1

/(x)=

x3—2 x<1
Jx+3 x>1

L= lim f(x)= tim (x*-2)=-1
X—»l_ x-»l_
L= lim f(x)= lim Jx+3=2
X—>1+ x—>l+
Los limites laterales NO coinciden y, por tanto, NO EXISTE limite
de la funcién en el punto x,= 1

Por tanto, la funcion NO es CONTINUA en el punto x, = 1,
existiendo una discontinuidad de PRIMERA ESPECIE, con salto
igual a|Ly = Ly| =|-1-2|=3

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.5 Tipos de discontinuidad de una funcién

Ejercicio: Estudiar la continuidad de la siguiente funcion definida a
trozos en los puntos x,= -4, x,= -1, x,= 0y x, =2

X2 x<—4
4-3x -4<x=<-1
flx)=9 1 -1<x<o0
x+2 0<x<2

E(2x) x>2
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.5 Tipos de discontinuidad de una funcién

Limite de la funcion en el punto x, = -4:

L= lim f(x)=
x—>_4_

L, = lim f(x):
x—>_4+

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.5 Tipos de discontinuidad de una funcién

Limite de la funcion en el punto x,= -1:

L= lim f(x)=
Xﬁ_l_

L, = lim f(x)=
x~>_1+
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.5 Tipos de discontinuidad de una funcién

Limite de la funcién en el punto x,= 0:

L= lim f(x)=
x~>0_

Ly = lim f(x):
x~>0+

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.5 Tipos de discontinuidad de una funcién

Limite de la funcién en el punto x,= 2:

L= lim f(x):
x~>2_

L, = lim f(x)=
x~>2+
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.5 Tipos de discontinuidad de una funcién

Ejemplo:
REAL DECRETO LEGISLATIVO 3/2004 , de 5 de marzo, por el que se aprueba

el texto refundido de la Ley del Impuesto sobre la Renta de las Personas
Fisicas. (BOE 10-03-2004)

Articulo 51. Reduccién por rendimientos del trabajo.

1. Cuando se obtengan rendimientos netos del trabajo, la base imponible se
reducira en los siguientes importes:

a) Contribuyentes con rendimientos netos del trabajo iguales o inferiores a
8.200 euros: 3.500 euros anuales.

b) Contribuyentes con rendimientos netos del trabajo comprendidos entre
8.200,01 y 13.000 euros: 3.500 euros menos el resultado de multiplicar por
0,2291 la diferencia entre el rendimiento del trabajo y 8.200 euros anuales.

c) Contribuyentes con rendimientos netos del trabajo superiores a 13.000 euros
(...): 2.400 euros anuales.

A partir del texto legal anterior, y denominando x al importe de los
rendimientos netos del trabajo y D(x) a la funcibn que obtiene la
reduccioén por rendimientos netos del trabajo, se pi de:

a) Construir la funcion  D(x)

b) Indicar si posee algun tipo de discontinuidad a lo largo d e su

dominio.

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.5 Tipos de discontinuidad de una funcién

a) La funcién D(x) que obtiene la reduccién por rendimientos netos
del trabajo es:

3.500 x<8.200
D(x)=1{3.500-0,2291[{x -8.200) 8.200 < x <13.000
2.400 x>13.000

3.500 3.500 -0,2291[{x —8.200) 2.400
| |

[ l
x <8.200 8200 8200 < x<13.000 %1300 » >13 000

b) Como la funcién D(x) es continua en cada trozo, sélo deberemos
analizar si tiene algun tipo de discontinuidad en los puntos x;,=8.200 y
x,=13.000
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.5 Tipos de discontinuidad de una funcién

Limite de la funcion en el punto x,=8.200:

L= lim D(x)= lim 3.500=3.500
x—-8.200 x—-8.200

L= lim D(x)=lim (3.500-0,22910x~8.200))=3.500
x-8200" x-8.200"

Los limites laterales coinciden y, por tanto, EXISTE limite de la
funcion en el punto x,=8.200 y su valor es L=3.500

La imagen de la funcion en el punto x,=8.200 es:

D(8.200) =3.500

Como la imagen de la funcién en el punto coincide con el limite,
diremos que la funcién es CONTINUA en el punto x,=8.200

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.5 Tipos de discontinuidad de una funcién

Limite de la funcion en el punto x,=13.000:

L= lim D(x)=lim (3.500-0,2291fx~8.200)) =2.400,32
x—13.000 x —-13.000

L= lim D(x)= lim _2.400=2.400
x-13.000" x-13.000"

Los limites laterales no coinciden vy, por tanto, NO EXISTE limite
de la funcién en el punto x;,=13.000.

Por tanto, la funcion NO es CONTINUA en el punto x,=13.000,
existiendo una discontinuidad de PRIMERA ESPECIE o de salto.
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Ejercicio:

2. Limite y continuidad de funciones

2.5 Tipos de discontinuidad de una funcién

LEY 35/2006, de 28 de noviembre, del Impuesto sobre la Renta de las

Personas Fisicas. (BOE 29-12-2006)

Articulo 20. Reduccién por obtencién de rendimientos del trabajo.

1. El rendimiento neto del trabajo se minorara en las siguientes cuantias:

a) Contribuyentes con rendimientos netos del trabajo iguales o inferiores a
9.000 euros: 4.000 euros anuales.

b) Contribuyentes con rendimientos netos del trabajo comprendidos entre
9.000,01 y 13.000 euros: 4.000 euros menos el resultado de multiplicar por
0,35 la diferencia entre el rendimiento del trabajo y 9.000 euros anuales.

c¢) Contribuyentes con rendimientos netos del trabajo superiores a 13.000 euros
(...): 2.600 euros anuales.

A partir del texto legal anterior, y denominando
rendimientos netos del trabajo y

x al importe de los

D(x) a la funcion que obtiene la

reduccion por rendimientos netos del trabajo, se pi de:
a) Construir la funcion  D(x)
b) Indicar si posee algun tipo de discontinuidad a lo largo de su

dominio.

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones

2.6 Teorema de Bolzano

Dada

entonces existe ¢ [ ]a,b[

y
Sa)

f:[a.p]00 - O CONTINUA
si signo| f(a)|# signo| 1 (b) |
tal que f(c) =0

cD]a,b[

S1b)

y
fla)

Sb)

cO]a.b]
VA,
oV

X
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.6 Teorema de Bolzano

Ejemplo: Comprobar si la funcion f(x) =x2 —4 tiene una solucion
situada entre los valores 0 y 3:

Veamos si se cumplen las condiciones del teorema de Bolzano:

1) ¢La funcion f(x) =x?—4 es continua entre 0 y3? Sl

2) ¢El signo de f{0) es diferente del signo de f(3)? S|
f(0)=0%-4=-4<0 f(3)=3*-4=5>0

Por tanto, segun el teorema de Bolzano:

0]0,3] wque f(c)=0

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.6 Teorema de Bolzano

Si se cumplen las condiciones, el teorema de Bolzano nos indica si la
funcion tiene alguna solucion o no en el intervalo solicitado
Otra cosa es encontrarla/s

Ejercicio: Demostrar que la funcion f(x) =¢* -In (x+10) tiene
una solucion situada entre los valores -2 y 4:
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones

2.6 Teorema de Weierstrass

Dada

f:[a,b]00 - O CONTINUA
existen O’,ﬁD[a,b] tales que DxD[a,b]

fla)sr(x)<1(B)

Toda funcion CONTINUA
definida en un intervalo
cerrado y acotado tiene
minimo y maximo absolutos

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Limite y continuidad de funciones
2.6 Teorema de Weierstrass

Recordemos que en todo teorema, la conclusion solo es cierta si se

cumplen todas las condiciones

Por ejemplo, si la funcién NO
fuera CONTINUA, no tiene
porqué haber maximo y
minimo absolutos

y

¢Existen a, [5?

a=-1

Por ejemplo, si el intervalo
NO es CERRADO, no tiene
porqué haber maximo y
minimo absolutos

y

¢Existen a, [5?
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Tema 1. Funcioén real de una variable

1. Definiciones basicas

. Limite y continuidad de funciones

. Derivada de funciones
. Cociente de incrementos

. Definicion de derivada de una funcién enun punt o

. Interpretacién geométrica de la derivadaenunp  unto

. Derivadas laterales de una funcion en un punto

. Relacion entre derivabilidad y continuidad en un punto
. Funcion derivada

. Derivacion sucesiva

. Célculo de derivadas

. Recta tangente a una funcién en un punto

4. Elasticidad de funciones
. Optimizacién de funciones
6. Aplicaciones econOmicas

w N

CoOoONOoOOaPWNER

ol

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.1 Cociente de incrementos

Dada
f:400 -0 x04

Denominamos Incremento de la variable en X
Axy = x—Xxg
Denominamos Incremento de la funcién  feen X

A f(x)=f(x)-f(x)

Se denomina Cociente de incrementos en X0

& (xo) _ S (x) =/ (%)

AX?O X—XO
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones
3.1 Cociente de incrementos

El cociente de incrementos nos permite responder a la pregunta:
¢, Cuanto ha variado la funcién respecto de una variacion de la variable?

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

y
SX) [ .
Af (xo) _ f(x) =/ (%) Afix,)
Ax, X=X i
0 0 e c— . |
Ay
Ejemplo: xlo x X
y
12 [rommmmmmmm e .
. . El cociente de incrementos sera:
N (x) _12-7 _ 5 _
i : Axy 15-5 10
5 15 X
3. Derivada de funciones
3.1 Cociente de incrementos
Hora Distancia
Ejercicio: Un coche sale de Barcelona a 10 h 0 km
las 10 h en direccion a Andorra que se in 100 km

encuentra a 210 kmy llega alas 12 h. En T1hor 102 km

la siguiente tabla se indica la distancia
11h 30 145 km

recorrida hasta cada hora:

12h 210 km

Si representamos en el eje de abcisas (x) la hora y en el eje de ordenadas (y)
la distancia recorrida (km), tendriamos la siguiente representacion grafica:
Y

P L .

R .

102
100
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones
3.1 Cociente de incrementos

Se pide:
a) Calcule la velocidad media del coche entre las 11y las 12 h

b) Calcule la velocidad media del coche entre las 11y las 11 h 30’

c) Calcule la velocidad media del coche entre las 11y las 11 h 01’

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.2 Definicidn de derivada de una funcién en un pun to

Dada

f:400 -0
XODA

Af (xo) _ . f(x)=7(x0)

Axg -0 AXO X - X X =X

Si dicho limite existe se dice que

la funcion fes derivable en X
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.2 Definicién de derivada de una funcién en un pun to

Ejemplo: ¢Qué ocurriria en el ejercicio que hemos visto de la velocidad media
del coche si tomaramos el limite cuando el incremento de la variable x (hora)
tendiera a cero?

Recordando que a las 11h el coche habia recorrido 100 km, ¢ podriamos
saber la velocidad media hasta las 11 horas y 1 segundo si durante ese
segundo ha recorrido 20 metros?

100,020-100 _ 0,02

Vip = =
Y (11+%6OO)_11 Y600

&Y si supiéramos la distancia recorrida en una centésima de segundo?

=72km/h

En definitiva, cuando el intervalo de tiempo tiende a cero, mas que velocidad
media podriamos hablar de velocidad instantanea, y ésta, matematicamente
es lo que conocemos como derivada

APLICACION PRACTICA: Los radares de la DGT y los velocimetros de los
vehiculos miden velocidades instantaneas, es decir, derivadas

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.2 Definicién de derivada de una funcién en un pun to

Ejemplo: Aplicando la definicién, obtener la derivada de la funcion
f{x) =x? en el punto x,=4

f(4):ilin4 x—4 )}1_{114 x—4
g ) (x+4)=8
x -4 x—4 x-4
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.3 Interpretacion geométrica de la derivada de una funcion

en un Qunto
Dada
f:400 - O ()1 (s0)
, . flx) = fxo
f (XO)_xlin;O X_XO

J(x)

b

Sf(x0)

S (x)= f(xo)
‘ f'(xo) = tan(Q)

La derivada de una funcién en
un punto mide la pendiente de
la recta tangente a la funcién
en dicho punto

X0

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.4 Derivadas laterales de una funcién en un punto

Dada
f:400 -

[

X()DA

f-(x0) = lim

X - X X~ X0

Derivada lateral por la izquierda

S (%)~ f(x0)

Derivada lateral por la derecha

fi(x0)= lim S(x)=/(x)

X—XO

|

+
X - X0

(Existen y 1~ (x0) = f+(x0) ?

y

Jf esderivable en x

O

J/ no es derivable en x
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.4 Derivadas laterales de una funcién en un punto

Ejemplo: Estudiar la derivabilidad de la siguiente funcion en el punto
x,=0

X si x<0
f(x)=

x2+1 si x=0

Derivada lateral por la izquierda de la funcion en el punto x,=0:
- . xX)=£(0) _ . x-1
X — O_ X= 0 x>0~ X

Derivada lateral por la derecha de la funcion en el punto x,=0:

_ 2,
fi(0)= lim A A ) B S ot TR

x-0t x=0 x-0F X x-0t

Como la derivada lateral por la izquierda no existe, la funcién
NO es DERIVABLE en el punto x;=0

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.4 Derivadas laterales de una funcién en un punto

Ejercicio: Estudiar la derivabilidad de la siguiente funcién en el
punto x,=1

x> —=x si x<lI

Derivada lateral por la izquierda de la funcion en el punto x,=1:
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.4 Derivadas laterales de una funcién en un punto

Derivada lateral por la derecha de la funcion en el punto x,=1:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones
3.5 Relacioén entre derivabilidad y continuidad de un a
funcion en un punto

TEOREMA:

Dada
f:400 - O

XODA

f esderivable en x; = f es continua en x;

Como consecuencia de este teorema, también es cierto que:

/ NOes continua en xy = f NO es derivable en x
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.5 Relacion entre derivabilidad y continuidad de un a funcién en un punto

Demostracion del teorema:

fes derivable en xg 14 < [ lim /()7 () = 1"(x)
X = X X~ X0
Por otra parte:

Jf escontinuaen xy < lim f(x) :f(xo) = lim f(x)—f(xo) =0

X = X0 X = X0

lim f(x)—f(x0)= lim M[ﬂx—xo)=

X = X X = X X~ X0
= gim L) 0) e (x=x0)= /(%) D=0
X > X X~ X0 X = X

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.5 Relacion entre derivabilidad y continuidad de un a funcién en un punto

Ejercicio: Estudiar la derivabilidad de la siguiente funcion definida a
trozos en los puntos x;= -4, x,= -1, x,= 0 y x,= 2

X2 x<—4
4-3x —-4<x<s-1
f(x)=1 % -1<x<0
x+2 0<x<2

E(2x) x>2
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.5 Relacion entre derivabilidad y continuidad de un a funcién en un punto

En los puntos x,= -1, x,= 0 ¥ x,= 2 ya vimos que la funcién NO es
continua. En consecuencia tampoco sera derivable

En cambio, en el punto x,=-4 la funcién es continua y, por tanto,
puede ser derivable. Veamos si lo es calculando las derivadas
laterales:

Derivada lateral por la izquierda de la funcion en el punto x,= -4:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.5 Relacion entre derivabilidad y continuidad de un a funcién en un punto

Derivada lateral por la derecha de la funcién en el punto x,= -4:
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3. Derivada de funciones

3.6 Funcion derivada

Dada f:400 - 0O DERIVABLE [x[J4

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Se define la funcion derivada de fcomo:

f': 400 OO 0
Ix04 OO f'(x)00

3. Derivada de funciones

3.6 Funcién derivada

-X

¢ Pendiente de
f(x) en x,=2?

aterial elaborado por L. Gonzalez-Vila, F.J. Ortiy J. Saez

e

¢Pendiente de ¢Pendiente de

f(x) en x,=-2? /; 1 \ : ) f(x) en x,=1?

¢Pendiente de S

f(x) en x,=0?

f(x) en x,= -1? f'(x) =9 ¢Pendiente de
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.6 Funcién derivada

Ejemplo: Aplicando la definicién, obtener la funcion derivada de la
funcion f{x)=x? en cualquier punto x,

, F)-flo) . Poid

= =1
f (XO) xin)’(flo X~ X0 xin):o X=X
= lim (x+x0)EGx—x0): lim (x+x0)=
X - X X=X X=X
= X0 +)C0:2)C0

Aplicando este proceso a cada funcion obtendremos todas las funciones
derivadas que recogemos y resumimos en la siguiente tabla

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.6 Funcién derivada

TABLA DE DERIVADAS

Funcién Derivada Funcién Derivada
y=k0O0O y'=0
y=x" y=aa™ L y=[f ()] y=alf ()] 0 (x)
PR R v B Eat O N Rl el
y=lnx y=1 y=Inf(x) VEAGY ()
y=logyx | y'=liogse | y=log, f(x) | ¥'=gHosael (x)
y=e' y'=e y=e/t) =M or(x)
y=a*1a>0 | y'=a*ha |y=a’®;a50 | y=a/ ety (x)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3.

TABLA DE DERIVADAS

Derivada de funciones

3.6 Funcién derivada

Funcion Derivada Funcion Derivada
y=sinx |y'=cosx y=sinf(x) |y'=cos[f(x)]0'(x)
y=cosx |y'=-sinx y =cos f(x) y'=—sin[f(x)]D”(x)
y=tanx |y'=—L =j+wn’x|y=tan f(x) |¥'= 21 D”(x)

cos” x cos” f(x)
L 1 \l

I o y'=——=0"()

=arcsinx |y' = = [ 2
y — y =arcsin f(x) /()]

- -1 '

_ o _ V= [y(x)

=arccosx|y - = arccos
Y 2 e W P

— 1 -1
y =arctanx |V = .2 y= arctanf(x) Yy = 1+[f(x)]2 0y (X)
;% 3. Derivada de funciones
§ 3.7 Derivacion sucesiva
Zé Dada
f:4A00 - 0O DERIVABLE [Ix[JA4

Si la funcién derivada es, a su vez, derivable en su dominio

se puede definir la derivada segunda de fcomo:
f(x)=(r(x))

Este proceso puede repetirse sucesivamente
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.7 Derivacion sucesiva

Ejemplo: A partir de la siguiente funcién, obtener su primera,
segunda, tercera y sucesivas derivadas

f'(x) = 4x°
£"(x) = 1242
f'"(x) = 24x
fV(x)=24
fY(x)=0

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.7 Derivacion sucesiva

Ejercicio: A partir de la siguiente funcion, obtener su primera,
segunda, tercera y sucesivas derivadas

f(x) = sin(2x)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.8 Célculo de derivadas

a) Derivada de la suma :

(f£g) (x)=/ (x)£g (x)

Ejemplo: Obtener la derivada de la siguiente funcion
h(x) = —cos(x)  A'(x)= 3x2 +sin(x)

Ejercicio: Obtener la derivada de la siguiente funcion

h(x)=vx+mn(x)  h'(x)=

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.8 Célculo de derivadas

b) Derivada del producto por constantes

0k00  (kOF) (%) =0 (x)

Ejemplo: Obtener la derivada de la siguiente funcion
1 Ellr =2
h(x)=203 h'(x)=20C43
3
Ejercicio: Obtener la derivada de la siguiente funcion

h(x)=4Bosx h'(x)=
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.8 Célculo de derivadas

c) Derivada del producto :

(/&) (x) =/ (%) (x)+ 1 (x) & (x)

Ejemplo: Obtener la derivada de la siguiente funcion
1 1 1 [—]1—
h(x)=x2Onx h'(x)= —Dcz (n x + x2
2 X
Ejercicio: Obtener la derivada de la siguiente funcion

h(x)=e" Binx h'(x)=

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.8 Célculo de derivadas

d) Derivada del cociente : Ox g(x)#0y g'(x)#0,

H )= () S ()F (s

8 [¢(x))
Ejemplo: Obtener la derivada de la siguiente funcion
2 ' 2xnx-x* &
h(x)=—— h'(x)= "
In x In“ x

Ejercicio: Obtener la derivada de la siguiente funcion

h(x) :1:_; h'(x) =
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.8 Célculo de derivadas

e) Derivada de la funcion compuesta (Regla de la cadena)

I

(gor) (x)=(2(/(x)) =¢'(/ ()" ()

Ejemplo: Obtener la derivada de la siguiente funcion
h(x) = (sinx)’ h'(x)= 3[sinx)* Gosx

Ejercicio: Obtener la derivada de la siguiente funcion

h(x)=sin(x*)  n'(x)=

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.8 Célculo de derivadas

f) Derivada de funciones exponenciales

P = s mlr) e

Ejemplo: Obtener la derivada de la siguiente funcion
sin x
h(x)=(x3) lnh(x)= 1n(x3)

! 2
h (x) :cosx[ﬂn(x3)+sinxG3xT
X

sin x

=sinx[|]n(x3)

Ryl
—
=
N
I

(x3)smx [Ecosx () +sin x GH
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.8 Célculo de derivadas

Ejercicio: Obtener la derivada de la siguiente funcion

h(x) = (sinx)*

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.9 Recta tangente a una funcién en un punto

Dada
f:4A00 - 00 DERIVABLE en x,U4

Ecuacion de la recta tangente a la funcién f'en el punto X0

y=f(x0)=/"(x0)dx—x0)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.9 Recta tangente a una funcién en un punto

Ejercicio: Obtener la ecuacién de la recta tangente a la funcion
f(x) = 3x?-5x en el punto x,=1

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Derivada de funciones

3.9 Recta tangente a una funcién en un punto

Ejercicio: Obtener la ecuacién de la recta tangente a la funcién
Sf(x) =2:Inx en el punto x;=3
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Tema 1. Funcioén real de una variable

1. Definiciones béasicas

2. Limite y continuidad de funciones
3. Derivada de funciones

4. Elasticidad de funciones

1. Cociente de incrementos relativos
2. Definicién de elasticidad de una funcién en un p unto
3. Tipos de elasticidad de una funcién en un punto

4. Funcion derivada elastica

5. Optimizacion de funciones
6. Aplicaciones econOmicas

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Elasticidad de funciones

4.1 Cociente de incrementos relativos

Hasta ahora hemos estado

trabajando el concepto de Af(xO) f(x)_f(xO)

;o;:liente de incrementos Axo X = X
punto X0

Con el cociente de incrementos conoceriamos, por ejemplo, cuanto
gana de mas una empresa por producir una unidad adicional

Beneficio
10.600 fz-----------mmmmmm e e ’
10.600—-10.000 _ }Aﬂxo)
51-50 =600 ) gp0f ;
boAx,
50 51 Produccién
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Elasticidad de funciones

4.1 Cociente de incrementos relativos

Pero, ¢y si quisiéramos saber en cuanto aumenta el beneficio en
términos porcentuales o relativos?
Veamoslo con el ejemplo anterior

1°) Al pasar de una produccion de 50 a 51 unidades, ¢en qué
porcentaje ha aumentado la produccién?

Beneficio

Ax, - 1-

0 = 7Y = > >0 20,02 =2% 10.600 f-mmmmmmmmmmmmmemmmmmmem oo ’
"0 "0 A6% |
2°) Al pasar de un beneficio de 10.000€ 1) .
a 10.600€, ¢en qué porcentaje ha ' ;
aumentado el beneficio? A2%

50 51

Bf (xo) _ f(x)=f(x) _ 10.600-10.000 _ 0.06 = 6% Producci6n
f(x)  f(x) 10.000 ’

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Elasticidad de funciones

4.1 Cociente de incrementos relativos

Dada
f:400 -0 xo04

Con el concepto de Cociente de incrementos relativos  en X
sabremos en qué porcentaje aumenta el valor de f(x) por cada 1%
gue aumenta la variable x respecto de x,

A (xo)
f(x0) _ %o B (xo)
Axy  f(xp) g

X0

En Economia, una ventaja del cociente de incrementos relativos es
gue ELIMINA la influencia de las UNIDADES de MEDIDA tanto en la
variable como en la funcién

55



Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Elasticidad de funciones

4.1 Cociente de incrementos relativos

Siguiendo con el ejemplo anterior, el cociente de incrementos
relativos nos indicara en qué porcentaje habrd aumentado el

beneficio por cada 1% que haya aumentado la produccion:

Hemos visto que por un 2% de incremento de la produccién, el
beneficio se incrementaba un 6%. Obsérvese que en este
razonamiento, ni hablamos de las unidades de medida de la
produccién, ni de las unidades de medida del beneficio

Por tanto, por un 1% de incremento de la produccién, el

beneficio se incrementard un 3%. Este es el valor que nos
ofrece el cociente de incrementos relativos. Veamoslo:

Af (xo) 600

f(%) _ 10000 - 6% _
A)CO i 2%
X0 50

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Elasticidad de funciones

4.1 Cociente de incrementos relativos

Ejercicio: Al inicio del afio 2008 las acciones de Telefonica (TEF)
cotizaban a 22,22€ y acabaron el afio en 15,85€. Por su parte, el
IBEX-35 empez6 el afio con un valor de 15.182,30 y acabd en
9.195,80. Averiguar el porcentaje de precio que ha perdido TEF
durante el afio 2008 por cada punto (1%) que ha perdido el IBEX-35

TEF

22,22

15,85

9.195,8 15.182,3 |BEX-35
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4. Elasticidad de funciones

4.2 Definicion de elasticidad de una funcidén en un punto

Dada

Se denomina Elasticidad de una funcién en un punto (o
derivada elastica) , al limite del cociente de incrementos relativos

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

_ o 0B (%) o x
B 00D ()~ 7 () T

El concepto de Elasticidad se utiliza mas en Economia que en Matematicas

4. Elasticidad de funciones

4.2 Definicién de elasticidad de una funcién en un punto

Ejemplo: Calcular e interpretar la elasticidad de la siguiente funcion
en el punto x,=2:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

f(x)=2x3—5x
)CO:2
f(2)=22°-512=6 ) o
f'(x)= 6x> -5 Exf(z) —Tz)Df (2) = ED]9_6’33

f(2)= 62%-5=19

Este valor significa que por cada 1% que aumenta la variable x, en el
punto x,=2, la funcién f{x) aumenta, aproximadamente, un 6,33%
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Elasticidad de funciones

4.2 Definicién de elasticidad de una funcién en un punto

Ejercicio: Calcular e interpretar la elasticidad de la siguiente funcion
en el punto x,= -4:

r(x)==
xog =—4 N
/(4= E.f(-4)=

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Elasticidad de funciones

4.3 Tipos de elasticidad de una funcidén en un punto

Dada

f . A D D - D X0 4
f tiene elasticidad unitaria enxy < ‘Exf(xo)‘ =1
f tiene elasticidad elastica en xy < ‘Exf(xo)‘ >1

f tiene elasticidad rigida o inelastica en x;

)
E.f (x0)| <1
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Elasticidad de funciones

4.3 Tipos de elasticidad de una funcién en un punto

Ejercicio: Calcular y clasificar la elasticidad de la siguiente funcién
en el punto x,= 3:

7(x)=207)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Elasticidad de funciones

4.4 Funcion derivada eldstica

Dada
f:A00 - 0O DERIVABLE [x[1A4

Se define la funcién derivada elastica de f como:

E.f: A00 0O 0

xO04 00> E.f(x)=
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Elasticidad de funciones

4.4 Funcién derivada elastica

Ejemplo: Obtener la funcion derivada elastica de la funcion:

f(x) =2x> =5x

3
E - )= — X et -5 _ 6x”" —5x
N PR A G R et ) b e

Ejercicio: Obtener la funcién derivada elastica de la funcién:

_Inx

f(x)-T

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Elasticidad de funciones

4.4 Funcién derivada elastica
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Tema 1. Funcioén real de una variable

. Definiciones basicas

. Limite y continuidad de funciones
. Derivada de funciones
. Elasticidad de funciones

. Optimizacién de funciones
1. Polinomio de Taylor
. Polinomio de Maclaurin
. Crecimiento y decrecimiento de una funcion
. Condicion necesaria de 6ptimo local
. Condicion suficiente de éptimo local
. Curvatura de una funcion
. Representacion grafica de una funcion

6. Aplicaciones econOmicas

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

O N w N -

~N~No b wiN

5. Optimizacion de funciones

5.1 Polinomio de Taylor

Dada
f:A00 - 0 DERIVABLE en ]a,b[ 0 4

hasta un orden & > n y tomando X, X U ]a,b[

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Se denomina polinomio de Taylor de orden  n en el puntoX

£ (%) :f(x0)+f'(x0)Eﬂx‘xo)Jff"(xo)M+m+f") (xo)éix_x())n

" 2! n!

Esta expresién permite aproximar la funcién f'en un entorno del punto X0

S(x)=E(x)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.1 Polinomio de Taylor

OBJETIVO:
Aproximar el valor de una funcion en un punto x por
el de un polinomio en un entorno del punto x,

PASOS:
1°) Calcular el valor de f, ', f”, etc. en el punto x,
2°) Construir el polinomio de Taylor de grado n en x: P,(x)

39) El valor de f{x) se aproximara por el de P,(x) si n es elevado

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.1 Polinomio de Taylor

Ejemplo:
Obtener el polinomio de Taylor de la funcion f(x) =lnx
en el punto x,=1 y usarlo para aproximar el valor de In 1,08:

1°) Calculamos el valor de f', f, £, etc. en el punto x,=1

f(x)=Inx f(1)=m1=0
(9= (==
r(9)=3 (==
rm(x)=5 ()= =2
()= ()= =
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.1 Polinomio de Taylor

2°) Construimos el polinomio de Taylor de grado 4 en x: P,(x)

P = £ () () ey o (T ey T o gy )

2! 3! 41

P (1P (e
p4(x):0+1[qx—1)—15x2!1) odd 3!1) otk 4!1)

02 (=1 (1)
o= (eon)- 02 o)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.1 Polinomio de Taylor

39) Calcularemos el valor aproximado de f{1,08)=In 1,08 a partir del
valor de P,(1,08)

(L08-1)*  (1,08-1)° _(1,08-1)"
3 4

Py (1,08) = (1,08 1) -

0,08*  0,08° 0,08

Py(1,08) = 0,08 -
2 3 +

0,08
0,0768 Valor exacto:
0,07697066 In 1,08=0,076961041

0,076960426

Conforme el orden del polinomio de Taylor fuese mayor, mas nos
acercariamos al valor exacto buscado de la funcién
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones

5.2 Polinomio de Maclaurin

Dada

f:A00 - 0 DERIVABLE en ]a,b[ 0 4

hasta un orden k> n

Se denomina polinomio de Maclaurin de orden  n al
polinomio de Tavlor cuando X =0

B, (x) :f(0)+f'(0)Dc+f"(o)g;+...+f")(o)EIYZ

n!

El valor de f'en un entorno del punto x,=0 sera mejor cuantos mas
términos se tomen en la expresion anterior

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Ejercicio:

5. Optimizacion de funciones
5.2 Polinomio de Maclaurin

A partir del polinomio de Maclaurin, calcular el valor de f(x) =sinx

en el punto x= 0,1

1°) Calculamos el valor de f, ', /7, etc. en el punto x,=0

f(x) =sinx
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.2 Polinomio de Maclaurin

2°) Construimos el polinomio de Maclaurin de grado 4 en x: P,(x)

Generalizando:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.2 Polinomio de Maclaurin

39) Calcularemos el valor aproximado de f{0,1)=sin 0,1 a partir del
valor de P,(0,1)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.2 Polinomio de Maclaurin

X

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones

5.3 Crecimiento y decrecimiento de una funcién

Dada
f:A00 - 00 DERIVABLE en x; U4
a) f'(xo) > (0= f escreciente en x

b) f'(xo) <0 = f esdecreciente en x

C) f escreciente en x = f'(xo) =0

d) f esdecreciente en xj = f'(xo) <0
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.3 Crecimiento y decrecimiento de una funcién

Ejemplo: Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcion
f(x) =3x2 —12x+5
PRIMER método:
f'(x)= 6x-12
f'(x)>0 = 6x-12>0 = x>2= f CRECIENTE
f'(x)<0 < 6x-12<0 « x<2= f DECRECIENTE

SEGUNDO método: Se buscan aquellos valores tales que f”(x)=0y
aquellos valores que no pertenecen al dominio de la funcion

f(x)=6x-12=0 = x=2

En este caso, todos los valores reales pertenecen al dominio

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.3 Crecimiento y decrecimiento de una funcién

Por tanto aparecen, en este caso, 2 intervalos:

Il Il
| |
0 3

Seleccionamos un valor de cada intervalo y calculamos su derivada

Del primer intervalo escogemos, por ejemplo, x=0:

f'(0)=60-12=-12<0= fes DECRECIENTE para x<2

Del segundo intervalo escogemos, por ejemplo, x=3:

f'(3)=63-12=6>0=  fes CRECIENTE parax<2
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.3 Crecimiento y decrecimiento de una funcién

Ejercicio: Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcion

)=

X
x-=3

Lo estudiaremos utilizando el SEGUNDO método:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.3 Crecimiento y decrecimiento de una funcién

Por tanto aparecen, en este caso, 4 intervalos:

/—)%?/—)%?/—)%6‘/—/%
[ [ [
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.3 Crecimiento y decrecimiento de una funcién

¥ :

-1 1

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones

5.4 Condicién necesaria de 6ptimo local

Dada
f:A00 - [0 DERIVABLE en x4

X( esoptimolocalde f = f'(xo) =0

A los puntos que cumplen esta condicion se les denomina
puntos CRITICOS o puntos SINGULARES

No todos los puntos criticos son éptimos de la funcion

Cuando NO lo son se denominan PUNTOS DE INFLEXION
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.4 Condicién necesaria de 6ptimo local

DEMOSTRACION:

Supongamos que x,, es un maximo local de la funcion (Apdo. 1.6)
X( es un maximo relativo o local de f* <

Oe>0 / OxO)xg—&,xg +&[ O 4, f(x)< f(x0)

Calculamos las derivadas laterales de f'en x;:

fi(x)= lim+—f(x)_f(x0) :[S—OJSO

XX >0 Como por hipdtesis f'es
derivable en x,,:
' S (x)= /(% ' '
f=(x0)= lim_ (l x( 0) =E—8]20 f+(x0) = /= (x)
X - Xo 0

Por tanto: f'(xo) =0

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.4 Condicién necesaria de 6ptimo local

Ejemplo: Buscar los puntos criticos de la funcion f(x) = x2

f(x)=2x=0 = x=0

S - - -3
Ejercicio: Buscar los puntos criticos de la funcion g(x) =X

Ejercicio: Buscar los puntos criticos de la funcion h(x) = —x4

Ejercicio: Buscar los puntos criticos de la funcion
f(x) =2x3 =3x% —36x
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones

5.5 Condicién suficiente de 6ptimo local

Dada

)= r"()

Sinpary

Si n impar

fl’l
fn

y

f:A00 - O DERIVABLE en |a,b[ 0 4

hasta un orden k>ny o O]a,b[
== " D(x)=0 v M (x)%0

)>0=> xg es un minimo relativo o local de

)<0= x( es un maximo relativo o local de

f”) (XO) >0= f es creciente en x

) (x0) <0= f es decreciente en x

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Ejemplo: Buscar los 6ptimos locales de la funcién f(x) =Xx

5. Optimizacion de funciones
5.5 Condicién suficiente de éptimo local

2

Punto critico: x =0

£(x)=2

f"(0)=2>0 = x =0esun MINIMO local

Ejercicio: Buscar los 6ptimos locales de la funcion g(x) =X

3

Punto critico: x =0

g"(x)=
2"(0)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.5 Condicién suficiente de éptimo local

Ejercicio: Buscar los éptimos locales de la funcién h(x) =4
Punto critico: x =0
h"(x) =
h"(0) =

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.5 Condicién suficiente de éptimo local

Ejercicio: Buscar los 6ptimos locales de la funcion

f(x)=2x" -3x% -36x

Punto critico: x = =2

(2=

Punto critico: x =3

/(%)=
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones

5.6 Curvatura de una funcion

Pad®  £. 400 - O DERIVABLE en x4

fes CONCAVA enx, < En un entorno de x, la funcién toma
valores menores que los de la recta
tangente a la funcién en ese punto

fes CONVEXAenx, < Enunentorno de x la funcién toma
valores mayores que los de la recta
tangente a la funcion en ese punto

CONCAVA

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.6 Curvatura de una funcién

Se denominan PUNTOS DE INFLEXION en la curvatura a aquellos
puntos en que la funcidén pasa de ser concava a convexa, 0
viceversa

y

CONCAVA

CONCAVA

CONVEXA

Xy x
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.6 Curvatura de una funcién

pada f:A00 - 0 DERIVABLE en |a,b[ O 4

hasta un orden k>ny xoO]a,b]

F(x0) == ") =0 v " () 20

fn)( 0)>0 = f es convexa en x
Sinpary
)

"J(xp) <0 = f es céncava en x

Sinimpar yn>1 = x es un punto de inflexion de f

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.6 Curvatura de una funcién

Ejemplo: Estudiar la curvatura de la funcién f(x) = x3 —4x
en el punto x;= -1

f'(x): 3x2 -4
S"(x)= 6x
f"(-1)= 60f-1)=-6<0 =Enxy=-1 f es CONCAVA

Ejercicio: Estudiar la curvatura de la funcién f(x) = x3 —4x
en los puntos x,=0y x,=2

/1(2)=
/1(0)=
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.6 Curvatura de una funcién

Ejercicio: Estudiar la curvatura de la funcién

)=

X
x-=3

Seguiremos un proceso similar al visto para el crecimiento, pero usando en
este caso la segunda derivada:

Valores que no pertenecen al dominio de Ig funcién:
x~ —6x

(x-3)’

Como ya hemos visto que f'(x) =

podemos calcular la segunda derivada:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.6 Curvatura de una funcién

Por tanto aparecen, en este caso, 2 intervalos:

Seleccionamos un valor de cada intervalo y calculamos su derivada
segunda:

75



Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones

5.7 Representacion grafica de una funcion

Dada f: AU - [

1. Dominio de la funcién

2. Simetrias:
+Respecto al eje vertical: Cuando [lx U Dom f, f(—x) = f(x)

Respecto al origen: Cuando [Ix [l Dom f, f(—x) = —f(x)

3. Puntos de corte con los ejes:
+ Con el eje horizontal: xUDom f/ f(x) =0

« Con el gje vertical: Punto yUU/y= f(O)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.7 Representacion gréafica de una funcién

4. Asintotas:

- f tiene una asintota vertical enlarectaX — d si

lim f(x)=%0 o  lim f(x)=xo
x—-a xoat

« f tiene una asintota horizontal enlarecta) = b si

lim f(x)=b o lim f(x)=b

X — +oo

« f tiene una asintota oblicua enlarecta J = mx +n si

m= lim M y n= lim [f(x)—mx]
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.7 Representacion gréafica de una funcién

5. Crecimiento y decrecimiento
6. Optimos locales (Maximos y Minimos)
7. Concavidad y convexidad

8. Puntos de inflexion

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.7 Representacion gréafica de una funcién

L . . _ 252
Ejercicio: Representar graficamente la funcion f(x)——1
x—

1. Dominio de la funcién

2. Simetrias:
*Respecto al eje vertical:

*Respecto al origen:
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Puntos de corte con los ejes:

» Con el gje horizontal:

» Con el gje vertical:

4. Asintotas:
» Asintota vertical:

5. Optimizacion de funciones
5.7 Representacion gréafica de una funcién

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Asintotas:

» Asintota horizontal:

» Asintota oblicua:

5. Optimizacion de funciones
5.7 Representacion gréafica de una funcién
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.7 Representacion gréafica de una funcién

5. Crecimiento y decrecimiento
_ 2x?
x-—1

/() f'(x)=

Si tenemos en cuenta el valor x=1 que no pertenece al dominio,
dividiremos el eje real en 4 intervalos:

I ] ]

[ I [

0« 1 \ZK—/%
] ] ]
[ [ [

Seleccionamos un valor de cada intervalo y calculamos su derivada

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.7 Representacion gréafica de una funcién

5. Crecimiento y decrecimiento

Del primer intervalo escogemos, por ejemplo, x=-1:

Del segundo intervalo escogemos, por ejemplo, x=0,5:

Del tercer intervalo escogemaos, por ejemplo, x= 1,5:

Del cuarto intervalo escogemos, por ejemplo, x= 3:
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.7 Representacion gréafica de una funcién

6. Optimos locales

Condicién necesaria:

2x% -4 x=0
Sabemos que:  f'(x)= =0 « {

(x-1)”

Condicién suficiente:
()=

(0=

/(2)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.7 Representacion gréafica de una funcién

7. Concavidad y convexidad
4

(x-1)’

Sabemos que: f"(x)=
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.7 Representacion gréafica de una funcién

7. Concavidad y convexidad

8. Puntos de inflexion

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Optimizacion de funciones
5.7 Representacion gréafica de una funcién

1 2

I

0
1
[
f CRECIENTE f

}
| —— | | —— |
DECRECIENTE f DECRECIENTE f CRECIENTE

f cOncAvA

ASINTOTA VERTICAL EN x=1
ASINTOTA OBLICUA EN y=2x+2

CORTE CON EJES EN (0,0)
MAXIMO LOCAL EN x=0

MINIMO LOCAL EN x=2

f CONVEXA
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Tema 1. Funcion real de una variable

. Definiciones basicas

. Limite y continuidad de funciones
. Derivada de funciones

. Elasticidad de funciones
Optimizacion de funciones

oA WN K

. Aplicaciones econdmicas

1. Funcién de costes
2. Funcioén de ingresos

3. Funcion de beneficios

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Aplicaciones econémicas

6.1 Funcién de costes

Generalmente, la funcién de costes (totales) tiene 2 componentes:
* Funcién de costes fijos (que no depende del nivel de produccion)
* Funcién de costes variables (que dependen del nivel de produccion)

Si se denomina por ¢ al nivel de produccion de una empresa, se
representa:

Funcién de costes fijos: CF(q)

Funcién de costes variables: CJ/ (q)

Funcién de costes totales: CT (q)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Aplicaciones econémicas
6.1 Funcién de costes

Ejemplo: Mensualmente una empresa tiene unos costes fijos de 8.000€,

y unos costes variables en euros dados por la funcion 3¢, donde ¢ es el
ndmero de unidades producidas. Si actualmente la empresa esta
produciendo 100 unidades mensuales, se pide:

1) ¢ Cudles son los costes fijos mensuales de esta empresa? 8.000€

2) ¢ Cudles son los costes variables mensuales de esta empresa?

30007 =30.000€
3) ¢ Cudles son los costes totales mensuales de esta empresa?
8.000+30.000 =38.000€

4) ¢ Cuédl es la funcion de costes fijos mensuales de esta empresa?
CF(¢)=8.000
5) ¢ Cual es la funcién de costes variablef mensuales de esta empresa?
cv (q) =3q

6) ¢ Cual es la funcion de costes totales mensuales de esta empresa?

CT(q) = CF(q)+CV(q) =8.000+3¢

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Aplicaciones econémicas
6.1 Funcién de costes

Ademas de los costes totales de una empresa también nos puede
interesar conocer:

* ¢, Cuanto nos cuesta cada unidad que se produce?
« ¢, Cuanto nos costaria producir una unidad adicional ?

Para responder a la primera pregunta se define la funcién de Costes
Medios Totales de la siguiente forma:

CMe(q) :CTT((])

Para responder a la segunda pregunta utilizariamos el cociente de
incrementos, y para incrementos infinitesimales, se define la funcién
de Costes Marginales de la siguiente forma:

CMa(q) = CT'(q)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Aplicaciones econémicas
6.1 Funcién de costes

Ejemplo: Mensualmente una empresa tiene unos costes fijos de 8.000€,

y unos costes variables en euros dados por la funcion 3¢, donde ¢ es el
ndmero de unidades producidas. Si actualmente la empresa esta
produciendo 100 unidades mensuales, se pide:

1) ¢ Cuéanto nos cuesta actualmente cada unidad producida?

Si en el apartado 3 anterior hemos visto que producir 100 unidades
cuesta 38.000€, significa que cada unidad nos cuesta:  3g()¢

2) ¢ Cuanto nos costaria producir 1 unidad mas?
Producir 100 unidades cuesta 38.000€, y producir 1 unidad mas, es
decir, 101 unidades tiene un coste total de:

CT (101) =8.000 +3[101% =38.603€

Por tanto, producir 1 unidad mas cuesta: 38.603 —38.000 =603€

101-100

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Aplicaciones econémicas
6.1 Funcién de costes

Ejemplo: Mensualmente una empresa tiene unos costes fijos de 8.000€,

y unos costes variables en euros dados por la funcion 3¢, donde ¢ es el
ndmero de unidades producidas. Si actualmente la empresa esta
produciendo 100 unidades mensuales, se pide:

3) ¢ Cudl es la funcién de costes medios de esta empresa?

CT(q) 8.000+3g>
(q)= ( ): q
q q

CMe CMe(100) =380

4) ¢ Cual es la funcion de costes marginales de esta empresa?
CMa(q)=CT'(q)=6q CMa(100) = 600

El coste de producir 1 unidad adicional es de 603€ (cociente de
incrementos), pero en el limite (en términos infinitesimales) el coste
adicional seria de 600€
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Aplicaciones econémicas

6.2 Funcion de ingresos

Generalmente, la funcion de ingresos totales depende del nimero de
unidades vendidas y del precio al que se venda cada unidad.

Si como suele ser habitual, suponemos que se venden todas las

unidades producidas, utilizaremos también la variable ¢ para
representar el nimero de unidades vendidas.

Respecto del precio de venta p pueden ocurrir 2 casos:

* Que el precio sea constante e independiente de las unidades
vendidas.

* Que el precio sea variable segun el nimero de unidades vendidas.
En este caso, a la funcién p=f(g) se la denomina funcién de
demanda .

Por tanto, la funcién de ingresos totales se define como:

IT(q)=plg

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Aplicaciones econémicas
6.2 Funcion de ingresos

Ejemplo: La funcion de demanda de la empresa del ejemplo anterior

es p =5.400 - 15¢. Si actualmente la empresa esta vendiendo las
100 unidades mensuales que produce, se pide:

1) ¢ A qué precio esta vendiendo actualmente cada unidad?

p =5.400-15000 =3.900€

2) ¢ Cudles son los ingresos totales mensuales de esta empresa?

3.900 000 =390.000€
3) ¢ Cual es la funcion de ingresos totales mensuales de esta empresa?
IT(q) = pg =(5.400-15¢) g = 5.400q —15¢°

4) ¢ Tendria mas ingresos esta empresa si vendiese el triple de unidades,
es decir, 300?

IT(300) = p 4 =(5.400-150300) 300 =900 300 = 270.000€
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Aplicaciones econémicas
6.2 Funcion de ingresos

Ademas de los ingresos totales de una empresa también nos puede
interesar conocer:

* ¢, Cuanto ingresamos por cada unidad que se vende?
« ¢ Cuanto ingresariamos por vender una unidad adicional ?

Para responder a la primera pregunta se define la funcién de Ingresos
Medios Totales de la siguiente forma:

Para responder a la segunda pregunta utilizariamos el cociente de
incrementos, y para incrementos infinitesimales, se define la funcién
de Ingresos Marginales de la siguiente forma:

IMa(q)=1T"(q)

p

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Aplicaciones econémicas
6.2 Funcion de ingresos

Ejemplo: La funcion de demanda de la empresa del ejemplo anterior

es p =5.400 - 15¢. Si actualmente la empresa esta vendiendo las
100 unidades mensuales que produce, se pide:

1) ¢, Cuénto ingresamos actualmente por cada unidad vendida?

Si en el apartado 2 anterior hemos visto que por vender 100
unidades ingresamos 390.000¢€, significa que por cada unidad
ingresamos: 3.900€ (que es el precio unitario de venta)

2) ¢ Cuanto ingresariamos por vender 1 unidad mas?

Por vender 100 unidades ingresamos 390.000€, y por vender 1
unidad mas, es decir, 101 unidades ingresariamos:

IT(101) = p§ =(5.400-15001) 101 =3.885 101 = 392.385€

Por tanto, vendiendo 1 unidad  392.385-390.000

" te ndiend =2.385€
mas ingresariamos: 101-100
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Aplicaciones econémicas
6.2 Funcion de ingresos

Ejemplo: La funcion de demanda de la empresa del ejemplo anterior
es p =5.400 - 15¢. Si actualmente la empresa esta vendiendo las
100 unidades mensuales que produce, se pide:

3) ¢ Cudl es la funcién de ingresos medios totales de esta empresa?

IMe(q) =

q q
4) ¢ Cual es la funcion de ingresos marginales de esta empresa?

IMa(q)=1T"(q) =5.400-30q IMa(100) =2.400

Por vender 1 unidad adicional ingresamos 2.385€ (cociente de
incrementos), pero en el limite (en términos infinitesimales) el
ingreso adicional seria de 2.400€

1lg) _ (5400°150)8 _5 40015, 1Me(100)=3.900

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Aplicaciones econémicas

6.3 Funcion de beneficios

La funcion de beneficios totales es la diferencia entre las funciones de
ingresos y costes totales

Por tanto, la funcién de beneficios totales se define como:
B(q)=1T(q)-CT(q)

Se denomina Umbral de Rentabilidad a aquel nivel de produccion a
partir del cual el beneficio es positivo

Sl definimos la funcién Beneficio Marginal como la derivada de la
funcion beneficio total, se demuestra que el nivel de produccién que
maximiza el beneficio total coincide con el nivel de produccién que
anula la funcion Beneficio Marginal
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Aplicaciones econémicas
6.3 Funcion de beneficios

Ejemplo: Mensualmente una empresa tiene unos costes fijos de 8.000€,

y unos costes variables en euros dados por la funcion 3¢, donde ¢ es el
ndmero de unidades producidas. La funcion de demanda de la empresa

es p =5.400 - 15¢q. Si actualmente la empresa esta produciendo y
vendiendo 100 unidades mensuales, se pide:

1) ¢ Qué beneficio mensual esta obteniendo actualmente esta empresa?

IT(100) =390.000€ _

2) ¢ Cual es la funcion de beneficios totales de esta empresa?
T(q) = p G = (5.400~15¢) 4 = 5.400g ~154
CT(g)=CF(q)+CV (q) =8.000+34*
B(q) =1IT(q) - CT(g) =5.400¢ —15¢° —(8.000+3q2)
B(g) = -18¢* +5.400¢ -8.000

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Aplicaciones econémicas
6.3 Funcion de beneficios

Ejemplo: Mensualmente una empresa tiene unos costes fijos de 8.000€,

y unos costes variables en euros dados por la funcion 3¢, donde ¢ es el
ndmero de unidades producidas. La funcion de demanda de la empresa

es p =5.400 - 15¢q. Si actualmente la empresa esta produciendo y
vendiendo 100 unidades mensuales, se pide:

3) Determinar el umbral de rentabilidad mensual de esta empresa, es
decir, el nimero minimo de unidades que deben venderse para

obtener beneficio positivo
B(q)=-18¢7 +5.400 ~8.000=0 =
x=298,51

El beneficio empieza a ser positivo a partir de vender 1,49 unidades,
pero tampoco deberian sobrepasarse las 298,51

4) Determinar el nivel de produccion que minimiza los Costes totales

CT(q) =8.000+3¢>
CT'(g)=60=0 = [4=0] CT'(9)=6y CT(0)=6>0
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Aplicaciones econémicas
6.3 Funcion de beneficios

Ejemplo: Mensualmente una empresa tiene unos costes fijos de 8.000€,

y unos costes variables en euros dados por la funcion 3¢, donde ¢ es el
ndmero de unidades producidas. La funcion de demanda de la empresa

es p =5.400 - 15¢q. Si actualmente la empresa esta produciendo y
vendiendo 100 unidades mensuales, se pide:

5) Determinar el nivel de producciéon que maximiza los Ingresos totales
IT(q) = pg =(5.400-15¢) [ =5.400¢ —15¢°

IT'(g) =5.400-30g =0 = g =180
IT"(¢)=-30 y IT"(180)=-30<0
6) Determinar el nivel de produccién que maximiza los Beneficios totales

B(q) =-184* +5.400¢ —8.000

B'(q)=-36q+5.400=0 =

B"(¢q)=-36 y B"(150)=-36<0

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Aplicaciones econémicas
6.3 Funcion de beneficios

Ejercicio: Un fabricante sabe que, cuando vende un cierto producto por

P miles de euros, vende x = 380 — 20p unidades. A este nivel de
produccion, el coste medio unitario es A(x) =5 +%
Se pide:

a) Obtener las funciones de ingresos, de coste total y de beneficios,
expresadas en funcion de x.

b) Calcular el precio con el que se obtendria el maximo beneficio. ¢ Cudl
es el beneficio maximo?

a) Funcion de ingresos totales (en funcion de x):
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Aplicaciones econémicas
6.3 Funcion de beneficios

Funcion de costes totales (en funcion de x):

Funcion de beneficios totales (en funcion de x):

b) Obtencion del maximo beneficio:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Tema 2. Integral de una funcion real

1. Integral indefinida
2. Integral definida

3. Integral impropia

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Tema 2. Integral de una funcion real

1. Integral indefinida
1. Definicién. Funcion primitiva
2. Propiedades

3. Métodos elementales de integracion
3.1 Integrales inmediatas
3.2 Integrales de funciones racionales polinbmicas
3.3 Integracion por partes

3.4 Integracion por cambio de variable

2. Integral definida

3. Integral impropia

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida

1.1 Definicidn. Funcién primitiva

Dada
f:400 - O

Se define integral indefinida de dicha funcion, y se simboliza por
I f (x) Ldlx

como otra funcion F’ (x) gue verifica:
jf(x)Bz’x:F(x) o F'(x):f(x)

Lafuncién F(x) se denomina funcién primitiva  de f(x)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.1 Definicién. Funcién primitiva

Ejemplo: Obtener la siguiente integral indefinida

S5x
5x+6

ISWx :<5x—12

.

Co o — X
Ejercicio: Encontrar la funcion primitiva de f(x) —-e

Iex [dlx

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida

1.2 Propiedades

Dada

f:400 - O
1.Si F(x) es una primitiva de f(x) también lo son:

F(x)+K, 0K OO

Por tanto:

Jf(x)ﬂz’x=F(x)+K

2. DCI,Cz oo

J-[Cl Qf(x)icz @(x)] Ldx = ¢; Ej-f(x) Ldx + ¢y E_[g(x) Ldlx
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida

Ejemplo: Obtener la siguiente integral indefinida

X

1.2 Propiedades

J‘(Sﬂuosx—ﬁjmbc: I3 Eosxﬂix—j%ﬂix =

:3|:‘,Acosx|]lix—8q‘%|]1x:

=30Emx-8Unx+ K

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida

1.3 Métodos elementales de integracion

Dada fZA 00 - O
1. INTEGRALES INMEDIATAS

ICWx=Cx+K

+1
- xn

n+l

jx” [dlx ={si n¢—l}

*K -[[f(x):'n U'(X) (dx ={sin¢—1} :[f (x)] K

n+l

J'%I]leInx+K I

/'(x)
/()

[y =In[ f(x) ]+

K

jex Wx=e"+K

j'ef(x) D‘"'(x) Ldlx :ef(x) +K

X
[a* Wr="—+K
Ina
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracié 1

1. INTEGRALES INMEDIATAS

[sinx[dx =-cosx+K jsin[f(x)]@”'(x)ﬂix = —cos[f(x)}+K

[cosxldx=sinx+K | [cos[f(x)]0F(x)tx=sin[ f(x)]+K

[tan x[dx =~In(cosx)+ K [tan[ f(x)]0F"(x) G = ~In[ cos f (x) |+ K

[dx =tanx+ K f’(x)

Cdlx :tan[f(x)]+K

[dx = arcsinx + K jL(x) [y = arcsin[ f (x) |+ K

I 1
Y- =L@

_71@')( =arccosx + IL(X)WxZarccos f(x) +K
] — K T [r(x)]

1 = + & = arctan x) |+
Jl+x2 [dx =arctan x + K j1+[f(x)]zmx t [f( )} K

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracié 1

1. INTEGRALES INMEDIATAS

Ejemplo: Resolver las siguientes integrales indefinidas inmediatas

J'_3|]zx =3x+K Isinxﬂlix =—cosx+K

Ejercicio: Resolver las siguientes integrales indefinidas inmediatas

IZ@X dlx I4Ecosx|]ix

J’er Ldlx jém{x




Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. INTEGRALES INMEDIATAS

Ixz Ldlx

j\/;ﬂz’x

j 202 [l

1. Integral indefinida

1.3 Métodos elementales de integracio

1

jsin (6x) Ldlx

j4x Ldlx

JA%/)TS [dx

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida

1.3 Métodos elementales de integracién

Ejercicio: Calcular la siguiente integral indefinida

J

4

5

1—x

2

I+x

2

Ldx =
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

1. INTEGRALES INMEDIATAS

e

n+l

j[f(x)]n O (x) e ={si nz-1} ==——"=—+K

Ejemplo: Resolver la siguiente integral indefinida inmediata

jsinz x[dosx[dx =

.3
SIN” X | o
3

Ejercicio: Resolver las siguientes integrales indefinidas inmediatas

14
J'nxx

Ldlx

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

1. INTEGRALES INMEDIATAS

-3
I (x + 5)2

Ldlx

j(3x —1) [(]3x2 —2x)4 Ldlx
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

1. INTEGRALES INMEDIATAS

j%mlenf(xﬁK

Ejemplo: Resolver la siguiente integral indefinida inmediata

2
S;LWX :ln(x3 +5)+K
x~ +5

Ejercicio: Resolver las siguientes integrales indefinidas inmediatas

2
jﬁ@x

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

1. INTEGRALES INMEDIATAS

—sin x
[ g,
COS X

J‘2Einx T

COS X
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

1. INTEGRALES INMEDIATAS

jef(x) ' () =’ )+

Ejemplo: Resolver la siguiente integral indefinida inmediata
_Sx _
-5 =k

Ejercicio: Resolver las siguientes integrales indefinidas inmediatas

I2 2% [

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

1. INTEGRALES INMEDIATAS

j —sin x 25 @y

Icosx [PSnX 7y
5
ij4 [&* Cdx

4 2
I(2x3 —Sx) @ % iy
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

2. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POLINOMICAS

Son del tipo

j P(x) i

0(x)
con P(x) y Q(x) polinomios

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

2. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POLINOMICAS

Para resolver una integral racional polinébmica comenzaremos por
comparar los grados de los polinomios de numerador y denominador

o
f 00"

Sigrado P (x) = grado O(x Sigrado P(x) <grado O(x)
Se hace la divisiéon

I o0

P( ) x Se determinan las raices
Ldx IC W +I Ldlx de Q(x) y se descompone
Q(x) | Q(x) el cociente en sumas de

l fracciones simples

Integral inmediata
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

2. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POLINOMICAS

Ejemplo: Resolver la siguiente integral indefinida racional polinémica

j 3 Ldlx
+4x? +4x

Como el grado del numerador es mayor que el grado del denominador,
realizaremos la divisién entre polinomios:

44 12x% +16x -4

3., 2 x4t —S——
x~ +4x° +4x x~ +4x° +4x

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

2. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POLINOMICAS

Por tanto la integral inicial se descompone en:

4_ ) )
I 3x 24 Bk:jﬂrﬂﬂm&+ 1%‘*46x 4o

x~ +4x° +4x +4x% +4x
|
x
t+j x 4 x=——-4x
2
12x2 +16x—4 Esta integral racional polindbmica ya
5 X tiene el grado del numerador menor
+4x” +4x que el grado del denominador
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida

1.3 Métodos elementales de integracio

1

2. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POLINOMICAS

Sigrado P(x) < grado O(x)
P

(%)

Q (x) _.| Se calculan las raices de  Q(x) |

Por CADA raiz real simple x,
se asigna una fraccién del tipo

/

|

l

X_XO

!

A es un nimero real a determinar

Por CADA raiz real mdltiple x;,
de multiplicidad r se
asignan r fracciones del tipo

4 A

|
y

+

+o+—T—

R

A, A,, ... A, son nimeros reales a determinar

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida

1.3 Métodos elementales de integracio

1

2. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POLINOMICAS

Para resolver la siguiente integral hemos de obtener las raices del

denominador

12x2 +16x -4

x3 + 4x2

Ldx
+4x

X +4x% +4x = x[@xz +4x+4)= x[Gx+2)2

Este polinomio tiene una raiz real simple en x =0 y una raiz real
multiple en x = -2 (con multiplicidad 2)

Por la raiz real simple x,=0
se asigna una fraccién del tipo
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

2. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POLINOMICAS

Por la raiz real multiple  x;=-2 Al + A2
de multiplicidad 2 se 2
asignan 2 fracciones del tipo x+2 (x + 2)
Por tanto:

12x2+16x—4_A+ 4 , 4
X +ax? +4x x x+2 (x+2)2

A continuacidn reduciremos a comun denominador para obtener los
valoresde 4, 4,y 4,

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

2. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POLINOMICAS

12x> +16x -4 _ AI:Qx+2)2 + 4 Dc[ﬂx+2)+A2 [
O +4x% +4x x[ﬂx+2)2
Puesto que los denominadores son iguales, los numeradores

también deberan serlo para cualquier valor de x. Normalmente
tomaremos los més sencillos para obtener los valores de 4, 4,y 4,

Six=0,entonces: 4=AM4=>A4=-1
Six=-2, entonces: 48=32-4=-2[H), = 4y =—6

Six=1,entonces: 12+16—-4=9[U+3[H4; + 4,
24=-9+3[H, -6= 4 =13
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracié 1

2. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POLINOMICAS

Una vez obtenidos todos los
coeficientes reales A;se calculan
las integrales de cada una
de las fracciones simples

N

J

A _ -r+l
Bz’x:AD]n(x—xo) J’Lrwx:{r;tl}:/l E(x x)

x_xO (x—xo) " —}"+1

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracié 1

2. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POLINOMICAS

Recordemos que:

12x2+16x—4_A+ 4 , 4
At +dx x x+2 (x+2)?

Sustituimos los valores encontrados:

12x> +16x-4 -1 13 -6
3 2 R + 2
x”+4x“+4x x  x+2 (x+2)

Hemos descompuesto la fraccion inicial en 3 fracciones mas
sencillas para poderse integrar.
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

2. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POLINOMICAS

Por tanto:

f12x2 - -1 1 -

12x“ +16x 4Wx:j—|]1x+j 3 Bz’x+j 62wx
Y3 +4x? +4x X x+2 (x+2)

| |
|

. Ii}m&: —Inx

—— [ =130 (x+2)

x+2

I -6 Ol = 6
(x+2)° x+2

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

Finalmente obtendremos como solucion a la integral propuesta:

4 _
J 3x 24 Ldlx =
x~ +4x° +4x

x2

== ~4x ~lnx +13n (x+2) +——+K

x+2
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracién

2. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POLINOMICAS

Ejercicio: Resolver la siguiente integral indefinida racional polinémica

x2+1
S

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

2. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POLINOMICAS

Por la raiz real multiple x,=-1
de multiplicidad 2 se
asignan 2 fracciones del tipo

Por la raiz real simple x9=3 —_—
se asigna una fraccion del tipo

Por tanto:

x2+1

(x+1)* tfx-3)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

2. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POLINOMICAS

A continuacidn reduciremos a comun denominador para obtener los
valoresde 4, By C

x2+1

(x+1) i -3)

Igualando los numeradores

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

2. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POLINOMICAS

Sustituyendo los valores encontrados:

2

x“+1 _
e
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Finalmente se obtiene:

2

x“+1 _
S

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. INTEGRACION POR PARTES

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

jul]iv=u@—jv@’u

Algunos integrales que se resuelven mediante este método:

a) an (x) On x Ll

Polinomio
de grado n

u=Inx

dv=D"P, (x) Ldlx
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracié 1

3. INTEGRACION POR PARTES

Ejemplo: Resolver la siguiente integral indefinida

u= Inx —du :i—Ekl’x

Ixz'[]]nxﬁix: 3
Vv =x" Ldx \>v:x4
4

4 4 4 3
:x—D]nx—leIY—Wx= x—[ﬂnx—jx—lﬂz’x:
4 x 4 4 4
4

=x—[]]nx—LBc4 +K
4 16

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracié 1

3. INTEGRACION POR PARTES

Ejercicio: Resolver la siguiente integral indefinida

Jlnx Ldlx = {:v::
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracié 1

3. INTEGRACION POR PARTES

u=~P (x)
e n
a” x
b) '[Pn (%) Ldlx e
sin x
ax
\ COS X dv = Ldlx
SAE sin x
Polinomio
de grado n cOS X

Este proceso se repite n veces.

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracié 1

3. INTEGRACION POR PARTES

Ejemplo: Resolver la siguiente integral indefinida
X u = 4 — du =4 Hx
I4x (& Ldlx = =

dv=e"llix —— p=¢*

=4x@x—j4@x lx= 4x* —40" +K
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

3. INTEGRACION POR PARTES

Ejercicio: Resolver la siguiente integral indefinida

u —

dv =

Ixz [¢os x [dx =

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

3. INTEGRACION POR PARTES

sin x Pued
X ueden tomarse las partes
C) J.e % [dix de cualquier forma
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

3. INTEGRACION POR PARTES

Ejemplo: Resolver la siguiente integral indefinida

X u= sinx — du =cosxldx
je [Sin x Ldlx = =

Ve lWx — y= e~
=" Ginx—jex [dos x [dlx
|

u= cosx = du=-—sinxldx

L. Iex Ifctosxl]z’x:{ =

dv= *x = v= e’

=¢* @osx—J—ex [inx[dx = * Ecosx+fex [Sin x [dx

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

3. INTEGRACION POR PARTES

Por tanto:

Iex Minxx =¢* Binx—¢* Bosx—jex [Sin x [dlx
jex Binxl]z’x+jex [Hin x [dx =" Bin x —e* [dos x
2qex [Hin x [dx =" Bin x —e* [dos x

X 3: _ X
jexBianZx:e Blnxze Eosx+K
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

|

Polinomio
de grado n

arcsin x

arctan x

3. INTEGRACION POR PARTES

d) JPn(x) arccos x  Ldlx

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

arcsin x
U =<arccos x

arctan x

dv=D"F, (x) Ldlx

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

= x [drctan x —j

j arctan x [dlx =

y =arctan x — du 2# Ldlx
dv: dx 1+'x2 =
T~ =y
[dx = xBrctanx—lD]n(l+x2)+K
1+x2 2

3. INTEGRACION POR PARTES

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

Ejemplo: Resolver la siguiente integral indefinida
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

3. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE

Jrlg()mx  =F(g(x)+&
Y 4 )

—>  1=g(x)

)
dx = I (1) it 2 |

- Se deshace el cambio

[ ()@ () = heier= =) F(7)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

3. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE

1°) Se trata de asociar a una funcién de  x la variable ¢

2°) Se debe calcular el valor del diferencial de  x (dx)

en funcion del diferencial de ¢ (df)

3°) Tras la sustitucion de la funcion de  xy del
diferencial de x, debe quedar una integral que sélo
dependera de la variable ¢, y que debe ser mas facil
de integrar

4°) Una vez obtenida la integral en funcion de ¢ se
deshara el cambio inicial para obtener la primitiva
funcion de x

en
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracié 1

3. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE

Algunos de los cambios de variable mas usados son:
Cambio:

a) Integrales del tipo IF(ex) [dx =) (=¢°

Ejemplo: Resolver la siguiente integral indefinida

:ex
J‘2QX wx: lent :J‘iddt:
1+e” dr =L 1+¢ ¢
t

= ia’t= 2[[]11(1+t)+K:2D]n(1+ex)+K
1+¢

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracié 1

3. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE

Ejercicio: Resolver la siguiente integral indefinida
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracié 1

3. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE

Es decir:

Deshaciendo el cambio de variable:

2x
I ¢ Ldlx =
e’ +3

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracié 1

3. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE

b) Integrales del tipo (a, b > 0):

Cambio:
IF(X,\/b—axszix:(> x= éﬂent 0 x:\/EEOSt
a a

2 2

y se usa la relacion: sen” f+cos” ¢ =1
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracié 1

3. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE

Ejercicio: Resolver la siguiente integral indefinida

=201
jx i/4—x2 Ldlx = * !

dx =2 [dost [t

= [2@in/ G4~ (2Bin)* 2 WGoss [ =
= [2ins (411 -sin® ¢) (2 (Gos: (it =

= [2@ins @4 Bos? ¢ 2 Boss [ =

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracié 1

3. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE

3
=J8|3int|]oszt|]z’t=—8d:%t+l<

Deshacemos el cambio:

x =2Eint < §=sint - t=arcsin%

Ix 4 —-x? [x = %8 [Bos> (arcsinl) +K

2
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

3. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE
Esta integral indefinida también puede resolverse de forma inmediata:
Pz
2
ij/4—x2 [l :jx[ﬁ4—x2) [l =
%
) 2

] 4-x2
:iq‘—2x[é4—x2)é IIiz’x:—l +K =
-2

2. %
3
=_§[¢4_x2)4+1<

¢,Cual de las dos primitivas obtenidas es la correcta?

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Integral indefinida
1.3 Métodos elementales de integracio

1

3. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Tema 2. Integral de una funcion real

1. Integral indefinida
2. Integral definida

1. Definicién de integral definida
2. Propiedades de la integral definida

3. Regla de Barrow
4. Calculo de areas planas

3. Integral impropia

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida

2.1 Definicién de integral definida

El concepto de integral definida surge al tratar de
calcular el area de cualquier tipo de figura plana.
Empezamos por figuras determinadas por funciones
reales de variable real y el eje horizontal.

La idea grafica del problema consiste en determinar el
area de una figura del tipo:

¥
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.1 Definicién de integral definida

En general, para simplificar, consideramos una funcién
continua que tome valores positivos.

Entonces, por el teorema de Weierstrass, esta funcion
tiene, en el intervalo [a,b], un valor maximo y un valor
minimo que denotamos por M y m, respectivamente.
Gréficamente:

Yy
M:f(xl)

m:f(xz)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.1 Definicién de integral definida

Una primera aproximacion, por exceso , al calculo del area
buscada seria la obtenida al considerar el rectangulo de base b-a
y altura M=f(x,)

Otra aproximacion al area buscada seria, por defecto, la
obtenida al considerar el rectangulo de base b-a y altura m=f(x,)

Y
M=)

Obviamente: m [ﬂb —a) SASM [ﬂb —a)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.1 Definicién de integral definida

Podemos observar que, si dividimos el intervalo [a,b] en
subintervalos, que tendran una menor amplitud que el intervalo
inicial, y tomando el méximo y el minimo de la funcién dentro de
cada uno de los subintervalos, ganariamos precision en el
calculo del area bucada 4. En efecto:

Dos subintervalos Tres subintervalos

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.1 Definicién de integral definida

Por tanto, se trataria de ir reduciendo sucesivamente la
amplitud de los subintervalos de [a,b], para que la
aproximacion sea lo mas exacta posible

Puede demostrarse que, cuando la amplitud de los
subintervalos tiende a cero, las areas por exceso y defecto
tienden a coincidir con el area buscada. Este proceso de
paso al limite es el que permite definir la denominada
integral definida
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.1 Definicién de integral definida

Es decir:

Dada f:[a,b] 00 ~ O continua en[a,b] se define la

integral definida de la funcién fen el intervalo [a,b] y se
b
denota por L f(x) [dx como:

I:f(x)ﬂz’xZA

Como mas adelante se vera, no es necesario que la
funcidn sea positiva para poder calcular su area mediante
la integral definida

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida

2.2 Propiedades de la integral definida

1. OcO[a,b]

ij(x)@’x:J:f(x)ﬂz’x+jff(x)ﬂz’x

2. DCl,Cz oo

[0 (e G =a ) s () avee ) ()@
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.2 Propiedades de la integral definida

3 ij(x) [dx = —Ibaf(x) Ldlx
a. Si f(x)ZO :..:f(x)WxZO
Si f(x)SO :>:jf(x)Bz’xSO

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida

2.3 Regla de Barrow

Si F(x) es una primitiva de f(x) entonces:

b b
Ja f(x) Ldlx = [F(x)]a = F(b) —F(a)
Ejemplo: Resolver la siguiente integral definida

4
xldx=|—| = —=—=8-0.5=7.5
'[1 |:2:| 2 2 ’ ’
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.3 Regla de Barrow

Ejercicio: Resolver las siguientes integrales definidas

I§2x3 Ldlx =

J-l x Ldx =

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida

2.4 Célculo de areas planas

Para calcular el area delimitada por una funcién  f(x)
en un intervalo [a,b] y el eje de abcisas se utilizaran
los conocimientos adquiridos en la integral definida,
teniendo en cuenta las propiedades vistas

y y fx

a b a

—x b X

J&)

124



Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

En primer lugar deben encontrarse
los puntos de corte de la funcién con
el eje de abcisas; es decir, los
valores c tales que f{c)=0

= ij(x)l]z’x+_..bf(x)|]z’x
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

En general, para el calculo de areas planas podemos
utilizar siempre la siguiente metodologia:

1°) Buscar, si existen, los puntos de corte de la funcion
f(x) con el eje de abcisas

2°) Descomponer la integral definida teniendo en cuenta
€s0s puntos de corte segun la propiedad 1

3°) Calcular el valor absoluto de las integrales anteriores

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

Ejemplo: Calcular el area comprendida entre la funcion f(x)=x>-9 y
el eje de abcisas en el intervalo [-1,4]

1°) Buscar, si existen, los puntos de corte de la funcion f{x) con el eje de abcisas

x=-3

f(x)=x*-9=0 - {

x=3

2°) Descomponer la integral definida teniendo en cuenta esos puntos de
corte segun la propiedad 1

j:(ﬁ —9) (Gl = j_i(ﬁ —9) wx+j34(x2 —9) @
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

3°) Calcular el valor absoluto de las integrales anteriores

J’34(x2 -9)
ot
s

Area =U_31(x2 —9) Cdix| + = 26,8 +3,§ =30

:‘—18—(§j‘:26,8
3

4 PEE
J (x2—9)Bz’x: %—9x:| =

=[-14,6~(-18) =33

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

Gréficamente el area buscada es:

Al f(x)=x*-9

Obsérvese que:

J._41(x2 —9) i :{

£
3

3

4 3 3
—9x} =¥ om- %—9[@—1) =-23,3
-1
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

Ejercicio: Calcular el area que delimita la funcion f(x)=x3-4x con el
eje de abcisas

1°) Buscar, si existen, los puntos de corte de la funcién f{x) con el eje de abcisas

2°) Descomponer la integral definida teniendo en cuenta esos puntos de
corte segun la propiedad 1

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

3°) Calcular el valor absoluto de las integrales anteriores
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

El area obtenida es, graficamente:

Obsérvese que:

HEEEEE

Y
Jw)=x-dx

-2 0 A 2 X

4 2 4 Ry
__zxz} :2__2@2_ ﬂ_z[q_z)z =0
L, 4 4

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

Para calcular el area delimitada entre dos funciones
f(x) y g(x) utilizando el concepto de integral definida se
debe saber el intervalo en que se desea hallar el area
y, ademas, es necesario buscar los posibles puntos de
corte entre ellas

fx

g(x)

y 1) ’ Sx)
A / A
a b x o(x)
g(x) a b
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

1)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

Cuando en el intervalo considerado se
cortan las dos funciones, deben
encontrarse en primer lugar los puntos
de corte entre ambas, es decir, los
valores c tales que f{c)=g(c)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

En general, podemos utilizar la siguiente metodologia:

1°) Buscar, si existen, los puntos de corte de las
funciones f(x) y g (x)

2°) Descomponer la integral de la resta de las funciones
segun los puntos de corte a partir de la propiedad 1

3°) Calcular el valor absoluto de las integrales anteriores

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

Ejemplo: Calcular el &rea comprendida entre las funciones f(x)=x y
glx)=x?
1°) Buscar, si existen, los puntos de corte de las funciones f{x) y g (x)
x=0
f(x)=g(x) o X=X e X -x=0 o x[@x2—1)=0 =< x=1
x=-1

2°) Descomponer la integral de la resta de las funciones segun los puntos de
corte a partir de la propiedad 1

[ == S - e

3°) Calcular el valor absoluto de las integrales anteriores

j;(x—x3)ﬂix

, 0
Area = U_l(x —x3) Ldlx| +
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

Gréficamente el area buscada es:

25T

1257

gkx)=x’

-1.257

25T
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

Ejercicio: Calcular el area comprendida entre la curva f{x)=3x2 -3x y
la recta g(x)=-2x+2 en el intervalo [0,2]

1°) Buscar, si existen, los puntos de corte de las funciones f{x) y g (x)

2°) Descomponer la integral de la resta de las funciones segun los puntos de
corte a partir de la propiedad 1

3°) Calcular el valor absoluto de las integrales anteriores

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

Area =

Area =
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas

Gréficamente el area buscada es:

glx)=-2x+2

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Integral definida
2.4 Célculo de areas planas
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Tema 2. Integral de una funcion real

1. Integral indefinida
2. Integral definida
3. Integral impropia

1. Definicién de integral impropia
2. Formas del intervalo de integracién

3. Convergencia de la integral

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Integral impropia

3.1 Definicién de integral impropia

Existen dos tipos de integrales impropias:

 De primera especie
* De segunda especie

En este curso SOLO veremos las integrales impropias de primera especie

Una integral es impropia de primera
especie cuando el intervalo de
integracion no esta acotado
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Integral impropia

3.2 Formas del intervalo de integracion

Las distintas posibilidades que pueden aparecer son:

a) El intervalo de integracion es de la forma [a,+00[
+00
j f(x) Ldlx
a
b) El intervalo de integracion es de la forma ]‘°°,b]
b
j f(x) [dx
—00

c) El intervalo de integracion es de la forma ]—00,+00[

_Jr:f(x) Ldlx

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Integral impropia

3.3 Convergencia de la integral

a) El intervalo de integracion es de la forma [a,+00[

+00
La integral f(x) [dx esconvergente siexiste el limite:
a
lim | f(x)Cdx
k S +oovdad

En este caso,

[ r(x)me= tim [ r(x)ar
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Integral impropia
3.3 Convergencia de la integral

Ejemplo: Calcular la siguiente integral impropia

IO+O°4 ¥ =4

+00 _ k _
IO 47 Wy = lim | 407 Gx

k—>+00 0

k _ k
jo 4T Tdx = [—4@”] =4 * +420 =—427F +4
0

lim k4@_xgix: lim (—4@_k+4):0+4:4

k- +00v0 k -+

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Integral impropia
3.3 Convergencia de la integral

Ejercicio: Calcular la siguiente integral impropia

J.l+oo x% Ldlx
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Integral impropia
3.3 Convergencia de la integral

b) El intervalo de integracion es de la forma ]—OO,b]

b
La integral f(x) [dx esconvergente siexiste el limite:
—00
) b
lim | f (x) Cax

En este caso,

Ib £ Q= tim [ 7 (x)@Ex

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Integral impropia
3.3 Convergencia de la integral

Ejemplo: Calcular la siguiente integral impropia

J._liﬂz’x =1

o 2

J._l 1 fdx = kl_i)rilcx)jk_le2 Ldx

0 2
-1 ] 1! 1
J e [ [T
X =l R A
-1 1 1
lim —[dx= lim [1+—|=1+0=1
k - —o0 xz k - —o0 k
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Integral impropia
3.3 Convergencia de la integral

Ejercicio: Calcular la siguiente integral impropia

'[2 x@_xz Cdlx

—00

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Integral impropia
3.3 Convergencia de la integral

c) El intervalo de integracion es de la forma ]—00,+00[

+00
La integral f(x) [dx esconvergente siexiste el limite:
—00

tim ["f(x)ax+ tim ["7(x)ix

k - —o0 m — +oo

siendo f(x) continuaen ¢ 00

En este caso,

I+wf(x)Wx=klir£1 ()t tim [ ()

—0o m—>+00 a
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Integral impropia
3.3 Convergencia de la integral

Ejemplo: Calcular la siguiente integral impropia

I+oox2 @x3 Ldlx

—00

+ 3 0 3 3
.[Ooxz " [x= lim x2 @ Ox+ lim mx2@3x Cdlx

—00 k — —o0 k m — +oo

0
Joxz@ﬁ iy = F@xz} 100 1o 1 108
k 3 i 3 3 33

) 0 3 ) 1 1 _43 1
lim | x*@* M= lim (——EQI‘ jzg

k_.—OO k k—v_oo

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Integral impropia
3.3 Convergencia de la integral

3 3" 3 3 3
J‘(;"ngx Wx:{l@x} :l@m _1@0 :l@m _1

35, 3 3 3 3
m 3 3
lim x2 [&¥ [Wx = lim (l@m —1j:oo—1:oo
m— +0v0 m — 4o 3 3
Finalmente:

1

+002 x3
I x“& Wx=—4+00 =00

- 3
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Integral impropia
3.3 Convergencia de la integral

Ejercicio: Calcular la siguiente integral impropia

+00 1
|
T 1+x
3 3. Integral impropia
3 3.3 Convergencia de la integral
=
o
g
8
g
Finalmente:
+00 1
|
T 1+x
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Tema 3. Algebra lineal

1. Vectores y operaciones en
2. Base y dimension de 0"
3. Aplicaciones lineales

4. Valores y vectores propios
5. Formas cuadraticas

6. Espacio euclideo [O"

Dl’l

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Tema 3. Algebra lineal

1. Vectores Yy operaciones en Dn
1. Definicion de 0"
2. Operacion interna o sumaen 0O"
3. Operacion externa o producto por escalares
4. Propiedades del espacio 0"

. Base y dimensién de 0"
. Aplicaciones lineales
. Valores y vectores propios

. Formas cuadraticas

o O~ WN

. Espacio euclideo 0"

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Vectores y operaciones en

1.1 Definicion de [O”

‘ Consideremos el conjunto:

n _—
[ —{(al,az,...,an)/al,az,...,an [ D}
Los elementos del conjunto [] n se denominan VECTORES

Ejemplos:
38,5100 G,m—éjm?’

- 2 _
(+-2)00 (4,\/7,0,?1JDD4

Dn
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Vectores y operacionesen 0"
o 1.2 Operacion interna o sumaen 0"
E Definimos:
3 +
O"xg" o mk
. . n
(u,v) -~ u+vQdQ
gue se calcula:
i = (uy,uy,...,u,) 00"
= — n
V —(vl,vz,...,vn)D[]
- = n
u+y= (”1 +v,upy vy, +vn)DD
1. Vectores y operacionesen 0"
1.2 Operacién interna o suma en "

Ejemplo: Sumar los siguientes vectores

@=(30,-2)00°  ¥=(8,-510)00°
U +v = (3+8,0+(-5),-2+10) = (11,-5,8) 0O°

Ejercicio: Sumar los siguientes vectores

i=(-1,2)00% ¥ =(6,-5)007

i +7 =
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Vectores y operacionesen 0"

1.3 Operacion externa o producto por escalares

Definimos:
OxO" o 0"
(Ad) - A@OoOo”

gue se calcula:
u= (ul,uz,. cUy, ) (JO" ====»> Se denominan VECTORES

A0 ===P Se denominan ESCALARES

A =(Aly,AGy,...,AQ,)00"

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Vectores y operacionesen 0"
1.3 Operacién externa o producto por escalares

Ejemplo: Multiplicar el siguiente vector por el escalar A==-2

ii =(4,-6,0,-2)00*

AG = -20{4,-6,0,-2)

(-8,12,0,4)00*

Ejercicio: Multiplicar el siguiente vector por el escalar A=5

i =(2,0,-3)00°
Al =
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Vectores y operacionesen 0"

1.4 Propiedades del espacio [O"

Di,»,w00", 0OA,u00

+

1. Conmutativa: u+v=v+u

2. Asociativa: (1,7 + \7) +w=u+ (\7 + vT/)

3. Existencia de elemento neutro:

[ﬁDDn tal que [[+(_j:

)’

+tu=u

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

1. Vectores y operacionesen 0"
1.4 Propiedades del espacio ("

Di,»,w00", 0OA,u00

SN

. Existencia de elemento simétrico:

[(—[[)I:ll:ln tal que 1;[+(—1j[) :(—i[)+zj =0

5. Existencia de elemento unidad:

A00 taque 1d=ul=u
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1. Vectores y operacionesen 0"
E 1.4 Propiedades del espacio 0"
5
Oii,v,wOO", 0A,u00
: 6. “Asociatividad™:
(AQU) @ =A0uE)
7. “Distributividad™:
Adi+v)=AG+AGE
(A+p)E=Al+pud
1. Vectores y operacionesen 0"
E 1.4 Propiedades del espacio 0"
5
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Tema 3. Algebra lineal

[

. Vectores y operaciones en [1”
2. Base y dimension de 0"

. Combinacion lineal de vectores

. Dependencia e independencia lineal de vectores
. Sistema de generadores de 0"

. Base de O"

. Dimension de 0O”"

. Propiedades de las bases de [O"

. Aplicaciones lineales

OOk, WNPE

. Valores y vectores propios

. Formas cuadraticas

o O b~ W

. Espacio euclideo [O”"

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"

2.1 Combinacion lineal de vectores

Dado el conjunto de vectores L_il ,5[2 ye oo ,L_im oo~

Diremos que v 11" es COMBINACION LINEAL de los
vectores iiy,ily,..., i

| |

D/]l,/]z,...,/]mDD tales que \7:/]1 m1+°°'+Am Dym

m
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.1 Combinacién lineal de vectores

Ejemplo: Dados los vectores 1] = (3,5) 002
ii, =(0,-1) 002

Averiguar si el vector V = (—3,2) 00?2 se puede poner como

combinacion lineal de los vectores L_il,ﬁz

Veamos si existen 2 escalares /]1,/]2 tales que:

(-3,2) = A [{3,5) + A, [{0,~1)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.1 Combinacioén lineal de vectores

(=3.2) =4 [{3,5) + A, [{0, 1)
-3 = 3A1 /]1 =—1
2 :5A1 —Az ﬂ

|—\:(> 2:5|:q—1)—/12 =D /12:_7

Conclusion: Puesto que hemos encontrado los escalares /]1,/]2
podemos afirmar que el vector (-3,2) lo podemos poner
como combinacién lineal de los vectores (3,5) y (0,-1)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.1 Combinacién lineal de vectores

Ejercicio: Dados los vectores U] = (l,l) 002
i, =(-2,-2) 007

Averiguar si el vector V = (—3,2) 00?2 se puede poner como

combinacion lineal de los vectores 1,71,1,72

Veamos si existen 2 escalares /]1,/]2 tales que:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.1 Combinacioén lineal de vectores

(-3,2) = A [{1,1) + A, [{-2,-2)

Conclusion:
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.1 Combinacién lineal de vectores

Ejercicio: Dados los vectores #; =(1,=1,4)0 03
(1,0,-5) 003
(0,0,7)00°

Uy

<)

3

= _ 3
Averiguar si el vector V = (53_296) 007 se puede poner como

combinacion lineal de los vectores U1,Up,U3

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.1 Combinacioén lineal de vectores

(5,-2,6) = A, [{1,-1,4) + A, [{1,0,-5) + A3 [{0,0,7)

Conclusion:
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.1 Combinacién lineal de vectores

Ejercicio: Dado el vector i) = (3,—1,2) oo3

Averiguar si el vector y = (6, —3,2) 003 se puede poner como

combinacion lineal del vector ﬁl

Conclusion:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.1 Combinacioén lineal de vectores

Ejercicio: Dado el vector up = (3’ —1,2) oo3

Determinar los valores de a y b para que el vector v = (6,a,b) oo’

sea combinacién lineal del vector z_jl

Conclusion:

152



2. Base y dimension de 0"

2.2 Dependencia e independencia lineal de vectores

- - n
Los vectores  Uy,Uy,..., U, L1

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Son LINEALMENTE o Son LINEALMENTE
INDEPENDIENTES DEPENDIENTES

2. Base y dimension de 0"
2.2 Dependencia e independencia lineal de vectores

I . n
Los vectores U],Uy,...,U,, L[]

son LINEALMENTE INDEPENDIENTES (L.I.)

| |

/‘1 Dyl +/‘2 @2 +,,_+/1m |Ilim 263/11 :A2 :...:Am =0

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Es decir, si al poner el vector NULO como combinacion lineal de los vectores
Uy, Uy,..., U, la UNICA posibilidad es que TODOS los escalares sean ()
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.2 Dependencia e independencia lineal de vectores

Lo . n
Los vectores  Uj, Uy ,...,U,, [1[]

son LINEALMENTE DEPENDIENTES (L.D.)

| |

/llfﬁ1+/12[zf2+...+/lm[ifm=6:> algl:ln AJ Z0

Es decir, si al poner el vector NULO como combinacion lineal de los vectores

Uup,uy,. ..,L_im ALGUN escalar puede ser diferente de 0

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.2 Dependencia e independencia lineal de vectores

Ejemplo: Averiguar si los siguientes vectores son linealmente
independientes i = (0,—1,6) 003

(4,0,0)00°
(3,-8,0)003

Uy

U3

Se debe comprobar si la solucién del sistema de ecuaciones
(0,0,0) = A [0, -1,6) + A, [{4,0,0) + A [{3,-8,0)
es Unicamente /11 = /12 = /13 =0
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"

2.2 Dependencia e independencia lineal de vectores

(0,0,0) = A [§0,-1,6) + A, [{4,0,0) + A [{3,-8,0)

0= 4/]2 +3/]3
0= _Al —8/]3
0= 6A1
0= —8/13

/]3 =0

Conclusion: Por tanto, los vectores son linealmente independientes

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"

2.2 Dependencia e independencia lineal de vectores

Ejercicio: Averiguar si los siguientes vectores son linealmente
i =(4,0)007

independientes

155



Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.2 Dependencia e independencia lineal de vectores

(0,0) = A, [{4,0) + A, [{1,~1) + A [{2,6)

Conclusion:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.2 Dependencia e independencia lineal de vectores

Propiedad 1:
Los vectores ﬁl,ﬁz,. . .,ﬁm [ Dn

son LINEALMENTE DEPENDIENTES

| |

ALGUNO de ellos puede expresarse como
combinacion lineal de los restantes
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.2 Dependencia e independencia lineal de vectores

Ejercicio: Como hemos visto que los vectores siguientes son linealmente
dependientes -
P ii; =(4,0) 002

i, =(1,-1)002
iiy =(2,6)007

comprobar que alguno de ellos es combinacion lineal de los restantes

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.2 Dependencia e independencia lineal de vectores

(4,0) = A f{1,-1) + A, [{2,6)

Conclusion:

157



Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.2 Dependencia e independencia lineal de vectores

Ejercicio: Dados los vectores iy = (4,2) 00?2

a) Comprobar si son linealmente dependientes o independientes
b) ¢Es posible escribir cualquiera de ellos como combinacion lineal de

los restantes?

a)
2. Base y dimension de 0"
E 2.2 Dependencia e independencia lineal de vectores
:
_ b) En cambio, comprobemos si
(0]
(3,5) = A [{4,2) + 1, [{2,1)
g
Conclusion:
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.2 Dependencia e independencia lineal de vectores

Propiedad 2:
El vector nulo de LJ” es combinacién lineal

de cualquier conjunto de vectores, pues siempre:

0=00& +0F,...+ 0@

m

Por tanto, y como consecuencia de la propiedad 1,
cualquier conjunto de vectores que incluya el vecto r
nulo es linealmente dependiente

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"

2.3 Sistema de generadores de [O"

> - ~ n
Los vectores  Uj,Uy ..., Uy, L[]

son UN SISTEMA GENERADOR de Dn

| |

DﬁDDn 17:A1 Eﬁl'l‘Az Eﬁz +...+A 4

m -——m

Es decir, cuando CUALQUIER vector de (1" se pueda poner como
combinacion lineal de los vectores Uj,Up,...,Uy,
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.3 Sistema de generadores de 1"

Ejemplo: Averiguar si los siguientes vectores forman un sistema

generador de [J
i =(1,1)00?

i, =(1,-1) 002

Se debe comprobar si cualquier vector V= (x, y) se puede

poner como combinacién lineal de dichos vectores:

(. ¥) = A4 0L,1) + A, {1, -1)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.1 Combinacioén lineal de vectores

X:A1+A2 AI:X—AZ
y=h-A ﬂ

L{> y=x-24 = Azzx;y
— 2x—|x— +
/11:x—/]2=x—x y: a (x y) :>A1:x Y
2 2 2

Conclusion: - pyesto que hemos encontrado los escalares /]1,/]2
podemos afirmar que cualquier vector del espacio lo
podemos poner como combinacion lineal de los vectores

LDy (1,-1)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.1 Combinacién lineal de vectores

Ejercicio: Determinar los escalares que permiten escribir el vector
(3,2) como combinacion lineal de los vectores

i =(1,1) 002

i, =(1,-1) 002

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.3 Sistema de generadores de 1"

Ejemplo: Averiguar si los siguientes vectores forman un sistema
2
generador de [J

i =(3,0)002
i, =(2,-2) 002
i3 =(0,6) 007

Se debe comprobar si cualquier vector Vv = (x,y) se puede

poner como combinacion lineal de dichos vectores:

(13) = A 13.0) Ay 12,2) + 1 10.6)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.3 Sistema de generadores de 1"

(16) = A 13.0) Ay 12,2) + 1 10.6)

x=3/11+2A2
y:_2A2 +6/]3 .
g /12:—6"3_y — x:3/11+2tﬁ6/]32_yj

2
x=3/]1 +6/13—y

Conclusion: Los vectores forman un sistema generador del

espacio pues los valores de /11,/]2 dependen del valor de X, y,/]3

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.1 Combinacioén lineal de vectores

Ejercicio: Determinar los escalares que permiten escribir el vector

(3,2) como combinacion lineal de los vectores i = (3’0) 002

i, =(2,-2) 002
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2. Base y dimension de 0"
2.3 Sistema de generadores de 1"

Ejercicio: Averiguar si los siguientes vectores forman un sistema
3
generador de [

i =(3,0,-1)00°
ip =(0,-2,8)00°

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.3 Sistema de generadores de 1"

(x,»,2) = A [§3,0,-1) + A, [{0,-2,8)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Conclusion:
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.1 Combinacién lineal de vectores

Ejercicio: Determinar, si existen, los escalares que permiten escribir el

vector (3,2,0) como combinacion lineal de los vectores

i =(3,0,-1)00°, i, =(0,-2,8)00°

Conclusion:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"

2.4 Base de O"

I . n
Los vectores U],Uy,...,U,, ][]

son UNABASE de [1"

| |

1) Son vectores linealmente independientes

. n
2) Son un sistema generador de []
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"

2.4 Base de 0"

Ejemplo: Averiguar si los siguientes vectores forman una base del
. . 2
espacio vectorial [

Se debe comprobar si:
1) Son vectores linealmente independientes

2) Forman un sistema generador de D2

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"

2.4 Base de 0"

1) Los vectores seran L.I. si la solucién del sistema de ecuaciones
(0,0)= 4 14,0)+ 4, (1, 2)

es Unicamente /11 = /12 =0

0=4/]1+A2 = 0:4/]1 —>/11:0
0=_2/]2

|

Por tanto, los vectores son linealmente
independientes

165



Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"

2.4 Base de 0"

2) Comprobamos si forman un sistema generador de D2

¢,Cualquier vector v = (x,y) se puede poner como combinacion lineal

de ellos?
(x,») = [{4,0)+ A, [{1,-2)
X = 4A1 +/]2
y:_2/12 AZ_? ) X = 4/‘1 :
Los vectores forman un sistema generador :

del espacio pues los valores de Ay, A, _2x+ y
dependen del valor de X,

_ -2
2

Conclusion: Los vectores (4,0) y (1,-2) forman una base del
espacio vectorial [

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"

2.4 Base de 0"

Se denomina BASE CANONICA del espacio vectorial [] "
al conjunto de n vectores cada uno de los cuales tiene un 1
en alguna componente y 0 en el resto. Se representa por

é,85,...,6, 00"

Ejemplo: La base candnica del espacio [] 2 esta formada por los vectores:

¢ =(1,0) & =(01)

Ejercicio: La base canénica del espacio [ ] 3 esta formada por los vectores:
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2. Base y dimension de 0"

2.5 Dimension de 1"

. n ..
Todas las bases del espacio 1™ tienen
el mismo numero de vectores

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

. . ., . n
Se denomina dimension del espacio [ al
namero de vectores de una cualquiera de
sus bases

dim (0") =

. 2 .
Por tanto, todas las bases del espacio U“ tendran 2 vectores

. 3 . . :
Todas las bases del espacio U~ tendran 3 vectores. Y asi sucesivamente

2. Base y dimension de 0"

2.6 Propiedades de las bases de [O"

Propiedad 1:

, .o . n
Silos vectores  uy,u5,...,U, son UNABASE de []

n
Ov 00", OAy,...,A, UNICOS tales que
v :Al Eﬁl +...+An D]Zn

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.6 Propiedades de las bases de 1"

n
, SOn una base de D

y \_/;:/]1 Wl+"'+An Eﬁn

Si los vectores  uy,uUy,...,U

el vector (/]1,/]2,... ,/]n)

. — n
se denomina VECTOR DE COMPONENTES de v [ L[]

—

en la base formada por los vectores U1,U>,..., U,

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.6 Propiedades de las bases de 1"

Ejemplo: Obtener las componentes del vector v = (2,1) 00?2
en la base formada por los vectores:

i =(3,0)007°
iy = (1,-5)00°7

Buscamos los 2 escalares /]1,/]2 tales que:

(2,1) = A [{3,0) + A, [{1,-5)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.6 Propiedades de las bases de 1"

(2,1) = A [{3,0) + A, [{1,-5)

2:3A1+A2\' — 2:3A1_%
1:—5/]2 ZJL>/12:_?1 1_:3

/]1:

—

e
X/

[am—
[am—

1

()}

Conclusion:  Las componentes del vector (2,1) en la base formada
por los vectores (3,0) y (1,-5) son:

(h)=(14:3)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.6 Propiedades de las bases de 1"

Ejercicio: Obtener las componentes del vector v = (2,1) 0o
en los vectores de la base canénica.

Conclusion:
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.6 Propiedades de las bases de 1"

: n
Propiedad 2:  Un conjunto de n vectores de N

n
Forman una base de [

i

se satisface
una cualquiera de las dos condiciones
de la definicion de base

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Si

2. Base y dimension de 0"
2.6 Propiedades de las bases de 1"

Propiedad 3:

Si dim(D”)zn se cumple que:

son LINEALMENTE .
INDEPENDIENTES m S n

NO son LINEALMENTE
INDEPENDIENTES

N son UN SISTEMA >
GENERADOR de (17— M 2N

‘ Sim>n>

—

Up,Up,..., Uy

NO son SISTEMA

im <
Sim<n= GENERADOR de [1"
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.3 Sistema de generadores de 1"

Ejemplo: Averiguar si los siguientes vectores forman un sistema
generador de [

i =(3,0,-1)00°
ip =(0,-2,8)00°

Conclusion: NO pueden formar un sistema generador de D3, porque

para que lo pueda ser se necesitan, por lo menos, 3 vectores

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.3 Sistema de generadores de 1"

Ejemplo: Averiguar si los siguientes vectores forman un sistema
3
generador de [

i =(3,0,-1)00° , i, =(0,-2,8)00°
iiy =(6,0,-2)00° , @, =(3,-2,7)00°
Si pueden formar un sistema generador, porque para que lo pueda ser

se necesitan, por lo menos, 3 vectores. Pero eso no asegura que lo sea.

Habria que comprobarlo:
i3 =(6,0,-2) =2{3,0,-1) iig =(3,-2,7)=(3,0,-1)+(0,-2,8)
Conclusion: Solo hay dos vectores linealmente independientes. Como dos

3
vectores no pueden formar una base de [17 estos vectores NO forman un

sistema generador
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.3 Sistema de generadores de 1"

Ejercicio: Averiguar si los siguientes vectores de D3 son linealmente
independientes

i =(3,0,-1)00° , i, =(0,-2,8)00°
iiy =(5,0,-8)00° , iy =(3,-1,4)00°
Conclusion:
Ejercicio: Averiguar si los siguientes vectores de D3 son linealmente
independientes

i =(3,0,-1)00° , i, =(6,0,-2)00°

Conclusion:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

2. Base y dimension de 0"
2.3 Sistema de generadores de 1"
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

Tema 3. Algebra lineal

1. Vectores y operaciones en 1"
. Base y dimensién de 0"

3. Aplicaciones lineales
1. Definicién

N

2. Propiedad
3. Endomorfismo
4. Matriz asociada a una aplicacion lineal

4. Valores y vectores propios
5. Formas cuadréticas

6. Espacio euclideo [0O"

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Aplicaciones lineales

3.1 Definicion

Diremos que una aplicacién " : o . g™

. T . . n m
es una aplicacion lineal entre los espacios vectoriales [] "y []

|

2 0,007, 7 (i+9) = (@) +£(v)
by 0AO0, 0a 00", f£(AG)=A0 (i)
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Aplicaciones lineales
3.1 Definicién

Ejemplo: Demostrar si la siguiente aplicacion es lineal
fio0* o 03
(x.0) - Slxy)=(x+y.3x-y.y)

Tomemos 2 vectores de Dzy comprobemos si se cumple la 12 condicion:

ﬁZ(ul,uz)}:> f(ﬁ) :f(ul,uz)Z(ul +M2,3M1 _uz,uz)

7= (V) | = (V)= (v,v2) = (v +72,3v = v2.0,)
@ S @)+ 1 (9) = (wy +ug + vy +v3,3u —uy +3vy =vy,up +v,)
0+v= (u1 + v,y +v2) ¢soniguales? S|

f(ﬁ +\7) =(u1 +V1 +u2 +v2,3u1 +3V1 —Up —Vp,Up +V2)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Aplicaciones lineales
3.1 Definicién

Tomemos un vector de [ 2 y un escalar y comprobemos si se cumple
la 22 condicién:

u =(”1>“2)}':> F (@) = £ (uy,u) = (g +up,3u —up,uy)

A00 ﬂ
ﬂ AT (i) = (A Gy +A Gy, A By = A iy A )
Al = (/1 [y, A @2) ¢soniguales? S|

L> S(A@)= (A0 + AUy, 30 Ty — ALy, A i)

Conclusién:  Queda demostrado que f es una aplicacion lineal
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Aplicaciones lineales

3.1 Definicién

Ejercicio: Para la aplicacion lineal anterior
f 0% - 03
(r.y) = flny)=(x+y.3x-y.y)
determinar la imagen del vector (1,5) y la antiimagen del vector (1,2,3)

Conclusion:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Aplicaciones lineales

3.1 Definicion
Ejercicio: Demostrar si la siguiente aplicacion es lineal
o0 S 02
(x,y,z) - f(x,y,z) = (x—z,y+2)
Conclusion:
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Aplicaciones lineales

3.2 Propiedad

7:0" - 0™ es aplicacion lineal :f(ﬁmn)=6mm

Si f(ﬁD,, ) Z ()Dm = / NO es APLICACION LINEAL

Ejemplo: Demostrar si la siguiente aplicacion es lineal
o0 S o4
(x.3.2) - flxy.z)=(4x-y,x+z-1y+2z,x)
Aplicando esta propiedad: f(0,0,0) = (0,—1,0,0) # (0,0,0,0)

Conclusion:  f NO es una aplicacion lineal

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Aplicaciones lineales
3.2 Propiedad

Ejercicio: Demostrar si la siguiente aplicacion es lineal
foo0* o 0?2
(x.y) - f(xy)= (xﬁ)
Comprobemos si cumple esta propiedad:

£(0,0)=

Conclusion:
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Aplicaciones lineales
3.2 Propiedad

¢son iguales?

Conclusion:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Aplicaciones lineales

3.3 Endomorfismo

Es una aplicacion lineal en que los espacios vectoriales de
salida y llegada tienen la misma dimension

f.0" . 0"

Ejemplo: Demostrar si la siguiente aplicacion es un endomorfismo
(xay) - f(xay):(X+ya3x_yay)

Conclusion:  Como hemos visto anteriormente f es aplicacion
lineal, pero NO es un endomorfismo pues la
dimensidn del espacio de salida (2) es diferente de la
dimensidn del espacio de llegada (3)
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3. Aplicaciones lineales
3.3 Endomorfismo

Ejercicio: Demostrar si la siguiente aplicacion es un endomorfismo
f: . 02
(xy) - f(xy)=(x+r3x-y)

Conclusion:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Aplicaciones lineales

3.4 Matriz asociada a una aplicacion lineal

Dada una aplicacion lineal f.D - U

La matriz asociada a f en las bases canonicas, 4, se
obtiene escribiendo en columnas las componentes de las
., , . D n
imagenes de los vectores de la base candnica de

Esta matriz tiene m filas y n columnas (orden mxn)

. o . - n
La imagen por la aplicacion lineal de cualquier vector Vv 00

se obtiene a partir de f(ﬁ) =AY
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3. Aplicaciones lineales
3.4 Matriz asociada a una aplicacién lineal

Ejemplo: Obtener la matriz asociada a la siguiente aplicacion lineal
(xay) - f(xay):(X+ya3x_yay)

La matriz asociada a esta aplicacion lineal tendra orden: 3 x 2
7(1,0) £(0,1)

P
—

1 £(1,0)= (1,3,0)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Aplicaciones lineales
3.4 Matriz asociada a una aplicacién lineal

Ejemplo: Dada la siguiente aplicacion lineal
(xay) - f(an’):(x"'ya?’x_yaJ’)

Obtener el valor de f'(-2,5) utilizando la matriz asociada a esta
aplicacion lineal:

r(-2.5)=

S W
—_
—_
—HB~
|
Do
N—
1
|
N —
—_

Comprobacion:
f 0% - 03
(-2.5) - f(-25)=(3,-1L5)
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3. Aplicaciones lineales
3.4 Matriz asociada a una aplicacién lineal

Ejercicio: Obtener la matriz asociada a la siguiente aplicacion lineal
(x,y,z) - f(x,y,z)Z(x+22,z—2y)

La matriz asociada a esta aplicacion lineal tendra orden:

£(1,0,0) £(0,1,0) £(0,0,1)
i 1 1
£(1,0,0)=
A4 = 7(0,1,0)=
£(0,0,1) =

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Aplicaciones lineales
3.4 Matriz asociada a una aplicacién lineal

Ejercicio: Buscar la expresion analitica de la aplicacion lineal cuya
matriz asociada es:

I 0 2
0o -2 1

A =

Para obtener la expresion analitica debemos calcular: f (i) = Al

f(xy.2)=

Por tanto:
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3. Aplicaciones lineales
3.4 Matriz asociada a una aplicacién lineal

Dado un endomorfismo  f : 0" — 0"

y siendo A4 su matriz asociada, se puede calcular el

determinante de esta matriz cuadrada de orden n

Si n=2: det(A4) = ‘A‘ :

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Aplicaciones lineales
3.4 Matriz asociada a una aplicacién lineal

Ejemplo: Calcular el determinante

1

5
s o7 1{-3)-52=-3-10=-13

Ejercicio: Determinar el valor de a para que el determinante sea nulo

2a_
-1 4
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3 3. Aplicaciones lineales
E 3.4 Matriz asociada a una aplicacion lineal
; Si n=3: Se puede usar la Regla de Sarrus
a b c
¢ det(A)=|d4|=|d e f|=

g h i

— qlél+cd h+bf [k—cle g —bd G-af h

3 3. Aplicaciones lineales
E 3.4 Matriz asociada a una aplicacion lineal
g Ejemplo: Calcular el determinante
1 -3 2
P4 0 -l=100-5)+402+(-3){-1)3

3

1

- 208-(-1)00-(-3)3[-5)=

=0+8+9-0+1-60=-50
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3. Aplicaciones lineales
3.4 Matriz asociada a una aplicacién lineal

Para calcular determinantes de orden n>3, no hay una
regla directa

La Unica alternativa es aplicar las propiedades de los
determinantes, que pueden consultarse en la Bibliografia
de referencia

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Aplicaciones lineales
3.4 Matriz asociada a una aplicacién lineal

Propiedad:

Un conjunto de n vectores es LINEALMENTE
INDEPENDIENTE

T

la matriz formada con los vectores contiene una submatriz
de orden n con determinante DISTINTO de 0
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3. Aplicaciones lineales
3.4 Matriz asociada a una aplicacién lineal

Ejemplo: Estudiar si son linealmente independientes los vectores

(1,4,3),(-3,0,1) y (2,-1,-5)
Como hemos visto que el determinante
I -3 2
4 0 -1|=-50#0
3 1 -5

podemos asegurar que los tres vectores son linealmente independientes

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Aplicaciones lineales
3.4 Matriz asociada a una aplicacién lineal

Ejercicio: Estudiar si son linealmente independientes los vectores
(1L-1,0,3),(2,2,-11) y (3,1,-L5)

La matriz que podemos formar con estos vectores es:

1 2 3
-1 2 1
0 -1 -1
3 1 5
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3. Aplicaciones lineales
3.4 Matriz asociada a una aplicacién lineal

Calculemos determinantes de submatrices cuadradas de orden 3:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

3. Aplicaciones lineales
3.4 Matriz asociada a una aplicacién lineal

Calculemos otros determinantes:

Conclusion:
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3. Aplicaciones lineales
3.4 Matriz asociada a una aplicacién lineal

Ejercicio: Determinar el valor de a para que los vectores formen una
base de []

Conclusion:

(1,4,3),(-3,0,1) y (2,a,-1)
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3. Aplicaciones lineales
3.4 Matriz asociada a una aplicacién lineal
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Tema 3. Algebra lineal

1. Vectores y operaciones en (1"
2. Base y dimension de 0"

3. Aplicaciones lineales

4. Valores y vectores propios

1. Valor y vector propio
2. Célculo de valores propios
3. Célculo de vectores propios

5. Formas cuadraticas

6. Espacio euclideo 1"
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4. Valores y vectores propios

4.1 Valor y vector propio

Dado el endomorfismo  f : 0" - O

Unvector 0", ¥#20 esvector propio de f

MO0 wae f(V)=A0

i

Se denomina valor propio asociado al vector propio V

—
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4. Valores y vectores propios
4.1 Valor y vector propio

Ejercicio: Calcular las imagenes de los siguientes vectores segun
el endomorfismo. ¢ Alguno de ellos es vector propio de f?

fo0* - 02
(x,y) - f(x,y)=(3x+2y,2x)

13) - f(L3)=
(-2,4) - f(-2,4)=

Conclusion:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Valores y vectores propios

4.2 Calculo de valores propios

Si el endomorfismo f tiene matriz asociada A, se tiene:

f(¥)=AG (=) AEFI:I/]BF
(4-10)5 =0

como y # () , para que el anterior sistema tenga solucién no trivial,

se debe cumplir:

det(4-A0)=|4-A0]=0
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4. Valores y vectores propios
4.2 Célculo de valores propios

La expresion |A -A U| - Pn (/])
se denomina POLINOMIO CARACTERISTICO

Las soluciones de la ECUACION CARACTERISTICA
P, (A)=|4-A0|=0

son los VALORES PROPIOS del endomorfismo

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Valores y vectores propios
4.2 Célculo de valores propios

Ejemplo: Calcular los valores propios asociados al siguiente
endomorfismo:

0% - 02
(x,y) - f(x,y):(3x+2y,2x)

La matriz asociada a este endomorfismo es:

£(1,0)= (3,2) :A_[3 2)

£(0.1)= (2,0) 20
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4. Valores y vectores propios
4.2 Célculo de valores propios

El Polinomio Caracteristico asociado a esta matriz es: ‘A -A U‘

o

Las soluciones de la ecuacién caracteristica seran los
VALORES PROPIOS

2 =/

=‘3_/1 : ‘=(3—/1)[Q—/1)—4=)I2—3)I—4

A2-31-4=0
; :33/32;4[@—4) :325 ={)|_:41

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Valores y vectores propios

4.3 Calculo de vectores propios

Cada valor propio estéa asociado a un conjunto de
vectores propios

Para calcular los vectores propios V- asociados al
valor propio /]k se resuelve el sistema compatible

indeterminado:

(A—Ak U)E[;k :6
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4. Valores y vectores propios
4.3 Calculo de vectores propios

Ejemplo: Calcular los vectores propios asociados a los valores
propios del siguiente endomorfismo:

fooo0* - 02
(x,y) - f(x,y) =(3x+2y,2x)
Ya sabemos que los valores propios asociados a este endomorfismo son:
A=4 y A=-1

Primero buscaremos el vector propio asociado al valor propio ] =4
resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones:

, 3 2 1 0\|(vw)_(0
(4-2,0)5, =0 = -4 =
2 0 0 1)/{vn) (0

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Valores y vectores propios
4.3 Calculo de vectores propios

-1 2 4l 0

2 -4 Vo 0

-V +2v2 =0| === v =2v, =P |Pportanto, todos

los vectores que
2V] - 4V2 =0 cumplen esta

condicién seran
l—» 2 [GZVZ) -4y =0 = 0=0 los vectores
propios asociados
al valor propio 4

(v:v2) =(2v2,v2) =, [2,1) <_I
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Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Valores y vectores propios
4.3 Calculo de vectores propios

Esto significa que la imagen de cualquier vector proporcional al (2,1)

sera ese mismo vector multiplicado por 4, que es su valor propio.
Veamoslo con algunos ejemplos.

0% - 02
(x y) - f(x,y)=(3x+2y,2x)
2.1 - f(2.1)=@8,4)=402,1)
(6,3) - £(6,3)= (24,12) = 4[16,3)
(—4,-2) > f(-4,-2) = (-16,-8) = 4[(-4,-2)
Encambio:  (2,2) - f(2,2)= (10,4) £4[(2,2)

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Valores y vectores propios
4.3 Calculo de vectores propios

Ejercicio: Buscar los vectores propios asociados al valor propio A = —1
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4. Valores y vectores propios
4.3 Calculo de vectores propios

Ejercicio: Calcular los valores y vectores propios asociados al
endomorfismo cuya matriz asociada es:

540
A4=|10 8 0
01 2

El Polinomio Caracteristico asociado a esta matriz es: ‘A -A U‘

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Valores y vectores propios
4.3 Calculo de vectores propios

Por tanto, los valores propios asociados al endomorfismo son:

Ahora buscaremos los vectores propios asociados a cada valor propio
resolviendo cada sistema de ecuaciones
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4. Valores y vectores propios
4.3 Calculo de vectores propios

Buscaremos los vectores propios asociados al valor propio A =2

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Valores y vectores propios
4.3 Calculo de vectores propios

Buscaremos los vectores propios asociados al valor propio A =5
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4. Valores y vectores propios
4.3 Calculo de vectores propios

Buscaremos los vectores propios asociados al valor propio A =8

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

4. Valores y vectores propios
4.3 Calculo de vectores propios
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Tema 3. Algebra lineal

. Vectores y operaciones en 1"
. Base y dimensién de 0"
. Aplicaciones lineales

. Valores y vectores propios

g oA W N P

Formas cuadraticas
1. Definicién
2. Clasificacion de las formas cuadraticas

3. Determinacioén del signo de una forma cuadratica

6. Espacio euclideo [0O"

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Formas cuadréaticas

5.1 Definicion

Dado el espacio vectorial []”
y una matriz simétrica Al Mn

Se denomina forma cuadratica de matriz asociada 4
en las bases canonicas a la aplicacion:

f: Dn — []
Da00" - f(ud)=a'H@ 00
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5. Formas cuadréaticas

5.1 Definicién

Ejemplo: Obtener la forma cuadratica asociada a la matriz simétrica:

5 4 -1
A= 4 T 2
-1 2 -4

Segun la definicion, se tiene que:

oo o 0
5 4 -1)(x
i=(xyz)00° - f@)=(xnyz)D4 7 2 |0y|00
-1 2 -4)\z

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Formas cuadréaticas

5.1 Definicién

Desarrollamos el producto:

5 4 -1\ (x
f@)=f(xrz2)=(xnpy2)0 4 7 2 |Dy
-1 2 -4) |z

f(x,y,z) = (Sx+4y—z,4x+7y+2z,—x+2y—4z) %

z

f(x,y,z) = 5x2 +4xy—xz+4xy+7y2 +2yz—xz+2yz—4z2 =

=5x2 +7y? —4z% +8xy —2xz +4yz
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5. Formas cuadréaticas

5.1 Definicién

Veamos una forma mas directa de llegar al resultado final:

f(x,y,z) =552 +7y2 —47? +8xy—2xz+4yz

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Formas cuadréaticas

5.1 Definicién

Ejercicio: Obtener la forma cuadratica asociada a la matriz simétrica:

s 3)
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5. Formas cuadréaticas

5.1 Definicién

Y a partir de una forma cuadratica dada, ¢cémo obtendriamos su
matriz asociada?

Ejemplo: Obtener la matriz asociada a la siguiente forma cuadratica:

f(x,y) =x? —2y2 —6xy

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Formas cuadréaticas

5.1 Definicién

Ejercicio: Obtener la forma cuadratica asociada a la matriz simétrica:

-1 4 0
A= 4 7 2
0 2 0

f(xy,2)=

Ejercicio: Obtener la matriz asociada a la siguiente forma cuadratica:

f(x,y,z) =x? -2272 +8xz—-5yz

A =
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5. Formas cuadréaticas

5.2 Clasificacion de las formas cuadraticas

Una forma cuadrética f . Dn — [ es

« Definida positva  — i 00", 41 20, f(ﬁ) >0
. Definida negativa < Ou 00", i 20, f(ﬁ) <0
» Semidefinida positiva

= 0u00", f(d@)z0y I#0tal que £ (¥)=0

» Semidefinida negativa
- Da00", f(i)<0y I #0 tal que f (V)

* Indefinida : En el resto de casos Es decir:

300" con f(#)>0 y 3O0O" con f(¥)<0

0

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Formas cuadréaticas
5.2 Clasificacién de las formas cuadraticas

Ejemplo: Clasificar las formas cuadraticas siguientes:
2
f:0° -0
f(x,p)=6x+3y

Oii =(x, ) #(0,0)00% = f(x,5) >0

Conclusion:  f'es una forma cuadratica DEFINIDA POSITIVA

f(x,y) = —2x2 —5y2
i = (x, ) #(0,0)00% = f(x,) <0

Conclusion: f'es una forma cuadratica DEFINIDA NEGATIVA
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5. Formas cuadréaticas
5.2 Clasificacién de las formas cuadraticas

f(x,y) =5y
Dﬁ:(x,y)Dﬂz :>f(x,y) >0
y 07 =(x,»)#(0,0)00% talque f(x,y)=0
v=(0,2)00°
Conclusion:  fes una forma cuadratica SEMIDEFINIDA POSITIVA
f(xy)=-10)"
DLY:(x,y)DDz :>f(x,y) <0
y 3 =(x,»)#(0,0)00% talque f(x,y)=0
v=(4,0)00°

Conclusion:  f'es una forma cuadratica SEMIDEFINIDA NEGATIVA

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Formas cuadréaticas
5.2 Clasificacién de las formas cuadraticas

<Y
I

[9)]

—
~

]

]
[\

Conclusion:  f'es una forma cuadratica INDEFINIDA
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5. Formas cuadréaticas

5.3 Determinacion del signo de una forma cuadratica

1. Por el método de los MENORES PRINCIPALES

Sea ‘Ai‘ el menor principal de orden i de la matriz 4
asociada a la forma cuadratica f

« f es definida positiva < |Ai| >0, Ui=1,...,n
|4,/ <0, Oi impar
|4;|>0, Oi par

* f es definida negativa

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Formas cuadréaticas
5.3 Determinacién del signo de una forma cuadratica

Ejercicio: Clasificar la siguiente forma cuadréatica:

f(x,y) =62 +3y2 —4xy

La matriz asociada a la forma cuadratica es:

Sus menores principales son:

Conclusion:
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5. Formas cuadréaticas
5.3 Determinacién del signo de una forma cuadratica

Ejercicio: Clasificar la siguiente forma cuadréatica:
f(x,y,z) =52 +5y2 +22% —6xz

La matriz asociada a la forma cuadratica es:

Sus menores principales son:

Conclusion:

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Formas cuadréaticas
5.3 Determinacién del signo de una forma cuadratica

Ejercicio: Clasificar la siguiente forma cuadratica:
f(x,y,z) = —6x° —2y2 -z2 +6xy +xz

La matriz asociada a la forma cuadratica es:

Conclusion:
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5. Formas cuadréaticas
5.3 Determinacién del signo de una forma cuadratica

2. Por el método de los VALORES PROPIOS

Sean A, A,,...,A, los valores propios de la matriz 4,
« f es definida positiva - A >0,0i=1,.,n
o f es definida negativa = A; <0,0i=1,...,n
* f es semidefinida positiva
= AZ' ZO, Dizl,...,l’l Yy [M] =0

* f es semidefinida negativa

< /11‘ SO, Dizl,...,n Yy D/i] =0
* f esindefinida : En el resto de casos Es decir:

<:>D/]l'<0 y [M]>O

Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

5. Formas cuadréaticas
5.3 Determinacién del signo de una forma cuadratica

Ejemplo: Clasificar la siguiente forma cuadratica:
f(x,y) = 4x2 +2y2 -2xy

4 -1
La matriz asociada a la forma cuadratica es: A :( | 2 j

Los valores propios asociados a esta matriz son:

4-A -1
=(4-M)f2-1)-1=42-61+7=0
-1 2-]A
] _6++/36-28 :6¢J§ _[A=4,41>0
2 2 A=1,59>0

Conclusién:  f'es una forma cuadratica DEFINIDA POSITIVA
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5. Formas cuadréaticas
5.3 Determinacién del signo de una forma cuadratica

Ejercicio: Clasificar la siguiente forma cuadratica:
f(x,y) = —5x2 —4y2 +4xy

La matriz asociada a la forma cuadratica es:

Los valores propios asociados a esta matriz son:

Conclusion:
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5. Formas cuadréaticas
5.3 Determinacién del signo de una forma cuadratica

Ejercicio: Clasificar la siguiente forma cuadratica:
f(x,y,z) = -2x? —2y2 ~22% —4xz

La matriz asociada a la forma cuadratica es:

Los valores propios asociados a esta matriz son:
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5. Formas cuadréaticas
5.3 Determinacién del signo de una forma cuadratica

23 -6 -81=-A [Q/P +6) +8) =0

Conclusion:
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5. Formas cuadréaticas
5.3 Determinacién del signo de una forma cuadratica

Ejercicio: Clasificar la siguiente forma cuadratica:

f(x,y,z) =2x? +6xy+2y2 - 72

La matriz asociada a la forma cuadratica es:

Los valores propios asociados a esta matriz son:
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5. Formas cuadréaticas
5.3 Determinacién del signo de una forma cuadratica

(-1-2)9(2-2)* -9 =0

Conclusion:
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5. Formas cuadréaticas
5.3 Determinacién del signo de una forma cuadratica
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oUl A W N P

Tema 3. Algebra lineal

. Vectores y operaciones en
. Base y dimensién de 0"
. Aplicaciones lineales

. Valores y vectores propios

Formas cuadraticas

. Espacio euclideo [O"

1. Definicion

2. Norma euclidea

3. Propiedades de la norma

4. Distancia entre vectores

5. Propiedades de la distancia

Di’l
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6.1 Definicion

6. Espacio euclideo 0O"

Dado el espacio vectorial []”

Se denomina producto

interior o escalar

habitual de vectores, y lo representamos por < , >

a la aplicacion:

(,):0"x0"

(i, V) - (u,v

O
y=u'mT 00

208



6. Espacio euclideo 0O"

Desarrollando la expresion, se obtiene:
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1
<L7,\7> :(ul,...,un) =
Vl’l
= Ej?l +M2 H’Z +"'+Mn Ej?n =uly

Se denomina ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO al espacio vectorial [] n

cuando éste esta dotado de un producto interior o escalar de vectores

6.1 Definicién

6. Espacio euclideo 0O"

Ejemplo: Obtener el producto interior entre los siguientes vectores:
i=(3,0,-2)00° v=(1,-5-3)00°
1

(ii,v) = (3.0.-2)0-5 |=30+00{-5)+(-2){-3) =9
-3
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Ejercicio: Obtener el producto escalar entre los siguientes vectores:

i=(-1,4)00% v=(6,-2)00°2

6.1 Definicién
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6. Espacio euclideo 0O"

6.2 Norma euclidea

Dado el espacio vectorial []"

. — n
Se denomina norma de un vector  u L1[]

y lo representamos por ”u” a:

En 02 seria: ||L7|| = +\/u12 +u%
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6. Espacio euclideo 0O"
6.2 Norma euclidea

Ejemplo: Obtener la norma euclidea del vector: @ = (3,-1)0 02
(i1, ) = (3,-1) EEEJ =33 +(-1)[f-1)=3% +(~1)* =10
=+ = V10

Ejercicio: Obtener la norma euclidea del vector: & = (1,5,—4)00°

(1.0)-

]| = +at.it) =
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6. Espacio euclideo 0O"

6.3 Propiedades de la norma euclidea

1. 000",
2. 0a 00", 000, |2 G| =|A| ]

3. Se dice que # 10" es unitario < ||L7|| =1:

. I 7] o
Ou 00", 4 # 0,—- es unitario
i

4. Desigualdad triangular:

—_ - n — — — —
Cu,v OO, u+v||s||u||+||v||

ﬁ”ZO.Ademés ||ﬁ|| =0 i=0

6. Espacio euclideo 0O"

6.4 Distancia entre vectores

Dado el espacio vectorial []"

Se denomina distancia entre dos vectores i,y 0"

y lo representamos por d(ﬁ,ﬁ) a:

d(ii,v) =i -v|00"

(l/ll' _Vl')z DD+
1

d(a,v):||a—v||:+J

n

1

211



Material elaborado por L. Gonzélez-Vila, F.J. Orti y J. Saez

6. Espacio euclideo 0O"
6.4 Distancia entre vectores

Ejemplo: Obtener la distancia entre los siguientes vectores:
i=(51)00%  v=(2,-3)00?
u=-v=(51)-(2,-3)=(3,4)

d (ii,7) =[ii =] = +V3? +4% =+J25 =5

Ejercicio: Obtener la distancia entre los siguientes vectores:
i=(4,0,-2)00°  v=(8,-2,3)00°
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6. Espacio euclideo 0O"

6.5 Propiedades de la distancia

1. 0,y 00 ,d(ﬁ V) =20.

Ademas d( =0 u=v

v

2. 0a,y00",d(i,v)=d(v,i)

3. Desigualdad triangular:

O, v, wOO",d (i, w)<d(i,v)+d(v,w)
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