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«We know that mathematicians care no more for logic than logicians for mathematics.
The two eyes of exact science are mathematics and logic, the mathematical sect puts
out the logical eye, the logical sect puts out the mathematical eye; each believing that
it sees better with one eye than with two.» (A.De Morgan, Review of «T. M. Wilson,
Elementary Geometry». The Athenaeum, Vol. 2, No. 2125 (1868), pp. 71-73).

Abstract

The aim of this Final Degree Project is to develop a presentation of the so-called «nonstan-
dard real analysis», a 20th-century logical theory that builds real analysis on a non-archimedean
ordered field extension *IR of the real numbers IR, that contains in particular infinitely small and
infinitely large numbers. In Introduction, we contextualize its origin, justify our approach, com-
ment the bibliography, detail some applications and fix some notation. In Chapter 1, we show
how ultrafilters are a natural tool for the construction of *R. In Chapter 2, we set up all the nee-
ded facts about them. In Chapter 3, we explain the construction of *R and its basics. In Part II,
we deal with some topics on real analysis using our new tools, remarkably the useful characte-
rizations of the completeness of IR and the compactness of subsets of R, as well as the algebraic
account of limits and the possibilities of hyperfinite methods.

Resumen

El objetivo de este Trabajo Final de Grado es elaborar una presentaciéon del llamado «anali-
sis real no estdndar», una teoria erigida en el siglo XX con herramientas l6gicas que desarrolla
el andlisis real en una extensién de cuerpos ordenada y no arquimediana *R del cuerpo real
R, conteniendo en particular elementos infinitamente pequefios (infinitesimales) e infinitamente
grandes. En la Introduccién contextualizamos su origen, justificamos el enfoque tomado, comen-
tamos la bibliografia, destacamos algunas de sus aplicaciones y fijamos algunas notaciones. En
el primer capitulo, mostramos heuristicamente como la nocién de ultrafiltro puede proveer un
marco de trabajo natural para la construccion de *IR. En el segundo, establecemos todos los re-
sultados necesarios sobre dicha nocién. En el tercero, exponemos la construccién de *R y sus
propiedades elementales. En la segunda parte, cubrimos varios de los t6picos propios de un cur-
so clasico de andlisis real, pero mediante nuestras nuevas herramientas. Entre éstos, destacamos
la caracterizacion de la completitud de R mediante sombras, el criterio de compacidad de Ro-
binson, la algebraizacién de la nocién de limite y las posibilidades de los métodos hiperfinitos.

Agradecimientos. A mi tutor, por aguantar mis parrafadas, y a mis padres, por aguantarme todo
entero y, pese a ello, no echarme de casa (atin).
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Introduccion

El objetivo de este Trabajo Final de Grado, en adelante TFG, es elaborar una presentacién del
llamado «anélisis real no estdndar», una teoria erigida en el siglo XX con herramientas l6gicas
que desarrolla el andlisis real en una extensién de cuerpos ordenada y no arquimediana *IR del
cuerpo real R, conteniendo en particular elementos infinitamente pequefios (infinitesimales) e
infinitamente grandes. En la primera parte de esta Introduccién, exponemos someramente el
contexto histérico que ha llevado al surgimiento de esta teorfa desde la Antigua Grecia. En la
segunda parte, justificamos la aproximacién elegida a partir de las fuentes consultadas y otras
referencias, y exponemos la labor realizada y el contenido de los distintos capitulos y secciones.
Finalmente, resumimos varios convenios de notacién.

Contexto historico

Nota. Esta seccién bebe principalmente de [Ed79] (especialmente de los capitulos 2,4,5y de 8 a
10) asi como [Ro66, Chapter 10] y la introduccién de [BeNe(07], donde pueden encontrarse todos
los detalles y referencias aqui omitidos. En cuanto a los articulos de Robinson citados, todos ellos
estan disponibles en [LuKs79].

Los origenes del anélisis son eminentemente geométricos y aplicados. Asf, e.g., en los trabajos
de Arquimedes podemos encontrar la cuadratura y cubatura de diferentes objetos geométricos
calculada mediante el método de exhauscién,' aprovechando en cada caso sus particularidades
geométricas y concluyendo por arquimedianidad via una doble reduccién al absurdo.? Proce-
dimiento, este tltimo, sustituto primitivo de nuestra actual nocién de limite, concebido precisa-
mente para evitar cualquier mencién al mismo.’

De hecho, fue la superacién explicita de dicho rechazo al infinito lo que permitié a los mate-
maticos del siglo XVII progresar en sus investigaciones, llevando hasta sus tiltimas consecuencias
el método de exhauscion. Asi, e.g., Kepler (Nova stereometria doliorum vinariorum, 1615) descom-
pone una figura dada en otras de mds simples e infinitesimales, como resultado de un proceso
de subdivision sucesiva, para entonces reagruparlas convenientemente, facilitando asi su suma.*
Por otra parte, Cavalieri (Geometria indivisibilibus, 1635) descompone dos figuras dadas en figuras
de una dimensién menor (e.g., el cono en circulos), que denomina indivisibles, y establece enton-
ces una relacién entre éstos, que extrapola a las figuras iniciales. Mds atn, Cavalieri conjetura el
valor del drea bajo la curva x” en un intervalo [0, 4] (con n € N, a € R) considerando la figura en
cuestiéon como suma formal de sus indivisibles, lo que fue pronto probado por Fermat, Pascal y
Roberval mediante razonamientos mds aritméticos, haciendo uso de un cierto limite calculado a
la Arquimedes. Por tltimo, John Wallis (Arithmetica Infinitorum, 1656), que tendria una influencia
decisiva en Newton, aborda sistematicamente dicha clase de problemas, reduciéndolos a sumas
de sucesiones cuyo limite calcula de manera empirico-numeérica.

N.e., grosso modo, el célculo de 4reas y volimenes mediante su aproximacién sucesiva por poligonos y pirdmides
respectivamente. E.g., aproximando la esfera por pirdmides con vértice su centro, formando asi sus bases un poliedro
inscrito en la esfera, haciendo sus alturas de radio.

2M4s concretamente, probando por arquimedianidad que no son posibles ni a > bni a < b para concluir a = b.

3El método de Arquimedes nos sugiere, no obstante, que las nociones de infinito e infinitamente pequefio si eran
utilizadas heuristicamente junto a ciertas intuiciones mecénicas.

4Dicho trabajo inspiré a Leibniz su Ley de Continuidad, la cual guarda una intima relacién con el Principio de
Transferencia del andlisis no estdndar.



Paralelamente, Fermat (Methodus ad disquirendam maximam et minimam et de tangentibus linea-
rum curvarum, 1636) expone un algoritmo, involucrando igualdades aproximadas e incrementos,
para la obtencién de extremos relativos de funciones, que emplea a su vez en la construccién de
rectas tangentes y en la resolucién de varios problemas fisicos.” Trabajos que contienen implicita-
mente la nocién de derivada, y que marcan el inicio de un cambio de paradigma culminado con
la creacién del cdlculo infinitesimal por parte de Newton y Leibniz durante el dltimo tercio del
siglo XV1I, reduciendo (via el Teorema Fundamental del Calculo) el problema de la cuadratura
de curvas (i.e., hallar el 4rea bajo una curva, su integral definida) al de la construccién de rectas
tangentes a dichas curvas (i.e., al computo de su derivada).

Los nuevos métodos infinitesimales continuaron su camino con gran provecho hasta alcanzar
su cenit a mediados del siglo XVIII con Euler, pero para entonces la falta de una fundamentacién
adecuada, clara y rigurosa era innegable, y la preocupacién por hallar tal se extendi6 a toda la
comunidad matematica. Asi, e.g., en 1784 la Academia de Ciencias de Berlin ofrece 50 ducados a
quien pueda solucionar la cuestién, Lagrange propone como nueva base fundadora la expansiéon
de funciones a sus series de Taylor (suponiendo erréneamente que ello siempre es posible), y
d’Alembert da un paso adelante hacia una definicién precisa de limite. Esta tltima direccién fue
continuada por Cauchy en su curso de 1821, punto ambiguamente intermedio entre el andlisis
con y sin infinitesimales, y concluida por Weierstrass en la actual formulacién e-J a lo largo del
siglo XIX.° Y en el proceso, un nuevo cambio de paradigma sedimenta: el axioma «natura non
facit saltus» de Leibniz se supera en pos de la nocién de funcién continua y la completitud de R.

Pero, ;en qué consiste esencialmente la formalizacién e-d que utilizamos hoy dfa? En sus-
tituir la idea de un valor arbitrariamente pequefio por la posibilidad de tomar varios valores
distintos, cada uno mds pequefio que varias cotas elegidas a voluntad. Asi, e.g., mientras que
Leibniz calcularia la derivada f'(x) haciendo gy (dx) para dx un ntimero infinitesimal no nulo,
con gx(h) = (f(x + h) — f(x)) /h, nosotros fijamos un error (o cota) € > 0 y buscamos una dis-
tancia 6 > 0 para la cual la diferencia |gy (/1) — I| < € siempre que 0 < |h| < J, suponiendo que
tengamos un candidato a limite [ (i.e., vemos que es posible reducir el error que cometemos al
aproximar I por gy (h) cuanto queramos reduciendo convenientemente la distancia).” Esto es, un
retorno al método de exhauscién (convenientemente depurado) més que una formalizacién del
fructifero concepto de infinitesimal.

Resulta natural, pues, preguntarse si no existen (en R o en una extension natural) valores que
sean, por si mismos, arbitrariamente pequefios (i.e., menores que cualquier cota, véase 1.1.7).5
Asi, e.g., Du Bois-Reymond, coetdneo y paisano de Weierstrass, e inspirado también por Cauchy
(especialmente por su identificaciéon de los infinitesimales con las funciones tendiendo a cero),
produce una elaborada teoria de 6rdenes de magnitud para el comportamiento asintético de
funciones con la esperanza de formalizar tales ideas, mientras que Stolz trata de desarrollar una
teorfa de operaciones aritméticas para tales entidades, ambos sin éxito.

No obstante, dicha perspectiva fue retomada por Skolem en su construccién de un mode-
lo no estdndar de IN (que denota IN*) en 1934 con el propésito de mostrar que ningtn sistema
axiomético podia caracterizar categéricamente IN, asi como por Schmieden en su construcciéon
de un anillo conteniendo infinitesimales (que coincide con nuestro ejemplo 1.12, y que fue desa-
rrollada durante los 1950s y publicada en 1958 en colaboracién con Laugwitz, véase [La01]) al
sentir que el andlisis a la Weierstrass no era adecuado para sus investigaciones en matematica

5Su método fue aclarado y refinado en sucesivas memorias, como Doctrinam tangentium (1640), y es similar al poste-
riormente propuesto por Barrow, el mentor de Newton.

®De hecho, aunque desconocido por sus coetédneos, Bolzano precedié a ambos en su articulo de 1817 sobre el teorema
de valores intermedios, si bien la falta de una fundamentacién de R le impidi6 (al igual que a Cauchy) dar una prueba
rigurosa del mismo.

7Por supuesto, lo habitual es reducir el célculo de f’(x) al célculo de ciertos limites usando las propiedades de éstos,
etc. Pero dado que las definiciones centrales del anélisis se formulan en dichos términos mediante el concepto unificador
de limite, que incluso hace su aparicién en nociones mas topolégicas como los cerrados y compactos, en tltima instancia
todo se reduce a esta clase de argumentos, que pueden volverse inmanejables cuando la cantidad de cotas a controlar se
dispara, cémo sucede especialmente en el hard analysis. Para una discusién més detallada sobre éste y como el andlisis no
estdndar puede ser de utilidad en estos casos, véase [Ta08, Articles 2.3, 2.5].

8De hecho, y dado que estamos en un cuerpo, tanto da comenzar por lo arbitrariamente pequefio que por lo arbitra-
riamente grande (véase 1.2.6), y asi lo haremos por comodidad expositiva. No en balde, recordamos, éstos tampoco son
precisamente ajenos al andlisis, apareciendo con frecuencia en forma de limites al infinito.
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aplicada (viz.: aerodindmica, hidrodindmica y vibraciones no lineales).” Paralelamente, en 1948
Hewitt construye por medios algebraicos y con fines topolégicos una extensiéon de cuerpos de
R no arquimediana (y, por ende, con elementos arbitrariamente grandes), acufiando el término
hyper-real, mientras que en 1955 Lo$ introduce las ultrapotencias (cocientes de productos induci-
dos por ultrafiltros) en su investigacién sobre las clases definibles de algebras y su relacién con
la l6gica, construccién que se superpone a la de Hewitt.'”

Y en el otofio de 1960, Abraham Robinson, experto en aerodindmica y teoria de modelos, y
con una imagen global de la situacién, se percata de que el andlisis con infinitesimales en una
extension de R es posible. Asi lo hace notar en su articulo seminal de 1961, seguido por una ex-
posicion completa de la teoria en 1966, [Ro66], y su primera aplicacién importante, un problema
de subespacio invariante propuesto por Halmos. Mds atin, en [Ro66, Section 10.5] nota que un
resultado de Cauchy que histéricamente se habia considerado incorrecto tiene una clara y veraz
interpretacion en el contexto del andlisis no estdndar, abriendo las puertas a una nueva relectura
de los clésicos.!!

Desde entonces, las técnicas introducidas por Robinson han sido ampliadas y aplicadas con
éxito en andlisis real, funcional y estocéstico, topologia, teoria de la medida y probabilidad, fi-
nanzas, fisica, teoria de ntimeros, etc. como dan buena cuenta de ello las colecciones de articulos
[ArCuHe97] y [BeNe07], asi como la bibliografia de [G0o98]. Més atin, la nueva disciplina se abrié
camino entre el publico no especializado con la aparicién, en 1976, del primer libro de texto de
pregrado sobre célculo con herramientas no estdndar, [Ke86]; para ello, Keisler restringe el Prin-
cipio de Transferencia al universo R y a férmulas expresables cémo sistemas de ecuaciones o
desigualdades, minimizando los conocimientos 16gicos necesarios para su entendimiento y ha-
ciendo més accesibles sus fundamentos.!? Paralelamente, a mediados de los 1970s comienzan
a aparecer los primeros tratamientos axiomaticos, que también ayudaron a la difusién de los
nuevos métodos al resto de la comunidad matematica. Por ltimo, cierta linea de investigacion
iniciada por [HeKe86], y continuada en [BeNe(7, Article 1], sugiere que pueden existir resultados
tnicamente demostrables mediante argumentos no estdndar:

«To sum up, nonstandard analysis still takes place within ZFC, but in practice it
uses a larger portion of full ZFC than is used in standard mathematical proofs.»

Sobre este TFG

Este TFG esta dividido en dos partes: una primera sobre fundamentacién, en la que construi-
mos *IR y abordamos sus propiedades bésicas, y una segunda sobre aplicaciones, donde estudia-
mos sus posibilidades en la practica del anélisis real.

Como hemos dicho antes, el andlisis no estdndar surge de la teorfa de modelos, y en [Ro66] se
dedican unas cuarenta pédginas a introducirla antes de comenzar a hacer ninguna clase de ané-
lisis."® Es por ello que en este TFG, y siguiendo la filosofia iniciada en [Ke86, HuLo85], hemos

9Como se puntualiza en [Ro66, Section 9.4], «In the theory of continuous media, the language of infinitesimals has a
long tradition. This tradition remained unbroken even though infinitesimals had been abandoned in pure Analysis. For
example, the derivation of Euler’s equations of motion is frequently based on the consideration of the balance of forces
acting on a very small cube and several laws of Fluid Mechanics are expressed in terms of fluid particles whose dimensions
are supposed to be infinitely small. Again, a doublet is defined by letting two sources of equal and opposite strength
move infinitely close to each other while the strength of the sources varies in a suitable manner. It is usually taken for
granted, and sometimes shown explicitly, that the use of infinitesimal language can be avoided.».

19La construccién de Hewitt no fue la primera de su tipo, que se remonta a 1907 por parte de H. Hahn, pero si la
primera apta para los propésitos del andlisis no estdandar.

"Destacamos que dicho proyecto se estd llevando a cabo desde 2010 y de manera sistematica por el grupo de autores
de [BHKNS14], véase http:/ /u.cs.biu.ac.il/ ~katzmik/infinitesimals.html.

12Como queda claro en la introduccién de [HuLo85], dicho enfoque inspir6 la organizacién de sus contenidos, presen-
tando la susodicha restriccion a RR (i.e., al andlisis real) antes de abordar el caso general para aplicaciones més avanzadas,
que es desde entonces un tratamiento habitual en los textos introductorios (e.g., [G0o98, Go12, ArCuHe97]). Destacamos
ademds que dicha restriccién, a pesar de su simplicidad, puede resultar ttil también en investigacién, como se puntualiza
en [Ta08, Article 2.5].

13M4s concretamente, [Ro66] demuestra el teorema de compacidad de la 16gica de primer orden (via ultrafiltros) para
después generalizarlo a estructuras de orden superior (teoria de tipos mediante) y, finalmente, utilizarlo en la construc-
cién de las extensiones deseadas. El enfoque conjuntistico y via superestructuras, hoy usual, fue introducido junto a
Zakon en 1967.
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preferido centrarnos en el caso real, que sirve a su vez como ilustracién de la fuerza del andlisis
no estdndar y como motivacién y guia para el estudio del caso general. En cuanto a su funda-
mentacion, y para facilitar la transicién de un posible matematico sin formacién légica, hemos
optado por su construccién via ultrafiltros, que puede encontrarse en [HuLo85, Sections 1.1-1.6,
1.15, Appendix], [Go98, Part I], [Go12, Chapters 1-2] y [ArCuHe97, Article 1, Sections 2-3]." La
introduccién de éstos, sin embargo, resulta algo brusca en [HuL085], [Go12] y [ArCuHe97, Arti-
cle 1], por lo que nos hemos apoyado especialmente en [Go98], afhadiendo en el proceso nuevos
enfoques.

En el primer capitulo, tras introducir brevemente nuestro objeto de estudio, discutimos di-
ferentes aproximaciones a su construccién basadas en los conocimientos provistos durante el
grado. A pesar de resultar mds o menos estériles, éstas nos llevan en tltima instancia al ejemplo
clave 1.12 y a la definicién clave aunque informal 1.8, la cual enlazamos con la teoria de la medi-
da, motivando asf la definicién clave 1.10."° Y es en el sencillo proceso de formalizar 1.8 (véase
1.11) y estudiar la viabilidad de la propuesta (véase 1.13, 1.14) donde surgen de manera natural
las nociones de filtro, ultrafiltro, filtro propio maximal, etc. asi como un cierta intuicién de que el
proyecto es posible.'

La demostracién de dicha intuicién, no obstante, ha de pasar por un estudio maés atento de
dichas ideas en el segundo capitulo, que hemos construido enteramente a partir de las listas de
ejemplos y propiedades de [Go98], afiadiendo en el proceso sus demostraciones y algunos nue-
vos resultados.'” Asi, en la primera seccién reintroducimos ordenada y formalmente las nociones
anteriormente discutidas para, a continuacién, desarrollar todos los hechos que eventualmente
necesitaremos sobre ellas, partiendo cada vez de observaciones o preguntas que surgen de ma-
nera completamente natural de la misma definicion de filtro o de la linea trazada en el capitulo
anterior.'®

Una vez resueltas estas cuestiones técnicas, retomamos las ideas del primer capitulo en el ter-
cero, donde exponemos la construccién y propiedades bésicas de *IR. A diferencia de las citadas
referencias, hemos preferido separar los diferentes pasos que llevan a su construccién para hacer
hincapié en que muchos de los resultados siguen siendo ciertos para filtros (y de ahi la construc-
cién de Schmieden), asi como introducir antes las extensiones de aplicaciones y relaciones como
inmediata generalizacién del caso de las operaciones de IR. En la segunda seccién se estudian
con més detalle dichas extensiones (a través de los ejercicios propuestos en [Go98]) con el fin de
infundir en el lector la intuicién de que un cierto principio de transferencia entre las propiedades
de R y *RR existe. La demostracion de éste se lleva a cabo en la tercera seccién, y no se basa en
ninguna referencia concreta més alld de las herramientas adquiridas en la asignatura Logica Ma-
tematica (que bebe principalmente de [En01]), de la que damos un breve resumen en el anexo A
para facilitar su lectura.'” Finalmente, en la tltima seccién estudiamos la aritmética de *R e intro-

14Para una discusion més superficial o heuristica, véase también [Ta08, Article 2.5], donde se motiva la nocién de
ultrafiltro como un sistema de gobierno, pensando los limites como resultados de una votacién electoral. Destacamos
ademds que [ArCuHe97, Article 1] se distancia del tratamiento aqui seguido, partiendo de una definicién axiomatico-
geométrica de extension no estandar, que generaliza seccién a seccion hasta llegar al caso general, y presuponiendo que
el lector estd familiarizado con la teoria de los ultrafiltros a la hora de construirlas.

15En [Go98] no se presuponen conocimientos de teoria de la medida (que, por otra parte, sélo utilizamos como moti-
vacién o a nivel heuristico), por lo que 1.10 no se introduce hasta la seccién 3.14, tras haber utilizado varias instancias de
la misma. Tampoco se suponen conocimientos de andlisis funcional, por lo que el tinico vinculo entre la construccién de R
por sucesiones de Cauchy (que toma como punto de partida ampardndose en la historia) y 1.8 pasa por un «Clearly then
we need a very different kind of equivalence relation among sequences». La discusién sobre la posibilidad de obtener *R
como una extensién de R generada por un infinitesimal no nulo tampoco consta en las referencias citadas.

16Intuicién no del todo disponible en [Go98], quien precisamente pregunta con cierta sorna antes de introducir for-
malmente la nocién de filtro: «Can there in fact be such a notion of largeness, and if so, how do we show it?». La diferencia
radica en la afiadidura de 1.14.

7 Modus operandi habitual a lo largo de este TFG, aunque no se explicite cada vez.

18 Aunque es cierto que podriamos habernos contenido (e.g., limitdndonos a 2.8, la nocién de PIF y la mitad de la
altima seccién, o siguiendo a [HuLo85, Appendix]), hemos creido que esta era una buena oportunidad (desaprovechada
en la bibliografia consultada) para introducir al lector a una herramienta tan potente como la de los ultrafiltros, que
ademds de su importancia en l6gica encuentra muchas de sus aplicaciones en topologia (e.g., en el trabajo antes mentado
de Hewitt).

De hecho, [Go98] no da ninguna demostracién del mismo y, como en [HuLo85] y [Go12], tnicamente lo motiva
a través de ejemplos en lugar de por analogia con las extensiones de relaciones y aplicaciones, mientras que [Gol12]
simplemente indica que se procede por induccién. Dado que, como ya dijimos, [Ro66] y [ArCuHe97, Article 1] siguen
tratamientos muy distintos a los aqui expuestos, redirigimos al lector interesado en una redaccién alternativa del mismo
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ducimos los conceptos esenciales de halo y sombra, asi como la congruencia ~ en R que indica
que dos nimeros estan infinitamente préximos, terminando con ello nuestros fundamentos.

En cuanto a la segunda parte de este TFG, hemos estudiado cémo podemos aplicar estas
herramientas al andlisis real, y el lector podra encontrar méas informacién al respecto en [Ro66,
Chapter 3], [Ke86], [HuLo85, Sections 1.8-1.14], [G098, Part II], [Go12, Chapters 3-7] y [ArCuHe97,
Article 2].?" También hemos querido comparar el nuevo tratamiento con el habitual, y de ahi que
varios resultados vayan precedidos por dos demostraciones: una mediante los métodos del Ané-
lisis No Estandar (que indicaremos por sus siglas en inglés, NSA) y otra sin ellos (indicada con las
siglas SA).”! Por tltimo, hemos intentado maximizar todo lo posible las aplicaciones de nuestros
reducidas herramientas, algo que en las obras consultadas (salvo, a su nivel, [Ke86]) se obvia en
favor de una discusién mds general, introduciendo nueva maquinaria l6gica.”>

En el cuarto capitulo abordamos el estudio de las sucesiones reales, y comenzamos dando ver-
siones equivalentes (en el marco de trabajo NSA) de las nociones de convergencia, divergencia a
infinito, acotacién, etc. Dichos resultados, pues, actiian como diccionario entre el enfoque NSA y
el SA, y nos permiten dar demostraciones alternativas de los resultados clésicos, asi como tener
otra perspectiva (mds préxima a su origen histérico y a nuestra intuicién) de las definiciones ya
conocidas.”® Asi, e.g., vemos que una sucesion converge a | € R ssi para indices infinitos estd
infinitamente préxima a /, que tiene punto limite [ ssi para algtin indice infinito estd infinitamen-
te préxima a [, que es de Cauchy ssi todos sus términos de indices infinitos estdn infinitamente
proximos entre si, que es acotada ssi todos sus términos de indices infinitos son finitos, etc. En
particular, obtenemos facilmente varias propiedades sobre limites usando la aritmética de *R y
la congruencia «ser infinitamente préximo» =, obviando con ello las manipulaciones €-6 a veces
algo artificiosas.”* Otros ejemplos menos triviales de aplicacién son la obtencién de las diferentes
caracterizaciones de la completitud de IR, logrando demostraciones especialmente simples del
Criterio de Cauchy y del Teorema de Bolzano-Weierstrass, evitando asi los cargantes argumen-
tos via intervalos encajados. El capitulo se concluye con un breve estudio sobre series, que gracias
a nuestra algebraizacion de la nocién de limite pueden pensarse formalmente como «sumas in-
finitas» o, como es mds habitual nombrarlas en la literatura, «<sumas hiperfinitas», pues heredan
muchas propiedades de las sumas finitas por transferencia, pero se consideran para un niimero
de sumandos hipernatural (posiblemente infinito).

En el capitulo quinto damos un breve recuento de las ideas basicas de topologia general, dan-
do caracterizaciones NSA de los puntos interiores y de acumulacién de un conjunto, asi como
demostraciones alternativas de las propiedades bésicas de abiertos y cerrados. Ademads, desta-
camos el que posiblemente sea el resultado NSA mads potente y elegante tratado en este TFG: el
criterio de compacidad de Robinson, que nos permite sustituir las aparatosas construcciones de
subrecubrimientos finitos por razonamientos puntuales. Mas concretamente, si *A es la exten-
sién no estdndar de A, entonces A es compacto ssi todo punto de * A es infinitamente préximo a
algtin punto de A. Ello nos permite trivializar los teoremas de Heine-Borel y Heine-Cantor.””

En el capitulo sexto tratamos rdpidamente la nocién de limite en el contexto mas general de
las aplicaciones, y en particular trabajamos algunos resultados elementales sobre continuidad y
derivabilidad, obteniendo caracterizaciones enormemente intuitivas. Asi, e.g., vemos que f es
continua en p € IR ssi todo punto infinitamente préximo a p tiene su imagen por f infinitamente
proxima a f(p), y que f es uniformemente continua en A ssi todo par de puntos de *A infini-
tamente préximos tienen imdgenes por f infinitamente préximas (o, en otras palabras, ssi f es
continua en *A). Ademds, recuperamos de manera natural y formal la definicién de derivada

estilo a [HuLo85, Section 1.15].

20Galvo [Ke86] (que, como ya dijimos, cubre el material tipico de los cursos de célculo de primero y segundo de
carrera), todos ellos abarcan mds o menos los mismos t6picos, con diferentes niveles de detalle pero enfoques similares.

211 as versiones SA se basan en la asignatura Analisi Matematica y la bibliografia principal de la misma, [Or02, Ru80],
ademads de las referencias complementarias y mds personales [C112, Pe08].

22E.g., introducimos los principios de overflow y underflow para R, damos varias caracterizaciones NSA de infimo y de
punto de acumulacién de un conjunto, etc.

23De hecho, esta ha sido precisamente la dindmica seguida a lo largo de toda la segunda parte: tomar un curso tipico de
andlisis real, traducir sus definiciones al contexto NSA, y emplear sus técnicas para obtener una demostracién alternativa.

2*Hemos de reconocer, sin embargo, que esto no ha sido siempre posible, y que eventualmente hemos tenido que
recurrir al estilo SA. Para maés detalles, véase 4.20.

25Como se puntualiza en [HeKe86], «Experience suggests that it is easier to work with nonstandard objects at a lower
level than with sets at a higher level. This underlies the success of nonstandard methods in discovering new results.».



como cociente de incrementos infinitesimales.

Por ultimo, en el capitulo séptimo insistimos de nuevo en los métodos hiperfinitos, esta vez
aplicados a las particiones. Mas concretamente, construimos una particién equidistante con nor-
ma infinitesimal de un intervalo I, y utilizamos esta «malla hiperfinita» para determinar cuando
una propiedad se cumple por ultima vez, obteniendo asi, e.g., el valor intermedio del Teorema
del Valor Intermedio. El uso de la misma particién en las sumas inferiores, superiores y ordina-
rias de Riemann nos permite obtener la integral de Riemann como suma hiperfinita cuando las
susodichas son infinitamente préximas entre si.

Convenios de notacion

= Las tuplas y sucesiones se denotaran mediante paréntesis.

= Los simbolos := y :& se leen respectivamente «igual por definicién» y «equivalente por
definicién», y tnicamente se utilizaran al dar una definicién.

= Indicaremos el conjunto potencia de A por P(A).

= Indicaremos el cardinal de A por #A, y escribiremos #A4 = oo como abreviacién de «A es
infinito».

» Escribiremos AW B en lugarde AUBsi ANB = @ (ie, C = AWBssiC = AUBYy
ANB=20).

= Escribiremos A C B si A es subconjunto de B (posiblemente igual a B), y A & B si A es
subconjunto estricto de B.

» Sea (X, <) un conjunto ordenado, A C X y b € X. Definimos entonces A := {a € A :
a> b}, y andlogamente para <, <, >.

= Como es relativamente comun en anélisis (e.g., [Or02, Definicié 0.1]), convendremos que
0 ¢ IN.

= Si A C X, entonces x4: X — {0,1} denota la funcién caracteristica de A, definida como
xalx)=1:x¢€ A

= Dadas dos aplicaciones f: X — Yy g: Y — Z, denotaremos su composicién por g o f.

= Ocasionalmente indicaremos el final de una demostracién por reductio ad absurdum median-
te el simbolo !!!.

A continuacién damos un indice de simbolos para mayor facilidad de lectura.

VI



Nomenclatura

A Subconjunto de los nimeros apreciables, pagina 3
Fe Filtro cofinito, pagina 10
F9 Filtro generado por G, pagina 10

hal(x) Clase de equivalencia de ~, pagina 26

X Subconjunto de los nimeros ilimitados negativos de un cuerpo ordenado X, pagina 3

Xg Subconjunto de los ntimeros ilimitados positivos de un cuerpo ordenado X, pagina 3

Xoo Subconjunto de los ntiimeros ilimitados de un cuerpo ordenado X, pagina 3

o~ Relacién de infinita proximidad, pagina 26

oo Sucesiones con un nimero finito de términos no nulos, pdgina 6

Xy Subconjunto de los niimeros infinitesimales negativos de un cuerpo ordenado X, pa-
gina 3

Xy Subconjunto de los ntimeros infinitesimales positivos de un cuerpo ordenado X, pa-
gina 3

Xo Subconjunto de los ntiimeros infinitesimales de un cuerpo ordenado X, pagina 3

L Subconjunto de los niimeros limitados de un cuerpo ordenado, pagina 3

) Extension de R en *IR, pagina 17

[R(+")¥_,] Subconjunto de N que cumple R(r})5_,, pagina 16
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Parte I

Fundamentos






Capitulo 1

El problema de los hiperreales

De acuerdo con lo explicado en la Introduccién, en este capitulo investigamos las posibilida-
des de introducir elementos infinitesimales en R o en una extension suya, por lo que empezamos
con una serie de definiciones naturales y sus consecuencias inmediatas.

1.1.

Infinitesimal e ilimitado

Nota. Fijamos para toda la seccién X un cuerpo ordenado, y recordamos que, en particular, X
contiene una copia de Q (véase [Or02, Teorema 1.9]).

Definicién 1.1. Diremos que x € X es:

1.
2
3
4.
5
6.

7.

8.

limitado, y escribiremos x € IL, ssi 3n € N, |x| < n.

. ilimitado positivo, y escribiremos x € X, ssivVn € N,n < x.

. ilimitado negativo, y escribiremos x € X, ssi Vn € N, x < —n.

ilimitado ssi x € X := X, U XS (e, Vn € N, n < |x|).

. infinitesimal positivo, y escribiremos x € XT ssivn € N,0 < x < %

infinitesimal negativo, y escribiremos x € X, ssi Vn € IN, —% <x<0.
infinitesimal ssi x € X; := X; U {0} UX{ (ie,Vn € N, |x| < 1)

apreciablessix € A =L\ Xg (e, In € N, 1 < |x| < n).

Observacion 1.2. Se tiene:

1.

SiH € Xg,a€ AgecX,,6€X],beA,Ke XS, entonces H<a<e<0<6<
b < K.

En particular, X5 = Xoo N X5, Xoo = Xoo N Xg, XO+ = XoN X5p, X, = XoN Xco.

Claramente Xg ¢ L, L = XL,V A = XS N X§ = (Xeo UXp)S, {Xeo, Xo, A} es una parti-
cién de X, {X;, {0}, Xy } es una particién de X y {Xs,, X} es una particién de Xeo (son
disjuntos por 1).

Sea f: X — X tal que |f| = |Id| (e.g., f(x) = |x]| 6 f(x) = —x). Entonces f(x) € Xe <
¥ € X, f(x) eXoexe Xy f(x) € A= xEA.

En particular (usando 1,2 y Im |-| = X>¢),si€ € Xp,a € A, H € X, entonces 0 < |e| <
lal < |H|.

1Més explicitamente, 3n € N, |x| < n < Im € N, |x| < m (tomando n = m + 1).



6. Claramente x € X5, = x 1 € Xj,x € Xj = x! € X}, x € X; = x! € X,
xeEXg=>xleXy?

7. Obviamente X # @ ssi X no es arquimediano,3 donde, por 6, Xeo # @ ssi Xp \ {0} # @.
Proposicién 1.3. Sea K un cuerpo ordenado arquimediano contenido en X (e.g., Q). Entonces:

1. xelLssidp,geK,p<x<gq.

2. xeXhssiVpe K, p < x.

3. xeXgssiVpe K, x <p.

4. x € X ssiVp € Ksp, 0 < x < p.

5. x € Xy ssiVp € Ko, p <x<O0.

6. x € Assidp,q € Kso,p<|x] <gq.
Demostracion. Veamos los primeros como ejemplo (el resto son andlogos).

1. [=] Obvio, pues Z C Ky |[x| < n & —n < x < n. [«] Por hipétesis, In € N, [x| <
max{|p|,|q|} < n.

2. [«] Obvio, pues N C K. [=] Por hipétesis, Vn € IN,n < xy Im € N, p < |p| < m.

3. [«] Obvio, pues Z C K. [=] Por hipétesis, Vi € N, x < —ny3Im € N, —p < |p| < m (i.e.,
—m < p).

4. [«] Obvio, pues Q¢ C K. [=] Por hipétesis, Vn € N,x < 1y Im € IN,% = ‘f‘ <m
(e, L <p).

O

Observacion 1.4. Sea K como antes. Entonces KN Xoo = Koo y KN Xg = Ko. Ypor 1.2.7, KN Xeo =
@ (luego K C X5, = L)y KN Xy = {0} (ergo K~ {0} C X{). Y juntando ambos resultados,
K~ {0} C A.

Nota. Aunque en 1.1 definimos X, Xg tinicamente para X un cuerpo ordenado, la observaciéon
anterior nos sugiere la siguiente generalizacién.

Definicién 1.5. Si A C X, entonces Ae := AN Xoo y Ag = AN Xp.

Nota. A diferencia del término «infinitesimal», de uso marginal en el analisis estandar,* el tér-
mino «infinito» es considerablemente frecuente: no sélo en la jerga y notacién del analisis es-
tdndar (que eventualmente lo introduce formalmente, como sucede con la recta real extendida),
sino también en topologia (compactificacién de Alexandroff), geometria proyectiva (hiperplano
del infinito), teorfa de conjuntos (cardinal), etc. De ahi que, para evitar confusiones, hayamos
decidido utilizar en su lugar el término «ilimitado», aunque mantengamos la sugerente notacién
Xeo.

2Mas explicitamente, x € X = Vn,n < x = Vi, x~1 < ,1—1 =x1e Xgr, donde x € Xo9 = x71 € Xy por ser X
cuerpo ordenado (pues si no, entonces 1 = xx1<0 1.

3Recordamos que X es arquimediano ssi Vx € X, 3n € N, x < n.

4Algunos libros de texto (e.g., [Or02, Definici6 2.4]) todavia mantienen la definicién de infinitesimal del Cours
d’Analyse de Cauchy, a modo de herramienta para el cdlculo de limites.



1.2. Ideas para su construccién

Nota 1.6. Asi como la unidad imaginaria : no pertenece a los reales R (el tnico cuerpo orde-
nado, arquimediano y completo por sucesiones salvo isomorfismo, véase [Or02, Teorema 1.10]),
tampoco los ilimitados (y por ende los infinitesimales no nulos, véase 1.2.7) tienen cabida en éL

Y asi como es posible ampliar R a un cuerpo mads rico y fructifero como el de los complejos C
que comprende a 1 (y con él, «<caminos més cortos»)’ a costa de perder el orden® pero conservan-
do la completitud por sucesiones (como espacio métrico) y la arquimedianidad (como espacio
normado), parece natural pensar que podemos ampliar R a un cuerpo *R que contenga ilimita-
dos al precio de renunciar a Arquimedes (;y Cauchy?) pero preservando el orden, «superando»
o «excediendo» asi a (R, <), y que, por ende, llamaremos hiper-reales.”

Pregunta. ;Cdmo podemos obtener tal extension?

Observacién. Puesto que C = IR(1), y siguiendo con nuestra analogia, uno podria proponer a
R(e) como el cuerpo buscado, con € # 0 infinitesimal. Sin embargo, ello presupone que existe
una extensién de R en la que vive €, que es precisamente lo que estamos tratando de hallar.

En el caso de 1 ello no supone un problema pues sabemos que 1 vive en la clausura algebraica
de R o que lo podemos pensar como (0, 1) en IR?, que puede pensarse a su vez como una exten-
sién de cuerpos de R. Pero con € no podemos decir lo mismo, pues la clausura algebraica de R
es precisamente C (y obviamente € ¢ C)° y no podemos salirnos de la recta 1-dimensional sin
poner en riesgo el orden.

De hecho, como € ¢ C, aunque halldramos una tal extensién tendriamos que R(€) es trascen-
dente y por ende isomorfo (como cuerpo) a R(x) el cuerpo de fracciones del anillo de polinomios
R[x] (con x una indeterminada), luego no nos perderiamos nada si trabajaramos directamente
con R(x) pensando a x como un infinitesimal no nulo, lo que ciertamente no parece una respues-
ta especialmente satisfactoria.”

Peor aun, recordamos que R(€) es la menor extension de R que contiene €, luego es perfecta-
mente posible que existan cuerpos conteniendo € mucho mayores que R(€) (como sucede, e.g.,
con Q(1) respecto de 1), en cuyo caso quedarnos simplemente con R(e) supondria perder una
riqueza y potencia que podriamos echar mucho en falta de cara a sus posibles aplicaciones.

En resumen, nuestra analogia tiene importantes limitaciones y nuestras rudimentarias herra-
mientas de la asignatura de Equacions Algebraiques no nos podran ayudar demasiado en este viaje,
sino que serd necesario explorar un camino completamente distinto.

Pregunta. ;Qué otras construcciones de cuerpos conocemos, aparte de las vistas en Equacions Alge-
braiques?

Nota. En la asignatura Llenguatge i Raonament Matematic obtuvimos el anillo Z a partir de IN
mediante un proceso de «simetrizacién» respecto de la suma, y procedimos andlogamente con
el cuerpo Q respecto de Z y el producto.'” No obstante, este mecanismo resulta poco alentador
para nuestro propésito, pues ;de quién, y respecto de qué operacién, seria simétrico €?

Pero no abandonemos todavia los dominios del dlgebra, pues sabemos de la asignatura Es-
tructures Algebraiques que podemos obtener cuerpos como cocientes de anillos por ideales maxi-
males, lo que nos remite a su vez a la construccién de R de Cantor por sucesiones de Cauchy.

5l apparut que, entre deux vérités du domaine réel, le chemin le plus facile et le plus court passe bien souvent par
le domaine complexe» (Paul Painlevé, Analyse des travaux scientifiques, 1900).

6Si bien podemos ordenar a C de varias maneras diferentes (lexicografica, geométrica, etc.), ninguna relacién daré a
C la estructura de cuerpo ordenado, pues 1> = —1y los cuadrados en un cuerpo ordenado son necesariamente positivos.

"Nétese que este mismo argumento valdria cambiando R por Q. Nuestra eleccién obedece simplemente a que R
es un marco de trabajo mas apto para el anélisis que Q (del mismo modo que R (1) es mas apto que Q (1) para tales
propdsitos).

8 Aunque obvidramos el hecho de que C no es ordenado amparéndonos en que las nociones de ilimitado e infinitesi-
mal tienen sentido para cualquier espacio normado, recordamos que C es arquimediano pensado como tal.

9 Aunque no vamos a entrar en ello, esta no es una via completamente muerta. De hecho, el cuerpo de Levi-Civita
(con el cual se puede hacer algo de andlisis con infinitesimales) se mueve (en cierto modo) en esta direccién. Para mas
informacion sobre éste, cuyos origenes se remontan a finales del siglo XIX y para el cual se han encontrado recientemente
aplicaciones en computacién, véase [ShBel0].

10n otras palabras, vimos que Q es el cuerpo de fracciones de Z o, en el lenguaje de la asignatura Introduccié a I’Algebra
Commutativa, que Q es el simetrizado del anillo Z respecto del sistema multiplicativamente cerrado S = Z \ Z(Z), con
Z(Z) = {0} el conjunto de los divisores de cero de Z.



Hecho 1.7. (véase [Or02, Apendix. Construccié i unicitat del cos dels nombres reals]) Recordemos, pues,
que si A es el anillo conmutativo con unidad de las sucesiones de Cauchyen Q y N := {r € A:r — 0}
(cuyos elementos Cauchy denomina «cantidades infinitesimales»), entonces N es un ideal maximal de A
y A/ N es isomorfo a R.

Mis aiin (desafortunadamente para nosotros), si A es el anillo conmutativo con unidad de las sucesio-

nes de Cauchy en Ry N = {re A:r— 0}, entonces N es un ideal maximal de A y A/ Nes isomorfo
alR.

Observaciéon. De hecho, al identificar los elementos de N con 0 al cocientar A por N era obvio
que no conseguiriamos diferenciar éstos de R. Sin embargo, la clave podria consistir en cambiar
N por una relacién de equivalencia mas adecuada sobre A o, para evitar limitaciones demasia-
do restrictivas, sobre RN el conjunto (y de hecho anillo, véase 3.1) de las sucesiones de IR; una
relacién de equivalencia que sf hiciese distincién.

Nota. Cuatro espacios de Banach particularmente importantes estudiados en la asignatura Analisi
Real i Funcional que puede ser conveniente tener presentes son cogp C ¢y C ¢ C £* los subconjun-
tos de CN (0 RN en nuestro caso, si se me permite la licencia) tal que sus elementos: tienen tnica-
mente un nimero finito de términos diferentes de 0, convergen a 0, convergen, y estan acotados,
respectivamente. Asi, ¢ = A (por la completitud por sucesiones de R) y ¢y = N. Y dado que
queremos una relacién de equivalencia mas fina que la inducida por ¢, parece natural pensar en
conjuntos (ideales del anillo RN, preferentemente) mas pequefios que cg, como lo es cgg, que nos
induciria la siguiente relacién de equivalencia: r = s < r—seccyp < #{ne€N:r, —s, #0} <
o #{ne€N:r, =s,} <oco. Enparticular,r =s=#{n € N:r, =s,} = 0.!!

En otras palabras, RN /= identifica dos sucesiones si la cantidad de términos no coinciden-
tes es «pequefia» o, lo que vendria a ser lo mismo, si la cantidad de términos coincidentes es
«grande». No obstante, y como acabamos de ver, con la medida del cardinal dichas nociones no
son equivalentes (entendiendo «pequefio» como finito y, por ende, «grande» como infinito). Atn
peor, y como se pone de manifiesto en la paradoja de Galileo (hay tantos cuadrados como natu-
rales), el cardinal es una medida harto imprecisa, lo que nos lleva a mantener de momento los
términos informales «grande» y «pequefio» para evitar limitaciones demasiado restrictivas.'?

1.3. Propuesta

Definicién 1.8. Sean, pues, r,s € RN, y definamos r = s :& [r =s] € G, donde [r =s] =
{n € N:r, =s,}yG (de grande) es algtn subconjunto de P (IN) que hace de = una relacién de
equivalencia y que contiene tinicamente a los subconjuntos de IN que, en algin sentido atin por
determinar, son «grandes».

Observacion. Asi, RN /= (que serfa nuestro candidato a *R) es el conjunto de las sucesiones de R
moédulo aquellas que son iguales entre si para «muchos» términos.

Nota 1.9. La idea detrds de nuestra definicién coincide con la de que una propiedad (en nuestro
caso, la igualdad entre sucesiones) se cumpla «casi en todas partes» (usualmente abreviado a.e.,
por almost everywhere) en teoria de la medida, que concuerda a su vez con el «casi seguramente»
de teoria de la probabilidad. Por ejemplo, fijado (X, X, t) un espacio de medida completo (que
seré de probabilidad ssi y(X) = 1), decimos que una sucesion de funciones medibles (o variables
aleatorias) (f,), converge a.e. a f ssi pu({x € X : fu(x) # f(x)}) = 0,y que f = g ae. ssi
u({x € X: f(x) # g(x)}) = 0 (o simplemente u({f = g}) = 1, si y es una probabilidad),"’
siendo la igualdad a.e. una relacién de equivalencia (como nos gustaria que lo fuera =). De hecho,
si p es una probabilidad, nos basta particularizar X = N, f(n) = r,, g(n) = s, y cambiar

La prueba se sigue de que N = AW A%, #IN = co y # (AW A°) = #A + #A°, con A C N cualquiera. El reciproco es
claramente falso, pues el conjunto de los pares es el complementario del de los impares y ambos son conjuntos infinitos.

12Ello no significa, por supuesto, que los conjuntos «grandes» no vayan a ser en particular infinitos, como ocurre en
el ejemplo anterior, sino que pedir tinicamente que sean infinitos no nos basta.

13Si 4(X) = oo, entonces no podemos garantizar en general que u(X \ A) = u(X) — u(A) y, por ende, que p(A°) =0
ssi pu(A) = u(X). Y siu(X) < oo, entonces podemos suponer sin restriccion p(X) = 1.



{A€X:u(A)=1} por G (ambos sinénimos de «grande», aunque a priori no tengan nada que
ver) para recuperar nuestra definicién.

Ello nos invita, por una parte, a preguntarnos si y: P(IN) — {0,1} definido como u(A) =
1:< A € G es una probabilidad y, por ende, ambos conceptos coinciden (en el sentido de que u
define G y viceversa) y, por otra, a generalizar nuestra definicién a cualquier propiedad, y no sélo
a la igualdad de dos elementos (después de todo, recordamos, queremos que *IR sea ordenado,
luego necesitamos al menos definir un orden).

Definicién 1.10. Si R es una relacién k-aria en Ry (r))f | ¢ RN, entonces [R(r')5_,] = {n €
N : R(r)E_ Vy *R()E e [R(F)5] €G.
Notaciéon. Como es usual, utilizaremos la notacién de infijo para las relaciones binarias (i.e., es-

cribiremos aRb en lugar de R(a, b) siempre que nos convenga). Ademds, escribiremos < en vez
de *<.

Antes de continuar por este camino, veamos primero qué condiciones ha de satisfacer G para
que = sea una relacién de equivalencia no trivial.

Observacion 1.11. Se tiene:

1. Como [r =s] = [s = r] por la simetria de la igualdad, tenemos que = es simétrica para
cualquier G.

2. Y puesto que [r = r] = IN por la reflexividad de la igualdad, obtenemos que = es reflexiva
ssilN € G.

3. Por dltimo, [r =s] N [s =¢t] C [r = t] por la transitividad de la igualdad, luego nos basta
exigir que
A BeG, ANBCcC=Ceg

para garantizar la transitividad de =. En particular (tomando C = AN By B = A respecti-
vamente):

a) AL BEG=ANBeG.

by AcG,ACC=Ceqg.

4. De hecho, a partir de 3a y 3b (que son propiedades ciertamente propias del G buscado)
podemos recuperar la propiedad original, luego las caracterizaciones son equivalentes.

5. Mas atin, podemos obtener 2 de 30 si G # @.

6. Finalmente, @ ¢ G, pues en caso contrario G = P(IN) por 3b (pues el vacio es subcon-
junto de todo conjunto), de modo que la relacién de equivalencia = identificaria todas las
sucesiones con todas, i.e., serfa la trivial. De hecho, @ € G ssi G = P(IN).

Ejemplo 1.12. (Inspirado en cpp) G := {A C N : #A° < oo}. Es decir, A € G ssi A contiene «ca-
si todo» N (i.e., todo salvo a lo sumo un ntimero finito), lo que ciertamente nos da conjuntos
«grandes».

Demostracion. Las condiciones mds asequibles 2 y 6 son obvias (pues #IN® = #0 < oo y #Q0° =
#IN = o0). Las condiciones més restrictivas de 3 se siguen de:

De M
1 #(ANB)F =57

#(ACUBC) < #A® +#B°.
2. ACC= CtC A" = #C° < #AC
0

Observacion. Por construccion, RN /= es exactamente RN/ coo- En particular, RN /= es un ani-
llo.1#

14 Aunque ahora mismo no nos preocupa, podriamos ver ficilmente que esta es, de hecho, una propiedad general de
los subconjuntos no vacios de P(IN) cumpliendo 1.11.3 (véase 3.4).




Problema 1.13. Supongamos por un momento que RN /= es, ademads, un cuerpo. Nosotros que-
remos también que RN /= sea ordenado. Ahora bien (y siguiendo el contraejemplo de la nota al
pie 11), si

0, ne2N 0, n¢?2N
'n = /Sn =
1, n¢?2N 1, ne2N

con 2N := {2n:n € N}, entonces [r =s] =@ ¢ G, i.e, r # s. Sin embargo, no parece que nin-
guna de las dos sucesiones sea mayor que la otra en ningtin sentido, ni siquiera en el introducido
en1.10,pues [r <s| =2N ¢ Gy [r <s] ¢ G.°
La reaccién mas inmediata a este problema seria olvidarnos de 1.12 y afiadir una nueva exi-
gencia a G, a saber:
VACN,(AeG)V (A €Q)

pues en tal caso siempre tendremos que [r < s] 6 [r <s]“ esde G,ie,r < s6r > s, donde, de
hecho, la disyuncién es excluyente (por 1.11.32 y 1.11.6).1° Sin embargo, no es para nada evidente
que existan tales G, especialmente teniendo en cuenta el significado informal que le hemos atri-
buido, y que vendria a decir en el caso anterior que el conjunto de los pares o el de los impares
es «pequefio». Ahora bien, y como ya dijimos en su momento, la infinitud no es una condicién
suficiente para nuestra nocién de «grande», luego no demos atin todo por perdido.

Observacion 1.14. Sea nuevamente § como en 1.12. Que r, s no sean comparables no es en absoluto
el problema, pues simplemente podemos forzar r < s cambiando G por G U {2IN}.. El problema
es, primero, si G U {2IN} mantiene las propiedades que nos interesaban de G (o, en definitiva, si
podemos afiadir a G todos los conjuntos que sean necesarios para que esto sea asi) y, segundo, si
podemos repetir dicho proceso hasta conseguir un G’ que haga < total (e.g., un G’ cumpliendo
la propiedad introducida en 1.13). Y aunque este procedimiento es sin duda impreciso, nos lleva
de manera natural a la idea de maximal y, por ende, al Lema de Zorn.

Es mdés, como la disyuncién de 1.13 es excluyente y G C G’, tenemos que G’ no contiene
conjuntos finitos, luego podriamos decir que G’ esta formada por conjuntos relativamente «gran-
des».!” Asi, si propusiéramos como definicién precisa de «grande» el no contener conjuntos fini-
tos, nuestro problema se reduciria a hallar G’ conteniendo G y satisfaciendo 1.11.2,1.11.3,1.11.6 y
1.13. Y para averiguar cémo podemos llevar a cabo dicha extensién de G, estudiaremos primero
de manera general a los subconjuntos de P(IN) cumpliendo dichas propiedades.

15Por supuesto, tendriamos que probar ademas que < no depende del representante y que es una relacién de orden,
aunque ello no nos supondria ninguna dificultad (véase 3.9 y 3.10).

16Es mas, bajo dicha condicién es facil probar la existencia de inversos (véase 3.13), luego también tendriamos que
RN /= es cuerpo (el que sea ordenado es trivial).

17En efecto, no nos costaria demasiado ver que la condicion G C G’ es suficiente para demostrar que RN /= contiene
ilimitados en el sentido introducido en 1.1 (véase 3.18).



Capitulo 2

Filtros

Resumen. En la seccién 2.1 reintroduciremos de manera formal y ordenada las ideas de la secciéon
anterior, mientras que en las secciones 2.2 y 2.3 investigaremos més en profundidad nuestros
objetos de estudio, lo que nos permitira en dltima instancia hallar la extensién buscada. De hecho,
la secciéon 2.3 no es estrictamente necesaria para completar nuestro objetivo, y aunque haremos
referencia a sus resultados de manera tangencial en alguna ocasién, su lectura puede postergarse
sin reparos hasta llegar a la seccién 3.2.

2.1. Rudimentos

Definicién 2.1. Un filtro F sobre un conjunto I es un subconjunto no vacio de P(I) tal que
1. (Axioma de intersecciéon) A,B € F = ANB € F.
2. (Axioma de superconjunto) A € F,ACBCI= B¢ F.
y diremos que es propio ssi
3. F & P().
Si ademas
4 VACIL (A€ F)V(A® e F).
decimos que F es ultrafiltro sobre I.
Ejemplo. Claramente P(I) es el mayor filtro sobre I.

Observacién. (véase 1.11.5) Como F # @, existe A € F C P(I), luego I € F por el axioma
de superconjunto. Por tanto, todo filtro sobre I contiene a I. Y como obviamente {I} es un filtro
sobre I, podemos resumir:

Proposicién 2.2. {I} es el menor filtro sobre I.
Corolario. {@} es el iinico filtro sobre @. En otras palabras, no perdemos nada en suponer I # Q.

Demostracion. {@} es filtro sobre @ por la proposicion anterior, y es el tnico filtro sobre @ pues

=0 & P(I) = {2}. -

Observacion. (véase 1.11.6) Como el vacio es subconjunto de todo conjunto, si éste pertenece a F
se sigue del axioma de superconjunto que P(I) C F,ergo @ € F < F = P(I). Asi,

Proposicién 2.3. Un filtro F es propio ssi @ & F.

Nota. La definicién de filtro se basa en 1.8 o, lo que es lo mismo (por 1.11.4 y 1.11.5), en 1.11.3
(abstrayendo IN), mientras que la de ultrafiltro se inspira en 1.13 al tiempo que hace hincapié
en 1.11.6. En otras palabras, nuestro interés tltimo recae sobre los ultrafiltros cuyos elementos
sean «grandes» en algtn sentido atin por determinar (o bien en el sentido ya introducido de no
contener conjuntos finitos) y en su posible obtencién como extensiones de:



Ejemplo 2.4. El filtro cofinito,' o de Fréchet, sobre I: F<° := {A C I : #A° < o}, véase 1.12.
Corolario 2.5. El filtro F° es propio ssi #] = oo.

Demostracion. Inmediata de 2.3, usando que #2° = #]. O

Observacion. Si I = N ya vimos en 1.13 que F° no es ultrafiltro (pues no contiene ni a pares ni a
impares), luego no todo filtro es ultrafiltro. De hecho, F° no es ultrafiltro sobre ningtin I en ZFC
(pues bajo el axioma de eleccién podemos asegurar que todo conjunto infinito puede expresarse
como unién disjunta de conjuntos infinitos).

Proposicién 2.6. (véase 1.13) Sea F un filtro sobre 1. Se tiene: F es un ultrafiltro sobre I ssi VA C
LAe F& A°¢ F.

Demostracion. [=] Sino, entonces 3A C IN, AN A° € F por el axioma de interseccién, en contra
de F propio.

[<] Como I € F por 2.2, tenemos por hipétesis que F es propio. Y como A € F 6 A ¢ F
para todo A C I, tenemos por hipétesis que F es ultrafiltro. O

Corolario 2.7. (véase 1.14) Sea F ultrafiltro. Se tiene: F° C F ssi JF no contiene conjuntos finitos.

Demostracién. [=] Si A es finito, entonces A° € F© C F,luego A = (A°)" ¢ F.
[«<]Si A € F©, entonces A° ¢ F por hipotesis, luego A = (A9)° € F. O

2.2. Filtro generado

Lema. Sea { ¥y}, x una familia no vacia de filtros sobre I. Entonces
NyexFri={A:Vx e X, A€ Fy}

es un filtro sobre 1.

Demostracion. 0) Como Vx € X, Fr C P(I), Fx # @, 1o mismo vale para NyexFx.

1)SiA C B C Iy A € NyexFx entonces Vx € X, A € Fy, luego, por el axioma de supercon-
junto, lo mismo vale para B.

2)Si A,B € NyexFx, entonces Vx € X, A, B € Fy, luego, por el axioma de interseccién, lo
mismo vale para A N B. O

Definicién. Dado G C P(I), sea F la coleccion de todos los filtros sobre I que contienen a G.
Entonces F9 := NF es el filtro generado por G (sobre I).

Observacion. Como F # @ al ser P(I) € F, tenemos en efecto que F¥ existe y es filtro por el lema.
Mads adn, es el menor filtro sobre I conteniendo G por construccion.

Pregunta. Por 2.2, sabemos que F9 = {I} si G = @, pero ;qué forma tiene F9 en general?

Observacion. Aplicando repetidamente el axioma de interseccién (o por induccién) obtenemos
que:
{AYL . Cc F=>nL A eF

Asi, y por el axioma de superconjunto, para demostrar que B € F es suficiente hallar {A;}}! | C
F tal que N!'_; A; C B (el reciproco es trivial, pues B C B), lo que nos sugiere:

Lema 2.8. Sea G (de generador) un subconjunto no vacio de P(I). Entonces

FO={ACI:3{A}, CG N A C A}

!Contraccién de «complementario finito».
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Demostracion. 1) Por construccién, G ¢ FY (pues VA € G, A C A). En particular, 7 ) (pues
G # ).

2) Sean A, B € FY, de modo que 3 {AY,, {B]-};":1 CGNL A CA, ﬂ;.”:lBj C B. Entonces
(N4 A) N (ﬂ}":lB]-) C AN B, ergo FY es cerrado por intersecciones. Y como claramente F9 C
P(I) y es cerrado por superconjuntos, tenemos que FY es un filtro sobre I.

3) Sea F un filtro sobre I conteniendo G y sea A € FY,de modo que 3 {A;}I, C G, Nt A; C

A. Entonces, como G C F, tenemos que A € F por las propiedades de filtro. O

Definicién. Si G C P(I) estd compuesto por un sélo conjunto, digamos G C I, entonces FY =
FIG = {ACI:G C A} es el filtro principal generado por G, que denotaremos simplemen-
te por FC si no hay peligro de confusién. Y si dicho G estd compuesto por un sélo elemento,
digamos g € I, entonces F9 = Fi6} = FHs}} = {A C 1:g¢€ A} es el ultrafiltro principal
generado por g, que denotaremos simplemente por F3.

En efecto:
Lema 2.9. Si g € I, entonces F& es un ultrafiltro sobre I.

Demostracion. 1) Si A C I, entonces A 6 A°esde F&,puesge I =AU A"
2) Como @ no contiene ningtn elemento (mucho menos g), tenemos que @ ¢ F¢, luego F8
es propio. O

Nota 2.10. El ultrafiltro ¢ contiene conjuntos de cualquier cardinal no nulo menor que #I (viz.:
{8} {8 i1}, {8 11,12}, etc, coni; € I), luego no estd formado Gnicamente por lo que uno llamaria

conjuntos «grandes» (que es, recordamos, el tipo de ultrafiltros que buscamos).? De hecho, si I
es finito, pongamos n = #I, tenemos que Vk € N, #{A € F8 : #A =k} = (kfl), y si I es infinito,
entonces Vk € N>, #{A € F8 : #A =k} = oco.

Observacién. Andlogamente a2.9,@ € F¢ & G C @ & G = @, luego FC es propio ssi G # @.
No obstante, FC no es ultrafiltro para ningtin G formado por més de un elemento, pues entonces
existen ¢1,¢> € G diferentes y por ende {g1} ¢ F©, {g1}° ¢ FC. Asi, hemos generalizado 2.9 a:

Proposicién 2.11. Si G C I, entonces FC es ultrafiltro ssi #G = 1,y es propio ssi G # .
Corolario. En particular, F{% = P(I).

Observacion. Més en general, @ € F9 < I{A;}], C G,N A, C O F{A}, CG N A=
@. Por tanto, @ ¢ FY ssi cualquier interseccién finita de conjuntos de G es no vacia.

Definicién. Diremos que G C P(I) tiene la Propiedad de Interseccion Finita (PIF en adelante)
ssi cualquier interseccién finita de conjuntos de G es no vacia.

Corolario 2.12. Asi, G C P(I) tiene la PIF ssi @ ¢ FY ssi FY es propio.

Nota. En particular, si G C P(I) satisface la PIF, entonces @ ¢ G (por absurdo, pues G C F 9). El
reciproco, sin embargo, es falso en general (e.g., tomando G = {2, (2N)“} C P(IN) tenemos
que @ € FY pero @ ¢ G).

2.3. Interseccion y union

Pregunta. Si bien el reciproco del axioma de superconjunto es trivialmente cierto si lo pensamos como
«existe un A C I tal que...» pero trivialmente falso pensado como «para todo A C B, se cumple...», ;qué
hay del reciproco del axioma de interseccion?

Proposicién 2.13. Dado C C P(I) no vacio, se tiene: C es un filtro sobre I ssiVA,B C ,ANB € C <
A,BeC.

ZPeor atin, no nos costaria demasiado probar que el conjunto RN /= obtenido con F? es isomorfo a R, véase 3.21.
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Demostracién. [=] Por el axioma de interseccion, nos basta ver ANB € C = A,B € C. Ahora
bien, como AN B C A, B C I, el axioma de superconjunto concluye la prueba.

[«<] Es suficiente establecer el axioma de superconjunto, pues el otro es un caso particular de
nuestra hipotesis. Sean, pues, A C B C I con A € C. Entonces ANB = A € C, luego B € C por
hipétesis. O

Corolario 2.14. (véase 2.6) Dado C C P(I) no vacio, se tiene: C es un ultrafiltro sobre I ssi para todo
A, B C I se cumplen:

1. ABeCs ANBeCl.

2. AeC& A°¢C.
Corolario 2.15. Si F es un ultrafiltro sobre [ y A,B C I, entonces AUB € F < (A€ F)V (B € F).

Demostracién. (Por contrarreciproco) A,B ¢ F < A°,B° € F & A°NB° € F & (A°NBY) ¢ F,
luego De Morgan concluye. O

Nota. De hecho, [<] vale trivialmente para todo filtro por el axioma de superconjunto, pues
A,B C AU B. Por otra parte, un argumento similar nos permite intercambiar la condicién 1 de
2.14 por la condicién de 2.15.

Corolario 2.16. (Por induccién de 2.13 y 2.15) Dado F un ultrafiltro sobre I y { A;}  C I, se cumple:
LN AeFeVje{l,... n}, A eF
2. UL AieFediell,... n}, A eF.

Observacion 2.17. (Generalizacién parcial) Dado F un ultrafiltro sobre I 'y {A;};c; C I, como
Vj € ],NigjAi C Aj C UjejA;, se sigue del axioma de superconjunto que:

1. ﬂieinEf:>Vj€],Aj€f.
2. 3j€],Aj€f:>Ui€]Ai€f.
Pregunta. En 2.16.2, ;cudndo la existencia de j es tinica?

Observacion. Si A]-, Ay € F, con F ultrafiltro sobre I, entonces Aj N Agx € Fy, en particular,
A;jN Ag # @. Por tanto, obtenemos por contrarreciproco que:

Proposicién 2.18. Si {A;}_; C I son disjuntos 2a 2y U A; € F, entonces 3!j, A; € F.
Observacion. El reciproco es falso.

Demostracién. (Por contraejemplo) Si F = F11}, Ay = {1} A, = {2,3} y A3 = {3,4}, entonces
Aj esel tinico Aj de F pero Ay N Az = {3} # @. O

Observacién. Si un ultrafiltro F contiene a algin conjunto finito,> pongamos G = {g;}I_; =
U, {gi}, entonces 3!j € {1,...,n},{gj} € F (pues {{g;}}i-; son 2 a 2 disjuntos) y, por 2.8,

F8 C F,con g = g;. Es més, se tiene la igualdad: A € F 87 A {gt e F “%F An {g} #
O=gc A= Ac FS.

En resumen,

Lema 2.19. Todo ultrafiltro conteniendo a un conjunto finito es principal. Y por contrarreciproco, un
ultrafiltro no principal no contiene ningiin conjunto finito o, equivalentemente por 2.7, contiene F*°.

Observacion. El reciproco también es cierto, pues ya vimos en 2.10 que todo ultrafiltro principal
contiene conjuntos finitos, luego:

Proposicién 2.20. Sea F un ultrafiltro. Se tiene: F es no principal ssi F° C F.

Nota. Otra consecuencia interesante de 2.19 es que no perdemos nada en suponer I infinito, ya
que por 2.2:

Proposicién 2.21. Si [ es finito y F es un ultrafiltro sobre I, entonces F es principal.

3Recordamos que en 1.14 propusimos como definicién formal de F «grande» precisamente que F no contuviera
conjuntos finitos.
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2.4. Extensiones maximales

Nota. Llegados hasta aqui ya estamos en condiciones de retomar 1.14, donde discutimos la posi-
bilidad de extender el filtro propio F° (supuesto que #I = o) a un ultrafiltro (que proponiamos
como firme candidato para obtener *IR via 1.8) a base de afiadir todos los conjuntos que fueran
necesarios. Este proceso, aunque impreciso, nos lleva de manera natural a la nocién de filtro pro-
pio maximal, y es facil ver que todo ultrafiltro lo es, pero para probar el reciproco necesitaremos
de un lema previo.

Pensemos en ello: si F es un filtro propio maximal, entonces sera igual a cualquier filtro
propio que lo contenga. Y como F C F7YY, nos basta ver que F7Y es propio con G = {A°}
bajo la hipétesis A ¢ F.

Lema 2.22. Sea F un filtro propio sobre I y A C I arbitrario. Se tiene: F U { A°} tiene la PIF ssi A ¢ F.

Demostracion. [=] (Por contrarreciproco) Si A € F < F7YU1AY}, como A¢ € FFU{AY, tenemos
que @ = AN A € FFUIAY luego F U { A°} no tiene la PIF.

[«=] (Por contrarreciproco) Por hipétesis, 3 {F;}!_; C FU{A},N;F; = @.Y como {F}! | C
F = NiF; € Fy@ ¢ F, podemos suponer que N_; F; = (N F/) N A con F; € F. Ahora bien,
(ﬂ}”lej’) NA°=0 & ﬂ}“:le’ C A, luego A € F por las propiedades de filtro. O
Teorema 2.23. F es un ultrafiltro sobre I ssi F es un filtro propio maximal sobre I.

Demostracién. [<] Si A ¢ F, entonces F U {A°} satisface la PIF por el lema, ergo F/U{4} es
propio y, por hipétesis, F7 14} € F, luego A° € F.

[=] (Por absurdo) Sea F' un filtro propio tal que 7 & F’, de modo que existe A € F' \ F.
Entonces A° € F C F' por hipétesis, de manera que @ = AN A° € F’, en contra de F’
propio. O

Nota. A continuacién veremos via el Lema de Zorn que existe algtn filtro propio maximal sobre
I, que serd ademads ultrafiltro por 2.24. Més atin, lo construiremos de tal manera que contenga a F
un filtro propio sobre I dado, obteniendo asi el ultrafiltro buscado cuando F = F° con #I = co
(véase2.5).

Lema. Sea {Fy},.x una coleccion no vacia de filtros sobre I totalmente ordenada respecto de C. Entonces
UpexFr={A:Ix € X, A € Fy}
es un filtro sobre 1. Ademds, Uyecx Fy es propio ssi todos los Fy lo son.

Demostracion. 0) Como Vx € X, Fr C P(I), Fx # @, 1o mismo vale para U,ex Fr.

1)SiA C B ClyA € UyexFy, entonces dx; € X, A € Fy, y, como Fy, es filtro, B € Fy, C
UxeX.Fx.

2) Sean A, B € UycxFy, de manera que dxq,x; € X, A € Fy,,B € Fy,. Entonces podemos
suponer por hipétesis que Fy, C Fy,, luego A,B € Fy, y, como Fy, es filtro, ANB € Fy, C
UxeXFJp

3) (Por contrarreciproco) @ € UyexFy & Ix € X, 0 € Fy. O

Observacion. Que {Fy},.x sea totalmente ordenada tinicamente se utiliza en (2), pero es claro
que en dicho punto nos basta con que 3x3 € X, Fy,, Fx, C Fx,. Es decir, el resultado es cierto
mads en general para cualquier coleccién (de filtros sobre I) dirigida superiormente respecto C.

Teorema 2.24. Existe M filtro propio maximal sobre I conteniendo a F un filtro propio sobre I dado.

Demostracion. Sea P la coleccién de todos los filtros propios sobre I que contienen a F, que esta
parcialmente ordenada por C. Sea también P’ C P tal que (P’, C) es total. Entonces U,cpr A es
un filtro propio por el lema, que claramente contiene F y es cota superior de P’, luego es una
cota superior de P’ en P. Por tanto, P tiene un elemento maximal M por el Lema de Zorn, que
en particular contiene F.

Veamos finalmente que M es un filtro propio maximal sobre I. Si F’ es un filtro propio sobre
I tal que M C F', entonces F C F',luego F' € P.Y por la maximalidad de M en P, concluimos
que M = F'. O
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Teorema 2.25. Si#I = oo, entonces existe F ultrafiltro sobre I conteniendo F*°.

Observaciéon. De hecho, la condiciéon #I = oo es también necesaria (véase 2.21).

Nota. Recordamos que, por 2.20 y 2.7, un ultrafiltro F contiene F° ssi es no principal ssi no
contiene conjuntos finitos, luego, por brevedad, nos referiremos a ellos simplemente como a los
ultrafiltros no principales.

Veamos para terminar algunas consecuencias o refinamientos interesantes de estos hechos:
Proposicién. Si C C P(I) tiene la PIF, entonces existe F ultrafiltro sobre I conteniendo C.
Demostracién. Obvio de 2.24y 2.23, pues C C FC y F€ es un filtro propio si C tiene la PIF. O

Nota. Todo filtro propio F sobre I es un subconjunto de P (I) con la PIF por 2.12 (pues F = F7),
pero no viceversa (e.g., {A} con @ # A ¢ I tiene la PIF pero no es filtro sobre I). Por tanto, la
proposicién anterior es una generalizacién de los resultados anteriores.

Corolario. Dado C C P(I) con la PIFy A C I cualquiera, se tiene: C U {A} 6 C U { A} tiene la PIF.

Demostracion. Sea F un ultrafiltro conteniendo a C, de modo que A 6 A es de F vy, por ende,
FCUIAY ¢ F sin restriccion. Entonces: @ ¢ F = @ ¢ FCU{AL = C U { A} tiene la PIF. O

Corolario. Dado A C I, existe F ultrafiltro no principal sobre I conteniendo A 6 A°.
Demostracion. Tomando C = F° en el corolario anterior. O

Lema. Sea f: I — I una aplicacién biyectiva y F un ultrafiltro no principal sobre 1. Entonces f(F) =
{f(C) : C € F} es un ultrafiltro no principal sobre I.

Demostracién. Pongamos F' = f(F) y verifiquemos las condiciones de 2.14.

1) Claramente 7' C P(I) y es no vacio.

2) Sean A,B C I. Como f es biyectiva, f(A),f(B) € F/ & A Be€ F & ANBe F &
f(ANB) e F' < f(A)Nf(B) € F'.

3) Analogamente, f(A) € F' < f(A)" ¢ F'.

4) Por tultimo, como los elementos de F’ tienen el mismo cardinal que los de F por ser f
biyectiva, tenemos que F’ es no principal usando la caracterizacién de no contener conjuntos
finitos. O

Corolario. Existe F ultrafiltro no principal sobre IN conteniendo a los impares, e idem para los pares.
Observacion 2.26. Los reciprocos de 2.17 son falibles.
Demostracion. (Por contraejemplo) Sea F un ultrafiltro no principal sobre I. Entonces:
w Vie [L{i}‘ € F© C F,peroNic;{i}* = (Uier {i}) = IF =D ¢ F.
» Uer{i} =1€ F,peroVie I,{i} ¢ F.
O

Nota. En 1.9 nos preguntdbamos si y: P(I) — {0,1} tal que u(A) =1 = A € F es una
probabilidad, con F ultrafiltro sobre I. Ahora bien, aunque 2.18 prueba que y es aditiva, 2.2 que
u(l) =1y2.3 que u(®) = 0,2.26 nos da un contraejemplo para la o-aditividad de y (y, de hecho,
para la o-subaditividad). Més explicitamente, 1 = p(IN) = u(Uyen{n}) > Ljenpu({n}) =
Ynen0=0.
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Capitulo 3

El cuerpo de los hiperreales

3.1. Construccion

Tras haber solventado en el capitulo anterior los problemas técnicos surgidos en el primero,
ha llegado la hora de revisarlo y culminar al fin nuestro primer objetivo: la construccién de una
extension ordenada de IR conteniendo ilimitados.

Nota. Fijamos para el resto del capitulo F un ultrafiltro no principal sobre IN (que existe por
2.25).

Observacion 3.1. Claramente (]RN, D, @) es un anillo conmutativo con neutro 0 = (0),eN Y
unidad 1 := (1),eN tomando

(r”)nGIN ® (sn)neN = (rn + S")nG]N

(r”)neIN © (S”)neIN = (rn- S”)neN

—(rn)neN = (—Tn)pen

pues hereda las propiedades correspondientes de IR. Sin embargo, no es un dominio de integri-
dad (mucho menos un cuerpo), pues tomando 7,5 como en 1.13 (que son no nulos) nos queda
r ® s = 0. De hecho, ninguna sucesién con algtin término nulo es invertible.

Definicién 3.2. (véase 1.8)Vr,s c RN,r=s:< [r=s] € F,con[r=s]={n € N:r, =s,},y
en tal caso se dice que 7, s coinciden sobre un conjunto grande, o casi en todas partes modulo F,
o en casi todo IN.

Observacién. La relacién = es de equivalencia en RN por construccién (véase 1.11), luego pode-
mos considerar el conjunto de sus clases de equivalencia.

Definicién 3.3. El conjunto de los hiperreales: *R := RN /=.

Notacién. Denotaremos por [r] la clase de equivalencia de = asociada a r € RN, Eventualmente,
y abusando de la notacién, si ¥ = (7,,),,cp escribiremos [r,,] en lugar de [r]. Por tanto, [r] = [s] ssi
r=s.

Teorema 3.4. La relacion = es una congruencia sobre (]RN, D, @).

Demostracién. En efecto,
r:r’} ros=r os

s=sg roOs=r o©s
pues
[ros=r 5] o _ g P
[ros=r o] Sr=r]nls=s] € F
ya que
tn =1, N Tn+Sn =1, +5),
Sy =S, Tn Sy =T S)
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Nota. 3.4 vale en general para cualquier filtro.

Corolario 3.5. La terna (*R, +, -) es un anillo conmutativo con neutro [0] y unidad [1] tomando

[r] + [s] = [r®s] = [(rn + 5n),] = [rn + 5]
= [ros] = [(rn-sn),] = [rnsn)
— [ =[] = [(=ru),] = [=7a]

Demostracion. 3.4 garantiza que nuestras operaciones estdn bien definidas (i.e., que no dependen
del representante: [r] = [r],[s] = [s'] = [r] * [s] = [F'] x[§']), y es rutinario comprobar que *R
hereda la estructura de anillo de RN, del mismo modo que ésta heredaba la de R. O

Maés en general,

Definicién 3.6. Sea f: RF — RR una aplicacién k-aria en R y (r')¥_; ¢ RN. Definimos entonces
f: (*]R) — *R como *f([r ])l 1= [fo (7’1);{:1]: [(f(’”%)f:l)n] = [f(”ln)i(:J
Lema 3.7. Si f es una aplicacién k-aria en R, entonces * f estd bien definida en *IR.

Demostracion. Siguiendo a 3.4,

Vi,r, = s, = fr)ig = f(sh)i
luego ‘
Nl =5 < [f0Mi = £(s)i]
y por ende o ‘
Vir =5t = fo(r)k,

Il
~

o
—

mN
\-/v
=
MR

O

Definicién 3.8. (véase 1.10) Dado R C RF una relacién k- aria enRy (r ')k 1 C ]RIN definimos
*R C (*R)* como *R([r'])¥_, 1< [R(+))E,] € F,con [R(r)E_,] = {n € N: R(ri)k,}.

Lema 3.9. Si R es una relacion k-aria en R, entonces * R estd bien definida en *IR.
Demostracion. Siguiendo a 3.7,
Vi, vl = sl Pk
Lon = R(st )
R(,,;)i;:l ( n)zfl

luego ' ‘ ‘ ‘
(NI =) N [R(A)] © [R(s)]

y por ende

Vi =t "
*R([ ])1 . } R([ ])z 1

Pregunta. ;Qué propiedades hereda *R de R?

Observacion 3.10. Se tiene:
1. Si R es reflexiva, entonces Vr € Dom R, [rRr] = IN € F y por ende *R es reflexiva.
2. Si R es irreflexiva, entonces Vr € Dom R, [rRr] = @ ¢ F y por ende *R es irreflexiva.
3. Si R es simétrica, entonces [rRs] = [sRr] y por ende *R es simétrica.
4. Si R es antisimétrica, entonces [rRs] N [sRr] C [r = s] y por ende *R es antisimétrica.
5

. SiR es transitiva, entonces [rRs] N [sRt] C [rRt] y por ende *R es transitiva.
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6. Si R es total, entonces [rRs] C [sRr]. Y como [rRs] = [rRs]° (pues n € [rRs]" < r,Rsy)y
[rRs] € F < [rRs] & F < (r,s) ¢ *R (por ser ultrafiltro), tenemos que *R es total.

Nota. 1, 3,4, 5 valen en general para cualquier filtro, y 2 tinicamente utiliza que F es propio.
Corolario 3.11. La relacién *< es de orden total en *IR.

Notacién 3.12. Dado quer = s < [r] = [s], de modo que *= coincide con = en *R, resulta natural
denotar * < simplemente por < siempre que no haya peligro de confusion.

Teorema 3.13. EI conjunto de los hiperreales con la estructura (*R,+,-,[0], [1], <) es un cuerpo orde-
nado.

Demostracion. Por 3.5y 3.11, s6lo nos falta demostrar que todo elemento no nulo [r] tiene inverso
y que (*R, <) es ordenado:
-1
= Como [r] # [0] & [r=0] ¢ F il [r #0] € F, tomando s, = rw, nelr#0
0, n e r=0]
obtenemos que [s] # [0] y [r] - [s] = [1] (pues [s # 0] = [r©s =1] = [r # 0] € F), luego
[s] =[]

= Como (R, <) es ordenado, se tiene: [0 < 1[N0 <s] C[0<rs]y[r<s] Cr+t <s+t],
luego [0] < [r], [s] = [0] < [r] - [s] y [r] < [s] = [r] + [t] < [s] + [¢].

O

Nota 3.14. Recordamos que en todo cuerpo ordenado (KK, <) podemos definir un valor absoluto.

X, x>0

Mas concretamente, podemos definir la aplicacién || : K — K como |x|g = ; 0
—-X, X

Ademads, puede probarse que todo valor absoluto satisface la desigualdad triangular y la de-
sigualdad triangular inversa, i.e., que Vx,y € K, ||x| — |y|| < [x +y| < |x| + |y|.

Observacién 3.15. Si |-| denota |-|g, entonces *|-| = |-|.z-
Demostracién. Como [|r| = r] = [r > 0], tenemos que [|r|] = [r] < [r] > [0], luego
=g =4 W2l
=, <ol

O

Nota. Recordamos que, como R y *IR son cuerpos y todo morfismo de cuerpos es inyectivo,
para probar que *IR es una extension de cuerpos de R nos basta hallar un morfismo de cuerpos
¢: R — *R. Ahora bien, en tal caso tendremos en particular que ¢(0) = [0], ¢(1) = [1] y
¢(r) = ¢(s) & r =s,lo que nos lleva a:

Teorema 3.16. La aplicacién ¢: R — *R,r — [r], con r = (1), €s una extension de cuerpos de R
que preserva el orden y, de hecho, cualquier relacién k-aria.

Demostracion. 1) Es claro de 3.5 que ¢ es morfismo y, por ende, una extensién de R.
2) Sea R C RK. Entonces *R((p(ri))i;l & [R(p)k,] e F 4 R(r;)k_, y, reciprocamente,
R(ri)i?zl = Rk, =NeF= *R((p(ri));‘:l. O

Notacién. Por tanto, identificaremos r € R con ¢(r) € *R (del mismo modo que R — C identifica
x € Rcon (x,0) € C).

Corolario 3.17. Si R C R, entonces *R es una extension de R.

1Como ya notamos en 1.9, la definicién de r = s es similar a la de f = g a.e., y de ahi que no sé6lo compartamos jerga,
sino también técnicas: a saber, el hecho de sélo tener que preocuparnos por lo que ocurre en casi todo punto.
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Demostracién. Como *R(r;)¥_, < R(r;)k_, si (rl-)i;l C R, tenemos que *RNRF = RNRF =
R. O

Notacién. Por tanto, podriamos identificar R C R¥ con *R C (*R)¥, y asflo haremos con cualquier
relacién concreta no unaria (como =, #, <, >, etc., de modo que el abuso de notacién de 3.12 es
completamente legitimo y no da nunca lugar a confusién). El motivo por el cual no identificamos
todas las relaciones unarias con su extension es para poder distinguir entre x € Ry x € *IR.

Antes de estudiar algunos ejemplos particularmente interesantes de extensiones de relacio-
nes, veamos que *IR cumple con todas nuestras expectativas:

Lema 3.18. Sea w € RN tal que w — +oo. Entonces [w] € *RE.

Demostracion. Por hipétesis, Vm € IN,dng € IN,Vn € N>, w, € Ry, ergo Vim € N, Ing €
N, [w >m] D {1,...,n9—1}° € Fy, por el axioma de superconjunto, Vm € N, [w > m] €
F© C F (pues F es no principal). Asi, Vm € N, [w] > m, i.e., [w] € *Rg. O

Nota. 3.18 vale en general para cualquier filtro conteniendo F° y, en particular, para el propio
F.Y como RN /= e es anillo por 3.4 (o por 1.12), obtenemos una construccién particularmente
simple de un anillo conteniendo ilimitados. Para mas informacién sobre éste, véase [La01].

Teorema 3.19. El cuerpo *RR de los hiperreales contiene ilimitados y, por 1.2.7, infinitesimales.
Demostracion. Tomando w = (n),1 enellema, puessim € Nyn > m+1, entonces w, >m. [O
Nota 3.20. Andlogamente, podriamos ver que:

1. w — —00 = [w] € "Ry, y tomar como ejemplo w = (—n),,.
2.€¢ > 0=[e] € *Rp, e € coo = [e] =0y #[e =0] < oo = [e] # 0 (pues F no contiene

conjuntos finitos), y tomar como ejemploe = (1) .
n
Corolario. R & *RR.
Demostraciéon. Como R C L = (*Re) por 1.4, ningtin elemento de *Re es de R O

Observacion. Salvo en el teorema anterior, hasta ahora no habfamos utilizado la no principalidad
de F, lo que nos lleva a sospechar:

Proposicién 3.21. Dadon € N, sea K = RN/~ conr ~y s 1< [r = s] € F". Entonces K = R.

Demostracion. Por la observacion anterior ya sabemos que R <, K es una extension de cuerpos,
luego nos basta ver que V[y] € K,3x € R, ¢(x) = [y]. En efecto, ¢(x) = [y] & [x=y] € F",
ergo tomando x = y, hemos terminado. O

3.2. Extension de relaciones

3.2.1. Subconjuntos

Observacion. Del mismo modo que hemos extendido R a *IR, resulta natural preguntarse si po-
demos extender A C Ra *A C *IR. Ahora bien, considerando el conjunto A como a una relacién
unaria sobre R, ya sabemos que ésta se extiende a * A de la manera siguiente: *A([r]) < [A(r)] €
F,ie,[rle*Aere A] € F.

Pregunta. Dado que R & *IR, cabe preguntarse si este es un hecho general. Es decir, ; A & * A siempre?

Ejemplo 3.22. Si w = (1), entonces [w € N] = N € F y, por ende, [w] € *IN. Y como ya
vimos que [w] € *Re \ R, tenemos en particular que [w] € *Ne ~ IN.

Mais en general, y siguiendo a 3.20.2:

Proposicién 3.23. Dado A C R, se tiene: #A = oo ssi * AN A # Q.
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Demostracién. [=>] Por hipétesis existe r € AN con todos sus términos distintos, luego

®f s € {r”}n
{no}, rmy=s

VSGA,[[V—S]]—{

yporendeVs € A,[r =s] ¢ F,ie., [r] ¢ A.Y como obviamente [r € A] = N € F, obtenemos
que [r] € *ANA.

[«<] (Por absurdo) Sea [r] € *A ~ A y supongamos que A es finito, digamos A = {a;}*_;.
Entonces Vi, [r € A],[r = a;]° € F, ergo (N [r=2a;]°) N[r € A] € F, donde claramente
(N, [r=a])N[re Al =@ 1 O

Definicién. Diremos que [x] es un
= elemento no estdndar de A ssi [x] € A\ A.
= hipernatural ssi [x] € *IN.
= hiperentero ssi [x] € *Z.
» hiperracional ssi [x] € *Q.
Corolario 3.24. A es infinito ssi * A es infinito.

Demostracion. <] (Por contrarreciproco) Si A es finito, entonces A = *A.
[=] Si A es infinito, como A C *A, también lo es *A. O

Pregunta. Acabamos de ver que nuestras extensiones de conjuntos se comportan bien respecto del cardi-
nal, pero ;qué hay del resto de operaciones conjuntistas?

Proposicién 3.25. Sean A, B C IR. Entonces:
1. ACB& *AC™B.
.A=B&*A="B
*(AUB) =*AU*B.

2

3

4. *(ANB)=*AN*B.
5. 7(A%) = ("A)".
6

7

(
(A
(
(

8. *(A%) = (*A)%.
9. *@ =Q@.
Demostracién. En efecto,

1. [<]Por3.17, A = *ANRy B = *BNR, luego la hipotesis es concluyente (intersecando
por RR).
[=]Sir € *A, entonces [r € A] € F.Y como [r € A] C [r € B] por hipoétesis, tenemos que
r € *B.

2. Obviode 1,pues A =B << (A CB)A(BC A).

3. Por 2.15,nos basta ver que [r € AUB] = [r € A]JU|[r € B]. Enefecto,n € [r € A]JU[r € B]
ssine€re Al6nereB]ssir, € A6r, € Bssiry, € AUBssin € [r e AUB].

2De hecho, esta tltima comprobacién nos sugiere que nuestras extensiones se comportan bien respecto de la inter-
seccién, como veremos en breve.
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4. Andlogamente, [r € AN B] = [[r € A] N [r € B], luego 2.13 concluye.

5. Como [r € A] = [r € A[,% tenemos que [r] € *(A°) & [r€e A€ Fo [re A ¢ F &
[re Al]g Fe[r]¢*Asr] € (FA)".

6. Obviode 4y 5, pues AN B = ANB.

7. Por4,nosbasta ver que [(r!,72) € A x B] = [r! € A] N [r? € B].Enefecto,n € [r! € A]N
[r? € B] ssir € Ayr? € Bssi (rl,r3) € Ax Bssin € [(r!,r?) € A x B].

8. Obvio de 7, tomando B = A.

9. Como[r] e "Q & [re @] € Fylre Q] =0 ¢ F,nos queda que *@ = @.

Notacién. Por tanto, podemos escribir homogéneamente 5 como *A° y 8 como * A2
Corolario 3.26. Si A ¢ A es finito, entonces *A = Ay *A® = A"

Nota 3.27. Por 2.16, es claro que 3 y 4 (y en particular 7) se extienden por induccién a coleccio-
nes finitas, y por 2.17, que una de las dos inclusiones es cierta para colecciones arbitrarias. Sin
embargo, y siguiendo a 2.26 y 3.23, es facil hallar contraejemplos para la otra inclusion:

= N =U, {n} =U,*{n}, pero *(U, {n}) = *IN (que son distintos por ser IN infinito).
= (2N)° = Npeon{n}® = Npean™{n}¢, pero *(Npean{n}¢) = *(2IN)¢ (por De Morgan).

- HnEZ]N *{n}c = HneZ]N{n}C 7£ *(HnEZJN{n}C)'
Observacion. Siguiendo con la filosoffa de 3.15,si4,b € Ry A C R, entonces:

1. *(xa) = x=a,pues *xa(lr]) =1 & [xal(r) =1 e F & [recAl e F & [r] € *A &
xea([r]) =1.

2. *(Rsq) = (*R).,, pues [x] € *(Rs;) & [a< x] € F & [x] € ("R)_,.

3. *(Asg) = *(Rsg NA) = (*R)_, N *A = (*A)

4. *[a,b] = *(R>, NR<p) = ("R)5, N (*R), = {[x] € "R:a < [x] < b}.

Notacion. Por tanto, podemos escribir homogéneamente 3 como *A-.,.

Nota 3.28. 3.25 nos sugiere que, en cierto modo, [-] preserva las conectivas légicas del calculo
proposicional (e.g., pensando [r] € *AN*B como a la conjuncién de las variables proposicionales
[r] € *A,[r] € *B). Y dado que [r] € *A < [r € A] € F, ello nos sugiere que podemos transferir
de manera automatica ciertas propiedades de R a *IR.

De hecho, este ha sido basicamente nuestro método de trabajo desde 3.4 o, inclusive, desde
el capitulo sobre filtros (pensando el axioma de superconjunto como a una suerte de modus po-
nens, el axioma de interseccién como a una caracterizacién de la conjuncién, y a la condicién de
ultrafiltro como a la ley del tercero excluido).

Antes de abordar esta cuestion en toda su generalidad y formalidad en la seccién siguiente,
estudiaremos primero otro ejemplo importante de extensién de relaciones.

3Esta igualdad es, de hecho, un caso particular de la vista en 3.10.6.
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3.2.2. Aplicaciones parciales

Observacion. Del mismo modo que *R preserva la estructura algebraica y de orden de (R, +, -, <),
cabe preguntarse si *A preserva también la estructura de (4, +, -, <) (en caso de tenerla). Ahora
bien, como A C Ry por ende *A C *R, nos basta ver:

» Si A es cerrado bajo x y [r],[s] € *A, entonces [sxr € A] D [r € A]N[s € A] € F, luego
*A es cerrado bajo %, donde * es una operacién de A.

» Si A es cerrado por opuestos y [r] € *A, entonces [—r € A] = [r € A] € F, luego *A es
cerrado por opuestos.

» Si A es cerrado por inversos y [r] € *A N {0} = *(A~ {0}), entonces [r~1 € A] >
[r € AN {0}] € F,luego *A es cerrado por inversos.

= Si A es un anillo (cuerpo) ordenado, entonces * A también (argumentando como en 3.13).

Corolario. El conjunto *Z es un subanillo ordenado de *IR. El conjunto *Q es un subcuerpo ordenado
de *RR.

Nota. La observacion anterior nos invita a volver a 3.6 en vistas a la subseccién anterior, esto es,
a estudiar como podemos extender aplicaciones parciales de R (i.e., aplicaciones que no estan
definidas en todo R) o, méds en general, aplicaciones entre subconjuntos de potencias de R. Para
ello, recordamos primero que:

= Una relacién (o correspondencia) R de A en B es un subconjunto de A x B, que podemos
pensar como una relacién (m + k)-aria en R si A C R™, B C Rk. Definimos el dominio e
imagen de R como:

e DomR:={x € A:3y € B,R(x,y)}.
e ImR:={yeB:3xec A R(xy)}

= Una relacién funcional (o funcién) R de A en B es una correspondencia de A en B tal que
R(x,y),R(x,z) = y = z, en cuyo caso es legitimo escribir R(x,y) como R(x) = y. Asi, y
para evitar confusiones, denotaremos el conjunto R por G(R), que denominaremos grafo
de R.

= Unaaplicacion f de A en B, notada f: A — B, esuna funcién de A en B tal que Dom f = A.

Notacién. Fijamos para el resto de la subseccién A C R™, B C R¥.

Observacion. Se tiene:

= 5i R es unarelacién de A en B, entonces *R es una relacién de *Aen *B, pues R C A X B =
*RC*(AxB)=*Ax"*B.

= Si R es funcional, entonces [rRs] N [rRt] C [s = t], luego *R es funcional.
= Si R es inyectiva, entonces [rRs] N [fRs] C [r = t] , luego *R es inyectiva.
Proposicién 3.29. Si R es una relacién de A en B, entonces:
1. *(DomR) = Dom *R.
2. *(ImR) =Im*R.
Demostracion. 1) Recordemos primero de todo que:
» [r] € *DomR < [r € DomR] € F.
= [r] € Dom*R < J[s|] € *B,*R(][r], [s]).
[C] Pongamos F = [r € Dom R], de modo Vn € F,r, € DomR, i.e.,, Vn € F,3s, € B,R(ry,sn).

Sea ahora s’ = (s, xr(1))s. Entonces, por construccion:
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» FC[s'€B],ergo[s'] € *BalserF € F.
» F C [R(r,d")], ergo *R([r],[s']) al ser F € F.

[D] Obvio, pues [R(r,s)] C [r € Dom R].
2) Andlogamente. O

Corolario. Si f es una aplicacién de A en B, entonces * f es una aplicacién de * A en *B. Si f es ademds
exhaustiva (i.e., Im f = B), entonces * f también.

Observacién. La construccion de s’ es paradigmatica: f: A — B se extiende a *f: *A — *B
haciendo *f([ru]) = [f(rn)X[rca](n)]. En particular, tomando A = R¥, recuperamos 3.6.

Demostracién. Si[ry] € *A = * Dom f, imitando la demostracién anterior (donde s, no es otra co-

sa que f(ry)) obtenemos que ([rul, [f(ra)xpeay(n)]) € *G(f), ie., *f([ral) = [f(rn)xpeay (n)]E-]

Observacion. (véase 3.17) Si f es una aplicaciéon de A en B, entonces *f es extension de f (i.e.,
fTA=S).

Notacién. Por tanto, podriamos identificar f: A — B con su extensién *f: *A — *B, y asi lo
haremos siempre que no haya ambigtiedad. En particular, *+, *- se escriben simplemente por +, -
respectivamente, y coinciden exactamente con las operaciones introducidas en 3.5. Similarmente,
*|-| se escribe |-|.

Nota. Un caso particularmente importante de aplicaciéon es aquel cuyo dominio es un subcon-
junto de IN, y en tal caso decimos que f es una sucesién de B. Y dado que podemos identificar

f con su grafo, G(f) = {(n,b) € AxB: f(n) =b} = {(n,f(n) :nc A} = {(n,f(n))},cn la
denotaremos por (f;),c 4, con fu = f (n), o simplemente (f;,), si A =IN6 (fy) siA = N>y,

n>ngp
con ng € IN dado.

Corolario. Siempre podemos considerar términos de indices ilimitados de una sucesion real dada (véase
3.22).4

Nota. Siguiendo la filosofia de 3.28, la demostracion de 3.29 nos sugiere que [-] también preserva
el cuantificador existencial y, por ende, cualquier férmula de primer orden sobre R. Formalizar
y verificar esta intuicion es el objetivo de la siguiente seccién.

3.3. Principio de Transferencia

Nota. Para esta seccién supondremos cierta familiaridad con la asignatura Logica Matematica (véa-
se anexo A).

Notacion. Fijamos para el resto de la seccién:
1. Unlenguaje £ = (R, F,C) tal que

» todo 7 € R tiene asociado un elemento de C, pongamos c;.

» toda aplicacién k-aria en R, f: R¥ — R, tiene asociado un elemento de F, pongamos
Fy.

» toda relacién k-aria en R, A C R, tiene asociado un elemento de R, pongamos R4

2. La L-estructura R de universo R tal que (cr)m =7, (Ff)m =f, (RA)ER = A.

3. La L-estructura *9 de universo *RR tal que (cr)*m =¢(r) =[r], (Ff)*m =*f, (RA)*ZR = *A.

Observacion. Aunque no lo utilizaremos, es interesante notar que R es una subestructura de *R
y que ¢ es un homomorfismo inyectivo de i en *{R.

4Este hecho serd fundamental para nuestro estudio no estandar de las sucesiones reales.
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Definicién. Dada s una interpretacion en R, definimos su extension a *®R como s’: V — *R tal

que v — @(s(v)).

Lema. Sean t € Term(L), (r')f, C RN, {vi}i;l C V, s una interpretacién en R, s’ la extension de s
a*R, on = s(v1]rh) ... (0x]rk), o = §' (v1|[r']) . .. (vk|[r]). Entonces 7(t) = [(T(t))n].

Demostracion. Por induccién completa sobre la complejidad del término ¢:
» Sit € C entonces 7(t) =t 2 = [(t7)n] = [(Tn(t))n]-
[(r})n] = [(@(£))n]-

= SiteV~ {vi}i;l, pongamos t = v, entonces 7 (t) = s'(v) = [(s(v))n] = [(Tu(£))n]-

= Sit = v;, entonces o°(t) = [r']

» Seat = ft;...ty,conf € Fdearidadmyty,..., tn € Term(L) tales que(t;) = [((t ))n]
(HI). Entonces, notando que f * = *f® y usando 3.6, obtenemos: &(t) = f % (o (¢ i))is
FRI@ D) 1 = [ @ E)E),] = [@(6)a):

O

Teorema. (de £03, 1955) Sean ¢ € Form(L), con L(¢) = {vi}le, ¥k, c RN, y 7,0 como antes.
Entonces *R |= ¢[o] ssi {n : R = ¢p[ou]} € F.

Demostracion. Por induccién completa sobre la complejidad de la formula ¢:
1. Si¢ =Rty...ty,conR € Rdearidadmyty,..., t, € Term(L), entonces son equivalentes:
- % ¢lo].
. (E(tj))]fnzl € R'™™ (por definicién).
([(Fn(tj))n]);.": € *R™ (por el lema, pues R’ ® = *R™).

{n:( )ity € R%} € F (véase 3.8).
{n:R b: gb[(fn]} € F (por definicion).

2. Si¢ =t] = ty, conty, ty € Term(L), entonces son equivalentes:

- 9= glo].
» 0(t1) = 0(ty) (por definicién).
= [(@(t1))n] = [(@(t2))n] (por el lema).
v {n:0,(H) =0x(t2)} € F (véase 3.2).
» {n: R |=¢lou]} € F (por definicién).
3. Si¢ = —p, con P cumpliendo la propiedad (HI), entonces son equivalentes:
- R o],

*R = Plo] (por definicidn).

» {n:NR = y[o,]} ¢ F (por contrarreciproco de HI).

» {n: R ¢P[oy]}° € F (por ser ultrafiltro).

» {n:R¥¢P[oy]} € F (pues obviamente {n : R |= [o,]}* = {n: R ¥ ploa]}).
» {n:RFE ¢Ploy]} € F (por definicion).

4. Si¢ = A x, con ¢, x cumpliendo la propiedad (HI), entonces son equivalentes:

e R glol.
» "R = ¢lo] y *R = x[o] (por definicién).
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» {n:RE=ylon]} € Fy{n:R = x|[ou]} € F (por HI).

w {n:RE=ylon]}N{n:R = x[ou]} € F (véase 2.15).

w {n: R E=¢Plon], R = xlou]} € F (pues obviamente son el mismo conjunto).
» {n: R = ¢lou]} € F (por definicién).

5. Sea ¢ = Jovip, con ¢ cumpliendo la propiedad (HI), y distingamos casos:

a) Siv ¢ L(¢), entonces son equivalentes:
- R glo].
Existe [a] € *R, *R |= [o(v|[a])] (por definicion).
*R = o] (por A.16, pues o(v|[a]) [ L(¢) = o [ L(¢) al ser v & L(¢)).
{n: R ylo,]} € F (por HI).
» {n:Existeb € R,R = ¢lou(v|b)]} € F (por A.16, pues 0, (v|b) | L(¢) = oy |
L(¢) alserv ¢ L(¢)).
» {n:R = ¢loy]} € F (por definicion).

b) Siv € L(¢), entonces son equivalentes:
= "R = ¢lo].
Existe [a] € *R, *R |= [o(v|[a])] (por definicion).
Existe [a] € *R, {n : R |= ¢[ou(v|an)]} € F (por HI).?
{n :Existe b € R, R |= ¢[0y,(v|b)]} € F (argumentando como en 3.29).°
{n: R = ¢lou]} € F (por definicién).

O
Corolario. (Principio de Transferencia, PAT) Si ¢ € Sent(L), entonces *R |= ¢ ssi R = ¢.
Demostracién. [=] Por Los, {n : R = ¢} € F.Y como @ ¢ F, obtenemos R |= ¢.
[«<| Por hipétesis, {n : R |= ¢} = N € F, luego Los concluye. O

Para terminar, veamos algunos ejemplos sencillos de aplicaciéon del PdT, que serd nuestra
herramienta fundamental de trabajo durante la segunda parte de esta memoria.

Proposicién. Sean ¢ € Form(L), con L(¢) = {vi}i;l, A={(ay,...,a) ERF:RE ¢lay, ..., a4]}.
Entonces *A = {(ay,...,ar) € *RF:*RE ¢[ay, ..., a4]}.

Demostracion. Por hip6tesis, R F Yoy ... Vor(Avy ... v <> ¢), luego el PAT concluye. O
Ejemplo. *Q = {pq~': (p,q) € *Z x *N}

Observacion. Aplicando PdT a la sentencia Vi € IN,n > 1, obtenemos que *INg = ©@. Més en
general:

Proposicién 3.30. Los tinicos hipernaturales no estdndar son los ilimitados.

Demostracion. Si k € *IN es limitado (i.e., si 3n € IN,k < n), entonces k € IN (aplicando PdT
aVm € Nm <n — m =1V---Vm = n), pensando n como una constante de R),” ergo
*IN N\ *INoo = IN (pues la otra inclusién es obvia) y por ende *IN N\ IN = *INe. O

SNotese que o(v|[a]) es la interpretacién que envia v; a [r] sii # j, con j tal que v = vj, y que envia v; a [a] (y
analogamente con 0, (v|a,)).

®Més explicitamente, {1 : R |= [0y (v]an)]} C {n : Existe b € R, % |= [0y (v|b)]} tomando b = a,,, y reciprocamente
tomando [a] = [byxp(n)], con F = {n : Existe b € R, R |= [0, (v|b)]}.

7Es decir, y més formalmente, aplicando el PdTaREVm € N(m < ¢, > m=1V---Vm =¢,),conc, € C tal que

(cn)m =n.
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Nota. Como insistiremos mds adelante, la idea de pensar n (o, en fin, cualquier variable cuanti-
ficada con anterioridad a la férmula en la que aplicamos el PdT) como una constante de R sera
esencial en nuestro desarrollo del andlisis no estdndar.

Por otra parte, y como se puntualiza en [HeKe86], notamos que el PdT no se traduce en
«cualquier teorema demostrable usando analisis no estdindar puede demostrarse sin él», sino en
«cualquier teorema demostrable usando andlisis no estindar puede demostrarse en ZFC».

Por tltimo, observamos que el PdT trivializa los resultados de las dos secciones anteriores,
como por ejemplo que *IR es un cuerpo ordenado. Ello nos sugiere un camino alternativo a la
construccién de los hiperreales mediante ultrafiltros, a saber: el enfoque original de Robinson via
el teorema de compacidad de la légica de primer orden. Para més detalles, véase [En01, Section
2.8].

3.4. Aritméticay dlgebra

Notacién. Retomando las notaciones de 1.1, y dado que N y IR son vacios, escribiremos por
simplicidad INeo, Reo en lugar de *INe, *Reo respectivamente. Y como *INg = @, escribiremos I
en lugar de *IRy.

Pregunta. En 1.2 vimos que {Reo, I, A} es una particion de *R, pero ;cémo se comporta ésta respecto
de la estructura algebraica de *IR?

Proposicion 3.31. Seane,d € I,a,b € A, H,K € Re. Entonces:
1. Suma:
a)e+del
b) a+e€ A.
¢) H+e€ € Re.
d) a+bel.
e) H+a € Re.
f) H + K estd indeterminado.
2. Opuestos: I, Reo, A son cerrados por opuestos.
3. Productos: I, Reo, A son cerrados por productos y, ademds,
a) enel

b) eH estd indeterminado.
¢) Ha € Re.

4. Inversos:

a) 2 € Reo si € # 0 (en caso contrario no estd definido).
b) ; € A.
o) £ eI~ {0}.

Q= o=

Demostracion. 4a, 4c se vieron (mds en general, incluso) en 1.2.6, mientras que 40 es similar. 2 se
vioen 1.2.4.
3) Obvio, pues |x||y| = |xy| y N es cerrado por productos.
34) Por hipétesis, Vm € N, |e||a] < L|a| < Z,luego Vk € N, |ea| < % (tomando m = nk).
3¢) Por hipétesis, Vm € N, |H||a| > m|a| > %, luego Vk € N, |[Ha| > k (tomando m = nk).
3b) Obvio, pues, e.g.,0- H=0€Iyel =1€ A (cone # 0).°

$Més en general, H(%(S) = 5,H(%a) = a,e(%K) = K,e(%a) = g, con %(5, %u €l pordc3,3ny %K, %u € Re por
4a, 3, 3c.
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1a) Por hipétesis, ¥ € N, [e| + 0] < L + 1 luego Vm € N, |e + 6| < |e| + [d] < L (tomando
n = 2m).
1b) Por hipétesis, In € N, |a + €| < |a|+|e| < n—i—% < n+1,luegoa+e € L. Andlogamente,

125
la+el > |la|l —le|| = |a|—|e|>%—%H:m,luegoa+eeA.
1c) Por hipoétesis, Vn € IN, |[H + €| > ||H| — |e|| 12 |H|—le| >n—21 >n—1,luego Vm €

N, |H + €| > m (tomando n = m + 1).
1d) Por hipétesis, 3n,m € IN,|a+b| < |a| + |b| < n 4+ m. Sin embargo, a + b puede ser
infinitesimal (e.g., tomando b = —a + €, que es apreciable por 1b y 3).

le) Por hipétesis, Vim € IN, |H +a| > ||H| — |a|| 125 |H| — |a] > m —n, luego Yk € N, |H +

€| > ktomando m = k + n.
1f) Tomando K = —H 4+ ¢, K = —H + a (que son de R« por 1c, 1e, 2), K = H, obtenemos
todas las posibilidades (en el ultimo caso, porque H + H = 2H € R por 3¢). O

Corolario. Las inclusiones de 1.4 son estrictas.

Demostracién. Sia € R~ {0},e € I, entonces a + ¢ € LR (pues a +¢€ € L por 10 al ser
R~ {0} C Aporl4, peroa+e € R= €= (a+¢€)—ac R!).Portanto, R ¢ IL y por ende
R~ {0} S AyRUIC L. O

Observacion. Aunque I, R, A son cerrados por productos y opuestos, sélo I lo es por la suma,
luego seria subanillo de *IR si tuviese unidad. No obstante, 1 € A, cuya suma cae en L. Ahora
bien, como IL. = A W1, es claro que IL es cerrado por productos y opuestos (pues I, A lo son),
pero también por sumas (pues I lo es y ya dijimos que las sumas de A caen en LL). Por tanto, IL
es subanillo de *IR.

Por otra parte, como I, IL son cerrados por la suma, cabe preguntarse si son ideales de *IR. Sin
embargo, como su producto con ilimitados es indeterminado o ilimitado (véase 3b y 3c), no es el
caso. Ahora bien, como I C IL y por ende (I, 4) es subgrupo de (IL, +), tenemos que I si es ideal
de L (por 3, 34, pues L = A w1, lo que motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.32. Dados x,y € *IR, decimos que x, y son infinitamente préximos, y escribimos
x >~ y, ssix —y € I. Ademds, definimos el halo de x como hal(x) := {y € *R : y ~ x}.

Observacion. Aunque la observacion anterior ya nos da automaticamente que =~ es una relaciéon
de equivalencia en L (y, es més, que L/~ es un anillo), se tiene de hecho que ~~ es una relaciéon
de equivalencia en todo *RR (y, por tanto, que hal(x) es la clase de equivalencia de ~ asociada a
x € *R). En efecto, ~~ es reflexiva por ser 0 € I, simétrica por la conmutatividad de (*R,+) y
transitiva por ser I cerrado por la suma. Mds atin, el mismo argumento vale cambiando I por I,
lo que nos lleva a:

Definicién. Dados x,y € *IR, decimos que x, y estdn limitadamente distanciados, y escribimos
x ~y,ssix —y € L. Ademads, definimos la galaxia de x como gal(x) = {y € *R: y ~ x}.

Nota. Como es fécil de prever, el comportamiento de ~ serd similar al de ~ en varios aspectos.
Y dado que, de cara a la segunda parte del trabajo, estaremos més interesados en ~ que en ~,
obviaremos los andlogos de ~.

Observacion 3.33. hal(x) = {y:y~x} ={x+(y—x):y—x€l} = {x+e:ecl}yhal0) =
I.

Corolario 3.34. (véase 3.31) Va € IL,hal (a) C L.
Pregunta. ;La relacion ~ preserva la estructura algebraica y de orden de (*R,+,-, <)?
Proposicion 3.35. Sean x ~ x', y ~y' (ie., X' =x+¢€,y =y + 3 cone, s € 1). Entonces:
1L xX+y =x+y)+(e+d) ~x+y.
2. —x' = —x—ex~—x.

3. cx' =c(x+e)=cx+cex~cxsice (Ro) =1L
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4. x'y = (x+e)(y+6) =xy+x5+ye+ed~xysix,y € (Reo)® = L.

101 1 1 o1 s
5. X T xfe T x ex(x+e)_x51xx #0.

=

Observacion. Si x ~ x’, entonces xx’ % 0ssi x % 0.

Demostracién. Como {Re, I, A} es una particion de *R, deducimos de 3.31 que: si xx’ ~ 0, en-
tonces x ~ 06 x’ ~ 0.Y como x ~ ¥/, el reciproco también es cierto, luego xx’ & I ssi x,x" ¢ I
(por contrarreciproco), donde x ¢ Issix” ¢ T al ser x ~ x” (por contrarreciproco). O

Corolario. La relacién ~ es una congruencia en IL.

Nota. Aunque no podemos esperar, como sucedia con =, que =~ preserve cualquier aplicacién f,
si podemos preguntarnos qué significa para f que se cumpla x ~ x" = f(x) =~ f(x’), i.e., que las
imdgenes de puntos infinitamente préximos sean infinitamente préximas. Ahora bien, cualquier
matemadtico entrenado reconoceré en tal formulacion la nocién de continuidad uniforme, y asf lo
confirmaremos en Capitulo 6.

Observacion. Dados x € *IR,e € I,a € IL, se cumple:
1.0<x<e=xel
2 0<x<a=xel.

Demostracién. Obvio de 1.2.5 y de que {Rw, I, A} sea una particién de *R. O

Lema 3.36. Sean x,y,z € *R tales que x <y < z, x ~ z. Entonces y ~ x.

Demostracion. Por hipétesis, 0 <y — x < z — x ~ 0, luego la observacion anterior concluye. [

Observacién. Supongamos que ¥’ ~ x < y ~ y’. Entonces x ~ y (o equivalentemente, x’ ~ ) si
y < x’ (por 3.36). Y por contrarreciproco, y > x’ si x # y (o equivalentemente, x’ % y’). Y como
y>x' >y = x' >~y (por 3.36), hemos probado que:

Proposicion 3.37. Sean x',x,y,y € *R tales que x' ~ x < y ~ /. Entonces x' < y' siy’ # x’ (o,
equivalentemente, si y # x).

Nota. La proposicion vale trivialmente igual para <, pues si x = y nunca se tiene y # x.

Observacién. Sir,s € R distintos, entonces su diferencia cae en R \ {0} C Ay, en particular,
r % s, luego:

Corolario 3.38. Seanr,s € R tales que r # s. Entonces:
1. r < s = Va € hal(r),Vb € hal(s),a < b (por 3.37).
2. Ja € hal(r),3b € hal(s),b < a = s < r (por contrarreciproco).
3. s2b<r=s<vr(tomandoa =r).

Ejemplo 3.39. x >~y = |x| >~ |y|.

Demostracion. Pongamos y = x + € (y por ende x = y —€), con € € I. Entonces |y| < |x| + |e] <
Y| +2el, ergo [y| = [x] +[e[ ~ |x[ por 3.36.

Nota. Una de las propiedades definitorias de IR que no podemos transferir a *R es la propiedad
del supremo, pues involucra cuantificadores sobre P (IR). Ahora bien, ello no significa que no po-
damos obtener consecuencias de ella, e.g., en la definicién de limitado (que sugiere fuertemente
su uso).

Teorema 3.40. Va € IL,3'b € R,b ~ a.
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Demostracién. [3] Recordemos, pues, quea € L < Jr,s € R,r < a < s, de manera que R, # @
acotado superiormente por s y, por ende, 3b = sup R, € RR. Entonces Ve € Ry, b —€ < a <
b+¢€,’ luego Ve € Rog, —€ < a—b < ¢,ie, Ve € Ryg, |a—b| < e.Portanto,a—b €1, i.e,a~Db.

['] Si3c € R,a =~ ¢, entonces ¢ ~ b por transitividad, luego c —b € RNI = {0} y por ende
c="o O

Definicién 3.41. Dado a € L, llamaremos sombra de a al tinico real de su halo, y lo denotaremos
por sha (de shadow).

Nota. Por 3.40, podemos descomponer cualquier 4 € IL de forma tinica como suma de un real y
un infinitesimal, a saber: 2 = sha + €, con € = a — sha € L. De ahi que la sombra de a sea tam-
bién conocida como parte estindar de a (por analogia con la parte real e imaginaria del analisis
complejo), denotada st(a).

La introduccién del término shadow al inglés se debe a Goldblatt, y como se explica en [Go98,
Section 5.4], proviene a su vez del ombre de la escuela francesa de anilisis no estdndar fundada
por George Reeb, donde se denota por °a. Dicha escuela es también responsable del término halo,
siendo la denominacién y notacién de Robinson monad y p(a).

Observacion 3.42. Se tiene:
1. Por 3.40, la aplicacién sh: IL — R que envia cada limitado a su sombra estd bien definida.
. Por definicién de sombra, Va € IL, hal(a) "R = {sha}.

. Por tanto, dadosa € I, € IR, se cumple: r ~ a < r = sha.

2
3
4. En particular, Vr € R,shr =r (i.e, Vr € R hal(r) "R = {r}).
5. Asi, sh es exhaustiva (pues R C L), i.e,, Imsh = RR.

6. Més aun, sh es un homomorfismo de anillos por 3, pues sh(a) x sh(b) ~ a b por 3.35.
7. Por tanto, IL/ ker(sh) = Imsh = R por el teorema de isomorfia, con ker(sh) = I por 3.

a~sha

8. En particular, I es un ideal maximal de L y R = Ugcp hal(a) =~ Uzep hal(sha)
H—JI’G]R hal(r)

Imsh=R

9. Por otra parte, el mismo argumento de 6 vale para cualquier f: A" — R que preserve =,
pues en tal caso * f(a;)"_; ~ *f(sha;)"_; y,comoIm(*f [ R) C R, 3 concluye.

10. Finalmente, sh preserva el orden por 3.38.2 (con r = sha,s = shb, y discutiendo aparte el
caso r = s).

9Recordatorio: 1) Por la minimalidad del supremo, b —e <b= 3t € Ry, b—e <t <bh.
2) Como el supremo es cota, Vt € R4, t < b. Pero b + € > b, luego b + € ¢ R, por absurdo.
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Capitulo 4

Sucesiones

4.1. Extendiendo definiciones

4.1.1. Convergencia

Definicién. Decimos que s € RN (o, si queremos ser mds explicitos, (s4),n C R) tiene limite
(en R), o que converge (en R), ssi 3] € R,Ve € Ry, 3Ine € N,Vn € Ny, [sp —I| < €, yental
caso decimos que s tiene limite | € R (o que s converge a ! € R) y escribimos 1im;, ;o 5, = I (6

n—00 . . .
sy — I). En caso contrario, decimos que s diverge (en R).

Notacién. Por simplicidad, lim,, s, =y sy SNy significaran por defecto limy e 5n = 'y 51 ey}

Y siempre que no haya peligro de confusién (e.g., cuando la sucesién esté indexada por un tnico
subindice), escribiremos simplemente lims, =y s, — I.

Nota. La gracia de haber introducido rigurosamente las nociones de infinitesimal e ilimitado es
que el analisis ha nacido y se ha forjado con dichas ideas en mente. De ahi que resulte completa-
mente natural conjeturar que una sucesién converge a ! ssi en el infinito es infinitamente préxima
al,ie.:

Proposicién 4.1. Seas € RN, I € R. Se tiene: s, — | < VYN € Neo, sy =~ [.

Demostracion. [=] Fijado N € N, sabemos que sy =~ | < Ve € R+, |sy — | < €. Ahora bien,
Ve € R.g,3ne € N tal que
Vm € Nsp,, |sm— 1| <€

y por PdT (pensando [, €, 1 como constantes de R, fijindolos, véase 3.30)
Vm € *WNsp,, |sm—1| <€

En particular, [sy — 1| < € (pues Vk € IN,No C *IN.y). Y por la arbitrariedad de €, hemos
terminado.

[«<] Fijado € € R+, hemos de ver que 3n € IN,Vm € Nxy, |sm — 1| < € 0, equivalentemente
(por PdT), que dn € *IN,Vm € *WNsxy, |sy — I| < €. Ahora bien, VN € N, “Nsy C N, luego
tomando n € N, tenemos por hipétesis que Vi € *IN~,, s — I| < €. O

Definicién 4.2. Llamamos bola abierta en (R, |-|) de centro c € R y radio r € R~ al conjunto
B/(c):={xeR:|x—c|<r}=(c—r,c+r).

Observacién. Otra manera de pensar |s, —I| < € es como s, € Be(l), que podemos traducir a
nuestro contexto NSA (de Non-Standard Analysis) como s, € hal(l) si la pertenencia anterior es

1Puesto que, obviamente, es lo mismo demostrar Ve € R, |sy —I| < € que |sy — | < € para un € € R arbitrario
fijado (y andlogamente con el existencial), en adelante seremos mucho mds directos a la hora de aplicar PdT, y a menudo
pasaremos directamente de férmulas del tipo Ve € R, 3ne € IN,Vim € Ny, |sm — 1| < € a férmulas del tipo Ve €
Ry, 3ne € N,Vm € *Nsy,, |sm —I| < € (donde dicho paso consiste esencialmente en fijar las variables de la primera
parte de la férmula como constantes de 9}, de modo que la segunda parte es una sentencia a la que podemos aplicar PdT).
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para todo € € R.g. De hecho, VN € Ne, sy =~ | < {sn}yen, C hal(l), donde podriamos
pensar (sy) NeN,, €omo la cola «en el infinito» de s en nuestro enfoque NSA. Asi, s, — I ssi dicha
cola vive en un «entorno infinitesimal» de [ (i.e., en el halo de ).

Nota. Como ya explicamos en la Introduccién, podemos entender la proposicién anterior como
una traduccién de nuestra definicién SA de convergencia a lo que bien podria ser una definiciéon
NSA de convergencia. La gracia de estas traducciones, y de manera similar a como sucede con el
andlisis complejo, es que nos permiten dar demostraciones alternativas de resultados SA, como
por ejemplo:

Corolario 4.3. (Unicidad del limite) Si s € RN convergeal,l” € R, entonces | =1I'.

Demostracién. (NSA) Dado N € Ne, tenemos por hipétesis que I ~ sy ~ I’, luego | = shsy =1
por 3.42.3. O

Demostracién. (SA) Por hipétesis, Ve € R~g, 311 € N,Vn € Ny, [sp — 1] < §yVe € Rug,In; €
N,Vn € Nxp,, |5y —I'| < §, luego tomando ny = max{ny,n,} tenemos que Ve € R, Ing €
N,V € Noyo, [ =U'| = [l =sp+sp=U'| < [l =sp|+[sn—I'| <5+§ =¢€ergo|l-1I'| =0y
porendel =1 O

Nota. La simplicidad de la definicion NSA de convergencia nos facilita considerablemente jugar
con ella. Por ejemplo, ;qué significard en SA que IN € INe, sy ~ [? Intuitivamente, que [ es
«un limite» de s, pues no podemos asegurar que sea su (tinico) limite. Por otra parte, si VN €
Neo, sy = I, tenemos en particular que VN, M € N, sy ~ sy y que VN € INo, sy € L (por
3.34), lo que intuitivamente nos dice que s es de Cauchy y acotada respectivamente. ;Y si VN €
Neo, sy € L = Reo? Esto seria como decir que s «converge a Reo». Etc. Abordemos, pues, todas
estas ideas, una por una:

4.1.2. Divergencia a infinito

Definicién. Dado s € RN, decimos que s diverge a +oo, y escribimos s, — +oo, ssi Vim €
IN,3np € N,Vn € Ny, 5, € Rsy, y andlogamente con —oo (cambiando R, por R<;;). Ade-
mas, decimos que s diverge a oo, y escribimos s, — oo, ssi Vim € IN, Ing € IN, Vi € N>, [sq]| €
Rsy.

Nota. Laidea es clara: s — +-co ssi en el infinito, s es un ilimitado positivo. Mas formalmente:
Proposicién 4.4. Dado s € RN, se tiene: s, — +00 < VYN € Ny, sy € RE,.

Demostracién. [=] Por hipétesis, Vi € IN, Ing € IN, Vi € N>y, 51 € Roy, luego Vin € IN, Ing €
IN,Vn € *IN>y,, 50 € *Rsy, por PAT y, en particular (pues Vk € IN,Ne C *IN>g), Vin € IN, Vi €
Neo, Sn € *Rspp, ergo Vn € No, 54 € RS,

[«<] Fijado m € N, hemos de ver que Jng € IN,Vn € N>, s, € Rsy, 0, equivalentemente
(por PdT), que Ing € *IN,Vn € *IN>y,,sp € *Rsy. Ahora bien, VN € Ne, “IN>ny C Neo, luego
tomando ng € N cualquiera tenemos por hipétesis que Vi € *IN>,, 51 € Ry O

Observacion. Por analogia, dado s € RN es facil demostrar que:
w5, > —00 < Vn € Nu, s, € RS,

m S5, =005 V€ N, Sy € Reo.

4.1.3. Principio de desbordamiento

Observacion. Noétese que la demostracion de 4.4 es calcada a la de 4.1. De hecho, el mismo argu-
mento demuestra que

Ing € N, Vn € N>y, R(s1) < Vn € Neo, “R(sn)

con R C R una relacién unaria en R. Més atin, podemos cambiar n y R(s,) por ny,ny, ..., n;y
R(sy, )1-‘:1 respectivamente, con k € Ny R C IR una relacién k-aria en R. Mas en general todavia,
y con las notaciones de la seccién 3.3:
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Proposicién 4.5. (Principio de overflow o desbordamiento para R) Sea ¢ € Form(L), con L(¢p) =
{ni};;l. Entonces R |= Ing(ng € N)Vni(ng € N>y, ) ... Vng(ng € Nxp, )¢ ssi *R = Vni(ng €
Noo) .. Vi’lk(i’lk S Noo)(p

Demostracién. [=] Por hipoétesis, existe g € N tal que R = Vny(ny € Nxp,) ... Vig(ng €
N>y, )¢. Y por PAT, *R = Vni(ny € *Nxp,) ... Vng(ng € *IN>y,)¢. Pero como ng € IN, tene-
mos que N C *IN>p,, luego hemos terminado.

[<] Dado np € N cualquiera, tenemos que *IN>,, C N, luego, por hipotesis, *R =
Jng(ng € *N)Vny1(n1 € N>y, ) ... Vng(ng € N>y, )¢. Por tanto, PAT concluye. O

Nota. El término overflow proviene de [Go98], si bien el término overspill también es habitual en
la literatura, cuando no se refieren a él simplemente como a uno de los varios principios de per-
manencia (denominacién de Robinson) o principios de Cauchy (denominacién de Luxemburg),
véase [HuLo85, Chapter 2, Theorem 7.1], que actiian como diccionario entre ciertas propiedades
de Ry *IR. Ademas, el resultado es bastante mas general (incluso restringiéndonos a i), pudien-
do cambiar IN por cualquier conjunto interno de *IR, algo que no vamos a tratar en este TFG.
Notamos por tltimo que existen diversas formulaciones del mismo, aunque todas ellas com-
parten la misma filosoffa: si una propiedad se cumple para valores mayores que una constante,
entonces se cumple para valores ilimitados.

4.1.4. Acotacion

Definicién. Decimos que s € RN est4 acotada inferiormente (en R) ssi 3k € R,Vn € N, s, > k,
y superiormente ssi 3k € IR,Vn € IN,s;, < k. Ademads, decimos simplemente que s estd acotada
(en R) ssi es acotada inferior y superiormente (en IR).

Nota. La idea es clara: s es acotada inferiormente ssi ninguno de sus términos es un ilimitado
negativo.

Proposicién 4.6. Seas € RN, Se tiene: s es acotada inferiormente en R ssi Vn € *IN,s, € L URE.

Demostracion. [=] Fijado n € *IN, o bien s, € L, o bien, en caso contrario, s, € L = Ry =
RE WIRS. Ahora bien, por hipétesis 3k € R,Vm € N, s, >k, ergo Ik € R,Vm € *IN,s,, > k por
PdTy, en particular, s, ¢ R,.

[<] Por PdT, nos basta ver que 3k € *R,Vn € *IN,s,, > k. Ahora bien, Vn € *IN,s, € LURZ,
por hipétesis, luego tomando k € R, cualquiera hemos terminado (véase 1.2.1). O

Observacion. Por simetria, s es acotada superiormente en R ssi Vi € *IN, s, € L URL,.
Corolario. Seas € RN. Se tiene: s es acotada en R ssi Vn € *IN, s, € LL.

Demostracion. Usando los dos resultados anteriores, tenemos por hipétesis que Vn € *N,s, €
(LURE) N (LURg). Y aplicando la distributiva dos veces, obtenemos que (L URZ) N (L U
Rs) = ([LN(LURL)| U [REN(LURL)])= (LNL)U(LNRS)U(RLENL)U (RENRS) =
L. O

Observacion 4.7. Como Vn € IN,s, € R C L, tenemos que Vi € Ne,5y € A = Vn €
*IN,s, € LUA al ser “IN ~\IN = N, donde el reciproco es trivial si . C A. Asi, tomando
A € {LURYE,LURg, L}, obtenemos condiciones equivalentes de los resultados anteriores. Por
otra parte, notamos que podemos reformular V# € Ne,s, € LU RZE como #n € Neo,sp €
(LURY)" = R3.

Nota. Resultados analogos pueden obtenerse para conjuntos. Por ejemplo:

Proposicién 4.8. Un conjunto A C R es acotado (en IR) ssi *A C L.

Demostracion. [=] Por hipétesis, 3r € R,Va € A, |a| <r.Y por PdT, 3r € R,Va € *A, |a| <r,1ie,
*A C L.

[«<] (Por contrarreciproco) Si Vr € R,3a € A, |a| > r, entonces Vr € *R,3a € *A, |a] > r por
PdT. En particular (tomando r € Re), 32 € *A N\ L. O
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Nota. A continuacién vamos a dar varias caracterizaciones del infimo de un conjunto. La idea es
la siguiente: c es cota inferior de A ssiVa € A,c < assiVa € *A,c < a (por PdT) ssi ¢ es cota
inferior de * A, luego lo interesante serd traducir el hecho de ser la mayor de todas ellas. Ahora
bien, intuimos que en tal caso, y s6lo en tal caso, c estard infinitamente préximo a algin elemento
ade*A.Y comoa+keconk € Z,e € I'" es infinitamente proximo a a, ello serd equivalente a
que c sea infinitamente préximo a algtin elemento que no es cota inferior de *A.

Proposiciéon 4.9. Dado A C R, ¢ € R, son equivalentes:
1. c es la mayor cota inferior real de A.
2. ces cota inferior de Ay Ve € Rug,Ja € A,a < c+e?
3. ces cota inferior de * A y 3x € hal(c) que no es cota inferior de * A.
4. c es cota inferior de * A y Ja € hal(c) N *A.
5. ¢ es la mayor cota inferior de * A.

Demostracion. [1 = 2] Dado € € R+ tenemos que ¢ < ¢ + ¢, luego ¢ + € no es cota inferior de A
por hipétesis, i.e., existea € Atal quea < c+e.

[2 = 3] Por PdT, c es cota inferior de *A y Ve € *R-o,3a € *A,a < c+ €. En particular
(tomandoe € I),Ja € *A,a < c+¢,i.e, 3x = c + € € hal(c) que no es cota inferior de *A.

[3 = 4] Como x no es cota inferior de * A pero c si, tenemos que 32 € *A,c < a < x =~ c (pues
x € hal(c) por hipétesis), luego a =~ ¢ por 3.36.

[4 = 5] (Por absurdo) Si no, entonces 3¢’ € *Rs. cota inferior de *A, luego 3d € R cota
inferior de * A por PdT. En particular, d < a ~ c,ergod < ¢ por 3.38.3, en contra de d > c.

[5 = 1] Por PdT, c es cota inferior de A, luego nos basta ver que es la mayor real de todas
ellas. Sea, pues, ¢’ € R cota inferior de A, que es cota inferior de * A por PAT. Entonces ¢’ < ¢ por
hipétesis. O

Definicién. Dado A C R, decimos que A tiene infimo (en RR) ssi existe ¢ € R cumpliendo cual-
quiera de las condiciones anteriores, y en tal caso decimos que c es infimo de A y lo denotamos
por inf A. Si ademds inf A € A, decimos que es minimo de A y lo denotamos por min A.

Nota. Cambiando mayor por menor e inferior por superior, se obtiene una versién analoga para
el supremo de A.

4.2. Completitud

4.2.1. Cauchy

Definicién. Decimos que s € RN es una sucesién de Cauchy (en R) ssi Ve € Rsg,Ing €
IN,Vn,m € N>y, |sm —sn| <e€.

Proposicion 4.10. Sea s € RN. Se tiene: s es de Cauchy en R ssi Vi, m € Neo, 5p > Sy
Demostracion. Caso particular de 4.5. O
Lema 4.11. Toda sucesion de Cauchy es acotada.

Demostracién. (NSA) Por hipétesis, Ing € IN,Vn,m € N>y, |sm —sn| < 1, luego |sn| = |(sny —
Sng) + Sngl < ISN — Sug| + S| <1+ [sny| € Rsi N € Neo. Por tanto, VN € N, sy € L. O

Demostracién. (SA) Por hipétesis, Ing € IN, Vi, m € N>y, [sn — sm| < 1,1uego [su| < [sn — sy,| +
|Sny| < 1+ [sny| sin € Nxp,. Por tanto, c = max{[s1],...,|szy—1|, 1+ [su,|} es cota des. O

2Ma4s compactamente, Ve € Ryg,3a € A,0<a—c<e.
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Nota. En esta ocasién, nuestro argumento NSA se basa en una definiciéon SA (o, si se quiere, en
la traduccién de una definicién NSA a una SA via 4.5). Invitamos al lector a dar un argumento
puramente NSA para convencerse de que, en ocasiones, es recomendable tener presente ambas
visiones del andlisis, y que nuestro objetivo no es tanto suplantar lo establecido como comple-
mentarlo, abriendo nuevos caminos y perspectivas. El siguiente resultado es un ejemplo mas
ilustrativo de ello.

Proposicién 4.12. (Criterio de convergencia de Cauchy) Sea s € RN. Se tiene: s converge en R ssi s es
de Cauchy en R.

Demostracion. (NSA) [=] Dados n,m € INo cualesquiera, tenemos que 3/ € R, s, ~ [ =~ s, por
hipétesis.

[«] Dado m € N, tenemos que Vn € Neo, S, =~ sy por hipétesis y que s, € L por el lema.
En particular, s, tiene sombra y Vi € INeo, S = 5y 2 shsy, luego limy, s, = shsy,. O]

Demostracién. (SA) [=] Por hipétesis, 31 € R, Ve € Ry, Ine € N, Vn € N>y, [sp — 1] < §,luego
Isn —sm| = [sn =1 +1—=5u| < |sp—1|+ |l —sm| < §+5 = esin,m > ne para cualquiera que
sea € € Ryp.

[« Esta implicacion es equivalente a la completitud de R, luego su prueba depende de como
hayamos caracterizado R (véase [Cl12]). Por ejemplo, y siguiendo el planteamiento de [Or02],
estd propiedad es cierta por definicién de R. O

Observacion. Para probar 4.12, el tinico resultado (que no traduccién) que hemos utilizado es
3.40, que, por otra parte, se deducia directamente de la propiedad del supremo de R. Por tanto,
puesto que en la asignatura Analisi Matematica deducimos dicha propiedad de 4.12 (véase [Or02,
Teorema 1.11]), tenemos de hecho que las tres propiedades son equivalentes y que, por ende,
cualquiera de ellas caracteriza la completitud de R. De ahi que 4.12 también se conozca como
Cauchy completitud, y la propiedad del supremo como Dedekind completitud.

Asf, y desde un punto de vista SA, lo que acabamos de dar es una demostracién particular-
mente simple (modulo 3.40) de que la Dedekind completitud implica la Cauchy completitud.
Una demostracién SA de este hecho puede encontrarse en [Or02, Exercicis 13, 14 de la secci6 1.2]
(via convergencia monétona), [Ru80, Theorem 3.11] (via intervalos encajados) y [C112, Theorem
1.22], [Pe08, Teorema 7.29] (via Bolzano-Weierstrass).

4.2.2. Dedekind

La observacién anterior nos sugiere que podemos deducir directamente de 3.40 la Dedekind
completitud de R.> Pensemos en ello:

Nota. (Idea) Dado A C R no vacio acotado superiormente, queremos ver que el conjunto C =
{c € R:Va € A,a < c} de cotas superiores de A tiene minimo en R. Y para ello, discretizamos
Cusando A, = {k € Z : % € C}, que podemos cortar en un cierto punto para poder aplicar
el principio del primer elemento (pues dado a9 € A, tenemos que nay es cota inferior de A, por

construccién). Obtenemos asi (%A”)n una sucesion racional de «menores cotas superiores de

A de la forma %», cuyo limite serd, conjeturamos, sup A.
Proposiciéon. Sea A C IR no vacio acotado superiormente en IR. Entonces A tiene supremo en R.

Demostracion. Sean A C IR no vacio, ¢ € R una cota superiorde Ay A, = {k eZ:Nae Aa<

%} para todo n € IN. Entonces Vn € IN,Va € A,dm € IN,an < cn < m por la arquimedianidad
de R, de modo que Vi € IN, A, # @. Por otra parte, como A # @, podemos tomar a9 € A,
y claramente A, = {k € Z>y,, : Va € A,an < k}, luego min A, € Z>y,, por el principio del
primer elemento y podemos considerar la sucesion (s, ), con s, = min A,.

3Vista la observacién anterior, uno podria cuestionar el interés de dicha demostracién. Sin embargo, si uno quisiese
elaborar un curso de andlisis no estdndar andlogo a [Or02], resultaria natural caracterizar la completitud de R via 3.40 y
preguntarse entonces si no seria mds sencillo demostrar la Dedekind completitud directamente en lugar de a través de la
Cauchy completitud.
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Fijemos ahora N € Ny y veamos que 3 € IL por absurdo. Supongamos, pues, que ¥ €
L¢ = Re (HA). Entonces, como Vn € *IN, s, € *Z>yq, por PdT, tenemos que ¥ > % =ayy
porende ¥ ¢ R, luego ¥ € R, por (HA). Por otra parte, se sigue de la minimalidad de sy y
PdT que Ja € *A, le\?l < a,con le\Fl =¥ - % € R%, luegoa € R, encontradeVa € *A,a < ¢
(por PdT).

Por tanto, podemos considerar I = sh SWN € R. Ahora bien, como SWN — % no es cota superior

de *Ay ¥ — % ~ N =~ I, nos basta ver (por 4.9.3) que I es cota superior de A para concluir
| = sup A. En efecto, dado a € A tenemos a < 3 por construccién, luego a < I por 3.38.3. O

4.3. Propiedades limites

Definicién 4.13. Sis, t € RN, entonces s < t < Ing € N, Vn € IN> .80 <ty

Observacién. (véase 4.5)Sis,t € RN, entonces s < t < Vi € Neo, S < t.

Nota. La relacién < es claramente reflexiva, transitiva y no total. Aunque no es antisimétrica,
dado que sélo nos interesara el comportamiento limite de las sucesiones (i.e., su comportamiento
para indices arbitrariamente grandes), podemos pensarla como tal.

Pregunta. ;Como se comportan los limites respecto de (RN, @, ®, <)?

Proposicién 4.14. (Algebm de limites) Silim, s, =1 € Rylim, t, = I’ € R, entonces:
1. limy, (s, +t,) =1£1.
2. limy (sutn) = 11"
3. lim, (&) = §sil #0.

Demostracion. (NSA) Trivial de 3.35 (en el altimo caso, usando que RN 1T = {0}). Por ejemplo,
fijado n € N, tenemos que s, ~ I 'y t, ~ I’ por hipétesis, luego s,t, ~ I’ por 3.34 (0 porque las
sucesiones convergentes son acotadas por 4.11 y 4.12). O

Demostracion. (SA) Veamos el producto como ejemplo (el resto pueden encontrarse en [Or02, Teo-
rema 1.7, 2.3]). Por 4.11 y 4.12, tenemos que 3k € R, |s,| < k, luego [suty — II'] < |suty — spl’| +

lspl’ = 1'| = |snl||th = U'| +|U'|Isn — 1| < k|tyw = 1'| + |I'||sn — I]. Y como por definicion de limite
dng € N,Vn € N>y, |ty — I < ze—k, lsn — 1| < ﬁ,hemos terminado. O

Nota. Aunque no vamos a entrar en ello, el dlgebra de limites se extiende de manera natural para
I,I' € RU{+o00, —00, 00}, véase [Or02, Teorema 2.9].

Observacion. Con las notaciones de 4.14, si Vn € IN,t;, = ¢, con ¢ € R cualquiera, entonces
limt, = c (por PdT, si se quiere) y por ende lim, (s, £ ¢) = [ £ ¢ y lim,(s,c) = Ic. Por otra parte,

tﬂ

5) = limy, (¢, - é) = ITI si ] # 0. Finalmente, notamos que lim, (s, — t,) = 0ssil =1

lim,, (

Nota. Sibien es verdad que la versién NSA se basa fuertemente en un resultado anterior, también
lo es que dicho resultado es intuitivamente claro, mientras que la demostracién SA posiblemente
no lo parezca tanto (salvo, claro, que uno se percate de su idea de fondo: r, — I'ssir, —1 =0,y
Suty — 0sis, — 0y tesacotada). De hecho, una de las gracias del anélisis no estandar es que
nos permite «algebraizar» muchas demostraciones, cambiando epsilons y desigualdades por la
congruencia (en IL) «ser infinitamente préximo» ~. En particular, podemos traducir a nuestro
contexto actual resultados como 3.39:

Proposicién 4.15. Si (s, ), converge en R, entonces (|sy|),, también y lim |s,,| = |lim s,|.
Demostracion. (NSA) Por hipétesis, Vi € INeo, 5y = [, luego Vn € Neo, [sn| = |I]. O
Demostracién. (SA) Por hipétesis, Ve € R+, Ing € N, Vn € N>y, € >[5, — 1| > |[sq| — |I]|. O

Nota. Para no aburrir al lector, en adelante s6lo daremos las demostraciones SA cuando conside-
remos la diferencia relevante.
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Observacion. El reciproco es falso en general: ((—1)"), no converge, pero (|(—1)"|), si. Sin em-
bargo:

Observacion 4.16. Dado s € RN, se tiene: s, — 0 ssi |s,,| — 0.
Demostracion. [<=]Si N € Ne, entonces |sy| =~ 0 por hipétesis, luego sy =~ 0 por 1.2.4. 0O

Proposicion 4.17. Seans,t € RN convergiendo en R a 1,1" respectivamente. Se tiene:s < t =1 < I'.

Demostracién. (NSA) Si n € N, entonces | ~ s, < t, ~ I’ por hipotesis, luego | = shs, <
sht, = 1" por 3.42. O

Demostracion. (SA) Como s, — [, tenemos que Ve € R-g,3ng € IN,Vn € N>, - § <54 <
I+ %, y andlogamente con t, — [. Y como s < t, tenemos que Ve € Ryo,3n; € N,Vn €
N>y, I =§ < sy <ty <1I'45,1luego Ve € Ryl < I'+ €y porende! < I’ (pues en caso
contrario llegariamos a contradiccién tomando € = [ —I). O

Lema 4.18. (del sdndwich) Seanr, s, t € RN tales quer < s < t, conr,tconvergiendoen R al. Entonces
sy, — L.

Demostracion. (NSA) Como antes, V11 € Neo, ! >~ 1y <5, < t, =~ I, luego s estd acotada (pues
r,t lo estan por ser convergentes) y por ende tiene sombra. Y como sh preserva el orden, hemos
terminado. O

Corolario 4.19. Dados A C R, ¢ € R, se tiene: ¢ = inf A ssi c es cota inferior de A y existe (s,), C A
tal que s, — c.

Demostracion. [=] Por 4.9.2,¥n € N, 3s, € [c,c — %) NA.Y como % — 0, se sigue del dlgebra de
limites y el lema del séndwich que s, — ¢.*
[«<] Dado N € N tenemos que sy € *A Nhal(c), luego ¢ = inf A por 4.9.4. O

Nota 4.20. En [=] hemos utilizando la caracterizacién SA del infimo. Por lo general, los resul-
tados que involucren la construccién de sucesiones reales pasardn por argumentos SA, puesto
que necesitamos «bajar» de alguna manera de (sy) ycn,, (0 més en general, dea € hal(c) N*A)a
(Sn), en- de modo similar a como sucedia en 4.11. Esta limitacién, no obstante, podria solventarse

parcialmente de dos maneras diferentes:”

= Encapsulando dicho argumento, ya sea por analogia con 4.5 (véase 4.25) o bien estudiando
dichas construcciones con mads detalle (véase 5.1), lo que nos llevara a estudiar las propie-
dades topolégicas de R desde un punto de vista NSA en el capitulo préximo.

= Introduciendo nuevas y mds potentes herramientas del andlisis no estdndar, como los prin-
cipios de permanencia, compresion y saturacién (véase [Go98, Chapter 15]). Dicho estudio
podria iniciarse a través de la natural pregunta «;existe un andlogo del Principio de Trans-
ferencia para estructuras de universo P(IR) o, més en general, P(X)?», lo cual nos llevaria
a la nocién de conjunto interno, véase [Go98, Part III].

Con el fin de mantener un equilibrio entre la fundamentacién légica y sus aplicaciones al anélisis,
asi como motivar las susodichas generalizaciones, hemos optado por la primera opcién.

4De hecho, YN € Ng,¢ < sy < ¢ — % ~ ¢ por PdT, luego podemos deducir s, — ¢ de 3.36 sin hacer mencién

explicita del dlgebra de limites o el lema del saindwich (quizd, incluso, de manera mas clara).
5Digo «parcialmente» porque la cuestién no es del todo trivial, como se discute con més detalle en [BeNe07, Article
4].
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4.4. Puntos limites

44.1. Rudimentos

Definicién 4.21. Decimos que ! € R es un punto limite de s € RN ssi Ve € R, #[s € Bc(1)] =
0.

Observacion 4.22. Dados ! € R, s € RN, se tiene: [ es un punto limite de s ssi Ve € R,V €
IN, 3n € Ny, sy € Be(l).

Demostracion. [=] Fijados € € R, m € N, supongamos que #n € Nx, s, € Be(l). Entonces
[s € Be(I)] € {1,...,m — 1}, en contra de #[s € B¢(I)] = oo.

[«<]| Fijado € € R, y por hipétesis, 3n; € Nxq,54, € Be(l) y 3ny € Nuyy, 50, € Be(l) y
etc. O

Proposicién 4.23. Dados] € R, s € RN se cumple: 1 es punto limite de s ssi IN € Neo, 5Ny = I.

Demostracion. <] Fijados € € R-g,m € N, tenemos que IN € N (y por ende N > m) tal
que sy =~ I (y por ende sy € Be(1)), ie, 3n € *Nsp, s, € Be(l). Asi, aplicando PAT, hemos
terminado.

[=] Por hipétesis y PAT, Ve € *R~,Vm € *IN,dn € *Nwp, |sn — | < €, luego tomando
m € Ne y € € I obtenemos que In € N, |5, — | < € = 0, luego 3.36 concluye. O

Nota. De hecho, tomando ahora m; > n en la demostracién anterior y aplicando de nuevo la
hipétesis transferida, obtendriamos n, > n tal que s,, ~ [. Y por iteracién (poniendo 1 = n),
construiriamos (S”k)keN tal que 1y € Neo, Vk € IN, 1y < 11511 y sy, = L. Ello nos sugiere:

Corolario 4.24. Dado | € R, s € RN, se tiene: I es punto limite de s ssi s tiene una parcial convergiendo
al

Demostracion. [<] Obvio via PdT, usando la caracterizacion 4.23.
[=] Por hipétesis (usando la caracterizacion 4.22), Iny; € N~q,s,, € B1(l) y Iny € Nwyyy, 55, €
B%(l) y dng € Nxy,, S5, € B% (I) y etc. Por tanto, existe (si), parcial de s tal que Yk € IN,0 <

sk —1] < 1, luego [sy —I| — 0 por el lema del sandwich y, por 4.16 y el 4lgebra de limite,
S — 1.5 O

4.4.2. Principio de subdesbordamiento

Observacion. Noétese que la caracterizacion NSA de punto limite es muy similar a la de limite, lo
que nos sugiere la posibilidad de un anélogo existencial para 4.5. En efecto, analizando deteni-
damente la demostracién de 4.23 podemos concluir que:

Vm € IN,3n € Ny, R(sp) < In € N, *R(sy)

con R C R una relacién unaria en IR. Mds en general todavia, y con las notaciones de la secciéon
3.3:

Proposicién 4.25. (Principio de underflow o subdesbordamiento para R) Sea ¢ € Form(L), con
L(¢) = {n}. Entonces R |=Vm(m € N)3In(n € N~y )¢ ssi *R |= In(n € Neo)¢.

Demostracién. [=] Por hipétesis y PAT, *R |= Vm(m € *IN)3In(n € *N,,)¢, luego particulari-
zando a m € N y usando que N+, C N, se obtiene: *R |= In(n € Noo)¢.

[«<] Dado m € N cualquiera, tenemos que No C N>, luego *R |= In(n € *IN>,, )¢ por
hipétesis. Y por PAT, R = In(n € N>y)p, ergo R = Vm(m € N)3In(n € Ns,y)¢ por la
arbitrariedad de m. O

6De hecho, VK € N, 0 < sk — 1| < T~o por PdT, luego (como en 4.19) podemos deducir sy — 0 de 3.36 sin hacer
mencién explicita del dlgebra de limites o el lema del sindwich.
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Nota. Enunciamos el principio para una tnica variable libre, como de hecho es usual en la
literatura, por simplicidad. Por otra parte, y siguiendo 4.22, podrfamos ver que la condicién
#{n:ME ¢[n]} = oo es equivalente a las anteriores. En cuanto a la caracterizacion 4.24, dado
que involucra la existencia de una infinidad de naturales (en forma de indices de una parcial
con ciertas propiedades) o, si se prefiere, la existencia de una funcién f: IN — IN (estrictamente
creciente tal que Vi € IN,s¢(,) € R), nos es imposible siquiera enunciarla en R (pues no es una
férmula de primer orden). Por dltimo, y como en 4.5, el término underflow proviene de [Go98] y
se utiliza con cierta laxitud.

4.4.3. Bolzano-Weierstrass y monotonia

Definicién. Sean (X, <) un conjunto ordenado y (x,), C X. Decimos que (x;),, es:
= creciente, y escribimos x, 1, ssi Vnn € IN, x;, < x,41.
= estrictamente creciente, y escribimos x;, 11, ssi Vi € IN, x,, < x,,471.
= decreciente, y escribimos x, |, ssi Vn € IN, x;, = x,,41.

= estrictamente creciente, y escribimos x,, ||, ssi Vn € IN, x;, > x;,41.

En lo que a nosotros respecta, los conjuntos ordenados que nos interesan son (P(R),C) y
(R, <).

Definiciéon. Decimos que (I;;), es una sucesién de intervalos encajados ssi es una sucesién de
intervalos cerrados no vacios tales que I, | y |I,| — 0.

Observacion. Sil € R es punto limite des € RN, entonces IN € N, sy = I, ergo | = shsy (véase
3.34, 3.40, 3.42). Reciprocamente, si 3N € N, sy € L, entonces shsy existe y, obviamente, es
punto limite de s. Por tanto,

Proposicién 4.26. Sis € RN y L es el conjunto de los puntos limites de s, entonces Ly = {shsy :
SN € L}NeNe-

Teorema. (de Bolzano-Weierstrass) Toda sucesién acotada en R tiene un punto limite y una parcial con-
vergiendo a él.

Demostracion. (NSA) Sea N € IN. Como s es acotada, tenemos que sy € IL, luego sh sy es punto
limite de s y, por 4.24, s tiene una parcial convergiendo a él. O

Demostracién. (SA, véase [Or02, Teorema 2.12]) Por hipétesis, Ja,b € R, (s,),, C [a, b]. Pongamos
L =1ab], 1 = [a,%}, Ky = {‘Zzib,b}, Ji ={n:sp € 1}, K| = {n:s, € K1}. Entonces, como
I; = J1 UKj, o bien #K = 0, en cuyo caso tomamos I, = Kj, o bien, en caso contrario, #]; = oo

y tomamos I, = J;. Asi, , C L1, || = % y I, contiene infinitos términos de (s;),,. E iterando
el proceso, obtenemos una sucesion (1), de intervalos encajados conteniendo infinitos términos
de (sn),- N . .

Ahora ya estamos en condiciones de construir nuestra parcial convergente:

1. #I] = 400 = 3Iny € I, sy, € L.
2. #I, = +oo = Tny € 1,54, € (I2)>ny-
3. etc.
Asi, por construccién, (S”k)k es una parcial de (s,), y Vk € N, s, € Ii, con |I;| — 0, de modo que

.. I
Ve € R+, Jky € N, Vk € NZkOI |Ik| < €. Por tanto, 1,] € NZko . :rg[ SnisSn; S Iko = |5n,- — Sn].‘ <
ny Sk

It,| < €,ie., (su,), es de Cauchy y, en particular, converge. Més atn, (s, ), converge a un punto
limite de s por 4.24.
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Nota. Por 4.26, una sucesion s tiene algin punto limite ssi 3N € Ne,sy € L (i.e., ssi s no
diverge a o). Sin embargo, en el teorema de Bolzano-Weierstrass utilizamos la hipétesis mucho
mas fuerte VN € N, sy € L (i.e., 5 es acotada). Por tanto, podemos refinarlo a:

Corolario. Si s no diverge a co, entonces tiene un punto limite y una parcial convergiendo a él.

Observacién. Sis € RN converge en R, entonces tiene un tnico punto limite. Reciprocamente, si
s € RN tiene un unico punto limite, digamos | € R, entonces VYN € N, sy € hal(l) UL, Por
tanto,

Proposicién 4.27. Seas € RN, I € R. Se tiene: s, — | ssi s es acotada y tiene un iinico punto limite.

Nota. Esto también puede probarse por Bolzano-Weierstrass, ya que si s es acotada, entonces
tiene punto limite y, por unicidad, converge a éL

El resultado anterior nos sugiere:

Teorema 4.28. (de convergencia mondtona) Sea s € RN acotado inferiormente en R tal que s, |.. Enton-
ces sy — inf{sy }u.

Demostracion. (NSA) Sea ! € IR un punto limite de s (que existe por Bolzano-Weierstrass, pues s
estd acotada inferiormente por hipétesis y superiormente por s; € R al ser s, |) y veamos que
I = inf{s, }n, de modo que s, — [ por 4.27.” En efecto:

= Como Vn € IN,s; > sy =~ | por ser s, |, obtenemos que Vnn € IN,I <.

» Sil’ € R es otra cota inferior de s, entonces Vn € *IN,I" < s, por PdT y, en particular,
I'<syo~I1luegol' <I.

O

Demostracion. (SA, véase [Or02, Corol-lari 1.13]) Sea | = inf{s, },, que existe por la Dedekind
completitud de R al ser s acotado inferiormente, y veamos que s, — [. Por definicién de infimo,
Ve € Ry, Ine € N,sy, € [I,14+€)yVn € N,s, > 1,luego Ve € Ryg,3ne € N,Vn € N, 1 <

Sni
sn < sp. < I+ €. Y restando | a banda y banda, nos queda: Ve € Ry, 3ne € IN,Vn € N+, 0 <

sn—1=lsy—1] <e. O
Corolario 4.29. Dado a € (0,1), se cumple: lim,, a" = 0.

Demostracién. (NSA) Pongamoss = (a"),,, que es claramente decreciente y acotada inferiormente
por 0.8 Entonces 31 € R,s, — [ por 4.28, ergo aN ~ [ ~ aN*1si N € N (pues N € Ne =
N +1 € Nw). Y como aV*! = aaV (aplicando PdT a Vn € IN,a"t! = aa"), tenemos que | ~
aN = al ~ aaN = aN*1 ~ | (yaquea € R C L, véase 3.35) y por ende al = [ (al ser ambos reales
del mismo halo). Pero a # 1 por hipétesis, luego necesariamente [ = 0. O

Demostracion. (SA) Como antes, 3] € R, s, — [. Y por la unicidad del limite, lim, 4" = lim, a'tl,
Ahora bien, lim aa” = alima” por 4.14, luego | = al y se concluye como antes. O

Nota. Por supuesto, uno puede demostrar el resultado anterior sin necesidad de aplicar el teore-
ma de convergencia mondétona, véase [Pe08, Ejercicio 7.4].

Teorema 4.30. (de los intervalos encajados) Si (1), es una sucesion de intervalos encajados, entonces
#(Nuly) = 1.

Demostracién. Pongamos I, = [ay, by], a = supa,, b = infb,. Como I, |, tenemos que a, T,
luego a, — a al estar (a,), acotada superiormente por by. Y por analogia, b, — b. Y como
Vn € N,a, < by, nos queda que a < by por ende [a,b] # Dy Nyl = [a,b] .2 Finalmente, como
|I;| — 0, tenemos que a = b por 4.16 y el dlgebra de limites. O

7Una alternativa a esto (quizd mas directa) podria ser la siguiente: como s es acotada, tenemos que VN €
No, sh(sn) € R, luego nos basta ver que shsy no depende de N (e.g., demostrando que shsy = inf{s;, },).
8M4ds explicitamente, x < y 2 yz < yz,pues xz < yz < 0 < xz —yz = (x — y)z, lo que es cierto si x < y,0 < z por
los axiomas de cuerpo ordenado. Asi, 0 < a2 = 0 < a2 ya<l= 2<a<l, concluyendo por induccién.
9Miés explicitamente, [C] Si ¢ € I, entonces a, < ¢ < b, y por ende ¢ € [4,b] (tomando limites).
[D] Por definicién de a, b, tenemos que Vi € N, a, < a,b < b,. Y como a < b, hemos terminado.
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4.4.4. Limite superior e inferior

Proposicién 4.31. Sis € RN es acotada y Ls es el conjunto de los puntos limites de s, entonces L tiene
minimo.

Demostracion. Por Bolzano-Weierstrass ya sabemos que Ls # @, y por 4.26 tenemos que Ly =
{shsy : N € Ne}. Asi, si ¢ es una cota inferior de s, tenemos por PAT que ¢ < sy =~ shsy;, luego
c también es una cota inferior de Ls. Por tanto, L, tiene infimo en R por la Dedekind completitud.

Mas adn, como Ve € R+, 3l € Ls;,0 < I —inf Ly < € por 4.9.2, tenemos que Ve € *R-,IN €
N, 0 < shsy — inf Ls < € por PdT, luego IN € N, shsy = inf Ls tomando € € 1" y aplicando
3.36. Asi, inf Lg € Ls. O

Nota. Para una demostracién SA de este resultado, véase [Or02, Teorema 2.13], que consiste en
demostrar que la sucesién construida en el teorema de Bolzano-Weierstrass converge al minimo
de L.

Definicion 4.32. En las condiciones anteriores, definimos el limite inferior de s como lims =
min L.

Y traduciendo ahora al lenguaje SA via los principios 4.5 y 4.25:
Proposicion 4.33. Sis € RN es acotada, se cumple: | = lims ssi

1. Ve € Ryg,dng € IN,Vn € Ny, l —€ < sy

2. Ve € Ryg,Vm € N,In € Nsyy, 54 <l +€.

Demostracién. [=] 1) Fijemos € € R~o. Como ! es cota inferior de L, tenemos que Vn € N, [ —
€ <l <shs, ~sy,,luego Vi € N, — € < s, por 3.38.1. Asi, 4.5 concluye.

2) Obvio de 4.22, pues I € L.

[«] Por hipétesis, Ve € R-o,Vm € N, 3n € ]N>méx{m,no},l —€<s, <l+e¢luego! € L, por
4.22.Y por 4.5 e hipétesis, Ve € R, VN € Ne,! — € < sy, luego tomando € € IT (por PdT) y

aplicando sh a banda y banda, obtenemos que ! es cota inferior de Ls. O
Nota. Resultados andlogos pueden obtenerse para lims := max L, el limite superior de s. En
particular:

Corolario. Dado s € RN acotado, Ve € R, 3ng € N,Vn € N>y, 8, € (lims — €, lims + €).

Nota. Para una demostracién SA de 4.33, véase [Or02, Teorema 2.14].

Volviendo de nuevo sobre 4.31, es claro que:

Proposicién. Seas € RN acotado, I € R. Se tiene: lims = lims = | < s, — L.

Demostracién. [=] Como minL; = lims = lims = méxL,, tenemos Ls; = {I}. Y como s es
acotada, s, — . o
[«<]Sis, — I, entonces Ls = {I} y por ende lims = lims = [. O

Observacién. Del mismo modo que Ls es no vacio y acotado si s € RN es acotado, también
lo son las colas de s, luego Vm € N, inf{s;, },en., € R por la Dedekind completitud. Més atn,
poniendo S, = Inf{sy }n>m y S = (Sm),, tenemos que S es creciente y acotada superiormente por
cualquier cota superior de s, ergo lim S,, = sup{Sy, }m por el teorema de convergencia monétona.
Afirmo entonces que:

Proposicién 4.34. Con las notaciones anteriores, lims = lim §.10

10M4s explicitamente, inf Ly = inf{shsy }neN,, = shinf{s,},>m = lim,, inf{s, },>n para cualquier M € N, lo que
nos da una suerte de de conmutatividad entre inf y sh.
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Demostracion. [>] Por 4.31, AN € N, lims ~ sy. Y por definicién de S, y PAT, Vm € IN,Vn €
*WN>m, Sm < sp y, en particular, Vim € N, S, < sy =~ lims, ergo lims es cota superior de S por
3.38.3. Pero lim S = sup{S;; }m, i.e., es la menor cota superior de S, luego lim S < lims.

[<] (Por absurdo) Supongamos que lim S < lims, de modo que Je € R-p,lim$S < lims — €.
Por 4.33, 3m € N,Vn € N>y, lims — e < sy, i.e., lims — € es cota inferior de {s},~,,, luego
lims — e < Sy, por definicién de S, Asi, lim S < Sy, en contra de que lim S sea cota superior de
S. O

Definicién 4.35. Aunque inicialmente hemos definido lims tnicamente para s € RN acotado,
resulta natural extender nuestra definicién a s € RN cualquiera de la siguiente manera:

1. Si s no estd acotado inferiormente, entonces AN € Ny, sy € Ry, y ponemos lims = —oo.

2. Sino, s estd acotado inferiormente (y por ende L) y se da uno de los siguientes:

a) s, — +oco. Entonces L; = @ y ponemos lims = +-oo.

b) s, /+ +co. Entonces L; # @ y podemos definir lims como en 4.32.

4.5. Series

Definicién. Decimos que S es la serie asociada a s € RN (o de término general s,,) ssi S es la
sucesion de sumas parciales de s (i.e., S = (L1 Sn),,>1), ¥ la denotamos por }_,,~1 51 6 ¥y, . Si
Y., sn es convergente, denotamos por Y " ; s, a su limite.

Ejemplo. (Serie geométrica) Dadoc € R,sea S, =} ; ck. Entonces S,, — ¢S,, = ¢ — "1 y, por
ende, S, = C_lcjsl, conn € N cualquiera. Por tanto, VN € N, Sy = C_lci\,;l por PdT. Ysi|c| < 1,
entonces |c|" — 0 por 4.29, luego ¢ — 0 por 4.16. Asi, Sy = C’lc_NCH ~ 15, ie,limS, = .

Antes de continuar, insistimos en que las series son un caso particular de sucesién, de modo
que todos los resultados anteriores pueden enunciarse para series. Por ejemplo:

Proposicién. (Criterio de convergencia de Cauchy) Yy s, converge ssi Vn,m € Neo, Y', 5k = 0.

Nota. Por simplicidad, cuando escribamos Z,T:n sk supondremos siempre que m > n. De hecho,
si asumimos el convenio de la suma vacia (i.e., Y}, sy = 0si m < n), dicha suposicién es
innecesaria.

Corolario. Si ) si converge en R, entonces Vn € Neo, Y, 5k = 0, i.e., s, — 0.
Demostracion. Tomando m = n en el criterio anterior. O
Pregunta. ;Es el reciproco cierto?

Ejemplo. (Serie armoénica) Claramente % — 0 (pues VH € R, % € II), luego nos bastaria ver que

1 . . . 1
Yk § no converge para responder negativamente a la pregunta anterior. Ahora bien, como ¢ |,
podemos acotar inferiormente } " % por Y ;L % = ”“T”H > M2l con m > n. Asi, tenemos
que Ziin % > %, ergo ) % no converge.

Nota. Es interesante observar que explotar las indeterminaciones de 3.31 ha sido lo que nos ha
permitido hallar un m adecuado.

Observacién. Si (sp), C [0,00), entonces Y"1 s, Ty, por el teorema de convergencia monétona,
Y, sn converge ssi ), 5, estd acotado superiormente.

Nota. De hecho, nosotros ya sabemos que si ), s, converge entonces es acotada y, en particular,
acotada superiormente, luego lo novedoso es el reciproco. Por otra parte, como (s,), C [0,0),
ya tenemos que Y, s, estd acotada inferiormente por 0 (0 mejor aun, por s, pues Y"1 Sy Tm),
luego ), s, es acotada ssi lo es superiormente.
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Corolario. (Criterio de comparacion) Sean (sy),,, (tn), C [0, 00) tales que Vn € IN,s, < t,. Se tiene:
Siy, ty converge, entonces y_, sy también.

Demostracion. Usando la observacién anterior, pues ), s, estd acotada superiormente por ), t,;,
que estd a su vez acotada por ser convergente O

Proposicién 4.36. (Refinamiento) Sean s,t € RN tales que 3¢ € R>(,0 < s < ct. Entonces ¥, s, es
convergentesiy_, t, lo es.

Demostracion. Por hipétesis, dng € IN,Vn € Ny, 0 < s, < cty (véase 4.13), luego Ing €
IN,Vn,m € N>p,,,0 < 3 s < Y1 cty por induccién, ie., Vin,m € Neo, 0 < Y1 s <
YL, ctp (véase 4.5). Y como Y} /L, cty = c " ty (por PAT de Vn,m € IN, Y JL, ctp = c 3L, )
y c XL, te =~ 0 (por el criterio de Cauchy, pues Y['  f; converge), obtenemos que Y ;" sy ~ 0

(véase 3.36), i.e., ), sy converge.

Nota. La demostracion anterior es un buen ejemplo de como el PdT y otros principios similares
nos permiten tratar las series como «sumas infinitas» con propiedades anédlogas a las sumas fini-
tas, y de ahi su nombre de «sumas hiperfinitas». Aunque algunos de estos argumentos pueden
automatizarse, e incluso puede enunciarse un principio de induccién NSA para subconjuntos
internos de *IN (véase [G098, Theorem 11.3.2]), nosotros no vamos a entrar en ello.

Corolario 4.37. (Criterio de comparacién por paso al limite) Sean (s ), C [0,00), (t;), C (0,00) tales
que (), — L. Se tiene:

1. Sil € R>o, entonces ), s, converge si ), t, converge.
2. Sil € Ry, entonces Y, t,, converge si y_,, s, converge.

Demostracion. 1) Fijado n € INe tenemos por hipétesis que i—;’ ~ [, luego s, = i—:tn ~ It <
(I4+1)t,. Es decir, V1 € Neo, 5, < ¢ty conc =141 > 0, luego 4.36 concluye.

2) Anélogo, notando que % € Ryo CLalser! € Rygy, porende, lt, ~s,;, = t, %sn. O]

Observacion. Por hipétesis y PAT, Vi € N, 0 < i—;’ ~ [,luego 0 < I siempre. Y si (s,), C (0,00),
entonces 0 < .

Nota. Para una demostracion SA de los dos resultados anteriores, véase [Or02, Teorema 9.9, Co-
rol-lari 9.10].

Teorema 4.38. (Criterio de Leibniz) Sea (sy),, C [0,00) decreciente con s, — 0. Entonces Y, (—1)" sy

converge.

Demostracion. Sean n,m € IN pares, de modo que su diferencia d también es par. Entonces
Y, (<) s = Y5 (Suti = Snviv1) +Spea = 0 (pues (5,47 — spyi1) > Oalsers |y s > 0 pa-
ra todo k) y 1L, (_1)k Sk = Sn + E?:f (=SutitSnyit1) < sn (pues (—s,4;+su1iy1) < 0alser
s }). Y por analogia, 0 < Y, (—1)k sy < sy simesimparenvezdepar,y0 < —3 ;" (—1)k sp <
Y (=1 s < [su|. Y tomando
n,m € Ne (por PdT) y usando que |s,| ~ 0 (por hipoétesis), obtenemos que |}, (—1)k se| ~0,
luego el criterio de Cauchy concluye. O

sy si n es impar (sea m par o no). Por tanto, Vn,m € N,
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Capitulo 5

Topologia

Antes de continuar adelante con el estudio de limites para aplicaciones mds generales que las
sucesiones, resulta conveniente establecer algunos resultados basicos sobre topologia general.

5.1. Puntos de un conjunto

Problema. Sea A C R, f: A — R, p € R. Si bien f(p) s6lo tendrd sentido cuando p € A, es
natural preguntarse su valor «limite» también cuando p € A€ si existe (x,),, C A tal que x,, — p.

Proposicién 5.1. Dado A C R, p € IR, son equivalentes:
1. 3(xn)n C AN{p}S, xn — p.
2. #(hal(p) N*A) = co.
3. Ve € Rug, #(Be(p) N A) = oo.
4. Ve € Roq,Be(p) NAN{p} # @.
5. hal(p) N*AN{p}° # @.

Demostracion. [1 = 2] Sin restriccién, todos los x, (con n € IN) son distintos,! i.e., Vn € N,Vm €
N~ {n},x, # xm. Y por PdT, Vi € Ne,Vm € Ne N\ {n},x, # xy, ie., todos los x, (con
n € No) son distintos. Y como hay infinitos de ellos y VN € Ne,xy € hal(p) N *A N {p}°
(aplicando PdT a Vn € N, x, € AN {p}°, véase 3.26), hemos terminado.

[2 = 3] Dado € € R+, tenemos que hal(p) C Be(p) C *Be(p) (puesx ~ p = x —p ~
0 = Ve € Ry, |x —p| <€), ergohal(p) N*A C *Be(p) N*A, luego #(*Be(p) N *A) = oo por
hipétesis. Asi, 3.24 concluye.

[3 = 4] Trivial.

[4 = 1] Por hipétesis, Vn € IN,3x, € Bi(p) N AN {p}, luego x, — p (ya que VN €
Neo, |xN — p| < & =~ 0 por PdT).

[2 = 5] Trivial.

[5 = 4] Dado € € R+, tenemos que hal(p) C Be(p) C *Be(p), luego 3x € hal(p) N *AN
{p}° C *Be(p) N*AN {p}° por hipétesis. Y por PdT, Jy € B(p) N AN {p}“. O

Nota. Apréciese que 5.1 hace hincapié en una observacién anterior, a saber: que el halo ac-
tia a modo de «entorno infinitesimal», de modo que los resultados involucrando la coleccién
{Be(p) }€>O pueden restituirse en funcién tinicamente de hal(p).

Definicién 5.2. Dado A C R, p € IR, decimos que p es un

1Supongamos que #{x,}» < ooy pongamos {x,}, = {xu }/; y § = min{|x,, — p[},. Como p & {x,},, tenemos
que § > 0,luego Vn € N, |x, — p| > % > 0, en contra de x, — p. Por tanto, nos basta tomar (xnk)k la parcial de (x;),
que se obtiene al eliminar todas las repeticiones de (xy),,.

ZNétese que la prueba es esencialmente idéntica a 4.19 y 4.24, ambos resultados que motivaron esta proposicién.
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= punto de acumulacién de A, y escribimos p € A’, ssi cumple las condiciones de 5.1.
» punto adherentede Assip e A:= AUA’.
» punto aisladode Assip € AN A'.
Observacion 5.3. Dado A C R, p € R, son equivalentes:
1. pe A
2. I(xn)n C A xp — p.
3. Ve € Rog,Be(p) N A # Q.
4. hal(p) N*A # @.

Demostracién. [1 = 2]Sip € A, es obvio. Ysip € A’, se sigue de 5.1.

[2 = 3] Trivial de la definicion SA de limite.

[3=4]Sip € A, sesigue de 5.1. Y si no, tenemos de 5.1 e hipétesis que Je¢ € R+, Be(p) N
A = {p} y, enparticular, p € A C *A, luego hal(p) N *A # @.

[4=1]Sip € A’, yaestd. Y sino, tenemos de 5.1 e hipétesis que hal(p) N *A = {p} y, en
particular, p € "ANR = A. O

Nota. Antes hemos utilizado repetidamente que Ve € R.g, hal(p) C Be(p), pero el reciproco
también es cierto si consideramos bolas de radio infinitesimal. Ello nos sugiere:

Proposicion 5.4. Dado A C R, p € R, son equivalentes:
1. hal(p) C *A.
2. Je € R+, Be(p) C A

Demostracién. [1 = 2] Por 3.36, |[x —p| < € ~ 0 = x =~ p, luego Je € *R5o,Vx € *R(|x — p| <
€ = x € *A) por hipétesis (tomando € € I'" cualquiera). Asi, PAT concluye.

[2=1] Sea € € Ry tal que B¢(p) C Ay, por ende, *Be(p) C *A (véase 3.25.1). Entonces,
como hal(p) C Be(p) C *Be(p), hemos terminado. O

Nota. Antes hemos hablado de «bolas de radio infinitesimal», pero en 4.2 definimos B, (c) tni-
camente parar € R+ y ¢ € R. Ahora bien, resulta natural extender dicha definicién a B, (c) =
{xe"R:|x—c|]<r}sir € ‘RNRyc € “R (para mas informacioén al respecto, véase [G0o98,
Section 10.5]), de modo que la demostracién anterior quedaria como: «Je € *Rsq, Vx € *R(x €
Be(p) = x € *A) se transfiere a 3¢ € R, Vx € R(x € Be(p) = x € A)», lo que nos sugiere
un Principio de Transferencia para subconjuntos de *IR definidos a partir de una férmula de £,
con £ como en la secciéon 3.3. A dichos conjuntos se los conoce como conjuntos internos (véase
[HuLo85, Section II.6], [Go98, Section 11.7]), y son una herramienta fundamental del andlisis no
estdndar, que, por cuestiones de tiempo y espacio, no abordamos en este TFG, como ya adelan-
tamos en 4.20.

Definicién 5.5. Decimos que p € R es un punto interior de A, y escribimos p € A°, ssi cumple
las condiciones de 5.4.

Observacion 5.6. Claramente A° C A C A.

5.2. Abiertos y cerrados

En la seccién anterior hemos utilizado varios resultados de la subseccién 3.2.1, concernien-
tes, mds concretamente, al cardinal y la inclusién. Ello nos sugiere explotar otras propiedades
similares, como los andlogos para la unién e interseccién (véase 3.27). Por ejemplo:

Observacion 5.7. Como p € A? = hal(p) C *A;, tenemos que p € N ; A7 = hal(p) C NI *A; =
AL A de, N AY C (N1 A)°3 Y por 5.6, N Ay = (N1 A;)° siVi, A = AS.

3Més atin, 3.27 nos sugiere que el resultado es falso para intersecciones arbitrarias, véase 5.13.
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Definicién. Decimos que A C R es un abierto (de R), y escribimos A € T,ssi A = A°.

Nota. Laidea es clara: un conjunto A es abierto ssi todo punto p de A tiene un «entorno infinite-
simal» (su halo) contenido en *4, i.e., ssiVp € A(x >~ p = x € *A) o, en palabras, ssi los puntos
infinitamente préximos a (algtin punto de) A son de *A.

Proposicién 5.8. El conjunto T es una topologia abierta de R.

Demostracién. 1) Por vacuidad, @ € 1,y como Vp € R, hal(p) = {p+€:€ €I} C *R, también
R e

2)Si{A;}j_; C T, entonces N ;A € T por5.7.

3) Por analogfa, si { A;};c; C T, con I arbitrario, entonces U;c1A € T. O

Corolario. Por las leyes de De Morgan, ¢ := {A° : A € T} es una topologia cerrada de R.

Siguiendo la misma filosofia, esta vez para el complementario:
Observacion 5.9. Dados A C R, p € R, se tiene: p € A ssi hal(p) N*A = @ ssihal(p) C (*A)° =
“(A) ssi p € (A%)°. Por tanto, A” = (A°)°, lo que nos lleva a:
Proposicién 5.10. 7° = {A CR: A=A}
Demostracion. Como A € 1€ ssi A® € T ssi A° = (A°)°, se sigue de la observacion anterior que
A€ Tssi A=A ie, ssi A=A O
Definicién. Decimos que A es un cerrado (de R) ssi A € 7°.

Nota. La idea es clara: un conjunto A es cerrado ssi todo punto p de R con un «entorno infinite-
simal» (su halo) intersecando *A es de A (véase 5.3.4),i.e,ssiVp € R(p @ x € *A = p € A)
0, en palabras, ssi los puntos infinitamente préximos a (algtin punto de) *A son de A. De hecho,
como p ~ x & p = shx alser p € R (véase 3.34, 3.42), ello equivale a que las sombras de los
elementos limitados de *A sean de A. Por dltimo, y como es usual, obtenemos de 5.3.2 que A es
cerrado ssi toda sucesién de A converge en A.

Ejemplo 5.11. Sean 4,b € R distintos. Entonces (a,b), (—o0,a), (b, +c0) € T.

Demostracion. Sip € (a,b) y x ~ p, entonces x € *(a,b) por 3.38.1, y andlogamente con (—co,a),
(b, +0). O
Corolario. Sia,b € R, entonces [a,b] = ((—c0,a) U (b, +0))° € T°.

Proposicién. Los racionales son densos en los reales, i.e., Q=R

Demostracion. [C] Es claro de 5.3 que A C B= A C B,luego Q C R=R.
[D] Por 5.3.2, usando que todo real tiene una representaciéon decimal. O

Corolario 5.12. Sean p € R,r € R~q. Entonces existen q € Q,s € Q- tales que Bs(q) C B.(p).

Demostracion. Como R C Q, tenemos que 3 € B,(p) N Q, luego Bs(q) C By(p) tomando s =
|p+r—q| /2. Y por arquimedianidad, 3n € IN, B1 (q) C Bs(q). O

Observacién 5.13. Claramente * (Nyen (=1, 1)) # Npen*(—1, 1), pues Nyen(—1, 1) =INR =
{0}y Nuen™(—%, %) = I = hal(0).

Esta tltima igualdad nos sugiere:
Proposicién. Dado p € R, se cumple: hal(p) =N{*A:pec A e 1}

Demostracion. [C| Obvio, pues hal(p) C *A siempre que p € A € T.
[D] (Por contrarreciproco) Sea x ¢ hal(p) y hallemos A € T tal que x ¢ *A: como x — p % 0,
tenemos que Je € R, |x — p| > €, luego x € *Be(p), con Be(p) € T por 5.11. O

Nota. Aunque no vamos a entrar en ello, si quisiéramos estudiar un espacio topoldgico (X, x)
cualquiera mediante herramientas no estandar, podriamos tomar la proposicién anterior como
definicion, prescindiendo asi de la nocién de distancia inherente en nuestra definicién de hal(p),
véase [Ro66, Chapter 4], [HuLo85, Chapter 3], [ArCuHe97, Article 3].
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5.3. Compactos

Nota. (Idea) Acabamos de ver que x ¢ hal(p) = 3e € Ruq,x & *Be(p), luego x & Upc 4 hal(p) =
Vp € A, 3ep € Rog,x € *Be,(p), donde claramente R = {Bep(p)}peA
abiertos de A que, si x € *A, no tiene subrecubrimientos finitos (por absurdo y 3.27). En cuanto

a la posibilidad de un reciproco, investigaremos primero las consecuencias inmediatas de esta
condicién.

es un recubrimiento por

Definicién. Decimos que A C R es un compacto (de R) ssi todo recubrimiento por abiertos de
A tiene un subrecubrimiento finito.

Nota. Todo conjunto tiene recubrimientos por abiertos: A C U,caBe(p), con € € R+ cualquiera.

Lema. Si A C IR no es compacto, entonces A tiene un recubrimiento numerable por abiertos sin subre-
cubrimientos finitos.

Demostracién. Sea R = {A;};c; unrecubrimiento por abiertos de A sin subrecubrimientos finitos,
de manera que Vp € A,3Jip € I,p € A;, y, como A;, es abierto, 3¢, € R, Be,(p) C A;,. De
hecho, 39, € Q, 30, € Q=0,B5,(9p) C Be,(p) por 5.12, obteniendo asi R' = {B5p(ql’)}peA un
recubrimiento de A por intervalos abiertos de extremos racionales tal que VB e RI,3ABeR,B' C
B(puesVp € A,p € Bs,(9p) C Be,(p) C A;,), demodo que R’ no tiene subrecubrimientos finitos
de A (pues en tal caso serfan también subrecubrimientos de R).

Ahora bien, el conjunto de todos los posibles intervalos con extremos racionales es numerable
(pues Q es numerable y el producto cartesiano de numerables lo es), luego R’ es numerable. Y
por 5.11, R’ es un recubrimiento por abiertos. O

Teorema 5.14. (Criterio de compacidad de Robinson) Un conjunto A C R es compacto ssi *A C
Upeahal(p) (ie, ssiVx € *A,dp € A, x ~ p).

Demostracion. [=>] (Por contrarreciproco) Sea x € *A \ Upe4 hal(p), de modo que Vp € A, Je, €
R~o,x & *Be,(p), con R = {Bep (p) }p ¢ 4 un recubrimiento por abiertos de A, y supongamos que
existe { B, (p) }?:1 un subrecubrimiento finito de R. Entonces *A C * U | B¢, (p) = U *Be,(p),
luego 3i, x € *B,(p) !!! Por tanto, R es un recubrimiento por abiertos de A sin subrecubrimientos
finitos, ergo A no es compacto.

[<=] (Por contrarreciproco) Sea R = { A, }, . un recubrimiento numerable por abiertos de A
sin subrecubrimientos finitos (que existe por el lema), de modo que Vm € N, A ¢ U | Ay, i.e.

Vm € IN,Ix € A,Vn € N<y, x € A,

Entonces, dado m € N, tenemos que 3x € *A,Vn € *IN<;,, x € *A§, por PdT y, en particular,
Vn € N,x € *Aj. Pero x ¢ U,cahal(p), pues si x ~ p para algtin p € A, como p € Ay para
algin k € IN por ser R un recubrimiento de A, tendriamos que x € * Ay por ser Ay abierto !!! Por
tanto, x € *A \ Upc 4 hal(p). O

Nota. Aunque no vamos a entrar en ello, y salvo por el lema, la demostracion es considerable-
mente general, y podria adaptarse facilmente a (X, Tx) un espacio topoldgico cualquiera, véase
[Ro66, 4.1.13], [HuLo85, Chapter 3, 2.2], [ArCuHe97, Article 3, 5.1]. En cuanto al lema, necesita-
rifamos mds maquinaria légica (mds concretamente, las relaciones de concurrencia).

Ejemplo. Los conjuntos finitos son compactos por 3.23.

Observacion. Como x ~ p < shx = p al ser p € IR, podemos reformular el criterio de Robinson
como: todo elemento de * A tiene sombra en A. Ahora bien, recordando que A es cerrado ssi todo
elemento limitado de * A tiene sombra en A, llegamos facilmente a:

Teorema 5.15. (de Heine-Borel) Un conjunto A C R es compacto ssi A es cerrado y acotado.
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Demostracién. (NSA) [<] Como A es acotado, todos los elementos de *A tienen sombra (véase
4.8). Y como A es cerrado, éstas caen en A.

[=] (Por contrarreciproco) 1) Si A C R no es acotado, entonces 3x € *A N Rq, que por ende
no tiene sombra, ergo A no puede ser compacto.

2)Si A C Rno es cerrado, entonces 3a € A~ A y,por 5.3, 3x € *ANhal(a),conshx =a ¢ A,
ergo A no puede ser compacto. O

Corolario. Un conjunto A C IR es compacto ssi es secuencialmente compacto (i.e., ssi toda sucesion de
A tiene una parcial convergiendo en A).

Demostracién. [=] Sea (x,), C A, con A acotado y cerrado por Heine-Borel. Entonces (x;),, tiene
una parcial convergente por Bolzano-Weierstrass al ser A acotado, cuyo limite es de A por ser A
cerrado.

[«<] Por Heine-Borel, es suficiente ver:

1. A C A.En efecto, si pE A, entonces existe (x4), C Atal que x, — p, que tiene una parcial
(x¢); convergiendo en A por hipétesis. Pero como (x;,), converge a p, necesariamente (xj ),
también, luego p € A.

2. A estd acotada. Sino, entonces Vi € IN,3x,, € A, |x,| > ny, en particular, cualquier parcial
de (xy), diverge a oo !!!

O

Terminamos el capitulo recordando la demostracion del teorema de Heine-Borel que se ve en
la asignatura Analisi Matematica para que el lector pueda apreciar mejor la potencia del criterio
de Robinson. Y para ello, probamos primero los siguientes lemas:

Lema. EIl conjunto [a,b] C R es compacto para cualquier a,b € R.
Demostracién. (NSA) Obvio de Heine-Borel, o usando que *[a,b] C IL y que sh preserva <. O

Demostracién. (SA) Por reduccién al absurdo. Supongamos que Iy = [4,b] no es compacto, i.e.,
que existe {G;};., un recubrimiento por abiertos de Iy del cual no se puede extraer ningin
subrecubrimiento finito. Entonces, como Iy = Jy UK con Jy = [a, %b} , Ko = [#, b], tenemos
que 3L € {Jo, Ko} del que tampoco se puede extraer ningtn subrecubrimiento finito. E iterando
el proceso, obtenemos una sucesioén (1), de intervalos encajados sin subrecubrimientos finitos,

de modo que:

1. Nuly, # @, ie,3x € RVn € N,x € I, C [a,b] C UjeaG; (pues I, ]), de modo que
Jk € A, x € Gy € Ty, porende, 36 € R+, Bs(x) C Gy.

2. |I] — 0,ie, Ve € Ryp,Ing € N,Vn € N>y, by —a, < €. Y comoVn € N, x € I,
tomando € = 6 y n > ng nos queda que x — 8 < a4, y by < x +6,* luego I, C Bs(x) y, por 1,
podemos recubrir I, por Gy !!!

O

Lema. Todo subconjunto cerrado A de un compacto B es compacto.

Demostracion. (NSA) Por 3.25.1, *A C *B, luego todo x € *A tiene sombra en B por la compaci-
dad de B. Y como A es cerrado, tenemos de hecho shx € A. O]
Demostracion. (SA) Sea {A;}; un recubrimiento por abiertos de A, de modo que B C AU A° C
UjA; U A, con A € T por hipétesis. Entonces B C U?zlAij U A€ por compacidad, ergo A =
BNAC (UL A; UA ) NA = ((ULA;) NA)U(ATNA) C UL A;. O

Teorema. (de Heine-Borel) Un conjunto A C R es compacto ssi A es cerrado y acotado.

4Mésexplicitamente,x61n#anngbn@un—bnSx—bngO#OSbn—ben—an<<5:>bn<x+¢5.
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Demostracién. (SA) [«<] Como A es acotado, 3k € R+, A C [—k, k], luego los dos lemas anterio-
res concluyen.
[=] Vayamos por partes:

1. A es acotado pues:

a) Como A C UyeaBi(x), por compacidad existe ] finito tal que A C Ujc;By(x;).

b) Siy € By(xj), entonces [y — xo| < |y —x;| + |xj —x0| < 1+ |xj —x0
cualquiera fijado.

,con xg € R

_ (b)
c) Por tanto, r = maxjcy rj es cota, con r; = 1 + ]x]« — Xo|, pues Vj € ], Bi(x;) C B,j(xo) y

porende A C Uje]Bl(xj) C Uje]Brj (XQ) C Br(XQ).

2. Para ver que A es cerrado, fijemos p € Ay veamos que 36 > 0, Bs(p) C A°.

a) Dadog € A, sear; = % lp —4ql, Vg = By, (p) y Wy = By, (q). Entonces:

1) Como A C UyeaWy, tenemos A C U?leq]. por compacidad, luego W¢ C A€ con
W = Ul Wy,.
2) Sea V =NV, Entonces V = B;(p) con § = min; ry, = 3 min; [p — q;].
b) Afirmo que VNW = @, pues (por absurdo) si 3z € V N W, entonces:
DzeW=3kze W, = |z—qi| <rg = |p—al-
2) z€V = |z—p| <minjry, = ymin;|p—q;| < 3 |p—ql-
3) Por tanto, [p — q| < [p —z| + |z — k| <[p —qel "

(b)
¢) Por tanto, V. C W°¢ C A°.

50



Capitulo 6

Limites de aplicaciones

6.1. Rudimentos

Notacién. Fijamos para todo el capitulo ACR, f: A - R,aec A',l € R.

Definicién 6.1. Decimos que [ es el limite de f en 4, y escribiremos lim,_,, f(x) = [, ssi Ve €
R>O, El(s S ]R>0,Vx S A ﬂ B&(ﬂ) ﬂ {ﬂ}c,f(x) € Bg(l) (i.e., Ve € R>O, 35 S R>O,f(A ﬂ Bj(a) ﬂ

{a}) C Be(1)).

Nota. La idea para nuestra traducciéon es clara: cambiar las bolas por halos, obteniendo asf, co-
mo resulta natural, que lim,_,, f(x) = [ ssi todo punto de *A distinto de a pero infinitamente
proximo a él tiene imagen por f infinitamente préxima a [.

Proposicién 6.2. lim,_,, f(x) = [ ssi Vx € *ANhal(a) N{a}", f(x) ~ I (ie, f(*ANhal(p) N
{a}°) € hal(1))

Demostracién. [=] Fijemos y € *A Nhal(a) N {a}’ y € € Ro. Entonces, por hipotesis y PdT,
36 € Roo,Vx € *AN*Bs(a) N{a}, f(x) € *Be(1), luego f(y) € *Be(1) (pues V6 € R+, hal(a) C
*Bs(a)). Asi, f(y) ~ I por la arbitrariedad de € € R~.

[«] Por PdT, nos basta ver que Ve € R, 36 € *R-o,Vx € *A(0 < [x—a| <5 = f(x) €
*Be(1)). Ahora bien, dados € € Ry, d € I" y x € *A tal que 0 < |x —a| < d cualesquiera,
tenemos que x =~ a 'y, por hipétesis, f(x) >~ I, luego f(x) € *Bc(I). O

Observacion 6.3. Acabamos de probar que la condicién
Jdelt,Vxe*A0< |x—a| <d = f(x) ~1)

implica limy_,, f(x) = I. Ahora bien, como |x —a| < d ~ 0 = x =~ g, tenemos de hecho que los
siguientes son equivalentes:

1. limyy, f(x) = 1.

2. Ve €Rxp, 36 €Rop,Vx € A0 < [x —a| <6 = [f(x) =] <e).
3. dd eIt Vx e *A(0 < |x —a| <d = f(x) ~1).

4 Vx e *A(x #a,x ~a= f(x) ~]).

Mas adn, como | € R, tenemos que f(x) ~ I ssil = sh f(x) (y andlogamente para a), luego 4 es
equivalente a:

5.Vx € *A(x #a,shx =a=shf(x)=1).

Por otra parte, sia € A°, entonces (por 5.4) podemos cambiar la hipétesis x € *A por x € *IR en
3,4y 5,ylahipétesis x € A porx € Ren?2.
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Definicién. Dado r € R+, se definen B,(+o0) :== {x € R: x > ¢}, By(—) = {x e R: x <
—c}, By(o0) := {x € R : |x| > c} los entornos de +00, —o0, co asociados a r, respectivamente.

Observacién. Podemos generalizar 6.1 admitiendo a € {400, —00,00},1 € {+00, —00, 0}, y es fécil
ver que su equivalencia NSA cambia B, (+o0), B;(—o0), B;(o0) por R, Ry, Re respectivamente,
como resulta natural. Asi, e.g., lim, 0 f(x) = o0 ssi f alcanza valores infinitos en el infinito o,
mas formalmente:

Proposicion 6.4. lim, e f(X) = 00551 VX € *Aco, f(X) € Reo (ie., f(*Aco) C Reo).

Demostracion. [=] Fijemos y € *A« y € € R~¢. Entonces, por hipétesis y PdT, 36 € R-o,Vx €
“ANBy(e0), f(x) € “Be(co), luego £(y) € *Be(oo) (pues 7r € Rog, Reo C *By(c0)). Asi, £(x) €
Reo por la arbitrariedad de € € R+ .

[«] Por PdT, nos basta ver que Ve € R, 36 € *R~o,Vx € *A(|x| > 6 = f(x) € *Be(o0)).
Ahora bien, dados € € R+, d € R y x € *A tal que |x| > d cualesquiera, tenemos que x € Re
y, por hipétesis, f(x) € Reo, luego f(x) € *Be(c0). O

Nota. En 6.2, como a € A’, ya tenfamos que A N Bs(a) N {a}“y *ANhal(a) N {a}° eran no vacios.
Sin embargo, sia € {400, —00, 0}, las correspondientes condiciones deben imponerse, o en caso
contrario las respectivas implicaciones serfan triviales. Asi, e.g., en la proposicién anterior hemos
supuesto *A N *Bs(o0) y * As no vacios.

Por otra parte, y aunque no vamos a entrar en ello, la similitud entre las demostraciones de
5.4, 6.2 y 6.4 nos sugiere la existencia de ciertos principios generales de la misma clase que 4.5y
4.25. Para mds detalles, véase [G098, Section 7.10], [HuLo085, Chapter 2, Theorem 7.1].

Proposicién 6.5. limy_, f(x) = [ ssi lim, f(x,) = [ para cualquier (x,), C AN{a} tal que

limx, = a.

n

Demostracion. (=] Dado M € Ne y (x), C AN{a}’,x, — a (que existe por ser a € A'),
tenemos en particular que xp; € *A Nhal(a) N {a}, luego f(xp) ~ I por hipétesis.

[<] (Por absurdo) Supongamos que J¢ € R+, V6 € Rso,3x € AN Bs(a) N{a}", f(x) ¢
Be(I). En particular, Je € R+, Vn € N,3x, € AN B1(a)N{a}’, f(xu) & Be(l), ergo x,, — a con

(xn), C AN{a}‘y, por hipétesis, f(x,) — I, en contra de f(x,) ¢ Be(l). 0O

Observacion 6.6. Como consecuencia, los limites de funciones heredan trivialmente muchas de las
propiedades de los limites de sucesiones, como la unicidad o el buen comportamiento respecto
(RN/ +, S) .

Ejemplo. Ellimite lim,_,g sin % no existe, pero lim,_,o x sin % =0.

4Nil)ﬂ,y = (4N<2k3)71 € hal(0) \. {0}. Entonces sin 1 =
1 (aplicando PdT a sin %t = 1sin = 1 méd 4) y, andlogamente, sin% = —1, en contra de la

Demostracion. 1) Dado N € N, sean x = 0

unicidad del limite. Por tanto, lim,_,g sin % no existe.
2) Sea x € hal(0) \. {0}. Como sini € IL (aplicando PdT a Vr € R, |sinr| < 1), tenemos que
1

xsiny ~ 0. O

Definicién 6.7. Dados B C A, b € B, definimos lim,_,}, ycp f(x) := lim,_,;(f | B)(x) el limite
de f en b segtn B.

Nota. Asi, lim, ,, cp f (x) = 1ssiVx € *BNhal(b) N {b}, f(x) ~ 1.

Observacion. Dados B C A, b € B, silim,_,;, f(x) = I, entonces lim,_,; vcp f(x) = . Reciproca-
mente:

Proposicién 6.8. Sean A = U ,B;, b € Bj para todo i. Si Vi, limy_,,.cp, f (x) = [, entonces
lim, ,p f(x) = L.

Demostracién. Six € *ANhal(b) N{b}, como *A = U, *B;, tenemos que Ji,x € *B; Nhal(b) N
{b}°, luego f(x) ~ I por hipétesis. O
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6.2. Continuidad

Definicién 6.9. Sea p € A.Sip € A’, decimos que f es continua en p ssi lim,_,, f(x) = f(p). Si
no, decimos siempre que f es continua en p.

Observacion 6.10. Dado p € A, son equivalentes:
1. f es continua en p.
2. Ve € Ryg, 36 € Rog, Vx € A(Jx — p| <8 = [f(x) — f(p)| <e).
3. ddelt,Vxe *A(lx —p| <d = f(x) ~ f(p)).
4. Vxe*A(x~p= f(x) ~ f(p)).
5. Vx € *A(shx = p = sh f(x) = f(shx)).
6. f(xy) = f(p) siempre que (x,), C Ay x, — p.

Demostracion. Si p & A’, entonces todas las condiciones son triviales. Y si p € A’, entonces se
sigue de los resultados anteriores, notando que el caso x = p es trivial. O

Definicién. Dado B C A, decimos que f es continua en B, y escribimos f € C(B), ssi f es
continua en todo punto de B.

Observacién. Por 6.6,si f,g € C(B), entonces f +¢, fg¢ € C(B).Ysi0 ¢ Im g, también ¢! € C(B).
En particular, los polinomios son continuos en todo R (pues la funcién identidad lo es trivialmen-
te), y también las funciones racionales en todo punto en que no se anule el denominador.

Proposicién. Sean f: A — R,g: B— R, con f(A) C B, y supongamos que f es continuaen Ay g es
continua en f(A). Entonces g o f es continua en A.

Demostracion. Sea p € A, x € *ANhal(p). Entonces f(x) ~ f(p) por la continuidad de f, con
fp) € f(A)y f(x) € f(*A) = "f(A) C "Balser f(A) C B, luego g(f(x)) = g(f(p)) porla

continuidad de g.
Ejemplo. Por 3.39, la aplicacién valor absoluto es continua en R.

Nota. Por el teorema de Bolzano (que veremos en el préximo capitulo), Vx € R>o,Vn € IN, 3y €
R>o,y" = x. Dicho y se escribe {/x.

Ejemplo. Dado n € IN, la aplicacion raiz n-ésima {/-: R>p — R>¢ es continua en R>.

Demostracion. Dado p € Rx, sea x € *IR>¢ tal que x ~ p, de modo que x € L y por ende
Yx € L (e.g., porque /- es creciente, o porque /x < max{x,1} € IL). Sea también P,: R — R
tal que P, (y) = y", que es continua en tanto que polinomio. Entonces sh(P, ({/x)) = P, (sh {/x)
y, usando que P, ({/x) = x y aplicando {/- a banda y banda, V/sh x = sh {/x. O

Ejemplo 6.11. La aplicacién coseno es continua en R.

Demostracion. Sean p € R, x >~ p, y pongamos x = p + € con € ~~ 0. Entonces

cosx —cosp = cos(p+e€)—cosp
= COSpcose —sinpsine —cosp
= cosp(cose —1) —sinpsine

aplicando PdT a Vr,s € R,cos(r +s) = cosrcoss — sinrsins. Por tanto, si demostramos que
cose >~ 1ysine ~ 0 (i.e., que cos, sin son continuos en 0), habremos terminado. En efecto:

» Vr € R, |sinr| < |r|, luego Vr € *IR,|sinr| < |r| y, en particular, |sine| < |e|] ~ 0, ergo
sine ~ 0.

» cose =+/1— (sine)2~V1-02=1.
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O

Teorema. (de Weierstrass) Sea f € C(A) y K un compacto (de R) contenido en A. Entonces f(K) es un
compacto.

Demostracion. Seay € *f(K) = f(*K), de modo que y = f(x) para algin x € *K'y, por compaci-
dad, shx € Ky, por continuidad, f(shx) ~ f(x) = y. Entonces shy = f(shx) € f(K). O

Corolario 6.12. Sea f € C(K), con K compacto no vacio. Entonces f(K) tiene minimo y mdximo.

Demostracién. Por Heine-Borel y Weierstrass, f(K) es acotado y cerrado, luego tiene supremo e
infimo por la Dedekind completitud, que se alcanzan por 4.19 al ser f(K) cerrado. O

Definicién. Dado B C A, decimos que f es uniformemente continua en B ssi Ve € R, 30 €
R.o,Vx,y € B(lx —y| <6 = [f(x) — f(y)] <e).

Proposicién. La aplicacion f es uniformemente continua en B ssi Vx,y € *B(x ~y = f(x) ~ f(y)).

Demostracion. Andloga a 6.2. O

Nota. Asi, podemos repensar la continuidad uniforme como una continuidad sobre *B en lugar
de B.

Ejemplo. Por 3.39, la aplicacion valor absoluto es uniformemente continua en IR.

Observacién. Si f es uniformemente continua en R y (s,), C R es de Cauchy (ie., Vn,m €
Neo, Sn > 5), entonces (f(sn)),, C R también es de Cauchy (pues s, ~ s, = f(51) ~ f(sm) por
la continuidad uniforme).

Teorema. (de Heine-Cantor) Sea f € C(K), con K compacto. Entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. (NSA) Si x,y € *K, entonces shx,shy € K por compacidad. Y si x ~ y, entonces
shx = shy, luego f(x) ~ f(shx) = f(shy) =~ f(y) por continuidad. O

Demostracion. (SA) Sea € € Rs. Como f € C(K), tenemos que Vp € K,35,(|p —q| < 6, =
\f(p) — f(q)| < $).Y por compacidad, K C U;lle% (p;) para alguna coleccién {pj};lzl, con d; =

dp; (pues K C UPGKB (p)). Sea ahora § = %min]» d;. Afirmo entonces que Vp,q € K(lp—q| <
2
5=1f(p) q)| < €). En efecto:

fec (K)

L pe KC UL By (pj) = 3k |p—pl < 30 < & f(p) = flpo)] <5

J
2

. feC(K)
2 0g—pl <lg—pl+1p—pl < 3min;oi+ % <o =" (@) — fpe)| < §

3. Por tanto, |f(p) — f(q)] < |f(p) — f(p)| +1f(px) — fF@| <5+ 5 =e
O

1

Observacion. La condicion K compacto no es prescindible. Por ejemplo, f: (0,1) — R, x = 3

es contmua por 3.35 (pues 0 §é Dom f), pero no es uniformemente continua (pues si N € N,
entonces 3y, yo7 € *(0,1), § ~ ghyperoN = f(§) # f(gx)=N+1).
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6.3. Derivabilidad

Definicién. Sea p € A°. Decimos que f es derivable en p ssi el limite limy,_, w existe
y es finito (i.e., si es igual a algin nimero real), y en tal caso designamos por f/(p) a dicho limite
y decimos que f'(p) es la derivada de f en p.

Nota. La condicion p € A° garantiza que f(p + h) estd definido para h suficientemente pequefio,
véase 5.4.

Corolario. (véase 6.3) f es derivable en p € A° ssi 3l € R, Ve € hal(0) \. {0}, sh M =1
Ejemplo. Dado p € R, se tiene: cos’ p = —sin p.
Demostracion. Sean p € R, e € hal(0) \ {0}. Entonces

cos p(cose — 1) —sinpsine cose — 1 . sine
p ) 4 = cospsh ———— —sinpsh —
€ €

cos(p+e€) —cosp _ <
€ €

sh

usando 6.11 y las propiedades de sh. Y calculando los limites lim,_,o cosx=1 — 0 1im,_, Si;”‘ =1

mediante los razonamientos geométricos usuales (véase [Or02, p.93], [Ke86, Section 7.2]), hemos
terminado. O

Notacion. Siguiendo una tradicién, denotaremos por Ax a un infinitesimal no nulo arbitrario
representando un cambio o incremento en x, y escribiremos por Af(x,Ax) = f(x + Ax) — f(x)
al correspondiente incremento en f, que denotaremos simplemente por Af si no hay peligro de
confusion.

Proposicion. Si f es derivable en x, entonces es continua en x.

Demostracion. Por hipétesis, 2—{; ~ f’(x), luego multiplicando Ax € IL a banda y banda y usando
que f'(x) € L, obtenemos que Af = %:Ax ~ f'(x)Ax ~ 0 (véase 3.35). O

Nota. En particular, podemos pensar f’(x) como la sombra de un ratio entre incrementos infini-
tesimales.

Definicién. Si f es derivable en x, definimos la diferencial de f en x respecto Ax como df(x, Ax) :=
f'(x)Ax, y escribiremos simplemente df si no hay peligro de confusioén.

Nota. Por tradicién y estética, es usual escribir dx en lugar de Ax para referirse al mismo in-
cremento de x cuando éste interviene en el diferencial, recuperando asi de manera natural la
notacién de Leibniz: f'(x) = %.

Observacién. (Interpretacién geométrica) La ecuacién analitica de una recta que pasa por (p,q)
con pendiente m es r(x) = g+ m(x — p), luego la de la recta secante que pasa por (p, f(p)) y

(p+Ax, f(p+Ax)) ess(x) = f(p) + %(x — p), ergo la de la recta tangente a la curva f
en el punto (p, f(p)) es t(x) = f(p) + f'(p)(x — p) (pasando al limite la pendiente anterior, i.e.,
tomando sombras). Ahora bien, At(p, Ax) = df (p, Ax),luego df (p, Ax) representa el incremento
correspondiente a Ax sobre la recta tangente de f en p (véase [Ke86, Fig. 2.2.3, 2.2.4] para una
astuta representacion grafica de la situacion).

Observacion 6.13. Resumiendo, si f es derivable en x, entonces Af ~df ~0y % = f(x) ~ i—i,

luego ij; —fl(x) = % ~ Oy, por ende, Af —df = eAx para algtin € >~ 0. Obtenemos asi la

ecuacién incremental:

Af(x,Ax) = df(x,Ax) + eAx = f'(x)Ax + eAx
que podemos reformular también como
flx+Ax) = f(x) +df(x, Ax) + eAx = f(x) + f'(x)Ax + eAx
Por tanto, f'(x) actta como la mejor aproximacion lineal de f en x, pues eAx es infinitesimal

f'(x)Ax

comparado con f'(x)Ax (i.e., “ x>

es ilimitado).
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Nota. La ecuacién incremental vale también trivialmente para Ax = 0.

Proposicién. (Algebra de derivadas) Si f, g son derivables en x, también lo son f + g, fg, jlf (en el iltimo
caso, supuesto que f(x) # 0). Mds aiin,

L (f+8)(x) = f(x) +g(x).
2. (f8)'(x) = f()g(x) + f(x)g (x).
3 (1) (0 =15

Demostracion. 1) Como

Af+g) = (f+g)(x+Dx)—(f+8)(x)

= (f(x+Ax)+gx+Ax) (f x)
= (f)+Af) + () +Ag) = f(x) —g(x) = Af+4g
tenemos que (ng) %-I—%:f’(x)-l—g’(x).

2) Como

A(fg) = f(X+AX) (x + Ax) — f(x)g(x)
= (f(0)+Af)(8(x) +Ag) = f(x) 8 (%)
= flx )Ag+g( JAf +AfAg

tenemos que 2{E) = £(x) 88 + g(x) 2L + AFRE ~ f(x)g (x) + g(2)f'(x) +0

3) Como

1t 1t 1 f@)-(f)+af) Af

fTRarA) ) T F+AF T f) T PR HANfx)  FEP+ F)Af
tenemos que % = f(x)ZAxf]{(x)Afo = T 2+f ff/( x) ~ (}()zf/(x) (pues f(x) # 0). [

Proposicion. (Regla de la cadena) Si f es derivable en x y g es derivable en f(x), entonces g o f es
derivable en x con derivada g’ (f (x)) f'(x).

Demostracién. Como f es derivable en x, tenemos que Af ~ 0y, porende, f(x+ Ax) ~ f(x ) Y co-
mo g es derivable en f(x), tenemos que g esta definido en hal(f(x)) y, en particular, en f(x + Ax).
),

Ast, Mg o f)(x,bx) = g(f(x +Ax)) = g(f(x)) = g(f(x) +B8f) —g(f(x)) = Bg(f(x),Af) =
g (f(x))Af + eAf para algun e ~ 0 (véase 6.13). Por tanto, % =9 (f(x) % Mo eAf

| Z

g (f(x)f'(x) +0. s
Corolario. Si f es derivable en x, con f'(x) # 0,y f 1 es derivable en y = f(x), entonces (f 1) (y) =
-

Demostracién. Aplicando la regla de la cadenaen f~!o f = Id. O

Definicién. Decimos que p € A° es un minimo local de f ssi Je € R, Vx € Be(p), f(x) > f(p).
Corolario. (véase 5.4) El punto p € A° es un minimo local de f ssiVe € I, f(p+€) > f(p).

Teorema. (de Fermat) Si x es un minimo local de f y f es derivable en x, entonces f'(x) = 0.

Demostracién. Por hipotesis, Ve € I, f(x +¢€) — f(x) > 0, luego f/(x) =~ M <0<

)
WL ~ f’(x) si Ax > 0. Por tanto, como f’(x) € R, nos queda que f’(x) = 0. O

Nota. Los méximos se discuten por analogfa. En particular, podemos obtener de la manera usual
el Teorema de Rolle, el Teorema del Valor Medio de Lagrange y la caracterizacion del crecimiento
de una aplicacién respecto de su derivada.
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Capitulo 7

Particiones hiperfinitas

7.1. Teorema del Valor Intermedio

Notacién. Fijamosa < b, I = [a,b]y A, = (b—a)/n (conn € *IN) para todo el capitulo.

Nota. (Idea) Sea f: I — R y supongamos (sin restriccién) que f(a) < f(b). Fijemos ademds
d € (f(a), (b)), que existira ssi f (a) # f (b). Una representacion gréfica de la situacion nos
sugiere que, salvo que el grafo de f «dé saltos», en algiin momento cruzara la recta r(x) = dy,
porende, d € f(I).

Una manera de precisar esta intuicién geométrica (con nuestras herramientas no estandar)
podria ser particionar I en n € IN intervalos de longitud A,, tomar s, el mayor extremo de
dichos intervalos cuya imagen sea menor que d, y extender (s;), a todo *IN. Asi, encerrariamos
algtn ¢ € f~![d] en un intervalo infinitesimal [sy, sy + An] para N € Ny, de modo que sy =~
c ~ sy + Ay y, en particular, ¢ = shsy. Y suponiendo ahora que f sea continua (i.e., que «no da
saltos»), tendriamos que f(c) ~ f(sy) < d < f(sy + ANn) =~ f(c), luegod = f(c).

Formalicemos todas estas ideas:

Definicién 7.1. Una particién de I es una sucesion finita P = (x);_, tal que x; 11, %0 = a,x, =
b,P C I,y en tal caso escribimos P € Py(I) 6 P € P,(I) si no queremos explicitar su cardinal.
Los subintervalos de P son [y = [xt, Xt 1] y la norma de P es |P| := max; |I;|. Decimos que
P € Py,(I) es equidistante ssi Vk, |I| = |P|.

Observacién. Como x; = xx_1 + |Ix_1|, si P € Pu(I) es equidistante entonces x, = x¢ + k|P|
por induccién, luego |[P| = A, y P = (a + kAy)}_,- En otras palabras, hay una tnica particién
equidistante en Py (I).

Notacién. Fijamos para el resto del capitulo P, = (a +kAy)};_, (0 Py, 1 si queremos ser mas espe-
cificos) y I, = [a + kN, a+ (k+ 1)An] sus subintervalos asociados.

Problema. Dado que P € P, (I) es una sucesion finita, tenemos que *P = P, luego no podemos
obtener una genuina extensién hiperreal de P de la manera usual.' Sin embargo, y como sugiere
la observacién anterior, en el caso particular en el que P es equidistante resulta natural considerar
la sucesién P, para n € *IN. Es mds, nuestra propuesta se comporta como cabria esperar:

Proposicion 7.2. Sean x € I, N € N cualesquiera. Entonces {a + kAN},I(VZO Nhal(x) # @.

Demostracion. Como x € I = U]_yI,k, tenemos que Vn € IN,Jk € Z,a+ kA, < x < a+ (k+
1)A,. Y por PdT, 3K € *Z,a+ KAN < x < a+ (K+1)An.Y comoa+ KAy ~ a+ KAy + Ay =
a+ (K+1)Ay, nos queda que x ~ a + KAy por 3.36. O

Teorema. (del valor intermedio) Sean f € C(I), con f(a) < f(b), y d € (f(a),f(b)). Entonces
dc € (a,b), f(c) =d.

1Una manera general de resolver esto es introduciendo los conjuntos hiperfinitos (véase [Go98, Sections 12.3, 12.7]),
los cuales son un caso particular de conjunto interno, pero nosotros no entraremos en ello.
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Demostracién. Dado n € IN cualquiera, pongamos A, = {p € P, : f(p) < d}, y notemos que A,
es no vacio (pues a € A) finito (pues P, lo es) y acotado superiormente por b, de modo que su
méximo existe y es de [a, b). Pongamos, pues, s, = méx A,, de modo qued € (f(sn), f(sn +An)].
Entonces, dado N € N cualquiera, tenemos por PdT que:

1. sy € *[a,b) C Ly, por ende, existe c = shsy € I.

2. d € *(f(sn), f(sn+Au)], donde f(c) ~ f(sn) ~ f(sn + An) por continuidad, luego f(c) ~
d por 3.36 y, al ser ambos reales, f(c) = d. En particular, ¢ ¢ {a,b}.

O

Nota. Imponemos f(a) < f(b) simplemente para asegurar que (f(a), f(b)) # @, aunque el
resultado vale igual si f(b) < f(a) tomando d € (f(b), f(a)). Una formulacién alternativa que
evita estas distinciones podria ser: f € C(I) = (f(a), f(b)) U (f(b), f(a)) C f((a,b)).

Por otra parte, esta técnica de demostracién es considerablemente general y nos permite lo-
calizar dénde una cierta propiedad (caracterizada por la s, € P, tomada, donde P, quiere repre-
sentar a I) ocurre por dltima vez en I (i.e., para shsy con N € N ). Otro ejemplo de ello serfa la
siguiente reexaminacién de 6.12:

Teorema. (de Weierstrass) Si f € C(I), entonces 3c,d € 1,Vx € I, f(x) € [f(c), f(d)] (ie., Tc,d €
I, f(c) = min £(1), f(d) = max f(1)).

Demostracién. Dado n € IN, como P, es finito no vacio, tenemos que f(P,) también, luego tiene
maximo y, por ende, f ! [méx f(P,)] # @. Fijemos, pues, s, € f ! [max f(P,)] cualquiera. En-
toncess, € P, C IyVk € Z(O <k<n= fla+kp,) < f(sn)). Asi, dado N € N cualquiera,
tenemos por PdT que:

1. sy € *I C Ly, por ende, existe d = shsy € I, de modo que f(sy) =~ f(d) por continuidad.
2.VKe*Z(0<K<N= fla+kAN) < f(sn)).
Sea ahora x € I. Entonces M € {0,...,N},x >~ a+ MAy por 7.2, ergo f(x) =~ f(a+ MAy) por

continuidad, luego f(x) < f(d) por 2,1y 3.37.2. O
7.2. Integral de Riemann
Nota. En esta seccién supondremos siempre que f es acotada.

7.2.1. Construcciéon y ejemplos

Definicién. Dada P € P, (I), se define:

1. La suma superior de Riemann de f asociada a P como S(f,P) := ZZ;& My I|, con My :=

supxelkf(x).

2. La suma inferior de Riemann de f asociada a P como S(f, P) = ZZ;& my|I|, con my ==
infxelk f(x)

3. La suma ordinaria de Riemann de f asociada a P como S(f,P) := 22;3 f(xx)|Ix|, con
X € Ik.2

Nota. La idea para nuestra construccién es clara: f serd integrable ssi dichas sumas (que son
aproximaciones del drea bajo la curva f por rectaingulos de base |I| y altura My, my, f(xy) res-
pectivamente, siendo las dos primeras sumas aproximaciones por exceso y por defecto) son infi-
nitamente préximas entre si cuando | P| es infinitesimal, y en tal caso su sombra nos dara el valor
de la integral. Ahora bien, y por simplicidad, lo veremos tinicamente para la particién P,.

ZPara fijar ideas, puede tomarse x; = min Iy, aunque la eleccién es irrelevante.
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Por otra parte, dado que a,b, |P| son los datos esenciales para nuestra propuesta, resulta na-
tural escribir S(f, P) como SE(f, |P|) la suma entre a y b de f con error |P|. Y dado que |P| re-
presenta una longitud o incremento en x (la mayor base de los susodichos rectdngulos), resulta

natural denotarlo por dx, recuperando asi la notacién de Leibniz: | ab fdx = sh SL(f,dx).

Observacion. Como f es acotada, My, my estan bien definidos. Por otra parte, podemos pensar
S(f, Py) como la aplicacion S(f,-): N — R tal que n — S(f, P,), luego (extendiendola) podemos
tomar n € *IN siempre que queramos.

Observacion 7.3. Claramente m|I| < S(f,P) < S(f,P) < S(f,P) < M|I|, con M = sup,; f(x),
N),

m = infye f(x). En particular, si N € N, entonces S(f, Py), S(f, Px), S(f, Py) son limitados y,
por ende, tienen sombra.

Recordamos a continuacion la construccién y caracterizaciones basicas de la integral de Rie-
mann para poder demostrar que nuestro enfoque NSA es equivalente al enfoque SA usual.

Hecho 7.4. (véase [Or02, Teorema 5.2]) Si P, P’ € Py (1), entonces S(f, P) < S(f, P). En particular,
{5(f.P)}, ep(r) oSt acotado inferiormente y, por ende, tiene infimo (y andlogamente para S(f, P)).

Definicién. Se define:
1. La integral superior de Riemann de f en I como Tlf(x)dx = infpep, (1) S(f,P).

2. La integral inferior de Riemann de f en I como [;f(x)dx := supp.p ) S(f, P).

Y decimos que f es integrable Riemann ssi f f(x)dx = [f( Jif x)dx, y en tal caso designamos a

dicho valor por [} f(x)dx 6 f f(x)dx, y lo denominamos integral de Riemann de f en .

Hecho 7.5. (véase [Or02, Teorema 5.3]) La aplicacién f es integrable Riemann ssi Ve € Ry, 3P €

Puw(1),S(f,P) = S(f,P) <e.

Hecho 7.6. (véase [Or02, Seccié V.1, Exercici 11]) La aplicacion f es integrable Riemann ssi Ve €
R~o,36 € Rx, VP € Po(I)(|P| < 6 = S(f,P) — S(f,P) <e).

Teorema 7.7. La aplicacion f es integrable Riemann ssi VN € Neo, S(f, Pn) =~ S(f, Py)-

Demostracion. [=] Por 7.6, Ve € R+p,36 € R+, Vn € IN(An < 6= S(f,P,) —S(f,Py) < e),
luego Ve € R, 30 € R, V1 € *N(A, < 6 = S(f, Py) — S(f, Px) < €) por PdT. En particular,
Ve € ]R>0,S(f,PN) —E(f,PN) < g, ie., é(f, PN) ~ S(f, PN). B

[<=] (Por 7.5) Dado € € R, tenemos por hipétesis que IN € “IN,S(f, Py) — S(f, Pn) <
luego In € IN, S(f, P,) — S(f, Pn) < € por PdT.

oo

Corolario. Si f es integrable Riemann, entonces VN € Neo, [; f(x)dx = shS(f, Py) = shS(f, Py) =
shS(f, Pn). En otras palabras, [, f(x)dx = lim, S(f, P,) = lim,, S(f, P,) = lim,, S(f, P,).

Demostracién. Dado N € N, es claro quesh S(f, Py) = sh S(f, Py) = sh S(f, Py) por 7.3 e hip6-
tesis. Por otra parte, dado P € P, (I), tenemos que Vi € N, S(f, P) < S(f, P),S(f, Pu) < S(f, P)
por 7.4, luego S(f, P) < S(f,Py) ~ S(f,Pn) < S(f,P) por PdT, ergo S(f,P) < shS(f,Py) <

S(f, P). Por tanto, shS(f, Py) es cota superior de {S(f,P): P € Pu(I)} (y analogamente con
S(f,P)), luego [;f(x)dx < shS(f, Py) < [;f(x)dx por minimalidad. Y por hipétesis, [, f(x)dx =

Jif( x)dx = [;f(x)dx = shS(f, Py). O
Proposicién. Si f € C(I), entonces VN € Neo, S(f, Pn) =~ S(f, Py).

Demostracion. Dado n € N cualquiera, sean y = My —myy yu = méx{yk}z;ol, de modo que
p = pj para algtn j. Sean también c,d € I; tales que f(c) = mj, f(d) = M; (que existen por
Weierstrass). Entonces |c —d| < A, y S(f, Py) — S(f, Py) = ZI’(’;& Uy, < ZZ;& Uy, = phApn =
|I|. Y por PdT, dado N € N tenemos que:

1. |c—d| < Ay ~ 0y, porende, c ~d.
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2. ¢c,d € *I C Ly, por ende, existe r = shc € I, de modo que f(c) =~ f(r) ~ f(d) por
continuidad.

3. S(f,Pn) = S(f,Px) < p|I| ~ 0 por 2 (pues u = f(d) — f(c)), ergo S(f, Pn) ~ S(f, Pn)-

O
Observacion. Si f es creciente (o decreciente), el resultado es trivial, pues entonces EZ;& U =
f(b) = f(a) y, porende, S(f, Px) — S(f, Pn) < An(f(b) — f(a)) = 0.
Corolario. Las aplicaciones continuas en 1y las aplicaciones acotadas en I son integrables en 1.
7.2.2. Propiedades
Proposicién. Sea P(n) = 1 Z;& f(xx), con xy € I. Entonces VN € Neo, P ~ \1\ f f(x)dxsi f

es integrable. En otras palabras, podemos aproximar el promedio integral de f por su medza muestral.

Demostracion. fabf(x)dx =shY N ' f(x)An = shAy TN ! f(xk), luego 17! fah f(x)dx ~ P(N)
alser [I| ' Ay = N1, O

Notacién. Dados ¢,d € Ry I' = [c,d], definimos S(f,n) = S(f, P, 1)
Proposicion 7.8. Si f, g son integrables en I, entonces:
. fabc (x) dx:cfbfxdxsz’CG]R.
b
7 (@) () dx = [ fx)dx + [} g(x)
fabf( )dx = [1 f(x dx+f f(x)dxsice I

fabf( dx<f g(x)dxsiVx € I, f(x) < g(x).
m|I| < fu f(x)dx < M|I|siVx € I,m < f(x) < M.

~

N

S

s

S

Demostracion. 1) Si ¢ = 0, es trivial. Si ¢ < 0, entonces Vn € IN, §b(c f, n) Yo Aysup cf =
cYp ) Apinfy f = ¢SY(f,n), y analogamente para S, luego VN € N, S (cf N) — Si(cf,N) =
c(SE(f,N) — 7h(f N)) =~ 0 por PdT e hip()tesis y andlogamente para ¢ > 0. Por tanto, cf es
integrable con integral sh(cS(f,n)) = ¢ f fx
2) Dado n € N, tenemos que Sa(f +g,n ) Zk 0 supIK(f +9)Ay < T3 Ay sup, f +
Yo Ay sup; § = §§(f,n) + gz(g,n), y andlogamente para S. Por tanto, YN € Ne, S5(f,N) +
Si(eN) < Si(f +8N) < So(f +gN) < S,(f,N) +Sy(g,N) por PAT. Asi, 0 < Si(f +
8/ N) = SH(f +8.N) < 5,(f,N) +54(g,N) = S4(f + 8, N) < 5;(f,N) +5,(3,N) = S}(f,N) -
S%(g,N) ~ 0 por hipétesis, ergo f + g es integrable con integral sh(gz( f,n) + Ez (gn)) =
J2 F(x)dx + f7 g (x)dx

3) Dado n € IN, se tiene:
Sa(fom)+S8(fm) = Lisg flx) 5 + Ei5 f(x
a —C

= ZZ;(} f(xk)( n
= o f () B = Si(f.n)
Y por PdT, dado N € INOO, tenemos que: [, f(x)dx + fcbf(x)dx = shSS(f,N) +shSl(f,N) =
shSL(f,N) = [7 f(x
4) Dado n € N, tenemos por hipétesis que SE(f,n ) = Y0 fx)dn < Do g(xi)An =
Sb(g,n).Y por PdT, fabf(x x =shSi(f,N) <shSi(g,N f g(x)dx con N € Ne.
5) Dado n € N, tenemos por hipétesis que m|I| < Sb( f.n) < M |I], luego aplicando PdT y
tomando sombras hemos terminado. O
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Teorema. Si f € C(I), entonces la aplicacion F: I — R tal que x — [ f(t)dt es derivable en I con
derivada f(x).

Demostracion. Sea n € N tal que A, € (0,b — x) (que existe porque A, — 0). Entonces AF =

f;+A” f(t)dt por 7.8. Y por Weierstrass, existen ¢, d tales que f(c) = min, ¢y 1a,) f(x), f(d) =

. Ay .
Méxye v xra,] f(X), luego f()Ay < [77% f(t)dt < f(d)Ay, ie., f(c) < BL < f(d).
Sea ahora N € Ng. Entonces, como Ay € *(0,b — x), tenemos por PdT que existen c,d €
“[x,x + An] tales que f(c) < % < f(d). En particular, ¢ ~ x ~ dy, por continuidad, f(c) ~
O

f(x) ~ f(d), luego sh% = f(x).

Nota. Como corolario, obtenemos el Teorema Fundamental del Célculo de la manera usual.
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Apéndice A
Logica matematica

Nota. En cuanto al estatus epistemoldgico de la relacién entre matemadticas y logica, adoptamos
la posicién de Barnes y Mack, de acuerdo con la cual

«we carry out a mathematical study of the logic used in mathematics. We do this by
constructing a mathematical model of logic and applying mathematics to analyse the
properties of the model. We therefore regard all our existing knowledge of mathema-
tics as being applicable to the analysis of the model, and in particular we accept set
theory as part of the meta-language. We are not attempting to construct a foundation
on which all mathematics is to be based —rather, any conclusions to be drawn about
the foundations of mathematics come only by analogy with the model, and are to be
regarded in much the same way as the conclusions drawn from any scientific theory.»

D.W. Barnes, ].M. Mack, An Algebraic Introduction to Mathematical Logic. Springer
(1975)

Notacion A.1. Fijamos para el resto del anexo los siguientes simbolos 16gicos:

» Paréntesis: (, ).

Conectivas: -, A.

Cuantificador universal: 3.

Igualdad formal: ~.

Variables: cada uno de los elementos de V, con V un conjunto numerable fijado.

Definicién A.2. Un lenguaje £ es una terna de conjuntos (R, F,C) tal que todos € RUF
tiene asociado un natural ar(s), llamado aridad de s. Los elementos de R reciben el nombre de
simbolos relacionales, los de F simbolos funcionales, y los de C simbolos de constantes.

Nota. Fijamos para el resto del anexo £ = (R, F,C) lenguaje, y supondremos que ninguno de
los simbolos anteriores (tanto los 16gicos como los del lenguaje) son una sucesién finita de otros
simbolos (de si mismo no es necesario decirlo, por el Axioma de Regularidad).

Notacion. Si sq,...,s, es una sucesion finita de simbolos, entonces s; ... s, denota la susodicha
sucesion. Si ¢y, ..., ¢, es una sucesion finita de sucesiones finitas de simbolos, entonces ¢y ... c,
denota la concatenacion de todas ellas.

Definicién A.3. El conjunto de términos de £ sobre V, denotado Term(L), se define por recur-
sién como sigue:

1. VUC C Term(L).

2. Sif € Fesdearidadnyty,..., t, € Term(L), entonces ft...t, € Term(L).
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Definicién A.4. Sit € Term(L), el conjunto de variables de ¢, denotado var(t), se define por
recursion como sigue:

t siteV
var(t) = ¢ @ siteC
U var(t;) sit= ft;...ty

Definicién A.5. El conjunto de dtomos de £, denotado At(L), se define por recursién como
sigue:

1. SiR € Resdearidadnyty,..., t, € Term(L), entonces Rty ...t, € At(L).
2. Sity, tp € Term(L), entonces 1 = tp € At(L).

Definicién A.6. El conjunto de férmulas de £, denotado Form(L£), se define por recursién como
sigue:

1. At(L) C Form(L).
2. Si¢,p € Form(L) yv € V, entonces (—¢), (¢ A¢), (Jvp) € Form(L).

Nota. Aunque los paréntesis son necesarios para garantizar la unicidad de lectura de férmulas,
en adelante haremos un uso razonable de ellos. Mds concretamente, la prioridad de lectura es:
-, 3o, A.

Definicién A.7. Si ¢ € Form(L), el conjunto de variables de ¢, denotado var(¢), se define por
recursién como sigue:

U, var(t;) sig =Rty...t,
Ulzzl var(t;) sig=t ~ 1t
var(¢) := < var(y) sigp =y

var(p)Uvar(y) si¢ =9 Ax
var(¢) U {v} si¢p = Juy

Definicién A.8. Si ¢ € Form(L), el conjunto de variables libres de ¢, denotado L(¢), se define
por recursién como sigue:

var(¢) sigp € At(L)
_ ) L(¥) sigp =9
HO= L oL sie=yax
L(y)~{v} si¢p=Jouyp

Definicién A.9. El conjunto de sentencias de £ se define como Sent(L) := {¢ € Form(L) : L(¢) =
Definicién A.10. Dadas ¢, € Form(L), se definen:

L gV = (=g A—yp).

2. ¢ pi= (=) V.

3.9 = (9= P) AP~ P).

4. Yo = —Jv—¢.

Definicién A.11. Una L-estructura de universo A es una cuaterna 2% = (A, {R* : R € R}, {f*:
feF}{c®:ceC})talque

1. A es un conjunto no vacio.

2. SiR € R es de aridad 1, entonces R% C A™.
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3. Si f € F esdearidad n, entonces f%: A" — A.

4. Sic € C, entonces ¢ € A.
Nota. Fijamos para el resto del anexo 2l una L-estructura de universo A.
Definicién A.12. Una interpretacién en 2 es una aplicaciéons: V — A.

Definicién A.13. Si s es una interpretacion en 2, la extensién de s, 5: Term(L) — A, se define
por recursién como sigue:

1. Sic € C, entonces 5(c) = c*.
2. Siv € V, entonces 5(v) = s(v).
3.Sif € Fesdearidadnyt,...,t, € Term(L), entonces 5(ft1 ... 1) = f2(5(t;)) ;-

Definiciéon A.14. Sea s una interpretacion en 20y ¢ € Form(L). Decimos que 2 satisface ¢ para
la interpretacién s, y escribimos 2 = ¢/[s], ssi

1. (E(ti))?zl € R¥si¢p =Rt;...ty (conR € Rdearidadnyty,...,t, € Term(L), se sobreen-
tiende).

2. §(t1) :g(i’z) si¢p =t =t
3. A P[s] sip = —p.
4. AEP[s]yAE x[s]sip =9 Ax.

s(v) siv#w

5. Existe a € A tal que 2 = ¢[s(v|a)] si ¢ = oy, con s(v|a)(w) = { ) .
a siv=w

Definiciéon A.15. Diremos que ¢ es valida en 2, o que 2 es modelo de ¢, y escribiremos 2 = ¢,
ssi A F ¢[s] para cualquier s interpretacion en .

Teorema A.16. Sean ¢ € Form(L) y s1,s, interpretaciones en 2 tales que s; | L(¢) = sp | L(¢).
Entonces A = ¢[s1] ssi 2 E ¢[sy].

Definicién A.17. Sea ¢ € Form(L) tal que L(¢) = {v;}* ;, y sea {a;}¥; C A. Entonces A F
$lay, ..., a;] ssiA F ¢p[s] paras: V — Atal que s(v;) = a;.
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