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Abstract

Curvature is a key concept in Differential Geometry and it meas ures the change in
direction of the tangent vector. We study how Isaac Newton formally introduces the
concept by using the method of fluxions. To see this, we focus at a historical introduction
that justifies and grounds Newton’s findings. Lastly, we compare Newton’s way of
calculating the curvature with the notation and formalism proper of the Differential
Geometry of plane curves.

Resum

La curvatura és un concepte cabdal en la Geometria Diferencial i mesura el canvi de
direccié del vector tangent. S’estudia com introdueix el concepte de manera formal Isaac
Newton emprant el metode de les fluxions. Per a veure-ho, ens fixem en una introduccid
historica que justifica i fonamenta les troballes de Newton. Finalment, es compara la
seva forma de calcular la curvatura amb la notacié i formalisme propi de la Geometria
Diferencial de corbes planes.
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1 Introduccio

El concepte de curvatura és un tema recurrent en les matematiques, especialment, en
la Geometria Diferencial. La realitat que ens envolta no pot ser descrita unicament
mitjancant construccions lineals. Per descriure correctament el mén on vivim cal
introduir quelcom més complicat que no pas les equacions lineals. Podriem dir que de
manera “natural” ha d’apareixer el concepte de curvatura.

El de la curvatura és un concepte que va més enlla de les matematiques. Es fonamental
en la fisica, on apareix per exemple observant les lleis de Newton; o en la teoria de la
relativitat, en que el camp gravitatori depen de la curvatura de 1’espai-temps.

La curvatura pot fer referencia a qualsevol dels conceptes relacionats amb la geometria.
Habitualment, és un concepte metric d’objectes matematics. En aquest treball, pero,
es pren la visi6 de curvatura d’una part de la Geometria Diferencial: la Geometria
Diferencial de corbes.

Intuitivament, la curvatura es podria definir com la quantitat per la qual un objecte,
dins d’un espai euclidia, es desvia de ser lineal o pla. Amb un paper es pot construir un
con o un cilindre, pero és impossible obtenir una esfera sense doblegar, estirar o tallar el
paper. El motiu principal és que el con o el cilindre tenen la mateixa curvatura que el
pla?. En canvi, la curvatura de la esfera és diferent a la del pla. Aquest fet, és el que
impedeix construir el mapa perfecte. No hi ha manera de representar la Terra (esfera)

en un mapa (pla) sense modificar distancies, angles o superficies.

Una idea per entendre sense formalismes la curvatura és que la curvatura d’un
cercle petit és molt més gran que la d’un cercle enorme, ja que en el primer la corba
és més pronunciada. Una altra manera intuitiva seria situant-nos en un cotxe. En
veure una corba molt pronunciada cal reduir molt la velocitat mentre que, en una corba
poc pronunciada, la reduccié és menys drastica. En certa manera, estem prenent una
precaucié en funcié de la curvatura de la corba.

2Cal remarcar que estem parlant de la curvatura gaussiana K, que és el producte de les curvatures
principals (K = ki1k2). En el cilindre sén k1 = 0 1 k2 = 1/r com es pot veure en [14] de la bibliografia.
En el treball no es donaran aquests detalls, ja que el calcul de la curvatura s’ha restrinngit exclusivament
a corbes planes i no a superficies.



1.1 Estructura de la Memoria

Aquesta memoria segueix una estructura tot partint d’elements més generals fins a temes
més concrets.

En el primer gran bloc, s’exposa una breu historia de conceptes previs que acaben en
el concepte de curvatura. Tot i que aquest concepte no es formalitza fins al XVII amb
Newton (1642-1727) i Leibniz (1646-1716), es remarquen algunes de les contribucions al
llarg de la historia fins arribar a la contribucié fonamental d’Isaac Newton.

En el segon bloc, s’introdueix el llibre que motiva aquest treball, anomenat Tractatus
de methodis serierum et fluriorum (Tractat sobre els meétodes de les seéries i les fluxions).
En aquest apartat, s’exposen els conceptes basics emprats per Newton, especialment el
de fluxié. També s’expliquen amb exemples illustratius els quatre primers problemes
del capitol sobre el metode de les fluxions, que és el tema principal del treball. Aquests
problemes s’introdueixen perque apareixen calculs i conceptes que sén necessaris
directament o indirecta en el problema V, el problema central del treball.

En el tercer bloc, s’explica amb detall el problema a analitzar en aquest treball, el
problema V, que consisteix en trobar la curvatura en un punt d’'una corba donada.
S’explica com solucionar-ho i s’exposen uns exemples complets de com calcular-ho a
mode practic.

Finalment, en el darrer bloc, s’introdueixen els conceptes i proposicions necessaris
de la Geometria Diferencial per a obtenir la férmula que permet calcular la curvatura
plana. En aquest apartat, seguint amb els exemples de 'apartat anterior, es calcula la
curvatura amb la nova férmula tot comparant els resulats.

Paraules clau: centre de curvatura, cercle osculador, corba, curvatura, fluents, fluzions,
geometria, infinitesimal, interseccio, Newton, radi de curvatura, recta perpendicular,
recta tangent...



2 Breu historia del concepte de curvatura fins a Newton

En aquest capitol comentarem ’aparicié del concepte de curvatura en diferents epoques,
i apareixeran diversos autors. Tot i que el concepte o definicié més formal no apareix
fins a Newton, la idea del que actualment es coneix com curvatura apareix abans. La
historia de la curvatura arriba fins a I'aparicié de la geometria diferencial. En aquesta
breu introduccié historica, s’arribara fins a Newton i els seus coetanis. Per aixo, grans
contribucions com les d’Euler s’ometen en aquest treball centrat en Newton i la seva obra.

En I’Antiga Grecia divideixen el moviment en tres tipus: el moviment en linea recta,
el moviment en una circumferéncia i el moviment mixt. La idea era la seglient: hi ha
corbes que soén rectes i corbes que estan curvades. S’adonen, pero, que la dificultat del
procés esta en quantificar com de corbada esta una corba. Es podria dir que identifiquen
el problema de la curvatura pero no el treballen pas.

Una figura a destacar és la d’Apolloni de Perge (262-190 a.C.), ® que en la seva obra
Coniques va sistematitzar els coneixements previs sobre les tres coniques conegudes:
parabola, hiperbola i ellipse. També va demostrar que a cada punt d’una conica hi havia
exactament una recta normal. Es aquest fet el que temps després esdevindria essencial
en el concepte de curvatura. A continuacid, detallem com Apolloni calculava les rectes
normals a una ellipse. En el capitol 5 del seu llibre apareix la segiient proposicié:

S1 O és qualsevol punt per sota de leix AA" d’una ellipse 1 AM > AC, aleshores sempre
es pot dibuizar una normal a la ellipse que passi per O i tallant 'eix AC, pero mai més
d’una.

H L | |

Figura extreta de: Apollonius of Perga, Treatise on conic sections.

Aleshores es pren OM a L i CM a H de tal manera que

OL CH AA
LM HM  p,

Dibuixem LI parallel al eix i HI perpendicular tal com es veu en el dibuix. Llavors, IL
i HI es poden prendre com asimptotes que descriuen una hiperbola que passa per O.

3Fou un matematic i astronom grec conegut pel seu treball sobre seccions coniques.



Anomenem P; al punt d’interseccié entre ambdues. I dibuixem AD, la tangent en el punt
A que intersecciona amb la recta LI en el punt D. Aleshores tindrem:

AH _ CH AN OL
HM ~ HM ~ p, ~ LM

=|AH LM >OL-HM| (2.1)

Dibuixem OP; fins arribar a les asimptotes (recordem que sén LI i HI) en els punts R’
i R, respectivament. Per tant, tenim OR = Py R’ i com a conseqiiéncia ENy = M H.
AA" _ OL _ ME AA” _ CH

Per semblanca de triangles tenim P =Ti = K 1 també tenim B = I

Fent servir ara 2.1 i el fet que EN; = M H obtenim:

AA  ME-CH  CN
P, EK,—-MH NK;

Finalment, s’obté N1 K1 = N1G1 i P1O és la normal.

En la seccié 5 del seu llibre, es troben “els inicis del tema de les corbes evolutes i els
centres d’osculacié”. Aquests sén conceptes intimament lligats a la curvatura. Parlem
d’una visié molt moderna, evidentment. De fet, ni ho proposa ni ho pensa com una
propietat de les corbes. Els seus calculs sén construccions amb segments. FEn canvi,
segons I'historiador D.T. Whiteside, Apolloni va aplicar metodes per trobar el radi de
curvatura molt semblants als utilitzats per Newton. No obstant, ni Apolloni ni cap dels
seus contemporanis van poder portar les seves idees geometriques més enlla.

Al segle XIV apareix la figura de Nicolau d’Oresme *(1323-1382), que escriu 1'obra
De configurationibus qualitatum et motuum.
En aquesta obra, al capitol 14, utilitza el concepte de linea corba per una corba i
“curvitas” per expressar la seva curvatura. En el capitol 20, reflexionant sobre la
naturalesa de les quantitats que es poden representar mitjangant una linia continua (per
exemple el temps) i fent referencia a les possibles maneres de parlar sobre la mesura de
la curvatura, va afirmar: No sabem amb qué o respecte a qué es mesura la intensitat de
la curvatura. Per ara sembla que hi ha dues maneres. La primera és que l'increment de
la curvatura depén de l'allunyament de la rectitud. Aizd és que es mesura per ’angle
constituit entre una linia recta i una corba. |...]
Aquesta visi6 d’Oresme la podem interpretar, amb els nostres coneixements, de la
seglient manera: intuia que la curvatura és allo que mesura quina diferencia hi ha entre
la corba i la primera aproximacio lineal, que és la recta.
En el capitol 21, afirma que la curvatura d’una circumferencia és el reciproc del seu radi.
Es desconeix com va arribar a aquesta afirmacié®. L’estudi sobre la curvatura no es va
limitar en el de la circumferencia, siné que el va estendre a corbes més generals. Malgrat
aixo, no va proporcionar un procediment per calcular la curvatura d’una corba.
Degut a les guerres i altres circumstancies de ’epoca, els escrits d’Oresme van romandre
ocults i, molt probablement, no van contribuir als desenvolupaments de Newton. De
fet, al segle XVII, es va interpretar el llibre d’Oresme com un llibre de caire religids i
filosofic. Amb el temps, pero, es pot considerar una primera aproximacié al concepte de
curvatura.

“Intellectual frances que realitza activitats matematiques, astrondmiques, filosofiques, teologiques...
considerat un dels prinicpals impulsors de la renovacié medieval.

"De fet en l'article: http://www.ams.org/notices/201509/rnoti-p1030.pdf titulen el misteri com “A
medieval mystery: Nicole Oresme’s concept of curvitas”



Han de passar tres segles per trobar noves aportacions en aquest tema. Al segle

XVII, Pany 1609, Johannes Kepler (1571-1630) proposa en el seu llibre Astronomia Nova
el segiient: donat un punt qualsevol sobre una corba, trobar la curvatura és escollir la
circumferéncia que en un entorn petit millor s’aproximi a la corba. Aquesta idea fou
crucial anys més tard, en els quals es va introduir la circumferéncia osculatriu (en llat{
“besar”) proposada per Leibniz.
En aquest segle, es van plantejar el problema segiient: donat un punt d’una corba, cal
trobar la recta tangent i la normal. En ’actualitat, es tractaria d’una tasca forca senzilla:
prendriem la parametritzacié de la corba v(t) = (z(t),y(t)), derivariem per trobar ~/(¢) i
aixi obtindriem la recta tangent. Aixo és possible en un sistema on s’ha definit els eixos
de coordenades. Es aqui on apareix la figura de René Descartes (1596-1650) i la seva
obra La Geometria.

Descartes proposa, ’any 1637, un metode algebraic per trobar tangents i normals en
un punt d’'una corba donada per f(z,y) = 0. Al llibre II de La Geometria, Descartes
presenta el procediment per trobar-les amb ’anomenat metode del cercle. Sens dubte, és
un dels problemes més destacats en ’aplicacié del metode cartesia.

Per trobar la recta tangent, Descartes utilitza el fet que, en qualsevol punt d’una
circumferencia, la tangent sempre és perpendicular al radi en el mateix punt. Francisco
M. Barrios, en la seva xerrada ;Con qué se come la curvatura?”, explica el metode que
empra Descartes. Podriem resumir-ho amb el segiient procediment general:

1. Representacié algebraica: Primer respresenta la corba mitjangant una equacio
relacionant x i y, de la forma f(x,y) = 0.

2. Punt d’interés: Identificar el punt de la corba on es vol trobar la recta tangent o
la normal.

3. Trobar la pendent de la recta tangent: Fent servir limits de tases de canvi, el
que podriem anomenar com un antecendent de la derivada, es troba la pendent de
la recta tangent.

4. Calcular la pendent de la recta normal: La pendent de la recta normal és la
reciproca i canviada de signe de la pendent de la tangent.

5. Equacié de la recta normal: Utilitzant I’equacié punt-pendent® per escriure
I’equacié de la recta normal.

8 Aquesta no és 'obra com a tal. Es un apendix del llibre “El Discurs del Metode”.

"En les referéncies és la referéncia [2].

8L’equacié de punt-pendent pren (z1,%1) les coordenades del punt i m la pendent i s’obté I'equacié de
la recta: m(y —y1) = (x — 1)



Seguint ’explicacié que presenta en el seu llibre Descartes i recollida en la xerrada
de Barrios, prenem AM = z, CM = y, PA = v, PC = s i el punt A com a
origen de coordenades (veure figura extreta de la seva obra). Aleshores I'equacié de
la circumferéncia centrada en P i radi PC queda: (v — z)? + y? = s2.

F A M G

Figura extreta de: La Geometria

Com tenim ’equacié de la corba f(z,y) = 01 la de la circumferéncia, podem eliminar
x 0 y i obtenir una equacié resultant amb una arrel doble.
A gran escala, segons Barrios, el que feia Descartes era tragar una circumferencia que talli
la corba f(z,y) = 0 en dos punts. Aleshores, obliga a que l'arrel sigui doble passant de
tenir 2 punts a un sol punt d’interseccié. D’aquesta manera la recta, abans secant, passa
a ser tangent.
Sobre el procediment de trobada de rectes normals, previ al del calcul de rectes normals,
el propi Descartes tenia una gran opinio:
Matreveizo a dir que aquest [la determinacid de rectes normals] és el problema més 4til
1 el més general, no només dels que jo sapiga sind dels que jo hagi desitjat saber en
Geometria.

La primera aproximaciéo del concepte de curvatura, que incialment Newton va
anomenar crookedness?, es va fonamentar en la geometria de Descartes. Newton, pero,
va utilitzar una segona versié del llibre de Descartes publicada al 1659. De fet, quan
Newton ingressa a la Universitat de Cambridge, ho fa amb el llibre de Descartes entre
els seus llibres de referencia.

El naixement de la curvatura d’una corba plana es pot datar a finals del segle XVII, i
el concepte presenta una disputa per la seva paternitat entre Leibniz i Newton.

9Es un terme en angles que literalment significa “torsi¢”. Es a dir, alld que no és recte. De manera
figurada, és aquella persona que té falta d’integritat.



La disputa és deguda a que, al 1684, Leibniz publica Nova methodus pro mazimis and
minimis, on mostra el seu nou metode. Dos anys més tard, I’any 1686, publica Meditatio
nova de natura anguli contactus et osculi, on introdueix la circumferencia osculatriu tot
i que no presenta la forma analitica del seu radi. D’altra banda, Newton, ’any 1671,
escriu la seva obra Methodus fluxionum et serierum infinitorum, que no fou publicada
fins 'any 1736 (després de la seva mort). Per tant, el debat sobre la paternitat queda
tancat. Tots dos van treballar de manera simultania i independent en aquest concepte.

A finals del segle XVII, també apareix la figura de Christiaan Huygens (1629-1695)
amb la seva obra Horologium Oscillatorium de 'any 1673. A la segona part d’aquesta,
demostra que la cicloide és una corba que compleix que un cos, seguint la seva trajectoria,
trigara el mateix temps fins arribar al punt més baix independentment del punt d’inici.
Aquest fet el va portar a estudiar, a la tercera part, la teoria de les corbes evolutes.
Aquesta teoria parteix d’una corba ABC a la qual s’enrotlla un fil flexible comencgant
per A. Aquest fil es deslliga a partir del punt B de tal forma que la part lliure sempre
esta estirada. Fent aix0 per tots els punts de la corba, 'extrem del fil segueix una
corba A'B'C’" que s’anomena desenvolupada (evoluta), mentre que la corba sobre la
que s’enrotlla el fil és la desenvolupant. Per Huygens, l'objectiu era trobar la corba
desenvolupant de la cicloide. Aix0 el porta a estudiar les relacions entre una corba i la
seva desenvolupada.

En aprofundir en el tema, en la proposicié XI, afirma que tota corba geométrica
concava té una corba desenvolupada. Aquesta és la que dona de manera implicita un
metode per trobar el radi de curvatura de qualsevol arc concau donat d’una corba.
De manera indirecta, podriem dir que Huygens va determinar la “curvatura” de la cicloide.



3 Llibre i primers problemes

El Tractatus de methodis serierum et fluxiorum és una obra d’Isaac Newton acabada
P’any 1671, tot i que no fou publicada fins 1736, on Newton exposa els fonaments d’'un
nou tipus de matematiques: “Les primeres raons i ultimes quantitats” tal com ell ho va
anomenar. Avui dia, és el que coneixem com a calcul infinitesimal, ideat simultaniament
amb Gotffried Leibniz.

A Tlinici de 'obra s’exposen metodes com el de la reduccié dels quocients entre
polinomis a series infinites o com extreure arrels quadrades dels binomis a partir
d’un algorisme. També s’explica com trobar l'arrel d’una certa equacié a partir del
metode del parallelogram. Aquests temes, malgrat ser interessants i importants en el
desenvolupament del llibre estan fora de 'objectiu d’aquest treball.

En 'apartat anterior hem vist una breu introduccié historica del concepte de curvatura.
En aquest, afegirem un context en ’aparicié del concepte en el llibre anteriorment
mencionat. Partint del que Newton anomena flurid exposant de manera breu els
quatre problemes previs fins arribar al problema V, el que analitzarem en detall. Per
contextualitzar, cal pero, introduir la nomenclatura basica newtoniana.

3.1 Nomenclatura basica newtoniana

Anomena fluents a les quantitats graduals que incrementen indefinidament. Les
representa per v, x,y, z i les distingueix de les suposaddament conegudes que les anomena
a,b,c.... De fet, la notacié de les ultimes lletres de ’alfabet ja va ser introduida per
Descartes en la seva obra La Geometria.

A les velocitats per les quals cada fluent és incrementada pel seu moviment generador
ho anomena fluxions (tot i que també ho anomenara velocitats o celeritats). Aquestes
fluxions es representen per les lletres amb un puntet a sobre: v,&,y, 2. En la notacid

dx

actual més habitual es fa servir Gt

En la notacié newtoniana, un punt(zx,y) després d’aplicar-li un petit increment queda
com (x + £o,y + go). En la notacié actual quedaria: (z + v At,y + v, At).

Exemple 3.1. y =22 on 2 z + 0 iy +— y + go.

Aleshores tenim: y+ o = (z+ #0)? & 22 +jo = (v + 20)? & 2% + o = 2% + 2zi0 + #20?
Simplificant els termes iguals i dividint tot per o que és diferent de zero obtenim:
) = 2@ + 2%0. Finalment fent tendir o cap a zero: ¢ = 2z

Exemple 3.2. Veiem la regla del producte habitual tal com la va desenvolupar Newton.
Sigui z = zy i com abans, x —> ¢+ %o, y—> y+goiz+— 2+ 2o .

Aleshores tenim: z + 20 = (z + 20)(y + 0) & 2z + 20 = xy + TYo + Tyo + Lyo>.
Simplificant els termes iguals i dividint tot per o que és diferent de zero obtenim:

Z = xy + Ty + tyo. Finalment fent tendir o cap a zero: z = zy + 1y.



3.2 Transici6 al meétode de les fluxions

En aquest apartat Newton introdueix els conceptes i les idees necessaries per arribar al
tema principal de les fluzxions.

Tranfition to the METHOD oF FLUuXTONS.

s. And-thus much for the Methods.of Computation, of which
I {hall make frequent ufe in. what follows. Now it remains, that
for an Illuftration of the Analytick Art, I fhould give fome Speci-
mens of Problems, efpecially fuch as the nature of Curves will fup-
ply. But firft it may be obferved, that all the difficulties of thefe
may be reduced to thefe two Problems onl_y, ‘which I {hall propofe
concerning a Space defcribed by local Motion, any how accelerated

_or-retarded.

En el text diu: “[...] Donaré algunes espécies de problemes, especialment aquells
relacionats amb la naturalesa de les corbes. Pero primer cal observar que totes les
dificultats d’aquests problemes es poden reduir en dos problemes només, els quals proposo
relacionats amb 'espai descrit pel moviment local i com s’accelera o com es retarda.”

Aquests dos problemes els podem expressar com:

1. Donada la longitud de l’espai descrit de manera continua; trobar la velocitat del
moviment en qualsevol temps proposat.

2. Donada la velocitat del moviment de manera continua; trobar la longitud de ’espai
descrit en qualsevol temps proposat.

Exemple 3.3. En l'equacié y = zx, si y representa la longitud de l’espai en qualsevol
temps, amb el qual es descriu un altre espai x que augmenta amb una velocitat uniforme
&, aleshores 2ix representara la velocitat per la qual l'espai y passa a ser descrit(en el
mateix instant).

Finalitzada la introduccié cap al metode de les fluxions juntament amb la nomenclatura
necessaria podem introduir els primers problemes plantejats per Newton que deriven cap
al problema V.
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3.3 Primers problemes
3.3.1 Problema I

El problema 1 diu: Donada la relacié entre les quantitats fluents, determinar
les relacions entre les seves fluxions.

La solucié proposada per Newton en el llibre la podriem traduir a llenguatge modern
de la segiient manera:
Prenem l'equacié que presenta la relacié entre les quantitats fluents (suposem z, per

Zakxk =0
k

Mutipliquem cada terme zF per k i després per % de tal manera que: =" +—— k’%l‘k
Finalement, fem la suma per tots els k£ i obtenim I'equacio requerida per les fluxions:

E akkfzvk =0
x
k

Exemple 3.4. Prenem la relacié entre les quantitats fluents x i y donada per:
23— az? +avy —y> = 0.
Treballem els termes amb . Ho fem en forma de taula en la qual mutipliquem la primera

fila per la segona donant com a resultat la tercera

exemple):

k

23 —ax?  axy —y3
3% 27 17 0
3icx? —2air ayd 0

Fem el mateix amb la variable y.

—y3 axy z® — az?
g ]
3 y 0
-39y ayz 0

Per tant, ens queda com a resultat: 3iz? — 2axd + ady — 3yy® + agz = 0
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3.3.2 Problema II

El problema 2 diu: Donada una equacié que inclou les fluxions de les quantitats,
trobar les relacions d’aquestes quantitats entre elles.

En certa manera, aquest problema II seria el problema invers a I'anterior. Cal trobar la
relacié entre les quantitats fluents donada la relacié entre les fluxions. Com cal esperar, la
resolucié consisteix en la divisé dels termes z* pel quocient % i pel nombre de dimensions
(suma de P'exponent dels termes de fluxions i les quantitats fluents).

Exemple 3.5. Prenem la relacié incloent fluxions segiient:
3ia? — 2aix + aiy — 3y + ayx = 0.

Calculem 'operacié per les x. S’ha d’interpretar la taula com que dividim la primera fila
per la segona donant com a resultat la tercera.

3ix?  —2aix  ady
z 9z 1z
X X X
x> —ax’®  ayx

Fem el mateix amb la quantitat fluent y.

—3@'/3/2 ayr
Y Y

3 Yy 1 Y
—y3  awmy

Aleshores queda: z2 — az? + axy — y> = 0.

Observacions 3.6. El terme azy surt dos cops i no es posa en el recompte final ja que
rebutjem el terme redundant. Aixi quan un terme aparegui dos o més cops s’escriura
només una vegada en el total de la suma.

Un cop obtinguda la relacié entre les quantitats fluents podem seguir el metode del
problema I per comprovar que el calcul sigui correcte. En canvi, si proposem ’equacio:
x® — 2y + ayr = 0 amb el metode que acabem d’explicar obtenim: %xQ —zy+ay=0i
d’aqui pel problema I obtenim: xz& — 2y + yx + ayx = 0 que és diferent a I’equacio inicial.
Es per aixo que Newton proposa un metode general, lluny de I'objectiu del nostre treball.
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3.3.3 Problema III

El problema IIT diu: Determinar els maxims i minims de certes quantitats.
Segons Newton: Quan una quantitat és la major o menor de totes les possibles, en
aquell moment no flueix ni cap endavant ni cap enrere. Si fluis cap endavant, o
augmentés, aleshores aquest fet provaria que seria menor i hauria de ser magjor del que és.
Contrariament, si flueiz cap enrere o decreix. Per tant, cal trobar la seva fluxio, sequint
el problema I, © suposar que és igual a res.

Exemple 3.7. Volem trobar el maxim valor de la quantitat fluent x de ’equacié

:c3—a:r2+a:1:y—y3:0

Procedim de manera ordenada:

1. A partir del problema I podem trobar la relacié entre les fluxions. Per a les x:

m3 —a@*z axy —y3
37 27 17 0
32’ —2axi ayi O
Per a les y:
—y3 axy 3 — ax?
3% 1% 0
—3y%y  axy 0.

Aixi tenim: 32%& — 2axd + ayd — 3y%y + axy = 0.
2. Fem & = 0 i obtenim: —3y%y + axgy = 0.
3. Podem simplificar-ho a 3y? = ax = = = % és el valor maxim de la x que buscavem.

Observacié 3.8. Newton proposa una altra manera de resoldre aquest problema.
Aquest consisteix en mutiplicar cada terme de I’equacié donada per la dimensié de 'altra
quantiat fluent 3. Aixi en I'exemple anterior tindriem: 2% — az? + azy —3® = 0. —
023 — 0az? 4 laxy — 3y> = 0. 1 aix{ s’obté I'equacié: axy — 3y> = 0 com calia esperar.
Aquesta forma de resolucié és equivalent a la regla de Hudde' la qual Newton relaciona
amb els seus calculs i a més 'exemplifica de manera detallada.

Newton pero assegura que ni la regla de Hudde ni cap altra de les publicades fins
aleshores es podien estendre per qualsevol equacié. Per a poder aplicar-ho calia fer una
reduccié com es mostra en el segiient exemple

108§ una equacié té dues arrels iguals i multipliquem Pequacié per una progressié aritmética arbitraria
de manera que el primer terme de ’equacié queda multiplicat pel primer terme de la progressié i aixi
successivament, llavos el producte obtingut sera una equacié que té de nou I’arrel donada. (publicat Pany
1659 en La Geometria de Descartes.)
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Exemple 3.9. Volem determinar el maxim o minim del fluent y de ’equacié

b3
3 —ay® + Y —z2\/ay +22 =0

a+y

Buscant les equacions de les fluxions, com sempre amb el procediment del problema I,
obtenim la relacié segiient

3abyy® + abyy®  daizy + 632> + ayx?
a? + 2ay + y? 2\/ay + 22

Suposem g = 0, ja que busquem la quantitat maxima o minima del fluent y. Aixi eliminant
els termes g i dividint per x2 I'expressié anterior queda

=0

3ix? — 2ayy +

2ay + 322
ay + x2

3x

Fent la reduccié es pot arribar a I'expresié 4ay + 322 = 0 de la qual es pot obtenir o bé
z 0 bé y.

En aquest problema III, Newton acaba concloent que permet donar la solucié dels
problemes segiients:

1. Donat un triangle inscriure el rectangle d’area més gran.

2. Dibuixar la recta més gran (o petita) que sigui tangent a una corba passant per un
punt donat.

3. D’un punt donat d’una parabola (o corba arbitraria), dibuixar la recta que talla la
parabola més obliquament que les altres.

4. Determinar els vertexs de corbes
5. Trobar els punts de les corbes on la curvatura és maxima o minima.

6. Donats quatre punts pels quals passa una ellipse trobar aquella que s’aproxima més
a la circumferencia.
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3.3.4 Problema IV

El problema 4 diu: Dibuixar tangents a una corba.

Prenem BD com a ordenada i AB com a abcissa i una corba qualsevol passant per D i
E. A continuacid, incrementem indefinidament 1’espai per obtenir la recta bd on I'abcissa
s’ha augmentat en Bb (que és igual a DC) i I'ordenada s’ha incrementat en Cd.
Prenem Dd de tal manera que interseccioni amb AB en T, i aquesta recta toqui la corba
en D o d. Aixi el triangle dC'D i el triangle D BT seran semblants. Quan aixo passi, es

complira % = [C)—(i.

=y |
]
m @

Figura extreta de: Retall GeoGebra !

Com la relaci6 entre Bd i AB vindra donada per ’equacié de la corba pertinent, doncs
son les quantitats fluents x i y, cal cercar la relacié entre les fluxions. Estem doncs davant
d’un problema ja conegut. Aquest problema ja ha estat presentat en el problema I on
coneguda la relacié entre les quanitats fluents som capacos d’obtenir les relacions entre
les fluxions.

La ra6 entre TB i BD ha de ser la mateixa que la rad entre la fluxié de AB i la fluxi6 de
BD i TD passara a ser la recta tangent a la corba en el punt D.

1 Geogebra construit per illustrar millor els passos a seguir aix{ com Popcié de comprovar els calculs
de manera grafica per fer-los més entenedors.
Enllag: https://www.geogebra.org/calculator/wdyjceej
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Exemple 3.10. Anomenem x = AB iy = BD i prenenem la relacié entre els fluents

com:

23— ax® + azy —y> = 0.

Aquesta relacio és la mateixa que s’ha escollit en ’exemple del problema I on s’ha vist
que la relaci6 entre les fluxions és:

3ia? — 2aix 4 aiy — 3yy? + ayx = 0.

Tenim doncs:

y BD gy y zy
T=—=>>=—""=BT=-—">
z BT z BT U
De la relacio entre les fluxions obtenim:
3 . 2 _ . 3 . 2 o . 3 3 o
s SWmayr o 39yt —agr y | op o 3y° —azy
322 — 2ax + ay 3x2 — 2ax + ay y 322 — 2ax + ay

Aleshores, donat el punt D de la corba (D(x,y) per remarcar que depeén dels fluents x, y.)
es pot determinar els valors de AB (=) iel de DB (= y) i aix{ la longitud BT pot ser
trobada i per tant, la tangent TD queda determinada.
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4 Analisi del problema V

El problema V del llibre Tractat sobre els métodes de les séries i les fluxions diu:
Trobar la curvatura de qualsevol corba en un punt donat .

Newton ja va remarcar que aquest problema tenia una “marca d’elegancia excepcional”
i que seria "de gran utilitat en la ciencia de les corbes”.

4.1 Idees previes

Per construir les bases d’aquest problema, Newton aclareix que son necessaries unes
generalitats previes que cal tenir en consideracio:

1. Un mateix cercle té a tot arreu la mateixa curvatura, i la curvatura de cercles
diferents sén inversament proporcionals als seus diametres |...]

2. Si un cercle toca la corba en la seva zona concava, en un punt donat, i és de tal
magnitud que no hi ha cap altre cercle tangent que es pugui dibuixar en els angles
de contacte veins a aquest punt, aleshores el cercle té la mateixa curvatura que la
corba en el punt de contacte.]...]

3. El centre de curvatura en algun punt d’una corba és el centre d’un cercle igualment
corbat. D’aquesta manera el radi de curvatura és la porcié de la normal que acaba
al centre.

4. La relacié de curvatura en els diferents punts s’obté de la porcié de curvatura de
cercles igualment corbats o de la inversa del radi de curvatura.

El problema V es reduiex a aquest punt 4. Es a dir, cal trobar o bé el radi de curvatura
0 bé el centre de curvatura.

Prenem tres punts §, D i d d’una corba tal com es mostra en el dibuix. Prenem les
rectes normals i anomenen H la interseccié entre la recta normal de D i §. D’igual forma
anomenem h a la interseccié entre la recta normal de d i la de D.

Si la curvatura de la zona o és més gran que la de Dd aleshores 0H < dh. Com més a
prop siguin les normals 6 H i dh a la del mig, menys distancia hi haura entre h i H.
Finalment, quan coincideixen les longituds de les normals, aleshores H = h i el punt
coincident I'anomenem C' que sera el centre de curvatura.
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El punt C té diverses condicions de definicié que permeten determinar-lo:

1. El punt que fa coincidir les normals a distancies indefinidament petites de DC' en
qualsevol de les dues bandes.

2. El punt que separa les interseccions de les normals en un petit entorn finit en una
zona i una altra, de tal manera que en la zona més corbada o s’arrriba més
rapidament a H, mentre que a l’altra zona, Dd ho fa més lentament cap a h.

3. Si prenem DC movent-se mentre continua en posicié normal a la corba, el punt C
no es moura en absolut, siné que tindra la naturalesa d’un centre de moviment.

4. Sigui un cercle amb centre C i radi DC, no hi haura cap altre cercle descrit que
reposi en 'entorn del punt de contacte.

5. Si el centre d’algun altre cercle tangent s’aproxima gradualment al centre C' fins
arribar a coincidir, aleshores algun dels punts en els que el cercle anterior talla la
corba coincidira amb el punt de contacte D.

De les 5 definicions aqui esmentades ens quedarem amb la primera ja que és la més simple.

4.2 Calcul de la curvatura

Per calcular la posicié del punt C, abans esmentat cal seguir els passos que hem elaborat
en un GeoGebra !? per tal de fer-ho més entenedor i dibuixant per passos el que es recull
en el segiient paragraf:

'\[ any point £ you plv;nf::- ol the curve let DT be tangent, DC normal and ©

(he curvature ,\-T.n.t re, as ])t‘flll‘t‘: Again, let A .-'E' be the base to which DB is applied
4t right angles - i‘-"'-'i“"!'lrl‘-"]\‘ e by D( in P Draw DG parallel to AB and

( “-!"-;-pemlirlllalI'. E:lkmg in it l‘f:u! any given size, and raise the perpendicular

5 ¢ill it meets DC in d: then will there be Cg:gd(—= TB:BD) the ratio of the
fuxion of the base to that of the ordinate.®*V Imagine, furthermore, that the
-;nin[ D advances through the infinitely small distance Dd and draw dE per-
p:-ndim];n' to DG and Cd normal to the curve, the latter meeting DG in F and
4o in f: then will 24 be the moment of the base, dE that of the ordinate and 8f
the contemporaneous moment of the straight line gd. Also

DF = DE+dE?| DE (5%

Accordingly, when the ratios of these moments—or, what is the same, those of
the generating fluxions—are had, there will be obtained the ratio of GC to the
given quantity gC (seeing that this is that of DF to #f) and by this the point C
will be determined.

Aquest és un retall extret del llibre: The mathematical papers of Isaac Newton Volum II1
(1670-1673).

El GeoGebra té unes instruccions que cal seguir en ordre. En primer lloc, partim d’un
punt D i una corba qualsevol i dibuixem un punt d a una distancia € de D que utilitzarem
més endavant.

2Link del GeoGebra: https://www.geogebra.org/calculator/xeffcswe

17



1. Dibuixem la recta DT tangent al punt D.

2. Dibuixem el cercle osculador '3 ja que aixi C sera el centre de curvatura. (Newton
ho calcularia com en la secci6 anterior.) També dibuixem la recta DC normal a la
recta tangent DT.

3. Prenem un punt qualsevol de la corba, A. Definim la ecta h com la recta
perpendicular a AT que passa per D. Aquesta recta serda doncs la recta BD. 1
anomenem B al punt d’interseccié de AB(= AT) i h(= BD).

4. Dibuixem P que és la interseccié de AB(= AT) i DC.

5. Prenem DG parallela a AB(= AT') i CG perpendicular a aquesta, tot dibuixant G
com a interseccio de les dues.

6. Prenem g com un punt qualsevol de C'G (es pot modificar arrosegant el punt. Per
defecte pren g = G). Aleshores tracem gd perpendicular a CG passant per g i que
talli DC en el punt 4.

7. Comprovaci6 de que efecitvament es compleix Cg : gd(=TB : BD).

8. Partint del punt proxim a D, el punt d, dibuixem la recta perpendicular a DG que
I’anomenem dFE on E és el punt que talla amb la recta DG.

9. Dibuixem Cd i anomenem f la intersecci6é de dd i F' a la interseccié amb DG.

10. Finalment, tenim que DF sera el moment de les abscisses, dF sera el de les ordenades
2
i 0f el moment contemporani de la recta gd. Per tant, DF = DFE + %LE.

H c

13E] cercle osculador és el que el centre es troba sobre la recta normal a la corba i té la mateixa curvatura
que la corba donada. El seu radi és el radi de curvatura i el seu centre, el centre de curvatura.
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Arribats a aquest punt, tenim la relacié entre les fluxions generadores. A partir d’aquesta
es podra obtenir el valor GC' donada ¢gC' inicialment. Aquesta raé és la mateixa que entre
DFiéf. Amb aquestes relacions el punt C podra ser determinat. Veiem un procediment
a seguir de manera general.

Anomenem AB =z, BD =y, Cg =11 g§ = z (marcats amb doble fletxa en el dibuix
adjunt). Aleshores:

_ & (4.1)

Al moment de z 'anomenem §f = Zo , el moment de DE = &0 i el moment dE = go (els

on) 2
tres moments s’han marcat amb groc). Pel fet que DF = DE+ % = DF = j:o+% =
DF = o+ L2

H

-2 o2

. I d’aqui arribem a la conclusié que CG = ¥

To+L2 Tz
T

o Cy(=1) _ 8f _ :
Per tant tenim =57~ = o = Z0

Degut a la llibertat d’escollir la “velocitat”en ’eix = podem prendre, sense perdua de
1442
z

generalitat £ = 1. Aixo fa que per 4.1 tinguem z = ¢ i per tant, CG =

1 2
oG = —Z (4.2)
Z
Per semblanca de triangles tenim % = %’ = % & DG = 20G. Es a dir:
3
pg=""* (4.3)
Z

D’aqui pel teorema de Pitagores obtenim DC =
\/(’Z"’.Z;)2 + (1—1;222)2 d’on:

z

V(DG?Z+(CG? < DC =

1+ 22)V1 + 22

z

DC:(

(4.4)

19



4.3 Exemples

En aquest capitol treballarem alguns exemples per mostrar el calcul a I'estil newtonia de

3

la “quantitat de curvatura”.

L’exemple general anterior ens dona una manera de procedir . Donada la relacié entre
x = AB iy = BD que ve donada per '’equacié de la corba, el primer que cal cercar és
la relacié entre & i y mitjancant el problema I. En segon lloc, subsituir £ = 11 y = z.
En tercer lloc, calcular, de nou pel problema I, la relacié entre x,y i 2 substituint de nou

=119 = z. Finalment, amb els valors de z i 2 es pot determinar CG = %

Exemple 4.1. Prenem l'equacié azx + bx? — y> = 0 que correspon a l'equacié d’una
hiperbola en la qual a és el que s’anomena latus rectum * i es mostra en la grafica
seglient.

W

o
non
Lo =

Figura extreta d’un retall de GeoGebra prenent a = 3 i b = 1 en ’equacié inicial.

Aplicarem el metode explicat a linici del capitol. Per aixo cal trobar la relacid
entre les fluxions emprant el sistema ja explicat en el problema I:

Per a les z:
ar  bx? —y?
s 20
ar 2bzx 0
Per a les y:

ax +bz?  —y?
0 2%

0 —29y

Queda doncs 'expressié: ax +2bix —29y = 0 < | a + 2bx — 22y = 0| on s’ha substituit
t=1ig==z

14Es tracta d’un segment de linea que passa a través dels focus de la conica, és perpendicular al eix
major i té els punts finals en la corba. Va ser explicitament introduit per Apolloni malgrat que va ser
Arquimedes (287-212 a.C) qui primer va calcular-ho en la seva obra: Tractat sobre conoides 1 esfereoides.
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Calculem, de nou mitjantcant el problema I, per aquesta nova expressié trobada, la
expressio per les fluxions.

Per a les x:
2bx  a—2zy
z 0
2bx 0
Per a les y:
—2zy a+ 2bx
Y
; 0
—2zy 0
Per a les z:
—2zy a+ 2bx
z 0
—2yz 0

Queda doncs Iexpressié: —2zy — 2y% 4+ 2bi = 0 < —22 — y2 4+ b = 0 on s’ha substituit
£ =11y = z de nou. Per tant obtenim I’equacié:

b— 22

Y

Z =

Finalment, donat qualsevol punt D de la corba, és a dir, els valors x i y podrem obtenir
els valors de z i 2. Aleshores de ’equacié 4.2 obtenim GC(= DH) i podem dibuixar HC
que és perpendicular.

Si prenem @ = 3 i b = 1, aleshores la hiperbola queda 3z + z? = y?. Triem 2z = 1 =
y = 2. I per tant, de 'equacié de la primera part de l'exercici obtenim z = 5 i de la

= \H( | = 8. De 4.3, obtenim DG = %2 i

32
aixi obtenim, seguint 4.4, el valor del radi de curvatura:

segona, z = @ Per tant, de 4.2 tenim CG =

68921
DC =/ —— ~ 14.
C 391 585
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Exemple 4.2. Prenem 'equacié6 entre les fluents 23 = ay? — 232, que és equacié del que
s’anomena cissoide de Diocles'®. Mostrem la seva grafica.

e

Calculem primer la relacié entre les fluxions seguint el model del problema I. Per fer aixo
ho fem per cada variable.

Per a les x:
2 xy? —ay?
5 7
= =z 0
32%¢ y’& 0
Per a les y:
(z—a)y* a?
2y
m 0
2z —a)yy O

Per tant, agrupant els termes i igualant a zero de manera habitual, s’obté I'expressio
322t + y%i + 2(x — a)yy = 0, que és la relaci6 entre les fluxions.
Ara substituint £ = 1 i y = 2z, com anteriorment, ens queda ['expressié
322 + 92 +2(x —a)yz =0

De nou cal aplicar el problema I a les 3 variables de I’equacié que s’acaba d’obtenir.
Procedim variable a variable.

15Corba generada pel vector posicié d’una recta parallela a I’eix OY, que passa pel punt (2a,0) = A(en
la grafica), a la qual se li resta el radi vector d’una circumferéncia de radi i centre en (a,0). En cada punt
M es compleix que OM = M; Ms.
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Per a les x:

322 2xyz  y? — 2ayz
i

T 3z 0
6xr 2yzx 0
Per a les y:
v 2(r—a)yz 32°
2y g 0
y Y
2uy 2(x—a)zy O
Per a les z:
2(r —a)yz 32%+y?
&2 0
4
2(x —a)yz 0

Per tant queda 'expressi6 6x& + 2yzd + 2yy + 2(z — a)zy + 2(z — a)yz = 0 que substituint
de nou @ = 11y = z obtenim 6x + 2yz + 2yz + 2(x — a)zz + 2(z —a)yz = 0 <
6z + 4yz + 2(z — a)2? + 2(x — a)yz = 0. Queden doncs les segiients expressions:

322+ 4% ||, 3z —az?+4 22y + x2?
z=——|i|2=
2ay — 2xy ay — Yy

Aleshores, donat qualsevol punt de la cissoide podrem trobar z i després Z que ens
permet calcular DC' gracies a la formula 4.4.

Prenem per exemple a = 2 i volem calcular el radi de curvatura en el punt (1,1) per
facilitar els calculs. Amb aquests valors tenim z = 2 = 2 = 3 i aleshores per 4.4 tenim

que DC = 153 = 35 ~ 3.726.

iné?mg 624997
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En aquest dibuix es mostra un retall d'un GeoGebra que s’ha fet servir a mode de
comprovacié. S’ha dibuixat la part positiva de la cissoide, el punt A = (1,1) i s’ha
demanat que calculi la circumferencia oscultatriu en aquell punt. Finalment, es mostra
el valor del radi obtenint aixi el mateix valor que el radi de curvatura.

Finalment, a mode de comprovacié general s’ha realitzat un Geogebra!® més complet
en el que s’ha dibuixat la cissoide amb una a general que es pot variar amb un cursor i
s’ha pres un punt A de corba generic, que també es pot variar. Aleshores s’ha dibuixat
la circumferencia osculatriu (opcié existent en el GeoGebra) i s’ha calculat el valor del
seu radi.
Per altra banda, s’ha calculat 'expressié de z (s en el GeoGebra) en funcié del punt
A, a partir d’aquest 2 (b en el GeoGebra) i amb els dos, amb lexpressié 4.4 s’ha
calculat DC' (r en el GeoGebra). Aleshores s’ha representat la recta x = DC = r per
mostrar el seu valor i comprovar que coincideix amb el valor del radi calculat anteriorment.

a=438 : 20

O - - =50/17554362319
! ° 5 @ x=5
a=48 .
3
f(x) =
e P
<
x5 16
T Vas-—x
A = Punto(f) "
(@)
= (1.483327324851, 0.9919829078929) @
12
O ¢ : CirculoOsculador(A, f(x))

= %+ y* + 4.6134707374912x - 8.5600669577 o
B = Centro(c)
= (-2.3067353687456, 4 28003347839)

_ 3 A+ )y

© 2ay(A)-2x(A) y(A) 54362319

= 11526777376928

3x(A)—as?+2sy(A)+x(A) s
ay(A)—x(A) y(A)

= (.7082208490079

b=

(1) VIS :
B b =
= 5.017554362319

Q ecl : x = 5017554362319 : -4

Figura: Retall GeoGebra amb a = 4.8 i el punt A = (1.48333,0.99198)

SEnllag: https://www.geogebra.org/calculator /jgvbakTs
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Exemple 4.3. Prenem la corba (b+y)+/c? — y2 = 2y que és la equacié d'una concoide”.
Veiem la seva grafica general.

Anomenem v = /c2 — 42 i aix{ tenim bv + yv = xy. Cal parar atenci6 al fet que

v =% —y? = 0 = 2z

Pel problema I '8 obtenim la relacié entre les fluxions bo + v + yo = 4y + gz = 0 <
‘ bo+z20+y0=y+2x=0 ‘ D’aqui podem determinar el valor de z.

Yz

Per determinar 2 elliminem la fluxi6 © subsituint © = —2= en I'equacié de les fluxions.

byz

Queda doncs —== — yi—z 4+ zv = y + xz. Primer dividint per z i després, de nou pel

b b . 2 2. .
N L P
z

problema I, es pot obtenir
v v2 V2 v2

Finalment, d’aquestes dues expressions es pot obtenir z i Z que permet gracies a 4.2
calcular GC, i d’aqui trobar DC (el radi de curvatura), gracies a 4.4.

Observaci6 4.4. El calcul de la curvatura de la concoide es pot trobar de manera més

senzilla. Cal elevar al quadrat i dividir I'equacié de la concoide per y2. Aixi queda
2.2 2

I’equacié by—g + % + (¢ = b?) — 2by — 3% = 22,

Aleshores, pel problema I, obtenim —%27‘;;23 — QZC# — 20z — 2yz = 2z &
_b2 2 b 2
30 — % —b—y= z D’aqui, de mnou seguint el problema I, tenim
Y Y z
3v°c?z 2bc*z 1 zz
_— = - — —
yl y3 PR

Per tant, de la primera obtenim el valor de 2z i de la segona el de Z que ens permet
trobar GC' gracies a 4.2.

17Cissoide en que la segona corba és una circumferéncia centrada a I’origen.
18No realitzarem els calculs habituals per ser repetitius. Sempre substituirem & =11 g = 2.

25



Si prenem b =41 ¢ =5 tenim (4 + y)+/25 — y?2 = zy. Volem calcular la curvatura en
el punt (6,4), per no complicar excessivament els calculs. Calculem la seva curvatura a

partir de ’observacié anterior.

En primer lloc, calculem z gracies a la primera férmula. Tenim:

bc? —42 .52

—b%c?
T2
vy
En segon lloc, calculem 2 gracies a la segona férmula de 'observacié. Tenim:

x
py=2s
4 z 43

3b%2c22  2bc%z 1 x2 3-42.52.12 2-4-52.12 12 41 6-41% 1400
— == — t—t s E S|
yA y3 z 22 44 .41 43 .41 41 12 122 68921

directament.
12213
(1+@)2
1400
68921

|DC| = ~ 55.68

26

Aleshores, utilitzem l'equacié 4.4 que ens permet determinar el radi de curvatura




Exemple 4.5. Sigui

una cicloide' que pertany al cercle ALE amb diametre
AFE. Prenem BD com l'eix de les ordenades que talla el cercle en L. Anomenem

,a=AFE,v= BLialarc AL = t. Per tant, a la fluxié d’aquest arc ’anomenarem
t. Veiem tot aix0 en la representacié segiient.

¢ _BL _ v
t

Dibuixem el radi de la circumferencia, PL, i aleshores tenim la relacié segiient:
=
PL ~ 14

. Aleshores, fent de manera habitual & = 1, obtenim:

(4.5)

Com la circumferencia esta centrada en P = (g,

la circumferéncia (z — £)? + (v — 0)?

0) i té de radi § tenim I'equacié de
(9)? & 2? + v? — za = 0. Aquesta expressio, pel
problema I, queda 2zt 4 2vv — at = 0 que fent © = 1 obtenim 2z + 2v0 — a = 0 que
queda:
. a—2x
V= —
2v

(4.6)
De la naturalesa de la cicloide?” tenim que LD = arc(AL) = t. Aix{, y = v+LD = v+t,
cosa que implica que © + f = ¢ i que fent com habitualment § = z, tenim z = 0 + ¢

Ara, substituint els valors de £ i © obtinguts en 4.5 i en 4.6 a l’expressié z = © + ¢
tenim z = 942¢

a a—x
2v +%<:>

Zz =

Aquesta expressié aplicant el problema I queda
v
a—x)v 1
o _la—z)p 1
v

V2

Finalment, arribats a aquest punt, ja tenim l’expressié de z i sabem que CG = DH
en el calcul trobat de forma general.?!

Com sabem del calcul generic per 4.2, tenim
DH = 2 i Q’aqui coneixent z i 2 podem trobar DH subsituint els valors. Aleshores,
es pot tracar la perpendicular C'H i el centre de curvatura sera C.
una recta sense lliscar.

198’anomena cicloide a la trajectoria que segueix un punt de la circumferéncia quan aquesta gira sobre

2La cicloide es genera fent girar la circumferéncia sobre una recta. Aleshores, el que es deplaca sobre
aquesta recta és igual a 'arc de la circumferencia.

2'En el dibuix del calcul general ja haviem arribat a aquesta conclusié. En la cicloide cal veure la grafica
superior per trobar el parallelisme amb la grafica genérica. En aquest cas es pot trobar DH.
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El que ve a continuacio ja sén deduccions logiques, conseqiiencies del que acabem de
demostrar.
Per veure els resultats cal subsituir els valors que s’acaben de trobar z i 2 i simplificar les
expressions.

1. Tenim DH = 2BL =2v i CH = 2BE. Aix0 és equivalent a veure que E'F talla el
radi de curvatura en N.

2. Com a conseqiiencia, la corba FCK és una corba congruent amb ité els
vertexs adjacents als de la primera.
Dibuixem ara el cercle FA amb radi A3 de manera similar a com s’ha situat ALE.??
Aleshores, dibuixem C'( parallel a EF que intersequi amb el cercle en A. Aleshores,
arc(FA) = CA.

3. El segment C'D amb angle recte respecte la corba , interseca amb la cicloide
IFK en C.

4. Invertint les cicloides, a la ctuspide K de la cicloide superior ens podem imaginar
que suporta un pes penjant per un fil, una distancia KA = 2EA = 2a. A mesura
que el pes oscil'li, el fill s’enrotllara sobre si mateix al llarg de les parts KF' i K1 de
la cicloide.

5. La longitud total del fil K A és igual al perimetre de la cicloide KCF, i la part CD
és igual a la porcié CF d’aquest perimetre.

6. Com el fil gira al voltant del punt mobil C' com a centre mentre oscilla. La
superfice sobre la qual passa de forma continua la recta C'D sera aquella per la
que simultaniament recorre la seva part CN situada a sobre de la recta IF com
CD?* a CN?, és a dir, com 4 a 1. Respectivament, Area(CFN) = {Area(CFD) i
també Area(KCNE) = +Area(ACDB).

22Veure la part superior dreta del dibuix on apareix el semicercle que s’esmenta.
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5 Comparacié amb la nocié de curvatura actual

5.1 Introduccié

Per comparar la nocié de curvatura newtoniana amb ’actual cal centrar-nos en el calcul
del radi de curvatura per corbes planes en la geometria diferencial.

Suposem una corba parametritzada en R? pel parametre ¢, per exemple pel temps.
Aixi tenim (z(¢),y(t)) € R2.

El vector velocitat (o vector tangent) és T'(t) = (2'(t),y/(t)). El podem considerar, per
simplicitat, que té velocitat constant. Es a dir, [|T(#)|| =1 (/1)) + (v (t))? = 1.
El vector acceleracid, Panomenem, A(t) = T"(t) = (2" (t), y" (t)).

Derivant i simplificant, s’obté: z’(t)a” (t) + ' (t)y"(t) = 0 &< T(t), A(t) >=0on <, >
marca el producte escalar.
Sigui {T'(t), N(t)} una base ortonormal al llarg d’una corba parametritzada c : (a,b) — R?
tal com es mostra en la figura segiient.

La curvatura k(t) de la corba parametritzada ¢ en un punt generic c(t) és:

k(t) =< A(t), N(t) >=< (2" (2),y" (1)), N(t) >

Observacions 5.1. Cal parar atencié al fet que:

1. El signe de k(t) depén de elecci6é de N(t).

2. El valor de l'acceleraci6 és |k(t)] = /2" (t)? + y" (t)?

Aquesta introduccié al concepte de curvatura cal formalitzar-la a partir de definicions
més concretes, tot arribant a férmules generals que permetin calcular el radi de
curvatura. Malgrat que les demostracions i la teoria no s’escauen als objectius reals
del treball, és un gran complement per al lector fer-ho. En aquest capitol, només es
busca entendre de forma intuitiva, sense cap derivacié matematica, els resultats actuals i
comparar-los amb els de caire més geometric obtinguts emprant el problema V de Newton.
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5.2 Formalisme de la curvatura segons la Geometria Diferencial

En aquesta seccié es seguiran processos propis de la Geometria Diferencial per tal
de definir amb rigorositat els conceptes fonamentals que permetin la comparacié amb
els resultats obtinguts seguint el metode de les fluxions de Newton. En primer lloc,
treballarem amb un espacial euclidia general de dimensié n i després obtindrem la
férmula per un espai n = 2.

Definicié 5.2. Fl radi de curvatura és una magnitud que medeix la curvatura d’un
objecte geometric com ara una corba, una superficie o de manera més general d’una
varietat diferenciable.

Definicié 5.3. Direm que una corba o : I — R" esta parametritzada per l’arc si
|o/(s)| =1 per tot s € I.

Definicié 5.4. Sigui o : I — R™ una corba parametritzada per larc. Definim la
curvatura de o al punt t € I com

ka(t) = [0 (2)]

Comentari. Es pot entendre la curvatura com aquell objecte matematic que mesura
I’acceleracié d’una particula en un punt ¢ € I que es mou per Iespai euclidia R™ seguint
una corba a a velocitat constant igual a 1.

L’objectiu ara és estendre la definicié de curvatura a corbes més generals, les habituals,
sense necessitat que estiguin parametritzades per I'arc. Per aix0 cal definir un tipus de
corbes que permetin una reparametritzacié per l’arc.

Definicié 5.5. Sigui 8 : I — R™ una corba i sigui t € 1. Direm que B és una corba
1-regular si tots els punts de I son 1-requlars, és a dir, si B'(t) # 0.

Comentari. Per un lema, que no demostrarem, les corbes parametritzades per ’arc sén
equivalents a les corbes 1-regulars.

Lema 5.6. La curvatura és invariant sota canvis de parametre. 23

Es a dir, si f : H — I és un canvi de parametre, 5 : I — R"™ una corba 1-reqular i
v = o f, aleshores la corba vy és 1-reqular i per a tot s € H se satisfa:

ky(s) = kp(f(5))

Prenem « : I — R™ una corba 1-regular. Sigui p : I — R, un parametre d’arc de a.
Anomenem J a la imatge p(I) i h: J — I la inversa de p. Aixi 8 = «a o h, és una corba
parametritzada per l’arc.

I 2 > R"
phll Ah
JCR

23 Consultar qualsevol dels apunts de la bibliografia (o bé Mundet [19] o bé en do Cormo [8] per a veure
la demostracié.
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L’objectiu és escriure |5”(s)| en funcié de « i les seves derivades en t = h(s).
Per a poder continuar, cal primer enunciar el segiient lema.

Lema 5.7. Siguin f,g : I — R™ dues corbes i suposem que |f(t)] = 1 per tot t € I.
Aleshores se satisfa:

< f(@#), f'(t) >=0 per tot t € I.

Demostracié. El fet que |f(t)| = 1 es pot reescriure com < f(t), f(t) >= 1. Aleshores
pel fet que el producte escalar verifica la regla de Leibniz tenim:

0=<f,f>" () =<[f(t),f(t) >+ < f(O),['(t) >=2< f(t), f'(t) > *

Aleshores, s’ha obtingut < f(t), f'(t) >=0. O

Degut al fet que 5 esta parametritzada per I'arc, s’observa que:
< B'(s),B'(s) >=1 per tot s € J.
Aplicant el lema anterior, s’obté que:
< B'(s),8"(s) >= 0 per tot s € J.
D’altra banda, aplicant la regla de la cadena diverses vegades s’obté:

B'(s) = o' (h(s)) - W'(s)
B"(s) = " (h(s)) - (W(s))* + o'(h(s)) - h"(s)

Aleshores s’observa que 3'(s) és parallel a o/ (h(s)) i que 8”(s) és una combinacié lineal
de o/(h(s)) i " (h(s)).
També sabem que ('(s) i 8”(s) sén perpendiculars. Aleshores, 8”(s) és la projeccid
ortogonal de o/ (h(s)) - (h'(s))? continguda dins del pla engendrat per o/ (h(s)) i o/’(h(s))
i perpendicular al vector o/(h(s)).
Denotem 6 € [0, 7] I'angle entre els vectors o/ (h(s)) i o/’((t))?® aleshores se satisfa:

ka(t) = kp(s) = o (h(s))| - (I (s))* - sin®
Tenint en compte que p(t) = |a/(t)|, podem reescriure la férmula anterior com

ka (t) = |a]'ogf()t|)sli2n0

0 equivalentment:

o (t)||a” (t)] sin O
0 = T

(5.1)

Ara trobarem la férmula per la curvatura per n = 2. Per aix0 primer cal un lema
previ que ens permetra escriure el numerador de 5.1 d’una manera més compacta.

24En la tercera igualtat s’ha fet servir el fet que el producte escalar és simetric.
ZRecordem que t = h(s)
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Lema 5.8. Per a qualsevol u, v € R?, diferents de 0 se satisfa:
|det(u,v)| =sin@ - |u| - |v]

on 6 € [0, 7] denota l’angle entre u i v.

Demostracié. Cal tenir present la formula | < u,v > | = cosf - |u| - |v|. Aleshores tenim
|det(u, v) >+ < u,v >2= |u|? - [v|>. Anomenem u = (Ty,yy) iV = (Ty, ).

|det(u, U)|2 = (l‘uyv - xvyu)2 = xiyg + 3312;?/3 — 2TuToYulYo
<u,v >2= (quv + yuyv) = x + yuyv + 204,20 Yu Yo

Finalment, sumant obtenim z2y2 + x2y2 + 2222 + y2y2 = |[u? - [v>. O

Aleshores, sigui una corba l-regular a : I — R2?, combinant la férmula general
obtinguda en 5.1 i el lema anterior obtenim la férmula de la curvatura:

|det(a’(2), " (2))]
o/ (1)

ka(t) = (52)

A continuacié donarem la férmula del radi de curvatura per corbes planes
parametritzades per un parametre. Sabem que el radi de curvatura es defineix

com R, = ki
«

Proposicié 5.9. Una corba plana que es pot escriure, en coordenades cartesianes, com
x=x(t),y = y(t) on t és un parametre arbitrari, el seu radi de curvatura es calcula com

3
[(f) ()2
Re == Y dy d (5.3)
Fi a1
Demostracié. Tenim la corba a( ) = (x(t),y(t)) i les seves dues primeres derivades
o (t) = (2'(t),y(t) i (t) = (2”(t),y"(t)). Aleshores cal trobar el numerador i el
denomidor de la férmula 5.2 per trobar la curvatura.
El numerador, |det(d/(t),a”(t))| = w2 ()| |2’ (t)y" (t) — v/ (t)2" ()|
’ ’ y't) ')
El denominador, |o/(1)* = (Va0 + ¥/ )? = [#/(t)” +y/(¢ )72
Per tant, aplicant el fet que R, = ,% i el que acabem d’obtenir obtenim la férmula
buscada: .
[2'(t)* + ¢/ (1)) 0

Be = 0ty (@) — v 2" (0)]

Corollari 5.10. Si la corba es pot expressar com y = f(x), de tal manera que per cada
punt de la corba existeix un unic valor de x, aleshores l'expressio del radi queda
3
1+ ()72
c = d2f
Frd

(5.4)
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Demostracié. Igual que la proposicié anterior pero amb el cas particular en que la
corba és a(zr) = (x, f(x)).

Observacié 5.11. L’expressié6 5.4 és identica a l'equacié 4.4 del capitol anterior.
L’expressié 4.4 obtinguda a partir del model de Newton, permet escriure DC' en termes
de z i 2. Recordant que z = y, tenim que

3
2

(1+3%
i

DC =

Aleshores, reescrivint en termes de derivades actuals obtenim justament 1’expressi6 5.4.

A continuacié exposarem algun dels exemples treballats en I'apartat anterior seguint
el model de Newton i els treballarem amb els resultats acabats de trobar. L’objectiu és
mostrar que els dos metodes sén equivalents tal com acabem de deduir, de forma general,
en 'observacié.

Exemple 5.12. L’exemple de [’hipérbola ax + bx?> —y> =0 amb a =31 b =1 el podem
calcular a partir del corollari que acabem d’esmentar. Podem expressar-ho com una
funci6é depenent del parametre x, aixi queda y = f(z) = v3z + 22. Calculem les dues
primeres derivades.

df 2z +3
dr ~ 2% + 3z
&f 9
dx? 4 (22 + 353)3
Ara prenent z = 1 tenim % = ﬁ = % i % = —4(2)3 = —2%
Per tant, de l'equacié 5.4 tenim = (1+§5)§ ~ com ja haviem trobat
2

mitjancant el metode de Newton.

Exemple 5.13. L’exemple de la cissoide z3 4+ xy?> — ay? = 0 es pot reescriure com

y=f(z) = V%- Volem trobar la curvatura en el punt (1,1) i prenent a = 2. Seguint
la férmula del corollari, calculem les dues primeres derivades.

daf 22 (22 — 3a)
dz 2(x— a)2 %
d>f _ 3a%xt
dr2 NE
x 4(x—a)4~<£>2
- : : 5v5 :
Aleshores per 5.4, substituint aquests valors ens les derivades tenim | R, = 3 com ja

haviem demostrat en el capitol anterior.
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Exemple 5.14. L’exemple de la concoide prenent b = 4 i ¢ = 5 tenim l'equaccio:
(4+y)/25 — y2 = xy. Volem trobar la curvatura en el punt (6,4).

En aquest cas podem tractar la corba parametritzada per y. Es a dir, la corba seria
c(y) = (f(y),y) amb f(y) = 4+Ty\/ 25 — y2. Aquest cas és el mateix que la parametritzacio
(z, f(x)) pero ara la funcié apareix en el primer terme. Per aix0, es pot aplicar el corollari
amb la formula 5.4 sense problema.

Cal trobar les derivades respecte a y:

o _ W)V Vo ytd  y 100
dy v Yy 25 — y? y2\/25 — 42
Af_ 3 20041000 P 4100 25y° 4300 — 5000
dy? \/m Y325 -y . (25—y2)% y3 - (25—3/2)%
Ara cal subtituir y pel seu valor y = 4. Aleshores:
| 4*4+100 41
dyl,_, VBB 12

d*f

d*f| _25-4°+300-4% 5000 175
dy? B

gt $3.(25-42)2 216

A continucié, aplicarem la férmula 5.4 que permet trobar el radi de curvatura. En aquest
cas, la férmula s’expressa com

d 3
(42 4+ 1]3
Rc — T
rd
. o [(41)241)3
Finalment, substituint els valors s’obté = 12‘170

mitjancant el metode emprat per Newton.

~ | 55.68 | com ja haviem obtingut

L|
216
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6 Conclusions

En la primera part de la memoria s’ha proporcionat un context historic sobre ’aparicié,
de manera indirecta, del concepte de curvatura: concepte imprescindible en la geometria
que introdueixen per separat tant Newton com Leibniz recollint les diverses troballes
d’altres autors previs. En aquest apartat, s’ha vist com les contribucions en ’ambit
cientific s’atribueixen habitualment a un o dos autors quan en realitat aquests s’han
impregnat de conclusions d’altres. Com va dir Perelman en rebutjar el premi que el
reconeixia com el que va trobar la solucié a un problema: “Crec que la contribucio a la
solucié d’aquest problema pel matematic america Hamilton no és menys que la meva”.
Doncs en aquest cas, sense els matematics grecs Kepler i Descartes, la feina de Newton
no hagués estat possible.

En la segona part de la memoria s’ha introduit la nomenclatura que fa sevir Newton
en el seu llibre. Després s’ha explicat el metode de les fluxions seguint els quatre primers
problemes. La primera gran conclusié d’aquest apartat és que Newton introdueix el
concepte fluxié de manera molt natural. Es cert, pero, que ho fa des d’un punt de vista
principalment fisic, ja que ho interpreta com la velocitat de cada fluent. A més, resumeix
tots els problemes que presenta en aquest metode en dos d’ells: el de trobar la velocitat
donat l’espai i el de trobar I'espai donada la velocitat. De nou, introdueix el calcul
diferencial de manera natural.

Respecte als quatre primers problemes, podriem concloure que els dos primers sén el
resum de tot i els altres dos son aplicacions dels anteriors. En els dos primers dona
un metode per passar de la derivada a la primitiva i viceversa. Cal observar aqui que
Newton, en fer el que en l'actualitat anomenariem wuna integral, s’adona que amb el
seu metode no es pot arribar a la primitiva amb total seguretat (en el fons és una
integral impropia). Finalment, en aquest apartat, en els problemes III i IV realitza dues
aplicacions habituals de la derivada: el calcul d’extrems i el de la recta tangent. De nou,
quan tot just s’esta elaborant el calcul infinitesimal, trobem dues aplicacions rellevants
en aquest ambit.

En Pactualitat, en la forma d’explicar les matematiques, encara es segueix aquesta visio.
Primerament s’introdueix el concepte de derivada amb la seva definicié, es treballen
les derivades com a eina matematica amb poc context i a continuacié s’exposen les
seves aplicacions: calcul de la recta tangent, trobar maxims i minims, concavitat i
convexitat... El fet que tants anys després encara es mantingui aquest procediment per
explicar-ho reafirma que les deduccions i troballes de Newton sén, a part de correctes,
molt didactiques.

En la tercera part de la memoria s’analitza el problema V, en que s’introdueix per
primer cop el concepte de curvatura en el llibre de Newton. La conclusié principal és
que es pot enfocar el problema des de punts de vista diversos, tots igual de valids. Per
Newton, pero, la idea fonamental que hi ha rere el concepte és aquell punt (el centre de
curvatura) que uneix les dues rectes normals de dos punts infinitesimalment propers al
punt en que es vol calcular la curvatura. També és remarcable que, en la introduccid
d’aquest problema, Newton ja prediu que aquest esdevindra essencial en la teoria de les
corbes. A part de trobar una forma de caire geometric per trobar la curvatura de corbes
planes, deixa la via oberta per a que futurs autors puguin seguir treballant-ho tot deixant
clara la seva importancia.
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En la quarta part, es formalitza el concepte amb una introduccié a la geometria
diferencial. Durant aquest apartat es pot anar comparant el que s’ha trobat amb el
metode de les fluxions de Newton per trobar el radi de curvatura amb la férmula que
s’obté a partir del formalisme de la geometria diferencial. Per fer-ho, es fan servir
les féormules modernes del calcul del radi de curvatura d’una corba plana. S’arriba a
la conclusié que el que estableix Newton no és una aproximacié forca bona, siné que
exactament sén dues féormules identiques a les quals s’hi ha arribat des de punts de vista
diferents.

Finalment, la principal conclusié d’aquest treball és que, malgrat la curvatura és un
concepte formalitzat gracies a la Geometria Diferencial, Newton, des d’un punt de vista
geometric i seguint el seu desenvolupament del calcul diferencial, és capag d’establir el
centre de curvatura d’un punt d’una corba donada.
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