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Abstract

Chaotic motions are unpredictable, and the mathematical foundations in the theory
of chaotic dynamical systems are not yet well established. How can we logically
understand unpredictability and express it within a mathematical framework?

In this work, the behavior of chaotic dynamical systems is analyzed. To do so,
dynamical systems are studied starting from the basic geometric objects associated
with them. More specifically, the focus is on dynamical systems with chaotic beha-
vior by studying them through the mathematical theory of chaos. Finally, all these
concepts are applied to classical examples of chaotic dynamical systems.

Resum

Els moviments caotics sén impredictibles i els fonaments matematics en la teoria
dels sistemes dinamics caotics encara no estan ben establerts. Com podem entendre
logicament la impredictibilitat i expressar-la en una configuracié matematica?

En aquest treball, s’analitza el comportament dels sistemes dinamics caotics. Per
fer-ho, s’estudien els sistemes dinamics a partir dels objectes basics geometrics que
estan associats a ells. Més concretament, s’aprofundeix en els sistemes dinamics
amb comportament caotic, estudiant-los a partir de la teoria matematica del ca-
os. Finalment, s’apliquen tots aquests conceptes en exemples classics de sistemes
dinamics caotics.
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Capitol 1

Introduccio

L’any 1963, Edward Lorenz, meteoroleg del MIT (Massachusetts Institute of Tech-
nology), va establir les bases de la teoria del caos, una branca de les matematiques
que es dedica a 'estudi de sistemes sensibles a petits canvis de les condicions ini-
cials. Es tracta d’una forma d’il-lustrar la idea que variacions molt petites en les
condicions d'un sistema poden provocar grans canvis en els resultats a llarg termini.

El caos, com a fenomen determinista pero a la vegada impredictible, representa
un dels paradigmes més profunds i contraris a la intuicié descoberts en l'estudi
dels sistemes dinamics. La recerca per comprendre i caracteritzar matematicament
aquesta dicotomia ha estat un motor fonamental en el desenvolupament de la teoria
dels sistemes dinamics al llarg del segle XX i fins als nostres dies.

L’objectiu d’aquest treball és analitzar el comportament d’aquests sistemes partint
dels objectes basics que els defineixen — com per exemple els espais d’estats, les
orbites i els retrats de fase— per a dirigir-nos cap a les nocions que caracteritzen el
caos. Per fer-ho, recorrerem als fonaments de la teoria matematica del caos, intro-
duirem eines quantitatives essencials i aplicarem aquest marc conceptual i analitic
a 'estudi detallat d’exemples paradigmatics: el sistema de Lorenz, el mapa logistic
i el mapa de Hénon.

Aquest treball aspira a oferir una comprensié integral dels sistemes dinamics caotics,
connectant la teoria abstracta amb les seves manifestacions concretes, amb la finali-
tat d’oferir una visié coherent i accessible del fenomen caotic des d’una perspectiva
de sistemes dinamics.



Capitol 2

Introduccio als sistemes dinamics

2.1 Conceptes previs

Definicié 2.1. Tots els possibles estats d’un sistema queden caracteritzats pels
punts d'un cert conjunt X. Aquest conjunt s’anomena espai d’estats del sistema.

Definicié 2.2. L’evolucié d’un sistema dinamic significa un canvi de l'estat del
sistema amb el temps t € T', on T' és un conjunt numeric. Considerarem dos tipus
de sistemes dinamics:

1. Els de temps continu T C R!.
2. Els de temps discret T' C 7Z.

Definicié 2.3. El component principal d’un sistema dinamic és una llei d’evoluci6
que determina l'estat z; del sistema en el temps t, donat l'estat inicial xy. La
manera més general d’especificar aquesta evolucié és suposar que, per a cadat € T,
hi ha definida una aplicacié

o X = X,

que transforma un estat inicial o € X en un estat x; € X al temps ¢:
z; = @' ().

L’aplicacié ! s’anomena operador d’evolucid del sistema dinamic. Pot ser conegut
explicitament; pero, en la majoria dels casos, es defineix de manera indirecta i
només pot calcular-se aproximadament.

En el cas de temps continu, la familia {¢'}er d’operadors d’evolucié s’anomena
fluz.
Cal advertir que ¢'(x) pot no estar definit per a totes les parelles (z,t) € X x T.

Els sistemes dinamics amb operador d’evolucié definit tant per ¢ > 0 com per ¢ < 0
s’anomenen invertibles.

Els operadors d’evolucié posseeixen dues propietats naturals que reflecteixen el
caracter determinista del comportament dels sistemes dinamics:
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1 = id, on id és la identitat sobre X, és a dir, id(x) = = per a tot x € X.

.0
2. s = ol o @®  Aix0 significa que ¢"5(x) = ¢'(p*(z)) per a tot © € X i
t,s € T tals que ambdos costats de I'equacié quedin definits.

Definicié 2.4. Un sistema de temps discret amb t enter queda completament es-
pecificat definint només una aplicacié f = ¢!, anomenada aplicacié d’un pas de
temps.

D’aquesta manera, usant la primera propietat dels operadors d’evolucié obtenim el
segiient:

p?=plop! = fof=f2 on f?és la segona iteracié de I'aplicacié f.

De manera similar, o = f* per a tot k > 0. Si el sistema de temps discret és
invertible, aquesta equacié també és valida per a k < 0, amb f° = id.

Per a molts sistemes, '(x) és una funcié continua de z € X; i si t € R!, també
és continua en el temps. Aquesta continuitat s’entén respecte la metrica o norma
corresponent a X.

A més, molts sistemes definits sobre R™ o sobre varietats suaus dins de R" sén
tals que @'z és suau com a funcié de (z,t). Aquests sistemes s’anomenen sistemes
dinamics suaus.

2.2 Definicié i exemples de sistemes dinamics

Ara ja som capagos de donar una definicié formal d’un sistema dinamic.

Definicié 2.5. Un sistema dinamic és una tripleta{T, X, ¢}, on T és un conjunt
temporal, X és un espai d’estats i o' : X — X és una familia d’operadors d’evolucié
parametritzats per t € T' que satisfan les dues propietats dels operadors d’evolucio.

Exemple 2.6. L’exemple més comu dels sistemes dinamics és el dels sistemes new-
tonians, governats per la llei del moviment de Newton. Aquesta llei estableix que
I’acceleracié d’una particula esta determinada per la forca per unitat de massa.

La forca pot dependre de la velocitat & i de la posicidé x, i per tant, els sistemes
newtonians prenen la segiient forma:

mi = F(x,%), on m és la massa i I la forga.

Aleshores, 'equacié es pot escriure com un sistema de dues equacions diferencials
de primer ordre:

=y, y="Flzy).
Aquest sistema es pot interpretar com un sistema dinamic de dimensié dos en el

pla xy, i la seva dinamica consisteix en un conjunt de trajectories que descriuen
I’evolucié temporal del moviment.

Exemple 2.7 (Un sistema lineal pla). Considerem el pla X = R? i una familia de
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transformacions lineals no singulars sobre X donada per la matriu t € R*:

. e)\t 0
¥ = 0 Gut )

on A\, p # 0 sén nombres reals. Obviament, tenim un sistema dinamic de temps
continu sobre X. El sistema és invertible i esta definit per a tot (z,t). Es el flux
definit pel sistema de les equacions ordinaries & = Az, y = uy.

2.3  Orbites i retrats de fase

En aquesta seccié estudiarem els objectes basics geometrics que estan associats a
un sistema dinamic {7, X, ¢'}.

Definicié 2.8. Una orbita que comenga en z( és un subconjunt ordenat de 1’espai
d’estats X:

Or(zo) ={x € X : 2 = ¢'(x0), per a tot t € T tal que ¢'(xp) esta ben definit }.

Les orbites d’un sistema de temps continu amb un operador d’evolucié continu sén
corbes a l'espai d’estat X, mentre que les orbites d’un sistema de temps discret
son sequiencies de punts a l'espai d’estats X numerades amb enters creixents. Les
orbites també s’anomenen trajectories.

Si yo = ¢'(xg) per algun tg, aleshores els conjunts Or(zg) i Or(yg) coincideixen. Les
orbites més simples sén els equilibris.

Definicié 2.9. Un punt zy € X s’anomena equilibri o punt fix si ¢'(xg) = zo per
a tot t € T. Utilitzarem el terme equilibri per als sistemes de temps continu i el
terme punt fix per als sistemes de temps discret.

Definicié 2.10. Un punt xy € X s’anomena periodic si ©*(zy) = zo per a k > 0.
L’orbita d'un punt periodic s’anomena orbita periodica.

Definicié 2.11. El retrat de fase d’un sistema dinamic és la particié de 'espai
d’estats en orbites.

El retrat de fase conté una gran quantitat d’informacié sobre el comportament d’un
sistema dinamic. En observar-lo, podem determinar el nombre i el tipus d’estats
asimptotics als quals tendeix el sistema quan ¢ — +oo(i, si és invertible, també
quan t — —00).

2.4 Conjunts invariants

Per tal de classificar millor els elements d’un retrat de fase, la segiient definicié és
molt util.
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Definicié 2.12. Un conjunt invariant d'un sistema dinamic {7, X, ¢'} és un sub-
conjunt S C X tal que si zg € S, aleshores ©'(zg) € S per a tot t € T.

Aquesta definicié significa que ¢*(S) € S per a tot t € T. Es evident que un
conjunt invariant S esta compost per orbites del sistema dinamic. Qualsevol orbita
individual Or(x() és un conjunt invariant.

Sempre podem restringir Poperador d’evolucié ¢! del sistema al seu conjunt in-
variant S i considerar-hi un nou sistema dinamic {7, X, ¢}, on ¢ : S — S és
la restriccié induida de ' sobre S. Per simplificar, utilitzarem el simbol ' per
referir-nos a aquesta restriccio.

2.5 Atraccio i repulsié

Els conjunts invariants poden tenir diferents tipus de comportament asimptotic
respecte de les orbites properes.

Definicié 2.13. Un conjunt invariant tancat A C X s’anomena atractor si existeix
un obert U C A tal que, per a tot xg € U:

dist(p'(xg), A) = 0 quan ¢t — +o0.
El conjunt U s’anomena bassa d’atraccio d’A.

Es a dir, totes les orbites que comencen dins d’U acaben per aproximar-se asimptoticament
a A. En canvi, si la propietat anterior es compleix quan t — —oo, diem que el con-
junt invariant A s’anomena repulsor.

2.6 Equivaléncia topologica

El concepte d’equivalencia topologica permet classificar sistemes dinamics segons
la seva estructura geometrica global. Intuitivament, dos sistemes dinamics sén
topologicament equivalents si un pot obtenir-se a partir de ’altre mitjancant una
deformacié continua que preserva la correspondencia de les orbites.

Definicié 2.14. Siguin {7, X, ¢'} i {T,Y, '} dos sistemes dinamics. Aquests siste-
mes s’anomenen topologicament equivalents si existeix un homeomorfisme h : X —
Y tal que h(p'(x)) = ' (h(x)), peratot x € X it € T.

També ho podem escriure de la segiient manera: h o ¢! = ¢! o h.

La correspondencia h s’anomena correspondencia topologica i es diu que els sistemes
son conjugats. La figura segiient il-lustra la relacio:

X £ x
K "
vy Xy
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Definicié 2.15. Un sistema dinamic {7, R", '} s’anomena localment topologicament
equivalent prop d'un punt d’equilibri xy a un altre sistema dinamic {7, R"™, '} prop
d’un equilibri yq si existeix un homeomorfisme A : R™ — R™ tal que:

1. Esta definit en un petit entorn U C R™ de x.
2. Compleix yo = h(xo).

3. Envia les orbites del primer sistema dins U sobre les orbites del segon sistema
dins V' = h(U) C R, preservant la direcci6 del temps.

Si U és un entorn obert de xq, aleshores V' és un entorn obert de y,. Cal destacar
també que les posicions d’equilibri xq i 39, aixi com les regions U i V', poden coincidir.

2.7 Classificacié topologica dels equilibris i punts
fixos generics

En aquesta seccid, estudiarem la geometria del retrat de fase prop dels punts d’equi-
libri generics, és a dir, hiperbolics, en sistemes dinamics de temps continu i discret,
i en presentarem la classificacié topologica.

Considerem un sistema dinamic de temps continu de la segiient forma: & = f(x),
x € R, on f és suau. Sigui zo = 0 un equilibri del sistema(f(zo) = 0) i sigui A
la matriu jacobiana % avaluada en xy. Designem per n_, ng i ny el nombre de
valors propis d’A(comptant multiplicitats) amb part real negativa, nula i positiva

respectivament.

Definicié 2.16. Un equilibri s’anomena hiperbolic si ng = 0; és a dir, si no hi ha va-
lors propis sobre I'eix imaginari. Un equilibri hiperbolic s’anomena sella hiperbolica
sin_ny #0.

Ara estudiarem la geometria del retrat de fase prop d’un equilibri hiperbolic.
Per a un equilibri(no necessariament hiperbolic), introduim dos conjunts invariants:

Wé(xg) = {z : p'a — zo,t = +oo}, W (o) = {x : 'z — xo,t = —00}, on ' és
el flux associat del sistema.

Definicié 2.17. W#(z() s’anomena la varietat estable de o, mentre que W"(xy)
s’anomena la varietat inestable de xg.

Teorema 2.18 (Varietat estable local). Sigui z¢ un equilibri hiperbolic( ny = 0 i
n_ +mny =n). Aleshores les interseccions de W#(zq) 1 W"(xy) amb un entorn prou
petit de xy contenen subvarietats suaus WS (zo) 1 W .(x¢) de dimensié n_ i ny
respectivament. A més, W} (xg) (W (o)) és tangent en zq a Ty(T),), on Ts(T,,) és
el subespai generalitzat propi corresponent a la unié de tots els valors propis de A

amb ReA <0 (ReX > 0).
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Definicié 2.19. Donada una matriu A € R™*", podem dividir els seus valors propis
en tres grups a partir del signe de la part real: o, 0, i .. D’aquesta manera:

1. A€ 0,8 Re(\) < 0.
2. A€oy si Re(A) > 0.
3. A€o, si Re(A) =0.

El subespai generat pels vectors propis associats als valors propis que pertanyen a
o, s’anomena subespai estable E, el generat pels vectors propis associats als valors
propis que pertanyen a o, s’anomena subespai inestable E,, i el generat pels vectors
propis associats als valors propis que pertanyen a o, és el subespai centrat E.. Es
compleix que R" = F, & E, @ E..

Veiem qué passa quan n = 2. Sigui X = AX i siguin A el determinant de A i o la
traca de A amb A € R?*2. Aleshores:

1. SSA >010=0= Centre.

2. SiA>0i02—-4A >0 = Node. Si o < 0, el node és estable, i si o > 0,
inestable.

3. SiA >01i0?—4A <0 = Focus. Si o <0, el focus és estable, i si ¢ > 0,
inestable.

4. S1 A < 0= Punt de sella.

Exemple 2.20 (Equilibris geneérics de sistemes plans). Considerem un sistema
bidimensional & = f(z), z = (21, 72)7 € R? amb f suau. Suposem que x = 0 és un
equilibri(f(0) = 0), i sigui
A U
dr |,_,

la seva matriu jacobiana. La matriu A té dos valors propis A1 i Ay, que sén les
arrels de 'equacié caracteristica segiient: \> — o\ + A, on ¢ és la traca de A i A
és el determinant de A. Hi ha tres classes topologiques d’equilibris en el pla: nodes
estables(focus), punts de sella i nodes inestables(focus).

Els nodes i els focus (amb la seva estabilitat corresponent) sén topologicament equi-
valents pero es poden identificar mitjancant els valors propis com ja hem explicat
anteriorment.

Els punts estables tenen varietats estables de dimensié 2 i no tenen varietats in-
estables. En el cas dels equilibris inestables, a l'inrevés. Els punts de sella tenen
varietats estables i inestables, totes dues de dimensié 1( que anomenem com a se-
paratrius).

Definici6é 2.21. Els nodes i els focus s’anomenen antiselles.
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Equacions diferencials ordinaries
com a sistemes dinamics

En molts casos, un sistema dinamic de temps continu s’introdueix de manera natural
com un sistema d’equacions diferencials ordinaries(EDO).

En aquest capitol, veurem que les equacions diferencials es poden considerar com a
definicions concretes del flux ¢; en un espai d’estats apropiat.

3.1 Sistema d’equacions diferencials autonom

Definicié 3.1. Considerem el sistema d’equacions diferencials ordinaries de la
seglient forma:

&= f(zx),zeR",

on la funcié f : R® — R" és suficientment suau(normalment, de classe C”, amb
r > 1). Aquest sistema s’anomena autonom ja que la funcié de la dreta de ’equacié
no depen explicitament de ¢.

Donat un estat inicial o = 2(0), el sistema anterior genera una soluci6 z(t) defini-
da(com a minim localment) per a t en un cert interval obert que conté 0. El teorema
fonamental de Cauchy-Lipschitz(Picard-Lindelof) garanteix que, sota condicions de
Lipschitz per a f(z), aquesta solucié és unica.

Definim ara Poperador d’evolucié: ¢'(zg) = z(t) on z(t) és la solucié del sistema
anterior amb condicié inicial z(0) = xy.

Teorema 3.2 (Existeéncia, unicitat i dependéncia suau ). Considerem un sistema
d’equacions diferencials ordinaries: & = f(z), z € R™, on f : R" — R" és suau
en una regi6é oberta U C R". Llavors existeix una funcié tnica = = x(t,x¢),x :
R x R™ — R™, que és suau en (t,z) i satisfa, per a cada xy € U, les seglients
condicions:

1. 2(0,z9) = wo;
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2. Existeix un interval J = (—d1,02), on 012 = d12(z9) > 0, tal que, per a tot
teJ,y(t) =zt xo) €U, iy(t) = fly(t)).

El grau de suavitat de z(t, zo) respecte a xy és el mateix que el de f com a funci6 de
x. La funci6é z = x(t, z¢), considerada com a funcié del temps t, s’anomena solucié
que comenca a xo. Aquesta defineix, per a cada z¢ € U, dos objectes:

1. Una corba solucid C,.(zo) = {(t,x) : x = x(t,z0),t € J} CR xR

2. Una orbita, que és la projeccié de C..(xq) sobre l'espai d’estats, Or(zg) = {x :
r=x(t,xo),t € J} CR™

Ambdues corbes estan parametritzades pel temps t i orientades segons la direccid
de I'avang del temps. Un vector no nul f(zg) és tangent a l'orbita O,(zo) en xo. Hi
ha una unica orbita que passa per un punt xy € U.

Sota les condicions del teorema, 1'orbita o bé surt de U en t = —d;(i/o t = d2), 0 bé
roman a U indefinidament; en aquest darrer cas, podem prendre J = (—o00 , +00 ).
Ara podem definir 'operador d’evolucié ¢! : R” — R™ amb la férmula segiient:
olxg = x(t,xg), que assigna a xg un punt de 'orbita a través de o que s’haura
recorregut després de ¢t unitats de temps.

Clarament, {R' R" ¢’} és un sistema dinamic de temps continu. Aquest sistema
és invertible. Cada operador d’evolucié ¢ estd definit per x € U it € J, on J
depen de zq i és suau respecte de .

Teorema 3.3 (Lyapunov). Considerem un sistema dinamic definit per & = f(z),
x € R™, on f és suau. Suposem que el sistema té un punt d’equilibri en x( i designem
per A la matriu jacobiana de f(x) avaluada en l'equilibri: A = f,(z¢). Aleshores,
To €s estable si tots els valors propis d’A Ay, Mg, ..., A, satisfan que Re\ < 0.

Una de les tasques principals de la teoria dels sistemes dinamics és analitzar el
comportament d’un sistema dinamic definit per EDOs. L’aspecte més ttil és que
podem predir algunes caracteristiques del retrat de fases d’un sistema definit per
EDOs sense necessitat de resoldre el sistema.
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Estabilitat

4.1 Estabilitat local dels sistemes unidimensio-
nals
En aquesta seccié, veurem la definicié d’estabilitat d’'un punt fix i veurem un criteri

que ens serveix per comprovar si un punt fix és estable o inestable.

Definicié 4.1. Sigui zo un punt fix d'una funcié f(x). Aleshores, diem que zy és
estable si existeix un obert U de x, tal que si y € U, f*(y) € U per qualsevol n i
lim, o0 f"(y) = xo.

D’altra banda, diem que xg és inestable si per cada y d'un entorn U de zy amb
y # xg, tenim que f"(y) ¢ U per algun n.

Tenim un criteri molt més senzill per determinar si un punt fix zy és estable o
inestable.

Proposicié 4.2. Sigui f(z) una funcié de classe C! i sigui zo un punt fix de f(x).
Aleshores:

1. xq és atractor(o estable) si |f/(xo)|< 1.

2. x és repulsor(o inestable) si | f'(zo)|> 1.

Demostracié. Com que f(z) és de classe C!, f'(zo) esta ben definida i ve donada

. f(@) = f(xo)
/ _ x)— J\Zo
fxo) = zlggo pra—— (4.1.1)
Per tant,
)= lim (L) =S @0) (4.1.2)

10
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1. Suposem que |f'(zo)|< 1. Llavors existeix un punt ¢ € R amb 0 < a < 1 tal
que |f'(zo)|< a < 1. Com que f'(z) és continua en = = x, existeix un € > 0

tal que
f(@) — flxo)
r — X9

quan |z — xo|< e. Aixi, sempre que |x — zy|< €,

< a (4.1.3)

|f(z) = f(zo)|< alz — mo|. (4.1.4)

Ara,

[ (x) = (o) |= | (£ () = £(f (z0))|< al f(z) = f(zo)|< a®|z — ao|. (4.1.5)

De manera similar, utilitzant induccié:
|f"(x) — f"(xo)|< a"|z — o). (4.1.6)

Com que 0 < a <1, a” — 0 quan n — oo. A més, que xy sigui un punt fix
de f(x) implica que f™(zg) = x¢ per a tot n € N. Per tant, de la desigualtat
anterior obtenim

|f"(x) — 20[— 0 (4.1.7)

quan n — 0o, sempre que x € N.(xg) = (xg — €,z + €). Aixi, per definicid,
o €s un atractor.

2. Suposem que |f'(zo)|> 1. Llavors existeix un punt a € R tal que |f'(x)|>
a > 11, per tant, existeix un € > 0 tal que per a tot x € N(x),

f(x) — f(20)

SO 0 @)~ S| e —al. (@L8)

Ara,

1f2(z) — 2 (x0)|= |f(f(2) = fF(f(x0)|> alf(x) — f(z0)|> a®|x — x0|. (4.1.9)

De manera similar, |f"(z) — f™(zo)|> a"|z — zo|. Com que a > 1, a" — o0
quan n — oo. Un cop més, com que xy és un punt fix de f(z), tenim que
f™(zo) = xo per a tot n € N. Per tant,

|f"(x) — @0|— 00 (4.1.10)

quan n — 0o, sempre que = € N.(xg) = (g —¢€, z9+€). Aixd demostra que x
és un punt fix repulsor de f(x). I amb aix0d queda completada la demostracio.

O
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4.2 Estabilitat local dels sistemes lineals bidimen-
sionals

L’equacio caracteristica de la matriu A associada al sistema & = Az, on A = <CCZ d)

és la segiient:
a— A\ b
c d— A\

=N —(a+dA+(ad—bc)=0= N -\ +A=0, (4.2.2)

‘ —0 (4.2.1)

ono=a+diA =ad— bc. Siguin A\ i Ay els valors propis de A. Aleshores,

ai\/02—4A_ai\/5
2 2

ono =M+, A =XNNiD=0%—4A. A la definici6 ja vam fer una
classificacié dels punts fixos a partir d’aquestes condicions. En aquest cas, veiem
quins son els criteris d’estabilitat:

Ag = (4.2.3)

1. Establesioc <01 A > 0.
2. Inestablesio > 01 A > 0.

3. Inestable(punt de sella) si A < 0.

Depenent dels signes dels valors propis A1, Ay de la matriu A, el caracter d’estabilitat
dels punts fixos es pot enunciar de la seglient manera:

1. Si els valors propis son reals i diferents:

(a) Punt de sella si A\; i Ag tenen signes oposats.
(b) Node inestable si A; i Ay tenen ambdds signes positius.
(c) Node estable si A; i Ay tenen ambdds signes negatius.

2. Si els valors propis son reals i iguals(A; = Ay = \):

Node estel-lar inestable si A > 0.
Node estel-lar estable si A < 0.

(a)
(b)
(c) Node impropiament inestable si A > 0.

(d) Node impropiament estable si A < 0.

Els dos primers casos es donen quan A = AI, sent I la matriu identitat.

3. Si els valors propis sén complexos(a +i5); a, f € R:

(a) Espiral o focus inestable si o > 0.

(b) Espiral o focus estable si a < 0.
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(c¢) Centre neutrament estable si o = 0.

Per visualitzar aquestes classificacions, tenim el diagrama del sistema lineal en dues
dimensions:

q-l

s (real positive eigenvalues)
-.-I-.T 2 3 unstable node
eigenvalues O
=
2 ( unstable focus
8 (complex eigenvalues, °
3 , positive real part)
3 —|—.
. g . X
0 ) ( Andronov-Hopf bifurcation A

saddle
(real eigenvalues, different signs)

-

saddle-node bifurcation

Figura 4.1: Diagrama d’estabilitat per a sistemes lineals bidimensionals.



Capitol 5

Bifurcacions

5.1 Bifurcacions en sistemes unidimensionals

Considerem un sistema continu unidimensional

#(t) = f(z,pu);z, p € R, (5.1.1)
que depen del parametre u, on f : RxR — R és una funcié suau de x i . Aleshores,
els punts d’equilibri son les solucions de 'equacié f(z, u) = 0.

Aquesta equacié ens indica clarament que tots els punts d’equilibri del sistema
depenen del paramtre p, i poden canviar la seva estabilitat a mesura que p varia.
Per tant, les bifurcacions d’un sistema unidimensional s’associen a les estabilitats
dels seus punts d’equilibri.

Primer establim la condici6 per a la bifurcacié saddle-node.

5.1.1 Bifurcacié Saddle-Node
Considerem el sistema unidimensional

i(t) = f(z,p) =p+2*,x€R (5.1.2)
amb p com a parametre. Els punts d’equilibri s’obtenen de

flz, ) =0=p+2>=0= 2" = —pu. (5.1.3)

Depenent del signe de parametre u, tenim tres possibilitats. Quan p < 0, el sistema
té dos punts fixos, x5 = +1/—p. Aquests es fusionen en p = o = 0 i desapareixen
quan g > 0.

Suposem ara que %(mo, to) # 0. Aleshores, pel teorema de la funcié implicita,
existeix una tnica funcié suau g = p(x) amb u(xg) = po, en un entorn de (g, fio)

tal que f(z, u(x)) = 0.

14
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Diferenciant 'equacié f(z, u(x)) = 0 respecte de z, tenim:
0=z, p(x)) = Gh(z, u(2)) + Gz, pl@)) & ()

Per tant, usant que % 9f (2o, fto) = 0 obtenim:

o (¢
F (o, o) + G (o, o) (o) = 0= (o) = — S = L(w) = 0

De nou, diferenciant 1'equacié f(z, u(z)) = 0 respecte a = dues vegades, obtenim:

0= 2h(w, n(@)) = £ | L@, plw)) + Lw, plx)) ()]

= S, n(@)) + 2 2Lz, p(@)) 2(2) + Sk m(@)) (L))" + 5w, () $h ().

Per tant, en (g, io),

0? 0 d?
(o) + 2, o) o) =0 (5.1.4)

Aleshores, pel sistema I"inica corba {r = p?} de punts fixos que passa per
(0,0) es troba completament en un costat del punt de bifurcacié p = 0.

Aix0 només sera possible si L4 7& 0 en un entorn de (x, 1) = (0,0). En comparacié

amb aixo, prenem el seguent (xo) # 0. Aleshores, a partir de [5.1.4} veiem que:
*f

o2 (‘1'07 MO) 7£ 0. (515)

Enunciem el resultat en el teorema segiient.
Teorema 5.1 (Bifurcaci6 saddle-node). Suposem que el sistema
#(t) = f(e.p), 21 € R (5.16)

té un punt d’equilibri z = ¢ en u = o que satisfa les condicions:

f(xo, po) =0, %(ﬂﬁo, fo) = 0. (5.1.7)

Si g—i(xo, po) # 01 %(xo, o) # 0, aleshores el sistema té una bifurcacié saddle-node

en (o, lo)-

Ara trobarem la forma normal de la bifurcacié saddle-node. Per forma normal
d’un sistema entenem la forma matematica més simplificada des de la qual es pot
entendre facilment el tipus de bifurcacions que ocorren en el sistema.

Proposicié 5.2 (Forma normal de la bifurcacié saddle-node). Suposem que el
sistema té un punt d’equilibri en x = ¢ per a u = pg per al qual es compleixen
totes les condicions de saddle-node, és a dir,

0 0
o o) = 0, (. ) = 0, 2 (an, o) 0 (5.18)
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%(iﬂo,uo) 7 0. (5.1.9)

Expandint f(x, ) en una serie de Taylor en un entorn de (xg, fi9), tenim:

&= f(z, p)
0 0
= [(@o, pto) + (z — o) a—i(ﬂfo,,uo) + (1 — o) a—/{(%,llo)
2 2
+ e = 20)? 55 oo o) (2 = 20) 1 — o) 34 (0, )
o ToH (5.1.10)
1 5 02 f
+ 5(# — fo) o2 (o, pt0) +
0 0?
= (1 — o) %(w()a fo) + %(ﬁ — x9)? a—é(ﬂfo,llo) +

= i = ) + Blo = z0)? + -

_ of s 19%f / ; Ny .
on o = m(xo, to) i B = 2_{W<x0_’ fo) sén reals no puls. L’equacio |5.1.10| es refereix
a la forma normal de la bifurcacié saddle-node. Aixo representa un gran avantatge
per determinar la bifurcacié que experimenta un sistema.

Exemple 5.3. Descriu la bifurcaci6 del sistema & = 2% — 522 — (u — 8)x + pu — 4.

Demostracid. Sigui f(x,p) = x® — 5z% — (u — 8)x + p — 4. Els punts d’equilibri es
donen per:

23 =52 — (u—8)r+pu—4=0

= @—-1)(2* -4z —p+4)=0

Clarament, x = 1 és un punt fix del sistema per a tots els valors de p. Els altres dos
punts fixos sén r+ = 2 4 ,/u, que son reals i diferents per a u > 0. Coincideixen

amb el punt fix z = 2 per a u = 0 i desapareixen quan p < 0. Per tant, el sistema
té bifurcacié saddle-node a x = 2 amb p = 0 com a punt de bifurcacio.

També ho podem verificar usant el teorema 3.1. Prenem zy = 2 i 9 = 0. Ara,
calculem:

O (2, 1) = 32> — 102 + 8 — p, L (2, p) = —x + 1 ﬁ(x,u)sz—lO.

EX o ) Ox?
Veiem que:
£(2,0)=0,%£(2,0) = 0,8£(2,0) = =1 #0,54(2,0) =2 £ 0.

Per tant, segons el teorema 3.1, el sistema té una bifurcacié saddle-node a (zo, o),
on xg =21 pug=0.

[]
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5.1.2 Bifurcacions pitchfork i transcritica

Ara discutim la bifurcacié pitchfork en un sistema unidimensional, que apareix quan
el sistema té simetria entre les direccions esquerra i dreta. Per exemple, considerem
el sistema unidimensional

i(t) = f(z,p) = pr — 23, 2,1 € R. (5.1.11)
Si substituim x per —z, obtenim
—i = —pr +2° = —(ur — 2°) = @ = pr — 2> (5.1.12)

Per tant, el sistema és invariant sota la transformacié x — —x. Els punts d’equilibri
del sistema s’obtenen com

flr, ) =0=pr—2*=0=1=0,%/u. (5.1.13)

En el cas de la la bifurcacié transcritica, els caracters d’estabilitat dels punts fixos
canvien per a valors variables dels parametres. Considerem el sistema unidimensi-

onal
i = fz,p) =pr —2*, v R (5.1.14)

amb p € R com a parametre. Els punts d’equilibri d’aquest sistema s’obtenen com
flz,p) =0=pr—2>=0= =0, (5.1.15)

Teorema 5.4 (Bifurcaci6 pitchfork i transcritica). Suposem que el sistema té
un punt d’equilibri z = z¢ a u = g que satisfa les condicions [5.1.7

. 2 .92 . )
1. Si g—i(xo,uo) =0, %(wo,uo) #01i %(%7#0) # 0, aleshores el sistema té
una bifurcacié transcritica a (xo, o).

.9 92 92 . P
2. Si 5{(1/‘0,#0) =0, 24 (0, o) = 0, ﬁ(%,ﬂo) # 01 54 (w0, po) # 0, aleshores
el sistema té una bifurcacié pitchfork a (zo, po). Aquesta bifurcacié sera:

(a) Supercritica si g%(azo, o) < 0.

(b) Subcritica si %(l’o,uo) > 0.

Ara derivem les formes normals d’aquestes bifurcacions en sistemes unidimensionals.

Proposicié 5.5 (Forma normal de la bifurcacié pitchfork). Suposem que el sistema
té un punt d’equilibri z = x¢ a u = g, que satisfa les condicions donades al
teorema 3.4. Ara expandim la funcié (z, ) en un entorn de (xg, o) mitjangant la
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serie de Taylor, tal com es presenta a continuacié:

&= flz,p)

— s o) + (& = ) G o o)+ (1 o) 5L, o)
+ %(37 — x0)° %(fﬁo, fo) + (x — x0) (1 — fio) ai;;(%a f1o)
+ %(M — to)’? g%];(xm o)

X e , 2 - (5.1.16)

+ 6(35 — o) @(%7#0) + §($ — 20)" (1t — pto) m(%a o)
3= a0) = o) s o) + 500 0l 5 ) +

= (z — x0) (1 — pto) ai;fu (o, pto) + é(m — )’ %(woa po) + -+

= a(z —x0) (1 — po) + Bla — z0)° + - -

_ 9*f <o _ 10%f 4 ;
on o = 55-(%0, po) 18 = 5575 (%o, pto) s6n reals no nuls. Aquesta és la forma normal

de la bifurcacié pitchfork.

Proposicié 5.6 (Forma normal de la bifurcacié transcritica). Suposem que el sis-
tema té un punt d’equilibri x = xg a = po per al qual es compleixen les
condicions de bifurcacié transcritica, tal com es dona en el teorema 3.4. Utilitzant
I'expansié de Taylor de f(x, ) en un entorn de (zq, f1p), tenim:

&= f(z,p)
— s o)+ (& = ) 5 oo )+ (o) 5 o )
= 0)? L o, )+ (2 = 0) = o) (o, )
+%(u—uo)2%};(mu0)+“- o410
= (0= 00) o) (s ) + 5 = 20)? 5 o ) + -

= o (z — o) (1 — po) + B (x — o) + -+~

_ 0*f : _ 1 9%f ) Ny .
on o = m@oaﬂo) i g = ﬁa—x?(ajo,uo). L’equacié |5.1.17) es refereix a la forma
normal de la bifurcacié transcritica.

Exemple 5.7. Demostra que el sistema @ = px — 2 presenta una bifurcacié pitch-
fork a x = 01 per a tot u € R.
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Demostracio. Els equilibris es troben resolent f(z, u) = 0:
pr—2"=0=a2(p—2°)=0=2=0,7 = +\/1. (5.1.18)

Volem centrar-nos en el punt fix + = 0. Comprovem les condicions per a que el
punt x = 0 tingui una bifurcacié pitchfork:

1. g—ﬁ((),,uo) =0 per a tot g € R.
2. %(0, o) = 0 per a tot pg € R.

3. 8‘128’;(0,”0) =1+ 0 per a tot ug € R.

4. %(O, o) = —6 # 0 per tot 9 € R.

Per tant, el sistema experimenta una bifurcacié pitchfork a x = 0. O

Exemple 5.8. Demostra que el sistema @ = z(1 — 2?) — a(1 — e7) experimenta
una bifurcacié transcritica a x = 0 quan els parametres a i b satisfan una relacié
especifica que s’ha de determinar.

Demostracid. Es evident que x = 0 és un punt d’equilibri del sistema donat per a
tots els valors dels parametres a i b. Veiem si el sistema presenta una bifurcacié
transcritica. Per a valors de z petits, el desenvolupament en serie de e™%* és el
segiient:

R )
Per tant, & = o(1 — 4?) — a(l — %) = o1 - o) — alb — % + O(&*) = (1 -
ab)x + %ab2x2 (ometent les potencies cibiques i superiors de z)

Per a una bifurcacié transcritica a x = 0, s’ha de complir que 1 — ab = 0; és a dir,
ab = 1. Per tant, el sistema experimenta una bifurcacié transcritica a x = 0 quan
ab = 1.

O
Exemple 5.9. Considerem el sistema & = 2° — u; 2, u € R. Veiem que si el sistema
presenta alguna bifurcacié en un entorn dels seus punts fixos.
flap)=0=2%—pn=0=z=pus.
Calculem:
d of /1
& (w, ) = 3a%; per tant L (p3, 1) = 3p3.

El comportament qualitatiu del sistema no canvia amb la variacié del parametre p.
Per tant, no es produeix cap bifurcacié en un entorn dels seus punts fixos.

2
3
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5.2 Bifurcacions en sistemes bidimensionals

5.2.1 Bifurcaciéo Saddle-Node

Considerem un sistema bidimensional depenent d’un parametre
t=p—2*9y=—-y;peR (5.2.1)
Els punts fixos del sistema sén les solucions de les equacions
z=0,9=0 (5.2.2)

que donen
p—a*=0,y=0. (5.2.3)

Per a p > 0, 'equacid té dos punts fixos diferents a (\/z, 0) i (—/t,0). Aquests
dos punts fixos es fusionen a l'origen (0,0) quan p = 0 i desapareixen quan g < 0.

Ara determinarem l’estabilitat dels punts fixos. Aix0 requereix avaluar la matriu
jacobiana del sistema per al comportament d’estabilitat local, que ve donada per

J(z,y) = (—gx _01) (5.2.4)

Considerem primer el cas p > 0. Aqui el sistema té dos punts fixos (/z,0) i

(—+v/1,0). El jacobia
J(\/i,0) = (_QO\/ﬁ _01) (5.2.5)

té dos valors propis (—2,/x) i —1, que sén reals, diferents entre ells i negatius si
W # }L. Per tant, (//t,0) és un node estable. De manera analoga, calculant els
valors propis de J(—/f,0) podem demostrar que el punt fix (—,/z,0) és un punt
de sella.

Considerem el cas = 0. En aquest cas, el sistema només té un punt fix (0,0). La
matriu jacobiana a (0,0) és

0 0
J(0,0) = (0 _1) (5.2.6)
amb valors propis 0 i —1. Aix0 indica que el punt fix (0,0) és semiestable. Per a
1 < 0, el sistema no té punts fixos.
5.2.2 Bifurcacions pitchfork i transcritica

Comencem estudiant la bifurcacié pitchfork supercritica. Considerem un sistema
bidimensional representat per

&= pxr— 19 =—y; (5.2.7)
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amb © € R com a parametre. Per a pu < 0, el sistema només té un punt fix a
I'origen. La matriu jacobiana en aquest punt fix ve donada per

J(0,0) = (’5 _01) . (5.2.8)

Els valors propis de J(0,0) sén p i (—1), demostrant que el punt fix a I'origen és un
node estable. Per a ;1 > 0, el sistema té tres punts fixos (0,0), (\/z,0) i (—y/,0).
La matriu jacobiana de calculada en aquests punts fixos ve donada per

_(pn 0 _(—2n 0 B _(—2n 0
(5.2.9)
Els valors propis de J(0,0) sén p i (—1), que en aquest cas tenen signes oposats. Per

tant, el punt (0,0) és un punt de sella per a u > 0. Procedint de manera analoga
obtenim que els altres dos punts fixos sén nodes estables.

En el cas de la bifurcacié pitchfork subcritica, considerem el sistema bidimensional
segiient:
= px+2°,9 = —y; (5.2.10)

amb el parametre p € R. Quan p < 0, el sistema [5.2.10| té tres punts fixos dife-
rents, concretament (0,0), (y/&,0) i (—y/,0). Els jacobians del sistema avaluats
en aquests punts fixos venen donats per

J(0,0):<g _01),J(\/ﬁ,0):(40“ _01),J(—\/ﬁ,0):(45‘ _01) (5.2.11)

Els valors propis de J(0,0) sén i —1, que tenen el mateix signe. Per tant, el punt
fix origen és un node estable per a pu < 0.

De manera similar, calculant els valors propis de les altres dues matrius jacobianes
del sistema es pot veure que els punts fixos (4./z,0) sén punts de sella. Per a
1> 0, el sistema té un unic punt fix a 'origen, que és una sella.

Finalment, anem a analitzar la bifurcacié transcritica. Considerem un sistema
bidimensional expressat per

& =px— a2y =—y; (5.2.12)

amb parametre p € R. Aquest sistema té sempre dos punts fixos diferents (0,0) o
(1,0) per a u # 0. Per a p = 0, aquests dos punts fixos es fusionen a (0,0). La
matriu jacobiana del sistema [5.2.12| ve donada per

J(z,y) = (”_0296 _01> (5.2.13)

’ O ]_ -
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que té valors propis i —1. Per tant, el punt fix (0, 0) del sistema és un node estable
si g < 01ésun punt de sella si p > 0. Per a u = 0, el punt fix és semiestable. De
nou, en (u,0),

T(11,0) = <‘0“ _01> . (5.2.15)

Els valors propis de J(p,0) sén (—u) i —1; i aixo implica que el punt fix (p,0) és
un node estable si © > 0, i un punt de sella si u < 0.

5.2.3 Bifurcacié de Hopf

Fins ara hem discutit bifurcacions de sistemes amb valors propis reals, ja siguin
positius o negatius, de la matriu jacobiana corresponent avaluada en els punts fixos
del sistema corresponent.

Ara discutirem un fenomen de bifurcacié periodica molt interessant per a un sistema
bidimensional on els valors propis sén complexos. Aquest tipus de bifurcaci6 s’ano-
mena bifurcacié de Hopf. Hi ha dos tipus de bifurcacions de Hopf, concretament,
les bifurcacions de Hopf supercritiques i subcritiques.

En el cas de les bifurcacions de Hopf supercritiques, considerem un sistema bidi-
mensional amb parametre p € R,

i =pr—y—ax(@®+y?), 9 =1+ py — y(@* + 7). (5.2.16)

El sistema té un dnic punt fix a 'origen. En coordenades polars, el sistema es pot
escriure com

= pr—1r3,0 =1, (5.2.17)

i, d’aquesta forma, és més facil d’analitzar. Quan u < 0, el punt fix a l'origen
(r = 0) és un espiral estable. Per a u = 0, l'origen segueix sent una espiral estable.
Per a > 0, 'origen és una espiral inestable.

Ara ens interessa veure com es comporten els valors propis quan varia el parametre.
La matriu jacobiana en el punt fix a l'origen es calcula com

7(0,0) = (‘f _Ml) (5.2.18)

que té per valors propis A & ¢. Per tant, 'origen és una espiral estable quan p < 0
i una espiral inestable quan p > 0.

En el cas de les bifurcacions de Hopf subcritiques, considerem un sistema bidimen-
sional representat per

i =pr—y+z(@® +9°) — z(2* + )% (5.2.19)

g =+ py +y@® +y?) —y@® +y?)? (5.2.20)
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on i € R és el parametre. En coordenades polars, el sistema és pot transformar
com .
F=pr 4t —r° 0 =1 (5.2.21)

Aquest sistema té un unic punt fix a l'origen. Quan g > 0, el punt fix a I'origen
(r = 0) és una espiral estable i per a < 0, és una espiral inestable.

Teorema 5.10 (Bifurcacié de Hopf). Sigui (¢, yo) un punt d’equilibri d’un sistema
autonom planar

&= f(z,y,n),y = 9g(x,y,p) (5.2.22)

depenent d’algun parametre p € R, i sigui
of of
J= (g %) (5.2.23)
dr Oy
la matriu jacobiana del sistema avaluada en el punt d’equilibri que té valors propis
purament imaginaris Ay (¢) = iw, A_(p) = —iw,w # 0 amb u = pg. Si
1. %(Re)\(u)) =1>0ap=0,
2. (f;wc +guy) =1 7é 07

3. a=—%#0perapu#0,

ona = 1_16(frrx+gxwy+fmyy+gyyy)+ﬁ{fry(fm—i_fyy)_gmy(gm—i_gyy)_fmgm—i_fyygyy}
és avaluada en el punt d’equilibri, aleshores una solucié periodica bifurca des del

punt d’equilibri (xg, o) cap a p < po si a(fuz + guy) > 0 0 cap a p > po si
a(fuz + guy) <O0.

En tots dos casos, la solucié periodica és estable(respectivament inestable) si el punt
d’equilibri és inestable(respectivament estable) en el costat de p = pg.



Capitol 6

Caos

El caos és un fenomen deterministicament impredictible. En I’evolucié d’una orbita
caotica, hi ha trajectories que no s’estabilitzen en punts fixos, orbites periodiques o
quasi periodiques a mesura que el temps tendeix a infinit.

La definicié matematica del caos introdueix dues nocions: la propietat topologica
transitiva, que reflecteix la capacitat del sistema per barrejar-se, i la propietat
metrica, que serveix per quantificar les distancies dins del sistema. Les orbites
caotiques poden descriure’s sovint mitjancant estructures fractals.

Naturalment, una forma d’entendre el caos és buscar mesures qualitatives i quan-
titatives que siguin aplicables a alguns sistemes. Estudiarem algunes d’elles com
I’exponent de Lyapunov.

6.1 Teoria matematica del caos

Un sistema dinamic {7, X, ¢'} es pot considerar com un parell (X, f),on f: X — X
és una funcié de I'espai topologic (o espai metric) X en si mateix.

Definicié 6.1. Sigui (X, f) un sistema dinamic discret. Es diu que un subconjunt
A de X és un conjunt positivament invariant si f(A) C A. Si f(A) = A, aleshores
és estrictament positivament invariant.

Definicié 6.2. En un espai topologic (X, 7), es diu que un subconjunt A de X és
un conjunt dens si A = X.

En altres paraules, es diu que A és un subconjunt dens de X si per a qualsevol
x € X, qualsevol entorn de x conté almenys un punt de A.

Un atribut d’un sistema caotic és exhibir separacié exponencialment rapida de tra-
jectories properes per a condicions inicials canviades infinitesimalment. Aix0 ma-
tematicament es pot expressar en (X, f) de la seglient manera:

Definicié 6.3. Es diu que una aplicacio f : X — X té la propietat de dependéncia
sensible de les condicions incials(DSCI) si existeix un 6 > 0 tal que per a qualsevol

24
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x € X i qualsevol entorn N (z) = (v — €,x + €) de x, existeix un y € N(z) i un
enter k > 0 tal que es compleix la propietat |f*(x) — f*(y)| > 0.

Exemple 6.4. L’aplicacié de duplicacié g : S — S en el cercle unitari S es defineix
per g(0) = 20. Sigui 0, € S'i N(01) = (01 — €,0; + €) un entorn de ;. Sigui § > 0,
aleshores existeix 6, € N (6;) i k > 0 tal que |¢g*(0)) — ¢*(62)| = |2%0, — 2%0,| =
2810, — 0,| V01,0, € N.(61). Aixd implica que que l'aplicacié g té dependéncia
sensible.

La transitivitat és una de les propietats fonamentals en la teoria matematica del
caos.

Definicié 6.5. Es diu que una aplicacié f : X — X és topologicament transitiva
en X si per a dos conjunts oberts qualssevol U,V C X existeix un k € N tal que

UV £0D.

Definicié 6.6. Un sistema dinamic discret (X, f) és indescomponible si i només
si no es pot expressar com la unié de dos subconjunts de X no buits, tancats i
positivament invariants.

D’aquesta manera, la transitivitat topologica implica indescomponibilitat.

Centrem-nos ara en algunes propietats de les aplicacions transitives que sén essen-
cials per estudiar el caos sota el marc de les matematiques.

Proposicié 6.7. Un sistema dinamic (X, f) és topologicament transitiu si i només
si per a qualsevol subconjunt obert no buit A de X, el conjunt (J, .y f"(A) és dens
en X.

Proposicié 6.8. En un sistema topologicament transitiu (X, f), el conjunt X es

pot expressar com X = f(X).

Proposicié 6.9. En un espai topologicament transitiu (X, f), si I'espai metric
(X, d) és compacte; és a dir, si tot recobriment obert de Iespai (X,d) té un subre-
cobriment finit, aleshores X = f(X).

Proposicié 6.10. En un espai compacte, la transitivitat topologica és equivalent
a I'existencia d’una orbita densa.

Proposicié 6.11. Sigui (X, f) un sistema dinamic on el conjunt X és compacte.
Aleshores les propietats seglients son equivalents:

1. (X, f) és topologicament transitiu.

2. Per a tots els conjunts oberts no buits U,V C X i per atot n € N, f~"(U) N
V£ 0.

3. Per a tot conjunt obert no buit A C X, {J,on f(A) = X.
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Definicié 6.12. La mescla topologica és una nocié més forta que la propietat de
transitivitat topologica. Es diu que una aplicacié f : X — X és fortament transitiva
si per a tots z,y € X i per a tot real r > 0, existeixen n € Niz € (z —r,z+r) tal
que f"(z) = y. Si X és compacte, podem demostrar facilment que la transitivitat
topologica i la transitivitat forta sén equivalents.

Es diu que una aplicacié f : X — X és topologicament mescladora en X si per a
dos conjunts oberts qualssevol U,V € X amb U NV = (), existeix un enter positiu
N tal que f"(U)NV #0,¥n > N.

Definicié 6.13. Es diu que una aplicacié f : X — X (X és un espai topologic o

un espai metric) és una aplicacié cadtica en un subconjunt invariant A C X si es
compleixen les segiients condicions:

1. La funci6 f té dependencia sensible de les condicions inicials en A.
2. f és topologicament transitiva en A.

3. Els punts periodics de f sén densos en A.

Exemple 6.14. Demostra que 'aplicacié de duplicacié g : S — S definida per
g(0) =20,0 € S, és caotica en el cercle unitari S.

Demostracio. Com s’ha mostrat anteriorment, ’aplicacié g és sensible a les condi-
cions inicials. Per demostrar la propietat de transitivitat topologica, considerem un
arc obert A del centre unitari S de longitud [. Ates que 'aplicacié g duplica un
punt en S, podem trobar un k& € N tal que g*(A) cobrira tota la circumferéncia del
cercle S. Per tant, per a dos conjunts oberts qualssevol U i V' de S, s’ha de trobar
un k € N tal que ¢¥(U) NV # (). Per tant, g és topologicament transitiva en S.

Ara busquem els punts periodics de periode n. Segons la definicié, obtenim:

g"(0) =0 =0+ 2knr (6.1.1)
= 270 = 0 + 2kn (6.1.2)

2%
;sezﬁ, k=1,2,3,...,2" (6.1.3)

Aquesta relacié ens indica que els punts periodics de periode n de 'aplicacié g son
les arrels (2" — 1)-eésimes de la unitat. Per a n gran, el conjunt de punts n-periodics
forma un subconjunt dens de S. Aixi, segons la definicié de caos, I'aplicaci6 g és
caotica en el conjunt invariant S. [

Proposicié 6.15. Sigui f : X — X una aplicacié continua en un espai metric
X de dimensi6 infinita. Si f és caotica, aleshores té dependencia sensible de les
condicions inicials.

Proposicié 6.16. Sigui f: X — X una aplicacié continua. Aleshores f és caotica
si i només si per a dos subconjunts oberts qualssevol U i V' de X existeix un punt
periodic € U i un enter positiu n tal que f"(x) € V.

Proposicié 6.17. Suposem que g : Y — Y és conjugada a f : X — X. Aleshores,
g és caotica en Y siinomés si f és caotica en X.
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6.2 Fractals

La natura posseeix objectes que son irregulars i erratics en la seva forma. L’any
1975, es va introduir una nova branca de la geometria coneguda com a geome-
tria fractal, que troba ordre en formes i processos caotics. Més especificament, la
geometria fractal descriu els fractals, que sén estructures geometriques complexes
prevalents en les ciéncies naturals i fisiques.

Els fractals no tenen una definicé propia, pero existeixen algunes propietats que
ajuden a identificar i analitzar objectes fractals. A continuacid, descriurem les
principals propietats dels objectes fractals:

1. Els fractals es presenten amb cert grau d’autosemblanca, és a dir, els objectes
fractals es podrien dividir en peces encara més petites que tenen les mateixes
caracteristiques que 1’original.

2. La dimensi6 topologica dels objectes fractals sempre és menor que la dimensio
fractal. La dimensié d'un objecte fractal no sol ser un enter, siné fraccionaria.

3. Normalment, el perimetre i ’area d’un objecte fractal no estan definits, amb
valors que canvien depenent de la resolucié que es prengui per mesurar-los.

4. La geometria fractal es pot representar mitjancant un algorisme iteratiu; per
exemple, el conjunt de Mandelbrot és el conjunt de punts (diguem zj en el pla
complex per als quals la iteracié donada per z,y1 = 22 + 25 es manté fitada.
Un altre exemple és el conjunt de Julia representat per la funcié f(z) = 22 +c.

Ara donarem alguns exemples de construccié de fractals matematics. Els fractals
matematics es poden dissenyar mitjangant funcions matematiques i les seves com-
posicions.

1. Conjunt de Cantor

El conjunt de Cantor va ser inventat pel matematic alemany Georg Cantor(1845-
1918) l'any 1883. Es un conjunt infinit de punts en Iinterval unitat [0,1]. Tot

i no semblar un fractal, és el més important de tots i va servir d’exemple per
a molts altres fractals, com el conjunt de Julia. Es construeix de la segiient
manera:

Considerem l'interval unitat Sy = [0, 1]. Dividim interval en tres tercos i
traiem el ter¢ del mig; és a dir, 'interval obert (%, %) i ens quedem amb els
punts externs. Aixo ens deixa amb dos intervals tancats tal i com es mostra
a continuacio:

(6.2.1)

A continuacié, tornem a dividir els dos intervals tancats que hem obtingut al
pas anterior en tercos i eliminem els del mig de cada interval. En aquest cas,

obtenim ] 5 1 5 7 8
522[07_]U[_ ]U[§7§]U[§7

. 1. (6.2.2)
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Repetim aquest procés de manera successiva. El conjunt limit C' = S, s’a-
nomena conjunt de Cantor del ter¢ mig o simplement conjunt de Cantor.

Es dificil visualitzar el conjunt de Cantor, pero consisteix en un nombre infinit
de trossos infinitesimals, separats per buits de diverses mides.

La longitud L del conjunt de Cantor és 1 al pas 0, al primer pas és %, al segon
pas tenim que és (%)2 i, per tant, al pas n-ésim sera (%)”, que tendeix a 0 quan
n — oo. Aixi doncs, el conjunt de Cantor té mesura zero.

Els punts de [0, 1] que pertanyen al conjunt de Cantor es poden representar
mitjancant expressions triadiques, és a dir, nombres que tenen la segilient
forma:

r=0-a1aa3... = a;3 " + a3 > +az3 7+ (6.2.3)
on els nombres ay, as, as prenen valors del conjunt {0, 1,2}.

Generalment, la construccié de fractals autosimilars es pot relacionar amb
la transformacié afi T : R® — R" de la forma T : * — a;x + b;, on a; és
una transformacié lineal en R™ i b; pertany a algun subconjunt d’un espai
vectorial.

Per a la construccié del conjunt de Cantor, tenim la transformacié afi 71" :
R — R, on a; és una transformaci6 afi en R i b; € [0, 1].
Les transformacions es defineixen com

2

T T
lex—>§,T2:x—>§+§. (6.2.4)

Si comencem amb l'interval tancat i fitat Ay = [0, 1], llavors sobre aquestes
transformacions tindrem que

A = Th[0,1] UT[0,1] = [0, %] U [g, 1. (6.2.5)

Aplicant aquestes transformacions una altra vegada a cadascun dels intervals
anteriors, s’obté

Ay = Tl[O, %] U TQ[O, %] U Tl[g, 1] U TQ[%, 1] = [(), 1] U [2 Z] U [2 1] U

tal 1 com voliem.

2. Congunt de Julia

El conjunt de Julia va ser descobert per Gaston Julia (1893-1975) I'any 1918.
El conjunt de Julia representa la funcié de transformacié, que és un polinomi
complex o una funcié racional complexa.

S’obté iterant la funcié quadratica segiient:

f(z)=2"+c (6.2.7)
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per a un valor inicial complex, diguem-ne 2y, on ¢ és una constant complexa
fixa arbitraria. Aixi, fitant el valor de ¢ i prenent un valor inicial z, per a z,
s’obtindra

f(z)=22+¢ (6.2.8)

després de la primera iteracié. La iteracié seglient donara
f(2) = (25 +¢)* +c, (6.2.9)

i aix{ successivament. En realitat, el conjunt de Julia és un conjunt fron-
tera entre dos conjunts matematicament diferents, el conjunt d’escapament,
diguem-ne F, i el conjunt de presoners, diguem-ne P.

Matematicament, el conjunt d’escapament i el conjunt de presoners es poden
definir de la segiient manera:
E.= {2 |z,| = 0o quan n — oo}. (6.2.10)

PC = {ZQ 20 ¢ Ec} (6211)

Per exemple, si D denota un disc amb centre 0 i radi 11 E és la regié exterior
al disc, aleshores la frontera entre D i E és la circumferencia unitat.
3. Congunt de Mandelbrot

El conjunt de Mandelbrot s’atribueix a Benoit Mandelbrot, qui va descobrir
aquest conjunt 'any 1979. El conjunt de Mandelbrot és la regié del pla com-
plex que compren els valors de ¢ per als quals les trajectories definides per

el =2p+ ek =0,1,2, ... (6.2.12)

roman fitades quan k — oo.

La diferencia entre aquest conjunt i el de Julia és el seu valor inicial. En el
cas de Julia, el valor inicial és zy, mentre que en el de Mandelbrot és c.

També podriem dir que el conjunt de Mandelbrot consta d’aquells valors de
¢ per als quals el conjunt de Julia(J..) és connex; és a dir,

M ={ceC: J. és connex }. (6.2.13)

El conjunt de Mandelbrot conté una quantitat enorme d’informacié sobre
I'estructura del conjunt de Julia, ja que quan s’amplien els limits de M, es
revelen estructures infinites de J. per a alguns valors de c.

6.3 Exponent de Lyapunov

L’exponent de Lyapunov d’una aplicacié és una mesura quantitativa important per
ser caotica. La idea basica de Lyapunov és que la velocitat d’atraccié o repulsio
de trajectories properes a un punt fix o a qualsevol altre punt és exponencialment
rapida.
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Aixo dona una mesura mitjana de la velocitat exponencial a la qual les orbites
properes d’una aplicacié f : X — X se separen. D’aquesta manera, un valor
positiu de 'exponent de Lyapunov és un indici de caos.

Definicié 6.18. Sigui f un mapa suau de la recta real R. El nombre de Lyapunov
duna orbita {z1, 2o, 23, ...} es defineix com L(z) = limy_yo0 (| f/(z1)] - - - | f/(z)])""
si aquest limit existeix.

Ara anem a veure un metode per calcular 'exponent de Lyapunov A en un punt x
per a una funcié general f(z). Aquest metode es basara en la definicié de A de la
seglient equacio:

A= lim ~In|(F"Y (2)] (6.3.1)

n—oo 1

En primer lloc, considerem que z, el punt en que volem calcular A, sigui el punt
inicial xy del procés d’iteracié:

Tni1 = f(zn), (6.3.2)
ambn>01x)=x.
De l'equacié [6.3.1, deduim que:
In|(f")"(@)| = In|(f") (o) (6.3.3)

Anem a calcular les derivades de composicions de la funcié f(x):

En el cas de n = 2,

f2(x) = f(f(2)), (6.3.4)
de manera que, per la regla de la cadena,
(f*)(z) = f(f(@)f'(x). (6.3.5)
Pero recordant que x = xq:
(f*) (x) = f'(f(z0)) f'(w0) = f'(21) f' (o) (6.3.6)
En el cas de n = 3,
x) = F(f(f(2), (6.3.7)
de manera que, tornant a aplicar la regla de la cadena,
(f*) (x) = f(f(f (@) f'(f(2) f' (). (6.3.8)
Recordant que x = xq:
(%) (zo) = f'(f (F(@0)))f' (f (20)) f'(20) = f'(w2) f' (1) f' (o). (6.3.9)

Veiem que, en general per n > 1,

n

(™) (o) = f'(@n-1) [ (Tna)orof (21) ' (w0) = [ [ ' (k) (6.3.10)

k=1



6.3. EXPONENT DE LYAPUNOV 31

(aquesta férmula es pot acabar de demostrar per induccié de manera facil).

De l'equacié6 [6.3.3, prenem els logaritmes naturals dels valors absoluts de tots dos
costats de I'equacio [6.3.10f

il (wo)l= W[ ] Feol=n [[1F @ol= Sl @l (63.11)

Si substituim aquesta expressié a 1'equacid obtenim el segiient resultat:

Definici6 6.19. L’ezponent de Lyapunov es defineix com A = limy, o + [In | f(21)[+
<o+ 1In|f'(x,)]] si aquest limit existeix.

Cal observar que \ existeix si i només si L existeix i és no nul, i que In L = \.

També cal recalcar que els nombres i exponents de Lyapunov no estan definits per a
algunes orbites. En particular, una orbita que contingui un punt z; amb f’(z;) =0
fa que 'exponent de Lyapunov no estigui definit.

Proposicié 6.20. Un exponent de Lyapunov positiu indica sensibilitat a les con-
dicions inicials i que el sistema pot ser caotic.

Fins ara hem discutit la tecnica per calcular exponents de Lyapunov per a apli-
cacions unidimensionals. El nostre proper objectiu és determinar els exponents de
Lyapunov per a sistemes de dimensions superiors.

Considerem un sistema n-dimensional representat per:
Tni1 = f(n); 2, € R™ (6.3.12)

Prenem un punt z, en l'espai de fases del sistema. Sigui N(x) un entorn petit de
xo. Triem un altre punt zq + Azg en N(zg), on Az representa la separaci6 dels
dos punts xg i xg + Axg.

Siguin els punts successius en les orbites xg, 1, Ta, ..., Tp, ... 1 o+ Axg, 1+ Ax1, To+
Axg, ..., T, + Az, ... respectivament, on z; = f(z;-1) 1 x; + Azx; = x;1 + Az,
1=1,2,...,N. Per tant, les separacions entre punts successius en les orbites sén les
segiients:

A.Il = f(l’o + AI()) - f(l’o) Df(l‘o)Axo,
Azxy = f(z1 + Axy) — f(1) ~ Df(x1)Axy,

12

Azy = flan—1 +Axy_y) — f(onyo1) ~ Df(xn-1)Azy_

on D f(z;) representa la matriu jacobiana n x n de l'aplicacié f en el punt z;. Per
tant, podem determinar facilment la separacié Axy en la iteracié N-esima de la
segilent manera:

Axy = Df(xy_1)Df(xn_2)...Df(x1)Df(xo)Axo = DyAxg (6.3.13)
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on Dy = Df(xn_1)Df(zn_2)...Df(x1)Df(x0), una matriu n x n que depen tant
de N com de x.

D’aquesta discussio, es dedueix que la separacié de dues orbites veines en la iteracié
N-esima esta completament determinada per la matriu Dy i la separacio inicial

AZE().

Com que l'espai de fases és multidimensional, hem d’introduir els vectors propis de
la matriu Dy com a base natural per a la descomposicié dels vectors en 'espai de
fases. Els vectors propis e(N) de la matriu Dy s’obtenen de la relacio:

Dyei(N) =v;(N)e;(N),i=1,2,..,n (6.3.14)

on tant v;(IN) com ¢;(N) depenen de N. Els vectors propis generalment es trien
ortonormals. Si no ho sén, els fem ortonormals utilitzant la tecnica d’ortonorma-
litzacié de Gram-Schmidt. Les quantitats v;(/N) es coneixen com a valors propis de
la matriu Dy i es determinen a partir de I'equacié caracteristica:

det(Dy —v(N)I) =0 (6.3.15)

on I és la matriu identitat d’ordre n. Suposem que, en termes dels vectors ba-
se(vectors propis) e;(N), la separacié inicial Az s’expressa com:

Azg =) cie(N), (6.3.16)
=1

on els ¢; sén les coordenades de Az en base e(NN). Si substituim 6.3.16| a [6.3.13|
obtenim:

n n

Ary =Dy Y cieif(N) =Y c;Dyei(N) = coi(N)ey(N). (6.3.17)

i=1 =1 =1

A partir de [6.3.16] i [6.3.17 queda clar que la separacié de les orbites al llarg de la
direcci6 i-esima esta caracteritzada pel valor propi v;(N) de la matriu de coeficients
Dy. La taxa exponencial de separacio de les orbites condueix als exponents de
Lyapunov. Sigui \; I’exponent de Lyapunov al llarg de la direcci6 i-esima. Llavors:

lvi(N) |~ e, (6.3.18)
per a N gran. Aixo implica que:
1 4
)\i:]\}l_rgoﬁln(m(N)D,z— 1,2,...,n. (6.3.19)

Aquesta equacié dona una estimacio dels exponents de Lyapunov per a sistemes
multidimensionals.

Exemple 6.21 (Calcul de 'exponent de Lyapunov en una dimensi6). Considerem
'aplicacid segiient en l'interval [0, 1] que es coneix com ”Tent Map”:

2rzx, si
T(r) = {27"(1 L) s (6.3.20)

IA A
i

o= O
IA A

T
T
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Veiem que |T"(x)|= 2r per tot = € [0, 1] excepte per = 5, el punt de no deriva-
bilitat. Aqui el parametre r es troba en l'interval [0, 1]. Aleshores, I’exponent de
Lyapunov del "Tent Map”ve donat per

A= lim — Zln|T’ x;)|= hm Zln?r = lim —nln2r =1In2r. (6.3.21)

n—oo N,

Com que A > 0 quan 2r > 1; és a dir, quan r > —, el "Tent Map”és caotic per a
r > 5. Es no caotic perar < %

Exemple 6.22 (Calcul de 'exponent de Lyapunov en dues dimensions). Només en
aquest exemple denotarem els exponents de Lyapunov com A per a no confondre’ns
amb la notacié dels valors propis .

Considerem un mapa lineal en el torus bidimensional, definit per:

Tn4+1) 11 Tn
() (1 D) (2) e v

La matriu del sistema és constant:
1 1
(Y 6220

Aleshores, per a un mapa lineal amb matriu constant A, els exponents de Lyapunov
son els logaritmes dels valors propis en modul. Calculem els valors propis de A.

Polinomi caracteristic:

det(A—AT) = det (1IA QiA) (1= 2-AN)=1=N—3\+1=0 (6.3.24)

Resolem I'equacié de segon grau i ens dona la segiient solucié:

3++5
2

A:

(6.3.25)

Els valors propis sén:

S

3+5 3
AL = +2\/—z2.618, Ao = T & 0.382 (6.3.26)

Com que el mapa és en el torus(modul 1), pero la dinamica lineal és considerada
en R2, els exponents de Lyapunov sén:

. 3+5
n n +2\/_%0.9624 (6.3.27)

. 3-5
n n 2[ ~ —0.9624 (6.3.28)

Aixi doncs, tenim un exponent positiu i un de negatiu, amb la mateixa magnitud
(sistema conservatiu).
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Definicié 6.23. Sigui f una aplicacié suau. Una orbita {zi,zs,x,,...} s’ano-
mena asimptoticament periodica si convergeix a una orbita periodica quan n —
00; aixo significa que existeix una orbita periodica {y1,vs, ..., Y, Y1, Y2, ...} tal que
limy, 00 |Tn — yn| = 0.

Teorema 6.24. Sigui f una aplicacié de la recta real R. Sil'orbita {x, 2o, ...} de f
satisfa que f'(z;) # 0 per a tot ¢ i és asimptoticament periodica a 1'orbita periodica
{y1, vz, ...}, aleshores les dues orbites tenen els mateixos exponents de Lyapunov,
suposant que amdos existeixen.

Demostracio. Utilitzem el fet que la mitjana d’una successio convergeix al limit de la
successio; és a dir, si {s,} és una successié infinita de nombres amb lim,, o {s,} = s,

aleshores:
n

o1
lim — g S; = S.
n—oo N

i=1

Suposem que k = 1 per comencar, de manera que y; és un punt fix. Com que
lim,, .0 ,, = Y1, €l fet que la derivada f’ sigui una funcié continua implica que

lim f(x,) = f'( lim (2)) = /()

n—o0 n—oo

A més, com que In |z| és una funcié continua per a x positius,
lim In[f'(z,)| =In| im f'(z,)] = In|f'(y1)].
n—o0 n—o0

Aquesta equacio ens dona el limit d’una successi6 infinita. Fent servir el fet que la
mitjana de la successié convergeix al limit de la successid, veiem que:

n—00 N 4

. 1 - / /
Ay = lim — E 1Il|f (Iz)| = lnlf (yl)| = >‘y-
i=1

Ara suposem que k£ > 1, de manera que y; no és necessariament un punt fix.
Aleshores, 7, és un punt fix per a f*, i I'orbita de z; sota f* és asimptoticament
periodica a I’orbita de ;.

Pel que hem demostrat anteriorment, I’exponent de Lyapunov de ’orbita de x; sota
S ésIn|(f*)(y1)] i Pexponent de Lyapunov de z; sota f és (1/k) In|(f*) (y1)] = A,

]
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Exemples de sistemes dinamics
caotics

7.1 Sistema de Lorenz

Un dels exemples més importants dels sistemes dinamics caotics és el sistema de
Lorenz.

El meteoroleg Edward Norton Lorenz va derivar un sistema tridimensional a partir
d’un model molt simplificat dels corrents de conveccié en el flux atmosferic. El
model simplificat pot escriure’s de manera simplificada de la manera segiient:

t=o0(y—x)

Yy=rr—y—xz

z=uxy — bz
ono,r, l; > () son parametres. En el paper original, Lorenz va considerar o = 10,r =
28,0 = 3.

El sistema conté dos termes no lineals senzills xz i xy a la segona i tercera equacions
respectivament. Lorenz va descobrir que aquest sistema aparentment simple podia
tenir dinamiques extremadament erratiques o complexes per a un ampli rang de
valors dels parametres.

Quan Lorenz va representar les trajectories en tres dimensions, va descobrir un
nou concepte dins la teoria dels sistemes dinamics: [’atractor estrany, una figura
que no és un punt, ni una corba, ni una superficie, sin6 un fractal amb dimensi6
fraccionaria entre 2 i 3.

Anem a estudiar-lo fixant-nos amb les seves propietats:

1. Simetria.

El sistema de Lorenz és simetric respecte dels eixos x i y. Si substituim (z,y, z)
per (—z,—y, z) el sistema roman invariant. Per tant, si (z(t),y(t), z(t)) és
solucié, aleshores (—x(t), —y(t), z(t)) també ho és.

35
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2. Invariancia de leix 2.

Si inicialment prenem x = y = 0, aleshores el sistema es redueix a z = —bz =
2(t) = 2(0)e™™ — 0 quan t — +o0o. Aix{ doncs, l'eix z (on z = y = 0) és
un conjunt invariant i totes les solucions que hi comencen tendeixen a (0,0, 0)
quan ¢t — 4-00.

3. Bifurcacions

Els punts fixos es troben resolent:
oly—xz)=0,rc —y—zz=0,2y —bz =0, (7.1.1)

que acaben donant la solucié (z,y,z) = (0,0,0) i perar > 1: z =y =
+./b(r — 1),z = (r —1). Aquests dos tltims punts fixos els podem definir de
la segiient manera:

= (/b(r —1),3/b(r —1),(r — 1)) (7.1.2)
¢ = (=/b(r —1),—\/b(r — 1), (r — 1)) (7.1.3)

Ens interessa entendre la formacié de I'atractor estrany de Lorenz mitjancant
les bifurcacions. Fixem o = 10,b = % i estudiem el comportament dinamic al
variar r > 0.

(a) Sir < 1, aleshores I'origen és un node atractor i és I"inic punt fix.

(b) Si r = 1, aleshores tenim una bifurcacié pitchfork i ¢, ¢~ sén nodes
atractors(si r 2 1). L’origen és un punt de sella que té una varietat
inestable amb dimensi6 1 i una varietat estable amb dimensi6 2.

(c) Sir = 1,3456, aleshores tenim una transicié a node-focus de ¢*~. Tenim
dos valors propis reals i negatius que col-lisionen i es tornen complexos
amb part real negativa.

(d) Sir =r, =42 ~ 24.74, aleshores tenim una bifurcacié de Hopf. Els
punts es tornen punts de sella - focus repulsor (amb una varietat estable
de dimensio 1 i una varietat inestable de dimensié 2, aquesta associada a
valors propis complexos amb part real positiva) i les orbites periodiques

desapareixen.

(e) Per a r > ry es crea l'atractor de Lorenz, que té una estructura molt
complicada. Per a r = 31.01, es destrueix.

4. Analisi de ’estabilitat lineal a 'origen

La forma linealitzada del sistema de Lorenz al voltant del punt fix a I'origen
és donada per:

=0y —x)

j=rz—y

z=—bz
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D’aquesta manera, tenim que 2 = —bz = z(t) = z(0)e™*

Les altres dues equacions es poden escriure com:

x -0 0 x

g) \r 1) \y
Per tant, la suma dels elements de la diagonal de la matriu és 7= —0 — 1 =
—(0+1) < 01iel seu determinant és A = (—o)(—1)—or =c(1—r). Sir > 1,

aleshores A < 01 el punt fix a I'origen és una sella. Si r < 1, aleshores A > 0
i el punt fix a I'origen és un node estable.

— 0 quan t = +o0.

5. Analisi de l'estabilitat lineal dels punts fizos c*

Els valors propis de la matriu Jacobiana als punts critics ¢* del sistema de
Lorenz satisfan 1’equacio:

N4 (0 4+ b+ DA +b(o +7r)\+ 2ab(r — 1) = 0. (7.1.4)

Per a 1 < r < rg, les tres arrels de I’equaci6 ctibica anterior tenen les parts
reals negatives, on:
o(b+o+3)
ry = ———=.
c—b—1

(7.1.5)

Si r = rg, dos dels valors propis sén purament imaginaris, i per tant té lloc
una bifurcacié de Hopf. Per a r < rg, existeixen dues solucions periodiques
inestables corresponents a dos valors critics dels punts fixos. Per a r > rg,
cadascun dels dos punts critics té un valor propi real negatiu i dos valors
propis amb part real positiva, cosa que dona lloc a una solucié inestable.

6. El sistema de Lorenz té un atractor global

Volem veure que el sistema de Lorenz té un atractor global. Aixo es dedueix de
I’existencia d’'una regi6é de captura que conté 'atractor de Lorenz. D’aquesta
manera, les orbites no divergeixen cap a l'infinit i el sistema té estabilitat
global. Per demostrar aquest fet, utilitzem la funcié segiient:

V= %(x2+y2+(z—a—7’)2). (7.1.6)

Cal notar que:

(a) V :R? — R és diferenciable respecte a totes les variables.
(b) V >0 per a tot (z,y,2) € R3.
(c) W(x(t),y(t),2(t) = za’'+yy +(z—0—1)2 = —ox*—y*—bz2+b(o+7)z,

on (z(t),y(t), z(t)) és una solucié de les equacions de Lorenz.

Sigui S = {(z,y,2) € R?: W > 0} una regié acotada i sigui

E={(z,y,2) R :02® +y* + bz* = b(o + 1)z} C S, (7.1.7)
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un el-lipsoide acotat. Llavors,

x¢S:>Cil—‘t/ <0. (7.1.8)

De fet, tenim que d‘;—sf) < =6 per a algun 0 > 0 petit. Per tant, V' disminueix

estrictament fins que (x(t),y(t), 2(t)) entra a S amb les condicions inicials
((0),9(0), 2(0)) = (2, y, 2).

Com que S és un conjunt no buit, acotat i positivament invariant, qualsevol
orbita que entri a S hi romandra a mesura que el sistema evoluciona. Aix{

doncs, S és una regio de captura. Per tant, el flux de Lorenz esta definit per
a tot 7.

7.2 El mapa logistic

En aquesta seccio estudiarem l’equacio logistica, que ve donada per la segiient
expressio:

flz)=rz(l —2x) (7.2.1)

Centrarem el nostre analisi en el cas 0 < r < 4. Per a r = 4, sabem que el
mapa logistic exhibeix caos. Anem a estudiar aquesta equacio analitzant les seves
propietats:

1. Punts fizos
Per a calcular els punts fixos de f a partir de hem de resoldre

r=ar(l—-z)=r®+(1-rz=0=a@x+(1-7)=0= . 1

Per tant, f té dos punts fixos : z;1 =012y =1 — %

2. FEstabilitat

Ara anem a veure per quins valors de r tenim estabilitat. Com ja hem vist
anteriorment, cal comprovar que es compleixi el segiient:

|f'(x:)| = |r—2rx;| = |r(1 —22;)|< 1. Per az; = 0, tenim el segiient resultat:
1

|f'(x1)|=r. Per tant, x; és estable quan r < 1. Pera o =1 — —,
,

|f(x2)|= |—r+2[, 1 volem que |—r+2|< 1, aixi que ens queda que 1 < r < 3.

Ens falta determinar la naturalesa dels punts fixos per ar=1ir =3. Per a
r =3, tenim que |f'(z1)|= 3 > 11, per tant, z; = 0 és inestable; i | f'(z2)|= 1,
aixi que el criteri no ens aporta informacié.

Per a r = 1, tenim un tunic punt fix ja que r; = o = 0. En aquest cas,
|f'(z1)|= 11, per tant, el criteri tampoc ens aporta informacio.
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3. Analisi de bifurcacid

Com ja hem dit, quan » = 1, tenim un unic punt fix z; = 0. Anem a veure
que es compleixen les condicions de bifurcacié transcritica a x1 = 01ir = 1.
Primer, fem els calculs pertinents.

%(mo, r) = xo(1 — z0) (7.2.3)
2
%(1‘0)7“) = —9r (724)
2

%(;ﬁo,r) =1- 2z, (7.2.5)

Ara substituim els valors de zy i r i mirem si es compleixen les condicions.

(a) %(O, 1) = 0 per a tot r.
(b) Z4(0,1) = —2 #0.

() ZL0,1)=1#0.

Com que els resultats son correctes, acabem de comprovar que el mapa logistic
té una bifurcacié transcritica a (xq,7) = (0, 1).

4. Calcul de l’exponent de Lyapunov

Com ja sabem, el mapa logistic s’expressa com f(z) = rz(1 — z), amb 0 <
r <4iaz € [0,1. Tenim que f'(x) = r(1 — 2z). Per tant, I'exponent de
Lyapunov s’obté com:

L N | N
— ] _ / . — 3 - —_ .
A= lim Za | f'(;)| = Jlim Z@ In |r(1 — 2z;)] (7.2.6)
Prenent el punt inicial zg i les iteracions z, 11 = f(z,) amb n =0,1,2, ..., es

pot calcular 'exponent de Lyapunov del mapa logistic per a diferents valors
del parametre 7.

€ 1 T

@

: 1

o

3 o [ |

L]

=

=3

o

(0]

ol | ! -
25 3 3.5 3

r

Figura 7.1: Calcul de I'exponent de Lyapunov del mapa logistic per a 2.5 <r <4

La figura representa l’exponent de Lyapunov del mapa logistic per a 2.5 <
r < 4, prenent 1000 iteracions i zop = 0.2 com a punt inicial. Per exemple, per
a r = 4, 'exponent de Lyapunov és In2. Els punts on la grafica toca l'eix x
representen els punts de bifurcacio.
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7.3 El mapa d’Hénon

Michel Hénon va buscar recapitular la geometria de I'atractor de Lorenz en dues
dimensions. Per derivar un model simplificat del sistema de Lorenz i el seu atractor,
Hénon va considerar tres passos.

El primer pas va ser la consideracié del mapa de Poincaré de 'atractor de Lorenz,
que és una aplicacio que relaciona les interseccions successives d’una trajectoria amb
un hiperpla. Aixo redueix la dinamica del sistema continu tridimensional a la d’un
sistema discret bidimensional.

El segon pas va ser considerar que definir una aplicacié explicita simplificaria sig-
nificativament el calcul. A més, s’espera que aquesta aplicacié emuli algunes de
les propietats desitjades també observades en el sistema de Lorenz. L’ultim pas
consisteix en la construccio explicita d’aquesta aplicacio.

L’aplicacio es construiex com la composicié de tres aplicacions, on cada aplicacio
pretén emular una propietat observada en el sistema de Lorenz. La primera aplicacié
és la segiient:

H'(z,y) = (z,y + 1 — az?), (7.3.1)

on a és un cert parametre. La segona aplicacié és una contraccié al llarg de 'eix x:

H'"(z,y) = (bz,y), (7.3.2)

amb —1 < b < 1 un parametre de contraccié i, finalment, una reflexié donada per

H" (z,y) = (y,2). (7.3.3)

Aleshores, la composiciéo H,(x,y) = H” o H" o H(x,y) ve donada llavors per

Hap(z,y) = (y+ 1 — az® bx), (7.3.4)
que és el que més endavant es va anomenar com mapa de Hénon.

Veiem que el mapa depen de dos parametres, a i b, els quals tenen valors de a = 1.4
i b = 0.3 per al mapa classic de Hénon. Per als valors classics, el mapa de Hénon
és caotic.

Anem a analitzar el mapa de Hénon mitjancant les seves propietats:

1. Punts firos El mapa té dos punts fixos donats per

(1=0)4++/(1—0)2+4a
2a ’

Ty =

—(1=0b)— /(1 —-0)2+4
r_ = ( ) 2a( i a, y_ =bx_, (7.3.6)
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on x; ix_ sén les arrels del polinomi —az? — (1+b)z+1. Aix0 es comparable
al sistema de Lorenz, que també té dos punts d’equilibri quan r > 1.

Per tant, aquests punts d’equilibri son reals si

(1 —0)*+4a > 0. (7.3.7)

Per als valors classics a = 1.4 1 b = 0.3, els dos punts fixos sén
r1 ~ 0.631, y; ~0.189 (7.3.8)
ro~ —1.131, 1y~ —0.339 (7.3.9)

2. Inversa

La matriu jacobiana de H,; ve donada per

—2azr 1
J(z,y) = ( b 0) (7.3.10)
Aix0 dona els valors propis segiients:

A= —ar £t Va*z?+b (7.3.11)

El determinant del jacobia del mapa de Hénon és constant i ve donat per
det(J) = —b. Per tant, el mapa de Hénon és invertible si i només si b # 0, i
la inversa ve donada per:

Hl(xy)— —x—l—f—a(—) (]312)
o y7 ) ’ o
per b # 0.

Per als parametres classics a = 1.4,b = 0.3, el determinant és —0.3, de manera
que el mapa contrau les arees a una taxa constant. Cada iteracio redueix les
arees en un factor de 0.3.

3. Estabilitat

L’estabilitat local es determina pels valors propis de la matriu jacobiana en
els punts d’equilibri. Per tant, pel que fa al primer punt fix (z,%;), només
cal substituir els valors classics a = 1.4,0 = 0.3 1 ; = 0.631,y; = 0.189 a

I'equacio [7.3.11}
A= —1.4-().631i\/(1.4 -0.631)%2 + 0.3 = —0.8834++/0.780 + 0.3 = —0.8834+
v 1.08 i tenim que v/1.08 =~ 1.039. D’aquesta manera,

A1 ~ 0.1556 (7.3.13)

Ao & —1.922 (7.3.14)

Com que els dos valors propis sén reals, diferents entre ells i tenen signes
oposats, aleshores (x1,y;) és un punt de sella.
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Per al punt fix (z3,ys2), procedirem de manera analoga. Substituim els valors
classics a =1.4,b=0.31 29 = —1.131,y, = —0.339 a ’equacio

A=—14-(—1.131)£+/(1.4- (—1.131))2 + 0.3 = 1.5834 £ 1/(1.5834)2 + 0.3 =
1.5834 +/2.507 4+ 0.3 = 1.5834 + +/2.807 ~ 1.5834 4+ 1.675 Aixi doncs, tenim

A & 3.258 (7.3.15)

Ay = —0.0916 (7.3.16)

De la mateixa manera que en el cas anterior, com que els dos valors propis
sén reals, diferents entre ells i de signe contrari, tenim que (x,y2) també és
un punt de sella.
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Conclusions

En aquest treball hem abordat l'estudi dels sistemes dinamics caotics des d'una
doble perspectiva: teorica i aplicada. Mitjancant un recorregut estructurat, hem
explorat els fonaments matematics que defineixen el caos, les seves propietats ca-
racteristiques i les eines per a la seva analisi i quantificacié, per finalment aplicar
aquest marc conceptual a tres sistemes paradigmatics.

Hem introduit i analitzat els conceptes fonamentals necessaris per a la comprensio
del caos, com ara les propietats de dependencia sensible a les condicions inicials, la
transitivitat topologica o la densitat de punts periodics.

La investigacié ens ha confirmat que eines com l’exponent de Lyapunov sén in-
dispensables per quantificar el caos. Un exponent positiu constitueix un indicador
robust de comportament caotic. Aixi mateix, ens ha mostrat com la geometria frac-
tal proporciona el llenguatge natural per descriure 'estructura complexa i moltes
vegades estranya dels atractors caotics.

L’estudi de sistemes concrets, com el sistema de Lorenz, el mapa logistic i el mapa
d’Hénon, ens ha permes il-lustrar de manera clara com els conceptes teorics es
manifesten en models reals:

1. L’estudi del sistema de Lorenz ens ha revelat ’aparici6 del caos a través d'una
seqiiencia de bifurcacions (pitchfork, Hopf).

2. El mapa logistic ens ha servit com a model discret fonamental per entendre
la ruta cap al caos. El calcul del seu exponent de Lyapunov per al parametre
r = 4, donant [n2, confirma la seva naturalesa caotica en aquest regim.

3. L’estructura, els punts fixos de tipus sella i la propietat de contraccié d’arees
converteixen el mapa de Hénon en un analeg discret essencial de I'atractor de
Lorenz.

Finalment, podem afirmar que aquest treball constitueix un punt de partida per
a la comprensié de la complexitat del mén que ens envolta; una amplia varietat
de fenomens naturals i artificials, des de la dinamica atmosferica fins a processos
biologics, economics i tecnologics.
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