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Resum

Donats els baixos resultats de les diferents proves d’avaluaciéo de competencies ma-
tematiques en els darrers anys en el bloc de geometria, el que volem aconseguir
amb aquest treball és proposar activitats que ens permeten introduir recursos ma-
nipulatius i TAC (Tecnologies per a 'aprenentatge i el coneixement) a les aules
del Batxillerat, com una eina per arribar d’una forma natural als conceptes més
abstractes, i per tal d’aconseguir una millor comprensié dels continguts treballats.

Abstract

Given the low results of the different tests of evaluation of mathematical competen-
ces in the last years in the block of geometry, our aim with this project is to propose
different activities like introducing manipulating resources and TAK ( Technologies
for the learning and the knowledge) into the classroom of the baccalaureate. We
consider these tools as a natural way to arrive the most abstract concepts. In this
way the students can achieve better understanding of the work contents .
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1 INTRODUCCIO

Tot i que la geometria és una de les branques més presents de les matematiques a
la vida quotidiana, els resultats de les proves d’avaluacié de I’'Educacié Secundaria
Obligatoria de Catalunya, mostren que els alumnes tenen una gran dificultat a I’hora
d’estudiar-la i aquest resultats van ser una de les motivacions del nostre treball.

La motivacio inicial va ser el meu desig de ser professora de matematiques, ja que
des de que estudiava a primaria sabia que m’agradaven les matematiques, i cada
vegada que augmentava de nivell en els meus estudis, augmentava el meu desig
d’aconseguir aquest objectiu.

Quan vaig cursar 'assignatura de Didactica vaig confirmar que m’agrada la
docencia, sobre tot, el fet d’utilitzar recursos didactics que a l’institut mai van
ser utilitzats, va ser el gran impuls per triar aquest treball. Vaig notar que real-
ment hi ha una necessitat d’evolucionar des d’una metodologia tradicional cap a
una metodologia innovadora.

Durant el desenvolupament del treball, vaig tenir 'oportunitat de fer diverses
sessions practiques en I'Institut Collblanc a alumnes de Batxillerat. Mentre prepa-
rava el contingut de les sessions amb els professors de 1r i 2n de Batxillerat, em van
dir que un dels continguts que no treballaven a 'aula eren les coniques, pel fet que
no formen part del temari de selectivitat, i a més el professor de 1r de Batxillerat
em va dir que les coniques no sén gaire importants, ja que només es tracta de saber
les seves equacions i aplicar-les.

Aixi 'objectiu d’aquest treball és proposar activitats per treballar la geometria
des de les coniques, demostrant que son molt riques matematicament. També vo-
lem fer que la geometria a Batxillerat tingui un enfocament més practic i implicar
I’alumne en el seu procés de formacio.

Tot aixo ho podem aconseguir només canviant la forma de treballar el curriculum
a ’aula sense canviar la seva estructura.



2 MOTIVACIO I OBJECTIUS

La motivacié inicial que em porta a fer aquest treball va ser el meu desig de ser
professora de matematiques, que va augmentar gracies a la motivacié i la passio
de ’Anton Aubanell quan explicava la geometria en 1'assignatura de Didactica, va
ser quan vaig notar molt la diferéencia, entre ser professor de matematiques havent
estudiat matematiques, i ser-ho sense haver-les estudiades.

A més, també em va motivar el fet de saber que la mitjana global en les proves
d’avaluacié de competencia matematica, és baixa per la caiguda dels resultats en
el camp de geometria, i aixd0 ho mostra el document de I’Anton Aubanell del 2015,
titulat com Analisi dels resultats en geometria de cinc proves d’avaluacio de com-
peténcia matematica, [12], on s’analitzen els resultats de cinc proves d’avaluacié de
competencia matematica:

1. Avaluaci6 de I'’educacié secundaria obligatoria 2015.
2. Avaluacié de 'educacié secundaria obligatoria 2014.
3. Avaluacié de I'educacié secundaria obligatoria 2013.
4. Proves Pisa 2012.Avaluacié prioritaria de la competéncia matematica.

5. Proves PISA 2003. Avaluacié prioritaria de la competencia matematica.

Altre document important que ens mostra I’existencia d’aquesta dificulta és Qua-
derns d’avaluacio.34 [8], on trobem els resultats de les proves de quart d’ESO del
2016. En aquest document també veiem una mitjana baixa en el camp de geometria.

Aquest fet, tal com esta detallat al document amb titol Orientacions practiques
per a la millora de la geometria a I’Educacid Secundaria [13], va portar al Servei
d’Innovacié i Formacié de I’'Educacié Infantil i Primaria / de I'Educacié Secundaria
a organitzar un curs telematic intensiu orientat a millorar I’ensenyament de la geo-
metria a ’'ESO, i tal com queda explicat en la descripcié del curs, es pretén ajudar
als professors a adaptar les programacions i donar un enfocament diferent a la ma-
nera d’ensenyar la geometria, tot introduint activitats d’experimentaci6 a les aules
per complementar les matematiques formalitzades a la pissarra i aconseguir una
millor visualitzacié i comprensio dels continguts geometrics.

El nostre objectiu en aquest treball és crear activitats més experimentals, per
treballar la geometria aprofitant el contingut geometric de les coniques, amb la
intencié d’aconseguir una millor comprensié de la geometria a 'aula i equilibrant
les activitats experimentals amb les de pissarra, i que, alhora, serveixin com un pas
previ al procés d’abstraccié dels coneixements que es tracten amb més profunditat
a la universitat.

Per assolir aquest objectiu, hem de coneixer els continguts matematics del curriculum
de 'ESO i Batxillerat. També ens cal coneixer a fons GeoGebra, programa de geo-
metria dinamica que ens permet experimentar amb la geometria plana i de I'espai,
de manera que el seu s ens pugui aportar millores en el procés d’prenentatge.



3 DESENVOLUPAMENT DEL TREBALL

3.1 Tria del treball

El primer pas en el desenvolupament d’aquest treball va ser, evidentment, la tria
del projecte.

Quan vaig comencar ’assignatura de Didactica vaig decidir que el treball final de
grau estaria relacionat amb la didactica de les matematiques pero encara no tenia
clar quin seria el treball definitiu.

El moment clau en ’eleccié del projecte va ser la sessio de geometria que ens ha
fet el professor Anton Aubanell, sobre tot la sessié de la geometria amb bombolles
de sabé que ens va fer 'ultim dia de classe, vaig veure la possibilitat de dur a terme
una classe de matematiques adrecada a alumnes de Batxillerat, amb la intenci6 de
que fos un projecte gratificant a nivell personal i alhora rigorés matematicament,
util i beneficiés pels alumnes.

Un cop rebuda una resposta afirmativa del tutor i de la coordinacié del treball
final de grau, vaig comencar a buscar informacio i a tragar les linies generals del
projecte.

3.2 Recerca de informacio

Durant el curs de Didacitca, m’he donat compte que hi ha bastants treballs dedicats
a aprofundir en les propostes de millora de la geometria, aixi doncs, el primer que
vaig fer, va ser buscar aquest treballs i estudiar les propostes proposades en ells.

El primer document que vaig estudiar va ser el d’Anton Aubanell, titulat com
orientacions practiques per a la millora de la geometria [9].

Es un document que inclou, per un costat, una reflexié teorica sobre les dificultats
existents i possibles linies de millora en I’ensenyament de la geometria i, per I'altre,
una mostra de propostes concretes en dos sentits. Tal com diu 'autor en la seva
proposta, tenim el seglient:

e Activitats geometriques de tipus experimental que permeten treballar els blocs
curriculars de mesura i d’espai i forma d’una manera més viscuda, amb cicles
d’experimentacid, descoberta i conceptuacio.

e Activitats geometriques per incorporar als blocs no geometrics (numeracié i
calcul, canvi i relacions, estadistica i atzar), estenent aixi la preséncia de les
idees geometriques i, alhora, aportant els avantatges de la representacio grafica
i la visualitzacio en el treball sobre els continguts no estrictament geometrics.

També tenim la tesi doctoral de Joaquim Costa Llobet amb el titol Geometria
analitica a Batzillerat: un enfocament didactic contextualitzat i amb eines TIC, que
és un document que presenta un plantejament didactic diferent del tradicional per
a I’enfocament de la geometria analitica a ’aula.



Tal com diu 'autor a 'introduccié:

“El meu treball planteja i desenvolupa un dels camins possibles que hi ha per
implementar un plantejament didactic diferent del tradicional per a la geometria
analitica, amb les TIC integrades, i orientat, és clar, a la millora dels processos
d’ensenyament i aprenentatge en situacions purament reals: en un centre real, amb
alummnes reals, amb recursos materials reals, v dins de la realitat del curriculum.”

També vaig consultar llibres relacionats amb el tema, entre d’altres, el llibre de
Pedro Puig Adam Curso de geometria métrica [6], és un llibre en el qual queden
patents els principis de la geometria, destacant ’estructura conceptual interna d’a-
questa, i fent 1s practic dels seus metodes per orientar amb criteri cientific la solucié
dels problemes, aquest llibre em va inspirar a utilitzar el teorema de Guldin en el
meu treball.

3.3 Planificaci6 de les linies generals

Un cop consultada la informacié d’altres treballs similars al que volia dur a terme,
vaig comencar a tracar les linies principals del projecte. Al principi tenia pensat fer-
ho sobre geometria en general, pero durant la creacié de les activitats, vaig decidir
treballar més a fons un dels continguts per tal de poder aprofundir en un tema que
moltes vegades a Batxillerat queda oblidat pel fet que no surt a selectivitat, les
coniques, i treballar la geometria aprofitant el gran contingut geometric d’aquestes.

Donat que el treball aniria adrecat a alumnes de Batxillerat, una de les primeres
questions que calia perfilar era el nivell de geometria que tenen.

I per poder-ho saber calia estudiar els curriculums de secundaria, en particular
de 4t d’ESO, i el de Batxillerat, que contenen una serie d’objectius o elements que
han de ser assolits pels estudiants i que fixen el pla d’estudis corresponent, amb
possibles itineraris o optativitat i uns minims compartits.

3.4 Continguts matematics a 4t PESO

El curriculum té dos parts importants, per una banda els continguts i per altre les
competencies, aquestes s’estructuren en quatre processos o dimencions: resolucio
de problemes, raonament i prova, connexions, i comunicacié i representacio.

Els continguts clau (CC) de 'ESO sén 16:

1. CC1. Sentit del nombre i de les operacions.

2. CC2. Raonament proporcional.

3. CC3. Calcul (mental, estimatiu, algorsmic, amb calculadora).
4. CC4. Llenguatge i calcul algebraic.

5. CCh. Patrons, relacions i funcions.



6. CC6. Representacié de funcions: grafics, taules i formules.
7. CCT7. Analisi del canvi i tipus de funcions.
8. CC8. Sentit espacial i representacié de figures tridimensionals.

9. CC9. Figures geometriques, caracteristiques, propietats i processos de cons-
truccié.

10. CC10. Relacions i transformacions geometriques.

11. CC11. Magnituds i mesura.

12. CC12. Relacions metriques i calcul de mesures en figures.
13. CC13. Sentit de I'estadistica.

14. CC14. Dades, taules i grafics estadistics.

15. CC15. Metodes estadistics d’analisi de dades.

16. CC16. Sentit i mesura de la probabilitat.

Els cincs blocs de continguts en que s’ha estructurat tenen continuitat amb els
establerts per a I’educaci6 primaria:

1. Numeracio i calcul.
2. Canvi 1 relacions.
3. Espai i forma.

4. Mesura.

5. Estadistica i atzar.

Pel que fa al bloc de espai i forma de 4t d’ESO, tenim els continguts segiients:

e Trigonometria

e Mesura d’angles (unitats sexagesimals i radiants).
e Raons trigonometriques.

e Resolucié de triangles rectangles.

e Us de programes de geometria dinamica.

e El naixement i primer desenvolupament de la trigonometria al llarg de la
historia.

e Us de la trigonometria per a la resolucié de problemes en contextos diversos.



Geometria analitica en el pla.

Coordenades i vectors.

Equacié de la recta.

Paral-lelisme i perpendicularitat.

Historia de la introduccié a les coordenades cartesianes.

Tenim que els continguts claus estrictament relacionats amb aquest bloc, son el
segients:

1. CC8. Sentit espacial i representacié de figures tridimensionals.

2. CC9. Figures geometriques, caracteristiques, propietats i processos de cons-
truccié.

3. CC10. Relacions i transformacions geometriques.

3.5 Continguts matematics a Batxillerat

Pel que fa al Batxillerat, tenim tres modalitats: d’arts, ciencies i tecnologia i hu-
manitats i ciencies socials. L’assignatura de matematiques la trobem tant a la
modalitat de de ciencies i tecnologia com la de ciencies socials, pero els continguts
treballats son diferents. Nosaltres ens centrarem en l'estudi dels continguts de les
matematiques de la modalitat de ciencies i tecnologia, ja que és la modalitat que
ens interessa, i la que tindrem en compte a [’hora de crear les activitats per millorar
I’aprenentatge de la geometria.

Tenim que el curriculum de matematiques per al Batxillerat esta dividit en 4
blocs:

1. Aritmetica i Algebra.

2. Geometria.

3. Analisi.

4. Probabilitat i Estadistica.

Veiem ara els continguts especifics del bloc de geometria de 1r i 2n de Batxillerat.

Els continguts especifics de 1r de Batxillerat sén:

1. Les funcions circulars en I'estudi de fenomens periodics i la trigonometria per
resoldre problemes mitjancant triangulacio.



a L’angle com a gir. Unitats de mesura d’angles. Raons trigonometriques
d’un angle qualsevol. Les funcions sinus, cosinus i tangent. L’estudi, amb
ordinador, de les funcions trigonometriques sota canvis d’escala: periode i
amplitud. Aplicacié a 'estudi de fenomens periodics.

b Resolucié grafica i analitica de triangles: els teoremes del sinus i el co-
sinus. Problemes geometrics que es poden resoldre per triangulacié. Els
procediments de calcul en topografia.

2. Els vectors, una nova eina per resoldre problemes de geometria. Les coniques
en ambits no matematics.

a Els vectors com a manera de representar una magnitud i una direccié Els
vectors lliures com a translacions en el pla.

b Equacions de la recta. Direccié i pendent. Problemes d’incidencia i pa-
ral-lelisme. Angles i distancies. Aplicacié a la resolucié de problemes ge-
ometrics.

¢ Llocs geometrics: les coniques. Les coniques en 1’art i arquitec-
tura.

Els continguts especifics de 2n de Batxillerat sén:

1. La interpretacié geometrica dels sistemes lineals amb tres incognites.

a Vectors lliures en l'espai. Dependencia i independencia lineal.
b Equacions del pla i de la recta. Posicions relatives. Interpretacié geometrica
de sistemes lineals amb tres incognites.

2. El plantejament i la resolucié de problemes metrics a ’espai.

a Producte escalar. Perpendicularitat i angles.

b Producte vectorial i mixt. Interpretacié geometrica i aplicacions al calcul
d’arees i volums.

¢ Calcul de distancies.

Durant el desenvolupament del treball vaig tenir 'oportunitat de fer diverses
sessions practiques a l'institut Collblanc que em van servir per detectar que les
dificultats en el camp de geometria a secundaria s’estenen al Batxillerat.

A continuacié donarem els detalls d’aquestes sessions.

3.6 Contacte amb el centre i I’alumnat

El contacte amb I'Institut Collblanc va ser gracies a la professora de 2n de Batxillerat
Anna Amela, mitjancant la meva germana que era alumna seva.

Vaig fer una reunié amb ella i li vaig explicar el meu treball i la meva voluntat
de portar-lo a terme a I'Institut Collblanc. La proposta va ser molt ben rebuda
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per la seva part, qui a la seva vegada ho va comentar a la directora del centre i al
professor de 1r de Batxillerat, Domingo Rambla.

La trobada que va tenir lloc la primera setmana de febrer, va servir per decidir
els continguts de les sessions, els horaris, el nombre de sessions i 'aula d’informatica
que farem servir.

La primera aula que vam visitar va ser l’aula de 1r de Batxillerat, on vam treballar
les coniques amb material manipulatiu.

Donat que les coniques no formen part dels continguts del curriculum matematic
d’ESO, era normal que els alumnes no coneguessin les coniques, pero abans de
comencar vaig parlar amb el professor, i em va dir:

“Vaig comentar als meus alumnes que avui els faries una sessio de coniques 1
em van prequntar que son, aleshores els vaig parlar una mica sobre elles i el perqué
del seu nom.”

Després d’aquesta sessié vam visitar 'aula de 2n de Batxillerat. Aquesta ses-
si6 era diferent, ja que en aquest cas els alumnes havien acabat tot el temari de
geometria que tenia previst la professora.

Més endavant explicarem tot el que ha succeit des d’un punt de vista competen-
cial i metodologic durant aquestes sessions.

3.7 Preparacio de les sessions

Ja amb els temes decidits, faltava preparar les sessions. S’havia d’aconseguir trans-
metre els conceptes d’'una manera clara i entenedora i alhora s’havia d’aconseguir
que les sessions fossin interessants i atractives. Riques matematicament i entretin-
gudes pels alumnes.

En la sessio de 1r de Batxillerat vam treballar les coniques. Donat que era la
primera vegada que els alumnes les estudien, vam dividir la sessi6 en dos parts, la
primera consistia en explicar la historia de les coniques i en la segona vam mostrar
algunes de les seves propietats.

Pel que fa a la sessié de 2n de Batxillerat, segons la programacié del curs, i com
ja hem explicat abans, es duria a terme una vegada acabada la part de geometria.

Dues setmanes abans de fer la sessié6 em vaig assabentar que la majoria dels
alumnes van suspendre el examen final de geometria, aixi que vam decidir fer una
sessio que servis de repas i preparacié a la recuperacio.

Era una sessié on vam resoldre les activitats de selectivitat amb el GeoGebra,
perque aixi els alumnes poguessin visualitzar els conceptes treballats a classe.

Els objectius que vam tenir en compte a I’hora de la preparacio eren els segiients:
e Sessié de coniques pels alumnes de 1r de Batxillerat:

1. Coneixer les coniques i la seva historia.

2. Visualitzar les propietats de les coniques.



e Sessio de GeoGebra pels alumnes de 2n de Batxillerat:

— Visualitzar els continguts treballats a 1’aula.

— Fer una geometria més dinamica on predomina ’experimentacio.

3.8 Implementacié a ’aula

1. Coniques amb material manipulatiu

En aquest apartat explicarem tot el que ens ha portat a fer 'activitat de les
coniques amb material manipulatiu, que vaig fer a I’aula de 1r de Batxillerat
a I'Institut Collblanc de la Canonja. La dinamica que va tenir I'activitat va
ser la segiient:

Primer vam comencar la classe amb una petita historia sobre les coniques,
que van ser descobertes pel matematic grec Menecmo, com a conseqiiencia
del seu interes en el problema de construir amb regla i compas un cub de
volum doble al d'un altre cub donat. Després vam explicar com s’obtenen les
coniques com a seccié d’un con, utilitzant un con transparent omplert amb
un liquid acolorit.

Una vegada explicat el perque es diuen coniques, els vam ensenyar els metodes
per dibuixar cada conica. Vam comencar primer amb el metode per dibuixar
la circumferencia, després vam definir la circumferencia com a lloc geometric,
perque aixi relacionen el metode de dibuix amb aquesta definicié i puguin ser
capagos de deduir la definicié de la resta de coniques com a lloc geometric
després de veure el metode per dibuixar cada conica.

Tot seguit vam dibuixar les altres coniques, i cada vegada que dibuixavem
una conica, la definfem com a lloc geometric.

Al final de la sessié, vam donar als alumnes un qiiestionari, per fer una valo-
raci6 global a la sessio.



A les imatges de dalt tenim els alumnes de 1r de Batxiller aplicant els metodes
vists a ’aula per dibuixar la parabola.

Al principi els alumnes no han volgut participar, pero al final, quan volien
contestar el qliestionari van demanar si podien dibuixar ells les coniques, i va
anar molt bé.

. Sessio de GeoGebra

Ara explicarem la dinamica que va tenir 'activitat com també tot el que ens
ha portat a fer servir GeoGebra com eina per en requerir la geometria.

Vam comencar la classe repartint els enunciats dels problemes a resoldre,
després vam discutir el metode de resolucié amb boligraf i paper (sense fer-
ho), amb I'objectiu de fer un petit repas, ja que com hem dit abans ells havien
acabat tot el temari.

Després vam comentar el comandaments del GeoGebra que fariem servir i el
seu funcionament, tot seguit vam discutir la resolucié dels problemes amb el
GeoGebra, on es va notar molt la diferencia entre els alumnes que tenen el
metode de resolucié memoritzat i els que realment saben el que fan.

L’activitat que vam decidir resoldre amb GeoGebra és 'activitat 1 serie 1 any
2016 de selectivitat que té per enunciat el segiient:
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Siguin la recta r : (z,y,2) = (b + k, k, —2 — 2k) i els punts P = (1,0,—1) i
Q=(21,1).

a Calculeu I'equacié parametrica de la recta que passa pel punt @) i és per-
pendicular al pla determinat per la recta r i el punt P.

b Calculeu el punt de la recta r que equidista dels punts P i Q).

¢ Ampliacié (afegida per mi): Substituim els valors del punt P pels valors
(k,0,—2), en moure el parametre k que s’observa?

L’ampliacio la vaig afegir amb 'objectiu de veure si els alumnes eren capagos
de detectar que el GeoGebra no pot dibuixar feixos de plans de manera im-
mediata. Ja que en moure el parametre k, el punt P pertanyera a la recta r, i
aixo fa que ens apareix un feix de plans per la recta r. Cosa que el GeoGebra
no ho detecta.(Per dibuixar feixos de plans has de donar els elements en forma
de llista.)

La soluci6 corresponent a l’apartat a és la segiient:

4

Segons aquesta experiencia, 1'is de GeoGebra a ’aula ens permet visualitzar i
entendre el procés a seguir previ a la resolucié analitica i fer que la geometria
tingui un enfocament més practic a ’aula.
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3.9 Analisi de sessions a ’aula

L’analisi de la sessi6 de 1r de Batxillerat, la vam fer mitjancant un qiiestionari, amb
respostes obertes, que vam repartir al final de la sessio.

Es un qiiestionari de 10 preguntes centrades en la definicién de les coniques com
a lloc geometric i la relacié que hi ha entre aquesta definicié i el metode utilitzat
per dibuixar-les. Després d’haver analitzat i interpretat les respostes de I'alumnat,
tenim el segiient:

Tot i que han estudiat les paraboles (les funcions paraboliques a 4t d’'ESO), tots
els alumnes han respos amb “No” a la pregunta ” Havies estudiat abans les
coniques?” excepte un alumne que va contestar “si, la parabola”.

Aixo significa que els professors no ensenyen als alumnes a aprendre de forma
més transversal, relacionant els coneixements que s’imparteixen en diferents arees de
matematiques, siné que treballen els continguts dels blocs matematics per separat,
com si fossin independents entre ells.

Pel que fa a les definicions de les coniques com a lloc geometric, tots els alumnes
van poder donar la definicié correcta, pero els hi va costar donar una explicacié del
perque funciona cada metode.

A continuacié mostrem algunes respostes dels alumnes.

En el cas de la sessié de 2n de Batxillerat, a més del qiiestionari també tenim
fitxers que els alumnes han generat a partir de les activitats amb el programari
interactiu Geogebra. Sén fitxers que tenen extensié “.ggb” i el nom dels quals
permet identificar ’alumne i I'activitat.

La informacié obtinguda per escrit dels alumnes, té dos parts, per una banda
tenim les respostes a les activitats realitzades amb Geogebra, i per I'altra tenim les
respostes relacionades amb el is del programadi GeoGebra.

Pel que fa a la resolucié del problema, una gran part dels alumnes van trobar
I’equacié parametrica de la recta que passa pel punt () i és perpendicular al pla
determinat per la recta r i el punt P. Pero la majoria van tenir dificultat en trobar
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el punt de la recta r que equidista dels punts P i (). I ningti va ser capa¢ de
detectar el perque en moure el parametre k el pla determinat per la recta r i el punt
P, desapareix.

També vaig fer entrevistes amb els professors abans i després de les sessions, la
primera era oral i la segona era mitjancant un qiiestionari. A continuaci6 detallarem
els resultats d’aquestes entrevistes adjuntant una imatge del qiiestionari.

Tot i que el professor de 1r de Batxillerat opina que el material manipulatiu és
un instrument molt potent, i el seu s a 'aula ajuda a 'aprenentatge de I'alumne,
no el fa servir, a causa del gran nombre d’alumnes a I’aula i també el poc temps
que té per acabar el temari.

Aqui tenim les seves respostes redactades per ell.
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Respecte a la professora de 2n de Batxitllerat, si que fa servir el GeoGebra
a 'aula pero no com un recurs didactic on 'alumne pugui experimentar i treure
conclusions, siné que ho fa servir com una eina independent, és a dir, als tltims 5
minuts de classe (i si les sobre temps) mostra algunes imatges on 'alumne pugui
visualitzar alguns conceptes. I aixo és degut al poc temps que té.

Aqui tenim les seves respostes redactades per ella.
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4 Propostes de millora

Després de fer una lectura als documents citats abans, i de les entrevistes que
vam fer amb els dos professors, podem concloure que hi han diferents causes dels
dificultats que es van analitzar.

Per una banda tenim, el desequilibri del temps que es dedica a cada temari
dels 5 blocs que formen el curriculum d’ESO, tal com diu Anton Aubanell en el
seu document Orientacions per a la millora de la geometria a 'ESO, es dedica
més temps al bloc de numeracio i calcul i al domini de les expressions numeriques
o algebraiques, que no a la resta del temari, i aixo és perque consideren que si
I’alumne no domina el calcul matematic tindra mancances en la resta de materies
on el calcul es imprescindible en els seus procediments.

Aquest desequilibri no només afecta el temps que es dedica al bloc de geometria,
siné també afecta a I’enfocament que se li déna, ja que en el procés de resolucié de
problemes geometriques es limiten en ’aplicacié de férmules en lloc de fer activitats
experimentals on ’alumne pugui deduir la teoria partint dels recursos que té a la
ma.

Per altre banda tenim que els professors transmeten els conceptes als alumnes
de forma menys practica, degut a la seva formacié, també observem que hi ha una
confusié entre els continguts del curriculum i els del llibre de text.

Quan vaig fer la sessié de coniques a 1r de Batxillerat, em va sorprendre el
comentari del professor, quant li vaig preguntar si els alumnes han estudiat alguna
vegada les coniques, i com tenia pensat explicar aquest temari, em va dir:

“Els alumnes no han fet mai coniques, © el que tenia pensat fer és
donar-los les equacions de cada conica, perqué al llibre tampoc hi ha
molta cosa”.

Tot i que la geometria és la branca més experimental de les matematiques, el
fet de treballar-la tenint en compte només els continguts del llibre de text enlloc
dels del curriculum, la fa que sigui molt mecanica. Per aixo, a les propostes que es
detallin a continuacid, fem servir material manipulatiu i eines TAC.

Com veurem més endavant aquests dos recursos, un complementa l’altre, és a
dir, les eines TAC amplien els continguts que podem treballar amb els materials
manipulatius, i viceversa.

En les propostes segiients es detallen els continguts i els conceptes que es tre-
ballen, els materials que s’utilitzen, aspectes didactics i metodologics i el que ens
aporta aquesta proposta, també hi ha material per I’alumnat que és una fitxa de
preguntes relacionades amb el temari que treballa 'activitat, i per poder veure les
matematiques que treballa cada activitat hem afegit la solucié de les fitxes.

Per decidir l'estructura de les fitxes m’he basat en la descrcié detallada de les
activitats de ’ARC (Aplicacié de Recursos al Curriculum) del Departament d’En-
senyament [15].

Notes:
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1. Totes les activitats s’iniciaran a partir del material manipulatiu i TAC propo-
sat, perque després els alumnes passin a respondre a les preguntes proposades
en la fitxa.

2. Donat que el nostre treball té un nombre maxim de pagines, el concepte de
envolupants només ho treballat amb la hiperbola.

4.1 SECCIONS DEL CON

Descripcio:

Aquesta primera activitat experimental per introduir les coniques consisteix en
visualitzar-les com a seccié d'un con complet de manera que, segons la inclinacio
del pla de tall, obtenim el-lipse, parabola, hiperbola o circumfrencia.

Per fer-ho agafarem un con de material transparent mig ple amb un liquid acolorit
de manera que, en canviar la seva inclinacio, la superficie del liquid vagi adaptant
les formes de les diferents coniques. Un cop l'alumnat hagi familiaritzat amb les
coniques, visualitzant-les com a seccié del con, les treballem amb el programa de
geometria dinamica GeoGebra.

Imatge:

Objectius:
Coneixer les seccions del con, el seu nom, propietats i els seus elements.
Aspectes didactics i metodologics:

Aquesta activitat consta de diversos apartats amb diferents preguntes. L’objec-
tiu del primer apartat és fer que ’alumne intenti predir les diferents seccions que
pot trobar inclinant el con transparent, per aleshores refutar o verificar les seves
hipotesis. La segona part de l'activitat, es tracta de visualitzar amb el GeoGebra
aquestes seccions.

Nota: Amb el con transparent ple del liquid acolorit el que feiem era moure el

16



con per obtenir les diferents seccions. Amb el GeoGebra es fixa el con i es mou el
pla.

En el tercer apartat se’ls pregunta pel nom que rep la familia de les seccions del
con.

Recursos emprats:

Per a dur a terme aquesta activitat necessitarem un con transparent, liquid
acolorit i el programa de geometria dinamica GeoGebra.

Interdisciplinarietat:
Esta directament relacionat amb dibuix tecnic.
Que ens afegeix?

El fet d’introduir les coniques d’aquesta manera ens permet justificar el perque
del nom comu d’aquestes families de corbes. A més és una activitat que consisteix
en observar el cossos geometrics presentats, també es treballa la construccio del con
mitjancant el GeoGebra, per a una millor visualitzacio.

També ens relaciona el dibuix tecnic, assignatura que s’ofereix tant a ’'ESO com
a la modalitat tecnologica del Batxillerat, amb la geometria.

Observacié:

Podem fer servir diferents material per fer I'activitat, com per exemple, travessar
el con mitjancant un raig de llum, tallar un con de porexpan, observar les ombres
d’una pilota o les ombres d'una llanterna a la paret, ... etc.
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FITXA: SECCIONS DEL CON I DEL CILINDRE

Imatge:

1. Observant el con, quines seccions creus que trobariem si els talléssim per un
pla? Pots utilitzar el material disponible per experimentar.

2. Quin nom creus que poden rebre aquestes seccions?
3. Si en lloc d’utilitzar un con fem servir el cilindre, quines seccions obtindrem?

4. Hi ha seccions que coincideixen amb les del con? Quines?
Seccions d’un con amb GeoGebra.
Ara experimentem amb el GeoGebra els resultats obtinguts anteriorment.

Per saber com es formen les diferents seccions del con amb el GeoGebra, tenim
les instruccions segiients:

(a) Primer obrim la finestra de la Grafica 3D, per fer-ho hem de clicar sobre
la pestanya de visualitza i ens apareix aquesta opcid

(b) Una vegada tenim grafica 3D, construim un con, donant-li centre, vertex
i radi de la base.
Per exemple: centre (0,0,0), vertex (0,0,4) i radi 3.

(¢) Ara crearem punts lliscants d, e, f, g i definirem el pla: dx + ey + fz =
g.
Observacié: A I’hora d’utilitzar les lletres pels punts lliscants,

hem de tenir en compte les que ja estan assignades automaticament
pel GeoGebra.

Ampliacié: L’eina del punt lliscant ens permet introduir un
parametre per canviar el valor d’una dada.
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(d) Una vegada fet aixo calculem la interseccié d’aquest pla amb el con, fent
servir la instruccié interseccio.

Fes el mateix amb el cilindre i compara els resultats.

19



SOLUCIO

1. Les seccions que trobariem si talléssim el con per un pla son, 'el-lipse, la
circumferencia, la parabola i la hiperbola:

EN / - S EN ’// \\‘
”’ / \\ “ ‘\ \/{/,‘
N4
Y \ ' ;

/ Ed
2. Aquestes seccions s’anomenen céniques.

3. Si el lloc d’utilitzar el con fem servir el cilindre, obtenim 1'el-lipse, la circum-
ferencia, el rectangle i/o quadrat:

ES @ ES EJd

‘ \\ \ / /’//

4. Com podem veure en les imatges segiients, les seccions que tenen la mateixa
forma tant en el con com en el cilindre sén ’el-lipse i la circumferencia.
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4.2 CONSTRUIM LA HIPERBOLA

Descripcio:

Posem cada element del material al seu lloc, fem un petit llag al extrem lliure del
cordell. Col-loquem aquest llag al clau situat en F’ i el forat de la regla en el clau
situat en F. Amb un retolador i tensant el cordell de manera que sempre estigui en
contacte amb la regla. En moure el retolador mantenint-lo en contacte amb la regla
i el cordell tensat s’anira dibuixant una rama de la hiperbola.

Per dibuixar 'altra rama, repetirem la mateixa operacid, pero aquesta vegada
col-locarem el lla¢ del cordell en el clau situat en F i el forat de la regla en el clau
situat en F".

Imatge:

Objectius:

Aquesta activitat consta de dibuixar la hiperbola, amb 'objectiu de treballar la
definicié d’aquesta com a lloc geometric, coneixer i saber distingir els seus elements,
tot utilitzant material manipulatiu.

Aspectes didactics i metodologics:

En primer lloc mostrarem a ’alumnat els elements basics de la construccio, el
focus (F) i recordarem la definicié de la hiperbola com a lloc geometric dels punts
del pla tals que la diferencia de distancies als focus és, en valor absolut, constant.

Una vegada realitzada la construccié fem la demostracié de que la corba obtin-
guda és realment una hiperbola a partir de la seva definicié com a lloc geometric.

Finalment donarem una llista de preguntes a ’alumne per respondre .
Comprovacié del metode:

Es evident que la longitud de la regla menys la longitud del cordell és constant.
Pero la longitud de la regla és AP + PF i la longitud del cordell és AP + PF’.

Per tant, podem escriure: (AP + PF) — (AP + PF’) = constant.
Eliminant AP tindrem que PF — PF' = constant.
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Per l'altra rama de la hiperbola obtindriem la diferencia al revés pero la condicié
del valor absolut que apareix en la definicid, fa que el ordre resulti indiferent. Es
interessant observar que la constant que defineix la hiperbola és la diferencia entre
la longitud de la regla i la del cordell que es pot visualitzar facilment que coinci-
deix amb la distancia entre els vertex de la hiperbola obtinguda. Amb cordells de
diferents longituds s’obtindran hiperboles diferents.

Recursos emprats:

Per la construccié del hiperbola necessitarem una superficie amb dos claus, que
seran els focus F i F’, i una regla que tingui un tros de cordell lligat a un dels
seus extrems i un forat a l'altre. Fem un petit llag al extrem lliure del cordell.

Col-loquem aquest llag al clau situat en F’ i el forat de la regla en el clau situat en
F.

Interdisciplinarietat:
Esta directament relacionat amb dibuix técnic.
Que ens afegeix?

El fet de dibuixar la hiperbola fent servir la seva definicié com a lloc geometric,
ajuda a visualitzar aquesta definicid, i coneixer els seus elements.
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FITXA:CONSTRUIM LA HIPERBOLA

. Per dibuixar la hiperbola, que necessitaries?
. Com saps que el metode que has fet servir per dibuixar la funciona?
. Com es defineix la hiperbola com a lloc geometric?

. Escriu matematicament aquesta definicid, i déna la seva equacié analitica.
Ampliacié:
La hiperbola b?z? — a?y? = (ab)? té per asimptotes les rectes bx — ay = 0 i
br + ay = 0.

2

Si prenem a = b, obtenim l'equacié z? — 3%, que té per asimptotes y = z,

Y= —x.

Aquesta equacio rep el nom de hiperbola equilatera,centrada a 1'origen.

. Donada la hiperbola b%z? — 16y% = 256, troba els valors del parametre b pels
quals és una hiperbola equilatera.

. Com podem dibuixar la hiperbola amb el GeoGebra? Que passa si anem
variant la distancia entre els focus?
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SOLUCIO

1. Per dibuixar la hiperbola, necessitem els dos focus i un punt de la hiperbola,
o bé dos focus i la diferencia constant.Aleshores fent servir el meétode descrit
abans, obtenim la hiperbola.

2. Per comprovar que el metode que hem fet servir funciona, el que comprovarem
és si la corba generada pel metode cumpleix la definicié de la hiperbola.

En efecte, tal com vam veure a la part de comprovacié del metode, la corba
generada per aquest metode és una hiperbola.

3. La hiperbola com a lloc geometric es defineix com els punts del pla tals que
la seva diferencia de distancies als focus es, en valor absolut, constant.

4. Si escrivim aquesta definicié matematicament tenim que la hiperbola és:
P ={(z,y) € R? tals que |d(P, F}) — d(P, F})| = 2a}.
Sigui doncs Fy = (f,0), Fo = (—f,0) 1 P = (z,y) i la diferéncia constant és
2a aleshores tenim:

V(@ + )2+ y—02—+/(z—f)2+(y—0)? =2a

Operant obtenim: 2—; — f2y—_2a2 =1

Si fem262 = f? — @2, amb la condici6é de f > a aleshores obtenim la seguient:
2
S-g-1
5. En aquest apartat de l'activitat, ens donen una hiperbola que té 'equacio
segiient: b%2% — 16y% = 256 amb parametre b sense determinar, es demana
veure per quin valor de b és equilatera.

Consideren les seves assimptotes:

br —4y =0
br +4y =0
D’on considerant a = b resulta:
=y
Per tant, la hipérbola inicial s’ha transformat en z? — y?> = 16, i podem

concloure que b = 4.

6. Per dibuixar la hiperbola amb el GeoGebra farem servir la instruccio hiperbola
donant-li els focus i un punt. Com podem observar en les imatges segiients,
en moure els focus varia I’excentricitat de la hiperbola, podem obtenir, entre
d’altres rectes, paral-leles o secants.
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4.3 CONSTRUIM L’EL-LIPSE

Descripcié:
La construccio de I’el-lipse es pot fer amb el conegut metode del jardiner.

Es tracta de partir de la definicié d’el-lipse com el lloc geometric dels punts tals
que la suma de distancies als focus és constant. La longitud del cordill és igual a
la suma d’aquestes distancies, equivalent a 2a. Aixi per dibuixar I’el-lipse, tensem
el cordill amb el retolador i, en desplacar-ho, ens anira tragant l’el-lipse. Podem
fer servir cordills de diferents longitud, i observar com va variant ’excentricitat de
I’el-lipse resultant.

També podem variar la distancies entre els focus, fent servir diferents forats.
Aixi si mantenim la longitud del cordill i anem separant F i F’ observarem que cada
vegada l’el-lipse sera més excentrica. Si, mantenint la longitud del cordill, anem
ajuntant F i F’ observarem que ’el-lipse s’apropa a una circumferencia i si F i F’
arribessin a coincidir tindriem exactament una circumferencia.

Imatge:

Objectius:

Aquesta activitat consta de dibuixar 'el-lipse, amb l'objectiu de treballar la
definicié de I’el-lipse com a lloc geometric, coneixer i saber distingir els seus elements,
tot utilitzant material manipulable.

Aspectes didactics i metodologics:

En primer lloc mostrarem a ’alumnat els elements basics de la construccio, el
focus (F) i el cordill (d), i recordarem la definicié de 'el-lipse com a lloc geometric
dels punts del pla la suma de distancies dels quals a dos punts fixos, anomenats
focus és constant.

Despres dibuixem 1’el-lipse destacant la definicié donada. Una vegada realitzada
la construccié fem la demostracié de que la corba obtinguda és realment un el-lipse
a partir de la seva definicié com a lloc geometric.

Finalment donarem una lista de preguntes a ’alumne per respondre.
Comprovacié del metode:

Naturalment la suma de distancies des de cada un dels punts obtinguts als focus
és constant, per ser aquesta igual a la longitud total del cordill.
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Tenim que 'el-lipse és el lloc geometric dels punts del pla la suma de distancies
dels quals a dos punts fixos, anomenats focus és constant, donat que la longitud
del cordill és constant, i tenim que la suma de distancies des de cada un dels punts
obtinguts als focus és constant, aleshores aquest metode és correcte.

En efecte tenim:
PF + PF’" = longitud del cordill = constant.

Recursos emprats:

Disposarem d’una superficie amb dos claus situats en els punts F i F’ (que seran
els focus), un tros de cordell de longitud major que la distancia entre els focus, cada
extrem l'unirem a un dels claus, un retolador i un paper.

Interdisciplinarietat:
Esta directament relacionat amb dibuix técnic.
Que ens afegeix?

El fet de dibuixar l’el-lipse amb aquest metode fa que 'alumne visualitzi la
definicié del lloc geometric de 1’el-lipse, com canvia la I'excentricitat en canviar la
longitud del cordell i/o la distancia entre els focus.
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FITXA:CONSTRUIM L’EL-LIPSE

Imatge:

1. Per dibuixar ’el-lipse, que necessitaries?
2. Com saps que el metode que has fet servir per dibuixar-lo funciona?

3. Fes servir el GeoGebra i explica que passa en variar la distancia entre els
focus.

4. Com es defineix 'el-lipse com a lloc geometric?
5. Escriu matematicament aquesta definicié.

6. Fent servir aquesta definicid, escriu 'equacié analitica de 1’el-lipse.
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SOLUCIO

. Per dibuixar 'el-lipse necessitem dos focus i un punt de l'el-lipse, o bé dos
focus i la suma de distancies que ha de ser constant.Aleshores fent servir el
metode descrit abans, anomenat el metode del jardiner, obtenim I’el-lipse.

. Per comprovar que el metode que hem fet servir funciona, el que comprovarem
és si la corba generada pel metode compleix la definicié de 1’el-lipse. En efecte,
tal com vam veure a la part de comprovacié del metode, la corba generada
per aquest metode és un el-lipse.

. En canviar la distancia entre els fous, canvia I'excentricitat de ’el-lipse, i si la
distancia entre els focus és 0, la conica que obtindrem és la circumferencia.

. L’ellipse com a lloc geometric es defineix com els punts del pla la suma de
distancies dels quals a dos punts fixos, anomenats focus, és constant.

. Si escrivim aquesta definici6 matematicament tenim que 1’el-lipse és:

P ={(z,y) € R? tals que d(P, ) + d(P, F,) = 2a}.

. Sigui dones Fy = (f,0), [y = (—f,0) i P = (z,y) i la suma de distancies és
la constant 2a aleshores tenim:

VEF N2+l —02++/(z—f)>+ (y—0)2=2a

Operant obtenim: i—z + % = 1.

Si fem b? = a® — f2, aleshores obtenim la seguient: z—z + Z—j =1.
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4.4 CONSTRUIM LA PARABOLA

Descripcio:

En primer lloc mostrarem a l’alumnat els elements basics de la construccid,
el focus (F) i la directriu (d), i recordarem la definicié de la parabola com el lloc
geometric dels punts que equidisten del focus i de la directriu. Posarem els elements
de construccié tal com es mostra a la figura. En particular, un extrem del cordill
es fixara en el vertex A i l'altre extrem en el focus F. Col-locarem el retolador de
manera que tensi el cordell i a la vegada estigui en contacte amb ’escaire. En moure
I’escaire el punt P anira dibuixant la parabola de focus F i directriu d.

_—

Imatge:

Objectius:

Aquesta activitat consta de dibuixar la parabola, amb 'objectiu de treballar la
definicié d’aquesta com a lloc geometric, coneixer i saber distingir els seus elements,
tot utilitzant material manipulable.

Aspectes didactics i metodologics:

En primer lloc mostrarem a l’alumnat els elements basics de la construccio, el
focus (F) ila directriu (d) recordarem la definici6 de la parabola com a lloc geometric
dels punts del pla que equidistin del focus i la directriu. Despres dibuixarem la
parabola destacant la definicié donada. Una vegada realitzada la construccié fem
la demostracié de que la corba obtinguda és realment una parabola a partir de la
seva definicié com a lloc geometric.

Finalment donarem una llista de preguntes a ’alumne per respondre.
Comprovacié del metode:

Per demostrar que la corba obtinguda és una parabola de focus F i directriu d,
n’hi ha prou recordar que la parabola és el lloc geometric dels punts del pla que
equidistin del focos i la directriu, i observar que la distancia de qualsevol punt P al
focus (PF) coincideix amb la longitud del tros de cordill que falta en PR.

Recursos emprats:

Per la construccié de la parabola utilitzarem una superficie amb un clau en el
punt on es situara el focus F, una regla que senyalara la directriu D, un escaire i un
tros de corda de la mateixa longitud que el catet llarg del escaire, i un paper que
col-locarem sobre la superficie per dibuixar a sobre.

Interdisciplinarietat:
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Esta directament relacionat amb dibuix técnic
Que ens afegeix?

El fet de dibuixar la hiperbola fent servir la seva definicié com a lloc geometric,
ajuda a visualitzar aquesta definicid, i coneixer els seus elements.
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FITXA:CONSTRUIM LA PARABOLA

Imatge:

1. Per dibuixar la parabola, que necessitaries?

2. Com saps que el metode que has fet servir per dibuixar-la funciona?
3. Com es defineix la parabola com a lloc geometric?

4. Escriu matematicament aquesta definicio.

5. Fent servir aquesta definicid, escriu I'equacio analitica de la parabola.

6. Amb I’'ajuda del GeoGebra experimentem com varia ’excentricitat de la parabola
en canviar la distancia entre el focus i la directriu.
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SOLUCIO

. Per dibuixar la parabola necessitem el focus i la directriu, aleshores fent servir
el metode descrit abans, obtenim la parabola.

. Per comprovar que el metode que hem fet servir funciona, el que comprovarem
és, si la corba generada pel metode compleix la definicié de la parabola.
En efecte, tal com vam veure a la part de comprovacié del metode, la corba

generada per aquest metode és una parabola.

. La parabola com a lloc geometric es defineix com els punts del pla que equi-
distin del focus i la directriu.

. Si escrivim aquesta definicié matematicament tenim que la parabola és:

P ={(z,y) € R? tals que d(P, F') = d(P, D)}.

. Sigui doncs F' = (0, f), P = (x,y) un punt de la parabola amb directriu l'eix
de les X aleshores tenim:

Ve =02+ (y—f2=y+f
Operant obtenim: 2% +y? — 2fy + f2 = y? + 2fy + f>

Per tant tenim que la parabola té per equacié: % = 4fy

. En variar la distancia entre el focus i la directriu, ens canvia ’excentricitat de
la parabola.

Tal com mostren les segiients imatges, com més lluny estigui el focus de la
directriu, més oberta és la parabola obtinguda.
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4.5 LES PROPIETATS FOCALS DEL EL-LIPSE I DE LA
PARABOLA

Descripcié:
Construirem un el-lipse i una parabola i les tallarem sobre una placa de cartré-

ploma. En la ranura resultant encaixarem una lamina flexible i allargada de paper
de plata dur o paper de estany.

En el cas de I'el-lipse, situem un laser en un dels focus i fent que la llum rebota en
el contorno observarem que el raig reflectit passa per I'altre focus. Movent el punt
del contorn sobre el qual es reflexa el laser s’observa que el raig reflectit continua
passant pel focus.

Fent un experiment semblant amb la parabola projectant el laser paral-lelament
al eix de la parabola i observant que, en reflectir, passa pel focus.

Imatge:

Objectius:

Analitzar les propietats focals de les coniques i mostrar el seu us en la vida
quotidiana.

Aspectes didactics i metodologics:

En primer lloc posarem els elements del experiment tal com mostra la figura.
Despres comencem a experimentar les propietats focals de cada conica.
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Una vegada fet el experiment, expliquem 1’aplicacié d’aquesta propietat.
Recursos emprats:

Una lamina flexible i allargada de paper de plata dur o paper de estany, una
placa de cartré-ploma, escaire, compas i regla.

Interdisciplinarietat:
Esta directament relacionat amb fisica i reflexié dels raig de llum.
Que ens afegeix?

Amb aquesta activitat fem notar la importancia de les propietats focals de les
coniques en la vida quotidiana.
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FITXA:LES PROPIETATS FOCALS DEL EL-LIPSE I DE LA
PARABOLA

1. Busca informacié sobre les cuines solars paraboliques i les antenes paraboliques,
explica com funcionen i quina relacié tenen amb les propietats focals de la
parabola.

2. Busca informacié sobre la litotricia per ones de xoc, explica quina relacio té
amb la propietat focal de 'el-lipse?

3. Déna una altra aplicacié de la propietat focal de 1’el-lipse.

36



SOLUCIO

1. Les cuines solars sén artefactes que permeten cuinar aliments usant el sol com
a font d’energia.

Per la construccié d’aquestes cuines s’utilitza una superficie paraboloide de
revolucié feta amb material reflectant, per concentrar I’energia solar incident
i generar la temperatura necessaria per la coccié dels aliments.

Partint de la propietat focal de la parabola, hem de posar el recipient en el
focus on se centra l’energia.

Les antenes paraboliques funcionen de manera analoga, és a dir, sén superficies
reflectants que concentren les ones electromagnetiques al focus on es troba el
receptor.

2. La litotricia per ones de xoc és una operacié que es fa dins del ronyé per desfer
les pedres per tal que puguin sortir per la uretra.

Per fer I'operacié es fa servir un llit el-lipsoidal, on dorm el malalt de forma
que el rony6 quedi situat en un dels focus i emeten ones per 'altre per tal de
desfer les pedres que hi han.

Una altre aplicacié d’aquesta propietat la podem trobar en aules de la facultat
de matematiques de la UB, que tenen sostre el-lipsoidal. Aquest efecte permet
la insonorizacié d’aules.
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4.6 LA HIPERBOLA COM A ENVOLUPANTS DE FAMILIA
DE RECTES

Descripcioé:
En aquesta proposta es mostren altres propietats de la hiperbola, els envolupants.

Dibuixarem una circumferencia amb cetnre C, i marcarem un punt P sobre ella
i un altre Q) fora. Després tracarem una recta per P que sigui perpendicular a la
recta PQ.

En moure el punt P sobre la circumferencia, el envolupant resultant esta dividida
en dues corbes que son les rames d’una hiperbola.

Imatge:

Objectiu:
Mostrar i explicar la construccio de la hiperbola per envolupants.
Aspectes didactics i metodologics:

Amb el material que tenim, dibuixem la hiperbola amb el meétode descrit abans.
Després demanarem als alumnes que construeixen amb el GeoGebra la hiperbola
utilitzant aquest metode.

Finalment els donarem un qiiestionari per respondre.
Recursos emprats:

Paper vegetal, compas, regla, escaire i el GeoGebra.
Interdisciplinarietat:

Esta relacionat directament amb dibuix tecnic.

Que ens afegeix?

Coneixer els elements de la hiperbola, i treballar el concepte d’envolupant d’una
familia de rectes.
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FITXA:LA HIPERBOLA COM A ENVOLUPANTS DE FAMILIA DE
RECTES

1. Busca la definicié d’envolupants.

2. Amb el GeoGebra construeix la hiperbola utilitzant aquesta definicié d’envol-
vent ( Tal com hem explicat a classe).

3. Quin nom rep el punt Q respecte la hiperbola? Hi ha algun altre punt que
tingui el mateix nom? En cas afirmatiu com la podem trobar?

4. Quines son les asimptotes d’aquesta hiperbola?
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SOLUCIO

1. Una corba envolupant és una corba tangent a totes les d’una familia de corbes
donada.

2. Construciiéo amb el GeoGebra.

(a) Donem les coordenades del punt C.

(b) Amb l'eina circumferéncia donats el centre i el radi dibuixem la circum-
ferencia (Donem qualsevol valor al radi).

(¢) Agafem un punt P sobre aquesta, i un altre Q fora.

(d) Dibuixem la recta PQ i una perpendicular a aquesta que passi per P,
anomenem-la s.

(e) Si fem visible el trag de la recta s, i movem el punt P, ens dibuixa la
hiperbola.

3. El punt Q és un dels focus de la hiperbola, i com que la hiperbola té dos focus
aleshores hi ha un altre punt Q’, que és el segon focus.

Per trobar aquest, sabem que el centre de la circumferencia és també el centre
de la hiperbola, aleshores si calculem el punt simetric de Q amb centre de
simetria C, aquest és Q.

Amb el GeoGebra podem comprovar que la hiperbola que generem amb el
punt Q, P i la circumferencia de centre C, coincideix amb la generada amb
aquesta circumferencia el punt Q’ i P.
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4. Les asimptotes d’aquesta hiperbola, son les rectes CQ i CQ’.
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4.7 TOREMA DE GULDIN

Descripcio:

Aquesta activitat pretén treballar el teorema de Guldin, aplicada sobre diferents
tipus de linies planes.

Imatge:

T

Objectius:

Mostrar el teorema de Guldin i saber calcular I'area de la superficie engendrada
pel gir complet d'una linia plana.

Aspectes didactics i metodologics:

En primer lloc mencionarem el calcul de I’area del cilindre, després veurem com
podem obtenir el cilindre amb el generador de superficies que tenim, una vegada
sabem com podem generar el cilindre relacionem la formula del calcul d’area amb
el teorema de Guldin.

Recursos emprats:

Cilindre, generador de superficies i linies planes.
Interdisciplinarietat:

Esta directament relacionat amb fisica.

Que ens afegeix?

Saber calcular ’area i el volum de superficies de revolucid, i també es treballa la
construccié d’aquestes superficies amb el GeoGebra.
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FITXA:TEOREMA DE GULDIN

Construccio de superficies amb GeoGebra

1. Com podem obtenir les segiients superficies de revolucié? Com s’anomenen?

2. Aplica el teorema de Guldin per calcular I’area del tor de radis 31 5. Coincideix
amb la formula?

3. Si volem obtenir cossos solids com ho podem fer?

4. Com podem calcular el volum d’aquests cossos?
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SOLUCIO

. Les superficies de revolucié que ens donen a la fitxa sén respectivament, el
tor, 'el-lipsoide, I'hiperboloide i el paraboloide.

Per I'obtencié d’aquestes superficies hem de fer girar una circumferencia, un

el-lipse, una hiperbola i una parabola, respectivament.

. Si el radi de la circumferencia que gira és 3 cm , aleshores la seva longitud és
2 x 3 x m,isien girar-la el seu centre descriu una circumferencia de radi 5
cm, per tant tenim que la distancia que recorre el seu centre és 2 X 5 x 7.

Aplicant el teorema de Guldin tenim que ’area d’una superficie torica de radi
3cemidem és

A=(2x3xm) X (2x5xm)cm?
. Si volem obtenir cossos solids hem de fer girar superficies en lloc de corbes.

. Per calcular el volum d’aquests cossos de revolucié, hem de fer el producte de
I’area d’aquestes superficies per la longitud de la circumferencia descrita pel
seu centre de gravetat.
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4.8 CONIQUES AMB LA DISTANCIA DEL TAXISTA

Descripcio:

Amb aquesta activitat responem a la pregunta que hom pot fer quant vol des-
placar d'un lloc a un altre, quin és el recorregut minim que hem de fer per arribar
a la nostra destinaci6?

Objectius:

Coneixer distancies no euclidianes mitjancant la geometria del taxista, i veure
com son les coniques en aquesta distancia.

Aspectes didactics i metodologics:

En primer lloc introduim I’alumne en el contex que ens interesa, plantejant-li
diverses preguntes, com per exemple quin és el minim recorregut que podem fer,
si volem anar caminant des de la facultat de matematiques de la UB a I’Escola
Universitaria d’Enginyeria Tecnica Industrial de Barcelona?

Després introduirem la distancia del taxi, donant li un mapa i dos punts marcats
sobre el mapa quadriculada.
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sante Cate (=Vg

o Gran Via de les
Corts Catalane

> <
Lidl (=

otel Acevi Villamoel g °

L)
O Universitat 13
= Uillareral (3 ¢

Recursos emprats:

Una superficie quadriculada i xinxetes per anar-hi marcant posicions.
Connexions internes:

Ens relaciona la combinatoria amb la geometria.

Que ens afegeix?

Ens dona coneixer l'existencia d’altres distancies diferents de les habituals, i
a més ens relaciona la geometria amb la combinatoria, que és una altre area de
matematiques.
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FITXA:CONIQUES AMB LA DISTANCIA DEL TAXISTA

1. Si volem anar caminant des de la facultat de matematiques de la UB a I'Es-
cola Universitaria d’Enginyeria Tecnica Industrial de Barcelona, De quantes
maneres diferents ho podem fer recorrent el cami més curt possible?
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2. En la geometria euclidiana dos circumferéncies tangents només tenen un punt
de tangencia. Passa el mateix a la geometria del taxista?

3. Déna un exemple de cada conica amb la distancia del taxi.
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SOLUCIO

1. Sigui m les quadricules que caminen horitzontalment, i n les que caminen
verticalment, aleshores el nombre de camins mimins és:

(n+m) _ (n+m)!

m J  (m)(n)!"
Si n = m, aleshores obtenim la segiient fomula:

(m) _ (2m)!

m) (n)!2'

Ampliacié: Tenim que la distancia de Minkowski, es descriu com:
n 1
din (A, B) = Xk |a; — bi])m.
On A=(ay, ....... an), 1 n la dimensié del espai on treballem.
En el cas m=1, obtenim la distanica del taxista.

2. Les circumferencies tangents poden tenir més d’un punt de contacte, tal com
es pot veure en les imatges segiients, si desplacem les circumferencies es poden
tocar en més d’unt punt.

Exemple de les circumferencies:
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Exemple dels el-lipses:
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4.9 TRIANGLE DE REULEAUX

Descripcio:

Si ens fixem en les tapes dels embornals, la majoria son circulars perque si no
ho fos podrien caure dins del mateix embornal.

Per exemple, si la tapa fos quadrada, en girarla aquesta podria caure dins del
forat. Aix0 no passa amb les tapes circulars.

Existeix alguna altra figura que pugui complir aquest objectiu?

Imatge:

Objectius:

Amb aquesta activitat mencionarem I'amplitud d’una figura, veurem les figures
que tenen amplitud constant i estudiar algunes propietats del triangle de Reuleaux.

Aspectes didactics i metodologics:

En primer lloc mostrarem recipients amb tapes que tenen forma triangular, qua-
drada, rectangular i circular, i experimentem que passa si girem les tapes? Una
vegada observada la propietat que té el cercle, ens preguntem que és el que fa que
el cercle no caigui? hi ha altres formes que tenen la mateixa propietat?

Recursos emprats:
Recipients de diferents formes, el programari GeoGebra, regla i compas.
Que ens afegeix?

Coneixer 'amplitud d’una superficie, el triangle de Reuleaux i les seves propie-
tats.
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FITXA:Triangle Reuleaux

1. Quina relacié hi ha entre les coniques i el triangle de reuleaux?

2. Dibuixa un triangle de reuleaux amb regla i compas. Quant val I'amplitud
d’aquest triangle?

3. Calcula el perimetre d’aquest triangle en funcié del costat del triangle equilater.
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SOLUCIO

1. La relacié que hi ha entre les coniques i el triangle de reuleaux, és que els
vertex d’aquest ultim sén punts d’interseccié de dues circumferencies amb
centres els altres dos vertexs.

2. Per dibuixar el triangle de reuleaux, dibuixem un segment de vertex A i B.
Amb el compas fem centre en A i dibuixem una circumferencia que passa per
B . Repetim el procediment, agafant ara com a centre el punt B i fem que la
circumferencia passi per A.

Aleshores el punt d’interseccié C i els punts A i B sén els tres vertexs del
triangle de Reuleaux.

L’amplitud d’aquest triangle és igual a la longitud del segment AB.

3. Tenim que el radi que forma cada arc té la mateixa longitud que el costat
del triangle equilater, com que els anlges d’un triangle equilater sén iguals i
mesuren 60 graus, aleshores la longitud de cada costat del triangle de Reuleaux
és:

_ 27R
L= 6

On R és el radi del arc.

Per tant el perimetre és:
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4.10 VARIACIO D’AREA I PERIMETRE

Primerament, m’agradaria esmentar que com a referencia a aquesta activitat, vaig
fer servir el llibre Materiales para construir la geometria [7] de Claudi Alsina, Carme
Burgués i Josep M* Fortuny.

Descripcio:

Formarem un triangle equilater ABC amb un cordill tens, els vertexs del qual
son rodes que giren. A linterior del triangle ABC formarem un altre MNP que
també ha de ser equilater. Tal com mostra la imatge segiient.

Imatge:

Objectius:

Estudiar els triangles, experimentar el canvi d’arees i perimetres d’aquests i
introduir el calcul d’area mitjancant integrals.

Aspectes didactics i metodologics:

En primer lloc mostrarem el materials als alumnes perque experimenten el que
passa en girar una de les rodes del triangle exterior.

Després els hi demanarem que ho facin amb el GeoGebra, i al final els hi donarem
la fitxa de treball que han de respondre.

Recursos emprats:

El material construit, i el programari del GeoGebra.
Connexions internes:

Ens relaciona integrals amb geometria.

Que ens afegeix?

Ens defineix el calcul d’area mitjancant la integral definida.
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FITXA:Triangle Reuleaux

Instruccions per a la construcié amb el GeoGebra.

1. Amb l'eina de poligon regular construim un triangle equilater IJK.

2. Agafem un punt sobre un costat d’aquest triangle fent servir 1’eina punt en
un objecte.

3. Calculem la distancia entre aquest punt i el vertex més proper, després per
cada vertex fent centre en ell i dibuixem una circumferencia de radi la distancia
calculada abans.

4. Marquem els punts d’interseccié de la circumferencia amb els costats del tri-
angle.
Nota: No pot haver dos punts sobre el mateix costat.

5. Una vegada tenim els 3 punts d’interseccié L, M i N, els unim formant un
triangle equilater.

Ara experimentem el que passa en moure el punt L (el primer punt que vam
agafar sobre un costat del triangle gran).

Nota: En aquest cas no tenim rodes per girar, sindé que movem el punt L.

1. Com so6n les corbes que ens generen els costats del triangle interior?
2. Es la figura que ens genera un triangle de Reuleaux? Justifica la resposta.

3. Com podem calcular I’area de la figura generada?
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SOLUCIO

1. Les corbes que ens generen els costats del triangle interio LMN son les paraboles,
com podem veure en la imatge seglient.

2. La figura que ens genera s’assembla al triangle de reuleaux pero no ho és. Per
comprovar-ho primer hem de trobar els vertex d’aquesta i dibuixar el triangle
de reuleaux partint d’aquests vertex. Amb el GeoGebra es pot veure que les
figures no sén iguals, tal i com ens mostra la imatge segiient.
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Poligond

3. Per calcular I’area aplicarem la definicié d’integral definida. Per tant primer
hem de trobar l'equacié de les corbes que ens limiten la regié que volem
calcular la seva area. I aix0 ho podem trobar en la finestra algebraica del
GeoGebra, i també trobem els punts d’interseccié d’aquestes.
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5 Conclusions

A nivel de conclusions del treball realitzat durant el TFG m’agradaria destacar
diferents aspectes.

Gracies a aquest treball he pogut ampliar els coneixements de geometria treba-
llats en el grau, amb un enfocament més experimental emprant materials maipu-
latius i TAC. Aix0o amplia molt les possibilitats per treballar amb els alumnes a
'ula.

El bolc de geometria és molt flexible pel que fa a I'is del material didactic, cosa
que no es té en compte a 'hora de treballar-la a l'aula, i aix0 queda reflectit en el
poc Us tant de GeoGebra com dels materials manipulatius.

Dels documents consultats i de les entrevistes realitzades, podem concloure que
a causa de la gran dificultat que tenen els alumnes de secundaria en I'aprenentatge
de geometria, el nivell amb el qual arriben al Batxillerat és baix.

Cal remarcar també que a més d’aquestes dificultats que porten els alumnes, hi
han d’altres associades a la formacié del professorat, ja que la majoria ensenyen
els alumnes amb l'objectiu de que aprenguin l’essencial per aprovar els examens
de Batxillerat i selectivitat, fent un enfocament que a vegades és massa mecanic i
superficial, cosa que afecta la capacitat d’abstraccié que tenen els alumnes.

També notem un desequilibri tant en el temps que es dedica al bloc de geometria
en comparacio amb la resta de blocs, com en el tipus d’activitats, on la gran part
son teorics, gairebé no hi ha activitats experimentals, tot i que sén un instrument
molt potent que ens pot ajudar a relacionar els conceptes matematics amb la forma
fisica.

Aixi que per a un millor aprenentatge de la geometria, és necessari un continu
aprenentatge del professorat, ja que si els professors son conscients de les oportuni-

tats que ens ofereixen els continguts geometrics, i ho tenen en compte a ’hora de
plantejar activitats la forma d’ensenyar la geometria canviara.

Seria interessant enriquir les propostes que fan els llibres de text amb activitats
creades pel professorat que donin sentit als continguts treallats.

Les propostes centrades en el treball amb les coniques només pretnen ser un
exemple de les possibilitats que ens poden oferir els diferents continguts de Batxi-
llerat si es complementen amb aquesta tipus d’activitats.

Finalment, i més a nivel personal, després d’haver dut a terme aquets treball
Final de Grau es confirma la meva decisié de dedicar-me a la docencia a secundaria.
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