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Resum

Aquest treball analitza les propietats dels processos puntuals espacials i la seva capacitat per
generar estructures amb un ordre especial conegut com a hiperuniformitat. L’objectiu del treball és
descriure matematicament com determinades interaccions locals poden suprimir gairebé per complet
les fluctuacions de densitat a gran escala. Després de formalitzar el marc teoric mitjancant la teoria de
la mesura, es contrasten els models de referencia basats en la independencia, com el procés de Poisson,
amb sistemes on existeix una repulsio entre punts. L’estudi aprofundeix en els Processos Puntuals
Determinantals (DPPs), demostrant que la seva estructura de correlacié negativa els permet complir
la sum rule, condicié analitica equivalent a la hiperuniformitat. Finalment, es presenten diversos
exemples i una visualitzacié realitzada amb el programari matematic (Wolfram Mathematica) que
il'lustra la transicié des de la independencia de punts pura fins a una correlacio i ordre global propi
dels nuclis del Sinus i de Bessel.

2020 Mathematics Subject Classification. 60G55, 60G57, 82B21
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Introduccié

L’estudi dels processos puntuals és una de les branques més fascinants de la probabilitat moderna i
I’estadistica espacial. Un procés puntual no és simplement una colleccié de coordenades en un mapa;
és un objecte estocastic complex que ens permet modelar el moéon real alla on els esdeveniments
apareixen de forma discreta en un continu. Des de la distribucié de les galaxies en 'univers fins a
la localitzacié de cellules a la retina [1], passant per I'arribada de paquets de dades a un servidor
o la posicié dels arbres en un bosc, els processos puntuals ens ofereixen el llenguatge necessari per

descriure 'atzar geometric.

Historicament, el model de referéncia ha estat el procés de Poisson [2]. Aquest procés encarna la
idea de 'aleatorietat pura, on cada punt es materialitza de forma totalment independent de la resta.
En el moén de Poisson, no hi ha interaccié, no hi ha memoria i no hi ha estructura: els punts poden
apareixer tan a prop l'un de l'altre com 'atzar dictamini. Tanmateix, la natura poques vegades és
tan caotica. En els sistemes biologics o fisics, els objectes competeixen per recursos, es repelleixen
o s’organitzen seguint regles que busquen un cert equilibri. El present treball neix de la necessitat
d’explorar aquest territori situat entre el desordre total del gas de Poisson i la rigidesa absoluta d'un
cristall o una graella determinista.

L’objectiu general d’aquest Treball Final de Grau és analitzar com les interaccions locals entre
punts, i especialment la propietat de repulsié, poden donar lloc a un fenomen sorprenent a escala
global: la hiperuniformitat [3]. Un sistema hiperuniforme és aquell que, tot i semblar desordenat a
petita escala, presenta unes fluctuacions de densitat anomalament baixes quan s’observa en grans

dominis.

Per arribar a aquest concepte, primer establirem els fonaments matematics utilitzant la teoria de
la mesura i formalitzarem el procés puntual com una mesura aleatoria localment finita. Aquesta base
rigorosa ens permetra definir propietats essencials com la simplicitat i ’estacionarietat, exemplificades
a través de les graelles aleatories. També analitzarem dos models fonamentals, el procés Binomial
i el procés de Poisson, que a través de 'estudi de la propietat condicional demostrarem que estan
intimament lligats. Tot seguit introduirem les eines de caracteritzacié estadistica, com la mesura
d’intensitat i les férmules de Campbell, que ens permetran passar de ’esperanca de punts individuals
a 'estudi de parelles de punts mitjancant les mesures de moment de segon ordre i les funcions de
correlacio.

Posteriorment introduirem una forma de caracteritzar la distribucié d’un procés puntual amb el
funcional de Laplace, i estudiarem dos metodes basics per generar nous processos a partir d’altres

ja existents. I finalment, el treball culmina amb l’estudi dels Processos Puntuals Determinantals
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(DPPs) [4]. Aquests processos, que troben el seu origen en la modelitzacié de la fisica quantica
i estudi de les matrius aleatories, ens serviran com el vehicle matematic perfecte per demostrar
I’hiperuniformitat. Veurem com, mitjancant la satisfaccié de I'anomenada sum rule, la repulsié local
d’un nucli determinantal aconsegueix suprimir el desordre a gran escala, creant patrons que combinen
la llibertat de 1’atzar amb 1’equilibri de ’ordre global.
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Capitol 1: El procés puntual i conceptes basics

En aquest primer capitol establirem el marc teoric fonamental per a ’estudi formal dels processos
puntuals, formalitzant la nocié de configuracié de punts com una mesura aleatoria localment finita,

una eina que ens permetra tractar ’atzar geometric amb el rigor analitic requerit.

La presentaci6 seguira principalment la referéncia [2]. En ella definirem les propietats qualitatives
essencials del procés, com l'estacionarietat i la simplicitat, aixi com les magnituds estadistiques
fonamentals, com la mesura d’intensitat, que seran la base per analitzar la hiperuniformitat en els

capitols posteriors.

1.1 El procés puntual com a mesura aleatoria

Considerem un espai base E que sigui un espai metric localment compacte i separable (al llarg del
treball sera un subconjunt de I'espai euclidia), equipat amb la seva o-algebra de Borel B(E) (minima
o-algebra que conté tots els conjunts oberts de E). Volem identificar una possible configuracié de
punts (manera en la que els punts queden distribuits) sobre E, amb una mesura que compti punts.

Definim M,(E) com el conjunt de totes les mesures puntuals localment finites sobre E. Una
mesura u s’anomena puntual i pertany a M,(E) si satisfa dues condicions:
1. Es una suma de masses de Dirac: p=3;8,,, on 2; € E i §,(A) = 1 () per A C E.

2. Es localment finita: per a tot conjunt compacte K C E, u(K) < oo.

La segona condicié evita que en regions fitades tinguem infinits punts ("explosions'del procés).

Per poder definir variables aleatories que prenguin valors en aquest espai M,(E), necessitem
dotar-lo d'una estructura d’espai mesurable. Sigui M, (E) la o-algebra sobre M,(E) generada per
les aplicacions projeccio:

o = pu(C), peratot C e B(E).

Aixo vol dir que M, (E) és la o-algebra més petita que fa que comptar punts en qualsevol conjunt
de Borel sigui una operacié mesurable.

Amb aquesta estructura, ja estem en condicions de donar la definici6 rigorosa de procés puntual.

Definicié 1.1 (Procés Puntual). Sigui (€2, F,P) un espai de probabilitat. Un procés puntual N
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sobre F és una aplicacié mesurable:

N: (Q,]-) — (Mp(E)aMp<E))~

Aquesta definici6 té implicacions practiques importants:

o+ Per a cada realitzacié w € Q, N(w) és una mesura u € M,(E) que donat C' € B(E) podem
escriure com pu(C) = N(w,C) o simplement N,(C). Es pot pensar que un cop fixada la
realitzacié w, N(C') compta els punts que han “caigut” dins del conjunt C' € B(FE).

« Per a qualsevol conjunt mesurable C' € B(E), I'aplicacié w + N, (C) és una variable aleatoria
real (amb valors a Ny U {oo}). Ens hi referirem com a N(C).

Definicié 1.2 (Procés Puntual Simple). Un procés puntual N sobre E s’anomena simple si, gairebé
segurament, no hi ha punts multiples en una mateixa localitzacio.
Es a dir que amb probabilitat 1 no trobarem cap realitzacié w del procés, on hagin caigut dos punts

al mateix lloc exactament. Formalment, per a tot w € €,
N(w,{z}) €{0,1} VzeE.

Exemple 1.3. Un exemple de procés simple seria aquell que modelitza la posicié d’arbres en un
bosc, ja que és impossible tenir dos arbres en un mateix lloc. En aquest exemple I’espai base E seria
el bosc, i cada realitzacié w seria una possible distribucié d’arbres en el bosc.

Tot i que la definici6 de procés puntual com a aplicacié mesurable cap a ’espai de mesures és
la més potent des d’un punt de vista teoric, a la practica és molt més intuitiu treballar amb la

localitzacid dels esdeveniments.

Si el procés N és simple, podem identificar la mesura aleatoria amb una successio de punts aleatoris
{ X, }nen que prenen valors en I'espai E. D’aquesta manera, el procés es pot expressar com una suma

N =Y 6y,

n>1

de masses de Dirac:

on cada X, representa la posicié6 d’'un esdeveniment individual. Aquesta formulacié permet interpre-
tar qualsevol integral respecte a la mesura puntual com una suma sobre els punts de la realitzacio:

L f@NGr) = 3 f).

reN

Aquesta definici6 és el que permet aplicar les eines del calcul integral a ’estudi de patrons espacials
aleatoris.

1.2 Processos Estacionaris

Una propietat molt interessant i ttil que tenen alguns processos puntuals és el fet de ser estacio-

naris.
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Definici6é 1.4 (Procés estacionari). Considerem E = R¢. Un procés puntual N sobre E s’anomena
estacionari si la seva distribucié és invariant sota translacions. Aixo significa que per a qualsevol
r € R? i per a qualsevol collecci6é de Borelians C, ..., Cj, la distribucié conjunta del vector

és identica a la de (N(Cy),..., N(Cy)).
En un procés estacionari, si observéssim el procés en una regié qualsevol, no seriem capagos de

saber quina part de E és la que observem, ja que qualsevol regié de les mateixes dimensions (una
translacid), tindria les mateixes propietats estadistiques que la que estem mirant.

Exemple 1.5 (Processos puntuals en graelles). Un exemple fonamental de procés puntual que di-
fereix notablement del comportament totalment aleatori del Poisson (que veurem més endavant), és
la graella (o grid). Una graella a R? és una colleccié de punts de la forma:

{(anb e ,nde) n; € Z},

on 11, ...,T,; sén constants positives que determinen ’espaiat. Aquest procés no presenta cap mena
d’aleatorietat, ja que els punts sempre estan fixos. Si volguéssim aleatorietzar-lo d’alguna manera,

podriem introduir un desplagament aleatori uniforme, obtenint per exemple a R:
X, =nT+U, ne€sLZ,

on U ~ Uniforme[0,7"). Aquest procés és simple, i el fet d’haver afegit I’atzar amb una variable alea-
toria uniforme, fa que sigui estacionari. Qualsevol interval d’igual longitud té la mateixa distribucié
(les probabilitats de que caiguin punts a I'interior sén les mateixes).

Graella Determinista (T=2)

Graella Aleatoria (w1)

Graella Aleatoria (w2)

10 v v v v 10 10
L] L] L] L]
[ ] L]
8y . . . ) 4 8- 8h
L] L]
L] L]
13 L] L] L] L] 4 6 6
L] L]
L ] L]
4 . . . ) 4 4+ 4l
L] L]
L] L]
2 L[] L] L] L] 4 2+ 2+
. .
L ] L ]
0 a - a - o 0 L
0 2 4 6 8 10 4 6 10 4 10

Figura 1. Comparativa entre una graella determinista (esquerra) i dues realitzacions d’una graella
aleatoria amb desplacament uniforme.

En la comparativa de la Figura 1, 'espai base E és R? i I’espaiat entre punts 7' és igual a 2. La
regié que esta representada a la figura és la d’un quadrat d’area 10x10.
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En el cas de la graella determinista, per qualsevol realitzacié w que fem els punts cauen sempre

en les mateixes localitzacions (seria com si només existis un w), que son:
{(2’”1,27@) n; € Z}

Aqui no tenim estacionarietat, ja que si per exemple considerem un quadrat C; d’area 2x2 centrat
en la posici6 (5,1), sempre contindra 4 punts (a les cantonades), pero si fem una translacié d’aquest
quadrat desplagant-lo 1 unitat a la dreta (diguem-ne Cs al quadrat resultant), aquest només contindra
2 punts, de forma que la distribucié de N(C4) i N(Cy) sera diferent. Concretament P(N(C) =4) =1
iP(N(Cy) =2)=1.

En el cas de la graella aleatoria, a l'introduir una variable aleatoria uniforme (en aquest cas
U ~ Uniforme[0, 2)?), veiem que per diferents realitzacions, els punts cauen en llocs diferents, con-
cretament en punts de estil (segons el valor de U obtingut):

{(2ny +U,2ny +U) : n; € Z}.

En aquest cas si que és un procés estacionari, degut a la variable U introduida. Aixo ens diu, que la
probabilitat de que caiguin k punts en una regié C', és la mateixa que la de que caiguin k punts en

una regié Cy que tingui les mateixes dimensions que Cf.

1.3 La Mesura d’Intensitat i la Funcié d’Intensitat

Un cop establertes les propietats qualitatives del procés puntual, com la simplicitat i ’estaciona-
rietat, cal definir una magnitud que permeti quantificar el nombre esperat d’esdeveniments en 1’espai
(és a dir, quants punts esperem que caiguin, en mitjana, en una regié determinada). Aquest paper

el desenvolupa la mesura d’intensitat, sovint denotada per v.

Definicié 1.6 (Mesura d’intensitat). Sigui N un procés puntual definit sobre un espai base F. La
mesura d’intensitat v es defineix com la mesura sobre (F, B(E)) que assigna a cada conjunt de Borel

C l'esperanca del nombre de punts que cauen en aquest regio:

Perque el procés sigui 1util des d'un punt de vista estadistic, s’assumeix generalment que és de
primer ordre, la qual cosa implica que la mesura v és localment finita. Aixo garanteix que v(C') < 0o

per a qualsevol conjunt acotat C, evitant 'acumulacié infinita de punts en regions finites.

En la majoria de models practics, la mesura d’intensitat es pot expressar mitjancant una funcié
de densitat que anomenarem funcidé d’intensitat de primer ordre i denotarem per pi(x). Si aquesta

funcié existeix, la relacié és:

v(B) :/Bpl(:c) dx.

Aquesta notacié ens permetra, més endavant, definir de forma coherent les intensitats de segon
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ordre po(z,y) i d’ordres superiors.

El fet que un procés sigui estacionari té una implicacié directa sobre aquesta funcié. Si ho és, la
probabilitat de trobar un punt no pot dependre de la seva localitzacié, i per tant, la funcié d’intensitat

ha de ser constant en tot l'espai:
pi(x) =\ VzeE.

Demostracio. Si suposem que la funcié d’intensitat p; és continua a tot l'espai i N és un procés
puntual estacionari, podem demostrar que p;(z) = p1(y) per a qualsevol parella de punts z,y € R”
mitjancant un argument de boles infinitesimals.

Sigui B(z, €) una bola de radi € > 0 centrada en el punt z. Per la definicié de la funcié d’intensitat,

el nombre esperat de punts dins d’aquesta bola és:

E[N(B(w,e))] = |, L)

Considerem ara el punt y. Podem escriure y = x + h, on h = y — x és el vector de traslacio.
Per ser un procés estacionari, sabem que el nombre de punts en qualsevol conjunt C' té la mateixa
distribuci6 (i, per tant, la mateixa esperanca) que la del conjunt translacié C'+ h. En particular:

E[N(B(z,¢€))] = E[N(B(z,€) + h)] = E[N(B(y, €))].

Substituint per les integrals de la densitat:
/ p1(z)dz = / p1(z)dz.
B(x,e€) B(y,e)

Dividim ambdés costats de la igualtat pel volum de la bola, que denotarem com |B(e)|:

! 1
1B(e)] /B(“) p1(z)dz = B /B(y’e) p1(z)dz.

Com que hem suposat que p; és una funcié continua, podem prendre el limit quan el radi de la

bola tendeix a zero (¢ — 0):

1
lim ——— / dz =
B o 1) 4 = 1)

i parallelament,

1
limi/ p1(z)dz = p1(y).
B TB@ oo 1) 42 = W)
Com que les expressions son iguals per a tot €, els seus limits també han de ser-ho:

p1(z) = p1(y).
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I com que z i y sén punts arbitraris de 1’espai, concloem que p; ha de ser una funcié constant:
pi(x) =X\, VreR"

]

La constant A s’anomena simplement intensitat (o ratio) del procés, i representa el nombre mitja
de punts per unitat d’area. De forma que per a un procés estacionari, la mesura d’intensitat és

directament proporcional a la mida de la regio:

v(C) = X-area(C).

En el cas de la graella determinista, és important notar que la mesura d’intensitat no és absoluta-
ment continua, i per tant no es pot expressar mitjancant una funcié d’intensitat ordinaria p; (), sind
com un sumatori de masses de Dirac (en els punts fixos de la graella, la delta de Dirac val infinit, i

en els altres 0).

En I'exemple anterior, un cop introduim l’atzar dins la graella amb la variable aleatoria uniforme
U, el procés es converteix en estacionari, i té funcié d’intensitat constant A=1/T2, on T és l'espaiat

entre punts.

Tot seguit analitzarem dos models que serveixen com a referencia en ’estudi de I'atzar geometric,
el procés Binomial i el procés de Poisson, i veurem la connexié que hi ha entre els dos mitjancant la
propietat condicional. Seguirem la referéncia [5].

1.4 El Procés Binomial

Considerem un procés en el que tenim un nombre fix de punts n, que cauen de forma aleatoria en
una regi6 acotada W C E = R% Anomenem X7, ..., X, a aquests punts, que els podem considerar
com variables aleatories independents i idénticament distribuides (i.i.d), cadascuna d’elles amb una
distribucié uniforme sobre la regié C. Es a dir que cada X; té funcié de densitat

1 .
flz) = Srea(v) ST € w

0 altrament '

Si ara agafem un conjunt acotat C' C R?, tenim que
P(X, € C) = / f(z) do
c

_area(WNC)
~ area(W)
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De forma que la variable N(C') del procés puntual es pot escriure com:

D’aqui podem observar que N(C') segueix una distribuci6é binomial amb parametres n (el nombre de

punts inicial fixat), i
_area(WnNC)
~ area(W)

Per tant

pel fet que N(C') segueix una binomial.

Aquest procés N s’anomena procés puntual binomial [5]. En aquests processos, 1'estacionarietat
només esta dins la regié W on cauen els punts, si es considera tot R? no n’hi ha.

Procés Binomial (n = 25)
w777
[ ]

0 2 4 6 8 10

Figura 2. Realitzacié d'un procés puntual binomial de n = 25, en una quadrat d’area 10x10.

A la Figura 2 podem veure una realitzacié d’un procés binomial.

Comparant-lo amb la Figura 1, observem que en les graelles, existeix una correlacié entre els punts,
és a dir que la posicié d’un punt influeix en la posicié d’un altre (la distancia entre punts sempre és
la mateixa). En canvi en el procés binomial, no existeix cap mena de correlacié entre punts, i tots
son totalment independents, cosa que fa que la distancia entre ells sigui totalment aleatoria, havent

zones amb acumulacions, i zones més buides.
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1.5 El Procés de Poisson

El procés de Poisson és el model teoric de referencia, ja que representa la situacié d’aleatorietat

pura sense interacci6 entre punts.

Des d’un punt de vista practic, la seva simplicitat matematica permet modelar multitud de fe-
nomens naturals i tecnologics. S’utilitza habitualment en ambits tan diversos com l'astronomia
(posici6 de galaxies), la silvicultura (distribuci6é d’espécies arbories sense competéncia per recursos)

i les telecomunicacions (arribada de paquets de dades a un servidor).

Definicié 1.7. Un procés puntual N sobre E és un procés de Poisson amb mesura p si satisfa:

1. Per a tot conjunt mesurable C' amb p(C) < oo, N(C') segueix una distribucié de Poisson de
parametre p(C)

k
P(N(C) =k) =e MC)“(]S:) . k>0
2. Per a qualsevol col - leccié de conjunts disjunts C, . . ., C, les variables aleatories N (C), ..., N(Cg)

son independents.

Per tant tenim que:

pel fet que N(C') segueix una Poisson.

Si considerem £ = R”, u(C) admet una funcié d’'intensitat pi(z) (és a dir u(C) = [ p1(z) dx),
iamés pi(x) =\ Vo € F, tenim un procés de Poisson homogeni (HPP) amb intensitat A. I si en
particular A = 1, s’anomena procés de Poisson estandard.

A la figura 3 podem observar que en el mateix procés de Poisson, el nombre de punts obtinguts

en diferents realitzacions varia (a diferéncia del procés binomial).

Al tenir intensitat constant A = 0.25, es compleix la igualtat:
v(C) = X-area(C).

De forma que el nimero de punts esperat en la regié del grafic d’area 100, és de 25. Per tant, si

féssim infinites realitzacions del procés, la mitjana de punts obtinguts en aquesta regio seria de 25.
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Figura 3. Realitzacions d’un procés puntual de Poisson homogeni d’intensitat A = 0.25, vist en un
quadrat de 10x10

1.6 Relaci6 entre el procés Binomial i el de Poisson: la Propietat Con-
dicional

Ara anem a veure com el procés Binomial i el de Poisson estan connectats. Aquesta relacié es

formalitza en el segiient lema, extret de [5].

Lema 1.8 (Propietat condicional del procés de Poisson). Considerem un procés de Poisson homogeni
N aR? amb intensitat X > 0. Sigui W una regié amb drea finita. Aleshores, si suposem que el nombre
total de punts observats sera n (és a dir, N(W) = n), el procés dins de C C W és exactament un
procés puntual binomial de n punts.

BV = (oo, k0, p= 2

Demostracio. Siguin C C W dues regions de l'espai. Per la definicié de probabilitat condicional i
aprofitant que en un procés de Poisson les variables aleatories en regions disjuntes (N (C') i N(W\C))

son independents, tenim:

P(N(C) = ki N(W\ C) = n— k)
P(N(W) = n)
P(N(C)=k) -P(NW\C)=n—k)
P(N(W) =n) '

P(N(C) =k [ N(W) =n) =

Substituint per la funci6 de probabilitat de la distribucié de Poisson de parametre pc = A-area(C)
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k “n—k
—uc Hc ) | —Hw\c _W\C
<€ k!) (e ! (n—k)!)

n
e~ HUw Hw
n!

ipw = A-area(W):

Simplificant els termes exponencials (atés que pc + pw\c = pw) i reordenant els factorials,

~w ) (Uns) = (-

on p = area(C)/area(W). Aixo correspon exactament a la funcié de probabilitat d’una distribucié

obtenim:

binomial Bin(n, p). O

Aquest resultat ens indica que, si eliminem l’aleatorietat del nimero de punts total obtinguts, les
localitzacions dels punts d’un procés de Poisson sén condicionalment independents i uniformement

distribuides dins de la regié d’estudi.

Observacié 1.9. Podriem dir que per generar un procés de Poisson, primer generem un nombre de
punts n seguint una distribucié Poisson(\ - area(W)) i, a continuacié, distribuim aquests n punts de

manera uniforme i independent, tal com es fa en un procés binomial.
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Capitol 2: Féormules de Campbell i Mesures de Moment

Un cop definit I'objecte matematic, ens interessa estudiar les seves propietats estadistiques. De
la mateixa manera que en teoria de probabilitats estudiem 'esperanca i la variancia d’una variable

aleatoria, en processos puntuals estudiem les mesures de moment.

2.1 Foérmula de Campbell de primer ordre

La mesura d’intensitat v(C') = E[N(C)| ens indica el nombre mitja de punts en un conjunt.
La formula de Campbell generalitza aquest concepte per a qualsevol funcié mesurable, permetent

calcular I'esperanga d’una suma aleatoria sobre els punts del procés [2].

Teorema 2.1 (Férmula de Campbell). Sigui N un procés puntual sobre E amb mesura d’intensitat
v. Per a qualsevol funcié mesurable no negativa f : E — R (o integrable respecte a v), es compleix:

B | 10| = [ s viaw)

reN

La variable aleatoria

[Zf@y

zeN

s’anomena estadistic lineal del procés puntual N.

Aquest resultat és fonamental. Ens permet calcular el valor esperat d’una quantitat que depen de

tota la configuracié aleatoria de punts mitjancant una integral determinista sobre ’espai base.

Demostracio. La demostracio es basa en I'argument estandard d’aproximacié en teoria de la mesura:

Primer suposem que f és una funci6 indicatriu, f(z) = 1¢(z) per a un cert C' € B(E). Llavors:

E { / lc(m)N(dx)} —E[N(C)] = v(C) = / Lo (2)(da).
E E
Aquesta igualtat és certa per la propia definicié de la mesura d’intensitat.

Per la linealitat de l’esperanca i de la integral, el teorema es compleix automaticament per a

funcions simples mesurables (combinacions lineals d’indicatrius) de la forma:

k

f(2) =Y aile,(a).

=1
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Si tenim que f és una funcié mesurable no negativa qualsevol, sabem que existeix una successié

creixent de funcions simples f, T f. De forma que com:

B | Ale)| =B [ fuotan)] = [ sewian)

zeEN

passant al lim,, ., , pel Teorema de la Convergéncia Monotona [2] obtenim:

B\ 10| =B [ s @) = [ o)t

zeEN

Pero aixo només ho demostra per una f no negativa. Per a una funcié integrable i mesurable f
qualsevol, la descomposarem en la seva part positiva fT(z) = max(0, f(z)) i la seva part negativa

f~(z) = max(0,—f(z)), de manera que f = f+ — f~.

Com que tant f* com f~ sén funcions mesurables no negatives, podem aplicar el resultat obtin-
gut anteriorment a cadascuna d’elles. Si suposem que la funci6 és integrable respecte a la mesura

d’intensitat, és a dir, [ |f(z)|v(dx) < oo, llavors per la linealitat de I'esperanga i de la integral

tenim:
E|[ f@N)| =E| [ fH@Ndo) ~ [ f@N )
B[ [ @] - B[ [ @)
= [ FH@widn) = [ f (@)
= [ fawidn)
Aixd completa la demostracié per a qualsevol funcié mesurable integrable. N

2.2 Moments de segon ordre i interaccié entre punts

La mesura d’intensitat només ens déna informacio local sobre on és probable trobar punts, pero
no ens diu res sobre si els punts tendeixen a apareixer agrupats o si es repel - leixen. Per analitzar la

relacié entre parelles de punts, introduim la segona mesura de moment.

Definicié 2.2 (Segona mesura de moment). S’anomena segona mesura de moment de N, denotada
per M, a la mesura sobre 1'espai producte E¥ x E definida per:

My(A x B) = E[N(A)N(B)].

per a qualssevol Borelians acotats A, B € B(E).

Tanmateix, la mesura M, té un inconvenient: si A i B s’intersequen, el producte N(A)N(B)

compta cada punt coincident dues vegades (la “diagonal” de l'espai producte). Per estudiar la

interaccié entre punts diferents, és més 1til la mesura de moment factorial de segon ordre «(?
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Definicié 2.3 (Mesura de moment factorial de segon ordre). Es defineix com la mesura que satisfa
la versié de segon ordre de la férmula de Campbell:

E

>, Do f(x,y)] Z/E/Ef(w,y)am(dw,dy).

zEN yeN,y#z

A partir d’aqui, si la mesura o? admet una densitat ps(z,y) respecte a la mesura de Lebesgue,
aquesta s’anomena intensitat conjunta o funci6 de correlacié [2], i ens indica la densitat de probabilitat
de trobar un punt a x i un altre a y simultaniament.

2.3 Moments Factorials d’Ordre Superior

Les definicions anteriors s’estenen naturalment a moments d’ordre superior n > 1. Sigui N un
procés puntual tal que E[N(C)"] < oo per a tot compacte C. Definim la mesura de moment d’ordre
n, denotada per M,,, com:

M,(Cy x ---x C,) :=E[N(Cy)---N(Cy)], peraCi,..,C, e B(E).

Aquesta mesura captura la probabilitat conjunta de trobar punts en n regions diferents. No obstant
aixo, per a l'estudi de processos puntuals simples, és més rellevant la mesura de moment factorial
d’ordre n, denotada per M™ (o ™). Aquesta mesura es restringeix a n-uples de punts diferents.

La féormula de Campbell generalitzada per a moments factorials ens diu que, per a qualsevol funcié
mesurable no negativa integrable f : E" — R:

El Y (X X)) :/nf(xl,...,xn)M(”)(datlx---xdxn).

Xiy #-#Xin €N

Si la mesura M ™ admet una densitat respecte a la mesura de Lebesgue, aquesta densitat p, (z1, . .., z,)
s’anomena funcié de correlacié de n punts. Per a un procés de Poisson d’intensitat A\(x), a causa de
la independéncia espacial:

P, xn) = May) - May,).

2.4 Aplicaci6é: La Variancia del Procés

Podem utilitzar la formula de Campbell de segon ordre per deduir la variancia del comptatge de

punts en un conjunt A. Sabem que:

N(AY? = (z 1A<x>) (z 1A<y>) = @) + 3 La(@)1a(y).

TEN yEN zeN T#y
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Prenent esperances i aplicant Campbell d’ordre 1 al primer terme i d’ordre 2 al segon:

E[N(A)?] = v(A) +aP (A x A).

Per tant, la variancia és:

Var(N(A)) = v(A) + a@ (A x A) — (v(A))>.

De manera més general, la covariancia entre N(A) i N(B) ve donada per:
Cov(N(A),N(B)) = a'P(A x B) — v(A)v(B) + v(AN B).

Si existeix la intensitat conjunta py(,y), el terme a® (A x B) —v(A)v(B) es converteix en la integral
de (p2(x,y) — Mx)A(y)). Aquest integrand mesura I'excés o defecte de probabilitat de trobar parelles
de punts respecte al cas independent, indicant atraccié (clustering) o repulsio.

A partir de la intensitat conjunta po(z,y), és habitual definir una versié normalitzada que per-
meti analitzar la interaccié entre punts de manera independent a la intensitat del procés. Aquesta

magnitud rep el nom de funcié de correlacié de parelles (pair correlation function) i es defineix com:

pa(,y)
glz,y) =
Az)A(y)
En el cas d'un procés estacionari, aquesta funcié només depen de la distancia r = ||z — y|| entre els

punts. El valor g(r) = 1 actua com a llindar de referéncia: valors superiors a la unitat indiquen
atraccio entre esdeveniments, mentre que valors inferiors representen un efecte d’inhibici6 o repulsié.

Inhibicié (g < 1) Poisson (g =1) Agregacio (g > 1)
10 T T 10 T T 10 T T
L]
»
|l o .
8 . 8r 8 Y .
® e
. ® .
L]
e
6 . 6 6 * ]
. .
L ) o
L L]
.
4r 4 4
L . (] %e o
0 .
L]
. .
2+ oL . oL
. .
.
L] o0
L]
L]
ola 0 0 L

Figura 4. Comparativa entre processos segons el valor de g(x,y)

A la Figura 4, en el grafic de l'esquerra (g(z,y) < 1),podem veure que els punts mantenen una
distancia minima entre ells, el patré és més regular que en 'atzar.

En el del mig (g(z,y) = 1), hi ha independéncia total entre els punts. Es el cas del procés de
Poisson.
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I en el de la dreta (g(x,y) > 1), els punts tendeixen a formar grups i a acumular-se. La presencia
d’un, fa que sigui més probable que n’hi hagi un altre a prop.

2.5 Funci6 de correlaci6 del procés binomial i del de Poisson

Considerem un procés puntual binomial N a un conjunt W C R" acotat, format per n punts
independents i uniformement distribuits Xi,...,X,,. Per a dos conjunts A, A5 C W, el producte
del nombre de punts en cadascun ve donat per:

NN = (X146 (Z " <Xj>)

_Zzlz‘h 1A2X)
i=1j5=1

Podem descomposar aquest sumatori doble en dos sumands segons si els indexs coincideixen (termes

de la diagonal) o sén diferents:

NCADN(A2) = 3 Layea(K) + 303 Lay (X)L, (X))

i=1 j#£i

Calculem l'esperanca de cada part per separat utilitzant la linealitat de I'esperanca.

1. Termes de la diagonal (i = j): Com que cada X; és uniforme a W, sabem que E[14(X;)] =

P(X; € A) = %. Per tant:

- AiNA
E [Z 1A1ﬂA2<Xi)‘| = n‘1|‘/1/’2| = V(Al N Az)

2. Termes fora de la diagonal (i # j): Com que els punts X; i X; sén independents per a
i # 7, la probabilitat conjunta és el producte de les probabilitats individuals:

E[].Al (Xz)]-A2<Xg>] — IP)(XZ € Al,Xj c AQ)
| A1] [A4s]

I com que hi ha n(n — 1) parelles d’indexs tals que i # j, el sumatori total és:

| A ]| 4o |
ZZ]-/M ]-A2 X) :n(n_ 1) |W|2 :

1=1 j#i
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Combinant els resultats anteriors, la mesura d’ordre dos My és:

| A1 N Ay | Ay || A

M2(A1 X A2) = ]E[N(AI)N(A2)] = |W| n(n B 1) |W|2

Finalment, la mesura factorial d’ordre dos M) que s’obté restant els elements de la diagonal, resulta

en:

| Aq || As

M(Q)(Al X AQ) = MQ(Al X AQ) — I/(A1 N AQ) = TL(TL — 1) |W|2

Recordem que la funcié de correlacié de segon ordre po(z,y) és la densitat de la mesura factorial

M® respecte a la mesura de Lebesgue. Per tant, compleix la relacié:

M(2)<A1 X A2) = /A /A P2($ay) dx dy.
1 2

Substituint el resultat obtingut anteriorment per al procés binomial:

Aq]|As|
n(n — | “1/[/"22 /A / pa(z,y) dz dy.
1

Com que la mesura d'un conjunt es pot expressar com la integral de la unitat, |A| = [, 1dx,

podem reescriure el terme de 1’esquerra com:
n(n—l)(/ )( n(n —1)
—_— d / d ) :/ / ————dz dy.
W \Ja, ) U ™) T L, T Y

Per identificacié directa entre les dues integrals, concloem que la funcié de correlacié de segon
ordre per al procés binomial és constant i ve donada per:

n(n —1)

W per atot x,y € W, x # y.

pg(ﬁ(],y) =

Ara anema mirar el cas del procés de Poisson.

Considerem ara un procés de Poisson homogeni N a R™ amb intensitat A > 0. Per calcular la
mesura d’ordre dos My(A; x Ay) = E[N(A;)N(A,y)], utilitzarem la propietat d’independéncia sobre

conjunts disjunts.

Descomposem els conjunts A; i Ay en les segiients regions disjuntes:
Al =(A1NA) U (A1 \ Ag), As=(A1NA)U A\ Ay).
Aixi, podem expressar el nombre de punts com a suma de variables aleatories independents:

N(A}) = N(A1NAy)+ N(A;\ As),
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Denotem per brevetat X = N(A; N As), Y = N(A; \ Ay) i Z = N(Ay \ A;). Per les propietats
del procés de Poisson, X, Y, Z son variables aleatories independents amb distribucié de Poisson de
parametres A\|A; N A, A|A; \ A2| i A\|Ay \ A4| respectivament. L’esperanga del producte és:

E[N(A;)N(A)] =E[(X +Y)(X + Z)]
=EX?’+XZ+YX+YZ]
= E[X?] + E[X|E[Z] + E[Y]E[X] + E[Y]E[Z].
Recordem que per a una variable de Poisson X, el seu segon moment és E[X?] = Var(X) +

(E[X])? = E[X] + (E[X])?. Substituint els parametres:

My(A; x Ag) = A A; N Ag| + (A4 N Ay|)?
+ (A[A1 N A[)(A[A2 \ Aq])
+ (AJA1\ A2[)(A[A1 N A
+ (A[A1\ A2])(A[A2 \ Aq).

Agrupant els termes que porten A2, observem que formen el producte de les arees totals:

Ma(Ay x Ay) = A|A; 1 As| + /\2<|A1 N 4|+ |A1\A2|> <|A1 N 4|+ |A2\A1|>
- )\‘Al N A2| + )\2|A1HA2‘

D’aqui obtenim directament la mesura factorial d’ordre dos, restant la intensitat sobre la inter-
seccio:

M(2)<A1 X AQ) = M2<A1 X Az) — )\|A1 N Agl = >\2|A1||A2|

Per identificar la funci6 de correlaci6 ps(x,y), escrivim la mesura factorial en forma integral:

|| oalwyydedy = 3210145 = [ [ Ndway.
A1 AQ Al A2

Per tant, per al procés de Poisson homogeni:

pa(z,y) = X = p1(z)p1(y).
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Capitol 3: Distribucié d’un procés i el funcional de Laplace

Fins ara hem parlat de moments, pero per caracteritzar completament un procés puntual N
necessitem la seva llei de probabilitat.

Definicié 3.1 (Distribucié d’un procés puntual). Sigui N un procés puntual sobre (E, B(FE)) definit
en un espai de probabilitat (€2, F,PP). Sigui M,(E) la o-algebra de l'espai de mesures puntuals
localment finites M, (E). La distribuci6é de N és la mesura de probabilitat Py sobre (M,(E), M,(E))

definida com la mesura induida de P a través de N:

Py =Po N~

Aquesta es pot especificar de diferents maneres equivalents (Seccié 1.3 de [2]):

1. Distribucions finito-dimensionals (fidi): Coneixent la distribucié conjunta dels vectors
aleatoris (N(C1),..., N(Cy)) per a qualsevol collecci6é de conjunts de Borel fitats C;.

2. El Funcional de Laplace: Que tractarem a la seccié segiient.

3. La Funcié d’Evitacié (Avoidance Function): Definida com v(B) = P(N(B) = 0) per a
B € B(FE). Es un resultat notable que, per a processos puntuals simples, la funcié d’evitaci6

determina univocament la distribucié del procés.

3.1 El Funcional de Laplace

De manera analoga a com la funcio caracteristica caracteritza completament una variable aleatoria,
el funcional de Laplace caracteritza completament la distribucié d’un procés puntual. Es una eina
indispensable per a les demostracions de convergencia i operacions.

Definicié 3.2 (Funcional de Laplace). Sigui N un procés puntual sobre E. El funcional de Laplace

de N és l'aplicacié Ly que actua sobre l'espai de funcions mesurables no negatives f : F — R,

exp (— Z f(Xl))] )

definida com:

Ly(f) =E [e—fEf(m)N(dm)} - E

El segiient resultat és clau per identificar processos:

Teorema 3.3 (Unicitat). La distribucié de probabilitat d’un procés puntual simple queda univocament

determinada pel seu funcional de Laplace L.



Capitol 3: Distribucié d’un procés i el funcional de Laplace 22

Vegem dos exemples:

Exemple 3.4. Tal com es discuteix a ’'Exemple 1.3.10 de [2]. Considerem un procés puntual que
consisteix en exactament n punts X, ..., X, distribuits de manera independent i ideéntica (i.i.d.) en
un conjunt compacte W amb densitat de probabilitat h(x).

Calculem el seu funcional de Laplace. Utilitzant la independeéncia dels punts:

Ly(f)=E leXp <— zn: f(Xi)ﬂ —E [ﬁl e—f(xnl

1=1

ind__ep. H E [e_f(XZ):| _ (/ 6_f($)h(x)dl')n .
i=1 v

Aquest resultat contrasta amb el del Procés de Poisson que veurem a continuacio, on el nombre de

punts no és fix sind aleatori.

Exemple 3.5. A I'Exemple 1.3.16 de [2], s’utilitza el funcional de Laplace per demostrar 1’estacio-
narietat de la graella aleatoria. Considerem la graella estacionaria a R definida per X,, = nT + U,
on U ~ Uniforme[0,T"). Volem calcular Ly(f) per a f > 0.

LN(f) =E

nez

exp (— > f(nT + U))

Com que 1'inica font d’aleatorietat és U, que té densitat 1/7" a I'interval [0,7), la integral és:

neZ

Ly(f) = ;/OTexp (—Zf(nT+u)) du.

Aquesta expressio demostra 1’estacionarietat, ja que una translacié de la funcié f no canvia el valor
de la integral degut a la periodicitat de la suma infinita.

Es instructiu calcular la variancia del nombre de punts d’aquest procés en un interval per contrastar-
ho amb el procés de Poisson. Sigui IV la graella estacionaria a R amb pas 7T'. Considerem un interval

I =10, L]. El nombre de punts en aquest interval és:

nez
Com que 'espaiat és determinista (7"), el nombre de punts que cauen en un interval de longitud L
només pot prendre dos valors possibles: k o k+ 1, on k = |L/T|. Mai tindrem la gran variabilitat
del Poisson.

De fet, es pot demostrar que la variancia esta fitada uniformement, independentment de la longitud
L. Mentre que per un Poisson Var(N (L)) = AL, per a la graella tenim que Var(N (L)) és una funcié

periodica de L i sempre es compleix que:

Var(N(L)) <

o |
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Aquest comportament (variancia fitada quan el volum creix) és la manifestacié més forta possible de
la propietat d’hiperuniformitat que definirem al final d’aquest treball.

3.2 Calcul del Funcional de Laplace de Poisson

Podem derivar la forma explicita del funcional de Laplace per a un procés de Poisson. Aquest

resultat és el Teorema 3.2.2 a [2].

Teorema 3.6. Si N és un procés de Poisson amb mesura d’intensitat v, aleshores:
Ln(h) =exp (= [(1= T @w(dr)).
E

Demostracio. Procedim per passos utilitzant funcions simples, com és habitual. Sigui f(x) = c1a(x)

una funcié simple amb A fitat i ¢ > 0. Llavors:

/E F(2)N(dz) = eN(A).

Per tant: (A)k ( (A))k
—c > —ck —v v —v ° e ‘v
Ly(f) =Ele N(A)] — kz_%)e ko —v(A) o — e v(4) ’;) x

Reconeixent la serie de Taylor de 'exponencial, tenim:
= ¢V Weem V) — (D) — oy (— / (1-— e_c)y(dx)> :
A

L’integral de la dreta coincideix amb [4(1 — e~ /@)uv(dz) ja que fora de A, f(x) = 0 i integrand

s’anul - la.

Si f és una suma de funcions simples disjuntes, f = > ¢;14,, la independéncia dels increments
del procés de Poisson permet factoritzar l'esperanga en un producte d’exponencials, que esdevé
I'exponencial de la suma (la integral). Finalment, per convergencia monotona, el resultat s’estén a

qualsevol funcié mesurable no negativa. O

A partir de processos basics, en podem construir de nous mitjancant operacions. Veurem dues
operacions fonamentals descrites a [2].

3.3 Superposicio

La superposicié consisteix a sumar dos processos puntuals. Si N; i Ny sén dos processos puntuals
independents amb funcionals de Laplace Ly, i Ly,, la seva suma N = N; + N, té per funcional de

Laplace: .
Ly(f) = Ele™ ] AN = o= [ FaN o= [ 1aNa) PP (1YL (f).
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Conseqiiéncia: Sisuperposem dos processos de Poisson independents d’intensitats v; i v, el resultat
és un nou procés de Poisson d’intensitat 17 + v5. Aix0 es veu facilment multiplicant les exponencials
dels seus funcionals de Laplace.

Procés 1 (n=26) Procés 2 (n=28) Superposici6 (n=54)
10 10— R B R 0 R B S
®e L . LR . ®e
o, ° o [
° L o o ° q
o ¢ o o ¢ )| s ° ° o o
. e ° e
o ® R R o ®
° ° o
6F ° 6F 61 °
. .
° .
° ° ° ® o © ° oo o o R
4k ° 4 ° 4 LY
. . o ° . . o °
° °
2+ . 2 ° ® o . 2 ° ® o ° .
. . ° ° . .
. .
° ® e ‘ ° ® e ‘
0 L 0 0 ®

Figura 5. Exemple de superposicié amb dos processos de Poisson, d’intensitat A\; = 0.2 1 Ay = 0.3

3.4 Aprimament (Thinning)

Una operacié classica és 'aprimament o thinning, que consisteix a eliminar punts del procés
original de manera aleatoria.

Definicié 3.7 (p-thinning). Sigui N = Y dy, un procés puntual. Sigui p : E — [0,1] una fun-
cié (probabilitat de retencié). El procés aprimat N, es construeix conservant cada punt X, amb
probabilitat p(X,,) i eliminant-lo amb probabilitat 1 — p(X,,), de manera independent entre punts.

Sigui €, una variable Bernoulli amb parametre p(X,). El procés aprimat es pot escriure com

N, = > €,0x, . Podem calcular el seu funcional de Laplace condicionant primer sobre la realitzacié
de N:

sl o)

L’esperanca condicional interna és un producte sobre els punts de N:

HE[eienf(Xn)‘Xn] = H(p(Xn)eif(Xn) +1—p(Xn)).

n

Utilitzant la identitat x = €"®, podem reescriure el terme dins del producte com exp(In(1—p(X,,)(1—
e~f(X1)))). Aixo ens porta a la relacié general per a 1’aprimament:

Ly,(f) = Ly (= In(1 = p(-)(1 —e77))).

Aquesta formula ens permet demostrar facilment el seglient resultat classic:

Teorema 3.8 (Aprimament de Poisson). Si N és un procés de Poisson d’intensitat v i li apliquem

un p-thinning, el procés resultant N, és un procés de Poisson amb intensitat mesura p(x)v(dx).
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Demostracié. Substituim la funcié g(z) = —In(1 — p(x)(1 — e~ 7@®)) en la férmula de Laplace del
Poisson original:

L, (f) = exp (= [ (1= e 0@w(dn) ).

Observem que e 9®) =1 — p(x)(1 — e~¥@), per tant 1 — 79 = p(z)(1 — e~ /@), Substituint aixo
a la integral:

L, (f) = exp (= (1= e/ plaj(da)).

Reconeixem aquesta expressiéo com el funcional de Laplace d’'un Poisson amb mesura d’intensitat

p(dx) = p(z)v(dz). O
: ‘ Th‘inni‘ng (‘ie Ppisgon ‘(p=(‘).3,‘n=2‘4) ‘
10+ -
[ ]
.. [
[ ] [
8- -
[
i [ ]
[ ]
6 . -
[
P [
[ [
) N
r [
[ ]
2~ Py -
L)
[
o | | | L | | | i

Figura 6. Aprimament d’un procés de Poisson d’intensitat A = 0.7 i p=0.3 constant, en una regi6
10x10

A la figura 6 podem observar que els punts grisos i blaus representen els punts obtinguts en el
procés de Poisson, i els blaus sén els que han sobreviscut ’aprimament.

L’esperanca de punts en una regié 10x10 del procés de Poisson amb A = 0.7 en una regié A=10x10
és v(A) = 100-0.7 = 70 (que és aproximadament el nombre total de punts obtinguts (grisos i blaus)),
i a l’aplicar 'aprimament, v(A) = 100-0.7-0.3 = 21 (nombre de punts blaus aproximadament). Veiem
que la distribucié dels punts és com la de Poisson.
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Capitol 4: Hiperuniformitat i Processos Puntuals Determi-
nantals (DPPs)

Fins ara hem estudiat el Procés de Poisson, el qual serveix com a model d’abséncia total d’es-
tructura o interaccio: la posicié d'un punt no influeix en la dels altres. Una conseqiiencia directa
d’aquesta independencia és que la variancia del nombre de punts en un domini creix linealment amb
el volum del domini.

Tanmateix, en molts sistemes fisics i biologics (com la distribucié de cellules a la retina o els
nivells d’energia en nuclis pesants), s’observa una regularitat sorprenent: tot i que localment els
punts semblen desordenats, a gran escala la fluctuacié del nombre de punts és molt menor que en un

procés de Poisson. Aquest fenomen es coneix com a hiperuniformitat.

En aquest capitol, formalitzarem aquest concepte seguint I’enfocament presentat en el treball de

recerca de R. Lachieze-Rey [6].

4.1 Definicioé i Motivacio

Considerem un procés puntual estacionari N a R?. Recordem que, per a un procés de Poisson
homogeni d’intensitat A, la variancia del nombre de punts en una bola Bgi de radi R centrada a
I’origen és:

Var(N(Bg)) = E[N(Bg)] = AVol(Bg) o< R%.

Diem que els sistemes amb aquest comportament (Var ~ Vol) sén eztensius. La majoria de processos

puntuals on les interaccions decauen rapidament son extensius.

La hiperuniformitat descriu sistemes on aquestes fluctuacions estan suprimides. Seguint la Defi-

nici6 1.1 de [6], tenim:

Definicié 4.1 (Hiperuniformitat). Sigui N un procés puntual estacionari a R?. Diem que N és
hiperuniforme si la variancia del nombre de punts creix més lentament que el volum del domini

asimptoticament. Formalment:
lim Var(N(Bg))
R—o0 VOI(BR)

on Bg = {x € R?: ||z|| < R} és la bola euclidiana de radi R.

=0,

Aquesta condici6é implica que, per a grans finestres d’observacié, el procés s’assembla molt a un
cristall perfecte en termes de densitat, tot i que localment pot ser desordenat. Els fisics sovint

descriuen la hiperuniformitat com un estat de la materia que posseeix "ordre global i desordre local".
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4.2 La Regla de la Suma (Sum Rule) com a criteri d’hiperuniformitat

Mentre que la Definici6 4.1 ens déna una caracteritzacié basada en el creixement de la variancia,
en la practica és extremadament tutil disposar d’un criteri basat en les funcions de correlacié del
procés. En aquesta part seguirem la referéncia [7].

Si definim la funci6 de correlaci6 truncada com f(x,y) = pa(z,y) — p1(x)p1(y), es pot demostrar
que la condici6 d’hiperuniformitat en el cas estacionari equival a que la integral de f compensi

exactament la intensitat del procés. Aquesta relacié es coneix com la regla de la suma (sum rule):

p1 + A f(z)dz =0.

Aquest resultat és clau, ja que ens permet classificar un procés com a hiperuniforme analitzant
exclusivament el seu nucli o la seva funcié de correlacio, sense dependre de calculs asimptotics de la

variancia.

4.3 Equivaléncia entre la Hiperuniformitat i la Regla de la Suma

En aquesta seccié demostrarem que, per a processos puntuals estacionaris, la condicié d’hiperuni-
formitat és equivalent a la regla de la suma. Aquest resultat ens permet analitzar la hiperuniformitat
mitjancant la integrabilitat de la funcié de correlacio.

Sigui f(z,y) = pa(z,y) — p1(z)p1(y) la funcié de correlacié truncada (també anomenada funcié
d’influéncia). En el cas d’un procés estacionari a R" la intensitat de primer ordre és constant
(p1(x) = p1 > 0) i la funcié f només depen de la diferencia entre les posicions, és a dir, f(x,y) =

flz —y).

Teorema 4.2. Sigui N un procés puntual estacionari a R™ amb una funcio de correlacio truncada
integrable (fgn |f(x)|dx < o0). El procés és hiperuniforme si, i només si, es satisfa la regla de la
suma:

p1 + - f(x)dz =0.

Demostracio. Considerem una successié de conjunts compactes A C R™ que convergeixen a R™ en
el sentit de van Hove (és a dir, el seu volum |A| creix cap a infinit i els efectes de vora esdevenen
negligibles). Recordem que la variancia del nombre de punts en A es pot expressar com:

Var(N
7|A] ‘A|/p1 dx—l—w// f(z,y) dx dy.

Com que el procés és estacionari, p; és constant i la primera integral és simplement p; - |A|. Per
a la integral doble, fem el canvi de variables z = x — y:

Wfﬁ]X’(A»:pl+|i|/A(/A_yf(Z)dz>dy.
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Podem reescriure la integral doble utilitzant la funcié indicatriu y:

|A1,/ /nXA@)XA(Z—I-y)f(Z) dz dy = / £(2) (W) s,

Definim v5(2) = [A N (R™ \ A — 2)|, que representa el volum de la regié de A que surt fora d’ella
mateixa en ser desplagada per z. Llavors, el terme entre paréntesis es pot escriure com:

ANA=2) A=), )

Al A Al

Substituint en I'expressié de la variancia:

Var(N(A)) 7a(2)
R Tt R BEICLEE IR OR el

Pel teorema de la convergencia dominada i les propietats dels conjunts de van Hove, el darrer
terme tendeix a zero quan A — R™ (ja que ya(2)/|A| — 0 per a tot z). Per tant:

Var(N(A))
lim ———= = / z)dz.
AR |A| P1 + R f( )
Per definicié, un procés és hiperuniforme si aquest limit és zero, el que implica necessariament
que p1 + Jgn f(2)dz = 0. O

En el cas d'un procés de Poisson, la independéncia entre punts implica que f(z) = 0 per a tot
z # 0. En aquest cas, el limit de la variancia dividida pel volum és simplement p; > 0, confirmant
que el procés de Poisson no pot ser hiperuniforme [3].

En el cas del procés binomial recordem primer que per a un procés de n punts en un conjunt W
tenim (com hem vist al capitol anterior):

n n(n —1)

p1(r) = i ipa(w,y) = TR

Definim h(x,y) com la diferéncia entre la funcié de correlacié i el producte de les funcions d’in-
tensitat individuals:

h(x,y) = p2(x,y) — pr(z)p1(y)

B n%v_\?l) B (&%) (rvnm)

7’L2 —n TL2

Wz W
. n
W2
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Ara, integrem aquesta funcié de correlacio respecte a x sobre tot el domini W:

/W hz,y)da = /W (— \W?;P) dr

n
S d
TGE /W v
n n
= W] =
(W2 (W

Finalment, verifiquem si es compleix la regla de suma sumant la intensitat p;(y):

p1(y) +/W h(z,y) dx = !VZL/\ + (—’5/') = 0.

Per tant, el procés binomial si que compleix la regla de la suma. Tot i aixi, no podem dir que
el procés binomial sigui hiperuniforme, ja que només hem definit la hiperuniformitat en dominis no

acotats.

4.4 Processos Puntuals Determinantals (DPPs)

Els Processos Puntuals Determinantals (DPPs), veure exemple 1.2.10 de [2], constitueixen una
classe de processos on la repulsié entre punts esta definida de manera inherent a través d’un nucli
K(x,y) [4]. Com veurem a continuacid, aixd permet que aquests processos satisfacin la regla de la

suma i, per tant, siguin hiperuniformes.

4.5 Propietats dels DPPs

Seguint el teorema de Macchi de 1975 [8], un procés puntual es diu determinantal si les seves

funcions d’intensitat de qualsevol ordre k > 1 es poden expressar com el determinant d’un nucli:

pr(x1, .. an) = det[K (2, 25)]1<i j<k-

Per a l'estudi de la hiperuniformitat, ens interessa especialment la intensitat conjunta de segon

ordre:
K(z,z) K(z,y)

K(y,z) K(y,y)

on pi(r) = K(z,z). El terme —|K(x,y)|*> representa una correlacié negativa que indica que la

pa(z,y) = det ( ) = pi(@)p1(y) — |K (2, 9),

probabilitat de trobar dos punts a prop és menor que en el cas independent. En aquest context, la
funcié de correlacié truncada definida a la seccié anterior és, precisament:

f(xvy) = _|K($ay)|2'
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4.6 Alguns exemples fonamentals de DPPs

A continuaci6 presentem tres models de DPPs que apareixen en la literatura de matrius aleatories
i fisica teorica, i que s6n exemples paradigmatics d’hiperuniformitat (secci6 4.3 de [4]).

4.6.1 Circular Unitary Ensemble (CUE)

El procés CUE descriu la distribucié dels autovalors de matrius unitaries aleatories sobre el cercle

unitari S! = [0, 27). El seu nucli és 'anomenat nucli de Dirichlet:

_ sin(nfa —3)/2)
ol W) =Gl 9)/2)

Aquest procés és invariant per rotacions al cercle. La seva intensitat de primer ordre és constant i

z,y € [0,2m)

igual a K, (z,z) = n.

Binomial (Atzar) CUE (Repulsio) Regular (Ordre total)
T T T T T T T T T

101 . - — 10F e de — 101
o [ .
051 . . — 051 . . ) 051
’ L

0.0 - 0.0 ~ 0.0

-05 * B -05F . B -05

Figura 7. Comparacié de diferents processos en el cercle unitari

4.6.2 Procés del Sinus

Es el procés de punts sobre la recta real R que s’obté com a limit del CUE quan el nombre de

punts tendeix a infinit. El seu nucli és el sinus cardinal:

sinmw(z — y)

Ronleot) = =202)

, T,y eR

Aquest procés és invariant per translacions i té una intensitat constant p; = 1.

En la Figura 7 podem observar que quan dos punts estan molt propers, és a dir r proxim a 0, g(r)
és molt proper a 0, per tant la probabilitat de tenir dos punts molt propers és practicament nulla (i
la de tenir-los en la mateixa locallitzaci6 és inexistent g(0) = 0). En canvi, quan la distancia entre
punts creix, ¢g(r) tendeix a 1, cosa que significa que per punts més allunyats, el procés es comporta

com un de Poisson.
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Funcié de Correlaci6 del Procés del Sinus
—T T

unci6 de Correlacié g(r)
o
>
T

Distancia r

Figura 8. Grafic de la funcié g(r) pel procés del Sinus
4.6.3 Procés de Bessel

Es tracta d’una generalitzacié del procés del sinus a R™. El seu nucli es defineix mitjancant les

funcions de Bessel de primera especie J,:

Kies(7,y) = (2)n/2 W on Ja(@) = WZO m!r(gr:i)z +1) <§)2m+a'

Es un procés estacionari a R? on la intensitat p; és constant.

Anem a justificar que el procés de Bessel a R™ és, efectivament, una generalitzacié del procés del
sinus a R.
Demostracio. Considerarem el cas n = 1 i demostrarem que el nucli de Bessel es redueix al nucli del

sinus.

Si prenem n = 1 en la definici6 del nucli de Bessel, l'ordre de la funci6 de Bessel és a = n/2 = 1/2.

Avaluant la série per a aquest valor obtenim:

o0 ) 2\ 2m+1/2
D2l Zm'P m—|—3/2)< ) ‘

m=0

Utilitzant la propietat de la funci6 Gamma per a valors semienters, sabem que:

3) (2m+ D!

(et 5) = Sgme VA

n (2m + 1)!! denota el doble factorial. Substituint aquesta expressié a la série i agrupant factors:

1 /2 o (—=1)™ (%)27”2’”“
iyale) = \/‘<) m!(2m+ I

m=0
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(2m+1)!

Com que el doble factorial es pot escriure com (2m + 1)!! = 552

hrl®) =1 5n Z 2m—|—1

Si multipliquem i dividim per z, reconeixem la serie de Taylor de la funcié sinus:

m 2m+1 2
Jija(x 1/ 0 2m ) sm p— sin(x)

Finalment, apliquem aquest resultat a la definicié del nucli de Bessel per a n = 1:

I'expressio se simplifica:

T\ Y2 Jyjp(mle —yl)
Kies(w,y) = (2> W

- (W>1/2 1/% sin(m|z — y|)
S \2 (rlz —y[)1/2
sin(m|x — y|)

- = Ksin l',y)
| —y (

4.7 Demostracié de la Hiperuniformitat en els DPPs

Per demostrar que aquests processos son hiperuniformes en el cas euclidia (F = R™), comprovarem
que satisfan la regla de la suma: p; + [ f(z)dx = 0.

En el cas del CUE, utilitzant la representacié del nucli de Dirichlet com a suma d’exponencials
Sp(z —y) = 3175 €7@ calculem la integral del seu quadrat:

27 dl’ n—1
i(=F)(z—y) 22 _ 1=n.
S R AE i S

Com que p; =ni [ f(z)dz = — [ |K|*dz = —n, obtenim que n —n = 0. Per tant, el CUE compleix
la regla de la suma en el cercle, de forma que es pot dir que és hiperuniforme en el cercle.

Per al Procés de Bessel (i per extensi6 el del sinus), la condicié d’hiperuniformitat se simplifica
en demostrar que:

L Kol )2 dz = pa(y).

Recordem que per a aquest procés, la intensitat de primer ordre és constant:

7Tn/2

p1(y) = Kpes(y,y) = T2+ 1)
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Anem a calcular la integral del nucli al quadrat sobre tot l'espai R". Per l'invariancia de les
translacions, podem fixar y = 0 i escriure:

Passem a coordenades polars a R™, on dz = r" 1o (S™ 1) dr, essent ¢(S™ 1) la mesura de superficie
b )

n 0o J2 ()
_ E n—1 n—1n/2
I = <2> o(S )/0 r dr

()"

de Vesfera unitat:

Fem el canvi de variable s = mr (d’on ds = 7 dr):

n—1) rco J2
I= o(5"7) / w2(%) ds.
0

2 S

Per resoldre aquesta integral, utilitzem la formula general per a integrals de funcions de Bessel

oo J2 1
/ 7(5) ds = —.
0

[9], que estableix que per a v > 0:

S 2v

En el nostre cas, identifiquem v = n/2, de manera que la integral val 1/n. Substituint aquest
valor obtenim:

I U(sn—l) l B O_(Sn—l)
g on 2mgn
Recordant 1'expressié de la superficie de I'esfera unitat a R", o(S"1) = lgern//;), o alternativament
o(S"1) = %, obtenim finalment:
n/2 n/2
nmw T
I = [ i lifi t) o= — :Kes yd).
0 1 1) 20n 7 ... (simplificant) 2D (E 1 1) bes (Y ¥)

Aixo conclou que els processos de Bessel i del sinus sén hiperuniformes.
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Conclusions

En aquesta memoria hem realitzat un estudi sobre els processos puntuals i les propietats necessaries
per tal de poder establir la seva relaci6 amb la hiperuniformitat. D’aquesta manera, hem pogut
analitzar des de l’aleatorietat pura del procés de Poisson fins a 'ordre caracteristic dels processos
hiperuniformes, passant pel cas intermedi dels processos puntuals binomials. Aixo ha culminat amb
I'estudi dels Processos Puntuals Determinantals (DPPs), la caracteritzacié dels nuclis del Sinus i de

Bessel, i la demostracié analitica de la sum rule.

L’atractiu principal de la hiperuniformitat resideix en la seva capacitat per descriure un estat
intermedi de la materia, un sistema que, tot i mantenir un cert desordre a petita escala, presenta
un ordre global. Matematicament, ha estat fonamental veure com la repulsié local induida pels
determinants en els DPPs és precisament el que forca aquesta supressio de les fluctuacions de densitat

a gran escala.

D’altra banda, la part computacional del treball mitjangant el programari Wolfram Mathematica
ha estat un complement important per consolidar els conceptes teorics. Poder visualitzar les rea-
litzacions d’aquests processos m’ha ajudat a entendre bé els conceptes. Tot i els resultats que hem

obtingut, encara es podria aprofundir molt més en el tema.

La redaccié d’aquesta memoria m’ha obligat a integrar coneixements de branques molt diverses
del Grau, com I’Analisi Real i la Probabilitat. Més enlla dels resultats concrets, aquest treball m’ha
aportat una visié molt més profunda de com s’estructura la recerca matematica actual, partint de

definicions rigoroses per arribar a conclusions amb aplicacions reals en la fisica i la biologia.

Ha estat una bona experiencia haver pogut descobrir aquest ambit de la matematica moderna.



Referéncies 36

Referéncies

1]
2]

3]

N. Wolchover, Hyperuniformity Found in Birds, Math and Physics. Quanta Magazine, 2016.

P. Brémaud, Point Process Calculus in Time and Space: An Introduction with Applications.
Probability Theory and Stochastic Modelling, vol 98. Springer International Publishing, 2020.

S. Torquato, F. H. Stillinger, Local density fluctuations, predictability, and degeneracy, Physical
Review E, 68(4), 041113, 2003.

J. B. Hough, M. Krishnapur, Y. Peres, B. Virdg, Zeros of Gaussian Analytic Functions and
Determinantal Point Processes. University Lecture Series 51, American Mathematical Society,
2009.

A. Baddeley, Spatial Point Processes and their Applications. In: Weil, W. (eds) Stochastic
Geometry. Lecture Notes in Mathematics, vol 1892. Springer, Berlin, Heidelberg, 2007.

R. Lachieze-Rey, Hyperuniform random measures, transport and rigidity, 2025. Preprint HAL
Id: hal-05320187.

P. A. Martin and S. Yalcin, Poisson fluctuations and quasi-reqularity of point processes, Journal
of Statistical Physics, 102(3), 591-635, 2001.

O. Macchi, The coincidence approach to stochastic point processes, Advances in Applied Proba-
bility, 7(1), 83-122, 1975.

I. S. Gradshteyn, I. M. Ryzhik, Table of integrals, series, and products.
Elsevier/Academic Press, 2007.



	Introducció
	El procés puntual i conceptes bàsics
	El procés puntual com a mesura aleatòria
	Processos Estacionaris
	La Mesura d'Intensitat i la Funció d'Intensitat
	El Procés Binomial
	El Procés de Poisson
	Relació entre el procés Binomial i el de Poisson: la Propietat Condicional

	Fórmules de Campbell i Mesures de Moment
	Fórmula de Campbell de primer ordre
	Moments de segon ordre i interacció entre punts
	Moments Factorials d'Ordre Superior
	Aplicació: La Variància del Procés
	Funció de correlació del procés binomial i del de Poisson

	Distribució d'un procés i el funcional de Laplace
	El Funcional de Laplace
	Càlcul del Funcional de Laplace de Poisson
	Superposició
	Aprimament (Thinning)

	Hiperuniformitat i Processos Puntuals Determinantals (DPPs)
	Definició i Motivació
	La Regla de la Suma (Sum Rule) com a criteri d'hiperuniformitat
	Equivalència entre la Hiperuniformitat i la Regla de la Suma
	Processos Puntuals Determinantals (DPPs)
	Propietats dels DPPs
	Alguns exemples fonamentals de DPPs
	Circular Unitary Ensemble (CUE)
	Procés del Sinus
	Procés de Bessel

	Demostració de la Hiperuniformitat en els DPPs

	Conclusions
	Bibliografia

