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Abstract

Bolzano’s theorem is indisputably a classic theorem in mathematical analysis. In this
work we present its mathematical construction with its many applications, from the simple
location of roots to numerical methods based on this result. I dedicate a section in addition
to its possible generalizations where we will analyze Bolzano’s theorem topologically.
Finally I will propose a didactic part where we will see how to carry this theorem in the
classroom and work on the mathematical language, an essential element in mathematics.

Resum

Indiscutiblement el teorema de Bolzano és un teorema classic en el mén de ’analisi ma-
tematic. En aquest treball presentem la seva construccié matematica abordant moltes
aplicacions, des de la localitzacié simple d’arrels fins als meétodes numerics basats en
aquest resultat. Dedico un apartat addicionalment a les seves possibles generalitzaci-
ons on analitzarem topologicament el teorema de Bolzano. Finalment proposaré una
part didactica on veurem com portar aquest teorema a l’aula i treballar el llenguatge
matematic, element essencial en matematiques.

Resumen

Indiscutiblemente el teorema de Bolzano es un teorema cldsico en el anélisis matematico.
En este trabajo presentamos su construccién matematica abordando muchas aplicaciones,
desde la localizacion simple de raices hasta métodos numéricos basados en este resultado.
Dedico un apartado adicionalmente a sus posibles generalizaciones dénde analizaremos
topolégicamente el teorema de Bolzano. Finalmente propondré una parte didactica donde
veremos como llevar este teorema en el aula y trabajar el lenguaje matemaético, elemento
esencial en matematicas.
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1 Introduccio

L’objectiu d’aquest treball és abordar el teorema de Bolzano des de dues perspectives
diferents: en primer lloc, incidir profundament en el discurs purament matematic que hi
ha darrera d’aquest teorema, vegent en detall les definicions formals necessaries que hi
ha darrera les hipotesis del teorema de Bolzano fins arribar a les seves conseqiiencies més
importants.

La conseqiiencia més important i immediata és el metode de la biseccié, un metode
numeric iteratiu per trobar zeros a funcions. Podem dir que és un metode que esta
lluny de ser el més eficient i resoldre correctament el problema de trobar zeros; malgrat
aix0, déna una idea molt interessant de com es podria abordar el problema de trobar
zeros i considero que tot matematic I’hauria de coneéixer sens falta. Addicionalment, pre-
sento altres metodes nimerics relacionats amb el metode de la biseccié per donar més
perspectiva i presentar més aplicacions del teorema de Bolzano.

Com a objectiu dins d’aquesta seccié del treball hem de considerar les possibles gene-
ralitzacions del teorema i com arribar-hi. El teorema de Bolzano és complicat de gene-
ralitzar ja que es basa en propietats intrinsiques al conjunt R perd que no tenen perque
ser certes en R” si n > 1. M’estic referint per exemple en la propietat topologica de que
tot conjunt connex contingut en R ha de ser necessariament un interval; aixo en R” si
n > 1 no té perque ser cert. Aixi doncs primerament farem una reflexié inicial sobre com
podem generalitzar el teorema i presentarem els teoremes els quals es poden considerar
generalitzacions.

En segon lloc, com a segon proposit fonamental del treball, tinc fer una proposta real a
I'aula de com treballar aquest teorema i veure queé pot aportar sobre el temari estandard
de 1r de Batxillerat. En la meva experiéncia personal, puc afirmar que fins a la univer-
sitat no vaig mai arribar a veure un teorema escrit curosament, amb totes les hipotesis
i conseqiiencies escrites clarament. Considero que va ser una mancanca important i la
meva proposta didactica vol abordar aquesta possible mancanca a través del teorema de
Bolzano. Considero que és el teorema ideal per portar-lo a I'aula i per treballar el llen-
guatge matematic ja que el resultat és molt intuitiu i les hipotesis i conseqiieéncies sén
relativament senzilles.

Per dur a terme aquestes idees comentades anteriorment he preparat uns apunts sobre el
teorema de Bolzano on exposo alguns problemes que no poden resoldre algebraicament i la
proposta és veure el teorema de Bolzano per tal d’abordar i solucionar aquests problemes.
Aquests apunts (amb problemes inclosos) i les respectives solucions estan adjuntades a
seccié dedicada a la proposta didactica.

Finalment, vull esmentar que desitjo que aquest treball serveixi com a guia i referencia
a tota aquella persona que vol profunditzar sobre aquest teorema. Aspiro que aquest
treball plasmi de forma inequivoca tota la importancia d’aquest teorema en les diverses
arees on es pot englobar; arees com 'analisi matematic, la matematica aplicada o fins i
tot la topologia.

Anirem desgranant totes aquestes qliestions poc a poc al llarg de tot el treball.



2 Context historic

2.1 Biografia

Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano va néixer el 5 d’octubre de 1781 a Praga,
Bohémia (actual Republica Txeca). El protagonista d’aquesta biografia, va néixer en una
familia humil a la part més antiga de la ciutat de Praga, sent el quart dels dotze germans.
Tot i aquest fet, només van arribar a I’edat adulta 2 dels 12 germans.

L’educacié que va rebre Bolzano va ser un fet clau en la seva vida. Va ser influenciat
pel seu pare en la idea de la importancia de tenir cura dels demés. Al 1796 Bolzano es va
inscriure a la Facultat de Filosofia de la Universitat de Praga. A la tardor del 1800, contra
els desitjos del seu pare, va iniciar tres anys d’estudi teologic a la Universitat Carolina
de Praga. Va obtenir el seu doctorat el 1804 escrivint una tesi donant la seva visié de
les matematiques i el que constitueix una prova matematica correcta. Dos dies després
de doctorar-se, Bolzano va ser ordenat sacerdot roma. Cal esmentar que la seva mare va
ser una devota catolica, fet que probablement va tenir una forta influencia en el seu fill
Bernard.

Bolzano va participar en dues competicions per a catedres a la Universitat Carolina de
Praga. Una va ser per a la catedra de matematiques que va quedar vacant degut a la mort
de Stanistaw Vydra; l'altra catedra vacant era la nova catedra de filosofia de la religié que
acabava d’establir I’emperador Franz. Bolzano va aconseguir el primer lloc en ambdues
competicions, pero la universitat va preferir donar-li la catedra de filosofia de la religié;
d’aquesta manera van poder donar la catedra de matematiques a Ladislaw Jandera ja que
havia substituit anteriorment Vydra durant la seva malaltia entre 1801 i 1804. Després
d’algunes pressions del govern austriac, el 1819 Bolzano va ser acusat d’heretgia i sota
arrest domiciliari se li va prohibir publicar. Malgrat la censura del govern, els seus llibres es
van publicar fora de I'Imperi austriac i Bolzano va seguir escrivint i ocupant un important
paper dins de la vida intel-lectual del seu pais.

Després de 1817, Bolzano va estar molts anys sense publicar res relacionat amb les
matematiques. Entre 1821 i 1825 va ser jutjat per I’Església i malgrat la seva forta
defensa de les seves opinions, va ser obligat a rectificar les seves suposades heretgies.
Donat que es va negar a cedir en els seus ideals, va haver de renunciar a la seva catedra.

Des del 1823 havia passat els estius vivint a prop del poble de Techobuz, al sud de
Bohemia, a la finca dels seus amics Josef i Anna Hoffmann, mentre passava 'hivern vivint
a Praga amb el seu germa Johann. JJI Hoffmann va ser un matematic que va revisar
diverses de les obres anteriors de Bolzano. Entre 1830 i 1841 va viure durant tot I’any amb
els Hoffmanns, tenint molt temps per dedicar-se a l'estudi. Degut a aquest fet al 1837
va publicar Wissenschaftslehre, un intent d’elaborar una teoria del coneixement i de la
ciéncia completa. Quan Anna Hoffmann es va emmalaltir el 1841, Bolzano i els Hoffmanns
es van traslladar a Praga on tots van viure amb Johann Bolzano (Anna va morir el 1842).
Bolzano torna a ser membre actiu de la Royal Bohemian Society of Sciences i fou president
durant el 1842-43. Va patir problemes respiratoris durant la major part de la seva vida i
es va fer més greu a mesura que es va fer gran. L’hivern de 1848 va contreure un refredat
que, donat el mal estat dels seus pulmons, va provocar la seva mort.



2.2 Obres destacades i contribucions

Bolzano va fer un gran nombre de contribucions originals i valuoses en matematiques. De
fet, va ser un dels primers matematics de la historia en dotar de rigor I’analisi matematica
(que autors com Carl Friedrich Gauss treballaven amb poc rigor en les demostracions, fet
que portava a resultats, sense saber-ho llavors, falsos). Amb aquesta finalitat, Bolzano
va publicar Beytrige zu einer begrindeteren Darstellung der Mathematik (1810), Der
binomische Lehrsatz (1816) i Rein analytischer Beweis (1817). Aquesta manera de fer,
pero, no va ser posada en valor fins cinquanta anys després, quan cridaren ’atenci6 de
Karl Weierstrass.

En els fonaments de I’analisi va contribuir a la introduccié rigorosa de la definicié (e,
9) de limit. També fou el primer en descobrir la completesa dels nombres reals. La noci6
de limit per Bolzano era similar a ’actual. Bolzano també va donar la primera prova
purament analitica del Teorema Fonamental de I’Algebra, demostrat per primera vegada
per Gauss a partir de consideracions geomeétriques. També dona la primera demostracid
purament analitica del Teorema del valor intermedi (conegut també com a Teorema de
Bolzano), el qual és el que es basa aquest treball.

Bolzano és conegut també pel Teorema de Bolzano-Weierstrass, que Karl Weierstrass
va desenvolupar de manera independent a Bolzano anys després que ell i que fou ano-
menat “Teorema de Weierstrass” fins que la demostracié anterior feta per Bolzano fou
redescoberta.

Figura 1: Retrat de Bernard Bolzano



3 Definicions i resultats previs al teorema de Bolzano

Comengarem donant unes definicions i uns resultats sobre limits i continuitat necessaris
per arribar a enunciar i demostrar el teorema de Bolzano amb detall.

3.1 Definicions i resultats de limits
Definicié. Sigui D C R i sigui f : D — R. Considerem a € D. El limit de f quan
tendeiz a a ésl € R si per tot € > 0 existeiz § > 0 tal que:
O<|r—al<d, ze€D=|f(zx)—-I<e
Ho denotarem com li_r>n f(x) =1. La darrera implicacié també es pot expressar en forma
r—a
d’intervals, la qual cosa en resulta:
ze€DN(a—d,a+0)\{a} = f(z)e (l—¢€l+¢)
A vegades ens interessara com es comporta una funcié inicament per un costat. Podem
definir conseqiientment els limits laterals.

Definicié. Diem que el limit de f quan tendeix a a per la dreta ésl € R si per tot € > 0
existeir 6 > 0 tal que:

x € (a,a+9), r€D = |f(x) -1 <e

Ho denotarem lim f(x)=1.

z—at
Analogament podem definir el limit per I’esquerra.

Definicidé. Diem que el limit de f quan tendeix a a per l’esquerra és I € R si per tot
€ > 0 existeiz § > 0 tal que:

z€(a—1d,a), reD=|f(x) -1 <e

Ho denotarem lim f(x) = 1.

T—a—

Enunciem i provem un resultat molt important a ’hora de treballar amb els limits que
ens sera util per treballar posteriorment amb la continuitat.

Teorema. Sigut D C R ¢ siguin f,g : D — R funcions. Considerem xo € D pel qual
tentm

a) lim f(z)=a

T—T0
b) lim g(x) =10

T—T0

Aleshores tenim que se satisfan les segiient propietats:
i) lim f(z)+g(z)=a+b
T—T0

it) lim f(x)-g(x) =ab

T—T0

Demostracié. Anem a demostrar en detall el resultat.



Propietat i) L’objectiu és demostrar que
Ve>0, 30 >0]0<|z—x0| <d=|f(x)+g(z)—(a+D)] <e.
Per aconseguir-ho, prenem €*=5 i tenim que existeixen d1,d2 > 0 tals que si
0<|z—ao| <6 = |f(x) —a| <€
0<|z—z0| <d2=|g(x) — b <€
Aleshores escollint 6 = min(d1,d2) tenim que per 0 < |z — xg| < ¢

7@+ 9(2) — (a+5)| < |F(x) —al +]g(a) ~b| <+ = £+ £ =

on la primera desigultat és conseqiiencia de la desigualtat triangular i per tant acabem
de provar que:
lim f(z)+g(x)=a+b

T—T0

Propietat ii) El que ara ens disposem a veure és
Ve>0, 30 |0<|z—mo| <= |f(z) g(x)—(a-b)] <e

sabent que
V6>03(51 ‘ 0< ‘l‘—xo‘ <51:>|f($)—a’<61

Ve>0§|52]0<]w—x0]<51:>\g(x)—b\<62

De forma similar a la demostracié de la propietat anterior, escollim § = min(dy, d2).
Aleshores obtenim,

[f(z)-g(z) —a-b] = |f(z) - g(z) = f(z) b+ f(z) -b—a-b| < [b]|f(x) —al+[f(z)llg(x) —b]

on la desigualtat ve donada de novament per la desigualtat triangular. Ara, si hem escollit
€1 de forma que [b] - €; < §, tenim que

€
bllf () — al<s.
Escollint €; de forma que ¢; < 1 tenim que
|f(z) —a] < e <1=|f(z)[<[a] + 1,

aixi que
[f(@)[lg(z) — bl < (la| + 1)|g(x) — b[<(la] + D)e2.

Per 1ltim, és suficient prendre e com

—

€
2)a|+1

per obtenir |f(z)||g(z) — b|<5. Per tant amb la construccié que hem fet obtenim:
[f(@) - g(z) —a-b] <e

la qual cosa prova el que buscavem: lim f(x)-g(x) = a-b.
T—T0



3.2 Definicions i resultats de continuitat

Definicié. Considerem una funcié f: D — R, on D C R. Direm que una funcio f és
continua en un punt a € D si per Ve > 0, existeiz § > 0 tal que:

reDNI(a,d) = f(z) € I(f(a),e).

De forma forma equivalent tenim que f és continua en a € D si existeix lim f(x) i a
r—a
més f(a) = lim f(z)
Tr—a
Definicié. Si f no compleiz la condicié de continuitat en a direm que és discontinua en
el punt a € D.

Observacié. Direm que f és continua si és continua per tot punt del seu domini, és a
dir, si és continua Va € D. Denotarem el conjunt de funcions continues en D com C(D).
Per tant si f és continua en D tenim que f € C(D).

Farem un analisi més exhaustiu per mostrar resultats importants sobre la continuitat.

Teorema. Siguin f,g: D — R funcions continues en a € D. Aleshores tenim que f+g,
f-g9, f-g son continues en a. Si a més g(z) # 0, Vx € D (o0 a tot entorn de a), aleshores
1/g és continua en a.

Teorema. Considerem la funcid f: D — R ig: E — R amb la propietat que f(D) C E.
Si f és continua al punt a € D i g és continua al punt f(a) € E, aleshores la funcié
composta g o f és continua al punt a € D.

Demostracié. Per hipotesi sabem que g és continua al punt f(a). Aixi doncs tenim que
per a tot € > existeix d > 0 tal que

ye ENI(f(a),d)) = g(y) € I(g(f(a)),€)
Per continuitat de f al punt a, fixat § > 0 existeix 1 > 0 tal que
z € Dnl(a,n) = f(z)€I(f(a),d)

Aleshores si z € D N I(a,n) podem prendre y = f(z) a la primera implicaci6 i en con-
seqiiencia deduim que g(f(z)) € I(g(f(a)),€) la qual cosa és el que voliem provar. O

Exemple. Mostrarem mitjancant la definicié formal de continuitat que la funcié f(z) =
3z — 5 és continua en x¢p = 2. De fet, donat que f és un polinomi, és continua en tot el
seu domini, el qual és R.

Aixi doncs tenim que f és continua en g = 2 <=

Ve>0,30>0| |z -2 <d=|f(z) — f(2)| <e€

Per tant hem de trobar un § > 0 per un € > 0 arbitrari tal que si |z — 2| < § aleshores
tenim que |(3z — 5) — 1| < e. Observem que:

[f(x) = f(2)] = [Bz = 5) — 1| = [3(z — 2)| = 3|z — 2|
Prenem un x tal que |z — 2| < §, obtindrem que
](3x—5)—1|:3|x—2]<3§:6

Per tant prenent § = £ tenim el que voliem demostrar. Notem que la condicio 0 <
|z — x| < I es pot simplicar per |x — xo| < & ja que si x = xo es compleix clarament la
condicio de que |f(z) — f(zo)| < € ja que |f(zo) — f(xo)| =0 ie>0.



3.3 Teoremes fonamentals relatius a la continuitat

El primer teorema fonamental que veurem fa referéncia a l’existéncia de maxims i minims
d’una funcié. Aixi doncs mostrem el conceptes necessaris per entendre que afirma el
teorema.

Definicié. Considerem una funcic f : D — R, on D C R. Direm que f assoleiz un
mazxim absolut al punt a € D si f(x) < f(a) per a tot x € D. Andalogament diem que f
assoleix un minim absolut en a € D si f(x) > f(a) per a tot v € D.

Amb aquest concepte previ podem enunciar el Teorema de Weierstrass.

Teorema de Weierstrass. Sigui f : [a,b] — R continua. Aleshores [ és acotada i
assoleir un mazxim i un minim absolut.

Per demostrar el teorema de Weierstrass enunciarem el teorema de Bolzano-Weierstrass
i donarem una definicié basica per entendre’l, pero no el demostrarem perque no és 1’ob-
jectiu de la construccié matematica que estem fent.

Definicié. Sigui {a1,as,...} una successio de nombres reals
n < ng <

una successio de nombres naturals estrictament creizent. La successio {an,}, el terme
i-eéssim de la qual és ay,, s’anomena parcial de {a,}.

Teorema de Bolzano-Weierstrass. Tota successid fitada de nombres reals té una suc-
cessio parcial convergent.

Amb aquests conceptes passem a demostrar el Teorema de Weierstrass.

Demostracid. El primer pas de la demostracié sera veure que la funcié esta acotada. Aixi
doncs suposem el contrari: aleshores tenim que hi ha punts z,, a < z, < b tals que
|f(x)| > n. Pel teorema de Bolzano-Weierstrass tenim que existeix una successié parcial
{zn,} convergent cap a un limit [ € [a,b]. Per la continuitat de f en el punt [ la successié
{f(xn,)} — (1), pero aixo és impossible ja que {f(xy,)} no és fitada.

Conseqiientment hem vist que la funcié sempre esta acotada tant superiorment com
inferiorment i per tant f(D) tindra suprem. Considerem aquest suprem; sigui M =
Sup,<.<p f(z). Ara cal veure que aquest suprem s’assoleix en algun punt del domini. Per
acongeg_uir—ho, considerem la successi6 {a,} de manera que a < a, <bi

M_lgf(an)SM
n

Usant novament el teorema de Bolzano-Weierstrass ens déna el resultat tal que existeix
una successié parcial {a,,} amb limit c¢. Com que f és continua en ¢, {f(an,)} — f(c)
i de les condicions anteriors deduim que f(c¢) = M. Hem arribat en conseqiiéncia al que
voliem provar, és a dir, que ¢ és maxim de la funcié f. De forma analoga es prova que la
funcié assoleix un minim. O

Ara veurem un altre resultat molt interessant sobre la continuitat que ens donara una
caracteritzacié fonamental de les funcions continues. El teorema de conservacié del signe
afirma que donada una funcié f: D C R — R tal que és continua en p, on p € D i f(p)
és positiva, aleshores existeix un entorn obert del punt p de radi § en el qual la funcié és
positiva. Es andleg considerant que f(p) < 0. Formalment tenim:



Teorema de la conservacié del signe. Sigui f : D C R — R una funcié continua tal
que és continua en p, amb p € D i complint f(p) > 0. Aleshores 39 tal que per tot x tal
que x € D i |x — p| < 0 aleshores f(x) > 0. Andalogament ho tenim per f(p) < 0.

Demostracid. Les hipotesis del teorema ens asseguren que f és continua en p. Conseqiient-
ment tenim que liin f(z) = f(p) > 0. Ara usarem la definici6 de limit. En efecte,
T—p

lim f(z) =L<=Ve>030>0|0<|z—p|<d=|f(z)—L|<e

T—p

Prenem ara € = @. Aleshores 36 > 0 tal que

e DA —pl <= |f(x) ~ ) < L2

Aix0 és equivalent a

[
2
Ara sumant f(p) a la desigualtat obtenim:
f(p) 3

T<f($)<§f(p)

< f(@) - fp) < 1)

(

i com per hipotesi teniem que f(p) > 0 tenim també que pr) > (i arribem al que voliem:
f(z) > 0. O

Teorema de Bolzano. Sigui f : [a,b] — R continua amb f(a) - f(b) < 0. Aleshores
existeir ¢ € (a,b) tal que f(c) =0.

Donat que aquest és teorema central i fonamental del treball, donarem dues demostra-
cions possibles d’aquest teorema. La primera estara basada en el metode de la biseccid,
i altre es basara en una propietat de la continuitat. Més endavant aprofundirem en
el metode de la biseccié ja que és una conseqiiéncia directa i important del teorema de
Bolzano.

Passem a veure doncs la primera demostracio:

Demostracio. La idea és crear una successio d’intervals cada cops més petits que conver-
geixin a l'arrel. Vegem-ho amb detall: anomenem a l'interval [a,b] per Iy. Aleshores el
dividim en dos intervals d’igual longitud. Per fer-ho considerem el punt mig de l'interval
Iy que ve donat per @. Aqui poden succeir dues situacions: si el punt mig la funcié val
zero la demostracié ja ha acabat perque hem demostrat que hi ha un punt en l'interval
on la funcié assoleix un zero. En cas contrari, construim I; prenent la meitat de I'interval
on la funcié té signes diferents als extrems i anem reiterant el procés. D’aquesta manera
arribem a dues situacions possibles novament: la primera és que en un nombre finit de
passos arribem a un punt on el qual la funcié assoleix el 0 o bé hem construit una successié

d’intervals tancats de la segiient forma:
Iy 21 2 Is...

amb la propietat que f pren valors de diferent signe als extrems de cada interval I,. Si
prenem un punt x, de cada I, aconseguim una successié de Cauchy que tindra com a
limit [, tal que [ € I,,,Vn € N. De fet encara podem afirmar més, [ és I’inic punt tal que
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Per acabar la demostracié cal veure finalment el que afirma el teorema: f(I) = 0. Per

veure-ho suposem f(l) > 0, en tot entorn (I — ¢l + €) prendria inicament valors positius
la qual cosa no és possible ja que per un n suficientment gran tenim que I, C (I —¢€,l+€)
i tenim que f pren valors oposats als extrems de I, per una n arbitraria. De forma
completament analoga es raona que no es pot donar que f(I) < 0. O

Veiem ara una altra demostracié possible del teorema de Bolzano:

Demostracié. Fem notar un fet important: si f(xz) > 0 per algun x € (a,b), aleshores
existeix un e de forma que 0 < € < f(z). També ho podem raonar analogament: si
f(z) <0 per algun x € (a,b), aleshores existeix un e de forma que 0 > —e > f(z). Per la
definicié de continuitat tenim l'existéencia d’'un § > 0 tal que per y a Uinterval (z — 4, z+9)
es verifica |f(y) — f(z)| < e i per tant f(y) > 0 (respectivament tindriem f(y) < 0). Als
extrems a i b tindrem intervals [a,a + ) on f serd negativa i (b — 4, b] sera positiva (es
podria raonar ’altre cas analogament).

Considerem ara z* = sup{z € [a,b] | f(x) < 0}. Com que suficientment a prop de a, f
és negativa i suficientment aprop de b tenim que f és positiva, es dedueix que z* € (a,b).
Caldra veure finalment el que afirma el teorema: f(z*) = 0. En efecte, si f(z*) > 0 se’n
deduiria f(z) > 0 per z € (z* — §,b] contradient la definicié de z* com la minima cota
superior dels valos de x dels quals f és negativa. Per altra banda si f(x) < 0, aleshores
tindriem que f(z* + ) també seria negativa, en contra del fet que z* és cota superior dels
valors de z pels quals f és negativa. D’aqui deduim finalment que f(z*) = 0. O

Com a corol-lari directe del teorema de Bolzano podem enunciar el segiient resultat.

Teorema del Valor intermig. Sigui f : [a,b] — R i sigui z un valor entre f(a) i f(b).
Ezisteiz ¢ € [a,b] tal que f(c) = z.

Demostracio. Definim la funcié g(z) = f(x) — 2. En cas que g(a) = 0 o g(b) = 0 ja
hem acabat. En cas contrari apliquem el teorema de Bolzano. Clarament g és una funcié
continua i a més tenim que g(a) i g(b) tenen signes diferents ja que z esta entre f(a) i
f(b) de tal forma que obtenim que 3 ¢ € (a,b) tal que g(c) = 0 el qual resol el problema
que voliem. O

El teorema de Bolzano té també una altra conseqiiéncia interessant que ve donada pel
segiient resultat:

Teorema. Sigui D # () ¢ D C R amb la propietat addicional de que si a,b € D tenim que
[a,b] € D. Aleshores tenim que D ha de ser necessariament d’una de les segiients formes:

i) D és un interval obert, és a dir, és de la forma (c,d).
it) D és un interval tancat, és a dir, és de la forma [c,d).
i11) D és un interval semiobert, és a dir, de la forma, [c,d) o bé (c,d].
iv) D és una semirecta oberta, és a dir, de la forma (—oo,d) o bé (c,+0).

v) D és una semirecta tancada, és a dir, de la forma (—oo,d] o bé [c,+00).



vi) D és tota la recta, és a dir, D = R.

Demostracio. Per demostrar el resultat, considerem ¢ = inf D i d = sup D. En cas que D
no sigui acotat inferiorment considerem ¢ = —oo i analogament considerem d = +o0o en
cas que D no estigui acotat superiorment.

L’objectiu ara sera veure que D és un interval d’extrems c¢ i d. Si e € (¢,d), tenim
que existeixen ci,d; € D tals que ¢ < ¢; < e < d; < d, per ser ¢ = inf D, d = sup D.
Aleshores tenim que e € [¢1,d1] € D i (¢,d) C D.

D’altra banda, fla < c tal que a € D i #d > c tal que b € D, d’on es dedueix que D
ha de ser dels tipus necessariament enunciats. O

Degut a aquest resultat, podem enunciar el teorema de Bolzano d’una forma diferent:
Si f és una funcié definida en un conjunt D amb la propietat que s’ha donat al teorema
anterior i tenim que a,b € D i z és un punt entre f(a) i f(b), llavors z esta també en la
imatge de f. També podem afirmar de forma equivalentment que el conjunt imatge té
aquesta mateixa propietat que D i és del tipus anteriorment esmentats.
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4 Aplicacions del teorema de Bolzano

4.1 Aplicacions immediates

L’objectiu d’aquesta seccid és veure les aplicacions d’aquest teorema. Aquest teorema és
purament d’analisi pero té efectes en el problema classic de trobar zeros a funcions ja que
com hem dit anteriorment se’n deriva un metode numeric per trobar zeros de funcions,
concretament, el metode de la biseccid. Comencarem veient la primera aplicacié totalment
immediata la qual és demostrar I'existencia de zeros a funcions. Vegem-ho en un exemple.

Exemple 1 Considerem la funcié f(x) = 2% — cos(z) — 8. Volem demostrar I'existéncia

d’almenys un zero en I'interval [—3, —2]. Per fer-ho farem servir el teorema de Bolzano. El
primer que ens demana el teorema de Bolzano és que la funcié sigui continua. Clarament
la funcié que hem escollit és continua ja que 22, cos(z) i la funcié constant 8 sén continues.
Cal veure que a I’extrem dels intervals prenen signes diferents:

f(=3) = (=3)% — cos(—3) — 8 ~ 1.989

f(=2) = (=2)? — cos(—2) — 8 ~ —3.583

Aplicant el teorema obtenim que existeix almenys un ¢ € (—3,—2) tal que f(c) =0. A
més a més, concretament en aquest exemple estem treballant amb una funcié parella, és
a dir, compleix que
f(x) = f(—x), Ve € Dy =R
ja que
f(x) = 2% — cos(x) — 8 = (—x)? — cos(—x) — 8 = f(—x)

Degut aquesta propietat i al teorema de Bolzano podem afirmar que existeix també al-
menys una arrel en l'interval (2,3). Tot aixd que hem provat analiticament ho podem
visualitzar graficament:

Il-lustrarem amb un altre exemple que se’n poden deduir resultats immendiats i més
generals. Fins i tot aquest exemple el podriem considerar com un corol-lari del teorema
de Bolzano.
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Exemple 2 Volem provar que tota equacié polinomica
p(x) = 2" + 12" '+ ... +ay=0

té solucié demanant que n sigui senar. Evidentment n € N. Ho provarem usant el teorema
de Bolzano. Donat que p(z) és un polinomi és continu en tot el seu domini el qual és R.
Aixi doncs només cal veure que pren signes diferents en diferents punts del seu domini.
En efecte, podem veure que

lim p(z)= lim 2"(1+

An—1
r— 400 r—+00 €T

ag
+...+x—n):+oo

D’aquest fet se’'n dedueix necessariament que existeix b tal que p(b) > 0. D’altra banda
tenim que

lim p(x) = EIP z"(1+

an—1
T——00 T

ao
+_”'+_;E):: —00
Analogament deduim que existeix a tal que p(a) < 0. Per tant podem aplicar el teorema
de Bolzano i tenim que existeix un ¢ € (a, b) tal que p(c) = 0 que és exactament el fet que
voliem provar.

Encara que el teorema ens asseguri l'existéncia d’arrels en certs casos no sempre ens
servira per localitzar certes arrels. Aixo ho podem veure amb el segiient exemple:

Exemple 3 Considerem la funcié f(z) = z2. Es clar que és una parabola i té un zero
en z = 0. No obstant, amb Bolzano mai podriem assegurar 1’existéncia d’aquesta arrel
ja que tot entorn de 0 té imatges positives. Matematicament ho podem formalitzar dient
que tot entorn de 0 és de la forma (—e, €) on € > 0 arbitrari. I tenim que:

fle)=(e>=€>>0

fl==(-e = >0

En cap cas podrem aplicar el teorema de Bolzano pero existeix una solucié en l'interval
ja que clarament 0 € (—¢,¢) i f(0) = 02 = 0.

Amb aquest exemple hem il-lustrat una feblesa del teorema; hi ha arrels que no es poden
localitzar a través de Bolzano. Un altre fet important en el qual cal insistir és que el
teorema de Bolzano és capag d’assegurar l’existencia sota certes hipotesis pero no po-
dem coneixer quants zeros hi ha dins de l'interval. El teorema de Bolzano ens assegura
que hi ha almenys un zero, perd n’hi podrien haver 2, 3 o fins i tot infinits. Vull afegir
que aquests fets per mi sén fonamentals a I’hora d’entendre bé que ens diu el teorema
i que no ens diu. Donat que aquest treball és de caire didactic és una cosa en la qual
he posat molt d’émfasi a I’hora de preparar una classe en un institut per treballar el te-
orema. Per mi és essencial treballar el llenguatge matematic i entendre bé com utilitzar-lo.

Malgrat que sigui matematicament interessant demostrar I'existéncia de zeros nosaltres
encara volem arribar més lluny. No només volem saber I'existeéncia de zeros siné també
trobar-ne aproximacions. Es aqui on entra en joc el metode de la biseccié el qual ara
detallarem. En realitat la idea ja s’ha vist; hem demostrat anteriorment el teorema fent
servir la idea en la qual es basa aquest metode numeric.
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4.2 El métode de la biseccid

L’objectiu del metode de la biseccié (al igual com qualsevol metode per trobar zeros a
funcions) és trobar un valor p tal que f(p) = 0. Per fer-ho considerarem un interval [a, b]
tal que es pot aplicar Bolzano, és a dir, tal que f és continua en [a,b] i f(a)- f(b) < 0. Tot
i que el metode funcioni amb el fet que hi hagi més d’una arrel per facilitar I’argumentacié
considerarem solament que hi ha una arrel. En cas que hi hagi més d’una arrel funcionaria
igual pero no podriem assegurar cap a quina arrel convergira.

4.2.1 Descripcié del metode

Per comencar amb el metode de la biseccié considerarem a; = a i by = b. Aleshores
considerarem p; el punt mig de l'interval [a, b] que ve donat per la segiient expressio:

bl—al
2

p1r=a+

Si f(p1) = 0, aleshores I'arrel que buscavem és p = p;. En cas contrari, és a dir, en
cas que f(p1) # 0, aleshores necessariament f(p;) ha de tenir un signe igual a f(a1) o bé
f(b1). Aqui tenim una disjuncié; en cas que f(p1) i f(a;) tinguin el mateix signe aleshores
larrel p es trobara a (p1,b1) (la qual cosa ens ho assegura el teorema de Bolzano ja que
sgn(f(p1)) # sgn(f(b1)). En aquest cas prenem

az =p1 i by = by

Analogament podem considerar 1’altre cas; si f(p1) 1 f(b1) tenen el mateix signe l’arrel p
que busquem es troba en linterval (a1, p1) (Bolzano novament ens ho assegura ja que la
funcié pren signes diferents en U'interval) i prenem

az =ay i by =p;
Aleshores anem aplicant iterativament aquest procés per obtenir diferents intervals
[abbl] 2 [G/Q,bg] 2 [a37b3]"'

El qual cada nou interval té la meitat de la longitud de l'interval anterior. En la segiient
imatge podem visualitzar la idea:

F(x)

A T’hora de programar-ho ho podriem resumir de la segiient manera:

13



Pas 1. Considerem un interval [ay,b,] en el qual es pugui aplicar Bolzano i per tant hi
haura l’arrel. Construirem U'interval [an+1, bnt1] que també contindra Parrel prenent
el punt mig

by, — an

Pn = Gp + B

Pas 2. Verifiquem si |f(p,)| < TOL, on TOL denota la tolerancia desitjada. En cas afir-
matiu hem trobat 'arrel. En cas contrari passem al seglient pas.

Pas 3. Considerarem a,11 = ap 1 by41 = pp en cas que f(a,) - f(pn) < 0. En cas que
aquesta ultima afirmacié sigui falsa considerarem an4+1 = pp 1 bpy1 = by, En
aquest pas podem considerar dos criteris addicionals de parada: el primer és que
si |f(bnt1) — f(ant1)] < TOL prenem l'arrel com el punt mig i aturem el procés.
L’altre criteri seria imposar un nombre d’iteracions maxim que en cas que arribéssim
aturariem també el procés.

4.2.2 Convergencia del meétode

Com hem vist anteriorment la idea del meétode de la biseccié és anar construint intervals
Iy26hL 2 Is...

En cada pas, la longitud de I'interval en el que sabem que hi ha el zero es redueix a la
meitat. També sabem que el punt mig de 'interval p; dista de I'arrel p com a maxim ”‘T‘l.

Com aquest fet succeeix en cada iteracié tenim que

b—a
27’L

lpn — p| <

Gracies a aquest fet, de la segiient desigualtat és molt senzilla fitar el nombre d’iteracions
necessaries per garantitzar una tolerancia donada. Suposem donada una certa TOL. Per
determinar fita d’iteracions n usem la desigualtat descrita anteriorment:

b—

2TL

¢ < TOL

Facilment podem aillar la n obtenint
lo b-a <
—— <n
$2TOL

4.2.3 Observacions addicionals

Si bé és cert que el metode de la biseccidé és conceptualment clar dista molt de ser un
metode eficient per trobar zeros a funcions. Té defectes considerables (molts d’ells heretats
del teorema de Bolzano):

1. La convergencia és molt lenta en comparacié altres metodes com Newton-Raphson.

2. Si considerem un interval [a,b] en el qual es pot aplicar el teorema de Bolzano
pot ser que hi hagi més d’una arrel. Aquest és un fet on hem posat molta emfasi
anteriorment; el teorema de Bolzano només ens assegura ’existencia de zeros pero
en cap cas les quantifica. En cas que hi hagin més d’una arrel no podem assegurar
cap a quina convergira el metode.
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3. Com hem vist en I’Exemple 3, donada la naturalesa de la funcié mai haguéssim pogut

trobar el zero d’aquella funcié emprant el metode de la biseccid. Més generalment
donada una funcié f : D — R o bé una funcié f : D —+ R~ on D C R no podrem
usar aquest metode.

. Per calcular el punt mig tenim aquestes dues maneres equivalents algebraicament:

by, —an . an + by
pn:an+Tan:T

Malgrat que pugui semblar que amb la segona igualtat fem menys operacions no és
recomanable usar aquesta forma de calcul del punt mig ja que quan ens acostem
a la precisi6 maxima de la maquina, aquesta correccié pot resultar erronia mentre
bn—an

que amb la primera igualtat només estem afegint una petita correcié >»5*= al valor
ja conegut.

No obstant a aquests fets, podem dir que aquest metode té una propietat molt important
i positiva: si som capagos de trobar un interval [a, b] on la funcié pren valors de diferents
signes tenim assegurada la convergencia. Aix0 no sempre passara en tots el meétodes
per trobar zeros a funcions. També cal fer un especialment esment en el fet que aquest
metode permet calcular el nombre d’iteracions necessaries per trobar la solucié amb una
certa tolerancia. Abans d’aplicar-lo podem fer-nos una idea de quantes iteracions ens
caldran per aproximar la solucid.

4.2.4 Implementaci6 a MATLAB

Aqui deixo la proposta del codi amb el qual després es faran comparacions. En aquest
cas volem aproximar v/3. Per fer-ho busquem el zero de la funcié f(z) = 22 — 3.

%Implementacié del métode de la biseccié a MatLab

tol=input (’Introdueix tolerancia\n’);
itermax=input (’Introdueix iteracions maximes\n’);

%Aproximacié inicial

fprintf ("Introdueix un interval [a,b]l\n");
a=input (’ Introdueix a:’);
b=input (’ Introdueix b:’);

if (a>b)

aux=b;
b=a;
a=aux;

elseif (a==b)

end

fprintf("Interval erronil\n");
exit (0);

if (£ (a)*f (b)>0)
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fprintf("No podem aplicar Bolzano\n");
exit(1);

end

p=a+(b-a)/2;

iter=0;

while(abs(f(p))>tol && iter<itermax)
if (£ (p) *f (a)<0)
b=p;
else
a=p;
end
p=a+(b-a)/2;
iter=iter+i;

if (abs(f(a)-f(b))<tol)
fprintf("La solucié és %.12f amb %d iteracions\n", a+(b-a)/2, iter);
exit (0);

end

end
if (iter>=itermax)
fprintf("Iteracions maximes assolides\n");
else
fprintf("La solucié és %.12f amb Jd iteracions\n", p, iter);

end

function y=f(x)
y=x"2-3;

end

4.3 Metode de la secant

Tot i que el metode de la biseccié ens asseguri la convergencia és massa lent per a que
sigui un metode estandard per trobar zeros a funcions. No obstant, la idea en la qual esta
basada déna pas a millorar-se i a derivar-se en altres metodes millorats. Presentarem el
metode de la secant amb I'objectiu final de veure el metode de la Régula falsi un metode
hibrid entre el metode de la secant i el metode de la biseccid.

4.3.1 Descripcié del metode

La successié d’aproximacions generada per el metode de la secant ve donada per dos valors
inicials, idealment propers a ’arrel. Podem considerar pg = a i p; = b. Ara considerem
Pequacié de la recta que passa per els punts (po, f(po)) i (p1, f(p1)) la qual és

f(p1) = f(po)

r—p1
P1 — Po ( )

y=f(p1) +
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En el punt de tall (pg2,0) d’aquesta recta amb 1’eix d’abscisses verfica

f(p1) — f(po)

0=f)+ p1—Po

(p2 — p1)

on finalment podem aillar ps obtenint

_ )@ —po)
P2 o) = F(mo)

Graficament es pot visualitzar:

ftx)

A T’hora de programar-ho ho podriem resumir de la segiient manera:

Pas 1. Donats p, i p,—1, 'aproximacié p,+1 de l'arrel de f(z) = 0 s’obté recursivament de
la segiient forma
Prtl = Pn — f(pn)(Prn — Pn—1)
f(on) — f(Pn-1)

Pas 2. Es comprova si |pp+1 — pn| < TOL o bé s’han assolit les iteracions maximes per
si el metode no ha convergit. En cas contrari es reitera el procés on p,—1 = p, i
Pn = Pn+1 1 s’0bté novament p,1 a partir dels nous p, i pp—1.

4.3.2 Convergencia del metode

El métode de secant no exigeix que I'arrel romangui encaixada dins del parell de punts com
ho fa el métode de la biseccid, i per aix0 no sempre convergeix. L’ordre de convergencia

és a, on
1+5

~ 1.618...
5 618

o=

la qual és la raé auria.

Malgrat que en aquest metode no en podem assegurar la convergencia si que podem
afirmar que quan el metode convergeix ho fa molt més rapid que amb el metode de la
biseccid (ja que té convergencia lineal).

4.3.3 Observacions addicionals

1. El metode de la secant no demana el calcul de la derivada com exigeixen altres
metodes numerics el qual és un fet positiu perque a vegades és molt costés calcular-
ho o vegades ni tan sols la podem calcular perque no la coneixem.
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2. Podem pensar que podem simplicar la férmula d’iteracié de la segilient manera:

Pl = Pn — f(pn)(pn - pn—l) _ f(pn—1>pn - f(pn)pn—l
" " f(pn)“f(pn—l) f(pn_1)—-f(pn)

ja que algebraicament és equivalent. No obstant aix0 és un error ja que podriem
augmentar drasticament l’error al restar dos nombres practicament iguals quan fem

f(pnfl)pn - f(pn)pnfL

4.3.4 Implementacié a MATLAB

Aqui tenim novament el codi del metode de la secant. En aquest cas també volem apro-
ximar v/3. Per fer-ho busquem el zero de la funcié f(z) = 22 — 3.

%Implementacié del métode de la secant a MatLab

tol=input (’Introdueix tolerancia\n’);
itermax=input (’ Introdueix iteracions maximes\n’);

%hAproximacions inicials
x0=input (’ Introdueix x0:’);
x1=input (’ Introdueix x1:°);

if (x0==x1)
fprintf ("Aproximacions errdnies\n");
end

iter=0;
while (abs(x1-x0)>tol && iter<itermax)

x2=x1-(f (x1)*(x1-x0)) /(£ (x1)-£(x0)) ;
x0=x1;
x1=x2;
iter=iter+1;
end

if (iter>=itermax)

fprintf("Hem assolit el nombre d’iteracions maxim. No ha convergit\n");
else

fprintf("La solucié és %.12f amb %d iteracions\n", x2, iter);
end

function y=f(x)

y=x"2-3;
end
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4.4 Metode de la Régula Falsi o posicié falsa

Finalment vull presentar el darrer métode numeric que és un hibrid entre els dos metodes
anteriors. En aquest cas, a diferencia del metode de la secant es manté ’arrel encaixonada
com al metode de la biseccid la qual cosa ens assegura la convergencia.

4.4.1 Descripcié del metode

Per usar el metode de la Régula Falsi necessitem en primer lloc un interval inicial [a, b]
tal que f(a)- f(b) < 0. D’aquesta manera el teorema de Bolzano ens assegura ’existéncia
d’un zero. Prenem a1 = a i by = b, aleshores ’aproximacio ps ve donada per:

Dy =y — flar) (b1 —a1)
f(b1) = f(ar)
Si f(p2) i f(a1) tenen el mateix signe, aleshores prenem ay = po i be = by. Altrament, si

f(p2) 1 f(b1) tenen el mateix signe, prenem ay = aj i by = pa. Ho podem visualitzar de
la segilient manera:

fx)

A Thora de programar-ho ho podem resumint de la segiient forma:

Pas 1. Considerem un interval [ay,by] en el qual es pugui aplicar Bolzano i per tant hi
haura Darrel. Es construeix un interval [ay4+1,b,41] on també es podra aplicar el
teorema de Bolzano considerant primerament

Prtl = G — f(an)(bn — an)
" " f(bn) — flan)

Si|f(pn)| < TOL ja hem acabat. Siné passem al pas 2.

Pas 2. Si f(an) - f(pn+1) < O prenem ani1 = ap i b1 = pp+1. Altrament prenem
An+1 = Pn+1 i bn+1 = bp.

Pas 3. Aquest pas és opcional. Podem parar si posem un nombre d’iteracions maximes
ITERMAX.

4.4.2 Convergeéencia del meétode

Podria semblar que el metode de la Régula Falsi és substancialment millor que el metode
de la Secant. El fet és que no és aixi, generalment el metode de la Secant convergeix més
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rapid i fins i tot en alguns casos que veurem, el metode de la Régula Falsi pot arribar a
ser més lent que el metode de la biseccié (tot i que és I'excepcid i no la regla).

Es pot demostrar que sota certes condicions el metode de la falsa posicié té ordre de
convergencia lineal, pel que sol convergir més lentament a la solucié de I'equacié que el
metode de la secant, encara que el metode de la falsa posicié sempre convergeix a una
solucié de I’equacio.

L’algorisme té l'inconvenient que si la funcié és convexa o concava prop de la solucio,
I'extrem de 'interval més allunyat de la solucié queda fix variant tinicament el més pro-
per, convergint molt lentament.

4.4.3 Implementaci6 a MATLAB

El segiient codi implementa el metode de la posicié falsa. Fem notar que la funcié que
s’ha escollit és també f(z) = 22 — 3 per trobar un aproximacié de /3.

%Implementacié del métode de la Regula Falsi a MatLab

tol=input (’Introdueix tolerancia\n’);
itermax=input (’ Introdueix iteracions maximes\n’);

%hAproximacié inicial

fprintf ("Introdueix un interval [a,b]\n");
a=input (’Introdueix a:’);

b=input (’Introdueix b:’);

if (a>b)
aux=b;
b=a;
a=aux;
elseif (a==b)
fprintf ("Interval erroni\n");
exit (0);
end

if (£ (a)*£(b)>0)
fprintf ("No podem aplicar Bolzano\n");
exit(1);

end

p=a-(f(a)*(b-a)) /(£ (b)-f(a));
iter=0;

while(abs(f(p))>tol && iter<itermax)
if (£ (p) *£ (a)<0)
b=p;
else

a=p;
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end

p=a-(f(a)*(b-a))/(f(b)-f(a));

iter=iter+i1;
end
if (iter>=itermax)

fprintf("Iteracions maximes assolides\n");

else
fprintf("La solucié és %.12f amb %d iteraciomns\n", p, iter);
end

function y=f(x)
y=x"2-3;
end

4.5 Comparacié dels metodes

L’objectiu d’aquesta seccié sera comprovar empiricament tot el que hem estat comentat
sobre els metodes numerics que hem explicat per trobar zeros a funcions. Cal afegir que
totes aquestes comprovacions es faran a través del codis que han estat mostrat anterior-
ment on s’implementaven els diferents metodes a MATLAB.

Exemple 1 En primer lloc corroborarem la velocitat de convergencia dels segiients
metodes per trobar una aproximacié de v/3. Per fer-ho hem considerat una funcié que té
com arrel /3, concretament la funcié f(x) = 22 — 3. Amb una tolerancia de le-4 i unes
aproximacions inicials de 1 i 2, considerant addicionalment unes iteracions maximes de
50, hem obtingut el segiient:

Metode numeric Iteracions requerides Aproximacio

Metode de la biseccid 12 1.732055664063
Metode de la secant 4 1.732050680432
Metode de la Régula Falsi 3 1.732026143791

En aquest cas clarament el métode més lent ha estat el de la bisecci6. Donat que la
secant a convergit ho ha fet més rapid que el de la biseccio.

Exemple 2 L’objectiu d’aquest problema és comparar les iteracions requerides per cada
metode i comparar les deu primeres aproximacions de cada metode per trobar el zero de
la funcié f(z) = tanmz — 6. Sabem qué té un zero quan = = (1) arctan 6 ~ 0.447431543.
Aproximarem aquesta arrel usant els tres metodes amb condicions inicials pg = 01 p; =
0.48 usant 10 iteracions. Usarem una tolerancia de 1e-6.
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n || Metode de la secant Error absolut

1 0.181194242 0.266237301

2 0.286187166 0.161244377

3 1.091986107 0.644554564

4 -3.692296665 4.139728208

5 -22.600649855 23.048081398

6 -57.222832473 57.670264016

7 3.538758146 3.091326603

8 -113.944405048 114.391836591

9 -195.894994825 196.342426368

10 -2989.940037531 2990.387469074

n || Metode de la biseccié | Error absolut

1 0.240000000 0.207431543

2 0.360000000 0.087431543

3 0.420000000 0.027431543

4 0.450000000 0.002568457

5 0.435000000 0.012431543

6 0.442500000 0.004931543

7 0.446250000 0.001181543

8 0.448125000 0.000693457

9 0.447187500 0.000244043

10 0.447656250 0.000224707
n || Metode de la Régula Falsi | Error absolut
1 0.181194242 0.266237301
2 0.286187166 0.161244377
3 0.348981227 0.098450316
4 0.387052621 0.060378922
5 0.410304720 0.037126823
6 0.424566483 0.022865060
7 0.433336313 0.014095230
8 0.438737409 0.008694134
9 0.442066949 0.005364594
10 0.444120662 0.003310881
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Amb el metode de la biseccid acabem obtenint:
La solucié és 0.447431545 amb 22 iteracions

Amb el metode de la secant no acaba convergint (ja s’intueix veient les primeres iteraci-
ons):

Hem assolit el nombre d’iteracions maxim. No ha convergit.
Pel metode de la Régula Fualsi I’algoritme acaba convergint obtenint:
La solucié és 0.447431536 amb 36 iteracions

Aquest és un bon exemple per veure que no sempre el metode de la Régula Falsi és millor
que el metode de la biseccid; en aquest cas convergeix més lentament que el de la biseccié.

Exemple 3 Considerem la funcié f(z) = sin(z) + 1. La funcié que hem considerat té
la segiient propietat: f: D — R*. Graficament ho podem visualitzar:

Per tant, tot entorn de a € D tal que f(a) = 0 té imatges positives. Conseqiientment
resulta impossible aproximar els zeros d’aquesta funcié emprant el teorema de Bolzano ja
que com hem dit, f(z) > 0, Vo € D. Per tant podem descartar el metode de la bisecci6 i
el de Régula Falsi. No obstant, el metode de la secant si que convergeix amb zg = —0.5 i
x1 = 0.5, obtenint:

La solucié és -1.570795035 amb 28 iteraciomns.

I efectivament sabem que sin(—75) = —1 1 per tant —5 ~ —1.570796327 és zero de f.
Com a conclusi6 general podem afirmar que no hi ha un metode millor de forma estandard,
siné que cada cas s’ha d’estudiar i depenent de les condicions haurem de decidir quin

metode és millor. Malgrat aixo hi ha uns patrons i idees estandard que hem d’utilitzar
per deduir quin és el metode que més ens convé.
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5 Generalitzacio del teorema de Bolzano

5.1 Plantejament inicial i alguns fets per reflexionar

Donat que les matematiques sén una ciéncia abstracta, un gran objectiu que tenen és
poder generalitzar conceptes. Aquest és un fet que s’observa al llarg del grau, on cons-
tantment intentem generalitzar conceptes previament treballats per abstratitzar encara
més el coneixement matematic. Un exemple clar podria ser com extenem el concepte
de continuitat a R usant la distancia del valor absolut i ho passem a espai metric, on
treballem amb distancies arbitraries. I quan arribem a la topologia el concepte de con-
tinuitat pren una nova dimensié a nivell de generalitzacié. Ara cada distancia indueix a
una topologia diferent, perd no totes les topologies provenen de distancies. Aixi doncs,
intentarem presentar maneres de generalitzar aquest teorema malgrat no és gens trivial
fer-ho.

Amb la majoria de gent que he tingut la oportunitat de parlar i els he comentat si
coneixien alguna generalitzacié del teorema de Bolzano a R™ s’han sorpres i no en conei-
xien cap. I no només es tracta de plantejar una generalitzacid, siné a quin nivell; és a
dir, una generalitzacié per a funcions de n variables i n incognites independents? Una
generalitzacié als nombres complexos? I en dimensié infinita?

So6n moltes les preguntes que ens vénen. En aquest cas intentarem generalitzar el teorema
de Bolzano per funcions escalars i finalment per n variables i n equacions independents.
Es important saber perque aquest teorema és tant intuitiu en una variable i després ja
deixa de ser-ho; el problema rau en el fet que R té unes propietats intrinsiques que deixen
de ser certes en R™, amb n > 1. Hi ha dues propietats fonamentals que ens permeten
provar el teorema de Bolzano facilment: la primera és l'existéncia de suprem per tot
subconjunt de R no buit i acotat. Es a dir, sigui ve donat del segiient teoremas:

Teorema. Sigui A C R, A # () acotat superiorment (resp. acotat inferiorment), aleshores
A té suprem (resp. infim).

La segona propietat fonamental que es fa servir per poder demostrar el teorema de
Bolzano és la propietat local de conservacié del signe per funcions continues no nul-les.
Malgrat que aquest teorema anteriorment I’hem enunciat considerant f: D CR — R és
molt senzill generalitzar-lo de la segiient manera (|| - || denota la norma euclidiana):

Teorema de la conservacié del signe. Sigui f : D CR"” — R una funcio continua tal
que és continua en p, amb p € D i complint f(p) > 0. Aleshores 3§ tal que per tot = tal
que x € D i ||z —p|| <& aleshores f(xz) > 0. Analogament ho tenim per f(p) < 0.

El que no té sentit generalitzar és a una funcié d’aquest tipus f : D C R" — R" ja
que la imatge té més d’una component. Aqui és on perdem aquesta gran propietat que
ens permet demostrar el teorema de Bolzano.

Topologicament fem servir basicament dues propietats essencials per demostrar el teo-
rema: les funcions continues i exhaustives envien subconjunts connexos a subconjunts
connexos i tot subconjunt no trivial de R és connex si i només si és un interval. Aquesta
darrera propietat no sembla tenir una generalitzacié ja que només passa per R.
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5.2 Generalitzacié per funcions escalars

El problema matematic que volem resoldre en aquesta seccié és que donada una funcié
continua f : R™ — R demostrar l'existéncia d’'un punt p € R™ de forma que f(p) = 0.
Amb altres paraules volem un p = (p1, ..., pn) € R"™ tal que

f(ph apn) =0

Notem que aqui si que podem usar la propietat que hem comentat anteriorment, concreta-
ment la propietat de la propietat local de conservacié del signe per funcions continues no
nul-les. En aquest cas té sentit ja que la funcié té només una component. Aquest fet ens
facilitara la generalitzacié. Enunciarem el segiient resultat que ens resoldra el problema
que hem plantejat inicialment.

Teorema. Siguin a,b € R"™. Considerem una funcio escalar continua, és a dir, conside-
rem una funcid continua f: R™ — R amb la segiient propietat:

fla) <0< f(b)

Aleshores tenim que l'equacid f(z) = f(x1,...,xn) = 0 té com a minim una solucid en el
conjunt
(a,b) ={(1 —XN)a+ Ab,A € (0,1)}

Observacié. Notem que el conjunt
(a,b) ={(1 = XN)a+ Xb,A € (0,1)}

és un segment obert de R™.

Demostracio. La idea per provar aquest resultat és unidimensionar el problema per tal
d’aplicar el teorema de Bolzano en una variable, el qual ja hem vist anteriorment. Per
fer-ho, prenem la funcié continua g : [0, 1] — R, la qual definirem de la segiient manera:

g(A) = f((1 = Aa+ Ab)
Notem ara un fet important:

9(0) = f(a) <0 < f(b) = g(1)

Aplicant doncs el teorema de Bolzano en g tenim el resultat que voliem provar (ho podem
fer ja que g és continua i té signes diferents en 0 i 1 com hem fet notar). O

Observacié. Notem que és analeg suposar que f(a) > 0 > f(b). Podem enunciar i
demostrar el teorema de forma totalment analoga ja que el fet essencial en la demostracio
€s que

sgn(f(a)) # sgn(f (b))
Finalment per acabar els comentaris del teorema cal dir que en efecte aquest teorema

és una generalitzacié del teorema de Bolzano unidimensional ja que el teorema per n =1
és justament el teorema de Bolzano en una variable.
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5.3 Generalitzacié per a n variables i n equacions independents

Ara el que volem resoldre és que donat una funcié f : D C R™ — R™ amb certes condicions
de regularitat (caldra analitzar-ho) demostrar que existeix algun p € D tal que f(p) =0,
on 0 = (0,...,0), per tant 0 € R™. Dit d’'una altra manera, volem veure si el segiient
sistema té solucié:

f1($1, ,$n) =0
fg(l‘l, ,l‘n) = 0

fn(:(}l, ,.%'n) =0

on f;: D; CR— R, amb D; x ... x D, = D CR".

Una petita observaciéo que m’agradaria afegir és que aqui la teoria que hem desenvolupat
per resoldre el problema per funcions escalars no ens serveix. Es a dir, donat i € {1,...,n}
podem resoldre

fi(z1,...,zn) =0

pero el problema que nosaltres volem resoldre és que passi per totes les ¢ simultaniament.

Vegem un exemple representatiu per veure fets interessants:

Exemple Considerem la funcié f : [0, 27]x [0, 27] — R? tal que (z,y) — (sin(x), cos(x)).
Aquesta funci6 té condicions de regularitat molt bones, ja que f € C*°([0,2x] x [0, 27]).
Addicionalment, donat que la imatge és S, on S! = {(z,y) € R | 22 +y? = 1}, és a dir,
la circumferencia unitat. Conseqilientment té punts als quatre quadrants, hi ha totes les
possibles combinacions diferents de signes entre els diferents punts de la imatge. Malgrat
tot aixo, I’equacid
f (.Cl? ) y) =0

no té solucié. Per tant per assegurar l’existencia el fet que hi hagi diferents signes en cada
component no sembla representatiu. També podem notar que f([0,27] x [0,27]) és un
subconjunt connex pero no té la propietat de ser un interval, com si que passa en funcions
unidimensionals.

Més generalment el que volem remarcar amb aquest exemple és que el fet que una funcié
continua (o certes condicions de regularitat) f : D C R™ — R"™ prengui imatges en

{(z1,.cc,p) ER" 2y > 0,290 >0, ... , 2, >0}
{(x1,..;xn) ER" 121 < 0,29 >0, ... ,x, >0}
{(x1,.yxn) ER" 121 < 0,29 <0, ... ,x, >0}
{(x1,..;xn) ER" 121 < 0,29 <0, ... ,x, <0}

no sembla un fet essencial per provar I'existencia de zeros.
De fet, el que si que és decisiu per determinar I’existencia de solucions en sistemes d’equa-

cions és que la funcié f que volem estudiar tingui un comportament adequat a la frontera
toplogica del domini que volem estudiar.
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5.3.1 Generalitzacié per dominis rectangulars

En conseqiiencia amb ’afirmacié que he fet amb el paragraf anterior, existeixen resultats
que van en aquesta direccié centrant-nos amb un tipus de domini especific:

Teorema de Poincaré-Miranda a R?. Considerem la funcié continua f : [a,b]x[c, d] —
R? (amba <bic<d), tal que (z,y) — (fi(x,y), f2(z,y)) i complint:

fl(aay) <0< fl(bay)7 vy € [Cv d]

fa(z,c) <0< fo(x,d), Yx € [a,b]

Aleshores equacio f(x,y) = (0,0) té una solucid en (a,b) x (c,d).

g<0

Representacié grafica del teorema de Poincaré-Miranda per n = 2

Aquest teorema es podria considerar una generalitzacié del teorema de Bolzano. En
efecte, una observacié molt important a fer és que el teorema de Poincaré-Miranda per
n = 1 és justament el teorema de Bolzano. No obstant, té una limitacié seriosa: és valid
per quan tenim un domini que sigui un rectangle. No és gaire dificil sospitar que aquest
teorema té una generalitzacié a R™. Anem-la a veure:

Teorema de Poincaré-Miranda a R". Considerem una funcid continua f : A CR™ —
R™, on A és conjunt de la forma A = [a1,b1] X [ag,ba] X ... X [an, by] (amb a; < b; per tot
i€ {1,..,n}). Tenim les segiients cares:

P ={zeP:z;=q}, (1<i<n)

Pt={zeP:x;=b}, (1<i

de forma que

Aleshores f té almenys un zero en A.
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Evidentment aquesta generalitzacié hereta les limitacions del teorema en la versié de
R2. El teorema de Poincaré-Miranda ens mostra que és molt decisiu el domini de la
funcié que volem treballar; perdo no solament és important saber el domini, siné també
com la funcié es comporta en la frontera topologica del domini (aquest fet s’observa en
les hipotesis del teorema de Poincaré-Miranda). Pero no tenim el problema global resolt
ja que no tots els dominis tenen cares.

5.3.2 Generalitzacié en la bola euclidiana

Presentarem una manera d’abordar el problema per una bola euclidiana. Per fer-ho,
caldra veure unes quantes definicions previes per entendre que afirma el teorema al qual
volem arribar.

Definicié. El producte escalar de dos vectors x = (x1,...,xn) € R" iy = (y1, ..., yn) € R",
el qual es denota per (z,y), ve donat per

n
(,y) =151 + ... + Tpyn = Z ;Y
n=1

Definicié. Denotem a l’aplicacid || - || : R® — Rt com la norma euclidiana la qual ve

definida com:
2]« (@, z) = /22 + ...+ 22, (z €R")

A més a més, verifica les segiients propietats:

1. ||z|]| =0< 2 =0, per x € R™.
2. [[Mx|| = [M[||z]], Vo € R™ i YA € R.
3 e+ yll < |l +[lyll, Yo,y € R

Definicié. Al parell (R™,||-]|) se ’anomena espai euclidia (de dimensidn) on ||-|| denota
la norma euclidiana a R™.

Vegem ara la definicié de la distancia euclidiana:
Definicié. La distancia euclidiana a R™ és una aplicacio
d:R" xR" — [0, 400)

que ve definida per
d(z,y) = |lz — yl|, (z,y €R")

tal que compleix:

1. d(z,y) =0 x =y, perx,y € R™.
2. d(z,y) = d(y,z), Yo,y € R™.

3. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y), Vx,y,z € R™.

Finalment veurem una defincié topologica necessaria.
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Definicié. Sigui A C R™. Definim la frontera de A, la qual denotarem com a A, com
el conjunt de punts p € R" tals que per tot r > 0, la bola oberta euclidiana amb centre p i
radi v, la qual definirem com B(p,r) = {x € R" | d(p,x) < r} conté punts tant de A com
del seu complementari, és a dir, R™\ A.

Donades aquestes definicions podem procedir a enunciar el teorema. Notem que com ja
haviem fet notar, un punt clau sera el comportament de la funcié a la frontera topologica.
Aix0 quedara reflexat a les hipotesis del teorema. Addicionalment cal esmentar que
B(p,r) = {x € R" | d(p,x) <}, és a dir, la bola tancada de radi r i centrada en p a R™
usant la distancia euclidiana.

Teorema. Considerem una funcié continua f : B(0,r) — R™ tal que compleix
(z, f(x)) >0, Vo € OB(0,7).
Aleshores lequacid f(x) =0 té una solucié en la bola oberta B(0,r).

Una pregunta natural que ens podem plantejar és si realment és una generalitzacio
del teorema de Bolzano. La forma de veure que aix0 efectivament és cert és reescrivint el
teorema anterior pero per n = 1, la qual cosa ens queda aixi:

Teorema. Considerem una funcié continua f : B(0,7) = [—r,r] — R tal que compleiz
(x, f(z)) >0, Vo € 0B(0,r) = {—r,7}.
Aleshores Uequacio f(x) = 0 té una solucié en la bola oberta B(0,1) = (—r,r).

En efecte és una generalitzacié del teorema de Bolzano ja que la condicié
(=, f(=r)) >0
(r, f(r)) >0

és equivalent a demanar que

f(=r) <0
f(r)y>0

Notem que en tot moment usem que r > 0. Per tant en el fons no és més que una rees-
criptura més restrictiva del teorema de Bolzano en una variable, pero no deixa de ser una
generalitzacié.

Hi ha una teoria que unifica i permet provar els teoremes: la teoria del grau de Brouwer.
Es pot trobar tots els detalls en [7] i [8].
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6 Proposta didactica

6.1 Reflexid inicial

Donat que aquest treball té un caire didactic és imprescindible que hi hagi una part del
treball que vagi dedicada a I’ensenyament. Les matematiques sempre han tingut fama de
ser complicades i ser un coneixement dificil d’adquirir. I potser aquesta fama és certa;
pero aixo no és excusa per intentar millorar cada dia i buscar noves maneres de transmetre
aquest bell coneixement. Realment penso que les matematiques sén un coneixement molt
necessari; ens ensenyen a raonar, a reflexionar i la filosofia que hi ha darrera transcendeix
d’una mera definicié. Les coses no sén perque si, darrera de cada petit detall hi ha una
idea profunda la qual algi ha reflexionat previament. Com a exemplificacié del que estic
dient hi hauria per exemple la definicié de continuitat: hi ha la definicié e — ¢, la qual hem
abordat durant al treball. Pero aquesta definicié no és casual, prové de la idea intuitiva de
continuitat. Tot i que és veritat tot el que acabo de dir, és necessari que algu t’introdueixi
minimament a tot aquest pensament ple de idees que viu en un moén purament platonic.
Es aqui on entra la figura del docent.

Malgrat que no tingui experieéncia com a docent en una aula no vol dir que no hagi
pensat en com ensenyaria les matematiques. De fet, si que tinc experiéncia com a pro-
fessor particular, tant en cursos de secundaria com de batxillerat. A més a més, durant
practicament tota la meva vida he estat estudiant i per tant si que he tingut molta ex-
periencia com a alumne; i de fet gracies a aquesta experiéncia he plantejat les sessions
que vull dur a terme de la manera que ho he fet. Es evident que cada persona és un
moén i té unes circumstancies diferents, pero hi ha uns certs patrons que es solen repetir
en l'aprenentatge: en primer lloc durant la meva experiencia a l'institut em van donar
una idea molt mecanica de les matematiques. En realitat penso que aquesta manera de
plantejar les matematiques és erronia. Igual com no té sentit aprendre’s de memoria
exactament tot el que va dir un filosof i escriure-ho en un examen sense raonar res ja
que fer aix0 fa perdre I'essencia de 'assignatura, el mateix passa en les matematiques. Si
verdaderament entens que estas fent operant un certs passos per resoldre un problema,
de ben segur que l'assignatura pren una nova dimensié: ja no importara tant la memoria,
el que verdaderament importara és el raonament i la justificacié del que fas. I aixo és
aplicable a practicament tots els nivells, no solament a la universitat. Pero també cal
realisme en el que estic plantejant: la pressié que rep un alumne del segle XXI és enorme
i el que val en realitat és la nota que treus, no realment el que aprens. Si pots aprovar
sobradament de forma mecanica ja no caldra fer I’esfor¢ d’anar una mica més enlla. I més
si tens moltes més assignatures a l’espera.

Tot i aixo cal dir que quan arribes a la universitat has d’aprendre a raonar perque les
assignatures deixen de ser mecaniques; I’exigencia és molt superior, pero també necessaria.
I aqui és per mi on hi ha la verdadera dificultat del pas de l'institut a la universitat
sumat amb el segon fet que vull comentar: el llenguatge matematic. Personalment en la
meva experiéncia a l'institut mai vaig veure un teorema ben escrit amb unes hipotesis i
unes conclusions. M’agradaria pensar que aixo és I'excepcié i no la norma. Evidentment
coneixia el teorema de Pitagores i sabia aplicar-lo, pero realment no el vaig veure mai escrit
curosament. Sabia que un teorema era una afirmacié matematica. Pero una demostracio
era un terreny totalment desconegut per mi. Tot aix0o va ser una barrera al principi del
grau: la calculadora va perdre el sentit, tot eren lletres, tot eren idees. I el llenguatge va
passar a ser un element clau.
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En aquesta linia m’agradaria encarar la meva proposta didactica. Resulta utopica la
idea de que aix0 es pot resoldre amb un parell de sessions a l’aula; en séc plenament
conscient. A més a més tots els alumnes responen d’una forma diferent ja que cadascu
té una realitat diferent i uns interessos diferents. No pretenc que tothom li agradin les
matematiques. No obstant aixo, si que m’agradaria presentar una nova manera de fer
matematiques: mostraré una petita construccié molt assequible i intuitiva. Estic segur
que el teorema de Bolzano sera una bona manera de fer-ho; és relativament senzill, molt
intuitiu i es pot representar graficament. Sera una manera de treballar el llenguatge
matematic. Tot aix0 ho recolzaré amb uns apunts i uns exercicis que segueixen aquesta
mateixa linia. Més endavant ho comentaré tot més detalladament.

Finalment tot el que he dit no vull que sembli una critica als docents; en realitat els
professors tenen una llibertat molt limitada. Constantment han d’estar pendents d’uns
temaris extensos els quals han d’impartir dia si dia també. Encara més si la selectivitat
esta esperant. En aquest sentit vull mostrar i agrair el seu suport al llarg del meu
aprenentatge. Estic segur que la majoria d’ells ho han fet el millor que han sabut.

6.2 Procés d’elaboracié dels apunts

En aquesta seccié el meu objectiu és explicar els apunts i problemes que he proposat.
Seria convenient consultar-los per entedre tot el que exposaré.

En primer lloc, abans de donar qualsevol definicié o qualsevol detall del teorema, el
primer que faig és presentar 2 problemes semblants als que han resolt al llarg del curs; pero
he afegit alguns detalls que fan que no els puguin resoldre. Per exemple els alumnes de 1r
de Batxillerat saben buscar arrels de polinomis utilitzant Ruffini, pero si poso un nombre
irracional (concretament 7 en el terme independent) forgo a que no busquin divisors.
Es un nou cas que fins la data no s’havien trobat. Una cosa similar faig amb el segon
problema. A més a més demostro graficament que 1'equacié cos(x) = x té solucid, per
tant no es tracta d’'un problema sense solucié.

Un cop presentada aquesta motivacié (problemes oberts) presento la teoria la qual ens
ajudara a resoldre’ls. En realitat els resoldrem parcialment, és a dir, demostrarem que
hi ha solucions i a més a més on es troben. Per resoldre’ls completament (trobar una
aproximaci6 de la soluci6) necessitariem el meétode de la biseccié la qual cosa ja resulta
una mica més avancat i amb el temps disponible és impossible abordar-ho amb metodes
numerics. Si veuen un teorema ben escrit, entenen les hipotesis i saben arribar a conclu-
sions ja em sembla un gran pas assolit. La teoria definira de forma senzilla la contuitat
d’una funcié; en principi suposo que tenen la idea de continuitat assolida. Si no fos el
cas s’explicaria detingudament ja que és un concepte fonamental. Finalment presento el
teorema de Bolzano (vull fer molta emfasi en saber llegir hipotesis i conclusions). De fet
els exemples van en aquesta direccio.

El primer exemple és 'aplicacié directa del teorema per demostrar que té una solucio
I’equacid presentada. No presenta més dificultat. He intentat escriure amb detall tot el
raonament necessari sense donar res per suposat; és un fet essencial en matematiques. El
segon exemple és un exemple que mostra que aplicar Bolzano no implica necessariament
que hi hagi una tinica arrel. Vol dir que com a minim n’hi ha una; en aquesta exemple n’hi
ha dos, pero també en podriem moltes més. El teorema de Bolzano demostra I’existencia
d’arrels, no les quantifica. I finalment al tercer exemple mostro un fet molt interessant; no
poder aplicar Bolzano no implica que no hi hagi una arrel. Potser en un primer moment
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pot sorprendre, pero el teorema de Bolzano diu que si es compleixen les hipotesis aleshores
hi ha com a minim un zero. Pero si no es compleixen les hipotesis no podem afirmar res.
Em sembla necessari mostrar aquest fet empiricament, per aixo he escollit una funcié
f:R—=RT.

Un cop vistos els exemples ja només cal comprovar si els alumnes han entes tot el
que s’ha explicat. En cas contrari sera la oportunitat perque ho acabin d’entendre. Els
problemes he intentat que siguin una mica diferents entre ells; a més a més, 2 problemes
sén justament els que he presentat inicialment. D’aquesta forma podrem solucionar tot
allo que hem plantejat inicialment i veuran que tota la teoria que hem treballat té un
sentit. Ara hauran adquirit una nova técnica per abordar problemes que en un primer
moment semblaven dificils. Per mi és important mostrar que Bolzano ajuda a resoldre
problemes que ja havien resolt anteriorment d’una altra manera: realment és una extensié
en el seu coneixement.

Donat que no sé si hi haura temps de resoldre tots els problemes, he escrit curosament
totes les respostes el més detalladament que he pogut de manera que si alguna cosa
ha quedat incompletament explicada s’ho puguin llegir i puguin acabar de resoldre els
problemes que els hagin quedat pendents. D’aquesta forma m’asseguro que no quedi res
a laire; la idea és que al finalitzar les sessions se’ls faciliti per acabar de resoldre dubtes
0 si més no, comprovar que les seves solucions sén correctes. En cas que hi hagi infinites
solucions d’un problema s’ha fet notar a les solucions.

6.3 Objectius de les sessions

Un cop finalitzades les sessions, els alumnes haurien de ser capagos de:

Comprendre el concepte de continuitat.

Coneixer el teorema de Bolzano. Coneixer la interpretacié geometrica.

Identificar en quines situacions el teorema de Bolzano resulta 1til per resoldre pro-
blemes.

Saber aplicar el teorema de Bolzano per resoldre problemes de zeros a funcions. Cal
fer emfasi en la idea de ser capacgos de verificar les hipotesis i saber les conseqiieéncies
exactes d’aplicar el teorema.

6.4 Objectius personals

Com a docent, els meus objectius personals a I’hora de dur a terme l'activitat sén:
e Innovar en la manera de treballar. Concretament naturalitzar la idea d’utilitzar
apunts que no s’han pres directament de la pissarra.

e Mostrar la importancia del llenguatge matematic. Exposar la necessitat dels quan-
tificadors en matematiques. Demostrar la importancia d’aplicar correctament un
teorema.

e Proposar i gestionar activitats no mecaniques que exigeixin anar una mica més enlla
en el raonament matematic.
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6.5 Implementacio

La proposta que he presentat va dirigida a alumnes de 1r de Batxillerat tot i que es
podria presentar perfectament a alumnes de 2n de Batxillerat. De fet, en realitat el
teorema de Bolzano és actualment temari curricular de 2n de Batxillerat. Malgrat aixo,
vaig preparar I'activitat per presentar-la a una classe de 1r de Batxillerat ja que no tenen
tanta pressio per la selectivitat i ja que em deixaven dues sessions, preferia usar-les a 1r de
Batxillerat. Addicionalment haig de dir que jo al Batxillerat no vaig veure mai el teorema
de Bolzano malgrat aparegués al curriculum; el meu professor el va ometre degut que no
havia aparegut mai a la selectivitat de Catalunya.

Abans que arribés la crisi sanitaria de la primavera del 2020 degut al coronavirus ja
tenia emparaulat amb l'institut on vaig estudiar Batxillerat, concretament Col-legi La
Merce Martorell’, dur a terme l'activitat. Malgrat tenir-ho pactat, no va ser possible
realitzar la proposta, ni tan sols telematicament degut a que la situacié s’havia tornat
molt complexa tant per als alumnes com per als professors.

6.6 Continguts

Els continguts que vull treballar amb la proposta sén (tots ells es troben al Decret
142/2008 - DOGC ntm. 5183):

e Continuitat.

e El teorema de Bolzano: un metode per aproximar arrels.

Tots aquests continguts es troben en el bloc d’Analisi de 2n de Batxillerat. En aquest
bloc es pretén treballar ’aplicacié de I'estudi local i global d’una funcié a situacions ge-
ometriques, cientifiques i tecnologiques. Malgrat 'activitat la vaig pensar per dur-la a
terme a 1r de Batxillerat no suposa cap problema ja que els contiguts necessaris per enten-
dre el teorema de Bolzano formen part del curriculum de 1r de Batxillerat (em refereixo
concretament a la continuitat).

Aquests continguts els podem trobar en el grau de matematiques, concretment a 1’as-
signatura d’Introduccié al Calcul Diferencial. La diferencia rau en la profunditzacié: en
el grau es veu la definicié de continuitat (¢ — ¢), no només en termes de limits. Per altra
banda, al grau es mostra la demostracié del teorema de Bolzano, la qual cosa és omesa al
Batxillerat.

6.7 Competencies

La finalitat d’aquesta seccié és veure quines competencies es treballen amb la proposta
didactica. Si mirem novament el curriculum de Batxillerat, el qual es troba al Decret
142/2008 - DOGC num. 5183, podem observar que ha Batxillerat hi ha principalment 5
vessants matematiques a treballar. Concretament son:

e Resoldre problemes matematics.

e Comunicar-se matematicament.
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e Raonar matematicament.
e Valorar la matematica i la seva construccié.

e Tenir confiancga en la propia capacitat matematica.

Es clar doncs que la proposta didactica és completa i integra ja que engloba les diferents
competencies principals del curriculum de Batxillerat. Vegem-ho en detall: en primer
lloc, la capacitat de resoldre problemes matematics es treballa ampliament donat que
després de presentar una teoria cal aplicar-la per resoldre diferents exercicis. A més els
exercicis no sén totalment mecanics; en cadascun s’exigeix un minim de raonament nou.
Aix0d comporta desenvolupar aquesta competencia amb profunditat tenint en compte el
temps disponible per dur a terme la proposta didactica.

FEn segon lloc, una altra competencia important al Batxillerat és comunicar-se matematicament.
Aquesta competencia també és treballada: per tal de resoldre els problemes correctament

cal la capacitat de saber redactar matematicament i per tant comunicar-se. A més a més

la comunicacié no és només en una direccié: cal que sapiguen interpretar els apunts i els
exemples mostrats als apunts els quals també s’han treballat a la pissarra. Finalment
també vull afegir que he fet molta emfasi en la importancia en el llenguatge matematic;

és un element clau en la comunicacié.

La tercera competencia és saber raonar matematicament. Clarament per poder resol-
dre els problemes proposats hauran de saber verificar hipotesis i aplicar un teorema. Aixo
és essencial en matematiques i es demana que ho siguin capacos de fer-ho per solucionar
els problemes. Per tant podem concloure que aquesta competencia és treballada.

En quart lloc tenim una competeéncia que ens parla de valorar la matematica i la se-
va construccié. La idea que tinc és que al mostrar el teorema de Bolzano mostrar la
necessitat de la condicié de continuitat i demostrar que res és perque si en el mén de
les matematiques. Cal transmetre que la rigurositat en matematiques és molt necessaria.
Per tant, d’aqui es despren treballar aquesta competencia.

Finalment la ultima competéncia es treballa lliurant les respostes i que cadascu observi
el seu resultat. La capacitat matematica és una capacitat natural de I’ésser huma pero
que cal ser desenvolupada: plasmant el progrés amb una qualificacié i unes correccions
crec que és una bona manera de veure com funcionen les coses individualment i veure el
progrés assolit per tal de seguir millorant.

6.8 Avaluacié i qualificacié

Per tal de saber si els objectius que m’he proposat s’han assolit proposo avaluar ’activitat
a través dels exercicis que he suggerit al final dels apunts. Després d’haver exposat i
explicat els apunts la idea és que els alumnes resolguin els exercicis i els lliurin per tal de
ser corregits. Un cop fet, jo hauria de corregir-los per tal no només d’avaluar-los siné per
tal d’identificar les principals dificultats i de cara a un futur fer una proposta de millora.

Un cop lliuri les correccions als alumnes per tal que coneguin les solucions completes
seria necessari facilitar-los les solucions redactades per mi mateix per tal que les com-
paressin i veiessin en que s’han equivocat. Donat que hi ha 4 exercicis proposats, cada
exercici valdria 2’5 punts i obtindrien una qualificacié sobre 10.
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6.9 Apunts preparats

Aqui s’adjunten els apunts del teorema de Bolzano. Serveixen de guia tant per 'alumne
com el professor.

6.9.1 Introduccid

Per tal d’entendre ’objectiu de treballar aquest teorema i veure que ens pot aportar en
tot allo que ja previament hem treballat plantejarem alguns problemes els quals poden
ser abordats amb el teorema de Bolzano.

Problema 1 Sigui p(z) = z*+ 23422+ 7. Volem localitzar les arrels d’aquest polinomi,
és a dir, trobar intervals on hi hagin valors de  que compleixin:
_ 4 3 _
plz)=z"4+2"+2x+71=0

Fins ara, durant el curs per trobar les arrels d’un polinomi de grau més gran que dos
haviem de provar els divisors del terme independent del polinomi i aplicar Ruffini. No
obstant, en aquest cas el terme independent és 7w el qual no té divisors. Com podem
localitzar les arrels?

Problema 2 Volem trobar el valor de x pel qual es compleix

cos(x) =z

Graficament tenim:

Per tant sabem que I'equacié té una soluci6. Com podem trobar una aproximacio
d’aquest punt?

6.9.2 Teoria

Per tal de resoldre aquestes qliestions anem a veure en detall els conceptes que necessitem
per entendre el teorema de Bolzano.

Definicid. Una funcio f és continua en un punt p si es verifiquen 3 propietats:
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1) Ezisteix f(p).
2) Existeix lim,_,, f(z) i és finit.

3) limgp f(2) = f(p)-

Direm que si no es compleix alguna d’aquestes condicions aleshores la funcié és dis-
continua en p.

Observacié. Una funcid és continua si és continua en tots els punts del domini.

Ara doncs enunciem en detall el teorema.

Teorema. Si una funcid f és continua en un interval [a,b] i en els extrems d’aquest
interval pren valors de diferent signe, aleshores hi ha almenys un punt ¢ € (a,b) tal que

fle)=0.

6.9.3 Exemples

Exemple 1 Sigui f(x) = 22 — cos(z) + % Volem veure que hi ha almenys un p € (0, )

tal que f(p) = 0. Verifiquem les hipotesis del teorema de Bolzano. Clarament f és una
funcié continua en tot el seu domini. Prenem l'interval [0, 7]. Comprovem ara que:

1 1
f(0)=0%—cos(0)+ - =—-<0
2 2
1 3
f(7r):7r2—cos(7r)—|—§:772—|—§>0

En aquest punt hem verificat les hipotesis del teorema. L’apliquem i per tant podem
afirmar:

Pel teorema de Bolzano existeix un punt p € (0,7) tal que f(p) = 0.

Vegem en detall altres exemples interessants per veure que diu i que no diu el teorema.

Exemple 2 Considerem la funcié f(z) = e —cos(z). Volem trobar un interval [a, b] tal
que hi hagi un p € (a,b) tal que f(p) = 0. Clarament la funcié f(x) és continua perque e*
és continua i la funcié cos(x) també és continua. Considerem l'interval [—6,2]. Aleshores
obtenim:

f(=6) = e % — cos(—6) ~ —0.95 < 0

f(2) = e* — cos(2) ~ 7.80 > 0

Per tant podem aplicar el teorma de Bolzano i sabem que hi ha almenys un p € (—6,2)
tal que f(p) = 0. Pero alerta, aquest p no té perque ser tnic. En ’exemple mostrat n’hi
ha 2 com es pot apreciar en el grafic de sota.

Aquesta és una de les febleses del teorema, que no podem saber en exactitud quants
zeros té la funcié. En podria tenir 1, 2, o fins i tot infinits zeros.
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—+a

—+z

Exemple 3 En aquest exemple volem mostrar que en cas que no poguem aplicar el teo-
rema de Bolzano no vol dir que no hi hagi zeros de la funcié. En aquest cas considerarem
la funcié f(z) = z2. Com ja sabem aquesta funcié té un zero quan x = 0. Si prenem
linterval [—1,1] i calculem quin signe pren la funcié en els extrems de la funcié obtenim:

S = (-1 =1>0

J)=(1)?=1>0

Per tant en aquest cas no podem aplicar Bolzano perque els signes de la funcié en els
extrems de l'interval sén iguals. Pero aixo no vol dir que no pugui haver un valor = en el
qual la funcié valgui 0 ja que com ja haviem vist:

F(0)=(0)*=0
I clarament 0 € [-1,1].
6.9.4 Problemes
Problema 1 Demostra que la funcié g(z) = —2® +x — 8 té almenys un zero a l'interval
[—5,0].
Problema 2 Demostra que I'equacié e*®) — 1 = 0 té almenys una solucié a l'interval

[2,4]. Indicacié: Considereu la funcié f(z) = e*™®)

teorema de Bolzano a linterval [2,4].

— 1 4 verifiqueu les hipotesis del

Problema 3 Volem resoldre el segon problema plantejat a l'introduccié. Trobeu un
interval on l'equaci6 cos(xz) = x té solucié. Indicacid: Resoldre cos(x) = x és equivalent
a resoldre cos(x) —x = 0. Considera la funcid f(z) = cos(x) — x i troba un interval on
es pugui aplicar el teorema de Bolzano.

Problema 4 Volem resoldre el primer problema plantejat inicialment. Volem trobar
intervals on hi ha les arrels del polinomi

pla)=—a*+2° + 22 +7=0

Sabem que la primera arrel esta en un interval de la forma [a, 0], on a < 0. Trobeu una a
on pugeu aplicar el teorema de Bolzano. Feu el mateix per trobar un interval de la forma
[0, 0] on estigui la segona arrel, on la b > 0.
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6.10 Problemes resolts

Aqui s’adjunten els problemes resolts. Poden servir novament de referéncia tant per
I’alumne com per el professor.

6.10.1 Solucions

Problema 1 Demostra que la funcié g(z) = —3 4+ x — 8 té almenys un zero a I'interval
[—5,0].
Solucié Per demostrar que que la funcié g(z) = —2® + 2 — 8 té almenys un zero a

I'interval [—5, 0] cal comprovar les hipotesis del teorema de Bolzano. Clarament la funcié
g(z) és continua perque és un polinomi de tercer grau. Verifiquem el signe als extrems de
I'interval [—5,0]. Obtenim el segiient:

g(=5) = —(=5)3 +(=5) —8=112>0

g(0) = (0> +(0) —8=-8<0

Per tant el signe als extrems de 'interval és diferent i podem aplicar el teorema de Bolzano
obtenint que hi ha com a minim un p € (—5,0) tal que g(p) = 0, per tant p sera un zero
de la funcié. Graficament podem observar que efectivament hi ha una arrel:

Problema 2 Demostra que l'equacié e5™®) — 1 =0 té almenys una solucié a l'interval
[2,4]. Indicacié: Considereu la funcid f(z) = "™ — 1 i verifiqueu les hipotesis del
teorema de Bolzano a Uinterval [2,4].

Solucié Seguint la indicacié donada volem aplicar el teorema de Bolzano a la funcié
f(z) = e¥™®) — 1 i obtindrem un p € (2,4) tal que f(p) = 0. Observem que f(z) és
un funcié continua ja que e* i sin(x) sén funcions continues i la composicié de funcions
continues és continua. Ara calculem el signe als extrems de 'interval [2,4]:

f(2)=em? —1~148>0

fa)=e"® —1~-053<0
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Per tant el signe és diferent i aplicant el teorema de Bolzano obtenim el que voliem, és
a dir, que hi ha almenys un p € (2,4) tal que f(p) = e*™®) — 1 = 0 i resol I'equacié
plantejada inicialment. Graficament ho podem visualitzar de la segiient manera:

Hem demostrat
I'existéncia d'aquesta
arrel a través de Bolzano

Problema 3 Volem resoldre el segon problema plantejat a I'introduccié. Trobeu un
interval on l'equacié cos(x) = x té soluci6. Indicacié: Resoldre cos(x) = x és equivalent
a resoldre cos(x) —x = 0. Considera la funcid f(z) = cos(x) — x i troba un interval on
es pugui aplicar el teorema de Bolzano.

Solucié Observem que la funcié f(z) és continua ja que cos(x) i 2 sén funcions continues.
Volem trobar un interval [a, b] on aplicar el teorema de Bolzano. Podem prendre per exem-
ple l'interval [0, 7] i comprovar el signe de la funcié als extrems de l'interval:

f(0) =cos(0)—0=1>0

f(m) =cos(m) —m~—-414 <0

El signe és diferent i tenim que hi ha almenys un p € (0, 7) tal que f(p) = 0. Es a dir, p
verifica que

f(p) = cos(p) —p=0= cos(p) —p=0=>cos(p) =p

que és l'equaciéo que haviem plantejat inicialment. Qualsevol interval que verifiqui les
hipotesis del teorema de Bolzano és valid, hem mostrat 'interval [0, 7] a mode d’exemple.

Problema 4 Volem resoldre el primer problema plantejat inicialment. Volem trobar
intervals on hi ha les arrels del polinomi

plx) =2t +2*+ 204+ 71=0

Sabem que la primera arrel esta en un interval de la forma [a, 0], on a < 0. Trobeu una a
on pugeu aplicar el teorema de Bolzano. Feu el mateix per trobar un interval de la forma
[0, b] on estigui la segona arrel, on la b > 0.
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Solucié Volem aplicar el teorema de Bolzano a la funcié p(z) = —2* + 23 + 22 + 7 en
un interval de la forma [a,0], on a < 0. La funcié p(z) és un polinomi i per tant és una
funcié continua. Prenem per exemple a = —2. Llavors tenim l'interval [—2,0]. Mirem el
signe als extrems de l'interval:

p(=2) = —(=2) + (=23 +2- (=2) + 7™~ —24.85 < 0

p(0) = —(0)* + (0 +2-(0)+7=7>0
Per tant hi ha un ¢; € (—2,0) tal que p(c1) =0 i per tant ¢; és una arrel.

Analogament fem el mateix per trobar un interval [0,b], amb b > 0. Prenem per
exemple b = 5. Tenim interval [0, 5]. Mirem el signe als extrems de l'interval:

p(0) = —(0)* +(0)* +2-(0)+7=7>0

p(5) = —0B)*+(5)>+2-(5) + 7~ —486.85 < 0

Per tant hi ha un ¢ € (0,5) tal que p(c2) = 0 i per tant co és una arrel. Hem acon-
seguit demostrar on sén les arrels i per tant localitzar-les. Qualsevol a, b que verifiqui
les hipotesis del teorema de Bolzano és wvalid, hem mostrat per a = —2 i b = 5 a mode
d’exemple.

Graficament hem raonat el segiient:

Hem demastrat
l'existéncia d'aquestes
dues arrels indicades.
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6.11 Activitats d’ampliacié

Per tal de profunditzar més en el teorema de Bolzano proposo activitats addicionals
d’ampliacio:

6.11.1 Problemes

Problema 5 Tenim f una funcié continua en [1,5] amb f(1) = -2, f(2) = —11i
f(5) = 3. Raona si sén certes les segiients afirmacions:

1) f té una arrel en [1, 5]
2) f no té una arrel en [1,2].

3) f pot tenir més de 2 zeros en [1,5].

Problema 6 Aplica el teorema de Bolzano per provar que les funcions f(x) = sin(2z)

i g(x) =22 — 1 es tallen en algun punt de l'interval (%, J).

Problema 7 A través del teorema de Bolzano podem assegurar que la funcié f(z) = |z|
té alguna arrel al seu domini?

Problema 8 Raona si aquesta variacié del teorema de Bolzano és certa: Sigui f una
funcié qualsevol definida en un interval [a,b] amb f(a)-f(b) < 0. Aleshores existeix ¢ €
(a,b) tal que f(c) = 0.

6.11.2 Solucions

Problema 5

1) L’afirmaci6 és certa degut al fet que podem aplicar el teorema de Bolzano. La funcié
f és continuai f(1) = -2 < 0 < f(5) = 3. Per tant com es compleixen les hipotesis
del teorema de Bolzano Jc tal que ¢ € (1,5) de manera que f(c) = 0.

2) L’afirmaci6 és falsa. El fet que als extrems de l'interval la funcié prengui valors
del mateix signe (f(1) = —21i f(2) = —1) impedeix aplicar el teorema de Bolzano.
No obstant, com hem vist als apunts al exemple 3, no poder aplicar el teorema de
Bolzano no implica que no puguin haver-hi arrels.

3) L’afirmacié és certa. En aquest cas, com en 1), podem aplicar el teorema de Bolzano.
Com també hem vist als apunts al exemple 2, aplicar el teorema de Bolzano implica
que almenys hi ha una arrel, perd en podrien haver moltes més. Bolzano només
assegura una arrels, pero no les quantifica. Per tant és cert que poden haver-hi 2
zeros en [1,5] amb les hipotesis que tenim.
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Problema 6 L’objectiu de l'exercici és veure que 'equacié f(x) = g(x) té solucié a
(%5 5). Resoldre

és equivalent a resoldre
f(z) —g(z) =0

Aplicarem doncs el teorema de Bolzano a la funcié h(x
En efecte, si demostrem que h(z) té una arrel c en (7,

h(c) = 0= f(c) — g(c) =0 = f(c) = g(c)

f(x) —g(x) alinterval (7, 7).
haurem resolt ’exercici ja que:

) =
2)

Apliquem doncs el teorema de Bolzano. Es clar que
h(z) = f(z) — g(z) = sin(2z) — (22 — 1) = sin(2x) — 22 + 1

és una funcié continua. Aleshores,

™

. T ™
h(4)—szn(Q-Z)—2(1)+l_0.42>0

h(E) = sin(2 - 5) - 2(5

Per tant per Bolzano tenim almenys una arrel en ¢ € (7, ) i I'exercici queda resolt.

Y4+ 1~-214<0

Problema 7 El fet rellevant que hem de veure és que f : R — R™. Per tant donat que
la funcié mai prendra imatges negatives sera impossible aplicar el teorema de Bolzano;
amb altres paraules, a través de Bolzano mai podrem assegurar ’existencia de cap arrel.
Pero malgrat aquest fet, f té una arrel en 0 ja que f(0) = |0] = 0.

Problema 8 L’objectiu d’aquest exercici és veure que la condicié de continuitat és
totalment necessaria. L’enunciat és fals degut a que no exigim continuitat; precisament
la diferencia del teorema de Bolzano i aquest enunciat rau en el fet que f és una funcid
qualsevol i per tant no té perque ser continua. Com a contraexemple per veure que
Penunciat és fals podriem definir la segiient funcié:

-1 z<0
-1

x>0

)=—11 f(1) = 1. Perd no és cert que Jc € (—1,1) tal que
) en cap cas pren el valor 0, només pren els valors -1 i 1.
{—1,1}. El fet essencial que fa que no hi hagi una arrel és

Aqui podem veure que f(—1
f(e) = 0 ja que la funcié f(=z
Amb altres paraules, f(R) =
la discontinuitat en x = 0.
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7 Conclusions

Com hem mostrat al llarg del treball, la idea principal és anar veient gradualment totes
les facetes del teorema de Bolzano: la respectiva construccié matematica, les aplicacions,
les generalitzacions i finalment com portar-lo a ’aula. Donada la dualitat que presenta
aquest treball (la part teorica i la part didactica) les conclusions s’han de establir en
aquestes dues linies.

Abans d’escriure la meva visié personal d’haver treballat el tema del teorema de Bol-
zano m’agradaria reflexar que tot el que jo personalment pugui dir sobre els resultats
matematics mostrats al treball no sén més que comentaris addicionals ja que les ma-
tematiques ja sén conclusions en si mateixes.

Malgrat que al segle XXI el teorema de Bolzano ens pot semblar un resultat basic en
I’analisi matematic el fet és que quan es va provar per primer cop no va resultar facil.
Demostrar formalment el teorema requereix les definicions (e — §) de limits i continuitat.
El problema radica en com escriure formalment el concepte de continuitat en funcions. I
va ser Bolzano el primer el qual ho va poder demostrar rigorosament. Hem de tenir en
compte que per ell aixo era fonamental, de fet part de la seva obra es basava en com es
constituia una prova matematica correcta.

Aquest recorregut és el que hem vist en primera instancia; és la part essencial que ens
permet desenvolupar la resta: les aplicacions i la generalitzacié. M’ha semblat interessant
provar els diferents resultats fonamentals corresponents al concepte de continuitat: aixo
ens dona perspectiva i ens ajuda a situar el teorema de Bolzano. També cal dir que he
provat el teorema de Bolzano de dues formes: la primera manera ha estat per biseccié i la
segona per el teorema de conservacié del signe. Aix0 ens mostra que en matematiques per
dos camins independents podem arribar a la mateixa conclusid i ens mostra dues maneres
de treballar amb funcions continues. El fet de mostrar diferents resultats de continuitat
ens demostra també el poder que tenen les definicions de limit i continuitat; veritablement
la caracteritzacié d’una funcié continua té moltissimes conseqiiencies i ens facilita poder
deduir moltes propietats d’aquest tipus de funcions.

Un cop acabada aquesta primera part de construccié i fonamentacio la idea és veure
I’aplicacié que en resulta de tot el que hem estat treballant. Treballar a nivell abstracte
és essencial per tot matematic; perd també és important saber treballar empiricament.
D’aqui neix la part més experimental del treball a nivell teoric: programar els diferents
algoritmes per trobar a zeros a funcions i estudiar-los detingudament. Cada cas és diferent
i cada metode funciona de forma diferent. Es important coneixer molts algoritmes i saber
com funcionen i les propietats que tenen per tal d’escollir un algoritme que s’adeqiii al
problema que es vol estudiar. Addicionalment haver programat en MATLAB m’ha servit
per treballar amb un altre llenguatge de programacié diferent al que s’ha vist al grau on
tot es programa en C. Personalment penso que per controlar la precisié és millor treballar
en C. L'inic que aixo té un preu: és més senzill treballar en MATLAB. Tot depeén de la
precisié que es necessiti ja que programar en MATLAB resulta més senzill i donat que
hi ha una infinitat de funcions preprogramades és un element important a considerar ja
que podem programar més rapidament. Novament cada cas és diferent i cal sospesar els
aventatges i desavantatges de cada eina de programacio.

Finalment per acabar la part teorica haig d’esmentar les generalitzacions del teorema
de Bolzano. La primera vegada que em van presentar el teorema de Bolzano va ser a
I’assignatura d’Introduccié al Calcul Diferencial. Curiosament posteriorment a 1’assigna-
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tura de calcul diferencial en diverses variables no va apareixer aquest teorema en diverses
variables. Em va sorprendre que no ens presentessin el teorema de Bolzano en diverses
variables ja que en una variable era un teorema molt important, tot i que més endavant
vaig entendre perque no ens en van parlar: es requereixen propietats topologiques que en
aquell moment no s’han vist. Al llarg del grau ens han presentat diferentes generalitza-
cions de molts teoremes pero en moltes d’elles hi ha un pas abismal de treballar en una
variable o més. Pensem, per exemple, en la nocié de derivada en dimensié superior a 1,
que exigeix un gran esforg, temps i practica per a la correcta maduracié o en els teoremes
integrals classics de I’analisi vectorial, com els Teoremes de Green i Stokes. El teorema
de Bolzano no n’és 'excepcié. Malgrat aixo, he volgut presentar diverses generalitzacions
possibles per tal d’entendre al problema que ens estem enfrontant al buscar una genera-
litzacio del teorema de Bolzano. De fet, només comencar la seccié faig una reflexio inicial
per exposar detalladament tot el que estic comentant aqui.

Un cop acabada tota la part teorica vull parlar d’una part més practica: el caire
didactic del treball. La motivacié per haver escollit tema era clara: la meva vocacié per
la docencia. Des de fa temps ja faig classes particulars de matematiques i malgrat dista
molt de fer classe a un institut puc afirmar que m’agrada molt ensenyar. Degut a aquest
fet, no vaig dubtar en quin departament dirigir-me. No obstant, en el semestre que he
realitzat el treball de fi de grau m’he trobat amb algunes complicacions: la més important
és no haver pogut posar en practica la proposta didactica en un institut. Malgrat que ho
tingués pactat, la crisi sanitaria degut al coronavirus em va impedir dur-ho a terme.

La proposta didactica que he realitzat la he basat en la meva experiencia com a estudi-
ant i professor particular. A nivell personal crec que la dificultat del que he proposat rau
en que mai han llegit uns apunts matematics. Recordo que quan era estudiant d’institut,
em costava molt agafar el llibre i posar-me a entendre’l. Penso que és interessant facilitar
uns apunts als alumnes per acostumar-los a treballar d’'una forma una mica diferent, no
només a través del professor i la pissara. En aquest sentit, he intentat redactar al maxim
de detalladament els apunts per tal que siguin complets i moltes situacions en que es
puguin trobar quedin explicades. Es un pas important per ser autodidactiques, ja que la
capacitat d’aprendre per un mateix em sembla essencial. No obstant aixo, la meva idea
és explicar-ho tot ja que és la tasca de tot docent, pero el fet de facilitar apunts ja és un
pas.

Espero que tard o d’hora ho pugui portar a l'aula ja que aquesta part ’he preparat
amb molta dedicacié perque per mi la docencia sempre ha estat una opcié molt real a
I’hora d’enfrontar-me al mén laboral.

44



Referencies

1]

8]

[9]

J. M. Ortega: Introduccié a I’analisi matematica, Manuals de la Universitat Autonoma
de Barcelona, Bellaterra, 1990.

C. Perell6: Calcul infinitesimal amb meétodes numerics i aplicacions, Biblioteca Uni-
versitaria, Enciclopédia Catalana.

A. Aubanell, A. Benseny, A. Delshams: Eines basiques de calcul numeric, Manuals de
la Universitat Autonoma de Barcelona, 1991.

J. D. Faires, R. Burden: Métodos Numéricos, Thomson, 2003.

MacTutor History of Mathematics archive
http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bolzano.html -, [consul-
ta: 15 d’abril de 2020]

A. Canada: Introduccién al analisis no lineal con aplicaciones a ecuaciones diferen-
ciales e integrales, Departamento de Andlisis Matemdtico, Universidad de Granada,
1995.

A. Canada, S. Villegas: jEl Teorema de Bolzano en varias variables?, Gac. R. Soc.
Mat. Esp. 7 (2004), 101-121.

G. Dinca Y J. Mawhin: Brouwer Degree and Applications, 2009, Preprint.
https://www.1jll.math.upmc.fr-, [consulta: 10 de juny de 2020]

J. Penarrocha, A. Santamaria, J. Vidal: Metodes matematics. Variable complexa,
Educacio. Serie Materials, 2006.

[10] Treball de fi de grau: J.F Sanchez: El teorema de Bolzano y sistemas de ecuaciones.

Universidad de Granada, 2016.

[11] Apunts de l'assignatura d’introduccié al calcul diferencial. Universitat de Barcelona,

201/.

[12] Apunts de l'assignatura de topologia. Universitat de Barcelona, 2016.

45



