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Solcant baixades, solcant costes,
tirant pel dret, sempre endavant,
potser com a la vida ve que ens toca

anar més lluny, pujar al més alt.

Enmig de fantasmagories
i dels espais i dels instants,
enmig de traves i d’ajuts benignes,

la vida corre a on vol anar.

I on vol anar, d’hoste o a casa,
és a perviure i viure en fi
com reviu un revolt en la distancia

seguint la traca del cami.

El cami (1957), Boris PASTERNAK



Resum

Aquest treball presenta una introducci6 teorica a la inferéncia causal. El fil del treball és la distincié
entre associaci6 i causalitat: les dades observacionals poden mostrar regularitats, perd no determinen
per si soles que passaria sota una intervencié ni que hauria passat en un escenari contrafactual. A partir
d’aquesta motivacid, i a través de les diferents capes de la jerarquia causal de Pearl, es desenvolupen els
models causals estructurals de Pearl, les xarxes bayesianes causals, la d-separaci6 i el problema de la
identificaci6é d’efectes causals. També s’estudia el model de resultats potencials de Neyman-Rubin,
el problema fonamental de la inferencia causal, els estimands més utilitzats i el paper del mecanisme
d’assignaci6. El treball posa especial emfasi en la connexié entre aquests dos llenguatges i en les
condicions que permeten transformar una pregunta causal en una expressio estimable a partir de dades
observacionals. Es distingeixen estudis experimentals i observacionals. Abans d’estudiar el cas de les
admissions a Berkeley, s’estudien aquests algorismes d’identificacié i la paradoxa de Simpson. Mostrem

com les inferéncies permeses depenen de la pregunta causal i del model assumit.

Este trabajo presenta una introduccion teérica a la inferencia causal. El hilo conductor del trabajo es la distincion
entre asociacion y causalidad: los datos observacionales pueden mostrar regularidades, pero no determinan por
si solos qué pasaria bajo una intervencion ni qué habria pasado en un escenario contrafactual. A partir de esta
motivacion, y a través de las diferentes capas de la jerarquia causal de Pearl, se desarrollan los modelos causales
estructurales de Pearl, las redes bayesianas causales, la d-separacion y el problema de la identificacion de efectos
causales. También se estudia el modelo de resultados potenciales de Neyman-Rubin, el problema fundamental de la
inferencia causal, los estimandos mds utilizados y el papel del mecanismo de asignacién. El trabajo pone especial
énfasis en la conexion entre estos dos lenguajes y en las condiciones que permiten transformar una pregunta
causal en una expresion estimable a partir de datos observacionales. Se distinguen estudios experimentales
Yy observacionales. Antes de estudiar el caso de las admisiones en Berkeley, se estudian estos algoritmos de
identificacion y la paradoja de Simpson. Mostramos cémo las inferencias permitidas dependen de la pregunta

causal y del modelo asumido.

This work presents a theoretical introduction to causal inference. The common thread of the dissertation is the
distinction between association and causation: observational data may show regularities, but they do not by
themselves determine what would happen under an intervention or what would have happened in a counterfactual
scenario. Based on this motivation, and through the different layers of Pearl’s causal hierarchy, we develop Pearl’s
structural causal models, causal Bayesian networks, d-separation, and the problem of identifying causal effects.
The Neyman-Rubin potential outcomes framework is also studied, along with the fundamental problem of causal
inference, the most commonly used estimands, and the role of the assignment mechanism. The work places special
emphasis on the connection between these two frameworks and on the conditions that allow transforming a
causal question into an estimable expression from observational data. Experimental and observational studies are
distinguished. Before studying the case of Berkeley admissions, these identification algorithms and Simpson’s
paradox are studied. We show how the permitted inferences depend on the causal question and the assumed model.
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Introduccio

La naturalesa de I'experiéncia consisteix en aixo: recordem haver tingut exemples freqgiients de
Uexistencia d'una mena d’objectes; recordem també que els individus pertanyents a una altra mena
d’objectes han acompanyat sempre els primers, i que han existit segons un ordre regular de
contigiiitat i successio amb ells. D’aquesta manera, recordem haver vist aquesta mena d’objectes que
anomenem flama, i haver sentit aquesta mena de sensacié que anomenem calor. I de la mateixa
manera recordem mentalment la seva conjuncié constant en tots els casos passats. Sense més
preambuls, anomenem als uns causa i als altres efecte i inferim I'existéncia dels uns dels altres.

David HUME, Tractat sobre la naturalesa humana (1739)

En la seva obra cabdal, Tractat sobre la naturalesa humana, David Hume va postular que alld que observem
directament no és una connexié necessaria entre dos fets, siné una successié regular d’esdeveniments.
Veiem que es frega un llumi i que, gairebé a l'instant, el llumi s’encén’; perd la connexié que converteix
el primer fet en causa del segon no apareix davant nostre de la mateixa manera que apareixen la flama
o la calor. Aquesta tensi6 entre el que observem i el que afirmem quan diem «aix0 ha causat allo» és
el punt de partida d’aquest treball. A [HHum00], Hume va descriure la causalitat d’'una manera molt

il-lustrativa: «el ciment de I'univers».

La metafora no és exagerada. Sense causalitat, cap de les nostres accions respondria als nostres
pensaments i, per tant, no existiria el concepte de responsabilitat moral. No hi hauria cabuda a poders
judicials ni a altres sistemes legals, ja que el culpable és tinicament aquell o aquella que ha causat un
dany o perjudici. Tampoc no existirien ni la ciencia ni la tecnologia. La causalitat ens interpel-la, fins
i tot, en quelcom tan fonamental com el lliure albir, ja que esta estretament lligada a la nostra idea
d’agencia i, per tant, a la llibertat humana. A la seva Etica [Spil8, I, Ax. 3], Spinoza diu que «si hi ha
una causa determinada, se segueix necessariament un efecte, i viceversa: si no es dona aquesta causa,
és impossible que se segueixi cap efecte». Pero si les causes necessitessin forgosament els seus efectes,
no estaria tot determinat, esdevenint nosaltres esclaus de la necessitat? I si les nostres accions fossin

pura contingéncia, com escapariem de l’atzar en el mén?

Malgrat que el raonament causal ens acompanya de molt abans que la revolucié cognitiva [GL18],
no hem sabut formalitzar el seu llenguatge fins fa ben poc. Perqué per establir causes i efectes hem
d’anar amb compte amb les afirmacions que fem. En aquest treball volem explorar com la inferéncia
causal ens ofereixen un llenguatge rigorés per donar forma a inquietuds tan humanes com «per
que ha passat aix0?», «que passaria si féssim aix0 altre?» o «queé hauria passat si haguéssim actuat
diferent?» en expressions que puguin ser analitzades amb precisié. Probablement, la pregunta més
important que tractarem és com podem passar de dades que mostren associacions a enunciats que

parlen d’intervencions, explicacions o mons que no hem observat.

1 El que resulta inobservable, segons el plantejament humia, és el vincle mateix pel qual la friccié causa que el llumi s’encengui.
La connexi6 causal que hi suposem no és un element perceptible de la realitat, siné una inferéncia de la nostra ment.
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En aquesta introduccié partirem de la intuicié humana de causa i efecte i mostrarem per que la correlacié
no és suficient. En aquest sentit, el fil conductor sera entendre per que les dades observacionals no
parlen per si soles, quines hipotesis cal fer explicites per donar-los una interpretacié causal i en quines
condicions una pregunta causal es pot convertir en una quantitat estimable. Les dades poden contenir
associacions, correlacions i independeéncies; la causalitat apareix quan hi afegim hipotesis, coneixement
extern i una estructura causal que digui com s’han generat les dades que observem. En el llenguatge
de Pearl, la inferéncia causal combina suposits, preguntes i dades per obtenir, quan és possible, un
estimand i finalment una estimacié [PM18]. A la memoria, introduirem models que representin
mecanismes causals i arribarem a la connexi6 entre els dos grans llenguatges que estructuren bona part
de la causalitat moderna: els models causals estructurals de Pearl i el model de resultats potencials de

Neyman-Rubin.

PER QUE ES RELLEVANT LA CAUSALITAT?

Considerem un escenari causal, a tall de reflexié. Imaginem que es posa a prova un sistema automatic
de frenada en una serie de vehicles, i que el 50% d’aquests acaben patint accidents greus durant les
setmanes posteriors. Aquest resultat podria semblar alarmant, i seria facil concloure que el sistema és

defectuds o fins i tot perillés. Perd podem afirmar directament que provoqui els accidents?

La primera observaci6 rellevant és que aquest cas mostra fins a quin punt les afirmacions causals sén
habituals en el nostre dia a dia. Si diem que un sistema de seguretat provoca accidents, estem formulant
una afirmaci6 de caracter causal. De fet, el que estem dient és que hi ha una relacié de causa i efecte.
De la mateixa manera, quan afirmem que una avaria paralitza Rodalies o que unes certes gravacions
desencadenen una crisi de govern, estem fent servir verbs causals: «paralitzar», «desencadenar».

Aquests verbs expressen accions que, d’alguna manera, provoquen una conseqiiéncia.

Tornant al sistema de frenada, pel simple fet que un accident s’esdevingui després de 1’activacié del
sistema de frenada no implica necessariament que aquest en sigui la causa. Isi els vehicles inclosos
a la prova ja tenien, per exemple, un defecte estructural al xassis amb capacitat de provocar un alt
index d’accidents? Fins i tot si aquest no fos el cas, hi podria haver una explicaci6 alternativa molt
més plausible: potser, durant la prova, hi va haver una tempesta sobtada que va afectar la conduccié a
la zona on s’estaven fent els tests. En aquest escenari, la causa dels accidents no seria el sistema de

frenada, siné un «factor ambiental» completament alié a 1’experiment.

Una distincié important que cal fer és entre els conceptes de causalitat i correlacié. A 1’estadistica,
la correlacié es defineix com una relacié reciproca o mittua entre dues o més coses, o el grau
d’interdependéncia entre diverses variables. Hume va capgirar la relacié entre el problema de la
causalitat i el de la correlaci6: segons ell, és la correlaci6 la que explica la causalitat, i no a l'inrevés. La
teoria de Hume sostenia que només a través de l'observacié de regularitats —la repeticio—, obtenim
qualsevol idea de causalitat. En altres paraules, si un tipus de succés és seguit habitualment per un
altre —ho anomenen conjuncié constant— i es troba en relacions similars de precedencia i contigiiitat en
l'espai i el temps, podem creure que el primer és la causa del segon [Hum?75, Seccions II-VI-XIV, part 3].
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El problema d’aquesta aproximacié ve quan comencem a preguntar-nos com dos esdeveniments que
estan connectats causalment poden estar-ho si la connexi6 causal no forma part de la nostra experiencia.

En efecte, Hume admet que «semblen conjuntats, perd mai connectats» [Hum?75, Seccié VII, part 2].

Aixi, el concepte de causalitat segons la seva manera de pensar és molt fragil, perque no distingeix
entre una connexié genuinament causal i una simple coincidéncia. En efecte, si algti que aposta sempre
guanya quan porta una corbata de la sort, '’humia hauria de dir que la corbata de la sort causa cada
cop la victoria en I'aposta [MA13]. La causalitat, segons aquesta visi6, és una relacié completament
contingent. Aquest error es produeix perque Hume ignora la naturalesa contrafactual de la causalitat:
per definir un efecte real, hem de comparar el que ha passat amb el que hauria passat si la causa hagués

estat una altra [[Hol86]. En parlarem més endavant.

Malgrat haver-ne fet un petit tast i ser terriblement interessants, queden fora I’abast d’aquest treball
un ampli ventall de teories de la causalitat: des de I'esmentat regularisme de Hume, passant pel
mecanicisme i el pluralisme, fins les teories dels poders causals d’Aristotil. Convé haver-les introduit,
pero, perque el debat al voltant d’aquest concepte travessa un bon grapat de disciplines cientifiques i

socials: moltes de les seves afirmacions centrals sén, precisament, causals.

LA CAUSALITAT A LA CIENCIA

La historia moderna de la causalitat en estadistica és una de les moltes innovacions que es produeixen
en el si d"una discussi6 gairebé tabt. D'una banda, els primers estadistics, influenciats per I'empirisme
de Hume i pel pensament positivista, van rebutjar efusivament la idea que la ciencia —i particularment
I'estadistica— pogués o hagués de fer afirmacions causals. Aix0 es basava en la idea que només es
poden registrar correlacions observables, i que la causalitat era una nocié metafisica, especulativa o
inobservable. D’aqui neix la famosa frase «correlacié no implica causalitat». Com Francis Galton,
Karl Pearson considerava la causalitat un cas especial de correlaci6 i va proposar elaborar taules de

contingencia, on cada cop que un tipus de fenomen es correlacionava amb un altre es marcava a la taula.

Aquest enfocament s’utilitza encara a dia d’avui (cf. Secci6 B.8) i pot ajudar en alguns casos, perd no en
tots, ja que no distingeix les correlacions genuinament causals de les que s6n purament accidentals. Per
exemple, a [Vig15] (cf. figura 1) podem veure com durant diversos anys hi ha hagut una forta correlacié

entre 'augment en la venda de LPs i 'increment en el preu de les accions de Costco.

Tot i que no podem descartar que I'audiencia de vinils tingui poders inexplicables sobre Wall Street, tot
apunta que es tracta d"una correlacié espiiria (spurious correlation). En definitiva, les dades per si soles,
fins i tot quan disposem de conjunts molt amplis i detallats, posen de manifest que considerar només

les correlacions és un error, ja que la lectura pot ser diferent quan s’inclouen altres factors.

D’enca del segle xx, el concepte de causalitat s'ha anat formalitzant progressivament, especialment amb
les aportacions de Neyman i Rubin i els seus «resultats potencials». Jerzy Neyman va ser el primer a
Y Yy INey
proposar una formalitzacié matematica del segiient escenari: per a cada unitat d’analisi, com ara una

persona, una escola o una parcel-la, es poden definir dos resultats potencials: un si rep un tractament
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Figura 1: The Groovy Relationship Between Vinyl Sales and Costco Wholesale’s Stock Price, [Vig15].

(grup de tractament), i un altre si no el rep (grup de control). Aixi doncs, el marc de resultats potencials o
model de Neyman-Rubin, permet concebre la causalitat com la diferéncia entre el que ha passat i el que
hauria pogut passar en una situacio alternativa. Aquesta idea planteja la causalitat amb contrafactuals,
dels quals parlarem més avall. Tot i que no podem observar simultaniament aquests dos mons en una
Unica unitat —el que es coneix com el problema fonamental de la inferéncia causal [Hol86]—, aquest model

ens permetra aproximar el resultat a partir d"un conjunt d’unitats.

Tot i aix0, abans del segle xx ja podem identificar indicis de la definicié de causalitat basada en resultats
potencials tant en el pensament d’alguns cientifics i filosofs. Per exemple, es pot reconeixer una
concepci6 incipient d’aquest enfocament —encara que aleshores no fos designada amb aquest nom—
en aquestes paraules de John Stuart Mill [Mil73, p. 326-327]:

If a person eats of a particular dish, and dies in consequence, that is, would not have died if he had not
eaten of it, people would be apt to say that eating of that dish was the cause of his death.

Aquesta idea tan potent és el que fonamenta la causalitat entesa a partir de contrafactuals. Ronald
Fisher, parallelament a la feina de Neyman, va desenvolupar un metode que buscava neutralitzar
automaticament qualsevol factor que pogués distorsionar els resultats en un experiment. Com que és
impossible identificar tots els elements que hi influeixen, va proposar confiar en 1’assignaci6 aleatoria
per repartir-los de manera equitativa entre els grups d’estudi. Aquesta innovaci6 va cristal-litzar en el
que avui coneixem com a assaig clinic amb assignacio aleatoria (RCT). Fins i tot a dia d’avui, aquesta técnica
continua considerant-se el patré d’or per controlar biaixos estadistics. L'aleatorietat del mecanisme
d’assignacié ens permet utilitzar la diferencia de les seves mitjanes observades com un estimador no
esbiaixat 1’efecte causal. Aixi doncs, en aquest tipus d’assajos avaluem l’efecte mitja sobre una gran
poblacid, perd no assegurem qué passara amb cada cas particular; és a dir, encara que es pugui dibuixar
una tendencia causal global, no estem donant informacié sobre la resposta d"un individu concret.

Per tant, ens preguntem: hi ha maneres de parlar de relacions causals més enlla de la comparacié de
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mitjanes? El model de Neyman-Rubin ens convida a pensar que si, sempre que trobem la manera de
formular el resultat que no hem observat. Perd aquesta no és I'tinica via. El segon gran cami, que sera
el punt de partida formal d’aquesta memoria, és representar explicitament els mecanismes causals

mitjancant grafs i equacions estructurals.

Aquesta diferéncia d’ordre és deliberada: la introducci6 presenta primer el marc de resultats potencials
per mostrar una de les grans respostes modernes al problema causal, pero el desenvolupament formal
comencara pel llenguatge grafic de Pearl perqueé és una aproximacié més intuitiva i, al seu torn, ens

permetra plantejar amb precisi6 el problema de la identificacié6 d’una manera més organica.

LA JERARQUIA CAUSAL DE PEARL

Als anys vuitanta es va impulsar una formalitzacié de la causalitat diferent de la de Neyman-Rubin,
que acabaria sent molt influent. Aquest corrent va sorgir de l'interes dels investigadors en Intel-ligencia
Artificial per crear metodes capagos d’automatitzar el raonament en situacions d’incertesa. Aviat es va
fer palés que les regles per al diagnostic i altres tasques comunes dels experts gairebé sempre admeten
excepcions, i que els sistemes experts necessitaven una manera de gestionar aquesta incertesa sense

renunciar a representar dependéncies entre variables.

Tot i que personatges com Sewall Wright [Wri21] i Hans Reichenbach [Rei56] van posar les bases, va
ser Judea Pearl qui va dissenyar un formalisme que facilitava tant la representaci6 i el raonament
efectiu amb probabilitats com la inclusié i el tractament de vincles causals [Pea88; Pea93; Pea95]; [Peal9,
Secs. 1.2.2-1.3]; [PGJ16; PM18]. Tot i que la seva aportacié va comengar amb les xarxes bayesianes,
Pearl va fer el salt decisiu en estendre aquesta idea a les xarxes bayesianes causals i els diagrames causals.
Mentre que les primeres es limiten a descriure associacions i dependéncies probabilistiques basades en
'observacié —qué passa si veiem X—, les segones ens permeten respondre, per primera vegada, al qué
passara si actuem sobre X.

Perque aquest model funcioni, l'estructura es construeix mitjancant un graf on cada variable es
representa com un node i els mecanismes d’influencia es codifiquen com a arestes dirigides que van
de la causa a l'efecte. El graf es basa en la idea senzilla que, si fem una intervencié quirdrgica per
modificar la causa, aix0 pot provocar un canvi en l'efecte. Per exemple, si una aixeta esta completament
tancada, obrir-la incrementa la probabilitat que un recipient s'ompli d’aigua. Diem que la intervencié
és «quirdrgica» perque es dissenya per variar només un factor, deixant la resta tan inalterats com sigui
possible. Evidentment, podria passar que l'obertura de l'aixeta anés acompanyada d’altres canvis:
potser, en obrir 'aixeta, també s’acciona automaticament la valvula de seguretat per evitar que el
recipient es desbordi. Es per aquesta raé que és necessari un model que representi les mdltiples
connexions entre els diferents factors.

El diagrama causal assenyala on una intervencié sobre una variable podria alterar la distribucié d'una

2 2 sz z SN . .
altra”. Mostra no només patrons observats, sin6 també una hipotesi sobre com es generarien les dades

2 Curiosament, a [Rei56] Reichenbach va defensar erroniament que la correlaci6 observacional on es dona que P(Y | X) > P(Y)
implicava una relacié causal (directa 0 amb causa comuna). [PM18] exposa com aixo és insuficient i que cal introduir
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si canviéssim alguna peca del sistema. Aquesta és la idea que permet organitzar les preguntes causals

en tres esgraons que anomenem jerarquia de Pearl.

Les capes que hi ha al darrere d’aquesta jerarquia sén les segiients: L1, la de les consultes a nivell
associatiu, com ara P(Y | X); L, la de les consultes intervencionals com P(Y | do(X = x), Z); i L3, la
de les consultes contrafactuals, on poden aparéixer simultaniament variables endogenes i resultats
potencials. Es pot demostrar que el conjunt de models on una capa superior col-lapsa a una capa inferior
té mesura de Lebesgue zero [Bar+20]. Per tant, en general, la informacié d"una capa no determina la

informacio de les capes superiors sense hipotesis causals addicionals.

Associacio

Aquest nivell es caracteritza per l'observacié passiva de les dades i es pot resumir amb la pregunta qué
succeeix si observo...? Les consultes en aquest nivell es basen en les associacions que trobem en les dades.

Aquestes qiiestions es poden resoldre mitjancant 1’analisi de dades i una mica d’estadistica tradicional.

Els programes d’aprenentatge automatic classics actuen gairebé exclusivament en un mode associatiu
[PM18], ja que estan alimentats per un flux d’observacions al qual intenten ajustar-hi una funcié. Les
xarxes neuronals profundes classiques afegeixen moltes més capes a la complexitat de la funcié ajustada,
pero continuen basant tot el procés d’ajustament en les dades en brut. Actualment, pero, hi ha noves
disciplines com Causal Reinforcement Learning [BZ1.24] o, més generalment, Causal Al [Bar25], on es

treballa en incorporar eines causals als models d’intel-ligéncia artificial.

La recerca pot ser merament passiva, catalogant els fets, o pot adoptar un rol actiu, provocant

modificacions com a part de I'estudi. Es el que estudiem en el segiient nivell de la jerarquia.

INTERVENCIO

Estem constantment interactuant amb el mén, obrint, tancant i investigant per veure qué fa que aixo o
allo passi. Limitar-se a observar i anotar quins fendomens segueixen a altres és una cosa; pero, si volem
revelar relacions causals, el pas evident és intervenir: introduir un canvi i comprovar-ne l'efecte. De
fet, no podem respondre preguntes sobre intervencions amb dades recollides passivament —és a dir,
a partir de dades observacionals—, independentment de la mida del conjunt de dades que estiguem
usant [PM18].

Naturalment, hi ha una limitacié en el metode experimental. Hi ha alguns factors que no podem
controlar perod que, al seu torn, poden ser-ne causes. Per exemple, la Lluna, amb la seva gravetat,
provoca les marees als oceans i afecta linies costaneres senceres. Es un cas tan clar de causalitat com
qualsevol altre. I, tanmateix, som completament incapagos d’intervenir fisicament per alterar la massa
de la Lluna o canviar la seva distancia de la Terra.

Les aproximacions intervencionistes defensen, per tant, una nocié ampla d’intervencié que no es limiti
als canvis que els humans podem generar. Al capdavall, una intervencié pot ser qualsevol modificaci6

en la causa, feta deliberadament per nosaltres o no. Aixi, si la Lluna es desplaga una mica més lluny, el
intervencions perqueé es compleixi: P(Y | do(x)) > P(Y).
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rang de les marees seria menor; aquesta és una intervenci6 sobre la Lluna, completament fora del nostre
abast. I ates que la variaci6 en 'hora de la marea no altera en absolut la posici6 de la Lluna, queda
palesa l’asimetria propia de la causalitat.

Finalment, esmentar que és possible fer prediccions fiables sobre els efectes d’intervencions sense
necessitat de dur a terme un experiment. Quan disposem d"un model causal prou robust i precis,
podem emprar dades observades —primer nivell— per resoldre preguntes sobre intervencions —segon
nivell—. Sense aquest model, és impossible passar de nivell a la jerarquia i, per aquesta mateixa rad, els
sistemes que només treballen amb dades de primer nivell i no incorporen cap model causal mai podran
respondre preguntes sobre el que succeeix si intercedim activament. Com diu [PM18], hem d’ensenyar

als models a trencar les regles de 1’entorn en qué van ser entrenats.

CONTRAFACTUALS

Suposem que una casa s’esta cremant i ens preguntem si la causa és que algti ha deixat una espelma
encesa prop d"unes cortines. Qué ens autoritza a dir que aquesta espelma encesa és la causa de I'incendi?
Una idea plausible és dir simplement que, si no s’hagués deixat I’espelma encesa, I'incendi no hauria
tingut lloc. Per que ens sembla plausible aquesta afirmacié? Perque altres aspectes circumstancials
—com el color de les parets o el dia concret de I'incident— podrien haver estat diferents, perd no haurien
fet que el resultat s"hagués vist alterat [MA13]. L'tnic fet que realment ha marcat la diferéncia entre que
la casa es cremi o no és, sens dubte, I'espelma encesa. Aquest tipus de raonaments, doncs, ens ajuden a
explorar relacions de dependéncia: diem que A depen contrafactualment de B si, si B no hagués passat,
A tampoc.

Ja hem fet menci6é d’aquesta idea més amunt. Introduida per David Lewis al segle XX [Lew?73; Lew81]
és un principi extraordinariament potent i es fa servir habitualment en el dret i en la medicina com a
prova de causalitat. Per exemple, si es presenta una demanda contra una empresa per danys i perjudicis,
caldria demostrar que 1'objecte de la demanda va marcar una diferéncia. Si es pateix una malaltia,
caldria provar que no s’hauria patit si no fos per les accions o negligencies de 1’acusat. De manera
similar, si algti és processat per haver causat un accident, cal demostrar que no hauria tingut lloc si no
fos per les accions o omissions del denunciat.

Els contrafactuals tenen una relacié especialment complicada amb les dades, perqué aquestes sén,
per definici6, fets [PM18]. Les dades no poden indicar-nos que passaria en un mén contrafactual
0 imaginari en qué alguns fets observats quedin directament negats. I, tanmateix, la ment humana
realitza de manera repetida —i, en la majoria de casos, fiable— aquest tipus d’inferencies.

Pero si el lector creu que la ciencia és incapag de respondre a la pregunta queé hauria passat en situacions
imaginaries o contrafactuals, hauria comés un error equiparable al que van fer Galton, Pearson o Fisher
en el seu moment, perque aquesta mena d’enunciats ha estat, des dels seus origens, part integrant
del discurs cientific. I, com ja hem comentat, sera part integrant també dels dos marcs teorics que
exposarem en aquest treball: el model de resultats potencials (Neyman-Rubin, cf. [Sp190; Rub74]; [IR15];
[[HR20, Cap. 1]) i els models causals estructurals (Pearl, cf. [Pea88]; [Pea09]; [PGJ16]).

Fins i tot les lleis de la fisica poden interpretar-se com afirmacions sobre escenaris hipotetics, és a dir,
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com afirmacions contrafactuals: la tercera llei de Kepler ens diu que passaria si la distancia orbital d'un
planeta fos diferent. I aquesta prediccié no es basa només en quatre calculs matematics, siné que ha
estat confirmada per I'observacié acurada del moviment dels planetes durant segles.

Tot i ser una eina molt efectiva per pensar la causalitat, no tot sén flors i violes. Primer, perque no totes
les dependencies contrafactuals impliquen causalitat. Per exemple, si aquest mes fos juny, el mes vinent
seria juliol; tot i que hi ha dependeéncia, no hi ha una relacié causal. Perqué una dependencia sigui
causal, ha de relacionar esdeveniments reals, no només relacions logiques o matematiques. A més, la
teoria s’encalla davant fenomens com la sobredeterminacié, on multiples causes podrien haver provocat
el mateix efecte: si un capita ordena a dos oficials obrir foc alhora contra el mateix individu, qualsevol
dels dos trets hauria estat letal. Per tant, no podem afirmar contrafactualment que la victima hauria
sobreviscut si una d’elles no hagués disparat. Pearl comenta detalladament aquest exemple a [P’M138,

p. 40] i dona una visi6 des de cadascun dels graons de la jerarquia causal.

Cal tornar a fer emfasi en que la jerarquia de Pearl estableix que per respondre preguntes causals no n’hi
ha prou amb les dades per si soles: per ascendir al nivell d’intervencié cal afegir suposicions causals
explicites. I per anar més enlla, cap al nivell contrafactual, es necessita encara més detall sobre els
mecanismes del nostre model. Cada nivell requereix una comprensié més profunda del model i no
podem passar d’un nivell a I’altre indistintament.

ESTRUCTURA DEL TREBALL I OBJECTIUS

En aquest punt, convé fer un breu paréntesi per descriure alguns aspectes d’estil adoptats en la present
memoria. L'organitzacié dels diferents enunciats matematics segueix un sistema de sorting-by-color,
amb l'objectiu de facilitar-ne la identificacié i consulta. Aixi, cada tipus d’enunciat s’associa a un format

i un color especific, fet que permet localitzar rapidament la informacié desitjada.

1. Teoremes, proposicions, lemes, corol-laris, propietats i algorismes presenten una capgalera en gris
fosc, i el text de I’enunciat apareix en cursiva:
Teorema. Compte! L'enunciat del teorema també serd en cursiva! Jove xef, porti whisky amb quinze
glagons d’hidrogen, coi!

2. Les definicions i notacions utilitzen una capcalera en gris clar i el text no apareix en cursiva:

Definicié. Aqueix betzol, Jan, comprava whisky de figa.

W

Les remarques, exemples i notes no disposaran d"una capgalera diferenciada:
Observacid. Zel de grum: quetxup, whisky, cafe, bon vi; ja!

Per mantenir el ritme visual, totes les demostracions s’han recollit als annexos. Val a dir que no
es demostraran tots els resultats, pero si els més rellevants; també hem omes les demostracions més

llargues. En tals casos, sempre s’indicara a I'enunciat la font on es pot trobar la demostracio.

L'objectiu general del treball és presentar una introducci6 teorica a la inferencia causal moderna

que expliqui com es formulen, s’identifiquen i s'interpreten efectes causals sota hipotesis explicites.
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Introduccié

L'estructura sera la segiient:
Models causals estructurals — identificaci6 — Neyman—-Rubin — disseny — aplicaci6 i analisi

Anirem construint progressivament un llenguatge per respondre preguntes causals: primer, caldra
representar les dependéncies entre variables mitjangant grafs i models causals estructurals; després,
preguntar-se quan una intervencio, escrita formalment amb do (), pot ser identificada a partir de dades
observacionals; i, finalment, caldra connectar aquest llenguatge amb el dels resultats potencials de
Neyman-Rubin, on els efectes causals es formulen com comparacions entre mons possibles. D’aquesta
manera, el treball es proposa els objectius segiients:

1. Com es representa una hipotesi causal? Formalitzar les xarxes bayesianes, la d-separaci6 i els models

causals estructurals com un llenguatge matematic per representar hipotesis causals.

2. Quan pot una pregunta causal ser resposta? Es a dir, estudiar el problema d’identificacié: quan
una consulta causal, formulada amb do(), es pot escriure només amb quantitats observacionals,
mitjangant criteris com back-door, front-door, el do-calculus i els algorismes ID i IDC.

W

. Presentar el model de resultats potencials de Neyman—Rubin, el problema fonamental de la

inferéncia causal i els estimands principals que s’'obtenen comparant resultats potencials.

4. Com es relacionen les dues escoles de la inferéncia causal? Connectar els llenguatges de Pearl i
Neyman-Rubin, mostrant que no s6n dues teories inconnexes siné dues maneres diferents de
formular i respondre les mateixes preguntes causals.

1S

Distingir que aporta el disseny experimental i quines hipotesis cal defensar en estudis observacio-

nals.

6. Coneixer en que consisteix la paradoxa de Simpson i estudiar el cas de les admissions de Berkeley
per mostrar que una conclusié causal depen tant de la pregunta que es formula com del model
causal assumit.

Per tant, I’abast del treball és deliberadament teoric: no es busca oferir un cataleg exhaustiu de metodes
aplicats tampoc, pero si construir el marc conceptual necessari per entendre que vol dir identificar un
efecte causal i per qué la connexi6 entre Pearl i Neyman-Rubin és el punt d’arribada més natural.

Com el lector haura apreciat, no s’ha formalitzat cap dels conceptes vistos al llarg d’aquesta introduccid,
que pretenia ser una lectura lleugera per a tots els piiblics. A partir del segiient capitol, pero, es comengara
a construir el llenguatge formal de la inferencia causal, i a partir d’aqui es mantindra un to més rigorés

1 técnic.

Sitges, Barcelona
Primavera de 2026
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Models causals estructurals

Feli¢ aquell que ha pogut saber les causes de les coses.

VIRGILI, Georgiques (37 aC)

Notacié 1.1. Sigui, quan no indiquem el contrari, G = (V, &) un graf dirigit aciclic (DAG), de manera
que V = {Vi}ics és el conjunt de variables o vertexs, I = {1,...,n} ésel conjunt d’'indexsi& €V x Vel

conjunt d’arestes del graf. Suposarem el vector aleatori V = (V;);e;. Per raons de formalitat:
1. Per a cada i € I, sigui (X;, B(X;)) un espai de Borel estandard. Definim l'espai producte
X =[1", X;, de manera que B(X) = X}, B(X;) és la o-algebra producte sobre X.
2. Sigui (QQ, ¥, P) un espai de probabilitat, on Q és I'espai mostrali P : ¥ — [0, 1] és una mesura
de probabilitat sobre (Q, ) [San99, Sec. 1.2].

3. Les variables aleatories son aplicacions mesurables V; : Q — (X, B(X;)); peraw € Qii €],

escriurem V;(w) = v; € X;. El vector aleatori V : Q — (X, B8(X)) és una aplicacié mesurable.

Quan treballem amb densitats, fixarem una mesura dominant producte en el sentit de B.10: una
mesura o-finita y = (X),; pi sobre (X, B(X)) tal que la llei conjunta observacional P satisfaci P <
[Lau9e, Sec. 3.1, p. 28]. Aquesta convenci6 inclou el cas discret, prenent mesures de comptatge, i el cas
continu real, prenent mesures de Lebesgue3. Pel teorema de Radon-Nikodym B.11, existeix una funcié
mesurable p = i—ﬁ : X — [0, +o0], tinica u-gairebé pertot, tal que per a qualsevol A € B(X):

P(A):/Apdy.

Assumirem que les variables estan indexades respectant un ordre topologic estricte < sobre V compatible
amb G; és a dir, per a tota aresta dirigida (V;, V;) € & es compleix que V; <V}, la qual cosa implica que
i < j. D’altra banda, la funcié p rep el nom de densitat conjunta (joint density) de P. Quan algun resultat

requereixi que aquesta densitat sigui estrictament positiva, ho indicarem explicitament.
Notaci6 1.2. 5i S C V, definim Xs := [[y,e5 X i:

Os: (Q,F) — (Xs,B(Xs))
w — (Vi(a)))ViES

Aquesta aplicaci6é és mesurable, ja que les seves coordenades son variables aleatories mesurables i
B(Xs) és la o-algebra producte. Per tant, O és el vector aleatori associat a S, i la seva llei és la mesura
imatge Ps :=Po CI)g1 [San99, Sec. 2.2, Def. 2.2]. Quan no hi hagi ambigiiitat, escriurem P(S) per aquesta

3 Es una hipotesi de treball per a les expressions amb densitats, no una propietat de qualsevol llei induida per un SCM
[Bon+21, Def. 2.1 1 Ex. 2.4].



1.1 XARXES BAYESIANES

llei marginal. La llei conjunta és P := P(V), és a dir, P(A) := P(®y € A) pera A € B(X). En canvi, ps(s)
o simplement p(s) designara la PMF o densitat de S avaluada en el valor s € Xs, i p(v; | s) designara

una massa o densitat condicional.

A més, escriurem v per a una assignacié conjunta de valors de V, és a dir, v = (v;)ie1 € X, i entendrem
p(v) =p(v1,...,0,). SiS C YV, escriurem s := vs = (v;)y,es € Xs per a la restriccié de 1’assignacio a
S. Més generalment, si A,B C V,a:=va ib := vp, 'expressi6 a \ b voldra dir v g. Quan un valor
individual v; aparegui en una expressié d’aquest tipus, s’entendra com la restricci6 vy,;. Reservarem
P per a la mesura subjacent, P per a les lleis sobre espais observables i p per a les masses o densitats
avaluades.
1.1
XARXES BAYESIANES

L'objectiu d’aquesta seccié és formalitzar com un graf dirigit pot codificar restriccions probabilistiques.
Veurem que una xarxa bayesiana és una distribucio que factoritza segons un DAG i que, sota les propietats
de Markov, el graf permet llegir independéncies condicionals.

Les xarxes bayesianes relacionen una estructura grafica definida sobre un conjunt de variables amb
una distribuci6é de probabilitat. Al treballar només en la capa observacional L1, la interpretacié causal

requerira hipotesis addicionals, que introduirem més endavant.

Definici6 1.3 (Pares Markovians). Sigui i € [ de manera que Pred; = {V; € V | j < i} és el conjunt de
predecessors d’V;*. Anomenem al conjunt de variables PM; pares Markovians d’V; si PM; C Pred; és el

conjunt minimal” de Pred; tal que:

p(vi | pmz) = p(vi | 01, /vi—l)/

on hem fet un lleuger abts de notacié: py,o,,.. 0, (@i | v1,...,0i-1) = p(v; | v1,...,0i-1). En el cas
discret, aquesta massa condicional coincideix amb P(V; = v; | V1 = v1,..., Vi1 = vi_1); enel cas continu,

p designa una densitat condicional.

Aquesta és la que es coneix com a densitat o massa condicional de V; donats Vi, ..., V;_j,inos’hade

confondre amb la distribucié marginal d'V;, que podem denotar per P(V;).

Propietat 1.4 (Regla de la cadena per a xarxes bayesianes). Diem que si P admet una factoritzacio de I'estil:
n n
l_[ p(vi | paf) = n pilo1,...,0i1) = p(o,...,00) = p(v)
i=1 i=1

sobre G, aleshores P i G son Markov-compatibles, o que P factoritza sobre G. Els factors p(v; | paig )
corresponen als conditional probability distributions (CPDs) de [KF09, Sec. 3.2.3, Defs. 3.4-3.5] avaluats; en

4 Cal no confondre predecessors amb no-descendents, ja que Pred; sén els predecessors en l'ordre. Per exemple, en un graf
V1 — V3 « V3, V2 no és predecessor de V1 ni descendent de V7.
5 Per definici6, no hi haura un subconjunt propi de PM; tal que se satisfaci 1'equacio.
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1.1 XARXES BAYESIANES

aquest treball els escrivim com a PMFs o densitats condicionals segons el cas.

Observaci6 1.5. Es important distingir els pares grdfics dels pares Markovians d’una variable V; en un
DAG G = (V,E). Els primers només depenen de G; els segons depenen de P i d'un ordre topologic <.

1. Els pares (o pares grdfics) de V; en un graf G sén les variables que tenen una aresta dirigida
cap a V;. Si V; és un pare de V;, existeix una aresta V; — V; en el graf. D’aqui en endavant,
Pagl ={V; | V; — Vi € &}, que normalment denotarem per Pal.g .

2. Donat un ordre topologic < sobre V i una distribuci6 P, els pares Markovians de V; € V, PM;, sén
el conjunt minimal que fan que V; sigui condicionalment independent dels altres predecessors.
Per aix0 poden existir pares grafics redundants des del punt de vista probabilistic. A [Pea09,
Sec. 1.2.2] es demostra que PM; és tinic, donat 1'ordre, sempre que P sigui estrictament positiva.

Teorema 1.6 (Ordered Markov conditioning [Pea88]; [Pea09, Sec. 1.2.3, Th. 1.2.6]). P factoritza sobre G
si, i només si, per a tot i € I es compleix que V; és condicionalment independent de Pred; \Paig donats els seus
pares Paig respecte d’un cert ordre topologic < sobre les variables, compatible amb G.

El teorema anterior dona un criteri per determinar si P factoritza sobre G, respecte de 1'ordre topologic
<. Arabé, la nocié de factoritzacié no depén de I'ordre escollit: podem treballar amb els no-descendents
i formular la propietat local de Markov, que és purament grafica.

Definicié 1.7 (Propietat local de Markov [Lau96, Sec. 3.2.2, p. 50]). Si per a tot i € I es compleix que V;

és condicionalment independent de ND; \ Pal.g condicionat a Paig , és a dir:
(V; 1Lp ND; \ Pa¥) | Pa¥, (L)

on ND; denota els no-descendents de V; i Pal.g C ND; els seus pares grafics en G, diem que P satisfa la
propietat local de Markov respecte G.

Propietat 1.8. Si P és Markov respecte G, aleshores PM; C Paig per a tot i € 1. Sies compleix 1.53, aleshores
PM; = Pal.g peratoti € I

Teorema 1.9. P satisfa la propietat local de Markov si, i només si, P factoritza sobre G. Es a dir, 1.4 &< 1.7.
Definici6 1.10 (Xarxa bayesiana). Una xarxa bayesiana és un parell (G, P) on P factoritza sobre G.

Exemple 1.11. Considerem la xarxa bayesiana de la figura 1.1. En aquesta, la variable corresponent
a l'estacié de l'any (V1) influeix sobre dues altres variables: si 1’aspersor del jardi esta activat (V>) i
si plou (V3). Isi el terra es troba mullat (V) és perqué o bé ha plogut, o bé I’aspersor estava activat.
I, en conseqiiencia, determinen la probabilitat que el terra rellisqui (V5). Totes les variables, excepte
Vi1, poden considerar-se binaries. Vi, en canvi, pot prendre els quatre valors corresponents a les
estacions de I’any. En el cas de V5, coneixer 1'estat de V} és suficient per determinar-ne el comportament:
saber si el terra és mullat fa innecessari conéixer la resta de variables (V1,V,, V3). Per tant, V5 és
condicionalment independent de les seves predecessores un cop conegut V. La causa que hagi provocat
la humitat o l'estaci6 de 1’any deixen de ser rellevants un cop es coneix aquesta informacié. Parlarem de

configuracions grafiques com aquesta a la secci6 1.4.

Com que (G, P) és una xarxa bayesiana, P factoritza sobre G. Aplicant 1.9, es compleix la propietat local
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1.2 d-SEPARACIO, d-CONNEXIO 1 1 -MAPES

V,: aspersor

’ Vi: estaci6 ‘ ’ Vy: terra mullat H Vs: terra relliscant

V3: pluja

Figura 1.1: Una xarxa bayesiana de cinc variables. Font: [Pea09, Sec. 1.2.2, p. 15, figura 1.2].

de Markov 1.7. Aleshores, podem expressar la seva PMF o densitat per a aquest cas particular com:

p(v1,...,05) = p(v1) - p(v2 | v1) - p(v3 | v1) - p(vs | v2,03) - p(v5 | V).

1.2
d-SEPARACIO, d-CONNEXIO I J -MAPES

La d-separaci6 és el criteri grific que tradueix, sota la propietat local de Markov, camins blocats en
independencies condicionals. Entendrem la relacié entre d-separacid, factoritzacid, 1 -mapes i equivaléncia
de Markoov.

Volem saber quan una independéncia X 1Lp Y | Z es verifica en una distribuci6 associada a G.

Definici6 1.12 (Cami i cami dirigit). Sigui G = (V, &) un DAG. Un cami entre V;, 1 V;, és una seqiiéncia
de variables diferents V;,, ..., V;, tal que, peratot¢{ =1,...,m — 1, existeix una aresta entre V;, i V;,,,,
independentment de la seva orientacié. Un cami dirigit de V;, a V;, és un cami en queé totes les arestes

apunten en el sentit del recorregut, és a dir, V;, — V;,,, peratot{ =1,...,m - 1.

Nota 1.13. Posem, per ara, X = {Vi}iea, Y = {Vj}jep i Z = {Vi}rec, on A, B, C C I sén disjunts dos a
dos. En d-separaci6, els camins entre Xi Y s’entenen a partir de camins no dirigits (es poden recérrer

ignorant 1'orientaci6 de les arestes). Estudiarem les diferents configuracions grafiques a la secci6 1.4.

Per a verificar si X és independent de Y condicionat a Z en qualsevol distribucié que factoritzi sobre G,

cal comprovar si les variables de Z bloquegen tots els camins que van dels nodes de X als nodes de Y.

Definici6 1.14 (Cami blocat [P]S17, Sec. 6.2, Def. 6.1]). Diem que un cami entre dues variables V;,, V;
esta blocat per Z C V si existeix una variable intermedia V;, (1 < k < m) tal que es compleix una de les

dues condicions:

1. V;, € Zitenim o bé una cadena (cf. 1.58) o bé un fork (cf. 1.60):
Vier = Vig = Vi) o (Vi < Vip = Vi) o (Vi < Vi = Vi)
2. Vi, ésun collider (cf. 1.61) en el cami i ni ell ni cap descendent seu pertany a Z:

{Vi}UDE,)NZ=0 i VK — Vi« Vi.,

MODELS CAUSALS ESTRUCTURALS 4
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on DE;, correspon al conjunt de descendents de V;, .

Definici6 1.15 (d-connexid). Diem que X,Y C V (amb X N'Y = 0) estan d-connectats respecte de Z
(amb XNZ =Y NZ = 0) si existeix un cami entre alguna variable de X i alguna variable de Y que no esta
blocat per Z.

Definici6 1.16 (d-separaci6 [Pea88]; [Pea09, Sec. 1.2.3, Def. 1.2.3]). Diem que X,Y €V (amb XNY = 0)
estan d-separats per Z (amb XN Z =Y N Z = () si cada cami entre les variables de X i les variables de Y

si esta blocat per Z. Ho identificarem per X Lg Y | Z.

Un cop definit el criteri de d-separaci¢, falta precisar quina hipotesi permet passar d"una separacié
grafica a una independéncia probabilistica. Ja hem definit la propietat local de Markov a 1.7; ara
introduim la versi6 global.

Propietat 1.17 (Global de Markov). Diem que P satisfa la propietat global de Markov respecte el graf G si

per a qualssevol X, Y, Z C V disjunts dos a dos tenim que:

X1gY|Z = XUpY|Z (G)

Per a DAGs, la propietat global, la propietat local i la factoritzacié de Markov 1.4 sén equivalents. A 1.9
ja hem establert que 1.4 &= 1.7. I ara tenim el segtient:

Teorema 1.18 ([PJS17, Sec. 6.5, Th. 6.22] i [Lau96, Sec. 3.2.2, Th. 3.27]). 1.4 &= 1.7 &= 1.17.

Podem, doncs, preguntar-nos fins a quin punt aquestes independéncies imposades pel graf reflecteixen

les que realment existeixen en P.

Definici6 1.19 (Mapa d’independeéncies condicionals de P [KF09, Def. 3.2]). Definim 7 (P) com el con-

junt d’'independéncies condicionals que es compleixen a P, és a dir, en termes de V; analogament, 7 (G)

és el conjunt de relacions de d-separacié que es compleixen en G:
I(P)={XLpY|Z)|X,Y,ZCV,XNY=XNZ=YNZ =0},
IG)={X1gY|Z)|X,Y,ZCV,XNY=XNZ=YNZ =0}

Es a dir, que X, Y i Z s6n disjunts dos a dos en ambdés casos.
Definici6 1.20 (7 -mapa [KF09, Def. 3.3]). Diem que G és un J-mapade P si 7 (G) C 7 (P); és a dir, que
siX1lgY|Z = X 1p Y |Z. Analogament, si X, Y, Z C V s6n disjunts dos a dos:

I(G)CI(P) & X1gY|Z = X1UpY|Z).

El resultat segiient formalitza la correspondeéncia basica entre ser un 7-mapa d’una distribucié i la
factoritzaci6 de la distribucié conjunta segons aquest graf.

Teorema 1.21 ([KF09, Ths. 3.1, 3.2, 3.3]). Si G és un 1-mapa de P, aleshores P factoritza sobre G. Recipro-
cament, si P factoritza sobre G, aleshores G és un I -mapa de P.
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1.2 d-SEPARACIO, d-CONNEXIO 1 1 -MAPES

Nota 1.22. Perqueé G sigui un 7 -mapa de P, cal que qualsevol independencia de G es compleixi també
en P. En canvi, P pot contenir independéncies addicionals que no quedin reflectides en G.

Observaci6 1.23. Per a gairebé totes (almost everywhere, cf. B.17) les parametritzacions CPD compatibles
amb G, la d-separaci6 caracteritza exactament les independéncies que es verifiquen a P [Pea(09, Sec. 1.2.3];
[KF09, Sec. 3.3.2, Th. 3.5]. Cal tenir present, perd, que per a qualsevol independéncia que no sigui una
conseqiiéncia de la d-separacié a G, sempre podem trobar una distribucié P que factoritzi sobre G i que
sigui un contraexemple.

Teorema 1.24 ([KF09, Sec. 3.3.2, Th. 3.5]). Fixat un DAG G, per a gairebé totes (cf. B.17) les distribucions P
que factoritzen sobre G, és a dir, totes excepte un conjunt de mesura zero dins l'espai de parametritzacions CPD
compatibles amb G, tenim 1 (G) = I (P).

Definicié 1.25 (Cobertura de Markov o Markov blanket, [Pea88]; [P]S17, Sec. 6.5, Def. 6.26]). Sigui G =
(V,E)iY € V tal que P compleix la propietat local de Markov. La cobertura de Markov de Y és el conjunt
més petit M C V tal que

Y 16 V\({Y}UM) [ M= Y 1, V\({Y}UM) | M.

En altres paraules, condicionat a M, la resta de variables no aporten cap informacié nova sobre Y.
Corol-lari 1.26. La cobertura de Markov M és el conjunt que d-separa’Y de la resta de nodes.

Proposici6 1.27 (Markov blanket, [PJS17, Sec. 6.5, Prop. 6.27]). La cobertura de Markov M de Y inclou els

seus pares Pag , els seus fills Chg i els pares dels seus fills Pag o
Y

M = Paf UCKY U Paghg \{Y}.
Y

Definici6 1.28 (7 -equivalencia [KF09, Sec. 3.3.4, Def. 3.9]). Dues estructures grafiques K i K; sobre V
son 1 -equivalents si 7 (%K) = 7 (K2). El conjunt de tots els grafs sobre V forma una partici6 de classes

d’7 -equivalencia, que sén el conjunt de classes d’equivalencia induida per la relacié d’'7 -equivaléncia.

Si dos grafs codifiquen les mateixes independéncies, també determinen la mateixa familia de distribuci-

ons compatibles, i viceversa.

Definici6 1.29 (Equivaléncia de Markov [PJS17, Sec. 6.5]). Denotem per P (&) el conjunt de distribuci-
ons conjuntes que factoritzen sobre G, és a dir, P(G) := {P | P factoritza sobre G}. Diem que G1 i G»
son Markov-equivalents si P(G1) = P(G2).

Nota 1.30. Aixi, (X, B(X),P(G)) és un model estadistic. No s’ha de confondre (&) amb la familia
intervencional P. del capitol 2. Reservarem la notaci6 (Q, ¥,IP) de 1.1 per a I’espai de probabilitat i
escriurem (X, A, &) per a un model estadistic (cf. B.70) sobre un espai d’observacions.

Nota 1.31 (Classes d’equivalencia de Markov [P]S17, Sec. 6.5]). Els DAGs que sén Markov-equivalents
aun G concret formen una classe d’equivaléncia de Markov de G. Es pot representar per un PDAG complet,
CPDAG(G) = (V,E), on l'aresta dirigida X — Y € & si, i només si, tots els membres de la classe
d’equivalencia de Markov la contenen.
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Definici6 1.32 (Esquelet [KF09, Sec. 3.3.4, Def. 3.10]). L'esquelet de G = (V,E) és un graf no dirigit
G =(V,&)talquesi X - Y € &, aleshores (X,Y) € &'.

Diem que un patré de tres variables X, Y, Z € V és una v-estructurasiX - Ye€&iZ —-Y € §,ésa
dir, X — Y « Z. També s’anomena collider i els veurem en detall a la secci6 1.4.

Teorema 1.33 ([KF09, Sec. 3.3.4, Th. 3.7]). Sidos grafs G1 = (V,E)i Gy = (V,E’) tenen el mateix esquelet
i les mateixes v-estructures, aleshores son I -equivalents.

Observacié 1.34. El reciproc, pero, no és cert: existeixen grafs que son 7 -equivalents pero no tenen
el mateix conjunt de v-estructures. Per exemple, tots els DAGs complets® sobre el mateix conjunt de
nodes sén 7 -equivalents, perque no codifiquen cap independencia condicional (és a dir, 7 (G) = 0). En

aquests grafs no hi ha immoralitats, pero les v-estructures poden variar segons 1’orientacio.

Definici6 1.35 (Immoralitat [KF09, Sec. 3.3.4, Def. 3.11]). Sigui G = (V,&) un DAG. Diem que una
v-estructura X — Y < Z en G és una immoralitat si els progenitors de Y, X i Z, no sén adjacents (és a

dir, no hi ha una aresta entre X i Z).

Nota 1.36. Notem que no tota v-estructura és una immoralitat, de manera que dos grafs amb les
mateixes immoralitats no tenen necessariament les mateixes v-estructures. Per exemple, dos grafs

complets sempre tenen les mateixes immoralitats (cap) pero poden tenir diferents v-estructures.

Teorema 1.37 ([KF09, Th. 3.8]; [PJS17, Lem. 6.25]; [VP90]). Siguin G1 = (V,E)iGr = (V,E'). G1i G
tenen el mateix esquelet i conjunt d'immoralitats si, i només si, son I -equivalents.

La propietat global de Markov només garanteix una direccié: les separacions del graf sén independéncies
a la distribuci6. Si volem que el graf no amagui independencies probabilistiques addicionals, com
ara les intransitivitats i altres independencies «accidentals», cal afegir una hipotesi més forta. [Fog21,
Ex. 3.34] dona un contraexemple molt il-lustratiu. Sota la condicié de d-fidelitat el graf explica totes les
independéncies condicionals que podem trobar a P (cf. [Bon+21, Def. A.9]).

Definici6 1.38 (Fidelitat [P]S17, Sec. 6.5, Def. 6.33]). Diem que P és d-fidel (d-faithful, o simplement fidel
o faithful) al graf G si per a tot X, Y,Z C V disjunts tenim que X 1Lp Y|Z = X Lg Y |Z. Esadir,
I(P)cI(G).

Observaci6 1.39. Assumint la propietat global de Markov (cf. 1.17 1 1.18), la d-fidelitat es dona si, per a
tots els subconjunts disjunts X,Y,Z de V,

XJ_gY|Z — X1pY|Z

Aixi, una distribucié P és fidel a G si, i només si, els models d’independencia Lg i 1Lp sén isomorfs.

6 Un DAG complet és un DAG G = (V, E) en qué tots els parells de nodes diferents sén adjacents. Per tant, no podem tenir
cicles i per a cada parell de nodes V;, Vj € Vambi#j, Vi > Viobé V; < V.
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1.3
MODELS CAUSALS ESTRUCTURALS (SCM)

Aqui passem de 'estructura grdfica com a representacio d’independéncies als models causals estructurals.
L'objectiu és definir els SCMs, veure com indueixen distribucions observacionals i preparar la nocié

d’intervencié com a substitucié d’equacions estructurals.

Hi ha diverses maneres de formalitzar els models causals estructurals. [PV20; PV22]; [Par23, Sec. 1.2.1],

per exemple, separen explicitament les variables observades, els sorolls exogens i els factors de confusié

latents. En aquest treball, definirem (U, V, ¥, P(U)) per obtenir un SCM. Aquesta convencié no és
universal; per exemple, [Pea09, Sec. 7.1, Def. 7.1.1] no inclou P(U) dins la definicié d’SCM.

Definici6 1.40 (Model causal estructural (SCM) [Bar+22, Def. 27.1]; [Pea09, Sec. 1.4.1]). Definim un mo-
del causal estructural (SCM, Structural Causal Model) com M = (U, V,F ,P(U)), on:

* U és el conjunt de variables aleatories exogenes. Sén variables determinades per factors externs al

model. Per a cada U € U, fixem un espai de Borel estandard (7, B(2y;)) de valors possibles.

V = {Vi}ie1 és el conjunt de variables endogenes, determinades per variables en ¢ UV. El valor de
les variables de V' queda determinat per les equacions estructurals [Bon+21, Sec. 2]. A la practica,

pero, acostumen a correspondre a les variables que podem observar i mesurar.

Per a cada V; € V, denotem per U; C U el conjunt de factors exdgens associats a V; i per
PaM € V' \ {V;} el conjunt de variables enddgenes que apareixen com a arguments de f; € 7.

F =A{fi,..., fu} és un conjunt de funcions estructurals tals que, per a cada variable endogena
Vi € V,i € I, existeix una aplicacié mesurable:

fit Ko, Bppp) x (U, BAL) — (X, BX)

(pa, uf) 0 = fi(pa, uf)

on XPa{V‘ = ij ePaM Xj 1 U7 = [Tyeus Yu és l'espai mesurable producte de valors d’U;. El
subconjunt PalM rep el nom de pares estructurals de V; dins de M i el distingim del conjunt de
pares grifics Pal.g .

IP(U) és una mesura de probabilitat conjunta sobre 1'espai mesurable (2, B(2)), on U = [[;q; Uu.
Prenent un vector aleatori U : (Q, ) — (U, B()), la llei que usarem sera P(U) = P(U) o UL

Al llarg del treball considerarem SCMs aciclics: les dependéncies dirigides entre variables endogenes

admeten un ordre topologic <.

n
&y = U{X — V; | X e PaM}. (1.1)
i=1

Anomenarem G, = (V, E})) elgraf estructural endogen de M. Aquest graf recull només les dependencies

dirigides entre variables endogenes especificades per les funcions estructurals. Veurem més endavant

que coincideix amb el doagrama causal en el cas Markovia (cf. 1.42), perd no és el cas en general.
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1.3 MODELS CAUSALS ESTRUCTURALS (SCM)

Observacio 1.41.

1. El conjunt complet d’equacions ¥ forma una aplicacié mesurable global de 1'espai dels exogens
cap a l'espai de les endogenes.

War QLBAYN) — (X, B(X))
u — W(a) = (Pa(u), ..., Pu(u)).

Aqui W p((u) és I'tinica assignaci6 conjunta v = (vy, ..., v,) € X obtinguda resolent recursivament
les equacions estructurals de M segons un ordre topologic.

2. Quan necessitem mostrar també les variables exdgenes, escriurem G per al graf augmentat sobre
U UV, amb una aresta X — V; per a cada argument X € PalM UU? de fi. Aquesta convenci6
correspon al graf augmentat G*(M) de [Bon+21, Def. 2.7]. En canvi, Gy queda reservat al
diagrama causal sobre V (els introduirem al capitol 2).

3. Les equacions estructurals s’han d’entendre com assignacions que especifiquen com uns factors
determinen altres variables. En aquest sentit, la literatura classica [Pea88]; [’ea09, Sec. 1.4.1];
[Nea20]; [KE09, Sec. 3.2] prefereix utilitzar el terme equacions estructurals, mentre que autors com
[PJS17, Secs. 2.2 11 6.2, Def. 6.2] opten per parlar d’assignacions estructurals.

Definicié 1.42 (SCM Markovia [Bar+22, Sec. 27.2]). Un SCM aciclic M = (U,V,F , P(U)) és Markovid
si, per a tot i # j, els conjunts de factors exogens U i U; s6n independents respecte a P(U)". En
particular, per a cap variable V; € V tenim que U € U sigui argument de dues funcions diferents.

Definici6 1.43 (SCM semi-Markovia [Bar+22, Sec. 27.2]). Un SCM aciclic M = (U,V,F , P(U)) s’ano-
mena semi-Markovid si existeixen i, j € [ tals que U¢ i U]C. no sén independents respecte a P(U), o bé

comparteixen algun factor exogen.

Nota 1.44. En la literatura d’identificacié és habitual treballar amb una forma canonica dels SCMs
semi-markovians en que cada variable latent comuna té exactament dues variables observables com
a filles [Par23, Sec. 1.2.1]. Aix0 no vol dir que la part inobservable del sistema hagi de ser realment
tan simple: una estructura latent més complexa es pot substituir, sense perdua de generalitat, per un
conjunt de causes comunes latents entre parelles d’observables [VI’90; Ver93]. Aquesta convenci6 és la

que més endavant representarem mitjangant arestes bidirigides entre variables endogenes.

Proposici6 1.45 (Distribuci6 induida [PJS17, Prop. 6.3]). Tot SCM aciclic M = (U,V,F , P(U)) indueix
una tinica distribucié de probabilitat conjunta sobre V. Aquesta distribucié P(V) s’anomena la distribuci6
observacional induida per M.

Acabem de veure que aquesta llei és la distribuci6 induida sobre V per la distribuci6 exdgena P(U) i
les funcions estructurals. De fet, P(V) = P(U) o \I’/_&, és a dir, P(V) és la imatge de P(U) per l'aplicaci6
mesurable global W »( que hem definita 1.41.

Per definir el graf observacional induit només ens falta una nocié local de C-component al nivell de

I’'SCM: dues variables endogenes pertanyen a la mateixa component si els seus mecanismes estan

7" Aquesta hipotesi correspon a la suficiéncia causal; la reprendrem a 2.19.
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connectats per una cadena de factors exogens compartits o dependents. La definicié grafica completa es
fixa a 2.20.

Nota 1.46 (C-components al nivell de 'SCM [Bar+20, Def. 18]). Si M = (U,V,F,P(U)) és un SCM,
les C-components es poden definir a partir d"U. Siguin UJ, ..., U; C U subconjunts disjunts i maximals
de variables no observables de M tals que p(u) = Hi:l p(u;), en cas d’admetre una PMF o densitat.
Aleshores V;, V; € V pertanyen a la mateixa C-component quan f; i f; tenen arguments latents dins
d’un mateix bloc Uj; equivalentment, [{U} | U,.NnU; #0,U0.N U]? # 0} > 0.

Definici6 1.47 (DAG observacional induit per un SCM [Bar+20, Def. 26]). Sigui M un SCM aciclic i
fixem un ordre topologic < de les seves funcions estructurals, amb una enumeracié compatible. Un
DAG Qﬁ és induit per M a la capa Ly si:

1. té un vertex per a cada variable endogena de V;
2. conté una aresta V; — V; sempre que V; apareix com a argument endogen de f;;

3. si V; i V; pertanyen a la mateixa C-component i f; precedeix f; en 'enumeracié topologica,
aleshores conté V; — V;itambé Vi — V; per a tot Vi € Pa;.

Observaci6 1.48. El graf Q/ﬁl viu a la capa observacional: serveix per representar una factoritzacié
de P(V) com a xarxa bayesiana. No s’ha de confondre ni amb Qa ni amb el diagrama causal, que
introduirem al capitol segtient (cf. 2.4 i 2.5). En el cas Markovia, les C-components son trivials i
gf; = g; En el cas semi-Markovia amb confusié latent, en canvi, gﬁ pot contenir arestes dirigides
addicionals introduides per la construccié de [Bar+20, Def. 26], provinents d"una possible confusié
latent, mentre que el diagrama causal pot contenir arestes bidirigides.

Teorema 1.49 (SCM-BN observacional [Bar+20, App. C, Th. 8]). Sigui M = (U,V,F,P(U)) un SCM
aciclic, sigui P(V') la distribucio observacional induida i siqui gﬁ el DAG observacional induit per M. Aleshores
(gﬁ, P(V)) és una xarxa bayesiana; és a dir, P(V') factoritza sobre Qﬁ Explicitament:

n §£1
P(V)=[ | P(vi I Pa;™).
i=1

El reciproc de [Bar+20, Th. 9] diu que tota xarxa bayesiana (G, P) pot ser induida per algun SCM. En la
nostra formulaci6, aquest fet queda recollit pel resultat de representabilitat segiient.

Proposici6 1.50 (Representabilitat [PJS17, Prop. 7.1]). Sigui una distribucié conjunta P(V) que admet una
densitat respecte de la mesura de Lebesgue a R", i sigui G un DAG tal que P(V) factoritza sobre G. Aleshores
existeix un SCM Markovia M = (U,V,F, P(U)) tal que G = G, i indueix la distribucié P(V).

Nota 1.51. La hipotesi de mesura de Lebesgue és la formulacié amb valors reals de [P]S17, Prop. 7.1].
Quan treballem amb densitats, fem servir una mesura dominant producte u (cf. 1.11 B.10): mesura de

Lebesgue en variables continues reals i mesura de comptatge en variables discretes.

Tan rellevant com sén les propietats de Markov, aquesta només ens indica quines independencies

condicionals de P sén implicades per G = (V, &) [PGJ16]. De fet, ni tan sols assegura que dues variables
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unides per una aresta hagin de ser dependents respecte de P. Per garantir aquesta exigencia ho podem
fer amb una condicié més forta: la minimalitat.

Definici6 1.52 (Minimalitat causal o de Markov). P satisfa la minimalitat causal o minimalitat de Markov
respecte G = (V, E) si hi factoritza, perd no sobre cap subgraf G’ ¢ G, G’ = (V,E&’). En altres paraules,
la minimalitat demana que cada aresta aporti informacié necessaria per reproduir les dependeéncies

associades a G.

Proposici6 1.53 ([PJS17, Sec. 6.5, Prop. 6.35]). Si P és fidel i factoritza sobre G, llavors P satisfa la minimalitat
causal.

La minimalitat també es pot formular localment: cap node pot ser condicionalment independent d'un
dels seus pares, donada la resta de pares.

Proposicié 1.54 (Minimalitat causal [PJS17, Sec. 6.5, Prop. 6.36]). Suposem que P factoritza sobre G i que
admet una densitat respecte de la mesura dominant de 1.1. Llavors, P satisfa la minimalitat causal respecte G si, i
només si:

Vidkp Y| Paf \{Y),

per a tot V; E(ViperatotYePaig.

Corol-lari 1.55. Si P factoritza sobre G, admet una densitat respecte la mesura dominant i, a més, és minimal
respecte G, llavors cap aresta de G és redundant (en el sentit de 1.p); en altres paraules, per a un ordre topologic
compatible, PM; = Pal.g peratoti=1,...,n. Siposteriorment dotem G de semantica causal mitjangant un
SCM, Paig son les causes directes dins del model.

Definici6 1.56 (Submodel causal estructural [Pea09, Def. 7.1.2]). Sigui M = (U,V,F, P(U)) un SCM,
X € V ix un valor particular d’X. Un submodel My d’M és el model My = (U,V,Fx, P(U)) en que
Fx ={fi | Vi ¢ X} U{X = x}. Es a dir, 7 es forma eliminant de ¥ totes les funcions f; corresponents als
membres de X i substituint-les pel conjunt d’assignacions constants X = x.

La definicié de submodel anticipa la semantica de les intervencions que formalitzarem al capitol segiient:
intervenir sobre una variable deixa intactes els mecanismes de la resta del sistema.

Definicié 1.57 (Modularitat, segons [Nea20]). Sigui X € 9V un conjunt de variables sobre el qual
intervenim, prenent-les com a constants. Per a tot i € [ tenim:

1. SiViéX, p(v; | paig) no canvia.

2. Si V; € X, aleshores fixem V; al valor s;. En el cas discret, aixo vol dir que p(v; | pal.g ) =1 quan

G

vi =s;ip(v; | pa)) = 0 altrament.

En aquest punt hem adoptat deliberadament una aproximacié menys estricta, ates que encara no hem
introduit de manera formal el concepte d’intervencié. Tant aquest concepte com la modularitat seran
desenvolupades en detall en el capitol segiient (cf. 2.9 i 2.13, respectivament). En SCMs, la mateixa
intuici6 es tradueix en el fet que el submodel intervingut comparteix totes les equacions estructurals

amb el model original excepte les de les variables intervingudes [Pea09, Secs. 1.4.3 i 3.2.1]; [Nea20].

Assumim, doncs, una intervenci6 local és quirtrgica (cf. Introduccio) en tant que reemplaca només

I'equaci6 estructural de la variable intervinguda, deixant la resta completament inalterades.
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1.4
CONFIGURACIONS GRAFIQ UES ELEMENTALS

Aquesta seccié fa explicites les tres peces que apareixen continuament en models grdfics: cadenes,
bifurcacions i col-lisionadors. L'objectiu és com podem bloquejar o obrir camins d’associacio.

Presentem ara les tres configuracions grafiques basiques que apareixen en els grafs dirigits. Seguim
amb la notacié de 1.1, on ara G = (V, &) sera un DAG.

Definici6 1.58 (Cadena (chain)). Un patré de tres variables X,Y,Z € V ésunacadenasiX - Y e€&i
Y > Ze&, ésadir, X - Y — Z. Y és un node intermedi entre X i Z i, quan el graf té semantica
causal, Y es pot interpretar com un mediador entre X i Z.

Observaci6 1.59. Per a tres variables aleatories X,Y,Z € V i el graf elemental format només per
aquesta configuraci6, o quan la resta de camins entre els extrems estan blocats i P és Markov respecte
del DAG, tenim:

* Enla configuracié X — Y — Z, les associacions X Lp YiY L p Z es garanteixen sota hipotesis
addicionals com la fidelitat (cf. 1.38); sense aquestes hipotesis, podriem tenir una cadena intransitiva
respecte P: X fp YiY Yhp Z,pero X 1 p Z.

* Condicionant per Y, X i Z esdevenen independents, i.e. X 1p Z |Y. Aquesta propietat es pot

veure com un cas particular de la regla de la cadena de les xarxes bayesianes, suposant que P és
Markov respecte del DAG:

_plxy,z) plx)-plylx)-pzly)
p(xlylz)_ P(]/,Z) - P(]/)P(Z|]/) —P(X|y), p(x/y)>0‘

Definici6 1.60 (Bifurcacio (fork)). Un patré de tres variables X,Y,Z € V és una bifurcacié siY — X €

&E1Y — Z € E. Enaquest cas, Y és el node central de la bifurcaci6 i actua com a causa comuna de X i Z:
X « Y — Z. En el graf elemental, les relacions d'independéncia exposades a 1.59 es mantenen, pero la

factoritzacio canvia:

py,z) _ply)-ply) pizly)
py,z) py)-pzly)

plxly z)= =p(xly), ply)>0.

Definici6 1.61 (Col-lisionador (collider)). Un patré de tres variables X, Y, Z € V és un collider si X —
Y e&iZ — Y € & Enaquest cas, el node Y és un col-lisionador on conflueixen dues arestes: X — Y « Z.
A més, en aquest cas:
plx,y,z) pix)-p()-ply|x, 2)

ply) p(y) '

Com ja hem fet servir més amunt, molts autors (per exemple, [KF09, Sec. 3.3.1]) utilitzen el terme

p(x,z|y)=

v-estructura per referir-se a aquesta configuracié grafica.

Propietat 1.62. Si P factoritza sobre G := {X — Y « Z} o, més generalment, sobre un graf on tots els altres
camins entre X i Z estan blocats sense condicionar, es compleix:
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1. X i Z son independents marginalment (i.e. X lp Z).

2. Fora dels casos especials en que, per a cada valor fixat de y, existeixen funcions u(-,y) i v(-, y) tals que
py|x,z)=cly)u(x,y)v(z,y), condicionar pel col-lisionador obre el cami: X Up Z |Y.

Definici6 1.63 (Blocar per defecte). Elstinics camins blocats per defecte sén aquells que contenen almenys

un collider. En la notacié de 1.14, diem que un cami esta blocat per defecte si Z = 0.

Exemple 1.64 (Chain, fork i collider). Considerem la xarxa bayesiana de 1.11. En aquesta xarxa podem

trobar les tres configuracions grafiques que acabem d’introduir:

e Chains. Vi > Vo - Vy, V1 > V3 > Vy, Vo - V4 — V51 V3 — V4 — V5 s6n cadenes. Condicionar
pel mediador bloca el cami’; per exemple, Vo Lg V5| VyiVs Lg Vs | V4. Com que P satisfa la
propietat global de Markov (cf. 1.171 1.18), també tenim V, 1p V5 | V4i V3 Lp V5 | Vs,

e Fork. Entenimuna, V3 <« V; — V5. Sense condicionar, V5 i V3 estan d-connectades. Si condicionem
en V1, bloquegem aquest cami: Vo Lg V3 | V;. Laltre cami entre V, i V3, Vo — V4 « V3, ja esta
bloquejat perque passa per un collider no condicionat. Per tant, V, 1Lp V3 | V;.

* Collider. Tenim V, — V}, « V3. Si condicionem per V; i també pel node central del collider, Vy
(o per un descendent seu, com Vs), el cami es desbloqueja i Vo, Lg V3 | Vi, Va. Aquest efecte
s’anomena explaining away.

Nota 1.65. A primera vista, pot semblar paradoxal que condicionar un node que es troba en un cami
bloquejat pugui, precisament, desbloquejar-lo. Aixo passa en situacions de l'estil X — Z « Y perque,
un cop condicionem per Z, la informacié sobre una de les causes (X o Y) altera la probabilitat de 1’altra.
En I’ambit de l'estadistica, aquest concepte s’anomena biaix de seleccié o paradoxa de Berkson, mentre que
en la intel-ligencia artificial es coneix com 1'efecte explaining away.

Exemple 1.66 (Explaining away). Agafem la vinyeta satirica Semicontrolled Demolition i suposem que Y
és la variable aleatoria (binaria) corresponent a I'esfondrament de les Torres Bessones. Al seu torn, X i
Z corresponen a les seves possibles causes: explosius i atemptat terrorista, respectivament. El graf esta
format per un tnic collider, pel que G = {X = Y « Z}. X 1g Z perque Y bloca el cami per defecte (i si,
a més, hi hagués fidelitat, X 1Lp Z). En canvi, si observem 'esfondrament (Y = 1), condicionar per Y
desbloqueja el cami i obtenim X U p Z | Y (cf. 1.62). En aquest exemple, Y = 1 no pot océrrersi X =01

Z = 0. Si, malgrat aixo, X i Z fossin independents condicionadament a Y = 1, tindriem:
P(X=0,Z2=0|Y=1)=P(X=0|Y=1)-P(Z=0|Y=1)=0,

D’aquesta igualtat se'n seguiriaque P(X =0|Y =1)=00bé P(Z =0|Y = 1) =0, pero per hipotesi
P(X=0]Y=1),P(Z=0]|Y =1) #0. Per tant, condicionat a Y = 1, I'evidéncia a favor d’una de les
causes alternatives redueix la probabilitat de 1’altra; aixi, la compromise theory (que totes dues causes
hagin actuat alhora) és poc versemblant.

8 Es el mateix fenomen que hem vist a 1.59. També passa si condicionem per la causa comuna en un fork, cf. 1.60. Caldria
aplicar la hipotesi de fidelitat (cf. 1.38) per passar de d-separacié a independéncia probabilistica.
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I1

Identificacio d’efectes causals

La natura no ha produit res perque fos immobil.
SENECA, Qiiestions naturals, 6, 12

En aquest capitol passem de descriure relacions causals a preguntar quan es poden calcular a partir de
dades observacionals. La noci6 clau és la intervencié: imposar el valor d"una variable X i estudiar com
canvia la distribucié d'una resposta Y. Intuitivament, podem dir que una intervenci6 ideal modifica X
sense obrir altres vies cap a Y [Woo03].

Notacié 2.1. Mantenim la convencié del capitol 1, 1.1 i 1.2: treballarem amb grafs G = (V,E) sobre
V = {Vitier, amb I = {1,...,n}. Lespai producte on prenen valors les variables és X = [];; X i
prenem v = (v;)ie; € X. Si S C V, escriurem s := vs = (v;)v.es € Xs. Amés, a\ b := va\g. En aquest
capitol, seguint la notacié de Pearl i [Bar+22], X, Y, Z, W C V denotaran conjunts de variables endogenes

observadesix, y, z, w en denotaran valors.

* Donat X € V, denotem per P(V | do(X = x)) la distribuci6 intervinguda per do(X = x) sobre V
(cf. 2.10). Treballarem amb la familia:

P.={P(V|doX=x)) | XSV, xeXx}, (2.1)

on la distribuci6 observacional és el cas particular P(V) = P(V | do(0)).

* Aixi doncs, comen 1.11i 1.2, denotem per P(V) la distribuci6 sobre V (la intervencié nul-la). Quan
una distribucié en P, estigui ben definida i admeti una densitat respecte de la mesura dominant
u, la denotarem per p [Bon+21, Sec. 2.4]. Aleshores, per exemple, tenim p(v) = p(v1,...,0,)
ip(v]do(x)) = p(v1,...,v, | do(x)). Quan ens quedem amb Y C V, escriurem P(Y | do(x)) o

p(y | do(x)).
Escriurem V@ = {V1,...,Vi}, amb VYO = @; 1a restriccié corresponent d'una assignacié v sera
vi) = Vq(); també escriurem s .= Vgl ivi)\s:= Vepins- S’aplicara la mateixa convenci6 als valors

X,y,z, W, etcetera.

Per a un subconjunt S € V, G[S] denotara el subgraf induit i C(G) la particié de G en C-components

maximals. Finalment, quan escriguem Qi 0 Qi 7, seguirem la convenci6 del capitol C.
Definici6 2.2 (Llenguatges de la jerarquia causal, [Bar+22, Sec. 27.3, Def. 27.7]). Fixades les variables
endogenes V, distingirem tres capes de consultes:

1. Elllenguatge L conté consultes associacionals, formades a partir de probabilitats observacionals
com P(Y = y) o, quan estigui ben definida, P(Y = y | X = x). Es el que hem usat al llarg del capitol
anterior.
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2.1 DIAGRAMES CAUSALS INDUITS PER SCMs

2. El llenguatge L, afegeix consultes intervencionals, com P(Y = y | do(X = x)), equivalentment
escrites com P(Yx = y) (en llenguatge de resultats potencials).

3. Elllenguatge L3 permet consultes contrafactuals conjuntes sobre enunciats intervinguts possible-
ment incompatibles, com P(Yx =y, Zy = z).
La inclusié d"un terme en una capa indica quin tipus d’informacié causal pressuposa; en general, les
distribucions de £ no determinen les de £, ni les de L3.

Teorema 2.3 (Causal Hierarchy Theorem [Bar+22, Sec. 27.3, Th. 27.1]). Sigui Q« la classe d’'SCMs aci-
clics amb variables endogenes V, amb |'V| > 1 i dominis finits no degenerats. Per a i = 1,2,3, escrivim
M ~i M" si M i M’ assignen el mateix valor a totes les consultes del llenguatge L;. Direm que la capa L;
col-lapsa a la capa Lien M* € Qy,ambi < j, si M* ~i M = M* ~j M, per a tot M € Qqy. Aleshores,
respecte de la mesura de Lebesgue en una codificacio adequada del quocient Qe /~3, el conjunt d’SCMs M* per
als quals hi ha algun col-lapse L; — L;,amb1 < i < j < 3, té mesura zero.

El que ens diu aquest teorema en particular és que per passar a una capa superior no podem fer-
ho automaticament, siné que cal afegir informaci6 causal sobre I'SCM o restriccions estructurals
addicionals.
2.1
DIAGRAMES CcAUSALS INDUITS PER SCMs

Ara passem del DAG observacional de capa L1 al graf que codifica els mecanismes causals d'un SCM i
que sosté les preguntes intervencionals.

Al capitol anterior hem vist que un SCM indueix una distribucié observacional P(V) i que aquesta es
pot representar mitjangant un DAG observacional Qﬁ (cf. 1.4711.49). Aquest graf és una eina de capa
L. En canvi, per formular intervencions i CBNs necessitem el diagrama causal del model, és a dir, el
graf que recull les dependencies funcionals i la possible confusié latent.

Les definicions 1.42 i 1.43 determinen quin tipus de diagrama causal s'indueix: en el subcas Markovia
obtenim un DAG, mentre que en el cas semi-Markovia general obtenim un ADMG, que es redueix a un
DAG quan no hi ha confusié latent; al seu torn, anticipen la distinci6 entre xarxes bayesianes causals

Markovianes i semi-Markovianes, que formalitzarem després.

Definicié 2.4 (Diagrama causal, cas Markovia [Bar+22, Sec. 27.4, Def. 27.10]). Sigui un model causal
Markovia M = (U,V, ¥, P(U)). El diagrama causal Markovia induit per M és el DAG Gy = (V, E}))
construit de la segiient manera:

1. Els nodes de G son les variables endogenes V.
2. Les arestes dirigides &) sénlesde (1.1): V; » Vi e & &= V€ Paf".
3. Coincideix amb el graf g;l’ de 141, Gpm = QA_/’(
Definicié 2.5 (Diagrama causal, cas semi-Markovia [Bar+22, Sec. 27.4, Def. 27.12]). Sigui M un model

causal semi-Markovia. El diagrama causal semi-Markovia induit per M és’ADMG Gp = (V, 8;1 U(“}/‘\_’/1 ),

és a dir, el graf aciclic dirigit mixt construit de la segiient manera:
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2.2 XARXES BAYESIANES CAUSALS (CBNs)

1. Els nodes de G son les variables endogenes V.
2. Les arestes dirigides & son lesde (1.1): V; = V; € & = Vje PalM.
3. Elconjunt d’arestes bidirigides 8/\‘7 esta format per les arestes V;j & VisiV;iVj comparteixen algun

factor exogen o, més generalment, si els conjunts de factors exdgens U7 i U; no sén independents

respecte a P(U).

Proposici6 2.6 (Condici6 causal de Markov [PJS17, Prop. 6.31]). Sigui M un SCM Markovid aciclic i sigui
G m el diagrama causal Markovia induit per M. Aleshores la distribucié observacional induida P(V) factoritza
respecte de G Quan P(V) admet una densitat o PMF, aquesta es pot escriure com:

pv) = [ | p(o: | pa™).
i=1

Nota 2.7. Com ja hem comentat a 1.48, en el cas Markovia es compleix que Qﬁ = Q;’[ =Gm- Enel cas
semi-Markovia amb confusi6 latent, en canvi, Qﬁ 1 G, poden no coincidir: el primer pot afegir arestes
dirigides per representar la factoritzacié observacional i el segon no, mentre que el diagrama causal
G m afegeix, a més, les arestes bidirigides de confusi6 latent.
2.2
XARXES BAYESIANES CAUSALS (CBNis)

Les CBNs afegeixen intervencions al diagrama causal i separen observacioé d’accid.

El graf amb queé treballarem no és només una xarxa bayesiana amb arestes interpretades informalment
com a causes. La idea fonamental que hi ha al darrere d"una xarxa bayesiana causal és la combinaci6
d’un diagrama causal que prové d'un SCM (cf. 1.40 i1 1.41) i una familia de distribucions intervingudes
induida pel model. El diagrama passa a codificar quins mecanismes es mantenen invariants i quan una

intervenci6 es pot substituir per una observacio.

Exemple 2.8. Considerem dues variables: el nivell real de glucosa a la sang d"un pacient, G, i la lectura
mostrada per un glucometre, L. Sino hi ha errors de calibraci6 en el glucometre, L depén de G i les dues
variables son estadisticament dependents. Aquesta dependéncia observacional, pero, és compatible

amb més d’una estructura causal:

O—b OO

@G =(G—L). (b) G’ := (G < L). @©G"=(G<Z-1L).

Figura 2.1: Diagrames causals possibles per a I'exemple de la glucosa.
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Z representa una causa comuna de G i L. Els tres diagrames poden ser observacionalment equivalents,
tot i que impliquen efectes d’intervencié diferents [Par23, Sec. 1.1.2, Fig. 1.3].

Definici6 2.9 (Operador do() [Pea09, Sec. 3.2.1, Def. 3.2.1]). Sigui M = (U,V,F,P(U)) unSCM, X C
YV ix = (x;)v,ex € Xx. Denotem per do(X = x), abreujadament do(x), la intervencié que imposa a les
variables de X els valors x. Aquesta intervenci6 produeix el submodel My = (U, V, Fx, P(U)), on Fx
s’obté substituint, per a cada V; € X, I'equacié estructural V; = fi(pa,, uy,) per 1'assignacié constant
Vi := x;, 1 deixant inalterades totes les equacions f; amb V; ¢ X.

Definici6 2.10 (Distribuci6 intervinguda). Sigui X € V el conjunt de variables intervingudes. La
distribucié conjunta intervinguda del sistema és P(V | do(X = x)), abreujadament P(V | do(x)). Per
a qualsevol subconjunt de variables d’interes Y € V \ X, escriurem P(Y | do(X = x)), o simplement
P(Y | do(x)).

Nota 2.11 (Efectivitat 1 graf mutilat). Per a tota variable V; € X, si x; és el valor imposat per x sobre V;,
la llei intervinguda de V; és la mesura de Dirac 0y,: per a tot A € B(X;), P(V; € A | do(x)) = 64,(A).
En el cas discret, aixo equival a P(V; = v; | do(x)) = T(y,=x;}- Aquesta propietat s'anomena efectivitat.
Graficament, la intervenci6 elimina totes les arestes que entren als nodes intervinguts; el graf resultant
és Gy (cf. C.24). Aquesta intervenci6 també rep el nom d’intervencié perfecta [Bon+21, Sec. 2.4, Def. 2.12]
o intervencio atomica [P]S17, Sec. 6.3, Def. 6.8].

Alllarg d’aquest treball ens restringirem essencialment a l’escenari aciclic. Els models semi-Markovians
que considerarem més endavant incorporen factors de confusi6 latents mitjangant arestes bidirigides,
perd no introdueixen cicles causals dirigits.

Exemple 2.12 (2.8, continuacid). Suposem que intervenim sobre L i li imposem una lectura de glucosa
I, escrit do(L = I). En el graf 2.1(a), tenim P(G | do(L = [)) = P(G), ja que manipular el lector no
altera el nivell real de glucosa. En canvi, si intervenim sobre G i imposem un nivell de glucosa g
(per exemple, amb una injeccié d’insulina), la distribucié de la lectura si que canvia; en aquest graf,
P(L|do(G=g))=P(L|G = Q)

Nota 2.13. Arribats aqui, podem revisitar la modularitat de 1.57: és una restriccié sobre com canvien
els mecanismes locals sota intervencions. En les CBNs Markovianes, aix0 es formalitza exigint que la
familia de distribucions intervingudes sigui compatible amb el diagrama causal i satisfaci les condicions
de missing-link i parents do/see. El problema practic sera expressar una distribucié intervinguda en

termes de P(V) quan aixo sigui possible. La definici6 segtient estableix el cas Markovia.

Definicié 2.14 (Xarxa bayesiana causal Markoviana [Bar+22, Def. 27.11, Th. 27.2]).

Una xarxa bayesiana causal (CBN, de I'anglés Causal Bayesian Network) Markoviana és un parell (G, P.),
on G és un diagrama causal Markovia sobre V i P. és la familia de distribucions de (2.1), tal que per
a tot subconjunt X C V i tota intervencié do(x), la distribucié intervinguda P(V | do(x)) € P. satisfa
aquestes condicions respecte de G (cf. [Pea09, Def. 1.3.1]):

1. Markovianitat: P(V | do(x)) és Markov respecte de G.
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2. Parents do/see: Per a tota variable no intervinguda V; ¢ X, tenim:

p(vi | do(x), do(pa?)) = p(v; | do(x), pa?).

3. Missing link: si ens restringim, a més, a aquelles V; ¢ X tals que no hi hagi cap aresta de X a V;,

llavors:
p(v; | do(x), do(pa?)) = p(v; | do(pa?)).

La condici6 parents do/see diu que, per a una variable no intervinguda, intervenir sobre els seus pares és
equivalent a observar-los. La condici6 missing link formalitza el fenomen de 2.12: si ja intervenim sobre
els pares d'una variable, una intervencié addicional en una variable sense aresta cap a ella no en canvia

la distribucié.

Nota 2.15 ([Bar+22, Sec. 27.4]). Les dues darreres condicions corresponen a la modularitat (cf. 1.5712.13)
i, en cap cas, venen implicades per la Markovianitat.

Teorema 2.16 (SCM-CBN Markoviana [Bar+22, Sec. 27.4, Th. 27.2]). Siguiun model causal Markovida M =
(U,V,F,P(U)) isigui G el diagrama causal Markovid induit per M (cf. 2.4). Llavors (G, PM) és una CBN
Markoviana.

Aquest resultat esta demostrat a [Bar+20, App. D].

Definici6 2.17 (Efecte d"una acci6 [Pea09, Sec. 3.2.1, Def. 3.2.1]). Sigui M =(U,V,F,P(U)) un SCM
iX,Y C V. Lefecte de do(x) en Y és la distribucié P(Y | do(x)).

L'efecte causal P(Y | do(x)) depén de la CBN que descriu el sistema, no només de la distribuci6
observacional P. En 'exemple de la glucosa, I'efecte d’intervenir sobre el glucometre depén de quin
diagrama causal triem entre els observacionalment compatibles. En 2.1(a) i 2.1(c), manipular el lector
no altera la glucosa real i P(G | do(L = I)) = P(G). En canvi, en 2.1(b), L és causa directa de G i, en
absencia de confusi6, la regla do/see dona P(G | do(L = 1)) = P(G | L =I).

Teorema 2.18 (Factoritzaci6 truncada per a CBNs Markovianes [Bar+22, Sec. 27.4, Th. 27.3]). Siguiuna
CBN Markoviana (G, P-). Per a tot X € V i tot x € Xx, la distribucié intervinguda P(V | do(x)) € P. és
identificable mitjangant informacié purament observacional. En el cas discret, la PMF truncada completa és:

pvidow) = [ pilpad)l [ ] Vgomm-
i|VigX X=x i|VieX
Equivalentment, si ens quedem només amb la llei sobre V \ X i aquesta admet una densitat o PMF, podem escriure:

pw\x|dox) = [ | p(v:|paf)

i|VigX X=x

‘|x=x indica que, en aquests factors observacionals, qualsevol pare que pertanyi a X s’avalua a x. Les coordenades
intervingudes segueixen les mesures de Dirac Oy ].9.

9 En aquest context, 6,(] és la mesura de probabilitat concentrada al punt x ir definida com 6y : (A)=1six j € AiOsix K A
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Sota suficiencia causal les distribucions intervencionals es poden obtenir mitjancant la factoritzacié
truncada. Per aquest motiu, en el cas continu és habitual escriure la densitat només sobre les variables
no intervingudes.

Nota 2.19 (Suficiencia causal i confusié). Quan s’exigeix suficiéncia causal, no existeix en el model cap
variable latent inobservable que actui com a causa comuna de dues variables endogenes (cf. 1.42, 1.43 i

1.44). Siprenem X,Y € ViU € U, una confusio latent entre X i Y es pot representar com:
e com un fork de l'estil X <= U — Y (explicitament), o bé
* mitjangant arestes bidirigides discontinues X <-- Y (implicitament).

El primer cas correspon a G, on les variables latents apareixen explicitament (cf. 1.41). El segon és un
graf aciclic mixt, o ADMG, que anomenem projeccid latent: prové de G, perd només treballa sobre
variables observades. Aquesta és la representaci6 ADMG que, en la construccié de 2.5, anomenem
diagrama causal semi-Markovia induit per I'SCM, i precisament és el diagrama causal Gy = (V, &} U

&}1) que utilitzarem per a les CBNs semi-Markovianes.

Amb tot, assumir que tots els factors rellevants estan mesurats és poc habitual en el moén real. Per aixo
el cas semi-Markovia amb confusi6 latent (cf. 1.43 1 2.19) és el més interessant, perd també altera les
condicions de factoritzacié. Per formular aquesta factoritzacié introduim ara les C-components i els
pares estesos.

Definici6 2.20 (C-component, [TP02; SP06]). Sigui (G, #.) una CBN semi-Markovianai H = (Vy, E¢)
un subgraf de G, de manera que Vy¢y C V. Direm que H és una C-component si existeix un subconjunt
&’ C Eyy format només per arestes bidirigides tal que (Vy, &’) és connex.

Tot i que la literatura acostuma a reservar el nom C-component per a les components maximals de la

partici6, nosaltres distingim explicitament entre C-component i C-component maximal.

Definici6 2.21 (C-component maximal [SP06; SPO8]). Sigui (G, P.) una CBN semi-Markoviana i sigui
H = (Vg, E4¢) una C-component de G. Direm que H és una C-component maximal si, per a tot camf{
bidirigit en G que contingui algun node de V4, aquell ja és un cami en H.

Lema 2.22. Sigui una CBN semi-Markoviana (G, P.) amb G = (V,E). El conjunt de variables °V es pot dividir
en subconjunts disjunts Sy, . . ., Sg de tal manera que el conjunt de subgrafs induits C(G) = {G[S1], ..., G[Sk]}
és una particié de C-components maximals de G.

Per a cada variable endogena V; necessitem condicionar respecte als seus pares, les variables de la
mateixa C-component que la precedeixen, i els pares d’aquestes tltimes, amb 'objectiu d’aillar V;
de la resta de variables no descendents en el diagrama causal. Aquest conjunt maximal es defineix
formalment com Pa; de la segiient manera.

Definici6 2.23 (Pares estesos [Bar+22, Sec. 27.4]). Sigui < un ordre topologic sobre les variables de G,
amb una enumeracié compatible, i sigui G el subgraf de G induit per les variables V) := {v; €
vV | j <i}. Donat S C V, definim Palg(S) com Palg(S) =S U Uses Pag. Sigui C)) la C-component a la

per a tot conjunt mesurable A.
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qual pertany V; restringida al subgraf G'). Llavors, el conjunt de pares estesos de V; es defineix com:

Paf = Pa¥ ({V]- eC|j< i}) \ {Vi}.

Per a les CBNs semi-Markovianes farem servir la formulacio finita discreta de [Bar+22, Sec. 27.1.2 i

27.4], en qué p denota una PMF, amb una restriccié de factoritzacié analogaa 1.4ia 2.18.

Definicié 2.24 (Distribucié semi-Markoviana [Bar+22, Sec. 27.4, Def. 27.14]). Es diu que una distribu-
ci6 P és semi-Markoviana respecte (semi-Markov relative to) un graf G si, per a qualsevol ordre topologic

< sobre les variables, compatible amb G, i amb I"’enumeracié corresponent, P factoritza com:

p(v) =p(vy,...,0,) = I_I p(vi | pal),

VieV
on pa’ son els pares estesos definits a 2.23.

Observaci6 2.25 ([Bar+22, Sec. 27.4, Defs. 27.14-27.15]). La mateixa relaci6 s’aplica a distribucions in-
tervingudes P(V | do(x)). En aquest cas, el graf esdevé el graf mutilat Gx (cf. 2.11) i la factoritzaci6
és:
p(v|do(x)) = p(v1,...,v, | do(x)) = 1—[ p(v; | paX’, do(x)),
VieV

on paX* es construeix exactament igual que pa’, perd ara sobre el graf mutilat G.

Amb aix0 podem definir les CBNs semi-Markovianes: els conceptes de missing-link i do/see es reformulen
tenint en compte que ara hi ha confusié no observada.

Definicié 2.26 (CBN semi-Markoviana [Bar+22, Sec. 27.4, Def. 27.15 i Th. 27.4]). Sigui #. la col-lecci6é
(2.1) de distribuicions P(V | do(x)), per a qualsevol X € V i x € Xx. Una CBN semi-Markoviana és un
parell (G, P.), on G és un diagrama causal semi-Markovia sobre V, tal que, per a qualsevol intervencié
do(x), es compleixen aquestes condicions respecte de G:

1. La distribucié P(V | do(x)) és semi-Markov (cf. 2.24) respecte al graf mutilat Gx.

2. Aresta dirigida absent (missing directed-link): Per a tota variable no intervinguda V; € V \ X, i
qualsevol subconjunt W € V' \ (Pa" UX U {V;}):

X

p(0i | do(x), do(w), pa’

") = p(v; | do(x), paX™®).

3. Aresta bidirigida absent (missing bidirected-link): Per a tota variable V; € V \ X, prenem els seus pares
estesos en Gy i els separem en pares confosos (Paf) i pares no confosos (Pa;'). Els pares confosos
son els P € Pa)" connectats amb V; per un cami bidirigit en Gy, i els pares no confosos sén la resta.
Llavors:

p(v; | do(x), do(pa}), pa$) = p(v; | do(x), pa;, pa}).

Teorema 2.27 (Connexi6 SCM-CBN semi-Markoviana [Bar+22, Th. 27.4]). Sigui un model causal semi-
Markovia M = (U, V,F,P(U)) i sigui G el diagrama causal semi-Markovia induit per M (cf. 2.5). Llavors
(G, PM) és una CBN semi-Markoviana, on PM és la col-leccié (2.1) induida per M.
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IDENTIFICABILITAT I DO-CALCULUS

Nota 2.28 (Interpretacié de la CBN Semi-Markoviana). Totes les condicions sén relaxacions de les pro-

pietats que es compleixen en les CBNs Markovianes:

* La segona condici6 diu que, sota do(x), si condicionem pels pares estesos en el graf intervingut

(PaX™), la variable V; és invariant a intervencions sobre altres variables W.

* La tercera condici6 relaxa la propietat do/see: amb confusié no observada ja no podem igualar

sempre intervenci6 i observacid, pero si per als pares estesos no confosos (Pa;).

En models semi-Markovians, la identificacié es troba en una zona grisa. Les restriccions de la capa £L;
(la primera capa de la jerarquia de Pearl) d"una xarxa bayesiana no determinen, en general, els efectes
causals. A l’altre extrem trobem els models Markovians amb la hipotesi de suficiéncia causal, que
ens garanteix que l'efecte sera sempre identificable. El repte de les CBNs semi-Markovianes és que la

resposta no és ni un si ni un no rotund, siné que només ho podrem fer en casos concrets, perd quins?

2.3
IDENTIFICABILITAT I DO-CALCULUS

Quan podem calcular 'efecte d’una intervencié només amb dades observacionals? Agquesta seccio
introdueix els criteris back-door i front-door, les regles del do-calculus i la nocié formal d’identificabilitat.

Tornem a una pregunta fonamental del capitol i, per extensi6, del treball. Donada una CBN i una
consulta causal, volem saber si P(Y | do(x)) es pot expressar només amb termes observacionals. Aquest
és el problema de la identificabilitat. El conjunt de regles sintactiques per resoldre’l, desenvolupades

per Judea Pearl [Pea95], permeten transformar expressions amb intervencions sota certes condicions.

Definici6 2.29 (Criteri de la porta enrere [Pea93]; [Par23, Sec. 1.1.4]). Donada (G, #-) una CBN semi-
Markoviana, amb P(V) € P, i tres subconjunts de variables X, Y, Z C V disjunts dos a dos, diem que Z
satisfa el criteri de la porta enrere (Back-door criterion) respecte a (X, Y) si:

* Cap variable de Z és descendent de X, pera tot X € X (i.e. ZN Deg =0).
* Peratot X € XiY €Y, Z d-separa tots els back-door paths entre X i Y'.

Nota 2.30. Una manera practica de comprovar la segona condicié és eliminar les arestes dirigides que
surten de X i mirar si Z bloqueja tots els camins restants entre Xi Y. Aquesta idea tornara a apareixer al
do-calculus (cf. 2.37).

Teorema 2.31 (Back-door adjustment [Pea93]; [Par23, Sec. 1.1.4, Th. 1]). Donada una CBN semi-Markoviana
(G, P.), sigui P(V) € P. la distribucié observacional. Considerem tres subconjunts de variables X,Y,Z €V
disjunts dos a dos. Si Z satisfa el criteri back-door respecte a (X,Y), llavors lefecte causal de X en Y és:

11
P(Y [ do(x)) = Ez[P(Y | x,Z)] = Z p(z)-P(Y|x,z). (2.2)

10Segons [Pea93], un back-door path o cami de porta enrere és un cami entre X i Y que conté una aresta entrant a X.
11 Lexpressié amb Ez[P(Y | x, Z)] unifica la notaci6 dels casos discret i continu. L'tiltima igualtat mostra 1’expansié discreta.
Si Z fos continua, caldria escriure / P(Y | x,z) dPz(z) respecte de la llei observacional marginal de Z. Fixem-nos també que
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Observaci6 2.32. Caldestacar que, en CBNsMarkovianes (és a dir, sense confusors latents), la distribucié
P(Y | do(x)) és identificable per a qualsevol tractament X i resultat Y mitjangant la factoritzacié truncada
de 2.18. En el cas particular d'un tractament X = {X} i d'un resultat Y C Deg \{X}, també es pot obtenir
per (2.2) prenent Z =V \ (Deg U{X}), el conjunt de variables no descendents de X. Aquest conjunt
bloqueja tots els camins de porta enrere de X cap a Y, perque aquests camins comencen per un pare no
descendent de X.

Nota 2.33. Aquest fet enllaga amb el model de resultats potencials del capitol segiient. En particular,
[Pea09, Sec. 11.3.2] presenta el criteri back-door com una manera grafica de justificar 1’admissibilitat
que, en el llenguatge de resultats potencials, s’expressa mitjancant la ignorabilitat forta o la no-confusié
condicional. Aixi, quan un conjunt Z satisfa 2.29, la férmula (2.2) és I'estimand d’ajustament associat
a aquesta ignorabilitat, que en [RR83] i [IR15, Sec. 12.2] s’ha de formular com una hipotesi sobre el
mecanisme d’assignacio i les covariants de pretractament (cf. 3.45).

Exemple 2.34 (Tabac i cancer de pulmd). Als anys cinquanta, diversos estudis (per exemple, [DH50;
WG50]) van comengar a mostrar una correlacié massiva entre fumar tabac (T) i el cancer de pulmé (C).
La majoria de metges van assumir, doncs, que T — C. Ronald Fisher, el pare de I'estadistica actual, era
un fumador empedreit i feia de consultor per a les tabaqueres: va proposar que un cert factor genetic G
feia de confounder, és a dir, que era el responsable tant de I’addicci6 al tabac com del cancer de pulmé
[Fis58] (per exemple, G podria ser un gen que afectés el sistema de recompensa del cervell, fent que es
fos més propens a fumar i també a desenvolupar cancer de pulmé [PM18]).

O——0©

@) Go:=(T — C). G =(G—->T—->C,G— (). G :=(T & C),viaG.

Figura 2.2: Xarxes bayesianes on es mostren possibles relacions entre el gen G, el tabaquisme T i el
cancer de pulmé C. En (a), T té un efecte causal directe sobre C, mentre que en (b) no.

per aillar 1'efecte d’una intervencié6 i eliminar la influéncia de variables de confusi6, la comunitat
cientifica recorre als assajos controlats aleatoritzats (Randomized Controlled Trials, RCTs)'”. Amb les eines
de qué disposava Fisher, doncs, I'tinica manera de fer un experiment completament rigords era agafar
una mostra de persones a l’atzar i obligar-los a fumar durant décades per observar-ne conseqiieéncies, la
qual cosa és impossible, i observacionalment no hi ha cap manera de distingir entre els dos models'’, ja

que G és una variable latent.

necessitem p(x, z) > 0 per a tot z € Z tal que p(z) > 0.

12 Els tractarem en profunditat més endavant, pero la idea és senzilla: es divideixen els participants a l'atzar en diferents
grups, cadascun sotmeés a unes condicions o tractaments diferents. La robustesa d’aquest métode recau en el seu disseny:
gracies a l’assignaci6 aleatoria, les caracteristiques individuals i els factors externs (tant els coneguts com els ocults) es
distribueixen de manera equitativa entre tots els grups.

13 Aquesta idea no és pas nova, ja I'hem vist a 2.8: les dues xarxes bayesianes de la figura 2.2 sén observacionalment equivalents.
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Ara bé, amb el teorema que acabem d’introduir, aix0 encara no esdevé possible: no podem ajustar per

G i, per tant, no podem aplicar back-door. Ho resoldrem amb el segiient criteri.

Definici6 2.35 (Criteri de la porta endavant (front-door) [Par23, Sec. 1.1.4]). Donada (G, #.) una CBN
semi-Markoviana, sigui P(V) € P. la distribuci6 observacional. Considerem X, Y, Z C V disjunts dos a
dos. Diem que Z satisfa el criteri de la porta endavant respecte a (X, Y) si, peratot X e XiY €Y, es

compleixen les segiients condicions:

1. Z intercepta tots els camins dirigits de X a Y.

2. Tots els back-door paths de X a Z estan bloquejats per 0.

3. Tots els back-door paths de Z a Y estan bloquejats per X.
Teorema 2.36 (Front-door adjustment, [Pea93]; [Par23, Sec. 1.1.4, Th. 2]). Donada (G, P.) una CBN semi-
Markoviana, amb distribucié observacional P(V) € P., i tres subconjunts de variables X,Y,Z C V disjunts

dos a dos, si Z satisfa el criteri de la porta endavant si per a tot x tal que p(x) > 01 p(x’,z) > 0 tot z tal que
p(z | x) > 0, llavors:

P(Y | do(x)) = Ez [ExIP(Y | X, 2)]] "= Y p(z | %) ) P(Y| X, 2)p(x).

Teorema 2.37 (do-calculus, [Pea09, Sec. 3.4.2, Th. 3.4.1]; [Par23, Sec. 1.1.4, Th. 3]). Sigui(G,P.)una CBN,
Markoviana o semi-Markoviana, sobre V, i siguin X, Y, Z, W C V conjunts disjunts de variables, amb X i W
possiblement buits. Aleshores, les distribucions de P. satisfan les regles segiients respecte de G:

(R1) Insercié i eliminacié d’observacions: si Y 1o, Z | X, W, aleshores:
P(Y | do(x),z, w) = P(Y | do(x), w).
(R2) Intercanvi entre intervencié i observacio: si’Y J‘gi,; Z | X, W, aleshores:
P(Y | do(x), do(z), w) = P(Y | do(x), z, w).
(R3) Inserciéleliminacié d’intervencions: si’Y lgxm Z | X, W, aleshores:
P(Y | do(x), do(z), w) = P(Y | do(x), w),

onZ(W) =7\ Anﬁ?. Es a dir, el subconjunt de Z que no sén avantpassats de cap node de W en el graf G

Nota 2.38. Aquestes son les regles sintactiques del do-calculus. En models causals semi-Markovians
recursius amb variables de domini finit, [SP06] prova que aquestes regles, juntament amb manipulacions
probabilistiques estandard, sén completes per identificar efectes del tipus p(y | do(x)). [SP08, Sec. 3]

reprén aquest resultat i I’estén als efectes condicionals p(y | z, do(x)) mitjan¢ant I’algorisme IDC.

Exemple 2.39 (Tabac i cancer de pulmo, continuaci6). Per aplicar el criteri de la porta endavant, intro-
duim una variable observable Q que representa el quitra acumulat als pulmons. Considerem un SCM
semi-Markovia aciclic M amb V = {T, Q, C} i un confusor latent G € U de T i C. El graf estructural
endogen és Q;’t = (T — Q — C); el graf augmentat g;A afegeix G —» TiG — C;iel diagrama causal

IDENTIFICACIO D’EFECTES CAUSALS 23



N
W

IDENTIFICABILITAT I DO-CALCULUS

semi-Markovia Gy, la projeccié latent sobre V, substitueix G per 'aresta T <> C. Treballem amb la
CBN (Gm, P.); per a les comprovacions grafiques escriurem simplement G := G .

Assumim que no hi ha efecte directe T — C, que no hi ha confusié6 latent entre T i Q, i que la confusi6
entre Q i C queda bloquejada per T. Aleshores {Q} satisfa el criteri front-door respecte de (T, C):
¢ intercepta I"tnic cami dirigitde T a C en G,

* no hi ha cap cami back-door obertentre Ti Q;en G, el cami T « G — C « Q queda bloquejat pel
col-lisionador C, i

* tots els camins back-door entre Q i C queden bloquejats per T; en G, el cami Q < T « G — C
queda bloquejat en condicionar per T.

Assumim també la positivitat necessaria: en el cas discret, p(t) > 0ip(t’,q) > Operalsgambp(q [ t) >0
iels t” amb p(t’) > 0. Per 2.36, I'efecte causal de fumar tabac sobre el cancer de pulmo és identificable
dins d’aquesta CBN. Derivem ara p(c | do(t)): ho farem mitjancant el do-calculus, seguint [PM18, p. 236].
La figura 2.3 mostra els dos grafs causals que farem servir i la figura 2.4, els grafs mutilats.

(T—Q—c D—(@—c
Figura 2.3: Diagrama causal semi-Markovia Gy sobre {T,Q, C} (esquerra) i graf augmentat QL
restringita G, T, Q, C (dreta) per al mateix SCM.

Comprovarem les d-separacions a G, que és un DAG, per evitar introduir separacié en ADMGs. Per fer
explicites les marginalitzacions, desenvolupem la derivaci6 en el cas discret; la formulacié general és

I'esperanga iterada de 2.36.

Comencem aplicant la llei de la probabilitat total sobre Q, mantenint la intervencié do(t) com a condicié
de fons:

p(c | do(t)) = > p(c,q1do(t)) = D p(c | do(t), q) p(q | do(t)). (23)
q q

Intercanvi d’observacié per intervencio al primer factor. Per al terme p(c | do(t), ), (R2) permet substituir g
per do(g) si C Lo, Q | T. Aquesta condici6 es compleix en el graf de la figura 2.4a (hem eliminat les
arestes que entren a T i les que surten de Q); per tant,

p(c|do(t),q) = p(c | do(t), do(q)). (2.4)

Intercanvi d’intervencié per observacié al segon factor. Per al terme p(q | do(t)), tornem a aplicar (R2),
aquesta vegada per substituir la intervenci6 sobre T per I'observaci6 de t. Cal comprovar que Q Lg; T.
En el graf de la figura 2.4b, I'aresta T — Q ha estat eliminadaiel cami T <+ G — C « Q queda
bloquejat pel col-lisionador no observat C. Aixi, p(q | do(t)) = p(q | t), i substituint aix0 i (2.4) a (2.3),
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arribem a

p(c | do(t)) = > p(c | do(t), do(q)) p(q | ). (25)
q

Eliminacio de la intervencié sobre T. Un cop imposat Q per intervencio, la intervencié sobre T deixa de ser
rellevant per a C. Per (R3), cal veure que C 57 T | Q. La figura 2.4c mostra que T queda desconnectat
de C en eliminar les arestes entrants a Q i a T. Per tant, p(c | do(t),do(q)) = p(c | do(g)). Introduint
aquest resultat a (2.5), obtenim

plc|do(t)) = Y p(e | do(@) p(q | ©). (26)
q

Desenvolupament del terme p(c | do(g)). Apliquem la llei de la probabilitat total sobre T
p(eldo(g) = Y. ple,t’ [ do(@) = > plc | do(q), ) p(t | do(q)). 27)
t £

Substitucié del primer factor per observacio. Per al terme p(c | do(g),t’), la regla (R2) permet substituir
do(q) per 'observacié q si C Lg, Q | T. En el graf Gg de la figura 2.4d, Q — C desapareix i el cami
alternatiu Q « T < G — C queda bloquejat perqué condicionem per T. Aixi,

p(c|do(q),t') =p(clq,t). (2.8)

Eliminacio del segon factor intervingut. Per al terme p(t’ | do(g)), apliquem (R3). Hi ha prou amb
comprovar que T Lg. Q. En el graf de la figura 2 4¢, I'aresta T — Q ha estat eliminada i Q queda
d-separat de T. Concloem que

p(t" | do(q)) = p(t'). (2.9)
Substituint (2.8) i (2.9) a (2.7), obtenim

p(c|do(q) = Y plelq,t)p(t). (2.10)
tl
Finalment, introduint (2.10) a (2.6), arribem a la férmula front-door:

p(cldo(t) = > p(q 1) > plcl g, t)p(t).
q v

Aquesta expressi6 identifica 'efecte causal dins d’aquesta CBN. La conclusié descansa en hipotesis
fortes: 1’efecte del tabac sobre el cancer queda completament mediat pel quitra, no hi ha confusié latent
entre el tabac i el quitra, els factors no observats que afecten el cancer no afecten també el quitra excepte
indirectament a través del tabaquisme, i les probabilitats condicionals anteriors estan ben definides
en el suport rellevant. L'exemple s’ha de llegir, més que com una demostracié absoluta que Fisher

s’equivocava, com una il-lustracié del criteri front-door.

Nota 2.40. Les tres regles generalitzen idees que ja han aparegut: d-separacié en grafs mutilats, la regla
do/see de les CBNs Markovianes i la ignorabilitat condicional (cf. 2.33).
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(6} O.
O—© @ ©—© ® ©—

(@) G7 - (b) Gr- (©) Gg 7

(d) Go. (o) G-

Figura 2.4: Subgrafs mutilats de G := G, que justifiquen les aplicacions successives de les regles (R2) i
(R3) en la derivaci6 de 1’ajustament front-door en 1’exemple 2.39.

Definicié6 2.41 (Identificabilitat d’efectes causals [SP06, Def. 2]; [Bar+22, Sec. 27.4, Def. 27.16]).
SiX,Y,Z C V sén conjunts disjunts de variables, direm que l’efecte causal de do(x) en Y donat Z = z,
és a dir, la distribucié P(Y | do(x), z), és identificable a partir de P(V) en el diagrama causal G si, per a
qualsevol parell de models causals M; i M, que indueixen CBNs amb el mateix diagrama causal G i
amb la mateixa distribucié observacional Py, (V) = Py, (V) > 0, tenim:

P, (Y] do(x),z) = P, (Y | do(x), z).

Aixi, una consulta causal és identificable si només depen de l'estructura causal representada pel
diagrama G i de la distribuci6é P(V). Quan aix0 passa, existeix un estimand que expressa la consulta
causal exclusivament en termes observacionals.

Nota 2.42. No s’ha de confondre amb la identificabilitat de I’estadistica classica. Si &7 = {Pg | 0 € ©},
on O és I'espai de parametres, la familia parametritzada de lleis &7 és identificable si per a qualsevol
01,0, € © amb 01 # 0,, tenim Py, # Po,. Es a dir, l'aplicaci6 0 +— Py és injectiva.
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Model de resultats potencials

Per la manca d’un clau, es va perdre la ferradura
per la manca d’una ferradura, es va perdre el cavall
per la manca d’un cavall, es va perdre el genet

per la manca d’un genet, es va perdre la batalla

i aixi com la batalla, es va perdre un regne

i tot per la manca d'un clau de ferradura.

George HERBERT, Jacula Prudentum (1651)

En aquest capitol presentem el model de resultats potencials per estudiar 1’efecte causal d"un tractament
sobre una variable Y. Comengarem amb una poblacié finita de n unitats, en el sentit de Neyman
[Sp190], i després introduirem el nivell de superpoblacié quan calgui parlar d’esperances poblacionals.

Escriurem I, = {1,...,n} per al conjunt d’unitats.

Notaci6 3.1 (Convencio notacional del capitol). Ara l'index i € I, recorre unitats i no variables d"un
graf. El conjunt I, = {1,..., n} és una poblacié o mostra finita d"unitats, i no s’ha de confondre amb
I'index I de les variables V = {V;}ic;. També reservarem X per a la matriu de covariants de les unitats;
en aquest capitol, doncs, X no denota un conjunt de variables intervingudes.
3.1
EL PROBLEMA FONAMENTAL DE LA INFERENCIA CAUSAL

Fixem el llenguatge dels resultats potencials i el problema que el motiva: per a cada unitat només observem
un dels resultats possibles.

Notaci6 3.2 (Tractaments i resultats potencials en poblaci6 finita). En el nivell de poblacié finita de
Neyman, les covariants i els resultats potencials de les n unitats sén fixos. L'aleatorietat prové només del
mecanisme d’assignaci6, que introduirem més endavant. Sigui W el conjunt de possibles tractaments,
sigui A, := W" l'espai d’assignacions per a les n unitats i sigui /' € R un borelia de possibles resultats

NnumMerics:
1. Un vector w = (wq, ..., wy) € A, és una assignacié possible de tractaments a les n unitats.

2. Per a cada unitat i € I, i cada assignacié w € Ay, Yi(w) € Y és el resultat potencial: el resultat que
obtindria la unitat i sota I’assignacié w. Escriurem Y(w) := (Yi1(w), ..., Y, (w)) per al vector de

resultats potencials sota w.
3. En el cas binari, W = {0, 1} i, per tant, A, = {0, 1}".

La llei del vector aleatori W = (W, ..., W,) quedara determinada especificant una PMF sobre A,,.
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Abans d’estimar res, cal que els resultats potencials estiguin ben definits per a cada unitat i per a cada

assignacio.

Definici6 3.3 (No-interferencia entre unitats). Per a tota unitat i € I, i tota parella d’assignacions de

tractaments w, w’ € Ay, si w; = w, aleshores Yi(w) = Y;(w).

Exemple 3.4 (No-interferéncia). En un programa de vacunacié dins d"una classe, els alumnes vacunats
poden reduir la transmissié i protegir també els no vacunats (ja que disminueix la transmissié del
virus o bacteri en qiiesti6). Aixo constitueix una violacié de I’assumpcié de no-interferéncia: 1’estat
resultant d"un alumne pot dependre del tractament rebut pels seus companys i no només del seu propi

tractament.

Nota 3.5 (Spillover). Aquest tipus d’efecte indirecte (immunitat de grup o herd immunity) és un cas
d’spillover. En 1’exemple anterior és positiu: els no vacunats poden semblar més sans del que serien en

una classe sense vacunacio.

Definici6 3.6 (Abséncia de multiples versions). Suposem que cada nivell de tractament a € W pot ser
implementat de diverses maneres, recollides en un espai ‘W, d’implementacions del tractament a.
Aleshores, el resultat de la unitat i sota el nivell 4 i la versi6é v € ‘W, es pot escriure com Y;(a,v) € Y.
Aquesta hipotesi estableix que Yi(a,v) = Yj(a,v’), peratotv,v’ € W,.

Exemple 3.7. Suposem que el tractament és una operacié quirtrgica. Si dues técniques quirtrgiques
poden produir resultats diferents, no haurien de quedar «amagades» sota el mateix tractament. A
la practica, qualsevol tractament presenta variacions en alguns aspectes; la qiiesti6 rellevant és, pero,

decidir quines variacions sén prou rellevants per definir tractaments diferents.

Aquestes dues assumpcions constitueixen el que Rubin va anomenar Stable Unit Treatment Value
Assumption (SUTVA) a [Rub74].

Definici6 3.8 (SUTVA). Se satisfa SUTVA si es compleixen simultaniament 3.3 i 3.6. Aleshores, podem
escriure Y;(w) = Yi(wy, ..., wy) = Yi(w;). SUTVA garanteix, doncs, que els Y;(w;) estan ben definits i no

depenen de I'assignacié de tractament de les altres unitats.

Un cop dut a terme l'estudi, denotem el resultat observat per YZ.ObS € Y. Laigualtat amb el resultat

potencial corresponent és I’assumpcié de consisténcia [IR15, Sec. 1.6].

Definici6 3.9 (Consistencia). Un cop fixat un mecanisme d’assignaci6, sigui W = (W, ..., W,,) el vector
aleatori de tractaments rebuts. Se satisfa la consisténcia si, per a tota assignacié w € A,, el fet que
W = wimplica Yi"bs =Yi(w) peratoti € I,. Es a dir, si el vector d’assignacions observat és w, el resultat
observat de cada unitat coincideix amb el seu resultat potencial sota aquella assignacio.

Nota 3.10. Sota SUTVA, si el tractament és binari, la consisténcia permet escriure YiObS = Y;(W;). Aixi
doncs, d’ara en endavant suposarem el tractament binari, tret que s’indiqui el contrari. En el nivell finit
només necessitem 'espai d’assignacions A, i, quan estudiem el mecanisme d’assignacié, una PMF

sobre aquest espai.

Definicié 3.11 (Resultats potencials observats i no observats [IR15, Secs. 1.7 i 2.6]). Sota tractament bi-

nari, SUTVA i consisténcia, el vector Y°Ps = (Yl."bs)ie 1, s el vector de resultats observats. Component a
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component, tenim:

YZ(O)/ si Wi =0

YiObS — YZ(WI) —
Yi(1), siW;=1.

— YiObS = lez(l) + (1 - WZ)YZ(O)

De manera analoga, Y™ = (Yl.mis)ie 1, Tepresenta els resultats potencials que falten:

YZ(]-)/ si Wi =0;

Y = Yi(1- W) =
Yi(0), siW; =1.

= Y™ = (1-W)Yi(1) + W;Y;(0).

Nota 3.12 (Convenci6 per als resultats observats). Quan no hi hagi risc d’ambigiiitat, escriurem Y; :=

Yl."bs per al resultat observat de la unitat 7, Y := YoPs = (vq,...,Y,) per al vector de resultats observats.

Observaci6 3.13 ([IR15, Secs. 1.71 2.6]). Podem invertir aquestes relacions i caracteritzar els resultats

potencials en termes dels resultats observats i no observats:

Ymis, o siW;=1; Y™, si Wi =0;
Yi(0) =1 Yi() =4
YOS, siW; =0. YOS, siW =1

Exemple 3.14 (de l'aspirina). Suposem que tenim una poblaci6 formada per un conjunt d’n individus

amb mal de cap.

1. El tractament w consisteix en prendre una aspirina o no en un cert interval de temps; per tant, el

tractament és binari, i.e. ‘W = {0, 1}.

2. Yi(1)1Y;(0) representen els resultats potencials sota tractament amb aspirina o control de la unitat

i, respectivament.
3. ¥(0) i Y(1) tenen per components el mal de cap de cada pacient sota el control i sota I'efecte de
'aspirina, respectivament.

El nostre objectiu és determinar si I'efecte de 1’aspirina sobre el conjunt de pacients és causal o no;

'efecte causal del tractament, doncs, sera una comparacié entre Y(0) i Y(1).

Nota 3.15 (Problema fonamental de la inferencia causal, [[Hol86]). El problema fonamental de la infe-
réncia causal succeeix perque, independentment de com definim 1’efecte causal, solament podem
observar un dels dos resultats potencials per a cada unitat de tractament.

X Xy Xz X3 Xy X5 Xe Xy Xg - Xy
Y(0) Yi(0) ? ? Y4(0) ? ? Y7(0) ? ‘.- ?
Y 7?2 Y1 Y1) 7 Y1) Ye() 7?0 V(1) - Yu(D)
YO)vs. Y1) 2 ? ? ? ? ? ? 2 2

Taula 3.1: Resultats potencials: observats i contrafactuals. Font: [Rub05].
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Per tant, almenys la meitat'* de tots els resultats potencials estaran no observats o absents. Per
estimar l'efecte causal d’una unitat concreta, caldria conéixer el resultat potencial que no s’ha observat
(cf. 3.11). Com que aix0 no és possible directament, la inferencia depen d’hipotesis sobre 1’assignacié
del tractament i sobre la comparabilitat entre unitats. Aqui entren les caracteristiques prévies de les

unitats, o covariants, que corresponen a la primera fila de la taula 3.1.

Definici6 3.16 (Covariant [IR15, Sec. 1.8]). Sigui I, el conjunt d'unitats. Una covariant (o covariable) per
a la unitat i € I,, denotada X;, és un vector de variables observades abans de 1’assignaci6 del tractament
que descriu caracteristiques previes de la unitat 7 i que no estan afectades pel tractament. Les covariants
serveixen per formular hipotesis sobre el mecanisme d’assignacid, estudiar efectes en subgrups i

millorar la precisi6 de les estimacions.

Exemple 3.17 (de l'aspirina, continuacid). Enl’estudidel’aspirina, una covariant podria ser la intensitat
del dolor abans de decidir si es pren el tractament. Com que aquesta dada es recull a priori, aquesta

dada no esta afectada per l’aspirina i pot servir per:

1. comparar individus amb nivells inicials de dolor semblants, per reduir les diferéncies de base

entre els pacients;

2. estudiar si 'efecte varia segons la intensitat inicial, utilitzant aquesta intensitat com a covariant;

W

reduir el biaix que apareix amb les persones amb més dolor, ja que també sén les més propenses a

prendre aspirina.

Notaci6 3.18 (Matriu de covariants, [IR15, Secs. 1.81 1.10]). Suposem que tenim K € IN covariants per
a cada unitat. Peraj=1,...,K, sigui /\’COV,]' 'espai de valors possibles de la j-esima covariant. Definim
I'espai de covariants com el producte Xcoy = ]_[]K=1 Xeov,j- Aixi, per a cada unitat i € I, el seu vector de
covariants és X; = (X1, ..., Xik) € Xeov, 0N Xjj € Xeov,j €s el valor de la j-ésima covariant de la unitat 7.
Denotem per X := (Xjj)iel,, j=1,..,k la matriu n X K de covariants de la mostra finita. Equivalentment,
podem escriure X = (X;);er,, entenent que cada fila X; és el vector de covariants de la unitat i-ésima.
3.2
EFECTE CAUSAL I ESTIMANDS

La seccié distingeix 'efecte individual dels efectes mitjans i condicionals, i mostra que cada estimand

causal és una comparacio entre resultats potencials.

Abans d’escollir la metodologia d’estimacié que utilitzarem, cal fixar quina magnitud causal es vol
estimar. Aquestes magnituds sén els estimands'”: funcions dels resultats potencials de la taula 3.1.

Nota 3.19 (Efecte causal, [IR15, Secs. 1.3 1 1.10]). Per poder parlar d’estimand, la comparacié causal s’ha

de fer entre resultats potencials de les mateixes unitats: {Y;(0) | i €l}i{Y;(1) | i € I}, no entre

subconjunts diferents'®.

14.6j hi ha ¢ tractaments possibles, la proporcié de no observats és de % > % sif>2.

15 Aquest terme no existeix en catala [07] i traduccions com estimacions o estimadors sén imprecises. El mantindrem en angles.

16 Per exemple, comparar directament la nota d’un alumne que va a classes de refor¢ amb la d’un alumne excel-lent que no hi
va no identifica, per si sol, I'efecte causal de les classes de refor¢. Hi ha una série de suposicions injustificades al darrere.
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La forma més directa d’efecte causal és la diferéncia entre els dos resultats potencials d"una unitat.

Definici6 3.20 (Efecte causal individual, [IR15, Sec. 1.10]). Assumim que W = {0, 1} (cf. 3.10). Podem

definir U'efecte causal individual (o 'efecte unitari del tractament) com:

i = Yi(1) = Y;(0).

Nota 3.21. A causa del problema fonamental de la inferencia causal (cf. 3.15), la taula (Y;(0), Yi(1))ier,
dels resultats potencials no es pot inferir directament a partir de les dades. Analogament, la distribucié

empirica dels efectes individuals 7;, 3.20, no és identificable sense assumpcions addicionals.

L'efecte mitja del tractament (ATE, Average Treatment Effect) es pot identificar en certes situacions.

Existeixen diversos tipus d’ATE segons el conjunt d"unitats sobre el qual es fa la mitjana.

Definici6 3.22 (SATE, [Imal3, Sec. 1.3, p. 3]). En el nivell finit, I'efecte mitja del tractament en la mostra
(SATE, sample average treatment effect) és la mitjana dels efectes causals individuals de les n unitats

observades:
n

1

SATE = — Z;(Yi(l) ~ Yi(0)).
1=

Definici6 3.23 (SATT, [Imal3, Sec. 1.3, p. 3]). Un cop feta I'assignaci6 del tractament, 'efecte mitja del

tractament sobre els tractats en la mostra (SATT, Sample Average Treatment Effect for the Treated) és la

mitjana dels efectes causals individuals restringida a les unitats que van rebre el tractament:

n

1 n
SATT = Wi(Yi(1) = Y;(0)), si Wi > 0.
ST 21 (1) = Y;(0)) Zl z

Aquesta quantitat és d’especial interées en 1’avaluacié de programes o politiques, ja que sovint resulta més
rellevant analitzar 'impacte sobre les unitats que s’hi han inscrit o participat en lloc de la mostra completa

(especialment si els grups de tractament i control ja presenten préviament diferéncies significatives).

Per definir estimands poblacionals introduim un segon nivell probabilistic. En el nivell de superpoblacié,
les unitats observades es veuen com una mostra i.i.d. d’una distribucié conjunta sobre els resultats

potencials i les covariants.

Notacié 3.24 (Superpoblacid). Siguina partir d’ara els espais de Borel estandard (Y, B(Y)), (Xcov, B(Xcov))
i(W,201) on 2001} és1a o-algebra discreta de W = {0, 1}.

Considerem un espai de probabilitat (Qsp, Fsp, Psp) i una unitat geneérica descrita pel vector aleatori
q)sp = (Y(O)r Y(1), Xsp) : (Qsp/ %p) B (-Zsp/ B(Zsp))/

on

Zsp = Y? x Xeov, B(Zsp) = B(Y) © B(Y) ® B(Xeov)-

Aquest requisit és més subtil del que podria semblar a primera vista.
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Aqui Xsp és el vector de covariants d’una unitat genérica; en canvi, X = (X;);ej, continua denotant la

matriu finita de covariants quan parlem de les n unitats observades.

Denotem per Psp, := Py o (I)S_I:} la Ilei conjunta d’aquest vector sobre (Zsp, B(Zsp)) i per Esp I'esperanca

corresponent. Per a lleis marginals escriurem, per exemple, P(Xsp) 0 P(Y(0), Y(1), Xsp). Escriurem
Sx = {x € Xeov | Pxo, (U) > 0}, i Sy),yayx = {(vo,y1,%) € Y X Xeoy | Py (0),y(1) X, (V) > 0},

per a tot obert U C X.ov amb x € U i per a tot obert V C Y? x X.oy amb (Y0, y1,x) € V (és a dir,
els suports de les lleis marginals corresponents). En el cas discret, aquestes definicions es redueixen
als valors amb probabilitat positiva. Quan considerem una mostra aleatoria de n unitats d’aquesta
superpoblaci6, escriurem (Y;(0), Yi(1), X;), i € I, per a copies i.i.d. de ®sp; la llei de la mostra completa
és PZ'. Un cop obtinguda la mostra finita, el vector d’assignacions es genera separadament mitjangant

W ~ n(- | X, Y(0), Y(1)). Si pel context queda clar, ometrem el subindex sp i escriurem simplement P i E.

Aixi doncs, en la superpoblacié, podem interpretar els resultats potencials i les covariants com a

variables aleatories, definir lleis imatge i treballar amb distribucions condicionals regulars.
Definici6 3.25 (PATE i PATT). Lefecte poblacional mitja del tractament (PATE, Population Average Treat-
ment Effect) es defineix com 'esperan¢a matematica incondicional de I'efecte causal individual:

PATE = Eg[Y(1) - Y(0)].

Un cop especificat un regim d’assignacié o observaci6 que defineix W i estén la llei de la unitat genérica,
l'efecte poblacional mitja del tractament sobre els tractats (PATT, Population Average Treatment Effect for

the Treated) restringeix 1’esperanga a la subpoblacié amb W = 1:

PATT = Egp[Y(1) - Y(0) | W = 1].

Nota 3.26 (Mostra finita i poblaci6). El SATE o el SATT sén estimands de mostra finita i fan referencia
a les unitats concretes observades en l'estudi. A diferéncia del SATE, el SATT depen també del vector

d’assignacions realitzat, perque es restringeix a les unitats tractades.

Introduim ara els estimands poblacionals, com el PATE, el PATT o el CATE, que s’expressen mitjangant
esperances superpoblacionals.

Definici6 3.27 (CATE). L'efecte mitja condicional del tractament (CATE, Conditional Average Treatment
Effect) descriu I'heterogeneitat de 1’efecte causal en funci6 de Xsp:

CATE(x) = Esp[Y(1) = Y(0) | Xsp = x].
El CATE permet determinar de quina manera caracteristiques prévies dels individus alteren la intensitat
de l'efecte causat per la intervencié.

Els efectes mitjans no sempre capturen tota la informaci6 rellevant de les intervencions. Per analitzar

I'impacte d’un tractament en certs extrems de la distribucié (com, per exemple, els salaris més baixos
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d’una poblaci6), es poden definir altres quantitats d’interes, com els efectes causals sobre els quantils:

Definici6 3.28 (QTE, [Imal3, Sec. 1.3, p. 3]). Lefecte causal sobre el quantil g € (0,1) (QTE, Quantile
Treatment Effect) es defineix com:

QTE, = q1(9) = 40(9),  qu(q) = inf{y € R | Pyp(Y(w) < y) > g},

on gy (q) és el quantil g de la distribuci6 del resultat potencial Y(w) per a w € {0, 1}. Aquesta quantitat
mesura com el tractament afecta la posicié d'un cert quantil g en la distribuci6 dels resultats.

Observaci6 3.29. Alternativament, podem expressar el QTE com:
— gl -1
QTE, = Fy)(9) = Fy)(q),

on Fy(y) i Fy(g) son les funcions inverses generalitzades de les funcions de distribuci6 acumulada

marginals dels resultats potencials Y(1) 1 Y(0).

3.3
MECANISME D’ASSIGNACIO DE TRACTAMENTS

En aquesta secci6 estudiarem com es decideix qui rep el tractament. L'objectiu és formalitzar el mecanisme
d’assignacio, connectar-lo amb els resultats observats i introduir la puntuacié de propensio.

Nota 3.30 (Mostra de superpoblaci6 i assignaci6 finita). La notacié de 3.24 descriu una mostra i.i.d. de
la llei d"una unitat genérica abans de assignacié. En aquesta seccié tornem al nivell de poblacié finita:
condicionats a X, Y(0) i Y(1), el vector d’assignacions W = (W;);cj, pot tenir una llei conjunta sobre
Ay Per tant, les components W; no han de ser independents; per exemple, un disseny completament
aleatoritzat amb un nombre fix de tractats imposa restriccions globals sobre W [IR15, Secs. 3.31 3.6].

Un cop fixat un mecanisme d’assignacio, escriurem n, = Z?:l(l -W)in; = Z?:l W; per al nombre
d’unitats de control i tractades de 1’assignaci6 realitzada, respectivament, de manera que n. + n; = n.
La notaci6 de resultats observats i no observats ja ha quedat fixada a 3.11. Formalitzem ara 1’assignaci6

de tractament com la funcié que assigna probabilitats als 2" valors que pot prendre W.

Definici6 3.31 (Mecanisme d’assignaci6 [IR15, Sec. 3.3, Def. 3.1]). Donada la matriu finita de covari-
ants X i els vectors fixos de resultats potencials Y(0) i Y(1), el mecanisme d’assignaci6 és la PMF

condicionada sobre I’espai d’assignacions A, = {0, 1}":

(- X,Y(0),Y1): A, — [0,1]
w +— n(w]|X,Y(0),Y(1))

per a tot X, Y(0) i Y(1). Per definicié de PMEF:

Z n(w | X, Y(0), Y(1)) = 1.

weA,
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Per a valors fixats de X, Y(0) i Y(1), aquesta PMF és la distribucié de disseny de 'assignacié sobre

(A, 27). Respecte d’aquesta mesura, podem identificar W amb el vector aleatori W(w) = w.

Seguint Imbens i Rubin [[R15, Sec. 3.3], imposarem també que el mecanisme sigui invariant sota

permutacions simultanies de les components de w, Y(0) i Y(1) i de les files de X.

Observaci6 3.32.

* ni(w | X,Y(0),¥Y(1)) és la probabilitat que el vector aleatori d’assignacions W prengui el valor
concret w, no la probabilitat que una unitat concreta rebi el tractament.

* En superpoblaci6 tenfem copies i.i.d. de (Y(0), Y(1), Xsp). Aqui, W = (W;);¢1, pot tenir una llei
conjunta 7(- | X, Y(0), ¥(1)) que no és producte de les marginals.

* El model permet que determinats vectors d’assignaci6 tinguin una probabilitat de zero'”. També
és comu restringir el disseny perque, si n és parell, exactament la meitat de la mostra estigui
tractada, és a dir, que };_; W; = 5.

Definicié 3.33 (Probabilitat d"assignaci6 individual, [IR15, Sec. 3.3, Def. 3.2]). La probabilitat d’assigna-
cié individual d"una unitat i-esima és la probabilitat marginal que aquesta unitat sigui assignada al

tractament, condicionada a les covariants i als resultats potencials de totes les unitats:

1i(X,Y(0),Y(1)) = Z (w | X, Y(0), Y(1)).

wWEA,

w;=1
Sumem les probabilitats de tots els vectors d’assignacié w on w; = 1. De tots els 2" vectors possibles, 2"~
(la meitat) compleixen aquesta condicié. La probabilitat de ser assignada al control és 1—7;(X, Y(0), Y(1)).

Nota 3.34. Imbens-Rubin escriuen habitualment p; per a aquesta probabilitat individual. Aquiadaptem
la convenci6 a 7t; per no confondre-la amb la notacié p que, des de 1.2, queda reservada per a masses o

densitats avaluades.

A la practica, imposarem restriccions sobre aquesta distribucié. Aquestes restriccions determinen quan
les comparacions condicionals poden rebre una interpretacié causal. La primera és la individualitat: la
probabilitat marginal d’assignacié d'una unitat s’ha de poder descriure amb la informacié d’aquella

unitat, encara que la PMF conjunta incorpori restriccions globals del disseny.

Definicié 3.35 (Mecanisme individualistic, [IR15, Sec. 3.4, Def. 3.4]). El mecanisme d’assignacio és in-
dividualistic si existeix una funcié q : Xeoy x¥? — [0, 1]i un conjunt admissible D € A, XX xY" xY"
tals que, posant g; := q(X;, Yi(0), Y;(1)), tenim 7;(X, Y(0), Y(1)) = g; pera tot i € I,, i, a més,

(X, Y(0), YD) ITiL; 4" (1 = )™, (W, X, ¥(0),Y(1)) € D,

0, altrament.

n(w | X,¥(0),¥(1)) =

17 Per exemple, en un assaig clinic, podriem voler evitar escenaris on ningt rebi el medicament. En aquest cas, assignariem
una probabilitat de 0 al vector on tots els valors de W; siguin zero.
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La constant de normalitzaci6 queda determinada per:

n
cCx YO, YN = > []efa-g)
wWEA, i=1
(W, X,Y(0),Y(1))eD
sempre que aquesta suma sigui estrictament positiva. El conjunt O recull les restriccions admissibles
del disseny.

Observaci6 3.36 (Conjunt admissible). Quan les restriccions només afecten el vector d’assignacio,
podem identificar © amb un subconjunt D € A,,. En un assaig de Bernoulli, D = A,, ¢ = 11iles
assignacions s6n independents [IR15, Sec. 4.3]. En un experiment completament aleatoritzat amb n;

n
Dz{weﬂn:Zwiznt}.

tractats,

i=1

Sig; = “t per a tot i, el producte anterior és constant sobre D i s'obté mt(w | X, Y(0), Y(1)) = ( 1’;)_1 per a
w € Di zero fora de D [IR15, Secs. 3.6 i 4.4]. En aquest cas les variables W; no sén independents, tot i
que 7;(X, ¥(0), Y(1)) = = per a tota unitat. Si els q; son heterogenis i es trunca un producte Bernoulli a
un conjunt D amb restriccions globals, les marginals resultants no coincideixen necessariament amb
els g;; aixd només és individualistic en el sentit estricte de Imbens i Rubin [IR15, Def. 3.4] si també es

compleix 1; = g;.

Nota 3.37. Els experiments segiiencials violen aquest sup0sit perque, en aquests dissenys, 1’assignacié
de les unitats tractades en una etapa posterior pot dependre dels resultats observats de les unitats
assignades anteriorment [IR15, Sec. 3.6, p. 41].

La segona condici6 és que cada unitat tingui probabilitat estrictament positiva de ser assignada tant al
tractament com al control. En cap cas, doncs, la probabilitat ha de ser 0 0 1, ja que aix0 implicaria que

en algunes unitats no es podria comparar el fet de rebre tractament o no.

Definici6 3.38 (Mecanisme probabilistic). Un mecanisme d’assignaci6 és probabilistic si la probabilitat
d’assignaci6 de cada unitat esta estrictament entre 01 1, és a dir, si per a tot i € I, i per a tot X, Y(0), Y(1)
es compleix que 0 < 1;(X, Y(0), Y(1)) < 1.

La tercera restriccié és que el mecanisme conjunt no depengui dels resultats potencials.

Definicié 3.39 (Assignacié no confosa en poblaci6 finita, [IR15, Sec. 3.4]). El mecanisme d’assignaci6é
és no-confos si:
n(w | X, Y(0), Y(1)) = m(w | X, Y(0), Y(1)),

per a tot w € Ay, per a tot X i per a tots els valors possibles de Y(0), Y(1), Y(0)i Y(1). Quan es compleix,
denotarem el valor comu per t(w | X) i escriurem 7t;(X) per a la probabilitat marginal d’assignacié de

la unitat 1.

Les probabilitats marginals d’assignacié també es poden resumir per valors de covariants. Aquesta

funcié és el que coneixem com a valor de propensid.
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Definici6 3.40 (Valor de propensio per a poblacions finites [IR15, Sec. 3.3]). El valor de propensié (pro-
pensity score) en X és:
e = = > (X, Y(0),Y(1)
fin - N(X) iIX‘_X 1 7 7 7

on N(x) =#{i € {1,...,n} | X; = x}. Per als valors de x tals que N(x) = 0, definim e, (x) = 0.

Nota 3.41. Imbens i Rubin [IR15, Def. 3.3] empra la notaci6 e(x) per a aquesta quantitat. Aqui escrivim

efin(x) per distingir-la del valor de propensié de superpoblacié.

Proposici6 3.42. Si el mecanisme d’assignacié és individualistic i no-confos en el sentit de 3.39, aleshores el
valor de propensio finit coincideix amb la probabilitat individual d’assignacié per a qualsevol unitat amb aquell
valor de covariants. Es a dir, si X; = x, egn(x) = 11;(X).

Quan considerem un mecanisme d’assignacié unitari de superpoblaci6, aquest afegeix un tractament
W ala unitat generica i estén la llei Psp. Com que treballem amb espais de Borel estandard, fixem una

versi6 regular de la distribucié condicional de W donat (Y(0), Y(1), Xsp) i escrivim:
Ttsp(W | Yo, y1,%) := Psp(W = w | Y(0) = yo, Y(1) = y1, Xep = X).

Com és habitual, aquesta probabilitat condicional només queda determinada llevat de conjunts nuls
respecte de la llei marginal Py ) y(1) x,, (és a dir, dues versions poden diferir en un conjunt N € ¥ 2% Xeov
tal que Py (0),y(1)xsp (N) = 0). Aquesta notaci6é no imposa que, en una mostra finita, les assignacions W;
siguin independents. Quan existeixen les densitats o masses corresponents respecte d’'una mesura
dominant producte, Imbens i Rubin [IR15, Sec. 3.5] escriuen la llei d"una unitat generica amb assignacié
en la forma:

Fro)y,wxe o, y1, W, % ¢, 0,9) = fwiv0),y1) X (@ | Yo, Y1,% P) fr),ywixe (Yo, y1 1% 0) fxi, (1),

on ¢, 0,1 sén els parametres del mecanisme d’assignacio, de la distribucié dels resultats potencials
condicionada a les covariants i de la distribucié de les covariants, respectivament. Com que W és binari,

el primer factor de la dreta és una massa condicional i, amb la versi6 regular fixada més amunt,

Ttsp(W | Yo, Y1, %) = fwpy(0),v(1)xp (W | Y0, Y1, % ), w € {0,1}.

Quan no sigui rellevant, suprimirem aquests parametres de la notaci6. En aquesta formulacié de
superpoblaci6, un cop fixats els parametres del model, el mecanisme és individualistic: la probabilitat
d’assignaci6é d’una unitat depen només de les seves variables (Y(0), Y(1), Xsp).

Definici6 3.43 (Valor de propensi6 de superpoblaci6, [IR15, Sec. 3.5, Def. 3.7]). El valor de propensié de
superpoblacié en x és la mitjana poblacional de la probabilitat d’assignacié unitaria entre les unitats amb
covariants Xsp = x:

esp(x) 1= Ep [716p (1] Y(0), Y(1), Xsp) | Xop = x| = Pp(W =1 | Xsp = x).

El terme 715 (1 ] Y(0), Y(1), Xsp) €és el mateix que fuy(0),v(1)x,, (1 | Y(0), Y(1), Xsp; ), amb el parametre
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¢ implicit. Quan no hi hagi risc de confusi6, escriurem simplement e(x) en lloc d’esp(x).

Definici6 3.44 (Assignaci6 probabilistica en superpoblacié, [IR15, Sec. 3.5, Def. 3.8]). Es probabilistic si

0 < mp(1 ] yo,y1,%) <1

per a Py(0),y(1) Xy -gairebé tots els valors de (v, y1, x). Si es fixa una versi6 concreta del nucli condicional
definida en tot Sy(g),y(1)x, la lectura punt a punt d’aquesta desigualtat s’ha d’entendre només per als
(Yo, y1,%) € Sy(0),y(),x; fora d’aquest suport, la versié del condicional és arbitraria.

Definicié 3.45 (Assignacié no confosa en superpoblacio, [IR15, Sec. 3.5, Def. 3.9]). El mecanisme d’as-

signaci6 de superpoblaci6 és no-confos si:
(Y(O)/ Y(l)) J-I-Psp w | Xsp-

Equivalentment, per a una versi6 regular de les probabilitats condicionades, la probabilitat d"assignacié
només depén de les covariants:

7'[sp(w | Yo, Y1, X) = nsp(w | x)
peraw € {0, 1} i per a P(Y(0), Y(1), Xsp)-gairebé tot (yo, y1, x).

Definici6 3.46 (Positivitat o superposicid). La condicié de positivitat o superposicié exigeix que 0 <
esp(x) < 1 per a Px,-gairebé tot x. Si es formula punt a punt, la restriccié s’entén sobre Sy, el suport de
la llei marginal de les covariants. En el cas discret, aixo equival a exigir-ho per a tot valor de covariant
amb probabilitat positiva. Sota assignacié no confosa en superpoblacié, aquesta condicié coincideix
amb ’assignacié probabilistica de superpoblacié.

Definicié 3.47 (Assignaci6 fortament ignorable, [RR83, Sec. 1.3]). L'assignaci6é donades les covariants

observades X, és fortament ignorable si es compleixen simultaniament:
(Y(0), YD) 1p, W[Xsp i 0<Pyp(W=1|Xp=x) <1

per a szp -gairebé tot x; en una formulacié punt a punt, per a tot x € Sx.

Nota 3.48. 3.39 és una propietat de la PMF d’assignacio sobre les n unitats fixes. En canvi, 3.45 és la
versié unitaria de superpoblacié de Imbens i Rubin [IR15, Sec. 3.5]. A Imbens i Rubin [IR15, Sec. 12.2.2],
aquesta segona formulaci6 s’escriu també com una independéncia condicional. El pas d"una formulacié

a l’altra requereix les hipotesis de mostreig i d’assignacié corresponents.
Observaci6 3.49. Aquesta condici6é és molt potent per dues raons diferents:
* Exigeix que el conjunt de covariants X sigui suficient per controlar la confusi6 rellevant per a
l'assignacio.
* D’una banda, en el marc dels resultats potencials, la no-confusi6 s’exigeix com una hipotesi sobre
el mecanisme d’assignaci6 del tractament. D’altra banda, en el marc de Pearl, la independencia

condicional corresponent queda garantida (cf. 2.33) si X satisfa el criteri de la porta del darrere
respecte del tractament i el resultat (back-door criterion, cf. 2.29 1 2.31).
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Nota 3.50. La no-confusié no és contrastable directament a partir de les dades observades, perque
imposa una restriccié sobre resultats potencials que, per definicié, no observem simultaniament. Depen
del coneixement del problema, del disseny i del fet d’haver mesurat les covariants que poden influir

tant en I'assignaci6 del tractament com en el resultat.

Tot i que la hipotesi d’ignorabilitat forta és molt convenient per a 1’analisi contrafactual, Pearl [Pea09,
Sec. 11.3] observa que, per si sola, no determina per quines covariants cal ajustar. Afegir covariants

sense analitzar-ne el paper causal pot introduir nous biaixos.
Definici6 3.51 (Regularitat en poblaci6 finita). Un mecanisme d’assignacié de poblacié finita és regular
Si:

1. és individualistic,

és probabilistic i

SO

és no-confds en el sentit de 3.39.

Si el mecanisme no és regular, direm que és irregular. Nosaltres ens centrem en mecanismes regulars.

En els experiments aleatoritzats classics (i, en particular, en els experiments completament aleatoritzats),

aquestes condicions provenen del disseny: l'investigador controla 1’assignaci6 i pot garantir que el

mecanisme sigui probabilistic, individualistic i no-confés [[HR20, Cap. 2]; [IR15, Secs. 3.6 1 4.4]. En

estudis observacionals, les hipotesis de superpoblacié s’han de justificar a partir de les covariants

disponibles i del coneixement que tinguem del problema [FHR20, Cap. 3]; [[R15, Sec. 12.2].
IDENTIFICABILITAT PER AJUSTAMENT

Quan consisténcia, ignorabilitat i positivitat es compleixen, alguns estimands causals es poden escriure
amb quantitats observacionals.

Definicié 3.52 (Identificabilitat, [[HR20, Fine Point 3.1, p. 29]). Direm que un estimand causal és identi-
ficable si, un cop imposades aquestes assumpcions, la distribucié de les dades observades determina un
tnic valor possible per a I’estimand. Equivalentment, I’estimand pot escriure’s com una funci6 de la

distribuci6 observacional.

Proposicié 3.53 (Identificaci6é per ajustament o estandarditzacid, [HR20, Sec. 2.3 i Technical Point 4.1]).
Definim, per a w € {0, 1},
My (x) = Egp [YO | W = w, Xgp = x] .

Aquesta quantitat s’entén definida on el condicionament és ben definit; en particular, quan Psp(W = w | Xsp =
x) > 0. Sota consisténcia, ignorabilitat (o intercanviabilitat) condicional i positivitat, el PATE i el PATT sén

identificables a partir de la distribucié observacional mitjangant:

PATE = Eqp, [m1(Xsp) — mo(Xep)|,  PATT = Egp [YO — mo(Xep) | W = 1] .

Sota aquestes hipotesis, les comparacions entre unitats tractades i no tractades amb covariants semblants
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poden rebre una interpretacié causal. En experiments aleatoritzats, la validesa ve imposada pel
mecanisme d’assignacio; en estudis observacionals, en canvi, cal defensar-la mitjangant covariants,
ignorabilitat i positivitat. La construccié d’estimadors i variancies es desenvolupa al capitol 4.

3.5

PEARL 1 NEYMAN—RUBIN

Connectem els resultats potencials amb les intervencions en SCMSs i amb els axiomes contrafactuals de
Galles—Pearl.

En aquesta secci6, V tornara a denotar el conjunt de variables endogenes d'un SCM M. Quan calgui
tractar els contrafactuals com a variables aleatories, farem servir I’espai probabilistic subjacent (2, , IP).

Les intervencions s’escriuran do(A = a).

En la formulacié de poblacié finita de Neyman (design-based inference), els resultats potencials Y;(w) sén
fixos ila incertesa prové exclusivament del fet que I'investigador (o la natura) assigna els tractaments

aleatdriament.

El marc causal estructural de Pearl aborda I'aleatorietat des del determinisme latent (model-based inference,
capitol 4). En un SCM, les funcions estructurals son fixes i la incertesa neix de la llei P(U/) sobre els
contextos exdgens. Si prenem un vector aleatori U : (QQ, ) — (U, B(N)), aleshores u = U(w), w € Q

és la realitzaci6 exogena corresponent.

Per connectar rigorosament ambdds marcs, podem representar una «unitat fisica» i € I, del model de
Neyman mitjan¢ant un estat w € Q o, equivalentment, mitjan¢ant u = U(w). Un cop fixat l'estat w, el
resultat potencial fix Y;(w) s’identifica amb la solucié de 1’equaci6 estructural per a u, que denotarem

per Yy (w).

Dit aix0, els axiomes introduits per [GI98, Secs. 2—4] descriuen el comportament contrafactual dels
models causals estructurals. En el cas recursiu (quan el graf associat és un DAG), permeten connectar la
semantica intervencional dels SCMs amb la notacié de resultats potencials de Neyman—Rubin. Ens

interessaran sobretot tres propietats: composicid, efectivitat i reversibilitat.

Notaci6 3.54 (Notaci6 global). Sigui M = (U,V,F,P(U)) un SCM i Gy el diagrama causal induit
per M en el sentit de 2.4 1 2.5. El conjunt U conté els factors exdgens, el conjunt V = {V;}ic;, amb

I ={1,...,m}, conté les variables endogenes i per a cada V; € V tenim una funcié mesurable:
fi :XPaigM X Hf — X, v; = fi(pai,uf).

Posem U := [[;cqy Uy. Prendrem P(U) sobre (QQ, 7, P), escriurem U = (U)yey per al vector aleatori
exogen amb llei P(U) i, per a cada estat w € ), u := U(w). Analogament, Uf denota el vector de factors
exogens associats a V; i uf := U (w). Aleshores, M indueix una distribucié P(V) sobre V (cf. 1.45).

Notacié 3.55 (Submodel i resultat potencial, [Pea09, Def. 7.1.2]; [GP98, Defs. 2.2-2.4]). Donats A C V

iunvalor a € X, el submodel M, s’obté substituint les equacions de les variables de A per les equacions
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constants A = a (cf. 2.9). Per a qualsevol Y € V, definim primer la resposta estructural
Ya U — Xy,

on Y,(u) ésla component corresponent a Y de I'tinica soluci6 del submodel M, quan u € . La variable

aleatoria que farem servir nosaltres és la composici6 segiient:
Y, i=Y,0U & Yy(w) = Ya(U(w)).

Quan no fem cap intervenci6, escriurem simplement Y, és a dir, Yp = Y.

En aquest treball mantindrem @ com a argument dels contrafactuals. [G?98] escriu sovint Y,(u); amb la
convenci6 anterior, aquesta notacié correspon a Y,(u), i només suprimirem la titlla quan reprenguem

explicitament la sintaxi formal de la font.

Definici6 3.56 (Enunciat contrafactual i conseqiiéncia semantica). Un enunciat contrafactual elemental és
una férmula de la forma Y,(w) =y, onY € V,ACV,ac Xa, v € Qiy € Xy. Equivalentment,
Y,(U(w)) = y. Prenent u € U, podem escriure I'enunciat estructural com Y,(u) = y, o simplement

Ya(u) = y quan recuperem la notaci6 de [GP98].

* Donat un conjunt S d’enunciats contrafactuals, denotem per Ms el conjunt de tots els SCMs que
satisfan S. Direm que S deriva semanticament un enunciat o, i ho escriurem S = ¢, si o se satisfa

per tots els models de Ms.

* Donat un conjunt d’axiomes A, direm que S deriva sinticticament o,1iho escriurem S 4 0, si o

s’obté de S mitjancant aplicacions repetides dels axiomes de A.

Nota 3.57 (Lectura estructural dels contrafactuals). Hiha dos casos que convé tenir presents:

1. SiY e ViA=V\{Y}, aleshores Ya(w) = fr(apa,, Uy(w)), on ap,, indica que els pares de Y, Pay,
han rebut els valors indicats per a. En aquest sentit, cada funci6 estructural pot llegir-se com un
contrafactual (el terme que utilitza Pearl per a referir-se als resultats potencials).

2. SiY € Ailaintervencié A = aimposa Y = y, aleshores Y,(w) = y per a tot w € Q. El contrafactual
coincideix, per tant, amb el valor imposat per la intervencié.

Observaci6 3.58 (Connexié amb els resultats potencials). Quan W recull les variables de tractament
d'un SCM 1Y és el resultat d'una unitat, Y,, és ’analeg de Y;(w) en la notacié de Neyman-Rubin. Aqui

W ja no és el vector finit d’assignacions, sin6 el bloc de variables sobre el qual intervenim dins de 1'SCM.
CoMPOSICIO, EFECTIVITAT I REVERSIBILITAT

Els axiomes de composicio, efectivitat i reversibilitat descriuen qué es conserva quan manipulem

intervencions dins d’un SCM.
Un cop interpretat Y, en un SCM, podem preguntar-nos quines lleis satisfan aquests termes contrafactuals.
Introduirem tres axiomes que sén fonamentals, i veurem que sén satisfets per qualsevol SCM amb

solucid tinica.
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Enunciarem les propietats segiients en la nostra notacié. La forma estructural s'obté substituint Y,(w)
per Ya(U(w)); si es fixa directament un context exogen u, coincideixen amb la notacié habitual de
Galles—Pearl basada en expressions del tipus Y;(u).

Propietat 3.59 (Composici6, [GP98, Sec. 3]). Siguin Y, W € V isiqui A €V \ {W}. Aleshores,

Wa(a)) =w = Ya,w(a)) = Ya(a))-

Nota 3.60 (Interpretacié de la composicid). La composicié diu que si, sota la intervencié do(A = a), la
variable W ja pren el valor w, aleshores afegir la intervencié do(W = w) no altera la resposta de Y.
En termes d’equacions estructurals, passar de M, a M, , només substitueix I'equacié de W per una

constant que ja era el seu valor en M,.

Corol-lari 3.61 (Consistencia). Per a qualsevol Y, X € V i qualsevol valor x € Xx,
X(w)=x = Y(w) = Yy(w).

Es la versié contrafactual de la consisténcia introduida a 3.9: si el vector d’assignacions observat és w € A, el

resultat observat coincideix amb el resultat potencial corresponent, Yi"bs = Yi(w).
En efecte, és el cas particular de la composici6 amb A =0i W = X.

Propietat 3.62 (Efectivitat, [GP98, Sec. 3]). Pera tot X € V, tot W € V \ {X} i tots els valors x € Xx i
w e Xw,
Xy w(w) = x.

L'efectivitat garanteix que la variable manipulada pren el valor imposat per la intervenci6: si forcem

do(X = x), aleshores X = x en el submodel intervingut.

Observaci6 3.63. La formulaci6 anterior és la forma singular de [G]P98, Sec. 3]. La definicié de submodel
de [GP98, Sec. 2, Defs. 2 i 4] dona immediatament la versié per a intervencions sobre un conjunt: si
ACV,acXpiAj€A,aleshores

(Aj)a(@) = aj.

Farem servir aquesta forma quan la intervencié imposi valors a més d’una variable.

Propietat 3.64 (Reversibilitat, [GP98, Sec. 3]). Siguin Y, W € V dues variables diferents i sigui A €V \
{Y,W}. Aleshores,
(Ya,w(a)) = y) A (Wa,y(w) = w) = Yi(w) = y.

En SCMs recursius, composici6 i efectivitat, juntament amb definitud, unicitat i ordenaci6 causal, donen
una axiomatitzacié completa del comportament contrafactual.

Teorema 3.65. La propietat 3.59 es compleix en tot SCM en qué els submodels M, i M, que intervenen en
'enunciat admeten una tinica solucio.

Teorema 3.66. La propietat 3.62 es compleix en tot SCM.
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Teorema 3.67. La propietat 3.64 es compleix en tot SCM en que els submodels Ma, Maw, Ma,y i Maw,y
admeten una uinica solucio.

Introduim ara els conceptes de definitud, unicitat i ordenacié causal, necessaris per caracteritzar el

comportament contrafactual.

Definici6 3.68 (Ordenaci6 causal). Un ordenament causal de V' és un ordre estricte < sobre les variables,
compatible amb la part dirigida del diagrama causal G(: si 'V € Paig M, aleshores V; < V;. Quan les
variables estan enumerades d’acord amb aquest ordre, aixo implica j < i.

Nota 3.69 ([GP98, Sec. 3, Def. 3.2]). Si < és un ordre topologic sobre les variables i I'enumeraci6 és
compatible amb <, aleshores, perai < k, intervenir sobre Vi no afecta V;, ja que Vi no pot ser avantpassat
de V;:

(Vidoy z(@) = (Vi)a(w),

peratotZ C V \ {V;, Vi}, tot z € Xz i tot vx € Xy,. Denotarem aquest conjunt de m enunciats per

CO (de Causal Ordering).
Propietat 3.70 (Definitud). Per a tota variableY € V, A C Viw € Q, existeix un y € Xy tal que Y,(w) = y.
Propietat 3.71 (Unicitat). Per a tota variableY € Vitot ACV, Ya(w) =y AYalw) =y = y=y"

Per exemple, no podem llangar una moneda, intervenir perque caigui de cara i que el resultat sigui cara
i creu simultaniament.

El resultat segiient precisa fins a quin punt aquests axiomes capturen el comportament contrafactual
dels SCMs recursius. Com és habitual en la formulacié axiomatica de Galles—Pearl i Halpern, el resultat
s’entén sobre un llenguatge finit: hi intervenen finitament moltes variables endogenes, cada variable
té un conjunt finit de valors possibles, i els contextos exogens que apareixen als enunciats sén els del

fragment considerat.

Teorema 3.72. Ac = {(C), (E), definitud, unicitat, CO} forma un conjunt complet d’axiomes per als sistemes
causalment ordenats, respecte de conjunts finits d’enunciats contrafactuals. Es a dir,

SEc = Stu. 0,

per a tot conjunt finit S d’enunciats contrafactuals i tot enunciat o sobre un sistema causalment ordenat.

Nota 3.73. [HalOO, Th. 3.2] va donar posteriorment una axiomatitzacié completa per a la classe dels
SCMs amb soluci6 tinica (inclosos els no recursius). En particular, aixo precisa el resultat de Galles—Pearl:
la composicio, l'efectivitat i la reversibilitat formen part del sistema, pero la completesa també fa servir

els axiomes logics, definitud i unicitat.

Nota 3.74 (Eliminaci6 de contrafactuals niats [Bar+20, Th. 7]). També podem pensar en expressions on
una intervencié depen del valor que una altra variable hauria pres en un mén intervingut. Aquests
contrafactuals es poden reescriure sense intervencions niades: en el cas simple, P(Yx, = y) = 2, P(Yy =

Y, Xw = x). Més generalment, si X* i Z* s6n «intervencions funcionals naturals» sobre conjunts disjunts,
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i Y és disjunt de les variables intervingudes, aleshores:

Pz x =y) = Z P(Yz x =y, X" =x).
X

FRONT-DOOR PER AXIOMES CONTRAFACTUALS

Reconstruim la férmula front-door manipulant resultats potencials. L'objectiu és mostrar que els axiomes
contrafactuals i el do-calculus arriben al mateix estimand.

Recuperem el cas del tabac, el quitra i el cancer de pulmoé en llenguatge contrafactual. Al capitol
d’identificacié vam obtenir la férmula front-door amb el do-calculus; 1’'objectiu ara és veure que la mateixa

expressio es pot reconstruir manipulant directament resultats potencials.

Exemple 3.75 (Tabac i cancer de pulmo, continuacié). Continuem 1’exemple del tabac introduit a 2.34 i
desenvolupat amb el criteri front-door a 2.39, seguint ara [GP98, Sec. 5]. Introduim Q per representar
el quitra acumulat als pulmons i considerem 'SCM M = (U,V,¥,P(U)), amb V = {T,Q,C}i
U = {Uy, U,}. Les funcions estructurals sén:

T = fr(th), Q = fo(T,Uy), C = fc(Q,Uy), Uy Wpy Uz.

El graf augmentat gjw conté les arestes Uy — T, U; — C, U, —» Q, T — QiQ — C. En projectar
sobre les variables endogenes, el diagrama causal semi-Markovia G = G satisfa Pa? =0, Pag ={T}i
Pag = {Q}, i conté l'aresta bidirigida T «<» C induida per U;. Es el mateix escenari del criteri front-door:
el tabac T afecta el cancer C a través del mediador Q, mentre que la confusi6 latent entre T i C queda
governada per Uj.

Que T — C ¢ & vol dir que, dins d’aquest model, no hi ha efecte directe de T sobre C un cop controlat
Q: queda completament mediat pel quitra Q. D’altra banda, U; 1Lp(¢;) Uz ens diu que, encara que U
agreugi el risc de C, no hauria d’afectar Q un cop imposat T per intervencid. Aixi, U recull la variacié
de Q que no prové d'U;.

L'objectiu amb contrafactuals no és descriure 1’associaci6 entre tabac i cancer, siné comparar el risc de

cancer fumant o sense fumar. Volem escriure el risc de cancer sota la intervencié T = ¢,
P(C =c|do(t)) = P(C; =¢)

com una expressié que només depengui de P(V) = P(T, Q, C). Farem servir dues regles de [G]98,
Sec. 5].

1. Restricci6é d’exclusio: PeratotY € V,tot ZC V \ ({Y} U Pag) itotz € Xz, tenim Ypa, = Yo, 2,
amb la convencié que, si Pag = (, aleshores Y,a, = Y. Un cop imposats els valors dels pares

causals de Y, intervenir sobre variables que no en sén pares no en canvia el resultat.

2. Restricci6 d’independéncia: Siguin Y € ViZ = {Z;, ..., Z} tals que no pertanyen a la mateixa
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C-component'®. Aleshores:
Yoa, 1P {Z1pa, s+ ) Zkpay, - (3.1)
Assumim que les probabilitats condicionals que apareixen en la derivacié estan ben definides en el
suport rellevant. En aquest model, les regles donen Q¢(w) = Q¢ (), Te(w) = T; (@) = Ty(w) = T(w), i:

Cy(w) = Cyr(w), (5.2)

Q: 1p {Cy, T} (3.3)

Les igualtats reflecteixen que Q només respon causalmenta T, que T no té pares endogens i que C només
respon causalment a Q, respectivament. La independéncia Q; 1Lp {C,, T} és la traduccié contrafactual

de U; 1Lpq) Uz: un cop imposat T =t pera Q; i Q = g per a Cy, la restriccié d'independéncia separa
Q; tant de C; com de T,

Efecte de T sobre Q. Per (3.3), en particular (per reduccié de 1Lp), Q; Lp T. Per tant,

P(Q=qldo(t))=P(Qi=q)=P(Qi=q|T=t)=PQ=q|T=t)=p(q|1). (3.4)

La tercera igualtat és consisténcia, 3.9: si T = t, Q coincideix amb Q; (el quitra que hauriem observat
sota la intervenci6é do(T = t)). Efecte de Q sobre C. Per fer explicites les marginalitzacions, desenvolupem
la resta de la derivaci6 en el cas discret; la versi6 general s’escriu amb esperances. Comencem amb la
llei de la probabilitat total sobre T. Aixi, per a cada valor t’ i per als valors g amb probabilitat positiva

condicionalmenta T = t/,

P(Cy=c) = Zp(cq =c|T=t)pF).
-

De (3.3), amb t substituit per t’, i per simetria (S) i uni6 feble (UF) de 1Lp:

(UF) ©)
Qp Ap {Cq/ T} = Qv Lp Cq | T = Cq 1pQu|T.
Aixi, per a cada valor t’ i per als valors on els condicionals estan ben definits,

P(Cij=c|T=t)=P(Cy=c|T=t,Qr=q)=P(Cy=c|T=t',Q=9q)
=P(C=c|T=t,Q=q)=plc|q,t). (3.5)
El primer pas usa la independencia condicional anterior. El segon pas usa consisténcia per substituir Q-

per Q quan T = t’, 1 el tercer torna a usar consistencia per substituir C,; per C quan Q = q. Substituint
(3.5) en la suma anterior, I'efecte causal de Q sobre C és:

P(C =c|do(q)) = P(Cy =c) = Y plc| q,t)p(t). (3.6)
4

Efecte de T sobre C. Finalment combinem els dos efectes. Fixem un estat w € Qi posem g = Q¢(w).

18 Introduim aquest concepte a 2.20. La idea és que en la projeccio latent de la CBN semi-Markoviana (G, P.) no existeixi cap
cami format per arestes bidireccionals entre Yi Z;, i € {1, ..., k}.

19 Qualsevol cami entre Q i C format per variables de U queda exclos per (3.1). El mateix passaamb T: T = Ty = fr(Uy),
mentre que Q; = fo(t, Up); com Uy 1L p(u) Uz, obtenim la independéncia corresponent.
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O

Per composicio, si sota do(T = t) el quitra pren el valor g, afegir la intervencié do(Q = ¢q) no altera el
valor de C: Ct(w) = C; 4(w). Per (3.2),amés, C; ;(w) = C4(w). Com que aquest g és precisament Q¢(w),
podem escriure C;(w) = Cg,(w). Aquesta abreviaci6 significa que Cg,(w) = C4(w) amb q = Q¢(w); amb
la convenci6 estructural anterior, equival a C 0i(w)(U(w)). Per tant,

P(C =c|do(t) = P(C; = ¢) = P(Cgq, = ¢) = ) | P(Cq, = | Qi = 9)P(Qs = q)
q

= > P(Cy=c|Q=q)P(Qi =9)= ) P(Cy = c)P(Q: = q). (37)
q q

En I'tltim pas hem usat que (3.3) implica Q; 1Lp Cg. Substituint (3.4) i (3.6) a (3.7), obtenim exactament
"ajustament front-door de 2.36:

P(C =c|do(t) = P(Ci=c)= Y p(g|t) ) plclq, t)p(t),
q t’

Nota 3.76. En1'altim pas no fa falta que passem per la condicional. En efecte, podem escriure:

©3)

P(Ci=c)= Y P(Ci=c,Qr=0) =" Y P(Cy=c,Q =)= Y P(Cy = P(Q: = 9.
q q q
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IV

Estudis experimentals i observacionals

L’home, servidor i interpret de la natura, tant fa i entén com ha observat de l'ordre de la
natura per l'experiéncia o per la reflexid; ni sap ni pot res més.

Francis BACON, Novum Organum (1620)

Al capitol anterior hem fixat l'estimand causal, les hipotesis que el fan identificable i els estadistics
observables. Ara els lliguem al disseny de I’estudi. Una mateixa diferéncia de mitjanes pot estar
justificada pel disseny d’un experiment aleatoritzat o bé descansar en hipotesis fortes si prové d'un
estudi observacional [HR20, Cap. 2-3].

Neyman i Fisher van donar una sortida neta al problema fonamental de la inferéncia causal: assignar
els tractaments a 1'atzar (cf. [Sp190] i [IR15, Secs. 2.3 i 2.5]). L'aleatoritzacié no resol el problema
fonamental de la inferéncia causal, pero fa aleatori quin resultat potencial observem i evita que aquest
patré depengui del pronostic de cada unitat [IR15, Secs. 6.3—6.5]. Pero no sempre podem aleatoritzar.
Imaginem, per exemple, que volem estudiar I'impacte del tabac en el cancer de pulmé. D'una banda,
factors de confusié com I'estil de vida i la salut previa dels fumadors alteren els resultats. De l'altra,
assignar persones a fumar durant anys les exposaria a riscos previsibles per a la seva salut; per aixo, un
assaig d’aquest tipus dificilment superaria una revisié etica moderna sota els principis de la Declaracié
d’Helsinki [Wor25, pars. 16-18 i 25-26], encara que disposéssim del consentiment explicit i informat
dels pacients.

Davant d’aquestes limitacions, veurem que hi ha vies menys lesives per arribar a un bon resultat.
En particular, es distingeixen dos tipus d’estudis: els experimentals, en que si podem controlar el
mecanisme d’assignacio, i els observacionals, en qué els grups ja venen donats, o bé no tenim cap
control sobre com s’ha decidit qui rep que. Aquests darrers plantegen un repte serids per a la inferéncia
causal, ja que el grup de tractament i el de control poden diferir de moltes altres maneres, més enlla del

tractament en si. Comparar-los directament pot portar a conclusions enganyoses.
Notaci6 4.1. Mantindrem la notacié del capitol anterior, 3.1, per a unitats i resultats potencials:
ILi={1,...,n}, W; €{0,1}, W= (Wi, ..., W,), w € Ay, Y(0), Y(1), Y, covariants X;, etc.
 Escriurem n; = )7, Wiine = X}'_;(1—W;) per al nombre d’unitats tractades i de control. Quan el
disseny els fixa, les esperances i variancies amb subindex W, com [Ew i Varw, es prenen respecte
de l'aleatoritzaci6 de W, condicionant implicitament a Y(0), Y(1) i X si s’escau.
* En poblaci6 finita, 7(w | X, Y(0), Y(1)) denota el mecanisme d’assignaci6 de 3.31 i 77;(X, Y(0), Y(1))
la probabilitat marginal d’assignacié de la unitat i.
* Els estimadors d’efectes causals s’escriuran amb barret, per exemple 24i¢, Tsub 1 Tipw. Les quantitats
sense barret, com SATE o PATE, sén estimands.
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* En estudis observacionals, P i E designaran la llei i 'esperanca de superpoblaci6 de 3.24 (ometrem
el subindex sp). Quan definim funcions poblacionals, W, X i Y©bs denoten la unitat generica; quan
les avaluem a la mostra, escriurem W;, X; i Yl."bs. Aixi, el valor de propensi6é poblacional sera
e(x) =P(W =1|X =x) i, ala practica, una estimaci6 seva a la unitat i s’escriura é(X;).

¢ Els pesos de ponderaci6 inversa s’escriuran A;. Les mitjanes condicionals observacionals que
apareixen en l’ajustament s’escriuran n1,,(x) = E[Y°P* | W = w, X = x], pera w € {0, 1}.

4.1
ESTUDIS EXPERIMENTALS

Aquesta seccio explica qué guanyem quan controlem el mecanisme d’assignacio del tractament. L'objectiu
és veure per qué I'aleatoritzacio converteix comparacions en estimadors causals (sota condicions adequades).

En un estudi experimental, el disseny fixa el mecanisme d’assignacié: quins vectors d’assignaci6 sén
admissibles i amb quines probabilitats. En un assaig controlat aleatoritzat (randomized controlled trial,
RCT), aquest mecanisme incorpora un dispositiu aleatori; per tant, abans d’observar els resultats,
l'assignacié no queda determinada pel pronostic de la unitat [[HR20, Cap. 2]. En la terminologia del
capitol anterior, el disseny imposa una forma de no-confusié. En els experiments classics de [IR15,

Secs. 3.6 i 4.4], a més, el mecanisme és conegut i controlat per I'investigador.

En I'experiment completament aleatoritzat que tractarem tot seguit, si també es compleixen consisteéncia
i SUTVA (cf. 3.6 1 3.9), la diferéncia de mitjanes observades és un estimador sense biaix del SATE
respecte de 1’aleatoritzaci6 [IR15, Sec. 6.3]. Aquesta conclusi6 és tinicament aplicable al conjunt d"unitats
estudiades: per llegir el SATE com a PATE cal alguna cosa més, com ara que les unitats de 'estudi

representin la poblacié objectiu 0 assumir un model de superpoblacié [[R15, Sec. 6.7].

Comencem pel cas més simple: 'experiment completament aleatoritzat. Podem imaginar una urna amb
una bola etiquetada per cada unitat; n’extraiem r1; sense reemplacament i assignem aquestes unitats al

tractament, mentre que les n. = n — n; restants queden al control [IR15, Sec. 4.4].

Definicié 4.2 (Experiment completament aleatoritzat [IR15, Def. 4.2 Sec. 4.4]). Fixem 0 < n; < n i
posem 1, = n —n;. Un experiment és completament aleatoritzat si exactament 7; unitats sén assignades

al tractament i tots els vectors d’assignacié amb aquest nombre de tractats sén igualment probables:

(77,)_1/ st Z?:l w; = ng,

0, altrament.

m(w | X, Y(0), ¥(1)) =

Proposici6 4.3 (Aleatoritzaci6 i no-confusi6 [IR15, Sec. 4.7]). En un experiment completament aleatoritzat,

el mecanisme d’assignacio no depen ni de les covariants ni dels resultats potencials. En particular,

n(w | X, Y(0), Y(1)) = e(w) = 71;(X, Y(0), Y(1)) = % i1- 71X, Y(0), Y1) = %

Per tant, 'assignacié és probabilistica i no-confosa en el sentit finit de 3.39.

ESTUDIS EXPERIMENTALS I OBSERVACIONALS 47



4.1 EsTUDIS EXPERIMENTALS

Nota 4.4. La proposicié anterior no diu que els indicadors W; siguin independents entre ells. De fet, la
restricci6 )}; W; = n; els fa dependents. El punt clau és un altre: ’assignacié del tractament no depén
dels resultats potencials, sin6 de l’aleatorietat.

MOSTREIG REPETIT DE NEYMAN

Un cop fixat el disseny experimental, podem estudiar I'estimador com una variable aleatoria induida per
I'assignacié. S’hi recullen la diferéncia de mitjanes, la seva esperanga sota aleatoritzacid, la variancia de
Neyman i l'estimador conservador de la variancia.

Ara passem de l'estimand als estimadors, és a dir, als estadistics que depenen només de les dades
observades W, Y i, si escau, de les covariants X o de funcions conegudes d’aquestes covariants
(cf. 3.11 i annexos). La diferéncia de mitjanes observades depén només de W i Y, i ja és present
en Neyman [Spi90]. En un experiment completament aleatoritzat podem calcular-ne 1’'esperanga i la
variancia respecte de I'assignaci6 [IR15, Secs. 6.3-6.5].

Definicié 4.5 (Estimador de diferéncia de mitjanes [IR15, Sec. 6.3]). Suposem 0 < n; < n, on n; =
Yy Wiing = X7, (1 - W;). Definim l'estimador de diferéncia de mitjanes observades per:
n

. 1 v 1
Taif = - Z;‘ W;Y b — . Z;(l — Wi)Y?s. 4.1)
1= 1=

Nota 4.6. Quan el disseny fixa n; i n., I'tinica font d’aleatorietat de Z4i¢ és el vector d’assignacié W. Per
aixo escriurem Ew i Varw per indicar esperanca i variancia respecte de la distribucié d’aleatoritzacié

(coneguda), condicionant implicitament als resultats potencials Y(0) i Y(1) [[R15, Sec. 6.3].

Teorema 4.7 (Abséncia de biaix de 'estimador de Neyman [IR15, Sec. 6.3, Th. 6.1]). Suposem quel’assig-
nacié és completament aleatoria amb n; unitats tractades, és a dir, tots els vectors w € Ay, tals que Y} w; = ny
tenen probabilitat (:t)_l. Aleshores:

Ew(%aif | Y(0),Y(1)] = SATE.

En particular, T4is és un estimador sense biaix del SATE respecte de la distribucié d’aleatoritzacio.

Notaci6 4.8 (Variancies de mostra finita). Escrivim Y(w) = n~! Y., Yi(w) per a w € {0,1}. Denotem
les variancies de mostra finita dels resultats potencials i dels efectes individuals per:

1 <& _ 1 < . 1 <
$=— Zl (Y1) = Y(1)*, 8§ = — Zl (%(0) - Y(O))*, §t = — Zl] (7; — SATE)?
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Teorema 4.9 (Variancia de Neyman [IR15, Sec. 6.4, Th. 6.2]). Sota les hipotesis de 4.7, la varidncia de 'esti-
mador (4.1) respecte de I'aleatoritzacio és:
2 2
51, 5% St

Varw(%dif) = — + .
ng N, n

Observaci6 4.10. El terme S? mesura I’heterogeneitat dels efectes individuals. No el podem estimar
directament: caldria observar Y;(1) i Y;(0) per a cada unitat, la qual cosa ens retorna al problema
fonamental de la inferéncia causal (cf. 3.15; [Hol86]; [IR15, Sec. 6.4]).

Corol-lari 4.11 (Estimador conservador de la variancia). Suposem, a més, que ny,n. > 1. Definim les

i yobs _ -1 obs ;yobs _ -1 obs SR ;
mitjanes observades Y°° = n, Z]-:szl Y] Yy =n ) jiwi=0 Y] , i les variancies mostrals observades dins

1 - 2 1 _ 2
2 obs obs 2 obs obs
o1 ny—1 i~WZ:1 ( ! 1 % ne—1 i.z;O i 0

de cada grup:

L'estimador de Neyman de la variancia és:

2 2
S 50

7 A 1
VarNeyman(Tdif) =—+—.
ng Nne

Aleshores [IR15, Sec. 6.5]:

]Ew VaI'Neyman(Tdif) | Y(O), Y(l)] - VarW(Tdif) - ﬁ = 0.

Observacio 4.12. Si l'efecte causal és constant, S% = 0 i 'estimador és sense biaix. En general, és
conservador en esperanca perqué no pot restar el terme no observable S2 /7.
4.2
EsSTUDIS OBSERVACIONALS

Aqui abordem el cas més habitual i més delicat: les dades on I'assignacié del tractament no ha estat
controlada per l'investigador. La seccié explica quines hipotesis fan possible llegir un estudi observacional
com si fos un experiment condicionat a covariants.

En un estudi observacional, I'investigador observa qui ha rebut el tractament i qui no, perd no ha pogut
decidir aquesta assignacié aleatoriament. Per aix0, la comparacié directa entre tractats i controls pot
barrejar I’efecte del tractament amb diferencies prévies entre grups; ja d’entrada, el grup tractat pot
tenir un pronostic diferent del grup de control fins i tot abans de rebre el tractament [[HR20, Cap. 31 7].

En un experiment ideal, la no-confusié prové del disseny. En un estudi observacional, és una hipotesi: cal
defensar que, un cop condicionem per covariants mesurades, el tractament rebut no aporta informacié
addicional sobre els resultats potencials [[1R20, Cap. 3]. En la notacié del capitol anterior, aquesta és
la ignorabilitat condicional de 3.45, juntament amb la consisténcia de 3.9 i la positivitat de 3.46. Sota
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aquestes condicions, la proposicié d’ajustament 3.53 permet escriure l'efecte causal en termes de la

distribucié observacional.

La idea, doncs, és que un estudi observacional ben justificat intenta imitar un experiment aleatoritzat
condicionat a covariants. Si hi ha confusors no mesurats, o si existeix un subconjunt mesurable de
'espai de covariants amb probabilitat positiva on P(W =1 | X) pren el valor 0 o 1, aquesta lectura falla
[HR20, Sec. 3.1-3.3].

ASSIGNACIO NO-CONFOSA EN ESTUDIS OBSERVACIONALS

Es precisa quina hipotesi substitueix I'aleatoritzacié quan I'investigador no controla el tractament.
Lobjectiu és formular els estudis observacionals com experiments condicionals.

En [IR15, Secs. 3.3-3.7 i 12.1-12.2], un estudi observacional és un estudi en qué la forma funcional
del mecanisme d’assignaci6 és desconeguda. En la formulacié de superpoblacié adoptada al capitol
anterior, el mecanisme és automaticament individualistic, un cop fixats els parametres globals, gracies a
’assumpcié de mostreigi.i.d. dela distribucié conjunta; per obtenir comparacions causals exigim, a més,
que sigui probabilistic i no-confés. La part de no-confusié diu que, fixades les covariants pretractament,

la probabilitat de tractament no depén dels resultats potencials:
P(W;i =11Yi(0),Yi(1),X;) = P(W; = 1| Xi), (4.2)

amb 0 < P(W =1|X =x) < 1perals valors x tals que p(x) > 0. Dins de cada valor de X;, el tractament es
comporta com si s’hagués assignat aleatoriament, encara que l'investigador no conegui les probabilitats

exactes d’assignaci6 [IR15, Sec. 12.2].

La condici6 (4.2) no es pot verificar només amb (Yi"bs, Wi, Xi), perque parla de resultats potencials no
observats [IR15, Sec. 12.2]. Per aix0 les covariants s’han de triar sense fer servir els resultats i s’han de
justificar amb coneixement del problema [IR15, Secs. 12.5 i 13.3]; [[HR20, Cap. 3], ja que el balang de
covariants no és una prova de la ignorabilitat.

ESTRATIFICACIO PEL VALOR DE PROPENSIO

El valor de propensio redueix el problema d’ajustar per moltes covariants a I'ajust per una sola funcio.
S’hi introdueix la propietat d’equilibratge i es mostra com motiva la subclassificacio.

Ajustar directament per totes les covariants pot ser inviable si X; és d’alta dimensi6 o gairebé continua
(els estrats exactes poden quedar buits o contenir només tractats o només controls). [RR83] proposen
substituir X; per una funcié escalar que manté la comparabilitat necessaria . Aqui farem servir la versi6

poblacional del valor de propensié:

e(x) =P(W =1|X=x) = E[W | X =x],
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de manera que e(X;) és I'avaluacié d’aquesta funcié a les covariants observades de la unitat i. Com que

hem assumit W € {0, 1}, aquesta probabilitat condicional coincideix amb 1’esperanga condicional.

Definicié 4.13 (Valor d’equilibratge [RR83]; [HR20, Technical Point 15.1]). Una funcié mesurable b de
les covariants és un valor d’equilibratge si, posant B; := b(X;), es compleix W; 1Lp X; | B;. Equivalentment,
dins de cada nivell de b(X;), la distribuci6 de les covariants és la mateixa en el grup tractat i en el grup
de control. Les igualtats condicionals s’entenen per a P(B;)-gairebé tot valor de B;; en el cas discret,
aixo vol dir per als valors t tals que P(B; = t) > 0.

Tres propietats fan 1til el valor de propensié: conserva la ignorabilitat i la positivitat que ja valien
condicionant per totes les covariants, és efectivament un valor d’equilibratge i, finalment, és el resum
menys fi dins d’aquesta familia, en el sentit que es pot recuperar a partir de qualsevol altre valor

d’equilibratge.

Proposici6 4.14 (Equilibratge, ignorabilitat i positivitat [IR15, Sec. 12.3, Lema 12.2]). Suposem que b(X;)
és un valor d’equilibratge. Si es compleix la ignorabilitat condicional donada X; aleshores també es compleix la
ignorabilitat condicional donada b(X;), és a dir:

(Yi(0),Yi(1)) 1p W; | Xi = (Yi(0),Yi(1)) Lp Wi | b(Xy).

Si,amés, 0 < e(X;) < 1 quasi sequrament, aleshores 0 < P(W; = 1| b(X;)) < 1 quasi segurament (cf. [RR83,
Th. 3]; [HR20, Technical Point 15.1]).

Proposici6 4.15 (El valor de propensi6 és d’equilibratge [RR83, Th. 1]; [IR15, Lema 12.1]). Sigui e(x) =
P(W =1|X = x). Aleshores e(X;) és un valor d’equilibratge, és a dir, W; 1Lp X; | e(X;). En particular, si es

compleix la ignorabilitat condicional donada X;, llavors també es compleix:

(Y:(0), Y;(1)) 1Lp W; | e(X;).

Proposici6 4.16 ([RR83, Th. 2]; [IR15, Sec. 12.3, Lema 12.3]). Sigui b(X;) un valor d’equilibratge. Aleshores
existeix una funcio f tal que e(X;) = f(b(X;)) quasi sequrament. Qualsevol valor d’equilibratge conté, com a
minim, la informacié necessaria per recuperar e(X;).

Els tres resultats parlen del mecanisme d’assignacié. La consisténcia entra en el pas d’identificacio,
quan substituim Y;(w) per Yi"bs en les unitats amb W; = w. A partir d’aqui assumirem consisteéncia,
ignorabilitat condicional i positivitat, llevat que s’indiqui el contrari [RR83]; [IR15, Secs. 12.2-12.4];
[HR20, Cap. 15].

El valor de propensié no elimina la confusié no mesurada. Només diu que, si les covariants X; ja
justificaven la ignorabilitat, e(X;) també ho fa. La legitimitat causal de la llista de covariants i 1'ts del
valor de propensi6 per equilibrar-les sén dues qiiestions diferents [IR15, Secs. 12.2, 12.5,13.31 14.4].

Sota ignorabilitat forta (cf. 3.47), [RR83, Cor. 4.2] garanteix que 'ajustament per estrats exactes d'un
valor d’equilibratge és no esbiaixat quan les diferencies dins dels estrats es ponderen per les seves
fraccions poblacionals. A la practica, pero, dividim les unitats en intervals de valors semblants de e(X;)
0, habitualment, de é(X;).
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Sily,..., I ésuna particié de la mostra ordenada pel valor de propensi6, agreguem les diferéncies
dins d’estrat amb pesos ng/n [IR15, Sec. 17.3.2]; [HR20, Sec. 15.3].

Definici6 4.17 (Estimador per subclassificacid). Siguin Iy, ..., Ig estrats disjunts de la mostra, amb
ng = |Ig|, nig = Zielg Wiing = Zidg(l — Wi). Singg,neg > 0 per atot g, definim:

G

. ng | 1 b 1 b
=32 S L S -we|

g=1 iel, 8 iel,

La definici6 anterior recull I'estimador practic. Si els estrats fossin exactes i les hipotesis d’identificacié
fossin certes, cada diferéncia compararia tractats i controls amb covariants equilibrades [RR83, Th. 4 i
Cor. 4.2]. Com que acostumem a considerar continu el valor de propensi6, la subclassificacié només
aproxima l’ajust exacte [[HR20, Sec. 15.3]. Per aixo cal revisar solapament, presencia de tractats i controls
dins de cada estrat, i balang després de subclassificar [[R15, Sec. 17.3]; [FHR20, Sec. 15.3].

PONDERACIO INVERSA
La ponderacié inversa escriu el mateix estimand amb pesos.

La proposicié d’identificacié per ajustament expressa el PATE amb mitjanes condicionals. La ponderaci6
inversa l’escriu amb pesos: les unitats (donades les seves covariants) poc probables dins del grup on
han aparegut compten més. D’aquesta manera, la poblacié ponderada compensa el desequilibri de
covariants entre tractats i controls [[HR20, Sec. 2.4]. La idea adapta 'estimador de Horvitz-Thompson al
valor de propensi6 [HT52]; [IR15, Sec. 17.8].

Proposici6 4.18 (Ponderaci6 inversa i PATE [IR15, Sec. 17.8]). Suposem que les unitats formen una mostra
aleatoria de la poblacié objectiu, que Y;(0) i Y;(1) sén integrables, i que es compleixen consisténcia, ignorabilitat
condicional i positivitat (cf. 3.9, 3.45 1 3.46). Suposem també que el valor de propensié poblacional e(x) = P(W =
1| X = x) és conegut. Definim la versié no normalitzada de I'estimador de ponderacié inversa com:

:%( Z AiYiObs_ Z AiYiObS ,
1

i:Wi= i:W;=0

1=

. ~ l Zn: WiYZ-ObS B (1 _ Wi)YZ-ObS
VT Ll e) T 1-e(Xy)

on:
1 : —
1= 1 =y S W; =0,
= . =
e(Xi)Wi(1 = e(X;))1-Wi siW; = 1.

1
e(Xi)’
Aleshores E[Tipw] = PATE (cf. 3.25), on l'esperanga es pren respecte del mostreig poblacional i del mecanisme

d’assignacio, com hem fixat a 4.1.

Nota 4.19. A la practica, el valor de propensio se substitueix per una estimacié é(X;), ja que rarament
és conegut. La igualtat anterior correspon al cas ideal amb e conegut; amb ¢ apareixen problemes de

modelitzacid, balang i variancia que queden fora de 1’abast d’aquest treball.
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Cas practic

Qui és capag de calcular la collita que la natura dona als camps no treballats per I’home?

Henry David THOREAU, Journal (1845-1846)

Notacié 5.1 (Convenci6 notacional del capitol). Mantenim la convenci6 dels capitols 1 i 2, en particular
la convenci6 d’assignacions de 1.2: v = (v;)ie; € X is := vs = (vi)y,es € Xs és la seva restricci6 a S € V.
Sia:=vp ib = vp sén restriccions de la mateixa assignacio, escriurem aNb := vang, aUb := vaus
ia\b :=vap. Durant tot el capitol, suposem I'SCM M = (U,V,F,P(U)), on U és el conjunt de
variables exodgenes i V = {V;}ier és el conjunt de variables endogenes observades,amb I = {1,...,n}.
Seguint [SP06], en aquest capitol suposem que V té domini finit. Aquesta convenci6 local no restringeix
el marc general dels capitols anteriors: 1'extensié continua d’ID i IDC requeriria una formalitzacié
addicional i queda fora de I’abast del treball. Per alleugerir la notaci6, si S € V is := vg, escriurem
també v \ s := vq,g; aixi, do(v \ s) imposa a les variables de V \ S els valors corresponents de v.
Els sumatoris com 2\, indiquen marginalitzacié discreta respecte de V \ Y; analogament, >\, (yux)
marginalitza sobre V' \ (Y U X) i )5\, marginalitza sobre S \ Y. Sigui:

PM = {P(V]do() | XCV, x€Xx},

la familia de distribucions intervingudes del model M. La projecci6 latent de M sobre les variables
observades indueix una CBN semi-Markoviana (G, PM), amb diagrama causal G = (V, &), on les
arestes bidirigides representen confusi6 latent induida per variables de U. Fixem un ordre topologic
< sobre V compatible amb G i ordenem les variables seguint aquest ordre; és a dir, per a tota aresta
dirigida V; — V; € & es compleix que V; < V;, la qual cosa implica que i < j. Reprenem també la
notaci6 del capitol 2: V O ={vy,...,V;}, v = Vi), G[S] és el subgraf induit per S i C(G) és la particié
de G en C-components maximals.
5.1
C-BOSCOS 1 HEDGES

Refinem les C-components en C-boscos i hedges, que son les estructures grifiques que certifiquen la
no-identificabilitat d’alguns efectes causals. Aquest llenguatge sera el pont entre la teoria de la identificacié

i el cas de Berkeley, on apareix un bow que forca una fallada de I'algorisme ID.

Una de les fortaleses de les CBNs Markovianes és que els pares d'una variable la «protegeixen» de la
influencia dels seus no-descendents. En les CBNs semi-Markovianes, que sén les que ens interessen aqui,

aquesta garantia s’ha de reformular mitjancant les C-components i els pares estesos introduits al capitol
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2. Recordem-ne només el punt que necessitarem: una C-component agrupa variables connectades
per camins formats per arestes bidirigides, i les C-components maximals formen la partici6 C(G). En

aquest capitol no redefinirem aquestes components, siné que les refinarem en arbres, boscos i hedges.

Definici6 5.2 (Bosc i arbre causal, [SP06; SP08]). Sigui G = (V, &) el diagrama causal d"una CBN semi-
Markoviana (G, PM) induida per la projecci6 latent d'un SCM M.

* G és un bosc causal (forest) si cada vertex té, com a maxim, un fill directe.

® G és un arbre causal (tree) si és un bosc causal on, a més a més, existeix un tnic veértex sense fills

directes (1’arrel causal de 1’arbre).

En aquesta definici6, els fills directes s’entenen respecte de les arestes dirigides.

Nota 5.3 ([SP08]). Notem, doncs, que en el context dels models causals, aquestes dues definicions
donen la volta a la direcci6é habitual de les arestes que normalment s’agafa en la teoria de grafs més
classica [BMO8]. Alla, les arestes surten de 1’arrel i es ramifiquen cap a les fulles (aixi doncs, un node
tipicament té un sol pare, pero pot tenir multiples fills i I’arrel és I'tnic node sense pares). En la
terminologia de [SP08], en canvi, l’arrel és el nostre conjunt terminal o sink: el vertex sense descendents

on van a parar els camins dirigits.

Amb les C-components i la particié C(G) ja fixades, aquestes estructures permeten definir C-arbres i
C-boscos.

Definici6 5.4 (C-arbre, C-tree [SP06, Def. 4]; [SP08, Def. 11]). Sigui ‘H = (Vi, E¢r) una C-component
que sigui, a més, un arbre (cf. 5.2). Si existeix Y € V¢ de manera que An? = Vg, direm que H és un
C-arbre arrelat en Y (Y-rooted C-tree).

Definicié 5.5 (C-bosc, C-forest [SP06, Def. 5]; [SP08, Def. 15]). Sigui H = (Vg, E¢) una C-component
que sigui, a més, un bosc (cf. 5.2), i sigui R = Sink(H) el seu conjunt d’arrels, calculat respecte de les
arestes dirigides. Direm que H és un C-bosc arrelat en R (R-rooted C-forest).

L'analisi de la identificabilitat ens porta a estudiar certes configuracions dins del graf. En particular,
quan G conté un parell de C-boscos diferents que compleixen certes propietats, s’origina una estructura
anomenada hedge. Aquestes subestructures apareixen de manera natural en l'estudi d’aquest problema
(cf. [SPO6; SPP08]) i ens ajuden a tancar el cercle de la identificabilitat per caracteritzar completament la

no-identificabilitat d’efectes causals.

Definici6 5.6 (Hedge [SP06, Def. 6]; [SP08, Def. 16]). Siguin X, Y C V dos conjunts disjunts de variables,
isiguin H = (Vi Eq) i H' = (Vigr, Egpr) dos C-boscos de G arrelats en el mateix conjunt R, amb
‘H’ subgraf de H. Direm que H i H’ formen un hedge per a p(y | do(x)) en G si es compleixen les
condicions segiients:

VunX+0, VynX=0, RgAnf*.

Observacié 5.7 ([SP06; SP08; Pea09]). Aquesta definicié generalitza el cas dels C-arbres. En particular,
qualsevol Y-rooted C-tree i el subgraf trivial format tinicament pel node arrel Y determinen un cas
particular de hedge. Aixi, els hedges proporcionen l'estructura adequada per descriure quan un efecte

causal no es pot recuperar a partir de la distribucié observacional.
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Exemple 5.8. Considerem una CBN semi-Markoviana amb diagrama causal G, representat a la figura
5.1. Les seves C-components maximals sén S1 = {A, B, C,D, M}, S, ={Y,Z}1iS3 = {W} (podem veure
G[S1]1 G[S2] representats a les subfigures 5.1b i 5.1¢, mentre que G[S3] = {W} és la component trivial).

=

@)gG. Gl[Si1]1cG. () G[S2] cG.

§><<—s-ﬁ
ov——pe <

Figura 5.1: Una CBN semi-Markoviana amb tres C-components maximals. La parella (G[S1], H), on H
és el subgraf reduit al node M, determina un hedge per a p(y | do(a)).

En particular, G no és una C-component, ja que no tots els seus vértexs es poden connectar mitjangant
camins formats tinicament per arestes bidirigides. A més, aquestes tres C-components sén també
C-trees. D'una banda, G[S1] és un M-rooted C-tree, perqueé Ang [S1] = ={A,B,C,D, M}. D’altra banda,
G[S2] és un Y-rooted C-tree, ja que Ang [Sa2] = ={Y, Z}. Finalment, G[S3] = {W} és trivialment un W-rooted
C-tree.

Vegem ara que G conté un hedge per a p(y | do(a)). Considerem el subgraf G[S1]. Aquest és un
{M3}-rooted C-forest i, a més, es compleix que {A} N'S; # @. Considerem ara el subgraf H format
tnicament pel node M i sense cap aresta.

Aleshores, H és també un {M}-rooted C-forest”’, i tenim {A} N Vi = {A} N {M} = @i H C G[S1].
D’altra banda, tenim que {M} C Angz, ja que el cami dirigit M — W — Y queda intacte. Per tant,
{M}c Angz. Per tot plegat, tenim que la parella (G[S1], H) forma un hedge per a p(y | do(a)) en G. Pel
criteri d’identificacié mitjangant hedges, concloem que 'efecte causal p(y | do(a)) no és identificable.

Teorema 5.9 (Criteri d’identificacié de hedges [SP06, Cor. 3]; [SP08, Th. 19]). Siguin X,Y € V dos con-
junts disjunts de variables. Aleshores, p(y | do(x)) és identificable a partir de p(v) en una CBN semi-Markoviana
(G, P.) si, i només si, G no conté cap hedge per a p(y’ | do(x")), per a qualssevol X’ CXiY CY.

5.2
ArcorisMmes ID 1 IDC

Aquesta seccié converteix la teoria de la identificacié en un procediment efectiu. L'objectiu és entendre
com I'algorisme ID descompon una consulta p(y | do(x)) fins a obtenir una expressié observacional, o bé
detecta una obstruccio de tipus hedge; després veurem com IDC redueix el cas condicionat p(y | z, do(x))
al cas anterior.

Els criteris back-door i front-door donen dues portes d’entrada (mai millor dit) al problema d’identificacid,
pero no exhaureixen tots els casos possibles. En grafs grans, buscar una derivacié manual de 1’estimand
pot convertir-se rapidament en una tasca complicada. Els algorismes ID i IDC resolen justament aixo:

20 Com que el graf trivial amb un tinic vertex és connex, H és una C-component trivial i, a més, un {M }-rooted C-forest.
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substitueixen la cerca manual per una descomposicié guiada per C-components i, quan la consulta no

és identificable, la fallada queda testimoniada per una obstruccié de tipus hedge [SP06; SP08; SP12].

Lema 5.10 (Factoritzacié per C-components, [TP02, Lem. 1]; [Bar+20, Ap. D, Th. 11]). Sigui(G, P.) una
CBN semi-Markoviana, amb diagrama causal G = (V,E), i sigui C(G) = {G[S1], ..., G[Sk]} la particié de G
en C-components maximals. Aleshores la PMF observacional p(v) factoritza com:

k
pv) = | p(sj | do(v \'s))).
j=1

A més, cada factor és identificable a partir de p(v) i es pot escriure, per a qualsevol ordre topologic fixat, com

p(sjldo(w\s)) = [ ] ploilvi™),

{ilvies;}

Equivalentment, si C'¥) és la C-component de V; en G[V), llavors p(v; | vi=V) = p(v; | Vpa+), on Pa; és el
conjunt de pares estesos de la definicié 2.23.

L'aALcorisMmE ID

L'algorisme ID 1 rep una consulta p(y | do(x)), p(v) i el diagrama causal semi-Markovia G. La seva
sortida és una expressio en termes de p(v) o bé una fallada de la forma FAIL(G’, G’[S]) en alguna crida
recursiva; d’aquesta parella de grafs se'n poden extreure dos C-boscos que formen un hedge. En el
pseudocodi segiient, si A = Ang , llavors p(a) denota la marginal de p sobre els avantpassats de Y, i
C(@GIV\X]) ={G[S1],...,G[Sk]} denota la partici6 en C-components maximals del subgraf induit.

En el mateix article on es va presentar 1’algorisme ID [SP06], els autors van demostrar que és correcte i
complet, és a dir, que retorna una expressio correcta quan la consulta és identificable i, quan no ho és,

garanteix la no-identificabilitat.

Teorema 5.11 ([SP06, Lem. 3, Th. 5, Cor. 2]). ID sempre acaba, quan retorna una expressio per a p(y | do(x))

aquesta és correcta. Es un algorisme complet.

Linies 2-4. Es el cas base més senzill. Si X = 0, no queda cap intervencié per eliminar: la consulta

p(y | do(0)) és simplement la marginal p(y). Per tant, la sortida és X\, p(v).

Linies 5-8. Posem A := Ang . Per definici6, A és el conjunt de variables des de les quals existeix un
cami dirigit cap a algun node de Y. En particular, si V; € AiV; — V;, aleshores V; € A. Equivalentment,
no hi ha cap aresta dirigida de V' \ A cap a A. Aix0 permet reduir el problema d’identificacié a G[A].
Les variables de V' \ A no poden aparéixer com a predecessors dirigits de cap variable de A i, per
tant, les intervencions sobre variables fora de A no poden modificar la llei intervinguda de Y. Aixi,
P(y | do(x)) = P(y | do(xNa)); el subproblema en G[A] pren com a distribuci6 observacional la marginal
p(a) = 2y\a P(v) (en el cas discret), amb a un valor d’A, i només conserva les intervencions dins d’A. El

lema segtient formalitza que aquesta reducci6 preserva l'efecte causal que es vol identificar.
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Algorisme 1 ID: identificacié de p(y | do(x))

Entrada: Conjunts disjunts Y, X C V, p(v) i diagrama causal semi-Markovia G = (V, E).

Sortida: Expressi6 de p(y | do(x)) en termes de p(v), o bé una fallada de la forma FAIL(G’, G’[S]).
1: function ID(Y, X, p, G)
2: if X = () then

3: return X\, p(v)
4: end if
5: ifV # An% then
6: A« Ang
7: return ID(Y, XN A, p(a), G[A])
8: end if
9% W e (V\X)\AnSX
10: if W £ () then
11: return ID(Y, XUW, p,G)
12: end if
13: if C(G|V\X]) ={G[S1],...,G[Sk]} amb k > 1 then
k
14: return Z HID(Sj,fV \Si,p,G)
v\(yux) j=1
15: end if

16: Sigui C(G[V \ X]) = {G[S]}
17: if C(G) = {G} then

18: return FAIL(G, G[S])
19: end if
20: if G[S] € C(G) then
21: return Yq\y [Tiv.esy P(0i | v(i-1)
22: end if
23: if existeix S’ tal que S € S’ i G[S’] € C(G) then
2 g [] pils@,vi\s)
{i|vies’}
25: return ID(Y, XN S’, q,G[S’])
26: end if

27: end function

Lema 5.12 ([SP06, Lem. 5]). Sigui A = Ang . Aleshores p(y | do(x)), calculat a partir de p(v) en G, coincideix
amb p(y | do(x N a)), calculat a partir de p(a) en el subgraf induit G[A].

Linies 9-12. Es fa servir el graf mutilat Gy. El conjunt W = (V \ X) \ A, on en aquest cas A = An%,
conté variables que, un cop feta la intervencié sobre X, tampoc poden afectar Y. Per la regla 3 del

do-calculus, intervenir sobre aquestes variables no canvia p(y | do(x)).

Lema 5.13 ([SP06, Lem. 6]). Sigui W= (V\X)\ A, on A = An%. Aleshores, per a qualsevol valor w de W,
p(y | do(x)) = p(y | do(x), do(w)).

Notem que 5.13 no tria cap valor concret per a la intervencié do(w): afirma que, per a qualsevol valor

admes w, la distribucié p(y | do(x)) no en depen.
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Linies 13-15. Si després d’eliminar X el subgraf G[V \ X] es trenca en diverses C-components, el
problema es pot separar en factors independents en el sentit del lema 5.10. Es el cor recursiu de

l'algorisme:

k
piyldok)) = > [ |p(sjldo(v\s)).
v\(yux) j=1
Cada factor és una nova consulta causal del mateix tipus, pero sobre una component més petita. Aquesta
és la rad per la qual ID és recursiu: la identificacié global es transforma en una col-leccié de problemes

locals.

Lema 5.14 ([SP06, Lem. 4]). Sigui C(G[V \ X]) = {G[S1], ..., G[Sk]}. Aleshores

k
pyldoe)= > [ ]p(s;1dotv\s)).

v\(yUx) j=1

Sila condici6 anterior no es compleix, el graf G[V \ X] (el subgraf amb variables que 1o estem intervenint)
té una tinica C-component G[S]. A partir d’aqui apareixen tres possibilitats.

Linies 16-19. G és una tinica C-component, pel que no hi ha manera de descompondre el problema.
Aquestes linies impliquen l'existéencia de dos C-boscos que formen un hedge i, pel criteri de 5.9, la
consulta no es pot expressar només amb p(v).

Teorema 5.15 ([SP06, Th. 6]; [SP08, Th. 39]). Suposem que una cridadel’algorisme ID falla i retorna FAIL(G, G[S]).
Aleshores existeixen X’ CXiY' CY tals que G i G[S] contenen dos C-boscos F i ¥ que formen un hedge per

ap(y | do(x')).

Linies 20-22. Com C(G[V \ X]) = {G[S]} per la linia 16, tenim V \X =S <= X =V \S. Enaquest
cas tenim que G[S] € C(G), pel que les variables de S estan connectades per camins bidireccionals
(pero no tenen cap aresta bidireccional amb variables de X). Com que la consulta només demana Y C S,

marginalitzem les variables de S \ Y i apliquem la segona part de 5.10:

p(y| do() = p(y | do(v\s) = > p(s|dow\s) = > [ | pi v

s\y s\y {i|VieS}

Linies 23-25. Cobreixen el cas intermedi. La component G[S] no és maximal dins de G, pero esta
continguda en una C-component maximal més gran G[S’]. Intuitivament, aquesta linia diu que abans
de resoldre S cal recuperar el bloc de confusié més gran; les intervencions sobre V \ S’ queden
incorporades en q. El lema segiient és la traduccié de [SP06, Lem. 8]: 1"altima crida recursiva no canvia
la distribucié intervinguda que es vol calcular, siné que la reexpressa dins de la C-component maximal
S’

Lema 5.16 ([SP06, Lem. 8]). En una crida de I'algorisme ID amb X N'Y = 0, suposem que C(G[V \ X]) =
{G[S]}, que G[S] ¢ C(G), i que existeix S’ amb S C S" i G[S'] € C(G). Posem Xext = X\ S" i Xint =X NS, i
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eSCrivim Xext = XX,y Xint = XX;q 1 8’ = Vsr. Definim:

q&)= [ plilsD, vy,

{ilvies’}

Denotem per p les probabilitats calculades en el problema reduit amb graf G[S’] i expressié d’entrada q. Aleshores

p(y | do(x) = " (s | do(xint))-

s\y

Es a dir, la consulta p(y | do(x)) en el problema original coincideix amb la consulta reduida que calcula
ID(Y/ Xint/ Z[;Ig[s,])'

L’aALcorisME IDC

L'algorisme ID resol consultes de 1'estil p(y | do(x)); ara bé, sovint la pregunta causal que ens ocupa té
la forma p(y | z, do(x)), és a dir, volem ’efecte d’una acci6 en un context on s’observen certes variables.
Aquest condicionament pot fer identificable una consulta que sense condicionar no ho era, perd també
pot obrir dependéncies que dificultin la identificacié [SP12]. L'algorisme IDC estén 1'ID per resoldre
aquests casos en dues fases [SP’12; SP08]. Primer, examina les variables de Z una a una i aplica la regla
2 del do-calculus sempre que sigui possible, convertint observacions en intervencions quan el graf ho

justifica. Quan ja no es pot fer cap conversié més, aplica la definicié de probabilitat condicionada:

_ p(y,2] dox)
ply | do, 2) = S o,

Aquesta igualtat s’entén per als valors z tals que p(z | do(x)) > 0. D’aquesta manera, IDC redueix
el problema condicionat a una crida d’ID sobre la distribucié intervinguda conjunta i normalitza el
resultat dividint per la marginal del denominador. La clau és que la part dificil torna a ser una consulta

no condicionada; si aquesta conjunta no és identificable, tornem a obtenir un hedge.

El punt subtil és que aquesta primera fase no depen de l'ordre arbitrari amb que mirem les variables de
Z. Les aplicacions successives de la regla 2 permeten traslladar a I'operador do(-) totes les variables de Z
que satisfan la condici6 grafica corresponent. Quan aquest conjunt maximal ja s’ha esgotat, les variables

condicionants restants no poden eliminar-se per aquesta via, i IDC continua amb una crida a ID.

Lema 5.17 (Reducci6 del cas condicionat [SP12, Cor. 11 Th. 6]). Sigui Zy C Z el conjunt maximal de vari-
ables condicionants que poden ser convertides en intervencions mitjangant aplicacions successives de la regla 2 del
do-calculus, i sigui zg = zz,. Aleshores

p(y | z,do(x)) = p(y | z \ 20, do(x U z9)),

i la consulta condicionada original és identificable si, i només si, ho és la conjunta intervinguda

p(y,z\ zo | do(x U zg)).
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Algorisme 2 IDC: identificacié de p(y | z, do(x))

Entrada: Conjunts disjunts Y, X,Z C V, p(v) i diagrama causal semi-Markovia G = (V,E).
Sortida: Expressio de p(y | z, do(x)) en termes de p(v), o bé una fallada propagada per ID.
1: function IDC(Y,X,Z,p, G)
2: if existeix Z € Z tal que Y Loy, 2 | X,Z\ {Z} then
3 return IDC(Y, XU {Z},Z\ {Z},p, G)
4: else
5 p ID(Y/U Z,X,p,G)

6: return

p
Zy’ p/
7: end if

8: end function

Linies 2-3. La primera branca d'IDC aplica la regla 2 del do-calculus. Si existeix Z € Z tal que
Y Lg., Z|X,Z\{Z}, aleshores observar Z = z és equivalent, per a aquesta consulta, a intervenir sobre
Z amb valor z:

p(y |z, do(x)) = p(y | 2\ {z}, do(x), do(2)).

La condici6 grafica es comprova en el graf mutilat G5 . Les arestes bidirigides es conserven i continuen
representant confusi6 latent. Per tant, la condicié no afirma que Z sigui irrellevant en el graf original,
siné que, després de les intervencions ja imposades i condicionant per la resta de variables observades,
substituir 'observaci6 de Z per la intervencié do(Z) no altera la distribucié de Y. En aquest cas, IDC

trasllada Z de Z a X i repeteix el test fins que cap variable condicionant restant satisfa la condicio.

Linies 4-6. Quan ja no queda cap variable condicionant que es pugui convertir en intervencio, entra
en joc el lema 5.17. IDC demana a ID una expressio per a la conjunta intervinguda p(y, z | do(x)). Si

aquesta crida falla, IDC propaga la fallada; si té éxit, normalitza:

p(y, z | do(x))
y P(y' 2| do(x))’

p(y |z, do(x)) = 5

on Xy p(y’,z | do(x)) = p(z | do(x)) > 0. Es important que la suma del denominador sigui sobre els
valors de Y, no sobre Z: z és el context que mantenim constant. Aixi, la sortida d'ID per a la conjunta
p(y, z | do(x)) es transforma en una distribucié condicionada normalitzant sobre el suport rellevant de
Y.

De manera similar a I'ID, els autors de I'IDC van demostrar que és correcte i complet a [SP’12].

Teorema 5.18 (Correctesa i completesa d'IDC [SP12, Th. 7 i Th. 8]). IDC sempre acaba, quan retorna una

expressié per a p(y | z, do(x)) aquesta és correcta. Es un algorisme complet.
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5.3

PARADOXA DE SIMPSON

Usem la paradoxa de Simpson per separar tres qiiestions: la reversio estadistica que apareix en agregar
estrats, les condicions algebraiques que la fan possible i la decisié causal de si cal ajustar o no per lestrat.

La paradoxa de Simpson és una reversié d’associacié produida per agregacié: una relacié que té una
direcci6 dins de cada estrat pot tenir la direcci6 contraria quan col-lapsem sobre els estrats (és a dir,
quan fem una lectura agregada) [Sam93, p. 81]; [SW21, Sec. 2.1]. Simpson ho va il-lustrar amb taules
2 X 2 X 21ivaremarcar que amalgamar taules pot canviar-ne la interpretacié [Sim51, pp. 240-241]. El
punt important, sobretot en un context causal, és que no hi ha una regla purament estadistica que digui
sila taula agregada és sempre preferible a les taules estratificades, o a l'inrevés [SW?21, Secs. 3.3-3.4];
[Peal9, Sec. 6.1].

Definici6 5.19 (Reversi6 d’associacio [Sam93, p. 81]). En una taula 2 X 2 X k, hi ha reversié d’associacié

quan la direcci6 de I'associaci6 entre dues variables canvia en col-lapsar sobre una covariable Z.

Exemple 5.20. Considerem 52 pacients: 40 reben tractament i 12 formen el grup control. La taula
mostra els resultats separats per génere. Es la mateixa mena de reversié que Pearl presenta a [Pea(9,
Ch. 6], pero amb el signe invertit: aqui el tractament sembla pitjor en ’agregat i millor dins de cada
estrat, mentre que la versio tipica fa I’eleccié oposada. Les dues formes sén matematicament equivalents,

perqué intercanviar tractament/control o exit/fracas canvia el signe de ’associaci6 pero no el fenomen

d’agregacio.
Poblacié completa, N = 52 Homes (M), N =20 Dones (-M), N =32
Exit (S) Fracas (=S) Taxa S =S Taxa S =S Taxa
Tractament (T) 19 21 0.475 (47.5%) 8 5 0.615(61.5%) 11 16 0.407 (40.7%)
Control (-T) 6 6 0.500 (50.0%) 4 3 0.571(57.1%) 2 3 0.400 (40.0%)

Taula 5.1: Reversi6 d’associaci6 en una taula 2 X 2 X 2: el tractament té una taxa d’exit superior dins de
cada estrat, pero inferior a la taula agregada. Variant amb signe invertit del cas artificial de Simpson
[Sim51, pp. 240-241].

Si mirem només la poblacié completa, el medicament sembla perjudicial: 33 = 0.475 (47.5%) dels
pacients tractats es recuperen, davant de 5 = 0.500 (50.0%) dels pacients no tractats. En canvi, dins
de cada estrat el signe s'inverteix: & > 2 i 11 > 2. Per tant, la lectura agregada i l'estratificada donen
signes oposats per a la diferéncia de taxes d’exit. Aixi, sembla que estratificant el tractament és més

beneficiés que si no ho fem.

Per separar el fenomen estadistic de la seva interpretaci6 causal, primer reescrivim 1’exemple com
una operacio sobre taules de contingéncia, el llenguatge estadistic natural per a variables categoriques
[Vil24a, Sec. 4.4]; cf. B.8. Sigui D; = (a;, b, ¢;, d;) la taula 2 X 2 del i-ésim estrat, amb primera fila T i

segona fila =T
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Poblacié D = D1 + D, Subpoblacié D; Subpoblacié D,

S =S S =S S =S
Tractament (T) a1+ as b1 + by ai by as by
Control (‘!T) c1+Co di +dp C1 dq Co ds

Taula 5.2: Representaci6 abstracta d’una taula de contingencia 2 X 2 amb dues subpoblacions. En
l’exemple: (Cll, bl, C1, dl) = (8, 5, 4, 3) i (ﬂz, b2, Co, dz) = (11, 16, 2, 3)

Nota 5.21 ((GMS87]). Sigui D; = (a;, bi, ci, d;), i =1,...,n,lataula 2 X 2 de contingéncia corresponent a
la i-esima de n subpoblacions matuament exclusives i conjuntament exhaustives (és a dir, que formen
una particio de la poblacid), tals que a;b;c;d; # 0 per a tot i. Sigui N; = a; + b; + ¢; + d; la mida de la
mostra de la i-esima subpoblacié i N = ). ; N; la mida de la mostra de tota la poblaci6.

L'amalgamacié és un procés pel qual obtenim una taula agregada

A=(AB,CD)=(>a, > b, ¢, dil,

talqueA+B+C+D = N.

Ara bé, la reversié que hem vist en el nostre exemple és un cas particular d'un fenomen més ampli.
[GMB87, pp. 694-695] en diuen paradoxa d’amalgamacié: una mesura d’associacié de D pot quedar fora

del rang de les mesures dels D;.

Definici6 5.22 (Mesura d’associacié [GM87]). Una mesura d’associacié és una funcié a definida sobre
taules 2 X 2 que pren el valor 0 quan no hi ha associaci6 entre les dues variables de la taula. En el cas

d’una taula D; = (a;, b;, ¢, d;), aquesta situaci6 correspon a
aidi = biCi.

Seguirem la convencié que a(D;) > 0 indica associaci6 positiva i a(D;) < 0 associacié negativa. Algunes
de les més usades sén [SW21]:

T = a_c 7W:tzd—bc i = log a .c+d
a+b c+d N2 a+b c

nwzlog( a M) nOzlogﬂ TCCZIOg( d .a+b)
a+c b be c+d a

[GMS87, pp. 698-701] estudien, entre d’altres, diferencies de proporcions, mesures de Yule, raons

d’avantatges i pesos d’evidéncia; 'amalgamacié no es comporta igual per a totes elles.

Definici6 5.23 (Paradoxa d’amalgamaci6). Sigui a una mesura d’associaci6 per a taules 2 X 2 i sigui
D = }}; D; la taula agregada. Diem que hi ha paradoxa d’amalgamacio si

a(D) > max a(D;) o bé a(D) < min a(D;).
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La definici6 depéen de la mesura a. Per a una taula D; = (a;, b;, c;, d;), la comparacié associativa de taxes
d’exit entre tractament i control queda determinada pel signe de
ai Ci
a; +b; c; +d; ’

Com que tots els denominadors sén positius,

ai Ci
>
a; + bi c; + di

— LZZ'(CZ' + di) > ci(ai + bi) — Ell'dl‘ > bjCl'.

Per tant, en aquest cas discret, la direccié de 1’associacié també es pot llegir amb el signe de a;d; — b;c;.
En el nostre exemple, 8 -3 >5-4, 11-3 > 16 - 2, pero a la taula agregada 19 -6 < 21 - 6.

Corol-lari 5.24 (Condici6 d’enllac doble [Sam93, pp. 81-83]). En una taula candidata a reversié d’associacié
en el sentit de 5.19, no pot aparéixer reversio si la covariable Z no estd doblement enllagada amb (T, S). Es a dir,

la reversié queda descartada si es compleix almenys una de les condicions segiients:

Z UpT, Z 1UpS§, ZJ.LpSlT, ZJ.LpTlS.

El doble enllag és una condici6 estadistica necessaria per a aquesta mena de reversio, perd no decideix cap
pregunta causal. Enl’exemple, el génere esta associat amb el tractament i amb el resultat: P(T | M) = %,
mentre que P(T | -M) = %, i les taxes de recuperacié també varien entre estrats. Aixd explica com
pot apareixer la reversié. No diu, encara, si cal agregar o estratificar. De manera similar, saber que hi
ha paradoxa d’amalgamaci6 en el sentit de 5.23 és un diagnostic estadistic sobre la mesura «, no una

resposta causal.

Exemple 5.25 (5.20, continuacid). Seguint les condicions de reversi6é d’associacié de Samuels per a
taules 2 X 2 X k [Sam93, pp. 82-83], amb D; = homes i D, = dones, posem

gi=P(T=1|Z=1i),
pi=P(S=1|T=0,Z =),
Ai=P(S=1|T=1,Z=i)-p;.

Aleshores
13 27 4 2 8 4 1 2
N=39 273 P1=7 P73 1= 13~ 7 ¥ 00440, 2= 57— 5 =000

Es a dir, dins de tots dos estrats el tractament té associacié positiva amb la recuperacié. En canvi, a
l'agregat: 1—(9) — & = —0.025. Samuels [Sam93, pp. 82-83] dona condicions necessaries i suficients perqueé
es produeixi aquesta reversio en taules 2 X 2 X k. En aquest exemple, la distribuci6 del tractament entre

estrats és prou desigual perque ’associacié marginal acabi tenint el signe contrari.

Nota 5.26 (Disseny de mostreig). Samuels distingeix entre reversié poblacional i reversié produida pel
disseny de mostreig. Amb mostreig aleatori simple, o amb alguns dissenys producte-binomial, les
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freqiiencies esperades no presenten reversio si la poblaci6 original tampoc en presenta’’; amb mostreig
aparellat per estrats (matching), la reversié queda descartada tant a la mostra com a la taula [Sam93,
p. 84, Corol-laris 2.7-2.8]. En una linia semblant, Good i Mittal [GCM87, pp. 696-703] estudien quan
I’amalgamaci6 preserva el signe de 'associacié: segons la mesura utilitzada, poden ser suficients
condicions d’uniformitat per files, per columnes o per totes dues. Tot plegat mostra que la possibilitat
de col-lapsar una taula depen de tres elements: la mesura d’associaci6, el disseny de mostreig i la

pregunta que es vol respondre.

La pregunta causal no és quina associaci6é cal mirar, siné quin estimand volem. La quantitat
P(S =1|T =t) és associativa: descriu la taxa d’éxit entre els individus observats amb T = t. En
canvi, P(S = 1| do(T = t)) és intervencional: descriu que passaria si forcéssim el tractament a valer ¢
en la poblacié. Pearl formula la seleccié de covariants com un problema causal, no només estadistic
[Pea09, Sec. 3.3]. La mateixa distinci6 es pot expressar dient que Z pot tenir rols causals diferents: causa
comuna, mediador, descendent o col-lisionador [SW21, Secs. 3.2-3.4].

Proposici6 5.27 (Sure thing principle [Pea09, Sec. 6.1.4]). Suposem que Z pren un nombre finit de valors. Si,

per a tot z amb probabilitat positiva,
P(S=1|do(T=1),Z=2z)>P(S=1|do(T =0),Z =z),
i la intervencid sobre T no canvia la distribucié dels estrats,
P(Z=2z|do(T=1))=P(Z=2z|do(T =0)) =P(Z = z),

aleshores
P(S=1|do(T =1)) > P(S§ =1]|do(T =0)).

Exemple 5.28 (5.20, continuacid). Suposem que Z és una variable pretractament que afecta tant 1’assig-

naci6 efectiva al tractament com el resultat, com representem a la figura 5.2.

estrat

O——©

tractament resultat

Figura 5.2: Exemple de Simpson quan ’estrat Z actua com a causa comuna de tractament i resultat.

El cami T « Z — S és un cami back-door entre T i S. Com que Z no és descendent de T i bloqueja

aquest cami, Z satisfa el criteri de la porta enrere respecte de (T, S), en el sentit de 2.29. Pel teorema

21 Es a dir, el mostreig aleatori per si sol no crea la paradoxa de Simpson en les freqiiéncies esperades a menys que el fenomen
ja existeixi en la poblacié general que s’esta estudiant
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d’ajustament 2.31, I'efecte causal és identificable mitjan¢ant

P(S=1|do(T =t)) = ZP(S =1|T=t2Z=2)P(Z=2z).
z
Per tant, l'efecte causal ajustat és:

p(5:1|dO(T:1))_P(S:1|dO(T:O)):(8 20 11 32)_(4 20 2 32

Fixem-nos que 1'efecte és positiu, encara que l’associacié marginal sigui negativa.

Observaci6 5.29. Aquesta conclusié depén del model causal assumit. Si Z és un factor de confusi6
observat, podem ajustar per Z i aix0 significa que podem tancar el cami de porta enrere. Si Z és un
mediador, un descendent del tractament o un col-lisionador, el mateix ajustament podria eliminar part
de l'efecte causal o introduir biaix. Pearl subratlla precisament aquest punt a [Pea09, Sec. 6.1.3]: una
mateixa distribucié observacional pot ser compatible amb estructures causals diferents, per exemple
amb Z com a confusor, com a variable posttractament o com a variable que només actua sobre el
tractament. La taula, doncs, no és capag de resoldre aquesta qiiesti6 per nosaltres perqueé treballa a
nivell associatiu; ens cal una hipotesi causal [Pea09, Sec. 3.3]; [SW21, Secs. 3.3-3.4].
54
ApMiIssIONS A BERKELEY (1973)

Apliquem la part teorica a les admissions de Berkeley separant tres plans: I'associacio estadistica marginal
i estratificada, la formulacié de prequntes causals amb do(-) i la identificabilitat d’aquestes preguntes amb
ID/IDC.

Per tancar el treball, apliquem la teoria desenvolupada al cas classic de les admissions de postgrau a
Berkeley 1'any 1973 [BHO75]. L'estudi original analitza 12 763 sol-licituds a 101 unitats de postgrau,
segregades per genere i departament, amb 1’'objectiu de determinar si hi ha hagut algun tipus de biaix

de selecci6 que involucri el genere.

No podem decidir amb una sola taula si les dones han patit discriminacié respecte als homes en les
admissions de postgrau a Berkeley. Hem de mostrar per qué aquesta pregunta necessita un estimand i
un model causal explicits. La versié completa amb els calculs, el codi Python, les taules i les figures, aixi
com l'analisi estadistica i altres explicacions detallades, es troba al fitxer berkeley. ipynb del repositori
del treball”.

Aqui treballarem amb UCBAdmissions, la versié reduida més habitual, que conserva els sis departaments
més grans i agrega 4526 sol-licituds segons admissié Y, génere G i departament D. Per a la lectura
estadistica fem servir les eines de taules de contingencia recollides a la seccié B.8. En la taula marginal,
la taxa d’admissi6 dels homes és superior a la de les dones: % ~ 0.4452 (44.52%) contra % ~ 0.3035

(30.35%). El contrast y-quadrat de Pearson d’independencia entre G i Y rebutja clarament la hipotesi

22https://github.com/mariovilar/TFG/blob/main/berkeley.ipynb.
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nul-la (X2 ~ 92.205, p ~ 7.81 - 10722). Usant (B.1), veiem que en aquesta taula 2 x 2, el recompte esperat
més petit és el de dones admeses, % ~ 711.5, molt per sobre del llindar practic de 5 indicat a B.98.
El punt delicat de I'exemple no és el calcul del p-valor marginal, siné en com l'interpretem en preséncia
d’estratificacié per departament. LOR marginal és

— 1198 - 1278
R =— """ ~1.84.
ORmarg 1493 - 557 8

Aquesta lectura que estem fent, pero, és només a nivell associatiu: descriu com estan distribuides les

admissions observades, perod encara no estima cap intervencio.

Quan estratifiquem per departament, la interpretacié canvia. Les taxes d’admissi6 varien molt entre
departaments: els departaments A i B admeten al voltant de 64% i 63% de les sol-licituds, mentre
que el departament F només n‘admet 6.4%. A més, homes i dones no es distribueixen igual entre
departaments: aproximadament 30.7% dels homes sol-liciten el departament A, pero només 0.059
(5.9%) de les dones ho fan; en canvi, les dones es concentren més en departaments més selectius. La

taxa marginal és la mitjana ponderada de les condicionades segtient:

P(Yzl|G:g):ZP(Y:1|G:g,D:d)P(D=d|G=g),
d

que és una aplicacié directa de la probabilitat total condicionada [San99, Sec. 1.5]. Per aixo, dues
poblacions amb taxes estratificades semblants poden tenir taxes marginals diferents si els pesos
P(D =d | G = g) son diferents. Aquesta és justament 1’explicacié qualitativa que es destaca a [BHO75,
pp. 399—-400]: la proporcié de dones sol-licitants tendeix a ser més alta en departaments dificils d’entrar.

‘ 82.4%

80%

\

s O m Homes
i [39) —
< © = Dones

60%

36.9%

40%

34.1%
33.1%
34.9%

27.7%

Taxa d’admissio

23.9%

20% ~°
5
0% |
A B C D E F

Departament

Figura 5.3: Taxa d’admissi6 per geénere i departament en UCBAdmissions.

El cas no és una reversi6é de Simpson perfecta en tots els estrats, perque els departaments C i E mantenen
la direccié d’associacié (és a dir, el signe de la mesura a emprada). Tot i aixi, mostra el fenomen
caracteristic de la paradoxa: ’associacié marginal canvia significativament quan condicionem per una
variable estructural. Amb la notaci6 T; = (a;, b;, c;, e;) per a la taula 2 X 2 de cada departament, el signe
de aje; — b;c; afavoreix els homes a la taula agregada, pero afavoreix les dones als departaments A, B, D
iF.
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Per resumir ’evidencia estratificada, usem 1'estimador de Mantel-Haenszel de I’OR comuna i el contrast
de Cochran-Mantel-Haenszel de les definicions B.100 i B.101. Si al departament d escrivim la taula

2 X 2 com
Y=1 Y=0

G =home a4 ba
G = dona C4 ed

I’OR departamental és c’ﬂzd = %. En les dades, I’OR comuna de Mantel-Haenszel és C/)T{MH ~ 0.905,
amb interval de confianca [0.772,1.060] i p = 0.217; aixi, després d’estratificar no queda evidencia clara
d’una associacié comuna forta en favor dels homes. En canvi, el test de Breslow—Day-Tarone dona
p = 0.002, de manera que la hipotesi que 1'odds ratio entre genere i admissi6 és el mateix dins de tots
els departaments és poc plausible [BD80]. Estratificar ajuda, perd resumir els sis departaments amb

una tnica OR també és una simplificacio.

PREGUNTES CAUSALS

La pregunta «hi ha discriminaci6?» no té una tnica traduccié matematica. En aquesta memoria

considerem quatre consultes:

1. P(Y | do(G = §)): quina seria la taxa d’admissio si intervinguéssim per fer que tots els candidats fossin
del génere g?

2. P(Y | do(G = g), D = d): si agafem les persones que van sol-licitar entrar al departament d (ho observem:
D = d), qué passaria amb la seva admissié si només intervinguéssim en el seu génere (do(G = g))?
Aquesta pregunta busca saber si, observada la tria del departament, el comite d’aquell departament
especific jutja de manera diferent depenent del génere.

3. P(Y | do(G = g),do(D = d)): obliguem algii a ser del génere g i a més I'obliguem a sol-licitar plaga al
departament d. Serveix per aillar el biaix institucional d’un departament, ignorant completament

les tendencies i preferéncies previes dels sol-licitants.

4. P(Y | do(D = d)): si simplement obliguéssim tota la poblacié a demanar plaga al departament d, quina
seria I'admissio global?

Aquestes quatre quantitats, com és evident, no tenen el mateix contingut causal. La figura 5.4 separa
dues hipotesis causals. A la subfigura (a) suposem un SCM Markovia M, sense confusor latent entre

departament i admissi6; per tant, en la notacié dels capitols 1 i 2 tenim QA_;(O = Qﬁo =GM,-

Les subfigures (b) i (c) no sén una altra manera de dibuixar My, siné un segon SCM M; amb les
mateixes variables observades i un factor latent U entre D i Y. En (b) es mostra ngl, on el confusor
apareix explicitament; en (c) es mostra el diagrama causal G ¢, induit per la projeccié latent sobre les
variables observades.

En la CBN Markoviana de la figura 5.4a, totes aquestes consultes sén identificables. En canvi, en
el segon model, la projeccié latent conté el bow D — Y i D < Y. Aleshores les consultes que
intervenen el departament deixen de ser identificables només amb la distribucié observacional: el
subgraf H = G[{D, Y}] conté un hedge format per ¥ = ({D,Y},{D - Y,D & Y} iF’ = ({Y},0).
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(a) Diagrama causal Markovia. (b) Confusor explicit. (c) Projecci6 latent.

Figura 5.4: Tres diagrames per a dues hipotesis causals sobre el cas Berkeley. La subfigura (a) representa
un SCM Markovia My. Les subfigures (b) i (c) corresponen a un altre SCM M; amb confusi6 latent
entre D i Y: (b) en mostra el graf augmentat Q/J\r/h i (c) en mostra el diagrama causal G, obtingut per
projecci6 latent sobre les variables observades.

Fem 1’execuci6é amb el paquet Python causaleffect, que implementa ID i, quan rep una consulta
condicionada, IDC [PVP21]. El fragment conceptualment rellevant del notebook és:

DAG = createGraph(["G->D", "D->Y", "G->Y", "D<->Y"])

ID({"v"}, {"G"}, DAG)
IDC{"Y"}, {"G"}, DAG, cond={"D"})

IDC{"Y"}, {"G", "D"}, DAG)
IDC{"Y"}, {"D"}, DAG)

Les dues primeres consultes sén identificables; les dues tltimes haurien d’arribar al cas de no-
identificabilitat. La taula 5.3 resumeix 1’estimand que hauriem d’obtenir quan la consulta és identificable

i quan no ho és.

Consulta Lectura CBN Markoviana CBN semi-Markoviana amb
DeY

P(Y | do(G = g)) Que canviaria en I'admissio si PY|G=g). PY|G=g).
intervinguéssim el génere a g.

P(Y|do(G =g),D =d) Que canviaria, a més, dins dels P(Y|G=g,D=d). P(Y|G=g,D=d).
sollicitants que han triat d.

P(Y |do(G = g),do(D = Queé passaria intervenint alhora el P(Y|G=g,D=4d). no identificable.

d)) génere i el departament.

P(Y | do(D = d)) Quina admissi6 tindriem si tothom ¥, p(¢)P(Y|D =d,G = g). no identificable.

sol-licités d.

Taula 5.3: Comparaci6 entre les consultes causals i els estimands obtinguts al notebook.
En el nostre graf G no té pares; per aixo observar G = g i intervenir formalment sobre G = g s6n
equivalents. La diferencia substantiva apareix amb D: observar que una sollicitud és al departament

D = d també pot informar sobre variables latents que n’han condicionat 1’elecci6, mentre que do(D = d)
talla aquest mecanisme.
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En la CBN Markoviana, la darrera fila de la taula és una estandarditzacié per genere:

P(Y:lldo(D:d)):ZP(G:g)P(Y:l|D:d,G:g),
8

amb pesos de genere estimats per P(G = home) = 291 P(G = dona) = 185 Si substituim també

les probabilitats condicionals per les freqiiéncies observades dins de cada departament, obtenim

l’estimador:

~ 2691~ 1835 ~
04 = MP(Y—”D —d,G—home)+MP(Y—l|D =d,G = dona).

Per als sis departaments de UCBAdmissions, aix0 dona:

d A B C D E F
§d 0.7031 0.6505 0.3576 0.3384 0.2620 0.0636

Aquests valors no s’han de traslladar a la CBN semi-Markoviana amb D < Y, perqué alla la mateixa

consulta no és identificable.

Observaci6 5.30 (El bow il’error de causaleffect). Com ja hem explicat, les consultes amb do(D) en
la CBN semi-Markoviana haurien de retornar FAIL. El subproblema essencial és

H =G[{D,Y}], D—Y, DeovY.

Si intervenim D, aleshores C(H[{Y}]) = {H[{Y}]} i, alhora, C(H) = {H} perqué D i Y formen una
tinica C-component per l’aresta bidirigida. Es exactament el cas de fallada de 1'algorisme ID: la parella

F =D, Y} ,{D->Y, DoY)}, F' = ({¥},0)

és un hedge arrelat en Y que testimonia la no-identificabilitat [SP06; SP08].

En executar-ho, pero, causaleffect no retorna aquest FAIL, sin6 I'error d"igraph «Edge counts should
be non-negative, found —1». Si anem al codi o a la documentacié [PVP21, Sec. 4.2] veiem que una
aresta bidirigida es codifica internament mitjancant dues arestes dirigides auxiliars amb un atribut de
confusié. En presencia del bow D — Y i D < Y, la mutilaci6 associada a do(D = d) elimina només
una part de la bidirigida, i després la reconstruccié de les parts dirigida i bidirigida a partir de la
matriu d’adjacencia queda malformada. La conclusi6 teorica continua sent la mateixa (és a dir, no hi ha
estimand observacional per a aquestes consultes en aquest graf), ja que arreglant-ho s’arribaria al FAIL

en ambdds casos.

En definitiva, les dades agregades no proven si hi ha hagut discriminacié o no; tampoc proven que
no n'hi hagi pogut haver. El que mostren és que la taula marginal, les taules estratificades i les
consultes intervencionals responen preguntes diferents. La marginal resumeix una disparitat global
entre sol-licitants homes i dones; l'estratificacié per departament separa una part important de la
composici6 de les sol-licituds; i les expressions amb do(-) obliguen a precisar quin mecanisme volem

imaginar modificat.
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Per aix0 no n'hi ha prou amb triar entre «agregar» o «condicionar»: cal dir quin escenari causal fa

legitima aquesta tria.

El cas de Berkeley també il-lustra que una resposta negativa de 1’algorisme no és un fracas de 1’analisi,
sin6 informacio sobre els limits del que les dades observacionals poden determinar sota unes hipotesis
concretes. En la CBN Markoviana obtenim estimands senzills, mentre que en la CBN semi-Markoviana
amb D < Y les consultes que intervenen el departament queden bloquejades pel hedge. Aquesta
diferéncia no es veu només mirant percentatges, sin6 formulant la pregunta en el llenguatge causal
adequat. Aquesta és la lli¢6 aplicada de la paradoxa de Simpson: canviar de nivell d’agregacié pot
canviar l’associaci6, perd decidir quin nivell respon una pregunta causal exigeix hipotesis causals

explicites.
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Comencavem aquesta memoria explicant que Hume entenia la causalitat fonamentalment a través de la
regularitat. Aixo plantejava una tensié molt senzilla de formular i molt dificil de resoldre: les dades ens
mostren regularitats, pero les preguntes causals que nosaltres ens formulem parlen d’intervencions,

explicacions i mons que no hem observat.

Hem vist de primera ma que la distancia entre una associaci6 estadistica i una afirmacié causal no es pot
salvar només amb més dades. Una distribucié observacional pot mostrar correlacions, independencies i
patrons d’associacié molt rics, perd no pot, per si mateixa, fer afirmacions causals. Per moure’ns d’una
capa a l'altra necessitem hipotesis, coneixement extern i estructura causal. Per aixo 'objectiu principal
de la memoria ha estat construir un llenguatge matematic capag de fer explicites aquestes hipotesis i de

determinar quan una pregunta causal pot traduir-se en una quantitat estimable.

Hem separat els tres nivells de la jerarquia causal de Pearl: associaci6, intervenci6 i contrafactuals.
Aquesta distincié ha servit de bruixola per a tot el treball, perqué mostra per qué una distribucié
observacional pot respondre preguntes del primer nivell, perd no determina per si sola que passaria si
modifiquéssim el sistema. Hem formalitzat les eines grafiques basiques —xarxes bayesianes, d-separacio,
propietats de Markov, diagrames causals i models causals estructurals— fins arribar a la idea central
que un diagrama causal representa no només dependéncies, siné també els mecanismes: les funcions

estructurals.

Els criteris back-door i front-door, el do-calculus i, finalment, els algorismes ID i IDC, han permeés precisar
quan una intervencié pot reescriure’s en termes observacionals. Aquesta és una de les conclusions
conceptuals més importants del treball: identificar un efecte no vol dir estimar-lo encara, sin6 saber que
la pregunta causal esta determinada, al seu torn, per altres preguntes. La diferencia és que aquestes
noves preguntes si que poden respondre’s amb les dades disponibles, perqueé viuen dins la capa

associativa L.

El model de resultats potencials de Neyman-Rubin és l’altra cara de la moneda de la causalitat i ens ha
servit com el contrapunt matematic perfecte per a aquesta memoria. A la meva manera d’entendre,
la bellesa d’aquest treball rau justament en el fet que acabem el tercer capitol posant en comt dos

llenguatges que venen d’escoles completament diferents: la matematica-estadistica i la informatica.

Alla on Pear] escriu intervencions sobre variables, Neyman—Rubin compara resultats potencials d"una
mateixa unitat sota tractaments diferents. El problema fonamental de la inferéncia causal, els estimands
com SATE, PATE o PATT, la consistencia, la ignorabilitat i la positivitat mostren que aquesta formulaci6
és especialment natural per pensar en dissenys experimentals i observacionals. I, com déiem més
amunt, la comparaci6 posterior amb els SCMs i la derivacié contrafactual de la férmula front-door han
posat la cirereta al pastis, tot tancant el cercle: els dos llenguatges no competeixen, sin6 que il-luminen
parts diferents d"una mateixa estructura.
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També hem vist que en un experiment aleatoritzat, el mecanisme d’assignacié dona una justificacié
per poder comparar grups sense risc de biaix de confusi6 per variables no observades. En un estudi
observacional, pero, no tenim aquesta garantia, de manera que ens veiem obligats a dependre d hipotesis
fermes sobre com s’ha produit 1’assignaci6 i quines covariables hi influeixen. El valor de propensio,
'equilibratge i la ponderaci6 inversa, per tant, només organitzen la comparacié quan les hipotesis que

la fan legitima ja sén defensables i no ens donen peu per elles mateixes a fer afirmacions causals.

Hem aplicat tot aquest coneixement a les admissions de Berkeley, que és un cas particular molt conegut
de la paradoxa de Simpson: la taula marginal suggereix una cosa, mentre que l'estratificacié per
departament en suggereix una altra, i les consultes causals canvien segons el diagrama causal assumit.
En particular, sota una CBN Markoviana algunes preguntes tenen estimands observacionals senzills,
mentre que en una CBN semi-Markoviana amb confusié latent entre departament i admissi6 les
consultes que intervenen el departament deixen de ser identificables. La conclusi6, per tant, no és que
les dades no diguin res, siné que no diuen el mateix davant de totes les preguntes i tots els escenaris
possibles. En causalitat, formular la pregunta correcta i construir el model adequat ja és una gran part
de la resposta.

Riscos 1 ETICA

Un dels riscos principals en 1’analisi causal és confondre prediccié amb decisié. En la terminologia
de la jerarquia causal, passar de l'esglaé associatiu £ a l'intervencional £, sense un model causal
és justament el salt que no és justificable en general [Bar+22]. Aquest punt és especialment rellevant
en sistemes d'IA: un model predictiu pot aprendre molt bé patrons observats i, amb tot, fallar quan
s’utilitza per recomanar intervencions o politiques en un entorn diferent d’aquell on ha estat entrenat.
La capacitat d’aprendre, processar i aprofitar la informacié causal és crucial per desenvolupar una
IA més general i abordar més reptes fora d’entorns controlats. Disciplines com el causal reinforcement
learning estan comengant a explorar aquesta interseccié [BZ1.24], per6 encara queda molt cami per
recérrer. Altres linies recents demostren que la causalitat també és clau en el modelatge generatiu per

entendre com es relacionen les formes de raonament causal i neuronal.

A més, la causalitat és un essencial per fer afirmacions cientifiques i hauria de constituir la base de la
disciplina de la ciencia de dades. Des de la disciplina de causal data science s’estan fent esforgos en aquesta
direcci6 [BP16]. Aixi doncs, cal separar de manera estricta la identificabilitat teorica de la validesa del
model. Que un efecte sigui identificable en un graf no vol dir que el graf representi correctament la
realitat, ni que la mostra sigui un reflex fidel de la poblacié objectiu. El biaix de confusi6, el biaix de
seleccid, els canvis en la distribuci6 de les dades (dataset shifts) i els problemes de validesa externa (o
transportabilitat) apareixen precisament quan hem de fer afirmacions intervencionals i contrafactuals a
partir de col-leccions de dades heterogeénies i esbiaixades. En aquests casos, una férmula causal pot ser
formalment correcta dins del model matematic i, alhora, completament inadequada si s’aplica fora del

seu domini de validesa.
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En aplicacions amb persones els estimands tampoc sén neutres, i ens trobem amb reptes étics directament
lligats als problemes metodologics anteriors. Decidir si interessa el PATE, el PATT, un CATE... pot
canviar quins grups queden beneficiats o perjudicats per una decisié. Aqui pren una rellevancia especial
el paper de la causalitat en les explicacions i en marcs com el causal fairness analysis, dissenyats per
avaluar l'equitat. Per aix0, a més de comprovar la identificabilitat, cal explicitar la poblaci6 objectiu, els
mecanismes de selecci6 possibles, les covariants disponibles i la interpretaci6 real del tractament. La
formalitzaci6é causal no pot substituir mai el judici étic, perd proporciona el llenguatge per no amagar

hipotesis sota I’aparenca d"una prediccié neutral.

M’agradaria acabar amb una idea tan senzilla com colpidora: la clau no sén les dades en si mateixes,
siné com s’estructuren. Ja ho va dir Judea Pearl a [PM18]: «Data are dumb». Decidir qué es mesura i,
sobretot, qué s’omet; triar els termes adequats; i filar un relat determinat pot conduir qui ho llegeix, de
forma gairebé imperceptible, cap a una conclusié concreta. En un moment de la historia on les dades

estan per tot arreu, cal ser més critics que mai amb tota la informacié que rebem.

TREBALL FUTUR

Aquest treball s’ha centrat a construir el llenguatge necessari per entendre la identificaci6 causal i la
connexi6 entre Pearl i Neyman-Rubin. Aquest punt d’arribada deixa obertes diverses linies que queden

fora de I’abast d"una introduccié tedrica, perod que en serien continuacions naturals.

La primera seria aprofundir en variants del problema d’identificacié més enlla dels efectes intervencio-
nals tractats amb ID i IDC. En aquest treball hem vist com els hedges caracteritzen la no-identificabilitat
en el cas semi-Markovia recursiu [SP06; SP08], pero hi ha consultes més riques —efectes especifics de
cami, plans condicionals o distribucions contrafactuals— que requereixen llenguatges i algorismes
addicionals. En aquesta direcci6, els SWIGs i el po-calculus ofereixen una via natural per continuar el
pont entre DAGs i resultats potencials.

En particular, els algorismes ID" i IDC* de Shpitser i Pearl obren la continuacié contrafactual d’aquest
cami: parteixen de grafs de mons paral-lels i grafs contrafactuals per decidir quan una consulta del
tercer nivell pot expressar-se en termes de distribucions intervencionals [SP07]. Aix0 encaixa amb una
de les intuicions recurrents de la memoria: fins i tot quan la pregunta ja no parla només d’intervenir,
sin6 d’imaginar mons incompatibles amb el que s’ha observat, la resposta continua depenent de quina

estructura causal estem disposats a assumir.

Una segona continuaci6 seria desenvolupar amb més profunditat els metodes d’estimacié per a estudis
observacionals. Aqui només hem introduit la subclassificaci6 i la ponderacié inversa com a portes
d’entrada, pero el mateix marc permet estudiar aparellament (matching), regressio, ajustament per
covariants i combinacions diferents d’aquests procediments. Una continuacié natural seria comparar
aquests enfocaments i analitzar com canvien les conclusions quan es modifica el model de propensié o
el model de resultat [IR15, Cap. 13-14].
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També caldria ampliar el treball cap a situacions on la ignorabilitat no és defensable. Les variables
instrumentals en s6n un exemple important: introdueixen una variable associada amb el tractament,
perd que només pot afectar el resultat a través d’aquest tractament, sota les hipotesis del model
[[R15, Cap. 23-25]. Aquesta direcci6 és rellevant perque moltes aplicacions reals inclouen confusié no

observada que no es pot resoldre simplement afegint covariants.

Finalment, una extensié natural seria considerar tractaments longitudinals i regims dinamics. En moltes
aplicacions practiques, 1’objectiu no és avaluar una intervencié estatica puntual, sin6 una seqiiéncia
de decisions adaptades a la informacié que s’actualitza al llarg del temps. Aixo porta al marc teoric
de Robins, on eines com la g-férmula permeten estimar efectes causals en preséncia de confusors
dependents del temps que, alhora, han estat afectats per tractaments previs. Aquest enfocament,
combinat amb 1’emulacié d’un assaig objectiu (target trial emulation) [HR20, Caps. 19 i 21, Sec. 22.3],
connecta la inferencia causal amb problemes seqiiencials en epidemiologia i politiques publiques.
En una direccié6 complementaria, també seria interessant estudiar procediments d’estimacié causal
independents de 1'estimand, com els Deep Causal Graphs, capagos d’aprendre models estructurals flexibles
i respondre multiples consultes identificables sobre el mateix sistema sense redissenyar un estimador

especific per a cada pregunta [PV22; PV20; Par23].
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Demostracions seleccionades

Aquest capfitol recull les demostracions que no hem inclos en el cos principal del text. La idea és
mantenir fluida I'exposicié dels capitols anteriors sense perdre els detalls necessaris per verificar cada
resultat.

Cada demostraci6 indica el resultat corresponent, de manera que es pugui localitzar sense haver de
rellegir tot el capitol.

Al
MODELS CAUSALS I GRAFICS DIRIGITS

Demostracio de 1.9. Recordem que hem fixat, sense pérdua de generalitat, un ordre topologic < sobre
les variables, compatible amb G, i que les hem indexat seguint aquest ordre. Escriurem la prova amb
PMFs; en el cas general, es pot fer una derivacié analoga amb integrals respecte de la mesura dominant
producte de 1.1.

= Utilitzem la regla de la cadena per a probabilitats:

n

p(o1,...,00) = HP(YH | v1,...,0i-1). (A1)

i=1

Considerem el factor p(v; | v1,...,vi-1) per a un cert i € I. Com que l'ordre és topoldgic, tots els

predecessors de V; sén no-descendents seus. Per la propietat local de Markov:
V; 1p ND; \ Pa¥ | Pa? .
En particular, per descomposicié de la independéncia condicional: V; 1p Pred; \Paig | Paig .

Per tant, per als valors on els condicionals estan ben definits, p(v; | v1,...,vi-1) = p(v; | paig ).
Substituint aquesta igualtat en (A.1) per a cada i, obtenim la factoritzacié sobre G.

& Suposem que P factoritza sobre G, és a dir,
n
p(v) = ]j[p(v;- | pay).
]:

Fixem V; i escrivim De; per als seus descendents; la notaci6 }. 4., indica la suma sobre totes les
assignacions d’aquests descendents. Volem veure que

p(vi | nd;) = p(v; |Paig),
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que és equivalent a (L.). Marginalitzant els descendents de V; en la factoritzaci6 anterior,

pi,nd) = ) p(oilpad) [ | plojlpad) [ ] plojIpaf).

dei VjEND,‘ V/’EDE,'

Si V; € ND;, aleshores cap pare de V; no pot ser V; ni cap descendent de V;. En efecte, si algun
pare de V; fos V;, tindriem un cami dirigit V; — V;, 1 V; seria descendent de V;. I si algun pare de
V; fos un descendent D de V;, tindriem un cami dirigit V; — --- — D — V;, de manera que V;
també seria descendent de V;. Per tant, els factors corresponents als no-descendents no depenen
ni de v; ni de les variables sobre les quals estem sumant. Per tant, els factors dels no-descendents

i el terme p(v; | pal) surten del sumatori:

p(vi,nd;) = p(v; | pa?) l_[ p(; |pajg)z l_[ po; |pa]'g)'

VjEND,‘ de; VjEDE,‘

L'altim sumatori val 1: és la marginalitzacié successiva dels nuclis condicionals dels descendents,

comengant pels nodes terminals. Aixi,

p(vi,nd;) = p(v; |Paig) 1_[ p(o; |pajg)'
V;eND;

Sumant ara sobre v; obtenim

pnd) = || plojlpa?d),
VjEND,‘

i, dividint les dues expressions (sempre que p(nd;) > 0), queda p(v; | nd;) = p(v; | pal.g ). Com que
la propietat se satisfa per un i € I arbitrari, P satisfa la propietat local de Markov. [

Demostracio de 1.21.

= Enel graf G, la propietat local de Markov afirma que V; Lg ND; \Paig | Palg per a tot i. Com que

G és un J-mapa de P, tenim que 7 (G) € 7 (P) i, per tant:
Vi 1g ND;\Pa? | Pa¥ = V; 1p ND;\Pa? |Pa? .

Per tant, P compleix la propietat local de Markov i, per 1.9, factoritza sobre G.

& Suposem que P factoritza sobre G. Només cal veure que 7 (G) C 7 (P). Aquesta demostraci6, que

usa eines fora de ’abast d’aquest treball, es pot consultar a [KF09, Sec. 4.5.1, Th. 4.9]. [ |

Demostracio de 1.45. Com que el graf endogen G, és aciclic, admet un ordre topologic. Seguint aquest

ordre, podem resoldre les equacions estructurals per substitucié cap endavant: primer les variables

sense pares endogens, després les variables que només depenen de les anteriors, i aixi successivament.

Aixo defineix una aplicacié mesurable global

Wy U— X, u —> v(u),

on v(u) és l'tinica soluci6é del sistema estructural per al valor exogen u. Per tant, la distribuci6
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observacional induida queda determinada de manera tinica com la mesura imatge: P(V) = (W)#P(U).
O, formalment, P(U )(\P/_\}( (A)), A c X. Aquesta és exactament la idea de la distribuci6 entailed d’un
SCM de [’]S17, Prop. 6.3]: un cop fixades les funcions estructurals i la llei dels exdgens, no hi ha cap
altra distribuci6 observacional compatible amb el model. |

Demostracio de 1.49. Seguim l'argument de [Bar+20, App. C, Th. 8]. Escriurem, com ells, la demostracié
en el cas discret. Cal tenir en compte que usarem conceptes que expliquem més endavant, com ara les
C-components (cf. 2.20 1 1.46) i els pares estesos Pa;r (cf. 2.23).

Fixem una assignacié v = (v, ..., v,) de les variables endogenes i una assignaci6 u dels factors exogens.

Per la definici6 de distribucié induida,

P =) | | Twiw=op.

u VeV

Com que ¢;(u) = fi(pa;, uf), cada indicador anterior es pot llegir com 1y, w)=0;} = p(©i | paZM, uy). Aixi,

pw) = > [ ] peilpa, u)p(u).
u VeV
El pas clau de [Bar+20, App. C, Th. 8] consisteix a aplicar aquesta marginalitzacié respectant 1’'ordre
topologic que satisfa la definicié de Qﬁ Dit d’una altra manera, si T; és la C-component de V; en el
subgraf induit per V', el pas inductiu de [TP02, Lem. 1] identifica el factor de la regla de la cadena

amb el condicional donat per la component confosa ja revelada i els seus pares dirigits:

p(0; [VVY) = p(v; | veamnvy)-

Amb la definicié de pares estesos de 2.23, tenim Pa(T;) \ {V;} = Pa;, i per tant
p(vi | V') = p(o; | pa)).

Aixi,
pw) = | | poi | pa}).

VieV

Per la construcci6 de gﬁ, aquests pares estesos coincideixen amb els pares grafics de V; en gf;, ésa
£y
. G
dir, Pa; ™ = Pa;". Per tant,

m
pw) = | | p(oi I pa;™),
VieV
iaixo és precisament la factoritzacié d'una xarxa bayesiana sobre Qf/(l |
Demostracio de 1.50. Ens basem en la demostracié donada a [’JS17, Prop. 7.1]. En el cas real amb densitat
respecte de Lebesgue podem prendre nuclis condicionals regulars de P, P(V; € - | V4, ..., Vi_1). Prenem
U ={U,,...,U,} amb Uy, ..., U, independents i uniformes a (0,1). Com que P factoritza sobre G,
per a qualsevol ordre topologic < sobre les variables compatible amb G, i indexant les variables segons
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aquest ordre, tenim

n
p1,...,00) = | | p(v; 1 pa?).
j=1
Cada nucli condicional P(V; € - | Pajg = pa ]-) es pot realitzar mitjangant una funcié mesurable f;(pa iU j)i
una uniforme independent U;. En el cas real, aquesta funci6 es pot escriure com la inversa generalitzada:

vj = fj(paj/”j) =F a.(uj)’ Vie{l,..., n}
j

-1
Vj[Paf =p

on F‘;llp ¢ 6sla funci6 inversa generalitzada, definida per F,'(a) := inf{y € R | Fy(y) > a}. Per
j a]. =pa]-

construccié, condicionat a Pa].g =paj, la variable fj(pa i Uj) té distribuci6 condicional P(V; € - | Pajg =
pa ]-). Com que els U; sén mutuament independents i cada equacié només usa els pares de V; en G,
el graf estructural endogen del model construit coincideix amb G i el model indueix una distribucié
que factoritza amb els mateixos nuclis condicionals que P. Per la factoritzacié de Markov amb aquests

mateixos nuclis, tal com en la prova de [P]S17, Ap. C.9], la distribuci6 induida coincideix amb P. W
Demostracio de 1.62.

1. Per la hipotesi de factoritzaci6, en la configuracié simple X — Y « Z tenim p(x,y,z) =
p(x)p(z)p(y | x, z). Marginalitzant Y,

p(x,2) = > p(x,y,2) = D p(x)-p2)-ply | x,2)
Y y

=p(x)-p@) Y ply 1x,2) = p(x) - p(z),
y

on hem usat que Zy p(y | x,z) = 1. Per tant, X 1 p Z. El cas continu es prova de manera analoga,
substituint la suma per una integral.

2. Vegem ara quin és el cas excepcional en qué condicionar pel col-lisionador no destrueix aquesta

independéncia. Per Bayes,

P,z y) o p)-pl)-plylxz)
PO p) p() ply | ¥, 2)

X',z

p(x,z|y) = (A.2)

Per tant, perque es compleixi X 1p Z | Y, caldria que, per a cada valor fixat de y amb p(y) > 0,
p(x,z|y)=px|y) pizly).

Ara bé, per (A.2), aixd només passa en casos especials. En efecte, la independencia condicional
equival al fet que el terme que depén conjuntament de x i z es pugui separar multiplicativament.
Es a dir, per a cada y, caldria que

p(y | x,z)=cy) ulx,y) o(z,y), (A.3)

per a certes funcions u i v, on u(x, y) depén només de (x, y), v(z, y) depén només de (z, y), i c(y)
és un terme que només depén de y.
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En aquest cas excepcional, substituint (A.3) a (A.2), obtenim

c(y) - p(x)-p(z) - u(x,y) o(z,y)
cy) ) px)-p() - ux', y)-o(z', y)

P ulny) ) ey
Dpe) u,y) Y pE) o, y)

p(x,z|y) =

Per tant, en aquest cas p(x, z | y) factoritza com a producte d'un terme que depén només de x i y
i d’un terme que depeén només de z i y. Reciprocament, si aquesta separacié multiplicativa no
és possible per a algun valor de y amb p(y) > 0, el quocient de Bayes en (A.2) no factoritza com
p(x | y)p(z | y). Aleshores p(x | z,y) # p(x | y) per a algun valor de (z,y),ipertant X Lp Z | Y.
Aquest és el sentit precis de I’afirmaci6 «fora dels casos especials» de 1.62. [

Demostracio de 1.53. Suposem, per reduccié a ’absurd, que P factoritza sobre un subgraf propi G’ =
(V,&)deG = (V,E),amb &’ ¢ &. Aleshoreshihadosnodes X, YtalsqueX > Y €&iX - Y ¢ &%,

Com que P factoritza sobre G’, pel teorema d’ordered Markov tenim que Y és independent de qualsevol

predecessor que no sigui pare seu en G’, condicionadament als paresdeYen G”: Y 1lp X | Pag .

Arabé, Pag "no conténi X niY,ien G el cami directe X — Y no té nodes intermedis que puguin quedar
bloquejats. Per tant, X Lg Y | Pag " Com que P és fidel a G, aix0 implica Y Y p X | Pag ', contradicci6.
Aixi, P no pot factoritzar sobre cap subgraf propide G. [

Demostracio de 1.54. La demostraci6 es basa en provar el contrarreciproc en ambdues direccions i I’hem
detallat més que l'original. Recordem la hipotesi local de ’enunciat: P admet una densitat respecte de
la mesura dominant producte de 1.1. A més, com que P satisfa la propietat de Markov respecte de G,
podem utilitzar la factoritzacié de P segons el graf G per l'equivaléncia entre propietat de Markov i
factoritzaci6 per a DAGs.

= Vegem primer que si P satisfa la minimalitat causal respecte a G, llavors es compleix la condicié
de dependeéncia: V; fp Y| Pa].g \{Y}, peratot VjiperatotY € Pa].g . Suposem el contrari: existeix
un node Vj i un pare Y € Pa].g tals que V; 1lp Y | Pa].g \{Y}. Aquesta implica que la densitat
condicional es pot simplificar: p(v; | pa].g )=p(vj | pa].g \{y}) gairebé pertot. Si substituim aixd en
la factoritzacié conjunta de P sobre G, obtenim:

p(1, -, va) = p(oj | pal \(y}) | | p(ox ] paf).

k#j

Aquesta nova factoritzaci6 correspon a un graf G’ on l'aresta Y — V; ha estat eliminada (G’ C G).
Com que P factoritza sobre aquest subgraf propi G’, G no pot ser minimal.

& Si P és compatible amb una densitat, la condicié de Markov és equivalent a la factoritzacié de

Markov [Lau96, Th. 3.27]. Suposem ara que la condicié de dependéncia es compleix per a tot pare

23 Aixd equivaldria a dir que el graf G no és minimal, ja que podriem eliminar alguna aresta sense perdre la propietat de
Markov.
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del graf G. Hem de veure que G és minimal. Raonem per reducci6 a I’absurd: suposem que G
no fos minimal. Aleshores, P factoritzaria sobre algun subgraf propi G’ C G. Triem una aresta
Y — V; que pertany a G peronoa G’.

Sigui G” el graf obtingut de G eliminant només aquesta aresta Y — V;. Com que G’ € G”,
qualsevol distribucié que factoritzi sobre G’ també ho fara sobre G”.

Ates que P factoritza sobre G, la regla de la cadena ens diu que p(v; | v1,...,vi-1) = p(v; |
paig”) =p(v; | paig \{v}), pel que el factor de V; no depén de Y.

D’altra banda, per la hipotesi inicial de I’enunciat, P també factoritza sobre el graf original G, la

qual cosa implica que p(v; | v1,...,vi-1) = p(v; | paig ). Igualant ambdues expressions obtenim:

p(vi | pa?) = p(o; | pa¥ \{y}).

Aix0 és exactament equivalent a afirmar que V; 1Lp Y | Paz.g \{Y}, fet que contradiu la hipotesi de
dependencia per a tot pare. Aixi, G ha de ser minimal. [

A2
IDENTIFICABILITAT D EFECTES CAUSALS

Demostracio de 2.22. Sigui ~ una relaci6 sobre el conjunt de vertexs V definidaper X ~Y & X =Y
o0 bé existeix un cami format completament per arestes bidirigides entre X i Y. Com que els camins
bidirigits es poden recérrer en ambdues direccions i concatenar-se, la relacié ~ és reflexiva, simetrica
i transitiva. Per tant, és una relacié d’equivaléncia i indueix una particié tinica de V en classes
d’equivaléncia disjuntes Sy, . .., Sx”*.

Per definici6, dos vertexs pertanyen a la mateixa classe si, i només si, estan connectats per un cami
bidirigit. Aixi, els subgrafs induits G[S1], ..., G[Sk] son exactament les C-components maximals de G.

La unicitat de la particié dona la unicitat de la descomposicié en C-components. [
Demostracio de 2.31. Primer, pel fet que Y N Z = ( i aplicant probabilitats totals sobre la distribuci6
intervinguda P(7V | do(x)), tenim que:

P(Y [ do(x)) = Ezjdo[P(Y | do(x), Z)].

El subindex [Ez|44(x) indica que 1'esperanca es calcula respecte a la distribuci6 intervinguda. En el cas

discret, aquesta esperanga és la suma }, p(y | do(x), z) - p(z | do(x)). Ara:
Ezjdomx) [P(Y | do(x), Z)] = Ezjaox [P(Y | x, Z)].

Si Z satisfa el criteri de back-door, tots els camins entre Xi Y en Gx han de comengar entrant a X?. Per
tant, qualsevol cami que connecti XiY en Gx és un back-door path. El criteri de back-door diu justament
que aquests camins queden bloquejats per Z, i per aix0 Y Lg, X | Z. La segona regla del do-calculus

24 Aquest teorema diu que si R és una relacié d’equivaléncia en un conjunt X, aleshores X es pot dividir de manera tinica en
una partici6 de classes d’equivaléncia: per a cada a € X tenim que a pertany exactament a una classe d’equivaléncia A. Per
a qualsevol parell de classes d’equivaléncia A, A’, tenim que A = A’ obé AN A’ = 0.

25 Com que Gx elimina totes les arestes que surten d’X, cap cami d’aquest graf pot sortir inicialment d’X.
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dona
P(Y|do(x),Z) =P(Y|x,Z).

Finalment, cal veure que:
Ezd0[P(Y | x, Z)] = Ez[P(Y | x, Z)]. (A4)

Per aixo hem de justificar que intervenir sobre X no altera la distribucié de Z. Aplicarem la tercera regla
del do-calculus; cal veure que Z Lg_ X, on Gx és el graf amb les arestes entrants a X eliminades. En
aquest graf, qualsevol cami entre X i Z ha de comengar amb una aresta sortint de X. Aleshores només
hi ha dues possibilitats:

1. Si el cami és dirigit de X cap a Z, algun node de Z és descendent de X, cosa que contradiu la
hipotesi del criteri back-door.

2. Siel camino és dirigit de X cap a Z, en algun punt la direcci6 de les arestes ha de canviar i apareix
un collisionador. Com que en aquest pas no condicionem per cap variable, aquests camins
queden bloquejats (cf. 1.63).

Aixi doncs, Z Lg; X1ila tercera regla del do-calculus implica que P(Z | do(x)) = P(Z), per la qual cosa
queda demostrada 1’'equaci6 (A.4). [ |

Demostracio de 2.36. Idea: Primer identifiquem p(z | do(x)) com p(z | x); després identifiquem p(y | do(z))
ajustant per X. Finalment, combinem les dues peces. Comencem escrivint:

P(Y | do(x)) = Bz P(Y | do(x), Z)].

Aquesta igualtat és la llei de la probabilitat total aplicada dins la distribuci6 postintervencié P(V | do(x)),
com a la demostracié de I'ajustament back-door. Volem aplicar la regla 2 del do-calculus per transformar
la distribuci6 de Z sota la intervencié do(x): n’hi ha prou amb verificar que Z L g, X. En efecte, en el
graf Gx, obtingut eliminant les arestes sortints de X, qualsevol cami entre X i Z és necessariament un
back-door path, i tots aquests camins estan bloquejats per () per la segona condici6 del criteri front-door.
Per tant, P(Z | do(x)) = P(Z | x) i obtenim:

P(Y | do(x)) = EzyP(Y | do(x), Z)].

Considerem ara un valor concret z de Z. Volem identificar el terme P(Y | do(x), Z = z). Primer, tots els
back-door paths de Z a Y queden bloquejats per X gracies a la tercera condici6 de front-door. Aleshores,
per la segona regla del do-calculus:

Y Loy, Z|X = P(Y]|do(x),Z =z)=P(Y|do(x),do(z)).

Segon, apliquem la tercera regla del do-calculus per eliminar la intervenci6 sobre X. En efecte, en Gz %,
qualsevol cami de X a Y és o bé dirigit i queda tallat perque la primera condicié front-door obliga que

passi per Z, o bé conté un col-lisionador; en tots dos casos queda bloquejat quan condicionem per Z.

Y 1, X|Z = P(Y|do(x),do(z)) = P(Y | do(z)).
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Aixi, P(Y | do(x), Z = z) = P(Y | do(z)). Ara marginalitzem sobre X dins la distribucié P(V | do(z)):
P(Y | do(2)) = Exdo(z[P(Y | do(z), X)].

Aplicarem de nou la tercera regla del do-calculus. En G5 s’han eliminat les arestes entrants a Z. Els
camins de porta del darrere entre X i Z queden bloquejats per @ per la segona condicié del criteri
front-door; els camins dirigits de X cap a Z no poden romandre en G, perque entrarien a Z per una
aresta eliminada; i els camins restants queden bloquejats per col-lisionadors no condicionats. Aixi,
X Llg, Zila tercera regla dona P(X | do(z)) = P(X), com en [Par23, Sec. 1.1.4, Th. 2]. Finalment, per
laregla2, P(Y|do(z),X) = P(Y[X,Z=2z)jaque Y Lg, Z|X,iaix0 és perque la tercera condici6 del
criteri front-door garanteix que X bloqueja tots els back-door paths de Z a Y. Combinant tots els passos
anteriors, obtenim

P(Y|do(x),Z=z)=Ex|P(Y|X,Z=2)] = P(Y|do(x)) = Ez[Ex[P(Y|X,2)]].

Aquesta és exactament la férmula d’ajustament front-door. |

Observacié. Una manera alternativa i més compacta de demostrar el teorema anterior és pensar-ho

com una composicié de dos ajustaments. En el cas discret, p(y | do(x)) és:
> p(y | do(®),2) p(z| do(x) = Y p(y | do(x), do(2)) p(z | do(x)) = > p(y | do(2)) p(z | x).

El segon pas es justifica per la segona del do-calculus, usant la tercera condici6 del criteri front-door, i el
tercer per la tercera regla del do-calculus, usant que Z intercepta tots els camins dirigits de X a Y; a més,
la identitat p(z | do(x)) = p(z | x) també s’obté per la segona regla del do-calculus i gracies a la segona
condicié. Un cop arribats aqui, I'efecte p(y | do(z)) s’identifica per back-door ajustant per X, és a dir,

p(y | do@) = > py|zx)pKx).
Substituint aquesta expressié a I’equacié anterior queda la férmula d’ajustament front-door:
p(y | do(x) = > p(z[%) > p(y | z,X) p(x').

A3
MODEL DE RESULTATS POTENCIALS

Demostracio de 3.42. Per individualitat, existeix una funci6 g : Xeov X Y2 — [0, 1] tal que:

Per no-confusid, el mecanisme no depen dels resultats potencials condicionadament a les covariants;

per tant, existeix una funci6 g : X.ov — [0, 1] tal que aquesta probabilitat marginal es pot escriure com
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q(X;). Si X; = x, aleshores el valor de propensi6 es pot expressar com:
i) = = > FX) =)
YT NGy & T T

Finalment, §(x) és precisament la probabilitat individual d’assignacié d’una unitat amb covariant X; = x,
és a dir, g(x) = m;(X). [ |

Demostracio de 3.53. Per consisténcia, si W; = w aleshores Yl."bs = Y;(w). Per ignorabilitat condicional, la
distribuci6 de Y;(w) condicionada a X; = x no depén de si observem unitats sota tractament o de control;
aixi,

E[Y;(w) | X; = x] = E[Yi(w) | W; = w,X; = x] = E[Y?™ | W; = w, X; = x| = my(x),
on la positivitat garanteix que les dues esperances condicionades observacionals estan ben definides.
En la primera igualtat hem usat la ignorabilitat i, en la segona, la consistencia. Per tant,

E[Yi(1) - Y;(0)] = E[E[Y;(1) - Yi(0) [ Xi]] = E [m1(X;) — mo(X;i)] .

El cas del PATT s’obté restringint I’esperanca a la subpoblacié amb W; = 1 i substituint el resultat
potencial no observat Y;(0) per my(X;):

E[Y;(1) = Yi(0) | W; = 1] = E [ —mo(X;) | Wi = 1] . N
Demostracio de 3.61. Prenem W = X ila intervencié nulla a 3.59. Si X(w) = x, llavors Xp(w) = x i, per
composicid, obtenim Yp x(w) = Yp(w). Com que Yp =Y, queda Yy (w) = Y(w). [ |

Demostracio de 3.64. Seguim el comentari de [GI’98, Sec. 3]. En un sistema recursiu, una de les dues
variables precedeix 'altra en 'ordenaci6 causal. Si Y precedeix W, intervenir sobre W no pot afectar Y,

iper tant Y, (@) = Ya(w). En aquest cas la reversibilitat es redueix a
(Ya(a)) = ]/) A (Wa,y(w) = w) = Yi(w) = Yy,

que és trivial. Si, en canvi, W precedeix Y, intervenir sobre Y no pot afectar W, i per tant W, , (w) = Wa(w).
La hipotesi de reversibilitat queda

(Ya,w(w) = y) A (Wa(w) = w)-
Per composicid, W,(w) = w implica Y, (@) = Ya(@); combinant-ho amb Y, ,,(w) = y obtenim Y,(w) = y.
Aixo és exactament la reduccié recursiva de la reversibilitat descrita a 1'original. |

Demostracio de 3.65. La demostraci6 directa és per unicitat de solucions, que és la forma que cobreix
tant el cas recursiu com el cas no recursiu amb solucié anica. Siguin Y, W € Vi A €V \ {W}. Fixem

un estat @ € Qi posem u := U(w).

Sigui v 1"tinica solucié del submodel M, en el context u. Per hipotesi, la seva component W és w, és a
dir, W,(w) = w. Considerem ara el submodel M, . Les equacions de totes les variables que no sén

intervingudes sén les mateixes que a M,, iles variables de A continuen fixades a a; I'tinica diferéncia és
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que l'equacié de W queda substituida per la constant w. Com que la solucié v de M, ja satisfa W = w,
també satisfa totes les equacions de M, .

Per unicitat de la solucié de M, ., aquesta solucié ha de ser precisament v. En particular, les components
corresponents a Y coincideixen:
Ya,w(a)) = Ya(a))- u

Observacié. Despleguem ara la reduccié funcional de [GP98, Sec. 3.1] en el cas recursiu; és més
detallada que 'original, perd no introdueix una via diferent. Fixem u i sigui V el conjunt de totes les
variables endogenes del model. Amb la notaci6 habitual d’aquesta reduccié, només necessitem resoldre
les variables que poden apareixer en 1'expressi6 dels pares residuals Z de Y. Definim, doncs,

Bint = AnSM \(A U (W, Y}),

on incloem Z dins dels seus avantpassats. Com que Z C Pag”‘, cap variable de Bj,; no pot dependre de
Y en un DAG: si Y fos avantpassat d’algun avantpassat de Z, tindriem un cicle dirigit que acabaria en Y
passantper Z — Y.

Ates que el diagrama causal induit és aciclic, el conjunt Bi, admet un ordre topologic <. Indexem
aquestes variables com V1, V3, ..., Vi, k < n, seguint aquest ordre: si V; és pare d'un Vj, aleshores
Vi < Vji, per tant, i < j. En el submodel M,, I'equacié estructural genérica per a qualsevol V; € Biy: ve
donada per una funcié fy, on els pares pertanyents a A ja han estat avaluats a la constant a:

Vi = fv,((Pay, NBint), a, W, uf)

Resolem aquest subsistema de k equacions iterativament mitjangant substitucié cap endavant, tractant
W com w:

Vi = fr(a,w,u]) = g1(a, w, u)

VZ = sz (a/ 81(3; w, u)/wl u;) = g2(a/ w/u)

Vi = fu(a,g10), ..., gk1(), w,uf) = gela, w, u)

Com a resultat d’aquest procés, eliminem les variables intermeédies com a arguments. Ates que Z C Bint,
solament dependra de les constants retingudes i de les exdogenes: Z = gz(a, w,u). Finalment, en
Ma,, 'equaci6 estructural pera Y és Y = fy(a,Z, W, uCY). Substituint-hi la funcié vectorial resolta gz i
avaluant per a W = w, obtenim:

Y = fr(a gz(a,w, u), w, u$)

Ates que l'interior de 1'expressié ja no depen de cap variable endogena intermédia, podem col-lapsar la
composici6 en una tnica funcié reduida f, obtenint I'expressié final Y = f(a, w, u).

Demostracio de 3.66. Per definicié de submodel, M, ,, substitueix I'equaci6 estructural de X per I'equacié

DEMOSTRACIONS SELECCIONADES 84



A.3 MODEL DE RESULTATS POTENCIALS

constant X = x. Per tant, qualsevol soluci6é del submodel assigna a X el valor imposat per la intervencio,

independentment de w i de la resta d’equacions. Aixi, X (@) = x.

La versi6 en bloc s'obté pel mateix argument aplicat a cada variable intervinguda: en M,, I'equaci6 de

cada A; € A queda substituida per A; = a;. |

Demostracio de 3.67. Siguin Y, W € V dues variables diferents i sigui A €V \ {Y, W}. Fixem un estat
w € Q1iposem u := U(w). Seguim la reducci6 funcional de [GP98, Sec. 3.1] fins al sistema reduit. El
pas final d'unicitat esta detallat més que a 'original, seguint I’argument de [[Hal00, Ap. A, C5]; és una
justificacié explicita del mateix pas, no una prova per una via diferent. En el submodel M,, I'equaci6
estructural per a Y pren la formaY = fy(a,Z, W, uj), onZ = PagM \(AU{W}).

Substituim totes les variables excepte les de A, Y i W, de manera que Z queda expressat com una funcié
de a, w i u. En compondre aquesta solucié amb fy, obtenim una funcié reduida f:

fr(a,Z(a,w,u),w,uy) = f(a, w,u).

Com que hem mantingut W com a parametre, en el submodel M, ,, obtenim:
Ya,w(a)) = f(a/ w, 11).

Analogament, mantenint Y com a parametre en la reduccié de I'equacié de W, obtenim una funcié g tal
que:
Way(@w) = g(a,y,u).

Per tant, resoldre simultaniament Y, (@) i W,(w) en el submodel M, equival a resoldre el sistema reduit:

y=f(a,w,u), w=g(a,y,u).

Suposem ara que Y, y(@w) = y i W, y(w) = w. Per les dues igualtats anteriors, el parell (y, w) satisfa
aquest sistema reduit. Per justificar que aquest parell coincideix amb la solucié de M,, usem I’argument
d’unicitat de [FHal00, Ap. A, C5]. Siguin v; i v; les solucions tniques de M, ,, i My, respectivament.
Per hipotesi, totes dues assignacions coincideixen en les components indexades per A U {Y, W}, amb
valors a, y i w. En el submodel M, 4y, les equacions de qualsevol variable fora de A U {Y, W} sén les
mateixes que en els dos submodels anteriors, amb Y = y i W = w substituits. Per tant, v i v, satisfan

també les equacions de M, ,; per unicitat, vi = v».

Aquesta solucié comuna satisfa les equacions de M,: 'equaci6 de Y es compleix perque vy satisfa M, ,
I’equacié de W es compleix perque v, satisfa M, y, i la resta d’equacions no canvien. Com que M, té
soluci6 tnica, la seva component Y és y. Aixo prova la reversibilitat. |

Demostracio de 3.72. Volem demostrar que tot enunciat que és conseqiiencia semantica d"un conjunt S

també és derivable sintacticament a partir de S; és a dir, que S |= o implica S k4. 0.

Aquesta demostraci6 segueix [GP98, Sec. 3.2], pero explicita més passos logics que 'original. Només en

aquesta demostracié recuperarem parcialment la sintaxi habitual de Galles—Pearl. Escriurem ?z(u) per
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a la resposta estructural de Y en el submodel M, quan el context exogen és u. Quan no hi hagi risc de
confusi6, escriurem simplement Y, (u), com és habitual. La variable aleatoria emprada al text principal
ésY, =Y, oU, ésadir, Yz(w) = Yz(U(w)).

N’hi ha prou amb demostrar que tot conjunt d’enunciats S que és consistent amb Ac té un model. En
efecte, suposem que aquesta propietat es compleix i, tanmateix, Ac no és complet. Aleshores existeixen
un conjunt S i un enunciat p : X,(u) = x tals que S £ p, perd S ¥4, p. Com que el domini de X és finit,
la definitud diu que algun dels enunciats X,(u) = x” s’ha de satisfer. Si totes les alternatives x”" # x
fossin incompatibles amb S, la definitud i la unicitat forcarien sintacticament p, contradient S ¥ 4. p.
Per tant, existeix algun valor x” # x tal que p’ : X,(u) = x” és compatible amb S, és a dir, SU {p’} és
consistent amb Ac. Per hipotesi, aquest conjunt hauria de tenir un model. Pero aixo és impossible,
ja que S E p implica que en qualsevol model de S s’ha de satisfer X,(u) = x, i per tant cap model
pot satisfer simultaniament S i X,(u) = x” amb x” # x. Aquesta contradiccié prova que, si tot conjunt

consistent té model, aleshores Ac és complet.

Fixem ara un conjunt S consistent amb Ac. Per un argument estandard d’extensi6é de Lindenbaum?°,
podem estendre S a un conjunt maximament consistent S*. Demostrarem que S* t¢ un model causal M;

en particular, aquest model satisfara també tots els enunciats de S.

Procedim per induccié sobre el nombre de variables endogenes V| que apareixen a S*.

1. Casbase: Si|V| =1,diguem V = {X}, aleshores els enunciats de la forma X (u) = x que pertanyen
a S* determinen completament la funcié estructural de X. En efecte, per maxima consisténcia i
definitud, per a cada u hi ha un tnic valor x tal que X(u) = x € S*. Definim fx(u) = x si i només
si X(u) = x € S*. Per efectivitat, en el submodel M, es compleix X,(u) = x per a tot x € Xx. Per

tant, el model aixi construit satisfa tots els enunciats de S*.

2. Pas inductiu: Suposem el resultat cert per a qualsevol conjunt maximament consistent que
involucri estrictament menys de [V| variables, i sigui ara S* un conjunt maximament consistent
sobre V.

Sigui Y € V el darrer element d’un ordenament causal. Considerem el conjunt S’ obtingut a
partir de S* eliminant tots els enunciats de la forma Yz(u) = y i X, ,(u) = x, amb X # Y. El conjunt
S’ continua essent consistent amb Ac, perque qualsevol contradiccié derivable de S’ també ho
seria de S”. Per tant, es pot estendre a un conjunt maximament consistent S sobre el llenguatge
reduit. Per la hipotesi inductiva, existeix un model causal M’ que satisfa tots els enunciats de S™.
Construirem ara un model causal M que satisfa S*. Com que Y és el darrer element de I'ordenacié
causal, no és pare de cap altra variable. Per tant, per a tota variable X # Y, podem mantenir la
mateixa funci6 estructural que a M’, és a dir, definim f)?’t = fy ;

Només cal definir fy. Per a cada assignaci6 z de les variables de V \ {Y} i cada u, per maxima
consistencia i definitud hi ha un tinic valor y tal que Y;(u) = y € S*. Definim, doncs, fy(z,u) =y
siinomés si Yz(u) = y € S*. Aquesta definici6 és correcta perque la definitud garanteix la unicitat

del valor y per a cada parell (z, u).

26 E] lema de Lindenbaum garanteix que, donat un llenguatge formal, qualsevol conjunt consistent de férmules es pot estendre
a un conjunt maximament consistent; cf. [Men15, Prop. 2.14]. Per a 'tGs especific d’aquest argument en la demostracié de
completesa de la logica contrafactual sobre models causals, cf. [[Hal00, Th. 3.21 Ap. A].
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Veiem ara que M satisfa tots els enunciats de S*. En primer lloc, satisfa tots els enunciats que no
involucren Y, ja que sobre aquestes variables el model M coincideix amb M’. A més, com que Y
és terminal en l'ordre causal, intervenir sobre Y no altera el valor de cap altra variable. Per tant, si
X #Y, en M es compleix X, ,(u) = Xz(u). Si X, ,(u) = x pertanyia a §*, 'axioma d’ordenacié
dona X, ,(u) = X,(u) i, pel tancament deductiu de S* i la unicitat, també tenim X,(u) = x en S*.
Aquest darrer enunciat no ha estat eliminat, de manera que el satisfa M’, i per tant també M.

Només resta verificar que M satisfa tots els enunciats de la forma Y,(u) = y que apareixen a S*.

Ho demostrarem per inducci6 sobre la quantitat |'V| - |Z|.
Casos base:
1. SiY € Z, aleshores z imposa algun valor yg a Y i, per efectivitat, Y;(u) = yo. Com que Yz(u) =y
pertany a S*i §* és consistent amb unicitat, necessariament y = yp.

2. Si|V|—|Z| = 1, aleshores z imposa valors a totes les variables excepte Y. En aquest cas, la

satisfacci6 de Yz(u) = y ve directament de la definicié de fy.

Pas inductiu: Suposem ara que |V| - |Z| = k > 11 que el resultat és cert per a tots els conjunts
d’intervencié de mida estrictament més gran. Sigui Y,(u) = y € S*. Triem una variable X ¢ Z U {Y}. Per
maxima consisténcia i definitud, existeix un tnic valor x tal que X,(u) = x € S*. De la mateixa manera,
existeix un tnic valor y’ tal que Y; x(u) = ¥y’ € §*. Com que |V|-|Z U {X}| = k — 1, per la hipotesi
inductiva tenim que M satisfa Y; x(u) = y’. A més, ja hem vist que M satisfa X,(u) = x. Aplicant
composicié dins de M, obtenim que M satisfa Y,(u) = y’. El mateix pas també és una derivaci6
sintactica dins de S*: de Xz(u) = x i Yz ,(u) = y’, per composici6 es deriva Yz(u) = y’. Com que

Y;(u) = y € S*i S* és consistent amb unicitat, tenim y = y’. Per tant, M satisfa Y,(u) = y.
Aixo conclou el pas inductiu i, per tant, la construccié d’un model causal que satisfa qualsevol conjunt

maximament consistent S*. En conseqiiencia, tot conjunt consistent S té model, i d’aqui se segueix la

completesa d’Ac. |

A4
EsTUDIS EXPERIMENTALS I OBSERVACIONALS

Demostracio de 4.3. La verificacié desenvolupa directament el mecanisme d’assignacié d"un experiment
completament aleatoritzat de [IR15, Def. 4.2 i Sec. 4.4]. Per definicié d’experiment completament
aleatoritzat, la probabilitat d"un vector d’assignacié w només depen de si };; w; = n; o no. Per tant, no
depén ni de X ni de Y(0), Y(1), i obtenim directament:

ni(w | X, Y(0),Y(1)) = t(w).

Per calcular la probabilitat marginal que una unitat concreta i sigui tractada, comptem els vectors

admissibles amb w; = 1. Cal triar les n; — 1 unitats tractades restants entre les altres n — 1 unitats, de

)

()

manera que:
n-1
= % i1-7m(X,Y(0),Y(1)) = Cu) _ % (A.5)

()

(X, ¥(0),Y(1)) =
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Com que 0 < n; < n, totes dues probabilitats marginals sén estrictament positives i, per tant, el
mecanisme és probabilistic. D’altra banda, el calcul marginal de (A.5) no intervé en la no-confusio:
aquesta se segueix de la igualtat anterior 7(w | X, Y(0), ¥(1)) = nt(w), ja que el mecanisme conjunt no

depén dels resultats potencials. Aixi, el mecanisme és no-confés en el sentit de 3.39. |

Demostracio de 4.7. La demostracié segueix el calcul de [IR15, Sec. 6.3, Th. 6.1]. Notem que Yi"bs =Y;(1)
siW; =11 YZ.ObS =Y;(0) si W; = 0. Aixi doncs, podem reescriure 'estimador com:
1< 1 v
Tar= — > WiYi(1) - — 1 — W;)Y;(0).
Tdif 1 ; iYi(1) ", ;( 1)Y;(0)
Com que condicionem a Y(0) i Y(1), els resultats potencials sén fixos i I'tinica aleatorietat prové de W.

En un experiment completament aleatoritzat amb 7; unitats tractades, tenim per (A.5):

EwlWi | Y(0), Y()] = EwlWil = 2, Ew[1 - Wi | X(0), (1] = Ewll - W] = %,

Per la linealitat de 1’esperanca (cf. B.63),

n

. 1 1\
Ewltair | Y(0), Y(D)] = — > Ewl[W]- Yi(1) = — > Ewl1 - Wi] - %(0)
nt = e i3
1\ 1\ 1\
=2 D N == 3 Yi0) = - 3 (%i(1) - Yi(0)),
i=1 i=1 i=1
iaixo és justament el SATE. Per tant, el biaix és zero respecte de la distribucié d’aleatoritzacié. |

Demostracio de 4.9. Donem una derivacié equivalent del resultat de [IR15, Sec. 6.4 1 Apendix A del cap. 6],
basada en els mateixos moments de 'assignaci6 sota aleatoritzacié completa. Condicionem a Y(0)1Y(1),
de manera que aquests vectors son fixos i I'tinica aleatorietat és la de W. Posem A = n% Y WiYi(1)
iB= nlc >, (1 — W)Yi(0), de manera que %4 = A — B. Escrivim a; = Y;(1) = Y(1)i b; = Yi(0) - Y(0) i

definim la covariancia de mostra finita entre els dos vectors de resultats potencials:

1 n
510 = m le llibi.
1=

En un experiment completament aleatoritzat, els moments dels indicadors d’assignacié sén

-1
EwlW] =2, EwlWiw] = 2 Bl W - W) -

ne(ne —1)

perai # j. També, perai # j,

_ (I/Z_—Zl) _ ny nec
Ew[Wi(1-W))] = ) - P

nt

i, en canvi, W;(1 — W;) = 0. Com que Y,; W; = n; sempre, tenim A — Y(1) = nt'l i Wia;. Usant (A.6) i
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Zi ai = 01
1 |n - 2 Tlt(Tlt - 1)
Varw(A) = Ew szﬂz) = il bl a; + ———= P Za aj
1 ] i=1 i#]
_ iz ﬂt _1)$2 - ny(ny - 1)5%] _ (l B 1) s2.
n? | n n ng n

El mateix calcul amb els indicadors 1 — W;, ara usant }};(1 — W;) = n. i el tercer moment de (A.6), dona

1 1
Varw(B) = (n— —~ ;) S.

c

Per a la covariancia, com que )}; a; = >; b; =0,

COVw(A, B) = ]Ew

Aixi,

1 1 1 1 2 §? 82 §24S52-25
Varw(%aif) = Varw(A — B) = (Vl_t - —) S+ ( ) S+ ilo 71—1 + n_O -~ %10.
[

Finalment,

BN

8= —— " ((%(1) = %(0) - (Y(1) - V(0)))* = &} + 83 - 2510, .

Demostracio de 4.11. A [IR15, Sec. 6.5 i Apendix A del cap. 6] es mostra que les variancies mostrals
observades s6n estimadors no esbiaixats de S% i SS sota aleatoritzacié completa. En donem el calcul
per a una mostreig sense reemplacament, considerablement més simple. Siguin z1, ..., z,, valors fixos,
amb mitjana Z i variancia finita S? = ﬁ > (zi — 2)?. Siguin R; € {0, 1} els indicadors d’una mostra

aleatoria uniforme de mida fixa m, i posem zg = m=' Y Riz; i:

S%g: _1 Z(ZZ_ZR)z - SR ZR(ZI_Z) _m(ZR_Z)Zl

iIR;=1

Prenent esperances, usant E[R;] = %" i el calcul de variancia de la demostraci6 anterior aplicat a la

mitjana mostral Zg,

1 m 1 1
]E[S%{] = m [;(Tl — 1)5% —m (E - ;) S%] = Sg

Aplicant aquesta identitat amb z; = Y;(1) i R; = W;, i després amb z; = Y;(0) i R; = 1 — W}, obtenim

Ewls] | Y(0), Y()] =57,  Bwlsg | Y(0),Y(1)] =
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Aixi,
_ sz S
Ew [VarNeyman(fdif) | Y(O)IY(U] = -

c

Si I'efecte causal és constant, S? = 0 i aquesta esperanga coincideix amb la variancia de 4.9. En general,
combinant l'expressi6é anterior amb 4.9,

— . . s?
Ew | Vateyman(fai) | Y(0), ()| - Varw(tar) = = 2 0. 2

Demostracio de 4.14. Aquest és el resultat de conservacié de la ignorabilitat i la positivitat en condicionar
per un valor d’equilibratge de [RR83, Th. 3] i [[R15, Sec. 12.3, Lema 12.2]. Fixem versions regulars
de les probabilitats condicionals; totes les igualtats segiients s’entenen quasi segurament. Escrivim
Y: = (Yi(0),Yi(1)) i Iy = 1yw,=w}, per aw € {0,1}. Com que [, és la indicadora de l'esdeveniment
{W; = w}, les probabilitats condicionals que segueixen sén esperances condicionades d’I;,. Per B.62,

condicionant primer per Y}, X; i b(X;) i després per Y; i b(X;), obtenim:
P(W; = w | Y}, b(X3) = E[ElL | Y;, Xi, b(X)] 1 Y;, b(X))| = E[P(W; = w | Xi, b(X)) | Y;, b(X3)],

on hem usat la ignorabilitat condicional donada X; i el fet que b(X;) és funci6 de X;. Com que b(X;) és
un valor d’equilibratge,
P(W; =w | X;, b(X;)) = P(W; = w | b(X;)).

Substituint dins de 1’esperanga anterior i usant que P(W; = w | b(X;)) és mesurable respecte de b(X;),
queda
P(W; = w | Y;, b(X;)) = P(W; = w | b(X;)),

iaixo prova Y; 1p W; | b(X;). Finalment,
P(W; =1|b(Xi)) = E[E[W; | Xi] | b(X;)] = E[e(X;) | b(X;)] .

A la primera igualtat hem tornat a aplicar B.62. Per tant, si 0 < e(X;) < 1 quasi segurament, la
darrera esperanca condicionada també és estrictament entre 0 i 1 quasi segurament: si fos 0 0 1 en un
esdeveniment de probabilitat positiva, la integral condicionada contradiria respectivament e(X;) > 0 o
1 - e(X;) > 0 quasi segurament. [ |

Demostracio de 4.15. La primera part és [RR83, Th. 1]1 [IR15, Sec. 12.3, Lema 12.1]: el valor de propensi6é
és un valor d’equilibratge. Fixem versions regulars de les probabilitats condicionals; les igualtats
segiients valen quasi segurament. Com que W; és una variable indicadora, segueix una Bernoulli i,
per tant, P(W; = 1| -) = E[W; | -]. A més, e(X;) és funci6 de X;, de manera que condicionar per X; ja
determina també e(X;). Per tant,

P(W; =1[Xi, e(Xi)) = E[W; | X;, e(Xi)] = E[W; | Xi] = e(X).
D’altra banda, per esperances iterades (cf. B.62),

P(W; =1 e(X;)) = E[W; | e(X;)] = E[E[W; | X;, e(Xi)] | e(X;)] = E[e(X;) | e(Xi)] = e(X;).
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La mateixa igualtat per a W; = 0 s’obté substituint e(X;) per 1 — e(X;). Per tant, la distribucié condicional
de W; donada X; i e(X;) coincideix amb la distribucié condicional de W; donada només e(X;), i aixd
prova W; 1Lp X; | e(X;).

La darrera afirmaci6 s’obté aplicant 4.14 amb b(X;) = e(X;). [ |

Demostracio de 4.16. Aquest és el resultat de coarseness de [RR83, Th. 2], recollit també a [IR15, Sec. 12.3,
Lema 12.3], perd amb una demostraci6 lleugerament diferent a les originals. Sigui b(X;) un valor

d’equilibratge. Com que b(X;) és funcié de X;, condicionar per X; ja determina també b(X;), i per tant
e(Xi) = P(W; =1 X;) = P(W; = 1| X;, b(X;)).

Aixo és cert perque la o-algebra generada per X; conté la o-algebra generada per b(X;) (ja que b és una
funcié mesurable de X;). Com que b(X;) és un valor d’equilibratge, W; 1Lp X; | b(X;), de manera que

P(W; =1|X;,b(X;)) = P(W; = 1| b(X;)).

Triem una versio6 regular de la probabilitat condicionada P(W; = 1 | b(X;)) i definim f(¢) com el valor
d’aquesta versio en t sobre la imatge de b; fora d’aquesta imatge podem definir f arbitrariament.
Com que les probabilitats condicionals només sén tiniques llevat de conjunts nuls (cf. B.61), obtenim
e(Xi) = f(b(X;)) quasi segurament. [ |

Demostracio de 4.18. La prova segueix les dues igualtats de [IR15, Sec. 17.8], que sén una aplicacié de
I'estimador de Horvitz-Thompson [HT52] al cas del valor de propensié. Una formulacié equivalent
en termes d’IP weighting i estandarditzacio es troba a [[HR20, Technical Point 2.3]. Escrivim E per a
'esperanga conjunta, respecte del mostreig de superpoblaci6 i del mecanisme d’assignacié. Seguint la
notaci6 del treball, reservem Eg, per al mostreig de superpoblacié i Ew per a I’assignaci6, condicionada
a la mostra finita; en aquesta prova només en fem servir la marginal de W;. Com que les unitats son les
copies i.i.d. introduides a 3.24, tenen la mateixa distribuci6. Per linealitat, n’hi ha prou de provar les

dues igualtats:

.y 0bs
1o

(1 _ Wi)Yiobs
e(X;)

=EplYiMl,  E|—— e(X;)

= Eep[Yi(0)].

Per positivitat, els denominadors sén no nuls quasi segurament. A més, la integrabilitat de Y;(0) i Y;(1)
garanteix que els termes ponderats tenen esperanca finita; per exemple, usant ignorabilitat condicional,

Wilye®|
e(Xi)

[Y:(1)| Ew[W; | X, Yi(1)]
e(X;)

[E[ Wii()

E(Xi) Xi/ Yl(l)]] = ]Esp[

] _ B (Y],

En I'altim pas hem usat que Ew[W; | X;, Y;(1)] = e(X;) quasi segurament. Provem la primera igualtat; la
segona és analoga. Com hem dit a la demostraci6é de 4.7, Yi"bs =Y;i(1)siW; =1i Yi"bs =Y;(0) si W; = 0.
Per tant, WiYi"bs = W;Yi(1). Aplicant B.62 per condicionar respecte de X;,

_ WiYi(D)|
-
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Per ignorabilitat condicional, W; 1Lp Y;(1) | X;. Per tant, dins I'esperanga condicionada podem separar

la part d’assignaci6 de la part de superpoblacié:

E [ W;Y;(1) ] _ Ew[Wi [ Xi] Egp[Yi(1) | Xi]

eX;)) |77 e(X;) = Eyp[Yi(1) | Xi],

on hem usat que Ew[W; | X;] = e(X;) i la positivitat garanteix que el denominador no s’anul-la quasi

segurament. Prenent esperanca i aplicant de nou les esperances iterades,

W;Y0bs |
e(xll.) = ]ESP []ESP[Yl(l) | Xz]] = ]Esp[Yz(l)]
De manera analoga, »
Sla-woy
T(Xi) = Esp[Yi(0)].

Finalment, per la linealitat de I'esperanca i perque les unitats tenen la mateixa llei,

E[%pw] = Esp[Yi(l)] - ]Esp[Yi(O)] = PATE. u

A5
CAs PRACTIC

En les demostracions d’aquesta seccié fem servir la convencié d’assignacions de 1.2 i la convencié

operativa de 5.1 per a restriccions, diferéncies d’assignacions, intervencions i marginalitzacions.

Demostracio de 5.10. Nota: Seguim la demostracié de [Bar+20, Ap. D, Th. 11], en lloc de 'original [TP02,
Lem. 1].

Fixem l'ordre topologic < de 5.1 i escrivim V; := V \ (V=D U {V}}), v; := v, i altres expressions
similars (aquesta és només una abreviatura per no carregar la notacié). Per la regla de la cadena aplicada
a la distribuci6 observacional,

pv) = | | ploi | ). (A7)
i=1

Ara introduim una intervenci6 sobre totes les variables posteriors a V;. En el graf G-, eliminem les
arestes entrants a V- ;; com que 'ordre < és topologic, no hi pot haver cap cami actiu de V; cap a una
variable de V.; un cop condicionem per Y- Per tant, V; 16— Vi | Y-, Aplicant la tercera regla

del do-calculus a cada factor p(v; | v(i=D) de (A.7), obtenim:

pv) = [ | p(o: | do(vs), vi). (A8)
i=1

Fixem ara un index i. Sigui C; la C-component maximal de G que conté V;isiguin també C.; := C;nV{~1)
icsi:=vc_,. També posem W; :=V (=1)\ C;. Volem substituir I'observaci6 de les variables de W; per
una intervencid. Per la segona regla del do-calculus, amb X = V.;, Z = W; i W = C.;, n’hi ha prou amb
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provar
Vi J_QT»/Wf W; | Vs;, Coi. (A9)

Suposem, per contradiccid, que hi ha un cami actiu p en Q@,w{ entre algun W € W; i V;, condicionant
per V-; U C.;. Com que les arestes sortints de W; han estat eliminades, el cami només pot sortir de W
per una aresta que entra a W. Si aquesta primera aresta fos dirigida, anomenem-la T — W, aleshores
T <W <V;,demaneraqueT € Y- Gi T € W;, I'aresta T — W hauria estat eliminada; si T € C;, el
cami quedaria blocat perqueé condicionem per C.;. Aixi, la primera aresta no pot ser dirigida i ha de ser
bidirigida.

El cami p tampoc no pot estar format totalment per arestes bidirigides, ja que aixo faria que Wi V;
pertanyessin a la mateixa C-component, contradient W ¢ C.;. Per tant, en algun punt del cami hi ha una
primera aresta dirigida després d’una successié d’arestes bidirigides. Només hi ha dues possibilitats,
o —>To o Z<T:

* Si--- & Z — T, aleshores l'aresta Z — T només pot romandre en Q(V—N, W, siZ ¢ W;. Amés, Z no

pot ser a V., perque Z seria un no-col-lisionador observat”’. Per tant, ha de ser Z € C;, pero el
cami queda blocat perqué condicionem per C.;.

* Si--- & Z « T, llavors Z no pot ser a Vs, perqueé estem a G5y . Aixi, Z € V-1 i Vordre
topologic forca també T € V1. Perqué l'aresta T — Z no hagi estat eliminada per Wi, cal que
T ¢ W; i, per tant, T € C.;. Pero aleshores el cami queda blocat en T, que és un no-col-lisionador

observat.

En tots els casos obtenim una contradiccié. Aixo prova (A.9). Aplicant, ara si, la segona regla del
do-calculus a (A.8), obtenim:

p(v; | do(vs;), vi™Y) = p(v; | do(v \ e<; \ v7), e<;). (A.10)

Eliminem de la intervencio les variables de la mateixa C-component que venen després de V;. Sigui
C.; :=C;NVs;. Enel terme de la dreta de (A.10), les variables de V \ C; i de C;; estan intervingudes,
mentre que les de C; estan observades. Per la tercera regla del do-calculus, volem provar

Vi J_QWC,,i C>i | (V \ Ci/ C<i'

Csi

Aqui Cs; no conté avantpassats de C<; en QW’ perque l'ordre < és topologic. Per veure la separacio,
suposem que hi ha un cami actiu p entre V; ialgun T € C,; en el graf anterior, condicionant per V \ C;
i C<;. El cami no pot entrar a T per una aresta dirigida, ja que totes les arestes entrants a C; han estat
eliminades. Tampoc no pot sortir de la C-component C;: qualsevol node de V \ C; que aparegui com a
no-col-lisionador esta condicionat, i qualsevol desviaci6 que torni a entrar a C; ho ha de fer travessant

una aresta dirigida o bidirigida que deixa un d’aquests nodes com a no-col-lisionador observat.

Finalment, si el cami roman dins de C;, per arribar d’un node no posterior V; a un node posterior T

sense usar una aresta entrant a Cs; ha de passar per algun predecessor de V; de la mateixa C-component;

27 Recordem de 1.64 que si observem els mediadors d’una cadena o la causa comuna d’una bifurcacié, el cami que els uneix
queda bloquejat.
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aquest predecessor pertany a C; i esta condicionat. En tots els casos el cami queda blocat, contradient

que fos actiu. Aixi, podem aplicar la tercera regla:
p(vi | do(v\ cci \ vi), c<i) = p(vi | do(v \ ¢i), c<i), (A.11)

on ¢; = vg;. Substituint (A.10) i (A.11) a (A.8), obtenim

n

p) = [ [p(oi 1 do(v\ ), cci).

i=1
Ara reagrupem el producte segons la particié6 C(G) = {G[S1],...,G[Sk]}. Si Vi € S;, aleshores C; = S; i
Cej = sj.l_l). Aixi,

[] ploildotv\s),s'™). (A12)

k
p(v) = ;
j=1 {ilVes;}

Per a cada j, la intervencié do(v \ s;) imposa valors a totes les variables de fora de S;. Per tant, la regla

de la cadena dins de la distribuci6 intervinguda dona

[] ploildo\s),s{™) = p(s; | do(v \ s))). (A13)
{ilvies;}

Combinant (A.12) i (A.13), concloem
k
pv) = | p(sj | do(v \'s))).
j=1

A més, els passos factor a factor que condueixen a (A.8), (A.10) i (A.11) identifiquen els condicionals
intervinguts de (A.13) amb els condicionals observacionals de la regla de la cadena. Per tant, cada

factor és identificable a partir de la distribucié observacional:

psjldov\sp))= [ | ploilvi).

{ilvieS;}

Finalment, la formulacié amb pares estesos és exactament la segona part de [TP02, Lem. 1]. En la
seva notaci6, si T; és la C-component de V; en G[V)] i Pa(T;) designa T; juntament amb els seus pares

dirigits, aleshores
p@i | V) = p(oi | veamyvy)

per als valors on el condicional esta ben definit. Ara bé, amb la definicié 2.23, T; = C (@) §
Pa(T;) \ {Vi} = Pa; .
Per tant, per a qualsevol versi6 fixada dels condicionals sobre el suport corresponent,

p(@i V) = p(oi | vesp),
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que és la formulaci6 equivalent de I’enunciat. |

Demostracio de 5.12. Posem W = V \ A. El submodel M,,, obtingut intervenint W, indueix el graf
GV \ W] = G[A]. A més, com que els nodes de W no sén avantpassats de Y, intervenir-los no canvia
la funcié marginal sobre A p(a | do(w)) = p(a)*®.

Escrivim X = Xa LI Xw, amb Xw = X\ A. Les variables de Xw tampoc sén avantpassades de Y; per tant,
intervenir-les no afecta. Notem que Y Lg___ Xw | Xa: en efecte, no hi ha camins dirigits des de Xw
Xa Xw

cap a'Y, perque Xy N Ang = 0, i els camins back-door queden tallats en considerar el graf mutilat G 5.
Per tant,

p(y [ do(x)) = p(y | do(xa), do(xw)) = p(y | do(xa)) = p(y | do(xa), do(w)).

La darrera igualtat torna a ser una aplicaci6 de la regla 3, araamb Y Lg . W | Xa. El raonament és el
A/

mateix: com que W =V \ Ang , no hi ha camins dirigits de W cap a Y i no hi ha camins back-door en G-
La darrera expressio és precisament la consulta p(y | do(xa)) en el submodel M,,. |

Demostracio de 5.13. Per definicié, cap node de W és avantpassat de Y en Gx. Volem veure que
Y Lgiw WIX: en efecte, en G no hi ha cap cami dirigit des de W fins a Y, ja que aixo faria que algun
node de W fos avantpassat de Y en aquest graf. D’altra banda, en passar a Gy  s’eliminen les arestes
entrants a W, de manera que els camins back-door de W amb Y també queden tallats. La regla 3 del

do-calculus ens dona:

p(y | do(x), do(w)) = p(y | do(x)). u

Demostracio de 5.14. Primer considerem el cas X = (). Per a cada component Sj, sigui Aj = Ang , \S]-, i
]
escrivim sj = vg; iaj = va,. Seguint [SP06, Lem. 4], tenim la cadena d’identitats:

l‘lp(sl | do(v \'s;)) = ﬂpv\s,(s )= I_IP(Sz | do(ay) = ]_[ [T pe; v \a;, do(a)

i=1 {j|vjeSi}

_ 1—[ 1—[ p(o; | vUDy = rlp(v | vy = p(v).

i=1 {j|VjeSi}

Si escrivim B; = V '\ (S; U A;), volem provar que S; J'QAT»BT B; | A;: en efecte, els nodes de B; no sén
avantpassats de S; i, en el graf mutilat, els camins back-door que podrien sortir de B; queden tallats.
Estem, doncs, en condicions d’aplicar la tercera regla del do-calculus i eliminar de la intervencio les
variables de V \ (S; U A)).

La identitat segiient és la regla de la cadena dins de cada component, pero aplicada sota la intervencié
sobre A;; per aix0, en el condicionament de Vi només apareixen els predecessors que no han rebut un
valor per intervencio. Per justificar el pas als condicionals observacionals, considerem els dos casos de
[SPO6, Lem. 4].

1. SiA e A;\ VU, tenim queVj Lg_ A|Vi-b; per tant, la intervenci6 sobre A s’elimina per la
tercera regla del do-calculus.

28 La reducci6 és analoga a la de [SP06, Lem. 5]. Aquesta és una aplicacié de la regla 3 del do-calculus: no hi ha cap cami
dirigit de W cap a A, i els camins back-door queden tallats en el graf mutilat corresponent.
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2. SiA € Ajn VU™V, podem aplicar la segona regla del do-calculus perqué es dona V; L6ma A |
VOI-D\ A2, S
Aplicant aquest argument a cada A € A; s'obté p(v; | vU~Y). Les tltimes identitats només reagrupen els

termes i apliquen de nou la regla de la cadena. Per tant, en el cas X = @ hem provat la factoritzaci6 de
p(v); marginalitzant les variables de V \ Y s’obté I'enunciat per a p(y).

Ara passem al cas general, amb X # 0. El submodel M indueix el graf G[V \ X] i la PMF intervinguda
px(v \ x); les seves C-components sén precisament G[S1], ..., G[Sk]. Aplicant al submodel el cas sense
intervencions que acabem de provar, obtenim primer

k
pv\%) = [ | puls; | do(v \ (xUs)).
j=1

Com que X € V' \ S; per a tot j, do(x) ja queda inclos en el terme que imposa valors a totes les variables
de V'\ S;. Per tant,

k
p(v\x|dox)) = | | p(s; | do(v\'s)).
j=1

Finalment,
p(yldo(x) = p(v\x|do(),
v\(yux)
i substituint-hi la factoritzacié anterior obtenim ’expressié de l’enunciat. [ |

Demostracio de 5.15. Treballem en la crida recursiva concreta on s’executa la linia de fallada. Denotem
per Yy, Xy, G = (Vi, E¢) els conjunts i el graf d’aquesta crida, i per Sy el conjunt tal que la fallada retorna
FAIL(G¢, Ge[S¢]). Just abans de fallar tenim

C(G Ve \ X¢]) = {Ge[Se]}, C(Go) ={Ge}.

Aixi, Sy = V; \ Xy, el subgraf G¢[S/] és una tinica C-component i G; també ho és. A més, X; # 0, perque
altrament s’hauria executat el cas base de la primera linia.

Com que no s’ha executat la reduccié a avantpassats, tenim Vj = Angf . Per tant, cada node de X; té un
cami dirigit en Gy cap a algun node de Y,. D’altra banda, com que tampoc s’ha executat la linia que

afegeix W, es compleix
(gf)ﬁ

Sy =V, \X(i - Aan

En particular, cada node de Sy \ Y, té un cami dirigit cap a Y; en (Qg)x—[; com que les arestes entrants a
X¢ han estat eliminades, aquests camins romanen dins de S;.

Construim ara un subgraf # d’arestes de G;. Conservem totes les arestes bidirigides. Per a cada node

de S¢ \ Y¢, conservem una tnica aresta dirigida que sigui el primer pas d"un cami dirigit dins de (Gr)x;

29 Per veure-la, considerem qualsevol cami de back-door des de A fins a Vj. Si el cami té un node que no es troba a V (=1, per
recursivitat, ha de contenir un col-lisionador bloquejat; per tant, tal cami queda d-separat. A més, com que tots els nodes
del cami estan condicionats o intervinguts, el cami només pot usar arestes bidirigides. Perd A; N'S; = 0, de manera que
aquests camins bidirigits també queden bloquejats.
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i acabat en Y. Per a cada node de X;, conservem una tinica aresta dirigida que sigui el primer pas
d’un cami dirigit dins de Gy i acabat en Y,. Eliminem totes les altres arestes dirigides; en particular, no
conservem cap aresta sortint dels nodes de Y,.

Com que hem conservat totes les arestes bidirigides i G; és una tinica C-component, ¥ continua sent
una C-component. A més, cada node de V; \ Y, té exactament un fill dirigit en #, mentre que els nodes
de Y; no en tenen cap. Aixi, ¥ és un C-bosc arrelat en Y.

Definim ¥’ com el subgraf d’arestes de ¥ induit pels vertexs Sy; és a dir,
Ve =8, &y =8Ex NE(G[Si]).

Per construccio, les arestes dirigides que surten de nodes de S, \ Y/ ja havien estat triades dins de Sy, i
no hi ha arestes sortints dels nodes de Y,. Per tant, passar de ¥ a ¥’ no crea cap arrel nova fora de Y,.
Com que G¢[S¢] és una C-component i només hem eliminat arestes dirigides, ¥’ també és un C-bosc
arrelat en el mateix conjunt d’arrels Y,. Amés, ¥’ C F.

Ara verifiquem les condicions de 5.6. Primer, ¥’ no conté variables intervingudes, ja que V¢ = Sy =
Vi \ Xg; per tant, V& N Xy = 0. Segon, ¥ si que conté variables de Xy, perque Vi = Vi Xy # 0.
Finalment, el conjunt d’arrels és Yy, i cada node de Y, és avantpassat de si mateix en (Q[)X—[; per aixo

(gé)ﬂ

Y, C Aan

Per tant, # i ¥’ formen un hedge per a la consulta local p(y, | do(x/)).

El pas de la consulta local a una subconsulta de la crida inicial requereix tenir en compte la propagacié
de la fallada al llarg de l'algorisme. En particular, la linia que afegeix W pot modificar el conjunt
d’intervencions local, i les crides que descomponen en C-components poden substituir temporalment
'objectiu per una component que després es marginalitza. Per aixo no identifiquem simplement X, i Y,

amb subconjunts de les variables inicials.

La part global de [SPP06, Th. 6] prova exactament el que falta: qualsevol fallada local d’ID es pot
rastrejar fins a una subconsulta de la consulta inicial. Es a dir, existeixen X’ € XiY’ C Y tals que els
C-boscos obtinguts a la crida de fallada formen un hedge per a p(y’ | do(x’)). Amb aixo, la parella ¥, ¥’

construida més amunt prova el resultat. [

Demostracio de 5.16. En aquestes linies de ’algorisme tenim que S = V \ X1, per tant, V = SUX. També
sabem que no s’ha activat la reducci6 a avantpassats; aixi, V = Ang . Com que Y C S, aix0 implica
X C An{.

Ara fem servir que S C §’. Com que V = S U X, els nodes que queden fora de S’ sén
(V\SI :X\Sl :Xext-

En intervenir sobre Xext amb valors Xext, les variables que resten en el submodel son V \ Xext = S" i el

graf corresponent és G[S’], tal com estableix [SP06, Lem. 8].
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La distribucié d’aquest submodel sobre S’ és precisament el factor que l’algorisme anomena ¢. En

efecte, com que G[S’] és una C-component maximal de G, el lema 5.10 dona

p(s’ |dow\s) = [] ploilstD, v\,

{ilvies’}

En aquesta crida, les variables de V \ S’ = X¢x ja han rebut valors per intervencié. En particular,
YD\ 8§’ C Xey, 1 els seus valors s6n, amb la convencié notacional del capitol, vi=D\ ¢/, Aixi obtenim

la distribuci6 inicial del problema reduit:
q&) =[] pils, v\ ) = p(s’ | dolxen).
{ilVies’}
En la notaci6 de [SP06, Lem. 8], aquesta és la distribucié P” amb que es fa la crida recursiva.

La intervenci6 original es descompon com x = (Xext, Xint)- La part externa ja ha quedat incorporada en g,
i la part interna és la que encara s’ha d’intervenir dins de G[S’]. Per tant, la consulta original en (G, p)
coincideix amb la consulta reduida en (G[S’], 9):

p(y | do(x)) = p(y | do(xint))-

Escrivint aquesta tiltima marginal de manera explicita, i usant que S = S L X 1 Y C S, obtenim

p(y | do(x) = " 7(s | do(xint))-

s\y

Aquesta és exactament la marginal que calcula la crida ID(Y, Xint, 4, G[S’]), que és la formulaci6 de
[SPO6, Lem. 8]. [ |

Demostracio de 5.27. Siguin Zy = {z | P(Z = z) > 0}. Per la llei de la probabilitat total sota cada

intervencio,

P(S=1|do(T =1)) = Z P(S=1|do(T =1),Z = z)P(Z = z | do(T = 1)),
z€Z+

P(S=1]|do(T =0)) = Z P(S=1|do(T =0),Z =z)P(Z =z | do(T = 0)).
z€Z+

Per hipotesi, P(Z =z | do(T = 1)) = P(Z = z | do(T = 0)) = P(Z = z), per a tot z. Per tant, la diferéncia
P(S=1]|do(T =1))-P(S =1]|do(T =0)) ens dona:

> [P(S = 1]|do(T =1),Z = 2) - P(S = 1| do(T = 0), Z = 2)| P(Z = 2).
zeZy

Per hipotesi, cada diferencia entre claudators és estrictament positiva per a tot z € Z,, i els pesos
P(Z = z) s6n positius i sumen 1. Aixi, la suma és estrictament positiva. En conseqtiéncia, P(S =1 |
do(T =1)) > P(S =1|do(T = 0)). |
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B

Probabilitats i estadistica

B.1
MESURA I FUNCIONS MESURABLES

En aquesta secci6 es revisen els conceptes basics de mesura, o-dlgebres i funcions mesurables. Aquest
marc matematic és fonamental per definir espais de probabilitat i variables aleatories després.

La presentaci6 d’aquesta secci6 segueix principalment les parts de mesura de Lebesgue, mesurabilitat,
funcions mesurables i integral de Lebesgue de [Vil23, Secs. 1-3].

Definicié B.1 (Mesura i interval a R" [Vil23, Sec. 1, Def. 1.1]). La mesura (longitud) d'un interval [a, b]
(obé[a,b), (a,b],o0(a,b))aRés|a,b]l =b—a. Diem interval a R" a qualsevol conjunt de la forma
I =[a1,b1] X --- X [au, by], amb a1 < by,...,a, < by, 0 a qualsevol obtingut de manera semblant

reemplagant qualsevol dels intervals [a;, b;] per [a}, b;), (aj, bj] o bé (aj, b;).
L'interval és obert si els intervals a R que el produeixen sén tots oberts; és a dir, si I té la forma

I =(a1,b1) X ---x(ay,by). Analogament, I és tancat si és de la forma I = [a1,b1] X -+ X [ay, by].

Definicié B.2 (Volum d'un interval). Sigui I = (a1,b1) X --- X (a,,b,) un interval obert. Definim la
mesura exterior per intervals o volum d'un interval i la denotem per m*(I) o v(I) com el producte de les
seves llargaries, és a dir:

m*(I) =o(l) = |I[' = (b1 —ay)--- (b, — ay).

A R? un interval és un rectangle, i la seva mesura és I'area. A R® un interval és un paral-lelepipede i la

seva mesura és el volum.

Recordem que volem donar sentit a la mesura d’un conjunt arbitrari A C R". El primer intent, que

funciona gairebé sempre, és utilitzar els rectangles com a unitat de mesura, recobrint el conjunt A.

Definici6 B.3 (Mesura exterior de Lebesgue). Sigui A C R". Diem mesura exterior de Lebesgue d’A a

I'infim:

i=1 i=1

A" = m*(A) = inf {Z m(I;) | AC U I;, I; interval obert} .

Per tant, de tots els possibles recobriments d’A per intervals, en calculem la suma de volums dels

intervals i en prenem l'infim.

Propietat B.4.
1. La mesura exterior del conjunt buit és 0.
2. SiA,BCcR"iACB,llavors |Al* < |B[*.
3. Si A és finit o numerable, |Al* = 0.
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Propietat B.5 (Invariant per translacions). A més, m* és invariant per translacions; aixo és, per a tot A C R"
i per a tot x € R" tenim m*(A + x) = m*(A). Existeix un recobriment en el desplagat si, i només si, existeix un

recobriment en el mateix conjunt:
AcUIi — A+xcU(Ii+x)
i=1 i=1

També, el volum és el mateix, v(I) = v(I + x).

Propietat B.6 (c-subadditivitat). m" és o-subadditiva:

o

k=1

m < > m'(Ar), VAL CR".

k=1

Nota B.7. En definitiva, existeixen A, B ¢ R" talque AN B = 0im*(A U B) # m*(A) + m*(B). En aquest
sentit, si d(A, B) > 0, aleshores si es dona que m*(A) + m*(B) = m*(A U B).

Sigui X un conjunt ambient (habitualment X = R") i sigui £(X) el conjunt de parts d’X; és a dir, el
conjunt que té per elements els subconjunts de X.
Definici6 B.8 (0-algebra). Si X és un espai X = R", una familia £ ¢ P(X) és una o-algebra si:

1. XeX.

2. SiE € ¥, aleshores E€ € L.

3. Si{Ex}y, € L, aleshores | J;; Ex € X.

Definicié B.9 (Mesura positiva). Sigui X isigui X € £(X) una o-algebra. Una funcié p : & — [0, +00]
és una mesura positiva si:

1. u(@ =0.

2. ués o-additiva: si E; € X son disjunts dos a dos, llavors:

u{|JEi|= D uEp.
j=1 j=1

Definicié B.10 (Continuitat absoluta i mesura dominant [Dur19, Ap. A.4]; [Nag23]). Siguin uiv dues
mesures positives sobre un mateix espai mesurable (X, X). Diem que v és absolutament continua respecte
de p,iescrivimv < u, siperatot A € L,

uA)=0 = v(A) =0.

Una mesura u és o-finita si existeixen Eq, Ep, ... € X tals que X = U,»1 Ex i y(E,) < 400 per a tot n.
Donada una familia de mesures &7 sobre (X, L), una mesura o-finita y s’anomena mesura dominant si
P < uperatotaP € Z.

Teorema B.11 (Radon—-Nikodym [Durl19, Ap. A.4, Thm. A.4.8]; [Nag23]). Siguin p i v dues mesures po-
sitives o-finites sobre (X,X). Si v < y, aleshores existeix una funcié mesurable f : X — [0, +oo], tinica
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p-gairebé pertot, tal que per a tot A € ¥,
va)= [ fdu.
A
dv

Aquesta funcié s’anomena la derivada de Radon—Nikodym de v respecte de p i s’escriu f = &

Observacié B.12. En probabilitat i estadistica, quan una llei P esta dominada per una mesura de

referéncia (1, la seva densitat és precisament p = ‘;—5. Aixi, una PMF és una densitat respecte de la

mesura de comptatge, mentre que una PDF real usual és una densitat respecte de la mesura de Lebesgue
[Vil24b, Sec. 2, Defs. 2.2.312.4.1].

Definicié B.13 (Conjunt mesurable Lebesgue). Sigui E C R". Diem que E és mesurable Lebesgue si
per a tot A C R" es dona el segtient:

A =JANE[ +]ANE°|.

Els conjunts E que tenen aquesta propietat formen una o-algebra, denotada M(R") i anomenada la
o-algebra de conjunts mesurables Lebesgue.

Alternativament, un conjunt A és mesurable Lebesgue si per a tot ¢ > 0 existeix un obert ™ O A tal que
m*(U \ A) < €. Si A Cc R" és mesurable, definim m(A) = |A| = m*(A).

Nota B.14. Se segueix directament que qualsevol obert en R" és mesurable, ja que m* (U \ U) =0 < ¢.

Definici6 B.15 (Mesura de Lebesgue [Vil23, Sec. 1, Def. 1.11]). La mesura exterior restringida a M(RR")
és una mesura positiva, anomenada mesura de Lebesgue.

[-1: M(@R") — [0, +c0]
E +— |E| = m(E)

Per a E € M(R") denotarem |E| en lloc d’|E|" (tot i que siguin el mateix valor).

A partir d’aqui enunciem una série de propietats tedriques de la mesura de Lebesgue. La majoria s6n
forca intuitives, sobre tot si pensem que estem formalitzant la nocié de volum d’un conjunt a R".
Teorema B.16 (Teorema de Carathéodory).

1. M(R") és una c-algebra a R".

2. |- | és una mesura positiva a M(R™).

3. Lamesura |- | és completa si z € M(IR") té mesura 0, |z| = 0i 2z’ C z, llavors també z’ € M(R")i|z’| = 0.
Notaci6 B.17 (Almost everywhere, a.e.). Quan una propietat es compleix llevat potser d’un conjunt
excepcional de mesura zero, diem que es compleix gairebé per a tot o, en anglés, almost everywhere.
Propietat B.18.

1. SiA,Be M(R")iA C B, |A| <|B|.

2. SiA,Be M(R")iACB,|B\A|=|B|-|A|sempre que |A| < +co.

3. SiEj € M(R"),j > 1, formen una successié ascendent, E; C Ej1, per a tot j > 1, llavors | U]f”:l Ejl =
lim]'_,oo |E]'|.
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4. Invariancia per translacions i simetria respecte l'origen. Com ja hem vist per a mesures exteriors, B.5, si
E € M(IR"), aleshores:
e x+E={x+y|y€E}e M(R")i|x+E|=|E|
e —E={-x | x € E} € M(R") i| - E| = |E| (la mesura positiva és una funcio parella).
5. Silésinterval, I € M(R") i |I| = v(I).
Proposici6 B.19.
1. Els conjunts mesurables de Lebesgue formen la o-algebra M(R") que conté els oberts de R".

2. Tot conjunt de mesura exterior 0 és mesurable.

Teorema B.20. Sigui E C R". Son equivalents:
1. E e M(R").
2. Ve > Qexisteix 7 c E c U, C tancat i U obert, tals que m*(U \ C) < .
3. Eésiguala G\ Z, on G és un conjunt G, i|Z| = 0.
4. Eésiguala F U Z, on F és un conjunt F, i |Z] = 0.

Pel segon apartat, podem aproximar tot E € M(RR") amb tancats per dins i amb oberts per fora.

Suposem, a partir d’ara, E € M(R"); és a dir, E és un conjunt mesurable, i diem R = [~co, +c0]. En
general, tindrem funcions f : E — R i, per ser rigorosos, ens caldra estendre la relaci¢ d’ordre de R a
tot R.

—00 < g < 400, Va € R.

També cal estendre-hi les operacions suma i multiplicaci6, de la manera que ja coneixem:
1. a+00=x00+a=z00.
2. a-(x00) és +oosia >0, — < co sempre que a < 01, finalment, una indeterminacié sia = 0.
3. Laresta de casos se segueixen facilment prenent +co en lloc d’a.
Proposicié B.21. Siqui f : E —> R, E C R" mesurable. Sén equivalents:
. Ya € R, el conjunt f~Y(a,+o0] = {x € E | f(x) > a} és mesurable.

1
2. Ya € R, el conjunt f[a,+c0] ={x €E | f(x) > a} és mesurable.

W

. Ya € R, el conjunt f~l[-o0,a)={x €E | f(x) < a} és mesurable.
4. Ya € R, el conjunt f~[~oo,a] = {x € E | f(x) < a} és mesurable.

Quan es compleixen aquestes condicions, també es dona que per a tot o € R, f{a})={x€E | f(x)=a}és
mesurable.

Definicié B.22 (Funcié mesurable [Vil23, Sec. 2, Prop. 2.1 i Def. 2.2]). Una funcié f : E — R és mesu-

rable si E és mesurable; equivalentment, es compleixen tots els apartats de la proposicié anterior.

Sigui A C E un conjunt mesurable. Definim la funcié caracteristica x4 : E — R mitjangant 1’assignaci6
seguent:
1, sixeA,

X xal) = {O sixé A
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Aleshores, fixat a € R, els tres conjunts segiients sén mesurables:

0, siax>1,
{er|XA(x)>a}: A, siae(0,1),
E, sia<0.

Si f: E— R és continua, f1(a,+o) = {x € E | f(x) > a} és 'antiimatge de l'obert (a, +) i, per
tant, també és un obert. En particular, és mesurable.

Proposicié B.23. Si g, f : R" — R son funcions mesurables i F : R> — R tal que F € C(R?), aleshores
F(f,g):R" — R és mesurable.

Proposicié B.24. Sigui f : E — R mesurable i sigui g : E —> R tal que ¢ = f llevat d'un conjunt Z amb
|Z| = 0 (és a dir, g(x) = f(x)six & Z). Llavors, g també és mesurable.

Propietat B.25. Siguinc € R,E € M(R")i f, g : E —> R funcions mesurables. Aleshores:

cf,f+g_fgvé”,meLgLLﬂ,fnf-

son funcions mesurables.

Prenem una funcié mesurable f : E — R. Donada f amb signe arbitrari, escrivim f = f* — f~. Com

que f* = max{f,0}i f~ = max{-f, 0}, aquestes funcions sén mesurables i, per tant, també ho és
fl=fr+f
Ara definim la integral de f com la resta de les integrals de f* i f~ (cosa que sabem fer per la subsecci6

anterior), sempre que aquesta resta no porti a una indeterminacio.

Definici6 B.26 (Integral de Lebesgue [Vil23, Sec. 3, Def. 3.8]). Sigui E € M(R") i sigui f : E — R
mesurable tal que almenys un dels dos valors fE fri fE f~ sigui finit. Llavors, definim la integral de

[l

Definicié B.27 (Funcié integrable [Vil23, Sec. 3, Def. 3.9]). Una funci6 f : E — R mesurable és inte-

grable si:
JUEY By Ve

Denotem per £!(E) el conjunt de funcions integrables a E.

Lebesgue de f com:

Proposicié B.28. Siqui E € M(R"), un conjunt mesurable.

1. LY(E) és un espai vectorials sobre el qual la integral de Lesbesgue és una aplicacié lineal. Es a dir, si
a,peRif, g€ LYE), lavors af +pg € LYE)i:

/E(ozf+,8g):a/Ef+,8/Eg.

30 Cal suposar que g(x) # 0 almost everywhere.
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2. Sif,ge LYE)i f < g

[ [si|[ 5= [in

3. Invaridncia per translacions i simetries. Siv € R" és fixi f € LY(E), llavors f(x —v) € LYE +v) i:

f(x —v)dx =/Ef(x)dx.

E+v

De manera semblant, f(—x) € L(~E) i:

/_Ef(—x)dx = /Ef(x)dx.

Aquz’,E+v={x+v|x€E}i—E={—x|x€E}.
Proposicié B.29.
1. Si f € LYE) i g és mesurable tal que |g| < f, llavors g € L1(E).
2. Si f és mesurable i acotada i E € M(IR") tal que tenim |E| < oo, llavors f € L1(E).

B.2
VARIABLES I VECTORS ALEATORIS

Aquesta seccio fixa el llenguatge probabilistic basic que s’utilitza al llarg del treball. L'objectiu és recordar
espais de probabilitat, variables aleatories, lleis i distribucions conjuntes abans d’emprar-los en xarxes

bayesianes i resultats potencials.

Definicié B.30 (Algebra de Borel). La og-algebra de Borel d’un espai topologic E ésla o-algebra generada
pels seus conjunts oberts; és a dir, la més petita de les o-algebres de parts de E que contenen tots els
oberts d’E. La denotarem per B(E).

1. E € B(E),

2. Si A € B(E), aleshores A° € B(E),

3. Si(An)n € B(E), aleshores |, An € B(E).
Definicié B.31 (Espai de probabilitat [San99, Sec. 1.2]; [Vil24b, Sec. 1, Def. 1.1.1]). Un espai de proba-
bilitat és una tripleta (Q2, ¥, P), on:

1. € és un conjunt no buit anomenat espai mostral.

2. F ésuna o-algebra de subconjunts de Q), els elements de la qual s’anomenen esdeveniments.

3. P és una mesura de probabilitat, una funcié P : ¥ — [0, 1] tal que:
1. P(Q) =1,
2. Si(An)y € F disjunts 2 a 2, aleshores:

e
n=1

P

= i]P(An).
n=1
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Treballarem ara amb un espai de probabilitat (Q2, #,PP). Tots els esdeveniments que apareguin
s’assumiran tacitament com a # -mesurables, totes les o-algebres que apareguin s’assumiran tacitament
com a subalgebres de . Al llarg del treball, quan no s’indiqui el contrari, els espais de valors de les
variables aleatories seran espais de Borel estandard; els casos reals R™ que apareixen en aquest annex

en son el cas principal.

Definici6 B.32 (Variable aleatoria [Vil24b, Sec. 2, Def. 2.1.2]). Siguin (QQ, ¥, IP) un espai de probabilitat
i (E,&) un espai mesurable. Una variable aleatdria amb valors en E és una aplicaci6 mesurable
X :(Q,F) — (E,&). Es adir, per atot B € &, la preimatge X" 1(B) = {w € Q | X(w) € B} és un
esdeveniment, X~1(B) € F.

Definicié B.33 (Llei d’una variable aleatoria [San99, Sec. 2.2, Def. 2.2]). Sigui X : (Q,F) — (E,&)
una variable aleatoria. La llei d’X és la probabilitat Px sobre (E,&) definida, per a tot B € &,
cf. [Vil24b, Sec. 2, Def. 2.1.3]:

Px(B) =P(X"'(B)) =PPo X"'(B) = P(X € B) = P{w € Q| X(w) € B}).

Es clar que Px(E) = 1, de manera que és una probabilitat. Finalment, sigui {B,},>1 una col-lecci6
d’elements disjunts de &. Aleshores:

X—l

U Bn) = U X~1(B,).

n>1 n>1

Definici6 B.34 (Variable aleatoria real). Una variable aleatdria real és una variable aleatoria amb valors
en (R, B(R)).

Proposicié B.35. Siguin X,Y dues variables aleatories reals definides en 'espai de probabilitat (2, F,P) i
a,b e R. Aleshores:

1. aX 4+ bY i XY son també variables aleatories reals.

2. max(X,Y) i min(X,Y) son variables aleatories reals.

3. 51Y : QQ — (0, +00), el quocient és una variable aleatoria real.
Definici6 B.36 (Variable aleatoria discreta). Una variable aleatoria X : (QQ, ) — (E, &) direm que

és discreta si la seva llei esta concentrada en un conjunt numerable i mesurable Eq € &, és a dir, si
Px(Eo) = 1.

Definicié B.37 (Funcions de distribuci6). La funcié de distribucié associada (funcié de distribucié

acumulada, CDF) a una variable aleatoria real X és la funcié F : R — [0, 1] definida per:

Fx: R — [0,1]
x +— Fx(x):=P(X <x)=PoX (-0, x]).

Es a dir, considerem la familia de les semirrectes (—oo, x], x € R1iel valor que pren Po X ~1 sobre aquesta
familia. F és una funcid de distribucié d’una variable aleatoria real X si, i només si:

1. F és creixent.
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2. F és continua per la dreta, és a dir, limy, .+ F(x,) = F(x).

3. liMy—to0 F(x) = 11 limy—_o0 F(x) = 0.

Propietat B.38 (Propietats de les CDF).
1. P(X <a)=F(a),
2. Pla<X<b)=F{)-F(a),
3. P(a < X <b)=F(b) - F(a),
4. P(a<X <b)=F(0b~)-F(a),
. P(a <X <b)=F(@b")-F(a).
6. P(X=a)=F(a)—F(a")>0.

O

Definici6é B.39 (PMF i PDF [Vil24b, Sec. 2, Defs. 2.2.3,2.4.112.4.2]). En el cas real, la distribucié d’una

variable aleatoria real X pot ser caracteritzada per:

* Una funcié de massa de probabilitat (PMF) si X és discreta, px(x) = P(X = x), que assigna
una probabilitat a cada valor possible de X. Equivalentment, px = ?—}f, on k és la mesura de

comptatge sobre el suport de X.

* Una funcié mesurable f : R — [0, +o0] anomenada funcié de densitat de probabilitat (PDF) si
Px <« A1, 0on A; ésla mesura de Lebesgue a R, i

1. f= LfiPT)f en el sentit del teorema de Radon-Nikodym B.11,

2. fo fddr=1,
3. peratot A € B(R), Px(A) = [, f dAs.

Definicié B.40 (Variable aleatoria absolutament continua). Es diu que una variable aleatoria real X és

absolutament continua amb PDF f si la seva funcié de distribuci6 F es pot escriure com:

F(x) = /( S,

per a tot x € R, on la funci6 f satisfa les condicions de la definici6 B.39. Equivalentment, la llei Px és

absolutament continua respecte de la mesura de Lebesgue, Px < A;.
Definici6 B.41 (Vector aleatori real). Un vector aleatori real m-dimensional és una aplicacio:
X: (QF) — (R",B(R™M))
w o X(w)=X(w),. .., Xe(w))
tal que cadascuna de les components X; : (QQ, ) — (R, B(R)) és una variable aleatoria real.

Definicié B.42 (Distribuci6é conjunta i marginal). La distribucié de probabilitat conjunta d'un vector
aleatori real X és la seva llei Px = IPo X! sobre (R", B(R™)). Es pot descriure per la seva CDF conjunta,
Fx(x) =P(X1 <x1,...,Xm < xXp). Si Px < Ay, on Ay, és la mesura de Lebesgue a R, es descriu per la

seva PDF conjunta fx = Z%.

FX(x]_,...,Xm):/ fXd/\m.
(=00,x1]XX(=00,xp ]
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31111:X
0x10xy

marginal d’un subconjunt de variables s’obté integrant (o sumant) la distribucié conjunta sobre els

La distribucio

Quan Fx és prou regular, fx coincideix A,,-gairebé pertot amb la derivada mixta

valors de les altres variables. La PDF marginal de X; és:

R N R )

on x_; denota totes les coordenades excepte x;.

B.3
INDEPENDENCIA I INDEPENDENCIA CONDICIONAL

Aqui es revisen les nocions elementals d'independeéncia, probabilitat condicionada i marginalitzacio.
L'objectiu és preparar les eines que després permeten interpretar factoritzacions i criteris d’ajustament
causal. Arribarem als models d’independeéncia, semigrafoides i grafoides que sustenten la lectura grdfica
de les independéncies.

Definici6 B.43 (Independencia estadistica). Siguin Xj, ..., X, variables aleatories definides en un
espai de probabilitat (QQ, ¥, P), amb valors respectius en espais mesurables (E;, &;). Direm que sén
independents si, per a conjunts qualssevol B; € &; es compleix que:

P({X;1 € B1,...,Xm € By}) = ﬁP({Xz‘ € Bi});
i=1

en altres paraules, si els esdeveniments {X; € B1},...,{X,; € By} s6n independents. Un conjunt

{Xy | n > 1} infinit té esdeveniments independents si qualsevol subcol-lecci6 finita ho és.

Teorema B.44. Considerem unvector aleatorireal X = (Xy, ..., Xy,). Denotem per F la seva funcié de distribucio
iperFi,i =1,...,mles funcions de distribucid respectives de les variables aleatories components. Suposem que les
variables aleatories X1, . . . , X,, son independents. Aleshores, es compleix que F(x1, ..., Xm) = F1(x1) -+ F(xm),
per a tot x = (x1,...,xy) € R™. El reciproc també és cert.

Definicié B.45 (Probabilitat condicionada). Donats dos esdeveniments A,B € ¥ amb P(B) > 0, la
probabilitat condicionada d’A donat B es defineix com:

P(ANB)

P(A|B) = =5

Teorema B.46 (Distribuci6 condicional regular). Sigui (QQ, F,P) un espai de probabilitat i siguin X,Y
variables aleatories amb valors en espais de Borel estandard. Aleshores, existeix una versio regular de la distribucié
condicional 'Y donada X [San99, Sec. 1.5]; [Dur19, Sec. 4.1, Thm. 4.1.17].

Teorema B.47 (Probabilitats compostes). Considerem n esdeveniments Ay, ..., A, tals que P(A1 N--- N
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Apn-1) > 0de l'espai mostral Q. Aleshores:

n
P(A1 NN Ay) = P(A) - P(A2 | A1)+ P(Ay | A1 00 Ag) = | [PA A0 Ay).
i=1

Teorema B.48 (Probabilitats totals). Siun conjunt d’esdeveniments {B1, Ba, . .., By} forma una particié de
I'espai mostral Q, llavors per a qualsevol esdeveniment A € F :

IP(A) = Zn: P(ANB;) = Zn: IP(A | B;)IP(B;)
i i

Aquest procés s’anomena marginalitzacié. Per a variables aleatories reals continues X i Y, la densitat marginal

de X s’obté a partir de la densitat conjunta i la condicionada:
@ = [ forenar= [ oty

Teorema B.49 (Regla de Bayes). Donats dos esdeveniments A i B amb P(A), P(B) > 0, la relacié entre les

seves probabilitats condicionades és:
P(B | A)P(A)
IP(B)

Per a variables aleatories reals continues X i 'Y, la regla de Bayes per a les seves densitats és:

fxy(xly) = Frix(y [ %) fx(x) _ Frix(y | x) fx(x)
| fr(y) [ fxy | x7) fx(x) da?

P(A | B) =

Definicié B.50 (Independencia condicional, [Lau96, Sec. 3.1, pp. 28-29]). Dos esdeveniments A, B sén
condicionalment independents donada una sub-c-algebra H € F siP(ANB | H) = P(A | H)-P(B | H),

quasi segurament. Normalment escriurem (A 1L B) | H.

Analogament, diem que A, B C ¥ sén condicionalment independents donada H si (A 1L B) | ‘H per a
totAe A,BeB.

Observacié B.51. Suposem que A, B i H sén independents. Llavors, per a A € A observem que
P(A | H) = P(A) quasi segurament, ja que per a H € H es compleix la relaci6

/H P(A)dP = P(A)P(H) = P(A N H).
Aixi doncs, utilitzant la independéncia entre (A i B, obtenim
PA|H)PB|H)=P(A) -P(B)=P(ANB)=P(ANB|H) quasisegurament.
En la darrera igualtat hem utilitzat que AN B 1L H, ja que tant A com B s6n independents de

H. Concloem que A i B també sén independents condicionadament a /. Tot i aixi, val a dir que
acostumarem a treballar amb distribucions discretes.
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Teorema B.52. Siquin A, B i H sub-o-dlgebres de F. Aleshores,
AWLUB)|H < PA|BVH)=PA|H)peratot Aec A.

BV H es refereix a la o-algebra més petita que conté a B i H.

Teorema B.53. Siguin A, B,C, D sub-c-algebres de F . Aleshores es verifiquen les segiients propietats:

. ALB|C & BIULA|C (simetria);
2ALBVD)|IC=ALEB|C (reduccio);
3ALBVCO)ID=AILB|(CVD) (uni6 feble);
L ALC|IBAALD|BVC)=ALKCVD)|B (contraccio);

Si aquestes relacions provenen d’una distribucio amb densitat estrictament positiva respecte d'una mesura
dominant producte, també es verifica la propietat d’interseccio:

ALBICVD)AALC|BVD)==AL(BVQC)|D.

Corol-lari B.54. Siguin X,Y,Z, W variables aleatories sobre Qi ¢ : (Q,F) — (R, B(R)) una funcié
mesurable. Aleshores es compleixen les propietats segiients:

. X1LY|Z = YLUX|Z (simetria);
2 XLY|ZD)ANW=¢)) =XLW|Z (reducci6);
XA (Y,Z)|W = X LY|(ZW) (unié feble);
L XA ZIMAXLWI|(Y,2) = X1 (ZWN)|Y (contraccio);

O

. Sila llei conjunta de (X,Y, Z) admet una densitat estrictament positiva respecte d'una mesura dominant
producte, llavors (X LY |Z)A(X WL Z|Y) = X L (Y, Z) (interseccid).

Definici6 B.55 (Model d'independencia, [Lau96, Sec. 3.1, pp. 30-31]). Sigui I = {1,...,n}. Un model
d’independéncia L, sobre I és una relaci6 ternaria sobre subconjunts de I. El model d’independéncia és
un semigrafoide si es compleix per a tots els subconjunts disjunts A, B, C, D:

* SiA 1,B|C,aleshoresB 1, A|C (simetria);
* SiAl1l,(BUD)|C,aleshoresA 1, B|CiA L,D|C (descomposicid);
* SiA1,(BUD)|C,aleshoresA L, B|(CUD) (unio feble);
* SiA1,B|CiA 1, D|(BUC),aleshores A 1L, (BUD)|C (contraccio).

El model d'independéncia és un grafoide si a més també satisfa:
* SiAl1;B|(CUD)iA 1L, C|(BUD),aleshores A L, (BUC)|D (interseccio).
Finalment, el grafoide és composicional si també:

°* SiA1,B|CiA 1,D|C,aleshoresA L, (BUD)|C (composiciod).

Nota B.56. Pel que fa al corol-lari anterior, apartat 5., a [Lau96, Sec. 3.1, Prop. 3.1] es demostra que si
p > 0, llavors 1L és un grafoide, perd aquesta no és una condicié necessaria. En aquest sentit, [’]S17,
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App. A.1] recorda que I'existencia d'una densitat estrictament positiva és una condicié suficient perque

valgui la propietat d'intersecci6, perd no necessaria. No I’assumim globalment.

Definici6 B.57 (Models d’independéncia probabilistica, [Lau96, Sec. 3.1, pp. 28-31]). Si V = {V,}ie té
llei conjunta P, podem definir un model d’independeéncia lLp com A 1Lp B|C <= A 1pB|C,on
A={VieV | ieAL,B=A{VieV | ieB}iC={V;eV | i € C}. El subindex P indica la llei sota la
qual es verifica la independéncia; reservem [P per a la probabilitat de I’espai mostral subjacent.

Notacié B.58. Si V = {V;}ic1 1 A, B,C C I, la relaci6 sobre indexs A 1L.p B | C s’ha d’entendre com
la relacié probabilistica entre els subconjunts corresponents de variables, A 1Lp B | C. Quan calgui
parlar d’arestes del graf, les escriurem sempre entre variables, per exemple V; = V; o V; — Vj; les
expressions indexades com i = j només sén una abreviaci6 auxiliar després d’haver fixat explicitament
la correspondeéncia i = V.

B.4
ESPERANCES 1 MOMENTS

Aquesta secci6 recull les propietats basiques de l'esperanca, la variancia i la covariancia. L'objectiu és
disposar del vocabulari necessari per parlar d’efectes mitjans, estimadors i comparacions entre resultats
potencials.

Proposicié B.59. Siguin X,Y variables aleatories reals simples i a, b € R. Aleshores:
1. E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y),
251X, Y>0iX <Y, esté E(X) <E(Y).

Definicié B.60 (Esperanca matematica [Vil24b, Sec. 3, Def. 3.1.6]). Donada una variable aleatoria real

X qualsevol, direm que es té esperanca matematica finita si, i només si, E(|X]) < o i, en aquest cas,
definim E(X) = E(X™) — E(X").

Definicié B.61 (Esperanca condicionada [Dur19, Sec. 4.1]). Sigui Y € £(Q) isigui G € ¥ una sub-o-
algebra. L'esperanca condicionada de Y donada G, denotada per E[Y | G], és qualsevol variable
aleatoria G-mesurable i integrable tal que, peratot A € G,

/A]Emg]dlpzfAYdP.

Si X és una variable aleatoria o un vector aleatori, escriurem E[Y | X] en lloc de E[Y | 6(X)]. Aquesta
variable és tinica quasi segurament; per aixo, les igualtats entre esperances condicionades s’entenen en
aquest sentit.

Proposicié B.62 (Esperances iterades [Dur19, Sec. 4.1, Thm. 4.1.13]). Sigui Y € LY(Q)isigquin G CH C
¥ dues sub-c-algebres. Aleshores,

E[E[Y | H] | G] = E[Y | G] quasi sequrament.
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En particular, si X i Z sén variables o vectors aleatoris, llavors
E[Y | X]=E[E[Y | X, Z] | X] quasi sequrament.

Demostracio, cas general. Per definici6é d’esperanca condicionada, per a tot A € G,

/]E[]E[Yl?-{] Ig]d]P:/]E[Ylﬂ]d]P.
A

A

Com que G € H, també A € H, i per tant

/AE[ym]dlpzfAymp.

Aixi, E[E[Y | H] | G] satisfa la propietat caracteristica de E[Y | G]. La igualtat se segueix de la unicitat
quasi segura de 'esperanca condicionada. |

Demostracio, cas discret. Suposem, per simplicitat, que X, Z i Y prenen un nombre finit de valors; el
mateix calcul s’estén al cas numerable quan Y és integrable. Fixem un valor x tal que P(X = x) > 0.
Aleshores, amb la convencié que els termes amb probabilitat condicional nul-la no contribueixen a la

suma,
]E[]E[YlX,Z]|X:x]:Z]E[YlX:x,Z:z]]P(Z:le:x)
z
:ZZy]P(Y:y|X:x,Z:z)]P(Z:z|X:x)
z Yy
=ZyZIP(Y=y|X=x,Z=z)]P(Z=z|X:x)
y z
:Zy]P(Y:y|X=x)=]E[Y|X=x].
y
La pendltima igualtat és la férmula de la probabilitat total aplicada condicionadament a 1’esdeveniment

{X = x}. Com que la igualtat val per a tot x amb P(X = x) > 0, obtenim

E[E[Y | X,Z] | X] = E[Y | X] quasi segurament. |

Proposici6 B.63. Siguin X,Y € L1(Q) variables aleatories reals, a,b € R.
1. La variable aleatoria aX + bY € L1(Q) i E(aX + bY) = alE(X) + bE(Y).
2. 8§i X <Y, aleshores E(X) < E(Y).
3. Propietat de convexitat. Es compleix que |E(X)| < E(|X]).

Proposici6 B.64 (Esperanca d"una variable absolutament continua). Una variable aleatoria real X amb
+

densitat f pertany a LY(Q) si, i només si, /_Z:o x| - f(x)dx < +oco. En aquest cas, E(X) = f_: x - f(x)dx.

Procés B.65 (Calcul de moments [Vil24b, Sec. 3, Defs. 3.2.113.2.4]). Si existeix u; = E(X), els altres mo-

ments es calculen tenint en compte la definicié d’esperanga d’una funcié d’una variable aleatoria; aixi, existeix el
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moment no centrat d’ordre k, donat per:

DixeEyx x*P(X =x), si X és discreta.
my =
/]R x* fx(x) dx, si X és continua.

Proposici6 B.66 (Desigualtat de Jensen). Sigui g una funcié real convexa i X una variable aleatoria real de
LYQ) tal que g(X) € LYQ). Aleshores, g(B(X)) < E(g(X)).

Proposici6 B.67. Siguin X,Y dues variables aleatories reals independents amb esperanga finita. Aleshores, la

variable aleatoria producte XY té també esperanga finita i E(XY) = E(X)E(Y).

Proposici6 B.68. Siguin X,Y dues variables aleatories reals independents amb moments de segon ordre finits.
Aleshores, Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).

Definici6 B.69 (Covariancia). Per mesurar el grau de dependeéncia entre dues variables aleatories reals
X 1Y s’introdueix la nocié de covariancia. Suposem que les variables tenen moments de segon ordre
finits. La covariancia entre X i Y es defineix per

Cov(X,Y) = E[(X - E(X))(Y - E(Y))]

B.5
MODELS ESTADISTICS I ESTIMACIO PUNTUAL

Aquesta seccié recull només el llenguatge estadistic que es necessita per passar dels estimands causals
a quantitats calculables amb dades observades. L'objectiu és fixar qué entenem per model parameétric,
estadistic i estimador.

En aquesta secci6, {2 denota 1'espai mostral estadistic o espai d’observacions. No s’ha de confondre
amb l’espai mostral subjacent d"un espai de probabilitat com el de la definici6 B.31: formalment, les
observacions poden venir d"un vector aleatori X : (£~), F ) — (Q, A), icada Py és la llei induida per X
sobre (Q, A).

Definici6é B.70 (Model estadistic [Vil24a, Sec. 1.1, Def. 1.1.1]). Es una terna (Q, A, &) en que Q és l'es-
pai d’observacions, A és una o-algebra sobre ()i &7 és una familia de probabilitats sobre 1'espai
mesurable (Q2, A) [[M11, Cap. 4, Def. 4.1.1].

Definici6 B.71 (Model parametric [Vil24a, Sec. 1.1, Def. 1.1.2]). Un model estadistic (3, A, &) és para-

meétric si podem escriure la familia de probabilitats com
P ={Py| 0 €0},

on® cRY, d>1[Mll, Cap. 4, Def. 4.1.2]. El conjunt ® s’anomena espai de parametres.

Considerem un model estadistic parameétric (Q, A, {Pg | 0 € ©}) i un vector aleatori X = (Xq,...,X,):
Q—Q,onQCcR"és 'espai de les observacions. Recordem que Py és la llei de X en (Q), A).
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Definicié B.72 (Funcié de versemblanga [Vil24a, Sec. 1.2, Def. 1.2.1]). Suposem que el model és domi-
nat per una mesura p sobre (2, A) en el sentit de la definicié B.10. Pel teorema de Radon-Nikodym
B.11, per a cada O € © existeix una densitat

3(16):6;&

definida p-gairebé pertot [[M11, Cap. 4, Def. 4.3.1]. La funcié de versemblanca és I’aplicacié

Z:Q0x0 — R, (x,0) — Z(x,0),

considerada com a funcié de 0 quan 'observaci6 x és fixada.

Observacié B.73. La definici6 anterior recupera els dos casos elementals habituals:
1. Si Q és numerable i u és la mesura comptadora, .Z(x, 0) = Pg({x}).
2. SiQ cR", A = #(Q) i el model és dominat per la mesura de Lebesgue, .Z(x, 0) = fg(x), on fg

és una densitat de Pg.

Sovint treballarem amb mostres aleatories simples de mida n; és a dir, amb variables aleatories
X1,..., X, independents i identicament distribuides. Sila llei marginal és dominada per una mesura v i
té densitat fp = dPg) /dv, la llei conjunta és dominada per v®" i, per a x = (x1, ..., X,), la versemblanga
és

2(x,0) = | folx).
i=1

En particular, en el cas discret fo(x;) = P(Ql)({xi}), mentre que en el cas absolutament continu respecte
de Lebesgue fg és la densitat usual.

Definicié B.74 (Model exponencial [Vil24a, Sec. 1.2, Def. 1.2.4]). Direm que un model estadistic pa-
rametric dominat (Q, A, {Pg | 0 € ©}) és exponencial si existeixen funcions reals mesurables
W, 0q,...,0, : QO — R i funcions reals D,Cy,...,C, : ® — R tals que podem expressar la
funcié de versemblanca com [JM11, Cap. 4, Sec. 4.4]:

L(x,0) = exp {Z Cr(8)Di(x) + D(6) + \I/(x)} .

k=1

Equivalentment, podem escriure

Z(x,0) = D(0)¥P(x) exp {Z ck(e)an(x)} ,

k=1

amb D(60), W(x) > 0. Les funcions que apareixen en aquesta representacié no sén tiniques. En el cas
particular que I'espai de parametres © sigui unidimensional, la versemblanga es pot escriure com

Z(x,0) =exp{C(0)P(x) + D(O) + V(x)}.
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Definicié B.75 (Estadistic [Vil24a, Sec. 2.1]). Considerem el model estadistic parametric (QQ, A, {Pg | 0e
®}). Un estadistic és una aplicacié mesurable [[M11, Cap. 5, Sec. 5.1]:

T:(Q,A)— (EE),

on (E, &) és un espai mesurable. La mitjana mostral, la variancia mostral, el maxim i el minim sén

exemples habituals d’estadistics reals.

Definicié B.76 (Estadistic suficient [Vil24a, Sec. 1.3, Def. 1.3.3]). Un estadistic T : (QQ, A) — (E, &) és
suficient per al model si la distribucié condicional de 1'observacié X donat T(X) no depén de 6 [JM11,
Cap. 5, Def. 5.1.2]. Intuitivament, la mostra completa no aporta informacié addicional sobre 6 un cop

conegut el valor de T

Teorema B.77 (Factoritzacié de Neyman-Fisher [Vil24a, Sec. 1.3, Thm. 1.3.4]). Sigui (Q3, A, {Pg | S
©®}) un model dominat per u, amb versemblanga £ = dPg/du, i sigui T : (QQ, A) — (E, &) un estadistic.
Aleshores, T és suficient si, i només si, existeixen funcions mesurables no negatives p : E X @ — R* i
h:Q — R* tals que

Z(x,0) = ¢(T(x), 0)h(x),

per a tot 0 € O i per a u-gairebé tot x € QO [[M11, Cap. 5, Thm. 5.1.3].
Definicié B.78 (Model regular [Vil24a, Sec. 1.3, Def. 1.3.6]). Un model parametric dominat unidimen-
sional és regular si es compleixen les condicions segiients [[M11, Cap. 5, Def. 5.2.1]:

1. El suport {x € Q | Z(x,0) > 0} no depen de 0.

2. Per a cada x del suport, existeixen les derivades dg log . Z(x, 0) i é% log Z(x,0).

3. Les operacions de derivaci6 respecte de 0 i d’integraci6 respecte de la mesura dominant es poden
intercanviar localment, per exemple mitjancant una funci6 integrable que domini les derivades

corresponents.
4. La informaci6 de Fisher és finita i estrictament positiva per a tot 0 € ©.
Definicié B.79 (Informacié de Fisher [Vil24a, Sec. 1.4, Def. 1.4.1]). En un model regular unidimensio-

nal, la informacié de Fisher és [[M11, Cap. 5, Def. 5.2.3]:

I¢(0) = Eq [(ag log Z(X, 9))2] .

Considerem ara un model estadistic parametric (Q, A, {Pg | 0 e€®}),0CR? onel parametre 0 és

desconegut, i una funcié parametrica g : ® — R,

Definici6 B.80 (Estimador [Vil24a, Sec. 2.1, Def. 2.1.1]). Un estimador de g(0) és un estadistic [[M11,
Cap. 7]:
T:Q— g(©)

que s’utilitza per aproximar el valor desconegut de g(6) a partir de les observacions.
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Definici6 B.81 (Funci6 de perdua [Vil24a, Sec. 2.1]). Considerem una funcié mesurable [JM11, Cap. 6]:

W: RfFx® — R
(t,0) +— W(t,0)

que representa 'error que cometem en proposar t com a valor estimat de g(0). Aquesta funcié és una
funcié de pérdua i ha de complir W(g(0), 6) = 0.

Definicié B.82 (Funci6 de risc [Vil24a, Sec. 2.1, Def. 2.1.3]). Donats una funcié de pérdua W i un esti-
mador T, la funcié de risc associada a T és la funcié que amitjana les pérdues [[M11, Cap. 6]:

Rr: ©® — R
0 — Eo[W(T,0)].

Aquesta funci6 esta definida només per aquells 6 € © tals que Rr(0) < oo.

Definicié B.83 (Estadistic integrable [Vil24a, Sec. 2.1, Def. 2.1.6]). Un estadistic T és integrable si té
esperanca finita per a tot 0; és a dir, Eg(|T]) < oo, VO € ©.

B.6
BIAIX, VARIANCIA I MITJANES MOSTRALS

Aquesta seccio fixa les propietats basiques dels estimadors que s'utilitzen al capitol d’estudis: abséncia de
biaix, variancia i comparacié de mitjanes observades.

Definici6 B.84 (Biaix i absencia de biaix [Vil24a, Defs. 2.1.7-2.1.8]). Si T és un estimador integrable de
g(0), el seu biaix és [[M11, Cap. 7, Defs. 7.1.2-7.1.3]:

br(6) = Eo(T) - g(6).

Direm que T és sense biaix si br(0) = 0 per a tot 6 € O, és a dir, si Eg(T) = g(0).

Definicié B.85 (Variancia i risc quadratic [Vil24a, Defs. 2.1.312.1.8]). Si T és de quadrat integrable, la
seva variancia respecte al model és [[M11, Cap. 7, Sec. 7.1]:

Varg(T) = Eo [(T ~ Eo(T))*] .
Per a la pérdua quadratica W(t, 0) = (t — g(60))?, el risc és
Rr(6) = Eq [(T - g(6)] = Varg(T) + br(6)%

En particular, quan T és sense biaix per a g(0), el risc quadratic coincideix amb Varg(T).

Corol-lari B.86 (Mitjana mostral [Vil24a, Sec. 2.1, Cor. 2.1.13]). Si X1, ..., X, son variables aleatories reals
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idénticament distribuides i integrables sota Pg, la mitjana mostral [[M11, Cap. 7, Cor. 7.1.8]:

1 n
Xn:EZ;Xi
i=

és un estimador sense biaix de la mitjana poblacional: Eg(X,) = Ee(X1).

Corol-lari B.87 (Variancia mostral corregida [Vil24a, Prop. 2.1.14 i Cor. 2.1.15]). Si X1, ..., X, son idén-
ticament distribuides, independents i tenen moment de segon ordre sota Py, escrivim [[M11, Cap. 7, Cor. 7.1.10]:

1w _ 1 < _
DY e DI O
1= 1=

Aleshores S? és esbiaixat per a la varidncia poblacional, amb

n

-1
Varg(X1),

Eo(S3) = -

i la variancia mostral corregida S2 no té biaix:

Eq(S2) = Varg(X1).

Definici6 B.88 (UMYV [Vil24a, Sec. 2.2, Def. 2.2.1]). Per a una funci6 real § : ® — R, denotem per
& ={T | T és un estimador integrable i sense biaix de g(0)}

la classe d’estimadors sense biaix de g(0). Un estimador T* € &, és uniformement de minima variancia
(umv) si,peratot T € & iperatot 6 € © [[M11, Cap. 7, Def. 7.2.1]:

Varg(T*) < Varg(T).

Dues preguntes naturals que hom es podria plantejar sén les segtients:
1. Aquests UMYV son tinics? La resposta és que si.
2. Existéncia dels UMYV (procés de construccié)? La resposta a aquesta pregunta es dona en dos

teoremes que queden fora de 1’abast d’aquesta secci6: Rao—Blackwell i Lehmann-Scheffé.

Definici6 B.89 (Estadistic complet [Vil24a, Sec. 2.2, Def. 2.2.2]). Direm que un estadistic S : (2, A) —
(E, &) és complet si per a tota funcié mesurable f : E — R tal que f(S) és integrable es compleix
[[M11, Cap. 7, Sec. 7.2]:

Eo(f(S)) =0, Y0 €©® = Py(f(S)=0)=1, YO € ©.
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B.7
CONFIANCA I TESTOS

Aquesta seccié passa de 'estimacié d'un valor concret a la quantificacio de la incertesa i la presa de
decisions. L'objectiu és introduir regions de confianga, funcions pivotants i tests d hipotesis, fins arribar al

criteri de Neyman-Pearson per controlar errors.

L'estimacié puntual ens proporciona un estimador T que interpretem com una aproximaci6 al valor
de la funci6 g(0). Ara desenvoluparem un meétode que consisteix a trobar un subconjunt de g(®)
depenent de les observacions i que contingui el valor del parametre amb una probabilitat fixada a
priori. Considerem un model estadistic parameétric (Q, A, {Pg | 0 € ®}), ® c R, amb parametre 0

desconegut, i una funcié g : ® — R¥. Fixem un nivell de confianga y € (0, 1).

Definici6 B.90 (Regi6 de confianca [Vil24a, Sec. 3.1, Def. 3.1.1]). Una regi6 de confianca per a g(0) al
nivell de confianga y és una familia de parts de g(0®), {S(x) c g(®) | x € O}, que compleix les dues
propietats segiients [[M11, Cap. 9, Def. 9.1.1]:

1. Peratot 6 € ©, el conjunt {x € Q | g(60) € S(x)} és mesurable.

2. Peratot 0 € O,

Po(g(0) € 5(X)) = y.

Si repetissim moltes vegades 1'experiencia aleatoria, la regié S(X) construida a partir de les observacions
contindria el veritable valor de g(0) aproximadament en almenys un 100y % dels casos. Quan g pren
valors reals (k = 1) i les regions S(x) so6n intervals, les regions de confianga s’anomenen intervals de

confianga.
Definicié B.91 (Funcié pivotant [Vil24a, Sec. 3.1, Def. 3.1.2]). Una funcié 7 : Q X g(@) — R¥ s’ano-
mena funcio pivotant per a g(0) € g(®) si compleix [[M11, Cap. 9, Def. 9.2.1]:
1. Peratot 0 € ©, n(-, g(0)) és mesurable.
2. Lallei de 7t(:, g(6)) no depen de 6.
Sila mida de la mostra és prou gran, podem buscar un interval aproximat mitjangant el comportament

asimptotic d’algun estadistic associat al model. Sigui (Q, A, {Pg | 0 € ©}), ® C R, isigui (T,), una
successi6 d’estadistics. Suposem:

1. Varg(T,) < oo,
2. Eo(Ty) = g(6),

2

3. iel comportament asimptotic segiient:

T,-g0) <

\Varg(T,) "7

N(,1).
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Siguin, > 0 tal que, peraZ ~ N(0,1), P(-n, < Z <1,) =y. Peran gran,

T, — g(0)

y Varg(T,,)

i, per tant, obtenim l'interval asimptotic aproximat

[Tn - ny\Varg(T,), T, + nV\/Varg(Tn)] .

Si Varg(T,,) depén de parametres desconeguts, en aplicacions se substitueix per un estimador consistent.

P@ (—Th/ < < Th/) =Y,

Considerem un model estadistic parametric (Q, A, {Po | 0 € ©}). Questionar-se alguna cosa del
parametre és equivalent a fer una particié de I’espai de parametres © = ®y U @1, amb @y N O =0, i
demanar-se si O pertany o no a ©y.

Definicié B.92 (Hipotesis [Vil24a, Sec. 4.1, Defs. 4.1.2-4.1.4]). La hipotesi nul-la és Hy : 0 € O, i la
hipotesi alternativaés Hy : 0 € ©; = © \ © [JM11, Cap. 10, Sec. 10.1]. Quan un dels dos conjunts, G
0 O1, consta d'un sol element, direm que la hipotesi corresponent és simple; altrament, direm que és

composta.

Definicié B.93 (Test, potencia i errors [Vil24a, Sec. 4.1, Defs. 4.1.9-4.1.11]). Un test és una funci6é mesu-
rable ¢ : QO — [0, 1], on ¢(x) s’interpreta com la probabilitat de rebutjar Hy quan s’observa x [[M11,
Cap. 10, Sec. 10.1]. Si ¢ = 14, per a una regio critica A; € A, el test és no aleatoritzati Ag = Q\ Ay ésla

regi6 d’acceptacio.

La funcié de potencia del test és
@, (0) = Eg[p(X)].

Per a 6 € Oy, I'error de primera espécie és a1(0) = ®,(0); per a 6 € Oy, I'error de segona espécie és
a2(0) =1 - D, (0). El test té nivell de significacié a € (0,1) si

sup ®,(0) < a.
66@0

La restricci6 de @, a @1 s'anomena potencia contra l'alternativa.

Acceptar Hy Rebutjar Hy
Hj certa Decisi6 correcta Error de primera espécie
Hy falsa  Error de segona espécie Decisi6 correcta

Observaci6 B.94 (Intervals de confianca i tests [Vil24a, Sec. 4.1, Obs. 4.1.12]). Considerem el model es-
tadistic parametric (Q, A, {Po | 0 € ©}) isigui Oy € ©. A partir de les regions de confianga podem
construir tests d’hipotesis a un nivell de significacié @ donat per contrastar Hy : 6 = 0y contra H; : 0 # 0y.
En efecte, suposem que [T1, T>] és un interval de confianga al nivell de confianga y per al parametre 0 és
a dir,

Py(0 € [Ti(X), (X)]) = y, Vo € O.

Aleshores, Ag = {x € Q | Ti(x) < 6o < Tp(x)} és la regioé d’acceptaci6 d'un test ¢ = 1,c al nivell de
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significacié & = 1 -y, ja que Pg (A7) <1 -y = a [[M11, Cap. 10, Obs. 10.1.3]. Aquest metode té
I'inconvenient de no controlar I'error de segona especie, o el que és el mateix, la potencia del test.

Hem de fixar una estratégia per determinar un test que controli els dos errors. Dels dos errors, el de
primera espécie sera el que tindra pitjors conseqiiencies i, entre les decisions possibles, considerarem
tnicament les que tinguin aquest error afitat per una quantitat fixada a priori; després, dins d’aquesta
classe de tests amb error de primera espécie afitat, provarem de trobar el que minimitzi I’error de

segona especie i maximitzi, doncs, la poteéncia del test.

Definicié B.95 (UMP [Vil24a, Sec. 4.1, Def. 4.1.13]). Designarem per Z, el conjunt de tots els tests de
nivell de significacié a. Donats dos tests ¢, ¢’ € Z,,, direm que ¢ és més potent que ¢’ si [[M11, Cap. 10,
Sec. 10.1]:

Dy (0) < Dy(0), VO € O1.

Fixat un nivell de significaci6 «, direm que un test de la classe Z, és uniformement de maxima potencia

(ump) si és més potent que qualsevol altre test de Z,,.

Observacié B.96 (Existéncia i asimetria dels tests UMP [Vil24a, Sec. 4.1, Obs. 4.1.14]). 1. Engeneral
pot océrrer que no existeixi un test ump o, en cas de no existir, que no sigui tnic. Més endavant

donarem resultats en aquesta direcci6.

2. En aquesta estratégia les dues hipotesis no sén tractades de la mateixa manera i, per tant, el

tractament no és pas simétric. Les dues hipotesis no sén intercanviables.

Considerem un model estadistic parameétric dominat (Q2, A, {Pg | 6 € ®}) amb funcié de versemblanca
associada .Z(x, 0).

Lema B.97 (Neyman—Pearson [Vil24a, Sec. 4.1, Lema 4.1.15]). Fixat a € (0, 1), considerem el contrast d’hi-
potesis simples Hy : 0 = 0g contra Hy : 0 = 01. Suposem que existeix una constant positiva c,, tal que [[M11,
Cap. 10, Sec. 10.2, Thm. 10.2.1]:

Ap = f{x € Q| Z(x,01) < caZ(x, 00)}
satisfa Pg,(Aj) = . Aleshores, el test ¢(x) = 1 ac(x) té nivell de significacio a i és de maxima poténcia entre

tots els tests de nivell o per contrastar Hy contra Hy. En aquest contrast simple, és un test ump. Si £ (x, 6p) > 0
sobre el suport comii del model, aleshores la regié d’acceptacié es pot escriure com

Aoz{er|‘$(x’91)< }

Z(x, 00 - °
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B.8
TAULES DE CONTINGENCIA I MESURES D’ASSOCIACIO

Aquesta seccié recull les eines estadistiques basiques per analitzar variables categoriques: taules de
contingencia, contrast de Pearson d’independéncia, odds ratio i resum estratificat de Mantel-Haenszel.

La notacié d’aquesta secci6 és la que farem servir en el cas practic de Berkeley: O;; per als recomptes
observats, E;; per als esperats sota independencia, i a, b, ¢, d per a les celles d'una taula 2 X 2. Les
fonts citades usen notacions diferents; per exemple, Julia de Ferran i Marquez-Carreras [JM11, Cap. 12,
Sec. 12.3] escriu els recomptes com nkj i els marges com ny., n.j, mentre que Vilar [Vil24a, Sec. 4.3,
Defs. 4.3.114.3.5] presenta el contrast de Pearson en forma multinomial. Per tant, les cites d’aquesta
secci6é s’han d’entendre com a referéncies al test o resultat estadistic subjacent, no com una adopcié
literal de la mateixa notacio.

Siguin X i Y dues variables categoriques amb valors possibles x1,...,x,1y1,...,ys. A partir d"una

mostra de mida 7, escriurem O;; per al nombre d’observacions amb X = x; 1Y = y;. Els totals marginals

Oi.:iolj, O.jzzrloi]', lezoi]'.
j=1 i=1 i,j

La matriu O = (Oj;) és la taula de contingéncia observada. Sota la hipotesi nul-la d’independéncia

seran

entre X 1Y, els recomptes esperats s’estimen amb els marges:

0,0,
Ej=—2"'.

. (B.1)

Definicié B.98 (Contrast de Pearson d’independéncia). Amb la notacié anterior, el contrast x? de Pear-

son d'independéncia en una taula r X s utilitza 1'estadistic

o o (05— Ejp)
X2 = —_—
Z‘ ; Ey
on els E;j son els recomptes esperats de (B.1). Aquesta és la forma del test d'independéncia de Pearson
per a taules de contingencia [JM11, Cap. 12, Sec. 12.3]; també es pot veure com una especialitzacié del
contrast y2 de Pearson per a models multinomials [Vil24a, Sec. 4.3, Defs. 4.3.1 1 4.3.5]. Sota la hipotesi
nul-la i les condicions asimptotiques habituals, X? convergeix en llei a una X(zr—l)(s—l)' Com a criteri
practic d’ts de ’aproximacié, demanarem que els recomptes esperats no siguin inferiors a 5, en paral-lel
amb la regla npo; > 5 del contrast y* multinomial [Vil24a, Obs. 4.3.3].

El contrast anterior detecta associaci6 estadistica entre variables observades. Rebutjar independencia no
és una afirmacié causal: només diu que la distribucié conjunta observada no factoritza com el producte

dels marginals.
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Definici6 B.99 (Odds ratio). Per a una taula 2 X 2 amb recomptes positius,

Y=1 Y=0
X=1 a b
X=0 ¢ d,
la raé d’avantatges o odds ratio és
—~ a/b ad
R= -~ -22
© c/d bc

El valor OR = 1 equival a ad — bc = 0; per tant, en una taula 2 x 2, el signe de log OR coincideix amb el

signe de ad — bc.

Definici6é B.100 (Estimador de Mantel-Haenszel [MH59]). Suposem que disposem de K taules 2 X 2

estratificades. Per a 'estrat k, escrivim

Y=1 Y=0
X=1 ax by Ny = ag + by + ¢ + dy.
X=0 Ck dk,

L'odds ratio de l’estrat és 6Rk = %, i 'estimador de Mantel-Haenszel d'una odds ratio comuna és

Sk axdi /g

a{MH = .
Sk brex/nx

(B.2)

Definicié B.101 (Contrast de Cochran—Mantel-Haenszel [Coc54; MH59]). Amb la notacié de la defini-
ci6 B.100, el contrast de Cochran-Mantel-Haenszel de no-associacié comuna contrasta Hy : OR; = 1 per
a tot estrat k . Condicionem pels marges de cada estrat i escrivim A per a la variable aleatoria que dona

el recompte de la cel-la superior esquerra de 1'estrat k; en les dades observades, Ay = ai. Sota Hp tenim

Eo(Ay) = (ar + by)(ax + Ck)/ Varg(Ay) = (ar + by)(ck + di)(ax + cx)(br + dk)'

ng ni(nk -1

L'estadistic )
- [ 25, (ax — Eo(Ax))]
¥ 5y Varg(A)

és asimptoticament y? amb un grau de llibertat.

M

Observacié B.102. L'estimador (B.2) és un resum estratificat ttil quan té sentit aproximar les taules per
una odds ratio comuna. La hipotesi d’homogeneitat OR; = - -- = ORg de les odds ratios estratificades és
una pregunta diferent de Hy : ORy = 1; habitualment es pot contrastar amb proves de tipus Breslow—Day
[BDSO].

PROBABILITATS | ESTADISTICA 121



B.9

B.9

DiISTRIBUCIONS

DisTRIBUCIONS

Aquesta secci funciona com a taula de consulta de distribucions discretes i continues habituals. L'objectiu

és concentrar en un iinic lloc les expressions de densitat, esperanga i variancia que poden aparéixer en

exemples o cilculs auxiliars.

Distribucié PMEF/PDF/CDF Esperanca Varianga @
Bernoulli(p) PX=1)=p i
p P4 pe” +q
pe(0,1) PX=0=g=1-p
B(n, p) .
P(X =k) = (p)p*q" np npq (pe't + )"
nelN,pe(0,1)
Geom(p) _ it
PX=k)=p-g"" ; o =
pe(0,1)
Poiss(A _ .
oiss(1) P(X = k) = <22 A A exp{A(et — 1)}
A € (0,+0) ’
U(a, b) )= L p ) my = % (b—a)? pith _pita
_ 1_’17 ipn—i 12 it(b—
a<b F(x) = 552 1, (x) my = 2z =)
Exp(1) Fx) = 2™ 1 4o0)(x) my =1 1 (1 ~ i_t)—l
2
Ne©+0) | Fa)= (1) 1 @) my = ! ’
Gamma(a, ) 5 L \—B
S0 = T ) (-4

a,B €(0,+00)

Figura B.1: Distribucions discretes i absolutament continues.
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C

Teoria de grafs

C.1
(GRAFS I SUBGRAFS

Aquesta secci6 introdueix el vocabulari elemental de teoria de grafs que es fard servir després en els DAGs
causals. L'objectiu és fixar qué son vértexs, arestes, subgrafs, camins, connexio i cicles.

(GRAFS I GRAFS SIMPLES

Es fixa la definicié abstracta de graf i la notacio bdsica de vértexs, arestes i incidéncia. També es distingeixen
els grafs simples, que seran el cas de referéncia abans de passar als DAGs.

Moltes situacions del mén real es poden descriure de manera convenient mitjan¢ant un diagrama
format per un conjunt de punts i linies que uneixen certs parells d’aquests punts. Per exemple, els
punts podrien representar persones, i les linies, relacions d’amistat; o els punts podrien ser centres de
comunicacio, i les linies, els enllagos de comunicacié. En aquests diagrames, I'interes principal rau en si
dos punts estan connectats o no, més que en la forma especifica de la connexié. L'abstraccié matematica

d’aquest tipus de situacions dona lloc al concepte de graf.

Definicié C.1 (Graf, [BMO08]). Un graf G és un triplet ordenat (V(G), E(G), g) format per:
1. Un conjunt no buit V(&) de vertexs.
2. Un conjunt &(G) d’arestes, disjunt de V(G).

3. Una funcié d'incidéncia g que associa a cada aresta de G un parell no ordenat de vertexs de G
(no necessariament diferents).

Si e és una aresta i 1, v sén vertexs tals que g(e) = uv, es diu que e uneix u i v. Els vertexs uiv

s’anomenen els extrems de e.

Els grafs es denominen aixi perqué es poden representar graficament, i aquesta representacié ens ajuda
a entendre moltes de les seves propietats. Cada vertex s'indica amb un punt i cada aresta amb una linia
que uneix els punts que representen els seus extrems.

Es important destacar que la representaci6 grafica d'un graf no és tinica; la posici6 relativa dels vertexs i
la forma de les arestes no tenen cap significat. Un diagrama d’un graf simplement representa la relacié

d’incidéncia entre els seus vértexs i arestes.

Definicié C.2 (Conceptes basics).

* Dos vertexs que son extrems d’una mateixa aresta s'anomenen adjacents.
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C.1 GRAFS I SUBGRAFS

* Dues arestes que comparteixen un vertex s'anomenen adjacents.
* Una aresta amb extrems identics s’anomena llag.
* Una aresta amb extrems diferents s’anomena enllag.
Definicié C.3 (Graf simple i complet). Un graf és simple sino té llagos i no hi ha més d’una aresta que

uneixi el mateix parell de vertexs. Un graf simple on cada parell de vertexs diferents esta unit per una

aresta s’anomena graf complet.

Nota C.4 (Notacid). Utilitzarem els simbols v(G) i ¢(G) per denotar el nombre de vertexs i arestes
d’un graf G, respectivament. En contextos on només es discuteix un graf, ometrem la G i escriurem

simplement V,&, v, ¢.

SUBGRAFS

S’introdueixen les maneres basiques de restringir un graf a part dels seus vértexs o arestes. La notacié de

subgrafs i eliminacio6 serd necessaria per descriure grafs mutilats.

Definicié C.5 (Subgraf). Un graf H és un subgraf de G (escrit H € G) si V(H) € V(G), E(H) C E(G),
i gy és la restricci6 de Yg a E(H). Si H C G perdo H # G, ‘H és un subgraf propi de G. Si H és un
subgraf de G, llavors G és un supergraf de H. Un subgraf H és un subgraf generador (o spanning
subgraph) de G si V(H) = V(G).

Definici6 C.6 (Graf simple subjacent). El graf simple subjacent d'un graf G és el graf simple obtingut
eliminant tots els llagos i, per a cada parell de vertexs, totes les arestes menys una que els uneixi.
Definicié C.7 (Subgraf induit).

* El subgraf induit per un subconjunt de vertexs V’ C V, denotat per G[V’], és el graf que té V’
com a conjunt de vertexs i el conjunt d’arestes format per totes les arestes de G que tenen tots dos

extrems a V’.

¢ El subgraf induit per un subconjunt d’arestes & C &, denotat per G[E’], és el graf que té &’ com

a conjunt d’arestes i el conjunt de vertexs format per tots els extrems de les arestes a &'.

Nota C.8 (Notaci6 d’eliminacid). L'operacié d’eliminar vértexs o arestes es denota amb el signe menys.
°* G-V’ éselsubgraf G[V \ V']. Si V' = {v}, escrivim G — v.

* G — &' és el subgraf generador de G amb conjunt d’arestes & \ &’. Si &’ = {e}, escrivim G — e.
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CAMINS I CONNEXIO

Es defineixen passeigs, recorreguts i camins com a formes de moure’s dins d'un graf. A partir d’aixo es
fixa la nocié de connexié i de component.

Per a analitzar I'estructura d’un graf, és fonamental entendre com es connecten els seus vertexs. Aixo
ens porta a les nocions de passeig, recorregut i cami.
Definicié C.9 (Passeig, recorregut i cami [BMO08]).

* Un passeig (walk) en un graf G és una seqiiencia finita no nul-la W = vgejvyey . .. exvy, els termes
de la qual s6n alternativament vertexs i arestes, de manera que per a1l <i < k, els extrems de
I'aresta e; sén v;_1 i v;.

¢ Els vertexs vy i vy s"anomenen origen i termini de W, respectivament. Els vertexs vy, ..., vx—1 sén
els vertexs interns. L'enter k és la longitud del passeig.

¢ Si totes les arestes e, . . ., ex d'un passeig son diferents, el passeig s’anomena recorregut (trail).

* Si, amés, tots els vertexs vy, ..., vy sén diferents, el recorregut s’Tanomena cami (path).
Observacié C.10 (Notacié de camins). En un graf simple, un passeig queda determinat univocament
per la seva seqiiencia de vertexs vgv; . .. vk. Per tant, sovint especificarem un cami simplement llistant
els seus vertexs.

Definicié C.11 (Connexi6 i components).

* Dos vertexs u i v d'un graf G estan connectats si existeix un cami (1, v) a G. La relaci6 de connexié

és una relaci6 d’equivaléncia sobre el conjunt de vertexs V.
¢ Les classes d’equivalencia d’aquesta relacié s’anomenen components de G.

* Un graf G és connex si té exactament una component. Altrament, és desconnex. El nombre de
components d'un graf G es denota per w(G).

CICLES

S’aillen els cicles com els passeigs tancats que permeten distingir estructures acicliques de les que no ho
son. Aquesta nocio sera el punt de partida per definir els DAGs.

Definici6 C.12 (Cicle). Un cicle és un passeig tancat (origen i termini coincideixen) que és un recorregut
on I"tnic vertex repetit és 'origen com a termini. Un cicle de longitud k s’anomena k-cicle. Un 3-cicle

s’anomena sovint triangle. Un cicle és senar o parell segons si la seva longitud és senar o parell.
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C.2
GRAFS DIRIGITS

Aqui passem dels grafs no dirigits als digrafs, que son I’estructura natural per representar dependeéncies
causals. L'objectiu és definir pares, fills, avantpassats, descendents i DAGs, i justificar el paper de I'ordre
topologic.

Fins ara hem considerat grafs on les arestes son bidireccionals. No obstant aix0, en moltes aplicacions,
com ara xarxes de transit unidireccional o diagrames de flux, és crucial considerar la direccié. Aix0 ens

porta al concepte de graf dirigit.

Definici6 C.13 (Graf dirigit). Un graf dirigit o digraf D és un triplet (V(D), A(D), P p) format per un
conjunt no buit de vertexs V(D), un conjunt d’arcs A(D) disjunt de V(D), i una funcié d’incidéncia

Yp que associa a cada arc un parell ordenat de vertexs de D. Si Y p(a) = (u,v), es diu que u és la cua i
v és el cap de l'arc a.

Observacié C.14 (Tipus d’arestes i grafs mixtos). En el context de la inferéncia causal, és comd treballar
amb grafs que poden contenir diferents tipus d’arestes entre dos vertexs u i v: no dirigides (u — v),
dirigides (1 — v o u « v) i bidirigides (u < v). Un graf que conté tant arestes dirigides com no
dirigides o bidirigides s’anomena graf mixt.

Definicié C.15 (Conceptes de digrafs).

¢ El graf subjacent d'un digraf D és el graf obtingut substituint cada arc per una aresta amb els
mateixos extrems.

* Una orientacié d'un graf G és un digraf obtingut assignant una direcci6 a cada aresta de G.
* Un passeig dirigit és una seqiiéncia voa1v1 . .. axvx on a; = (vi—1,v;) per a tot i. Els conceptes de
recorregut dirigit, cami dirigit i cicle dirigit es defineixen de manera analoga.
Definicié C.16 (Relacions familiars en digrafs). Donat un arc (4, v) en un digraf:
* El vértex u s’Tanomena pare de v.
* El vértex v s’Tanomena fill de u.
Aquestes relacions es generalitzen a través de camins dirigits:
¢ Si existeix un cami dirigit de u a v, es diu que u és un avantpassat de v.
* De manera equivalent, v és un descendent de u.
Aquesta analogia familiar és especialment 1til: els pares s6n avantpassats dels seus fills, dels fills dels

seus fills, i aixi successivament.

Notacié C.17. Denotem els conjunts de pares, fills, avantpassats i descendents d'un vertex V com a
Pay, Chy, Any i Dey, respectivament. Si els vertexs estan indexats com a Vj, utilitzem la notacié
simplificada Pay := Pay, (i analogament per a la resta).

Nota C.18 (Convenci¢ causal). En aquest annex mantenim la notacié habitual, com ara V(G) o, si
no hi ha ambigtiitat, V. En els capitols causals, en canvi, escriurem G = (V,&) amb V = {Vi}ier i
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I ={1,...,n}. Aixi, enla nostra notaci6, una aresta causal s’escriu entre variables, per exemple V; — V;,

1 no només entre indexs.
Nota C.19. SiD = (V,A) ésundigrafi S € V, llavors S C Ang, Pag C Ang, S C Deg i Chg C Des.

Una classe especialment important de digrafs sén aquells que no contenen cicles dirigits. Aquests grafs
son fonamentals en 1'estudi de planificacié de tasques, analisi de dependeéncies i molts altres problemes
algorismics.

Definicié C.20 (DAG i ordre topologic).

* Un graf aciclic dirigit (DAG, de I’angles Directed Acyclic Graph) és un digraf que no conté cap cicle
dirigit.

* Un ordre topologic dels vértexs d'un digraf finit 9 és un ordre total < sobre V(D) compatible
amb els arcs: si u — v és un arc de D, aleshores u < v. Equivalentment, si m = v(D), podem

enumerar els vertexs com vy, ..., v, de manera que tot arc v; — v; satisfaci i < j.
Una propietat fonamental dels DAGs finits és que sempre admeten un ordre topologic.
Teorema C.21. Un digraf finit D té un ordre topologic si i només si és un DAG.
Demostracio.
= 5i D té un ordre topologic i l’escrivim com una enumeracié compatible 4, . . ., v, no pot tenir cap

cicle dirigit. Si existis un cicle v;, — v;, = --- — v;, — v, hauriadeseri; <ip <--- <i} <igla
qual cosa és una contradiccié.

& Si D ésun DAG, ha de contenir almenys un vértex sense arcs entrants (un vertex «font»). Si no
fos aixi, podriem construir un cami dirigit cap enrere indefinidament, i com que el graf és finit,
acabariem repetint un vertex, formant un cicle. L'algorisme per a trobar un ordre topologic és el
seglient:

1. Trobem un vertex v sense arcs entrants i el posem com a primer element de I'ordre.

2. Considerem el graf D — v1. Aquest també és un DAG. Trobem aleshores un vertex v, sense

arcs entrants a D — vy.

3. Repetim el procés fins que s’hagin ordenat tots els vertexs.
Aquest procés sempre té exit, ja que a cada pas el graf restant és un DAG i, per tant, sempre té un
vertex font. |

C.3
OPERACIONS ESTRUCTURALS SOBRE GRAFS

Aquesta secci6 prepara la notacié grafica que permet representar intervencions causals. El punt d’arribada
és definir les operacions de mutilacié del graf, que després apareixen en I'operador do () i en les regles del
do-calculus.

Abans de formalitzar els mecanismes d’intervencid, és necessari establir algunes propietats topologiques
fonamentals i introduir les operacions de mutilacié sobre els grafs dirigits, les quals ens permetran

representar algebraicament 1’alteracié de les estructures causals.
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Definicié C.22 (Conjunt terminal, [BMO8]). Sigui G = (V,&) un graf dirigit. Definim el conjunt
terminal de G, també conegut a la literatura com a conjunt d’embornals (sink set), com la col-leccié de

vertexs que no tenen cap descendent més enlla d’ells mateixos’'. Formalment:
Sink(G) = {i € V | De? \{i} = 0}

En el context de la infereéncia causal, aquests nodes representen variables de resposta purament finals;
és a dir, factors que no actuen com a causa de cap altra variable dins del model considerat.

Definicié C.23 (Connexi6 en grafs dirigits, [BMO08]). Sigui G = (V, E) un graf dirigit. Direm que G és
feblement connex si, en ignorar la direccionalitat de totes les arestes &, el graf no dirigit resultant conté un
cami entre qualsevol parell de vertexs V;, V; € V. En l'estudi de DAGs i components causals, aquesta és

la noci6é de connexié que farem servir habitualment.

Com veurem al llarg del capitol 2, I’accié fisica d’intervenir sobre un sistema anul-la els «mecanismes
naturals» (cita literal de Pearl, [Pea09, Sec. 3.2.1]) que determinen el valor de certes variables. Graficament,
aquest aillament es tradueix en 1’eliminacié de conjunts d’arestes.

Notacié C.24 (Operacions de mutilaci6, [SP08, Sec. 2]; [Pea09, Sec. 3.2.1]). Sigui G = (V,E) un graf
dirigit o un graf aciclic mixt, i sigui S C V un subconjunt qualsevol de nodes. Es defineixen les segiients

operacions de reducci6 estructural:

* Denotem per G el graf obtingut d’eliminar de G totes les arestes entrants als nodes pertanyents a
S. En un graf mixt, aix0 inclou qualsevol aresta dirigida cap a un node de S; en particular, una

aresta bidirigida incident a S s’elimina.

* Denotem per Gs el graf obtingut d’eliminar de G totes les arestes sortints dels nodes pertanyents

a S. En un graf mixt, aquestes son les arestes dirigides que surten de S.

Z\Y Z\Y Z\Y

Figura C.1: Exemple de graf i les seves versions mutilades.

311SP08, Sec. 2, Defs. 6-7] inverteix la nomenclatura classica de la teoria de grafs. El que en matematiques pures anomenem
un sink, ells I'anomenen root, ja que interpreten que totes les causes conflueixen cap a un efecte final (1’arrel del problema)
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