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Abstract

For companies, it is of great importance to be able to calculate financial risk, that makes
reference to the possibility of loss that is about the return of an investment. In this
project we will focus in two measures to calculate this risk. The first of this is the most
well-known, named Value at Risk (VaR), that despite of being one of the most used and
easy to calculate, it has been seen that has some inconvenient. Throughout the project
we will see some of them, but we will focus on two. The first fact is that VaR does not
take into account unpredictable events, and the second is that it sometimes goes against
the principal that diversification should reduce risk. We will see the way in which they
can be solved, and obtain a better way of measuring risk, named Average Value at Risk
(AVaR). We will also look at calculating these two risk measures for a particular model,
the Black-Scholes model.

Resum

Per les empreses és de gran importancia poder calcular el risc financer, que fa referencia a
la possibilitat de pérdua que es té sobre el rendiment d’una inversi6é. En aquest treball ens
centrarem en dues mesures per calcular aquest risc. La primera d’elles és una de les més
conegudes, anomenada Valor en Risc (VaR), que tot i ser una de les més utilitzades i facil
de calcular, s’ha pogut veure que té diversos inconvenients. Al llarg del treball veurem
alguns d’ells, ens centrarem en dos. El primer d’ells és que el VaR no té en consideracio
esdeveniments poc provables i el segon és que a vegades va en contra del principi de que
la diversificacié hauria de reduir el risc. Veurem de quina manera es poden solucionar,
i obtenir aixi una millor mesura de risc, que anomenem Valor Promig en Risc (AVaR).
Veurem també el calcul d’aquestes dues mesures de risc per un model concret, el model
Black — Scholes.
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1 Introduccio

Per qualsevol empresa, sigui del sector que sigui, o qualsevol inversor en general, la mesura
del risc financer és fonamental.

El risc fa referencia a la possibilitat que pugui donar-se un succés contrari al planejat,
i les seves conseqiiencies. Per tant podem entendre el risc financer com la probabilitat
que es doni un succés contrari i que tingui efectes sobre un agent financer i les seves
decisions. Es a dir, el risc financer fa referéncia a la incertesa produida en el rendiment
d’una inversié, fent referéncia no només a la possibilitat que els resultats obtinguts siguin
menors, siné també a obtenir una major rendibilitat a ’esperada. Els mercats financers
reben amenaces continues procedents de les diferents variables que els determinen, aixo
provoca que siguin molts els riscs financers a tenir en compte. El risc financer esta
directament relacionat amb el risc economic, ja que els actius que té una empresa, els
productes o serveis que proporciona, juguen un gran paper a l’hora de determinar el seu
nivell de deute. [3] [4] [5]

Un exemple de risc financer pot ser la possibilitat que una empresa no pugui com-
plir amb les seves obligacions financeres, com per exemple el pagament d’interessos o
I’amortitzacié dels deutes.

Trobem diferents tipus de riscs financers :

1. Risc de mercat : aquest risc s’associa amb les variacions i canvis en els mercats
financers, és a dir, fa referencia a la probabilitat que un conjunt d’inversions es
redueixi degut a moviments desfavorables en el valor dels factors de risc de mercat.
Aquests factors solen ser principalment: risc de tipus d’interes (associat al canvi en
contra dels tipus d’interés), risc de tipus de canvi ( associat a les variacions dels tipus
de canvi a ’hora de realitzar canvi de divises, sobretot per empreses que treballen
a nivell internacional i han d’operar amb multitud de monedes) i risc de mercat (fa
referencia al canvi en el valor dels instruments financers, com accions, bons... en
resum, aquells actius relacionats directament amb el sector financer en els que una
persona fisica o juridica pot intervenir).

2. Risc de credit : es produeix per I'incompliment de les obligacions d’una de les parts
en un contracte financer, com per exemple no pagar o que el deutor retardi els
pagaments

3. Risc de liquidacio : Associat a que, tot i disposar dels actius i la voluntat de
comerciar amb ells, no es pugui efectuar la compravenda dels mateixos o no es
pugui realitzar prou rapid i al preu adequat.

4. Risc operacional : Es la possibilitat de perdues financeres originades per errors o in-
suficiéncies de processos, persones, sistemes interns, tecnologia o preséncia d’esdeveniments
externs imprevistos.

Es impossible eliminar per complet 'existencia del risc financer, pero si que es pot
disminuir, i aixi minimitzar els danys per a I’empresa o I'inversor. Alguns dels metodes
per reduir el risc financer soén els segiients:



e Informar-se sobre cada inversid, ja que quan major sigui la informacié que tenim
sobre les operacions que volem realitzar, el risc al qual ens sotmetem sera menor.

o Diversificar les inversions: 'objectiu d’aquest metode és construir una cartera d’inversions

solida, que dilueixi el factor risc per la presencia de multiples actius.
e Anticipar-nos al que pugui succeir al mercat.

e Protegir els actius mitjancant assegurances.

Les persones i les empreses interactuen constantment amb un mén d’incertesa degut
al desconeixement del futur, en aquest mén han de realitzar diferents tipus d’inversions
financeres amb l'objectiu d’obtenir altes rendibilitats i aixi justificar el risc al que es
sotmeten. En particular un inversor pot voler saber: “quina és la probabilitat de perdua

en la seva inversié”, “quina es la probabilitat de no aconseguir el rendiment necessari per

MW

obtenir certs objectius”, “quina es la perdua maxima que es pot esperar en un periode de
temps determinat”. Per respondre aquestes preguntes necessitem mesurar el risc.

Des d’un punt de vista historic podem parlar de tres periodes d’importants desenvolu-
paments en les finances modernes: Mitjana-Varianga (1952-1956) (proposat per Markowitz),
models en temps continu (1969-1973) (iniciat per Robert Merton, Fisher Black y Myron
Scholes) i mesures de risc (1997-) (van ser publicats els primers resultats sobre mesures
de risc coherents per part d’Artzner et al (1997, 1999)). En aquest treball ens centrarem
en I'altim periode.

La necessitat del control financer i I’experiéncia d’importants desastres financers, va
fer que el 1994 es desenvolupés una mesura de risc anomenada Valor en Risc (VaR).
Mesura en la que ens centrarem en gran part del treball.

Després de la crisi del 2008, el VaR obté especial importancia, sobretot a les sales
de tresoreria dels bancs. La creixent exigencia de capital cap al sector bancari i en
conseqiiéncia un major control de riscs, fa que els departaments de riscs assignin un VaR
diari, setmanal i mensual a les diferents taules de tipus d’interes, bons, o altres instruments
negociables en els mercats. No obstant, també té especial importancia en el mén de la
gestié d’actius, gestio de carteres o altres sectors en contacte amb els mercats financers.
(6] [7]

Ara bé, tot i que el VaR és una de les mesures de risc més populars en l'actualitat,

trobem que té algunes deficiencies i limitacions com a mesura de risc. Per aixo parlarem
d’una altra mesura de risc anomenada Valor Promig en Risc (AVaR).

Per realitzar I'estudi del VaR i AVaR d’aquest treball ens basem en els llibres In-
troduccion de mercados futuros y opciones [1] i Portafolio theory and risk management

2]



2 Quantils

Per poder definir el Valor en Risc, cal estudiar primer els quantils de Fx, on X és el guany
descomptat per una inversié, i Fx és la seva funci6é de distribucio.

Els quantils teorics son aquells valors de la variable, que ordenats de menor a major,
divideixen la distribucié en parts iguals, en intervals que comprenen el mateix nimero de
valors.

Els més coneguts sén: Quartils (divideixen la distibucié en quatre parts), Decils (di-
videixen a la distribucié en 10 parts iguals) i Percentils (divideixen la distribucié en 100
parts iguals).

Més formalment, la funcié quantil d’una llei de probabilitat és la inversa (generalitzada)
de la seva funcié de distribuci6. La funcié quantil empirica d’una mostra és la funcié
quantil de la seva distribucié empirica. [14] [15]

Definicié 2.1. Per o € (0,1) el nimero
¢“(X) = inf{r:a < Fx(z)}

s’anomena o - quantil superior de X .

Per a € (0,1) el ntimero
7o (X) = inf{z : a < Fx(x)}

s’anomena « - quantil inferior de X .

Qualsevol

q € [qa(X), ¢*(X)]

s’anomena « - quantil de X .
Exemple 2.2. Considerem un model binomial de dos passos amb preus d’accions
So =100
St =110 S¢ =90
Sy =121 S¥d = Sdv = 99 Sdd = 81
La probabilitat que el preu pugi en un sol pas es p = 0.8

Calculem el guany després del segon pas de comprar una accié tnica com X = Ss — Sy
que ens dona

21 amb probabilitat p? = 0.64
X = —1 amb probabilitat 2p(1 — p) = 0.32
—19 amb probabilitat (1 — p)? = 0.04
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Figura 1: Grafic de la funci6 de distribucié

Calculem per tant els quantils superiors i inferiors de X per o € {0.025,0.04,0.1},
mirant la figura, podem veure

0025 (X) = 19
¢ (X) =1
¢ (X) = -1
qo.025(X) = —19
q0.04(X) = —19
qo.1(X) = —1

Proposicié 2.3. Si X ¢ Y son variables aleatories, aleshores:

1. X > Y, implica ¢*(X) > ¢*(Y)

2. Per qualsevol b € R, ¢ +0)=q“X)+b

3. Per b>0, ¢*(bX) = bg“(X)

4 ¢*(—=X) = —q1-a(X)
Demostracio

1. Volem veure que
inf{z:a < Fx(x)} > inf{z: a < Fy(x)}
aleshores si X > Y, sabem que
Fx(z) =P(X <2) < P(Y <y) = Fy(2),
per tant o < Fx(x) implica que oo < Fy (z), aix0 significa que
{r:a<Fx(z)} C{zr:a< Fy(x)}

que ens dona



¢“(X)=inf{z:a < Fx(2)} > inf{z: a < Fy(2)} = ¢*(Y).
2. Volem veure que
inf{x+b:a< Fxp(z+b)}=b+inf{z:a < Fx(z)}.
Prenem Y = X+b i tenim
Fy(x+b)=P(X +b<x+b) = Fx(x)
per tant podem veure
(X +b) = inf{lz+b:a< Fy(z+0b)}

inf{z:a < Fy(z+b)}+0b

inf{z:a< Fx(z)}+b
= ¢*(X)+0o.

3. Volem veure que
inf{z : a < Fyx(z)} = binf{z : a < Fx(x)}.

Com P(bX < z)= P(X < x/b), tenim que Fpx(x) = Fx(x/b) , per tant per b>0,

¢“(bX) = inf{z:a< Fyx(z)}
inf{x: a < Fx(z/b)}
inf{by : o < Fx(y)}
binf{y : o < Fx(y)}
= bg*(X).

4. Per provar I'tltima propietat volem veure que
inf{r:a< F_x(z)} =—inf{z:1—-a < Fx(x)}.
Primer veurem que per b € R
inf{z:b< P(X <z)}=inf{z:b < P(X <x)}.

Com P(X <z) < P(X <x),sib< P(X < x) llavors b < P(X < x),

que significa que
{z:b<PX<x)}C{z:b<P(X <2},

per tant



inf{zx: 0 < P(X <z)} >inf{zx: b < P(X <)}

Ara descartem 'opcié de que la desigualtat anterior sigui estricta.

Suposem que existeix algun z* € R tal que

inf{r : 0 < P(X <z)} <z*<inf{z:b< P(X <x)}
per tant tenim P(X < z*) < b, ja que z* és menor que el minim x que compleix
b < P(X < z). Com x — P(X < x) és continua per 1’esquerra, podem trobar un
TEeER,

inf{x:b<P(X <)} <& <az*,

per el qual P(X < & ) < b, perd també veiem que b < P(X < &), que ens contradiu
I’anterior afirmaci6. Per tant obtenim la igualtat que buscavem.

Per provar 1"iltima propietat també usarem el fet que :

Fox(@)=P(-X<2)=P(X>-2)=1-P(X < —z).

Per tant ja podem calcular,

¢“(—X) = inf{z:a< F_x(x)}
= —sup{—z:a< F_x(z)}

(Com F_x(z)=1—-P(X < —x))

—sup{—z:a<1l—-P(X < —zx)}
= —sup{y:a<1l—-PX <y)}
= —sup{y:P(X<y)<1—a}

(com y — P(X < y) és no decreixent)
= —inf{y:1-a<P(X <y)}
= —inf{y:1—a<P(X <y)}

= —inf{y:1—a< Fx(y)}
= _Q1—a(X)'

De manera similar podriem veure les propietats per gq.



Lema 2.4. Si Fx(x) és continua i estrictament creizent, aleshores ¢®(X) = Fy'(a)

Demostracié
Com Fx és continua i estrictament creixent, és invertible.

La funcié inversa o — F~!(a) és continua i o < Fy(x) és equivalent a Fi'(a) < z.
Aixo déna que:

¢*(X) = inf{z : a < Fx(z)} = inf{z : Fy'(a) < 2} = Fy'(a).

O

Lema 2.5. Sigui X una variable aleatoria. Si f: R — R és continua per la dreta i no
decreizent aleshores ¢*(f(X)) = f(¢*(X))

Demostracio

Veiem primer ¢®(f(X)) < f(¢*(X)). Es suficient demostrar que per tot y > f(¢*(X))
es té y > ¢*(f(X)).

Prenem y > f(¢“(X)). Com f és continua per la dreta i no decreixent es té

{z: f(z) <y} ={r<a}

per un cert a € R.

Aleshores,

{z <¢*(X)} € {f(2) < F(¢"(X))} C {[f(2) <y} ={z <a}.

Per tant, existeix = tal que
Aleshores
i per tant

Veiem ara que f(¢*(X)) < ¢“(f(X)).

En efecte, si f(¢*(X)) > ¢“(f(X)) existeix y tal que
q“(f(X)) <y < f(g¥(X)).
Aleshores

a <P(f(X) <y) <P(f(X) < f(¢"(X))) <P(X < ¢*(X)) < a

i aix0 és contradictori.



3 Valor en Risc

El Valor en risc (VaR) és una técnica estadistica per mesurar el risc financer d’una inversioé.
Indica la probabilitat (normalment 1% o 5%) de patir una determinada pérdua durant
un periode de temps, és a dir, estableix la pérdua maxima que pot experimentar una
inversi6 dins d’un periode temporal donat un nivell de confianca (1-«), (normalment 95%
0 99%). Aquesta teécnica es mesura només amb tres variables: la quantia de la perdua, la
probabilitat de la pérdua i el temps. El VaR avui en dia és una de les eines més utilitzades
com a mesura de risc pels bancs i entitats financeres.

Aquest metode va ser desenvolupat per matematics i estadistics de JP Morgan, a meitat
del 90, quan un alt executiu va preguntar la maxima perdua probable en les segiients 24
hores. Van llengar el seu servei Risk Metrics (“metriques de risc”), perque els seus clients
implementessin el concepte del VaR. Tot i aixi, no s’ha d’oblidar que el VaR mesura
probabilitats, és a dir, que proporciona una mesura resumida del risc del mercat. [18] [19]

Ho definirem ara més técnicament, treballarem en un model de mercat financer amb
un Unic pas en que invertim en t=0 i retirem la nostra inversié en t=T. Denotarem per
X el valor descomptat de la posicié de I'inversor en el moment T.

Definicié 3.1. Per o € (0,1) definim el valor en risc (VaR) de X, en el nivell de
confianga 1-«, com:

VaR*(X) = —¢¥(X) =inf{z: a < Fx(z)}.

Fy (x) [ Fx (x)

}/u 9 /—i/ﬂ

— VaR (X) ~ VaR" (X)

L 2"
A A"

Figura 2: Grafic del alfa quantil superior de X
Observem que donat que X denota els guanys d’una inversié, -X denota la pérdua,
aleshores podem expressar el VaR en termes de perdua de la seglient manera:

Usant la Proposicié 2.3

VaR*(X) = —¢"(X)=q-a(-X)
inf{r:1—-a<P(-X <z}
= inf{z: P(x < —X) < a}.

En termes generals aixo significa que en el nivell de confianga 1 — «, la nostra pérdua
no és pitjor que VaR®.



Exemple 3.2. Per entendre-ho millor, suposem que una empresa té un 5% de probabilitat
de perdre en un mes 5 milions d’euros, o el que seria el mateix, té un VaR de 5 milions
al 5%. Aixo vol dir que existeix un 5% de probabilitats que aquesta empresa perdi algun
mes més de 5 milions d’euros, i un 95% de probabilitats que la pérdua sigui menor. Per
tant, I’empresa ha de tenir en compte que 5 de cada 100 mesos perdra com a minim 5
milions d’euros, o que un de cada 20 mesos perdra 5 milions d’euros.

Veurem ara les propietats algebraiques simples del VaR que es dedueixen de les que
vam veure pel quantil superior a la Proposici6 2.3

Proposicié 3.3. Si X ¢ Y son variables aleatories, aleshores:

1. X > Y, implica VaR*(X) < VaR*(Y).
2. Per qualsevol a € R, VaR*(X 4+ a) = VaR*(X) — a.
3. Per tota a > 0,VaR*(aX) = aVaR*(X).

Demostracié

Les demostracions son immediates a partir de la definicié de VaR i les propietats del
quantil superior

1. Si X > Y, aleshores
VaR*(X) = —¢*(X) < ~¢°(Y) = VaR*(Y).
2. Prenem qualsevol a € R aleshores,
VaR*(X +a) = —q¢*(X +a) =—q¢*(X) —a=VaR*(X) — a.
3. Per tota a > 0, tenim

VaR*(aX) = —q*(aX) = —aqg®(X) = aVaR*(X).

3.1 Calcul del VaR : exemples

Suposem que en el moment zero invertim V(0) per rebre V(T) en el moment T. Usarem
X per denotar el guany descomptat en el moment T.

Aleshores X = e *TV(T) — V(0) on 1 és la taxa lliure de risc per capitalitzaci6
continua.

Exemple 3.4. Suposem que invertim V(0) sense risc, aleshores V (T) = ¢"7V(0), i obte-
nim:

X =e"TV(T) - V(0) =0,



La funcié de distribucié de X és

1 sizx>0
FX(:E)_{ 0 six<0

Per qualsevol a € (0,1),¢%(X) = 0, que déna VaR*(X) = —¢*(X) = 0.

3.1.1 Calcul del VaR per a distribucions discretes

El VaR en el cas de distribucions discretes és senzill, podem resumir-ho en aquest lema:

Lema 3.5. Suposem que X és una wvariable aleatoria discreta, amb P(X = x;) =

N
pi,Zpi =1,ix1 <z <...<2xpN, aleshores

i=1
VaR*(X) = —xy,,
ka—1
on ko € N €s el major numero tal que Z pi < a.
i=1
Demostracié
Volem veure VaR*(X) = —xy,, 1 per definicié és equivalent a veure ¢*(X) = xy,,.

Usarem les segiients propietats, com X té una distribucio discretaiz; < zo < ... < zpy
podem veure que,

i també usarem :

k k-1
min{k : o < Zpl} = max{k : Zpi < a}.
i=1 i=1

10



Amb aixo podem obtenir :
¢“(X) = inf{z:a<P(X <z}
= min{z, : o < P(X <)}

k
= min{z;:a< Zpl}
i=1

k—1
= max{zy : Zpi <a}
1=1

= Tk,-

«

3.1.2 Calcul del VaR per a distribucions continues

Ara veurem el calcul del VaR per variables aleatories amb distribucié continues. Si la
funcié de distribucié d’una variable aleatoria X és F(X), estrictament creixent i continua,
tenim:

VaR*(X) = —F )

Més contretament per una variable aleatoria normal estandard Z, amb funci6é de dis-

_.2
tribucié N(x) \ﬁ f e 2 dz, el Lema 2.4 , produeix:
VaR*(Z) = —N~Y(a)

per qualsevol o € (0,1). Ho veurem més concretament en el segiient exemple.

Exemple 3.6. Suposem que el preu actual de 'accié és S(0). Suposem també que el preu
de I'accié en el moment T és S(T) = S(0)e™T?Z amb Z que té una distribucié normal
N(0,1). Calculem VaR*(X) per

X =e"S(T) — S(0).

Pel Lema 2.4,com N(x) és una funcié continua i estrictament creixent, tenim que
q*(Z) = N~!(a). Observant que X = f(Z), on

F(Q) =eTS(0)em+¢ — S(0)

és una funcié creixent, i usant el Lema 2.4, el Lema 2.5 i les definicions anteriors, tenim

VaR*(X) = a( (z



En aquest exemple hem usat el fet que f(Z) és una funcié no decreixent d’una variable
aleatoria amb distribucié normal estandard, i per aixo és facil de calcular. Aquesta idea
pot formular-se en termes més generals de la seglient manera.

Lema 3.7. Sigui f : R — R una funcié continua per la dreta i no decreizent. Aleshores

VaR*(f(X)) = —f(¢*(X)).

Demostracio6

Com f és una funci6é continua per la dreta i no decreixent podem aplicar el Lema 2.5,
aleshores,

3.1.3 Calcul del VaR amb simulacions de Monte Carlo

Aquest sistema mostra ’evolucié dels preus dels actius en base a simular els components
aleatoris de I’evolucié en el temps del preu. Es basa principalment en el comportament
d’actius dels que no tenim informacié historica, d’actius amb una rendibilitat que seguei-
xen una distribucié molt diferent a la normal, etc.

Lema 3.8. Sigui X1, Xa,... una seqiiéncia de variables aleatories independents ¢ idénti-
cament distribuides, X;, amb la mateiza distribucio que X. Sigui x € R fizat. Si prenem
la seqiiéncia de variables aleatories Fn(x), definida com :

Fy(z) =% Z Lx,<a}s
=1

Aleshores Fn(z) == Fx(z).

Demostracié
Introduim la seglient notacio Y; = 1yx,<;3 1Y = 1{x <4}

Aleshores per la llei feble de grans nombres, si prenem Y7,..., Yy una successié de
variables aleatories independents i identicament distribuides, tenim

N
¥ Vi S E(Y),
i=1
per tant

N
Fy(z) =% > Y 5 E(Y) =E(l{x<sy) = P(X < z) = Fx().
=1

12



Suposem ara que Xi, Xo,..., Xy s6n resultats de les simulacions que segueixen la
mateixa distribucié que X i

Pel Lema 3.8 , per qualsevol = € R,

Fx(x) = lim Fy(z) (quan N — o0) (3.1)

Sigui Yy una variable aleatoria discreta amb distribuci6 P(Yy = XZ) = % peri=1,

., N.

La funcié de distribucié Fy, és igual a Fyn (per 3.1) i prenent un N prou gran, es pot
aproximar VaR*(X) usant VaR*(Yx) que el podem calcular facilment usant el Lema 3.5.
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4 Inconvenients del VaR

El VaR és una de les mesures més usades en 'actualitat, pero tot i tenir avantatges com
per exemple fer molt facil la valoracié del risc, ja que produeix nombres per quantificar
el risc, també trobem inconvenients en ella [17], com:

1. El VaR és tant atil com bons siguin els resultats que s’utilitzen per calcular-lo.
El VaR no té en compte els pitjors escenaris possibles.
Alguns dels métodes per calcular-lo (com Monte Carlo) sén dificils i costosos d’aplicar.

Hem de tenir en compte que el que ens déna és només una probabilitat.

ok

No calcula la quantia de la pérdua esperada que es queda en el percentatge de
probabilitat, és a dir, si hi ha un 1% de perdre més de 5 milions d’euros, quina és
la quantitat de perdua esperada?

6. A vegades la diversificacié que ens déna el VaR no és intuitiva, ho veurem més
endevant.

Nosaltres ens centrarem en dos inconvenients:

e El VaR no té en consideracié events poc probables.

o A vegades va en contra del principi de que la diversificacié hauria de reduir el risc.

Per entendre’ls millor veurem dos exemples.

El primer exemple ens il - lustra la primera de les propietats que volem tractar, és a
dir, que el VaR no té en consideracié events poc probables.

Exemple 4.1. Considerem

X — —20 amb probabilitat 0.025
| —10 amb probabilitat 0.025

i P(X > 0) = 0.95.

Per x < 0, tenim la segiient funcié de distribucié

0 six e (—o0,—20)
Fy(z) =4 0.025 six e [-20,—10)
0.05 six e [—10,0)

14



Prenem ara o = 0.025, tenim
VaR""%(X) = —¢"0%%(X) = 10.
Per qualsevol o < 0.025,
VaR*(X) = —q*(X) = 20.
Aix0 ens demostra que VaR® pot ser sensible al canvi en ’eleccié de a.. Canviem ara
-20 per -2000, Var%92% = 10, aix0 il - lustra que VaR no té en consideracié events poc

probables, és a dir amb probabilitat per sota del « escollit. Aquesta és una caracteristica
negativa en una mesura de risc.

Ara veurem el segon dels inconvenients que voliem tractar, és a dir, que el VaR a
vegades va en contra del principi de que la diversificacié hauria de reduir el risc.

Exemple 4.2. Considerem dues inversions independents, X1, Xo, amb guanys :

X, — 0 amb probabilitat p
‘1 1 amb probabilitat 1-p

I tenen la segilient funcié de distribucié

0 six <0
Fx,(x) =¢ p sixe€][0,1)
1 six>1

Per i =1,2. Podem considerar-los dos bons corporatius amb el mateix preu i data de
venciment, de dues companyies independents que tenen una probabilitat d’incompliment
amb zero recuperacio igual a p.

Si a < p aleshores VaR*(X;) = VaR*(X2) =0

15



Si en canvi comprem la meitat d’una unitat de cada un dels dos bonos, aleshores el
nostre guany sera :

0 amb probabilitat p?
%Xl + %Xg = ¢ 0.5 amb probabilitat 2p(1-p)
1 amb probabilitat (1 — p)?

I per tant la seva funci6 de distribucié sera la segiient:

0 si x <0
2 : 1
p six€l0,3)
F = 2
M= 5 ap1 ) sixe[b0)
1 six>1

Si prenem a € (p?, p), Aleshores

F%XIJF%XQ(%) =p? +2p(1 — p) > . Per tant,
V(IROC(%Xl + %XQ) = %

Podem veure
VaR*(3X1 + 1X3) > maz{VaR*(X1),VaR*(X2)}

El que significa que el risc d’'una posicié diversificada és major que el risc d’invertir
tot en un tnic bo. Aixo va en contra del principi de que la diversificacié hauria de reduir
el risc, i per tant il - lustra el segon inconvenient de I'tis del VaR per mesurar el risc.

16



5 Millora del VaR : AVaR

En aquesta seccié veurem com modificar la definicié de VaR per produir una mesura de
risc que conservi la simplicitat sense tenir el primer inconvenient anomenat anteriorment,
tenint en compte tota la cua de distribucié.

Aix0 ho obtindrem principalment calculant VaR? per tots 8 < a en (0,1) i prenent la
seva mitjana.

Per aix0 definirem una nova mesura de risc.

Suposarem que X indica el guany descomptat d’algun projecte d’inversié.

Definicié 5.1. El Valor promig en risc (AVaR) de X ve donat per:
AVaRY(X) =1 [*VaRP(X)dB = -1 [ ¢°(X)dp.

T«

A

A
/ Fyx (x)

aAVaR" (X)

™
v

Figura 3: Grafic AVaR
Les propietats dels quantils donats a la Proposicié 2.3 mostren que:
AVaR*(X) = -1 [FP(X)dB =1 [T qu_p(—X)dB.

Per tant podem veure que a diferéncia de VaR® aix0 té en compte totes les peérdues
que succeeixen amb probabilitat com maxim a.

Com B < a implica ¢®(X) < ¢*(X), aleshores esta clar que AVaR és major o igual
que VaR.

AVaR*(X) = L [£5(X)dB > —L [ ¢*(X)dB = —¢*(X) = VaR*(X).

Es immediat, a partir de la definicié, que compleix les mateixes propietats que VaR:

Proposicié 5.2. Per X <Y im € R aleshores:

1. AVaR*(X) > AVaR(Y)
2. AVaR*(X +m) = AVaR*(X) —m
3. Per tota A > 0, AVaR*(AX) = MAVaR“(X)

17



Demostracio6

Les demostracions son immediates a partir de la definicié de VaR, i les propietats del
quantil superior

1. Si X <Y, aleshores
AVaR*(X) =1 [*VaRP(X)dB > L [ VaRP(Y)dB = AVaR*(Y).
2. Prenem qualsevol m € R aleshores,

AVaR*(X +m) =1 [FVaRA (X + m)dB = L([5' VaR?(X) — m)dj
= AVaR*(X) — m.

3. Per tota A > 0, tenim

AVaR*(AX) = L [“VaRP(AX)dp = L [ AVaRP(X)dS = AL [ VaRP(X)ds
— AMVaR*(X).

O

Aleshores per la definicié6 donada AVaR proporciona un remei pel primer inconvenient
que tractem del VaR, ja que té en compte tota la cua de distribucié.

El segon inconvenient que volem tractar és que el VaR pot suggerir un major risc quan
les carteres estan diversificades. Per veure que AVaR no te aquest problema veurem que
és sub — additiu.

Teorema 5.3. Per qualsevol cartera X, Y
AVaRY(X +Y) < AVaR*(X) + AVaR*(Y)

Per la demostracié d’aquest teorema necessitem veure uns resultats previs. Derivarem
una formulacié alternativa per AVaR, que és la que usarem per demostrar el Teorema 5.3,
i també ens sera 1til per fer els calculs.

Comencem amb un lema teécnic.

Lema 5.4. Sigui X una variable aleatoria. Suposem que U és una variable aleatoria
distibuida uniformement en (0,1). Aleshores la variable aleatoria Y definida per Y =
qY(X) té la mateiva distribucié que X. Aquest lema també és valid per Y = qu(X).

Demostracié
Usarem la notacié g: (0,1) — (0,1) tal que g(a) = ¢*(X).
Aleshores usant aquesta notacié Y = qy(X) = g(U).

Com U és una variable aleatoria distribuida uniformement a (0,1), per qualsevol con-
junt borelia A C (0, 1) la probabilitat de que U estigui dins de A és

P(U € A) = m(A)
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on m representa la mesura de Lebesgue, que en aquest cas si prenem A = (a,b) tenim
que m(A) = b-a.

Prenem y € R fixat. Com estem en el cas d’una distribucié uniforme en (0,1), pot
existir com a maxim un « tal que

g(a) =¢*(X) =y.

Hi ha la possibilitat de que aquest a no existeixi, aixo és quan y es troba sota de la
part plana de la funcié de distribucié Fx(y).

Aixo significa que la preimatge g~ !(y) consisteix com a maxim en un tnic punt, per
tant

P(g(U) =y) =PU € g~ y)) =m(g ' (y)) =0,

per la definicié del quantil superior ( ¢*(X) = inf{z : @ < Fx(z)} ), podem veure
que si a < Fx(z) aleshores ¢*(X) < z. Aixo vol dir que

{a:a<Fx(y)} c{a:¢™(X) <y} ={a:g(a) <y}
Per tant amb aquesta afirmacié podem obtenir la desigualtat segiient
Fy(y) = P(Y <y
P(g

)
(U) <y) 2PU < Fx(y))
= Fx(y).

Amb aixo hem obtingut que Fy (y) > Fx(y).

Veiem ara l’altra desigualtat per aixi obtenir que soén iguals. Un altre cop per la
definicié de ¢*(X), podem veure que si ¢*(X) < = aleshores o < Fx(x) i per tant:

{a:gle) <y} ={a:¢"(X) <y} C{a:a < Fx(y)}

Aix0 dona

Fy(y) = PY <y)
= P(g(U) <)
= P@(U) <y)+PgU)=y)
= P(g(U) <y) <PU < Fx(y))

Per tant hem vist Fy (y) = Fx(y).
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Ara amb f,, que denota la densitat uniforme en (0,1) , és a dir,

1 sixe (0,1)
0 de lo contrari

fulz) = {

tenim

E(Y) = [ a*(X)fu(s)ds = [y ¢*(X)ds.

Per tant el Lema 5.4, implica que per qualsevol variable aleatoria integrable X, com
les funcions de distribucié de X i Y sén les mateixes, tenim:

St (X)ds = E(Y) = E(X).

Nota. Aixo també es compleix si fem el canvi de ¢°(X) per ¢s(X).

Apliquem per tant aquest ultim resultat obtingut per tenir la descripcié alternativa
de AVaR

Proposicié 5.5. Per qualsevol o € (0,1)
AVaRY(X) = = L [E(X Lix cqo(x)y) + ¢ (X)(a = P(X < ¢*(X))].

Demostracio6

Sigui = que denota la part negativa de x, és a dir, = = —min{z,0}. Com f(z) =
—x~ és una funcié no decreixent, pel Lema 2.5, per qualsevol variable aleatoria Y i per
qualsevol 8 € (0,1), tenim

¢ (=Y)=d"(f(V)) = f(°(V)) = —=(¢°(Y))".
Escriurem ¢®(X) = ¢* per facilitar la notaci6. Aleshores,

AVaRY(X) = —é /0 aqﬁ(X)dﬁ

- [ @ -

a

com per < o tenim que ¢ (X) < ¢%, podem suposar que 5 > «, aleshores

L (@ (X))~ ¢*)"dB — ¢°
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per la Propietat 2.3, tenim
1 _
= —2 fy —(*(X —¢*)"dB - ¢°
sabem que ¢°(=Y ™) = —(¢°(Y))~ , aleshores

—L [1P(—(X —¢*)7)dB - ¢°

>
QL
V2]
I
&
=
i

usant el resultat fol q*( E(X), obtenim

1

Y R
@ J{X<q*}

= —1[/ XdP—/ q“dP + aq”]
@ J{xX<q*} {X<q>}

= By 00— PX < )

Corol - lari 5.6. Suposem que X és una variable aleatoria discreta amb P(X = x;) = p;,
pm+...tpyv=1ix1 <z <...<xpN. Aleshores

ka—1 ka—1
AVaR*(X) = Z pii + T, (a0 — Z pi)]
ka—1

on ko € R és el major nombre tal que Z pi < a
=1

Demostracio

Pel Lema 3.5, sabem que ¢*(X) = —VaR*(X) = zy,,, per tant

ka—1
P(X < ¢*(X)) = P(X < xy,) Z Di

ka—1
E(X1{x<go(x)}) = Z Pii.
Substituint ara a la Proposicié 5.5 trobem el resultat que volem.

O

El Corol - lari 5.6 pot fer-se servir per estimar AVaR usant una simulacié de Monte
Carlo.

Si X1,...Xn son resultats de la simulacié amb la mateixa distribucié que X, definim
Yy com la variable aleatoria discreta amb distribucié
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PYy=X;)=4% ,peri=1..,N

Com la distribucié de Fy, convergeix a Fx quan N tendeix a infinit, per N prou
gran podem aproximar AVaR*(X) per AVaR*(Yy), i cada AVaR*(Yy) pot calcular-se
facilment usant el Corol - lari 5.6.

Trobem un altre corol - lari a partir de la Proposicié 5.5

Corol * lari 5.7. 5i X és una variable aleatoria tal que la funcio de distribucio Fx és
estrictament creizent i continua, aleshores:

AVaR*(X) = —~E(X|X < ¢*(X)).

Demostracio

Com Fx és continua , per qualsevol g € R,

Pel Lema 2.4

P(X <¢*(X)) = PX <¢"(X)) - P(X =¢"(X))
= P(X <¢"(X))
= FX(Qa(X))

Substituint al resultat de la Proposicié 5.5, tenim:

AVaR*(X) =~ [E(XTpxagoioy) +a*(X)(a — P(X < (X))

1
= —aE(Xl{an(X)})

1
= E(Xxze 0y
1

P < ) P X Hxsen )
= —E(X|X < ¢"(X)).
0

Per distribucions generals, hem de permetre la possibilitat de que Fx tingui un salt
en «. Per aixo veurem el segiient lema.
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Lema 5.8. Per a € (0,1), prenem ¢® = q*(X) i posem

lo { Iix<qoy si P(X=q%) =0
X 1{X<qa} + kl{X:qa} St P(X = q“) >0

on
k= 2prX=e)
Aleshores
E(1%) =«
1 per tot w €
1% (w) € [0,1]

Demostracio6

Per demostrar la primera afirmacio, E(15) = a , observem si P(X = ¢%) = 0, aleshores
E(1%) = E(1(xcgey) = PX < ¢%) = P(X < ¢°) = a.
Mentre que si P(X > ¢“) > 0 tenim,
E(1%) = E(1xcqe) + klix—g} P(X < ¢®) + o — P(X < ¢°) = a.

Ara per demostrar la segona afirmacié, per tot w € Q,1% (w) € [0, 1], observem primer
que quan P(X = ¢%) = 0, aleshores

1% = I{x<qy € {0,1}.
Arasi P(X =¢%) > 0iw ¢ {X = ¢*} aleshores
1%(&)) = 1{X<qa}(w) € {0,1}.

Veiem per ultim 'inic cas no trivial, és quan P(X =¢%) > 0iw € {X = ¢“}.

En aquest cas (usant la notacié Fx(x_) = limy ~,Fx(y) ), tenim
P(X =q%) = Fx(¢") = Fx(¢2),

23



iperwe{X=q"}

a—Fx(q%)
Fx(q*)—Fx(q¢®)"

1% (w) = k =
Per la definicié de « - quantil superior,
¢“ =inf{r:a < Fx(z)},
veiem que per qualsevol ¢ < ¢® tenim « > Fx(q) , per tant
a > Fx(q%).
Per qualsevol ¢ > ¢%, a < Fx(q) i per la continuitat per la dreta de Fx tenim

[0 S Fx<qa).

Hem demostrat que o € [Fx(¢%), Fx(q®)], per tant el quocient definit anteriorment es
troba a [0,1].

O

La definici6é de 15 es déna per poder expressar en la segiient porposicié AVaR* com
una esperanca.

Proposicié 5.9. Per qualsevol a € (0,1)
AVaRY(X) = —1E(X1%)

Demostracié
Escriurem ¢“(X) = ¢* .

Si P(X = ¢%) = 0, aleshores P(X < ¢%) = P(X < ¢%) = «, aleshores usant la
Proposicié 5.5 tenim,

AVAR(X) =~ [E(XTpxapgoy) + () @~ PX < ¢*(X)]

1
= —aE(Xl{an(X)})

1
= _CE(X19).
SE(X1X)
Si P(X = ¢%) > 0, usant

Jixtmgoy XAP = [(x_ oy 0°dP = ¢°P(X = g%,
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Podem calcular

- P(X <q%) )
P(X =qo) K=
a—P(X <q")
= E(X1 o +/ X
(X1 x<ge(x)y) e P(X =)
a—P(X < ¢%) /
= E(X1 o + XdpP
Xlix< )+ —prx = ¢ )
= E(X1lixcgex)y) +4%(a—P(X <¢%))
= —aAVaR*(X).

@ (6%
E(X1%) = E(Xlixepe) +X

dP

O

Observem que la variable aleatoria Z(w) = 11% (w) és integrable, acotada superiorment
per é, i té esperanca 1, com hem vist al Lema 5.8. Per tant podem definir una nova mesura

de probabilitat, que denotarem per Q% , com
Q% (A) = [, ZdP.
En altres paraules, Z és una derivada de Radon-Nikodym, i la notacié habitual és

_ 4%
Z="3p

Aix6 demostra que, usant la mesura Q%, 'expressi6 AVaR® pren una forma simple
AVaR*(X) = —1E(X1%) = —1 [, X1%dP = — [, X ap = —Eqq (X).

Amb aixo podrem arribar a una facil demostracié de la propietat de sub-additivitat.

Necessitem primer el segiient resultat.

Definicié 5.10. Una mesura de probabilitat () és absolutament continua respecte a
P, que denotem com Q < P, quan P(A) = 0 implica que Q(A) = 0.

Teorema 5.11. (Teorema de Radon - Nikodym). Si tenim @ una mesura de probabilitat

absolutament continua respecte a P, aleshores existeir una unica f tal que Q és la integral
indefinida de f, és a dir

Q(A) = [, fdP per tot A mesurable

1 es diu que f és la derivada de Radon - Nikodym de @Q respecte P, i s’escriu f = %

Teorema 5.12. Per a € (0,1) prenem

Po =1{Q : Q és una mesura de probabilitat, Q) < P, 3—?, < é}

Aleshores

25



sup{—Eq(X) : Q € Py} = AVaR*(X).

Demostracié
Escriurem ¢ = ¢*(X).

Com

Per la definicié de 1%, podem veure

d(l
W) =1, perwe{X <¢},

950) — 1 pr € (X = 7).

dc?g‘(w) =0, perw e {X > ¢*}.

Sigui Q una mesura arbitraria de P,. Calculem

Eo(X) = Xj—gdP

- / x%ap / xap / x%p
{X<qa} dP {X qoe} dP X>qa} dP
= / X(@ — l)dP / x99 p
{X<qa} dP (67 {X<qa} dP
+ / (@ — lk;)dP / x 9% ;p
(X=gr} AP« x=gp 4P
P 5 195
+ / dP / Xdp
(X>qo) Xap (X>q01) X-ap

dQ 1
= X(5% — Z)dp +/ X(5% — —k)dP
/{X<qa} dP « {X:qa} dP o

+ / deP+/XdQXdP
{X>q}

dP

Ara examinem una a una les integrals de I'expressié.

Per definicio, gg =, per tant quan {X < ¢*}

(X = ") —3) 20,

«

que ens dona

X(§8 = 2)AP > [y oy (53 — L)aP.

f{X<qC“}

Evidentment
d wrd
f{X a°} X(ap P %k)dP:f{X:qa}q (#—ék)d?
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dQ
Com que a2 0,

o di
Jixsqey XBAP 2 [(xs 40y 4* GHAP-

Finalment, per I'tltima de les integrals tenim
Jo X GR-dP = Eqy (X).

Ara substituim totes aquestes expressions a la formula de Eg(X) i obtenim

Eg(X) > / 9 Lyp / ———k)d
{X<q> } ap O‘ X=q~ } @
dQ
+ / T AP + Bgq (X)
{X>qa} dP

{X<go} @ {X=¢q~} &

2 dQ
dP + Epe (X
+/de + Egq (X)

= —q“éP(X <q%) - qo‘ékP(X =q%) +q¢" + Eqg (X) = Egq (X).
Aquesta dltima igualtat és conseqiiencia de la definicié de k.
Hem demostrat que —Eqg(X) < —Eqq (X). Com Q% € P, , aixo implica que
sup{—Eq(X) : Q € Po} = —Eqq (X) = AVaR*(X).
O

Amb tots aquests resultats ja podem demostrar el Teorema 5.3. El resultat es dedueix
del Teorema 5.12.

Corol - lari 5.13. AVaR és sub-additiu
AVaRY(X +Y) < AVaR*(X) + AVaR“(Y).

Demostracio

Usarem el fet que per dues funcions f,g: U — R, on U és un conjunt arbitrari ,

supgep{f(z) +g(x)} < supf(x) + supg(x).

Considerem X, Y fixades, podem aplicar la propietat de les funcions prenent U = P,
f(Q) = —-Eg(X),19(Q) =—-Eqg(Y). Usant també el Teorema 5.12, obtenim

AVaR* (X +Y) = sup{-Eg(X +Y):Q € Py}
= sup{Eq(—X)+Eqg(-Y):Q € Puo}
< sup{EqQ(—X) : Q € Po} + sup{Eq(-Y) : Q € Po}
— AVaR*(X) + AVaR(Y),
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5.1 Coheréncia

En aquest apartat definirem una determinada classe de mesures de risc, i veurem que
conté el AVaR pero no el VaR. Prendrem p(X) € R com a mesura de risc que s’assigna a
una variable aleatoria X per representar el seu risc.

Definicié 5.14. Una mesura de risc p és coherent si és:

1. Monotona: X <Y implica p(X) > p(Y).
2. p(X +m)=p(X)—m.

3. Homogeniament positiva: per tot A > 0, p(AX) = Ap(X).

W

. Sub-additiva: per qualsevol XY p(X +Y) < p(X) + p(Y).

Ens centrem en les dues mesures de risc que hem estudiat al llarg del treball.

Podem veure per la Proposicio 3.3, que VaR compleix les tres primeres propietats per
ser una mesura coherent, en canvi hem vist a ’exemple 4.2 que VaR és una mesura que
va en contra de que el principi de que la diversificacié hauria de reduir el risc, i per tant
ens diu que no és sub-additiva. Per tant podem treure com a conclusié que el VaR no és
una mesura coherent .

Mirant ara la Proposici6 5.2, veiem que AVaR també compleix les tres primeres pro-
pietats per ser una mesura coherent, i fixant-nos en el Corol - lari 5.13, veiem que aquesta
també compleix la sub-additivitat, per tant podem concloure que el AVaR és una mesura
coherent .
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6 VaR i AVaR en el model Black-Scholes

El model Black-Scholes va ser desenvolupat per dos matematics, Fisher Black i Myron
Scholes. Es va presentar en el seu document de 1973, "El preu de les opcions i passius
corporatius”, publicat a la Revista d’Economia Politica. L’any 1997 aquest model va
rebre el premi Nobel d’economia. FEn un principi es va utilitzar per intentar calcular quin
hauria de ser el preu just d’una opcié financera. Pero més endavant es va ampliar per
tota classe d’opcions. [16]

El model té en compte els segiients suposits:

e No hi ha costos de transaccié o impostos.

e La taxa d’interes lliure de risc és constant per tots els venciments

e L’accié no paga dividends.

e La volatilitat es manté constant.

e Es permet la venda en curt.

e No hi ha oportunitats d’arbitratge sense risc

e Assumeix que la distribucié de probabilitat dels retorns és una distribucié normal.

Definim ara el model Black-Scholes, tenim una sola accié i un actiu lliure de risc. El
preu de I’accié en el moment zero és S(0) > 0. El preu de l'acci6 en el moment T ve donat

per

S(T) = §(0)eln=F)T+7VTZ

on p € Rio >0 s6én parametres, i Z és una variable aleatoria amb distribucié normal
estandard N(0,1). El parametre u representa la tendéncia i el parametre o representa
la volatilitat de les accions.

La taxa lliure de risc és constant igual a r > 0, amb capitalitzacié continua, que vol
dir que el preu en el temps T de ’actiu lliure de risc es

per simplificar-ho prendrem A(0) = 1
Una opcié de venda Europea , amb preu d’exercici K i venciment T, té un benefici
de
(K — S(T))* = max(K — S(T),0),

i un cost de

P(r,T,K,S(0),0) = Ke "' N(—d_) — S(0)N(—d),
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on

do — ln%—&—(r—&-%aQ)T
=TT

d = ln¥+(r7%tﬂ)T
- oVT

i N és la funcié de distribucié normal estandard.

Denotem H(t) com el valor d’una opci6 de venda en els instants t = 0,T.

H(0) = P(r, T, K, S(0),0)
H(T) = (K - S(T))™.

Lema 6.1. Per S(T), H(T) de la forma donada anteriorment, es té

q*(S(T)) = S(O)e(#*L;)TJrU\/TN*l(a)
¢ (—H(T)) = —(K —¢*(S(T)))".

Y

Demostracio6

Primer hem de tenir en compte que pel Lema 2.4 obtenim que ¢*(Z) = N~!(a).

02
Com z — S(O)e(“_T)T+"‘/TZ és una funci6 creixent, aleshores pel Lema 2.5, ¢*(f(Z)) =
f(g¥(Z)) obtenim el resultat de ¢*(S(T)).

De la mateixa manera, com ¢ — —(K — ¢)T és una funcié no-decreixent, aleshores
també pel Lema 2.5 tenim el resultat de ¢®(—H(T)).

6.1 VaR en el model Black-Scholes

Suposem primer que comprem una unica part de 'accié. El guany descomptat d’aquesta
inversié és

X =e"TS(T) — S(0).
Pel Lema 3.7, com VaR*(f(X)) = —f(¢*(X)), podem veure que
VaR®(X) = 5(0) — e Tg(S(T))

Veiem ara un exemple de com calculariem el VaR mitjancant el que hem anunciat
anteriorment.

Exemple 6.2. Calcularem el VaR5% (X) per una inversi6 en una acci6é amb els parametres
S(0) =100, p =10%, 0 =02, r=3%iT = 1.

Usant les formules anteriors, tenim
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VaR(X) = S(0) — e "¢"95(S(T)) = 100 — e=003¢%05(5(T))
Per aixo necessitem calcular

q*(S(T)) = S(O)e(“_é)T-Fa\/TN*l(a)
q0'05(5(T)) = 1006(0~1—%)HO-?\/TN*I(O.%)

_ 1006(0.17%)l+0.2\ﬁ(71.645) — 77.96

Per tant tornant al resultat anterior, obtenim
VaR"(X) =100 — e~ %9377.96 = 24.34

El que vol dir que hi ha una probabilitat del 5% de perdre més de 24.34 €

Considerem ara una inversié on en el moment zero comprem x accions i y unitats de
I’actiu lliure de risc.

Usarem V(. (t) per t = 0,T per denotar el valor de la cartera en el moment t,
Viay) () = z5(t) + yA(t).
i usem X, ,) per denotar el guany descomptat

Xay) = e_TTV(HW) (T) = Viz,y (0)

Lema 6.3. Si x > 0 aleshores,
VaRa(X(z,y)) = V(:Jc,y) (0) - xe_rTqa(S(T)) -y

Demostracio6

Com z > 0, el guany descomptat pot ser expresat com una funcié no decreixent de
S(T),

X(:p,y) = f(S(T))v
on

F(Q) = e (a¢ + yA(T)) = Viay(0)
= e—rng +y— V(m,y)(o)a

aplicant el Lema 3.7 tenim

VaR*(f(S(T)) = —f(¢*(S(T)) = —e~2q*(S(T)) = y + Viz)(0).

31



Escollint qualsevol z € (0,1) i y = (1 — 2)5(0) podem veure que el valor inicial de la
inversi6 és

Viz)(0) = 5(0).

Sigui ara VaR*(X) el valor en risc per la inversié d’una sola unitat d’accions, que hem
vist a I'inici de la secci6, aleshores amb la férmula calculada de VaRY(X(, ) tenim

VaR*(X(zy)) = Viey)(0) —2e " q*(S(T)) —y
= 2S(0) - 2e T (S(T))
= zVaR*(X) < VaR*(X).

Aleshores amb aixo podem concloure que diversificar una inversié entre ’accio6 i ’actiu
lliure de risc redueix el VaR.

Per ultim un altre idea per reduir el VaR és comprar opcions de venda Europea.
Suposem que en el moment zero comprem x unitats d’accions i z opcions de venda amb
preu d’exercici K. El valor d’aquesta inversio és

‘/(z,z) = I'S(T) + ZH(t)a
i el guany descomptat és

X(x,z) = e_rT‘/(a:,Z) (T) - Vv(:c,z) (0)
= ¢ "(@S(T) + 2(K — S(T)*) = Vg2 (0).

Lema 6.4. 570 < z < x aleshores
VaRY(X(y.)) = Vig,2)(0) — e ™ (2q*(S(T)) + 2(K — ¢“(S(T)))™).

Demostracio6

Com 0 < z <z, podem veure que X, . es pot expressar com una funcié no decreixent

de S(T),

on

FQ) = e (@ + 2(K = ) = Vi (0),
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Pel Lema 3.7 tenim

VQRQ(X(Q,Z)) = _f(qa(S(T)))
= (2 (S(T)) - 2 (SN + Vi) 0)

O

En general no tenim plena llibertat per escollir el preu d’exercici d’una opcié de venda,
i generalment s’ha d’escollir entre les opcions disponibles al mercat.

Per tant ara suposem que podem invertir en n opcions de venda amb preus d’exercici
Ki,..., K, ivenciment T. Denotarem H;(t) el pagament d’una opcié de venda amb preu
d’exercici K;, en particular

H;(0) = P(r,T, K;,5(0),0),
HA(T) = (K; — S(T))*.

Suposem que comprem X accions i z; opcions de venda amb preus d’exercici K; per
i=1,...,n. Prenem z, 1, H(t) per t = 0,T vectors de R"™ definits com

2
1
1=
1
Hi (1)
H(t) = :
H(t)

Aleshores el valor de la nostra inversié en el moment t és
Vig,)(t) = zS(t) + ZTH(t).
Veurem per tant en la segiient proposicié com calcular el VaR per

X(:p,z) = e_TT‘/(:r,z) (T) - Vv(z,z) (0)

n
Proposicié 6.5. Siz; >0 peri=1,...,n 1 Zzi =271 < z, aleshores
i=1

VaR* (X)) = Vi) (0) — e (2q*(S(T)) — 2"q*(-H(T))),
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(K1 —q*(S(T)))*
(K — g (S(T)*
Demostraci6

Primer cal comentar que la férmula de ¢®(—H (T")) prové del Lema 6.1.

Com 211 <z , la funcié

= e M (@C+ Y zi(Ki = OF) = Vigy)(0)

i=1

és no decreixent, tenim que pel Lema 3.7

VaR(X(y2)) = Viz,)(0) — e (2¢™(S(T)) + Z 2i(Ki — ¢*(S(T)))").

Ara fixem x, i veurem com podem minimitzar VaR*(X, .)) escollint un z.

Suposem que tenim V{ a la nostra disposicié per la inversi6 i la cobertura. Aixo vol
dir que gastem

c="Vy—x5(0)
en opcions de venda.
Ara suposem que no prenem posicions curtes en accions o opcions de venda, i el nombre

d’accions no supera el nombre d’accions a la cartera. Aleshores sota aquestes suposicions
minimitzar VaR*(X(, ;)) és equivalent al segiient problema

min 27 ¢*(—H(T))

tenint en compte

20y .-y 2n > 0.

6.2 AVaR en el model Black-Scholes

Recordem que en aquest model, el preu futur de les accions en el moment T és
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S(T) = S(0)eln=7)T+oVTZ

on u € Rio > 0 sén parametres i Z és una variable aleatoria amb distribucié normal
estandard N(0,1).

Abans de calcular ’AVaR, veiem un lema.

Lema 6.6. Per qualsevol ¢ € R
E(S(T)|Z < q) = 5= S(0)e"" N(q — oV/'T),
(a)

on N(q) és la funcié normal estandard, és a dir,

2

N(g)= [1 F=e =2 dx

Demostracio6

Com P(Z < q) = N(q) > 0, aleshores

E(S(T)|Z <q) = / S(0 ”7%)T+fo) L e~ Tdx

1 1 12—20'\/Tz
_ S(0)e—% )T / e 2 dr
N(Q) ( ) —oo V2T

= LS( )e(u—f’;)T/q Le o?=20vToto®T L o 22de
N(q) o 27
1 a 1 (2—ov/T)>
= N>V euT/ ——e 2z dz
IR .~
1 q—a\/T 1 .2
= ——S5(0)er” =5 dr

O

Viem ara el calcul de ’'AVaR en el model Black - Scholes, per els diferents casos.
Primer ho farem per una inversié en accions.

Per aix0 necessitem considerar una nova mesura de risc, similar al AVaR definit a la
Proposicié 5.9.

Definicié 6.7. Definim la cua condicional d’esperanga (TCE) de X com
TCE*(X) =-E(X|X <¢*(X)) = -E(X|X < -VaR*(X)).

Quan Fx és continua aleshores tenim o = P(X < ¢*(X)) = P(X < ¢*(X), i per tant
quan Fx és continua, tenim TCEY(X) = AVaR*(X).

Aquest resultat I'usarem per demostrar el segiient Lema.
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Lema 6.8. Pel guany descomptat
X =e7"TS(T) — S(0)

tenim

AVaR*(X) = 5(0) — £8(0)eTN(¢*(Z) — oVT).

Demostracio

Pel Lema 6.1, sabem

Per tant

{X < (X))} ={e7"T8(T) = 5(0) < ¢*(e7"TS(T) — 8(0))},

per la Proposici6 2.3

= {e77S(T) — 5(0) < e g*(S(T)) — S(0)}

= {S(T) <¢*(S(T))}
= {Z<¢ (@)}

Com X té una distribucié continua, tenim

AVaR*(X) = TCE“(X)
—E(X]X < ¢%(X))
—E(e""S(T) - S(0)|Z < ¢°(2))
= S(0) — e’TTE(S(T)\Zg

= 5(0) —

Aquesta ultima igualtat ve donada per el Lema 6.6.

O

Ara veurem com funciona AVaR amb opcions de venda Europees. Suposem que en el
moment zero comprem X accions i z opcions de venda Europees amb preu d’exercici K i

data de venciment T. El valor de la inversi6 ve donat a t = 0, T per
Vv(a;,z) (t) = l’S(t) + ZH(t)v
on H(T) és el pagament de l'opcié de venda
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H(T) = (K — S(T))*,
i H(0) és el preu de 'opcié de venda
H(0) = P(r,T,K,S5(0),0) = Ke "TN(—d_) — S(0)N(—dy),
El guany descomptat de la inversio és
Xize) = € Viao)(T) = Via2) (0)

Com que volem calcular AVaR*(X(, .), introduim primer una notacié

d = d_(u,T,K,S(0),0),

cl‘fr = d" +0oVT,

d“* = max(d",—q“(2)),

v = A"+ oVT,
PYK) = Ke "IN(—d"*) - S(0)N(—d).
Proposicié 6.9. Si z € [0, z], aleshores
AVAR* (X (1)) = Via)(0) = 20T [2S(O)N(q*(2) - ov'T) + 2P (K)].

«

Demostracio

Primer veiem que
X = € WVian)(T) = Vig(0)

= T (@S(T) + 2(K = S(T)) = Va2 (0).
Ara, com z < x, veiem que

s — e (as+ 2(K — s)7) = Vi5.)(0)
és una funcié no decreixent de s. A més tenim que,

¢ 5(0)exp((p — 7T + oVT¢)
és una funci6 creixent. Aleshores amb aix0 i el Lema 2.5 obtenim,
(X2 € ¢*(X@p)t ={5(T) < ¢*(S(T)} ={Z < ¢*(2)}-

Separarem el cas de la desigualtat estricte i el cas de la igualtat. Primer demostrarem
el cas z < x, tenim
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s—e " (rs+ 2(K —s)t) — Viz,)(0)
és estrictament creixent, per tant
P(X(2) < q*(X(zy))) = P(S(T) < ¢*(5(T))) = a,
i per la Proposici6 5.5, podem veure
AvaRa(X(x,z)) = _E(X(:v,z)|X(x,z) < qa(X))

- _E(X(:v,z)|Z < qa(Z))
= Viun)(0) — e T2E(S(T)|Z < ¢%(2)) — e TT2E((K — S(T)"|Z < ¢*(2)).

o2
Com S(T') = S(O)e((’“T)T*"ﬁZ), aleshores sabem
{S(T) < K} ={Z < —d"},

Calculem ara,

E(K - S(T)"Z <q¢*(2)) = E((K - S(T)lz< a)|Z < ¢*(2))

min(¢®(Z),—d") 52
_ 2 / (K — S(0)eln= 7 THovTry L a2y,
«

P V2T

(com min(a,b) = — max(—a, —b))

_dM,Dé

]. /_du’o‘ K ]_ _x2d 1 / S(O) (p—%)T—&-U\/Tx) 1 _xQd
= — (& r — — (& —€ X
a)ow V2 a ) o V2r

1 1
= ~KN(=d"") — ~P(Z < —d""JE(S(D)|Z < —d"")

_ éKN(—d’i"") - éS(O)e“TN(—d‘i’a — oVT)
= LT (KT (-dn%) — SO)N(~d).

Per aquestes igualtats anteriors hem usat també el Lema 6.6.

Substituint a la férmula, de I'inici de la demostracié, del calcul de AVaR*(X(,,)) i
amb el Lema 6.6 obtenim el resultat.

Considerem ara el cas en qué z = x.

Com per qualsevol g € (0,1), tenim

hmz/‘m qﬁ (X(x,z) ) - qﬁ (X(x,x) ) ’
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Figura 4: Funci6 de distribucié per diversos z

Aleshores, obtenim

1 (6%
lim AVaRY(X(, ) = lim—/ B(X(p))d
lim Xaz) = lm=2 ] (X@s)ds
1 «
_ B
05\/0 q (X(x,z))dﬂ
= AVCLRQ(X(LI))

Aleshores podem deduir el resultat a partir del fet que la férmula per AVaR*(X, (x7z))
en aquest cas és continua respecte a z.

O

Veiem ara que passa quan no tenim plena llibertat per escollir el preu d’exercici.
Suposem que podem invertir en n opcions de venda Europea, amb data de venciment
T i preus d’exercici K1,...,K,. Denotem el valor en el moment t de I'opcié amb preu
d’exercici K; com H;(t) i escriurem

H(t) = (Hy(t),...,Hp(t)).

Suposem que comprem X accions i z; opcions de venda amb preu d’exercici K;, per
i=1,...,n. La posicié en opcions de venda ve determinada pel vector

z2=(21,...,2n) ER.
El valor de la inversié en l'instant t és

Ve (1) = 25(t) + 2T H (1),
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i el guany descomptat és

X(:p,z) = e_TT‘/(QE,Z) (T) - Vv(z,z) (0)

Aleshores de la mateixa manera que hem demostrar la Proposicié 6.9, podem obtenir
el segiient Lema.

Proposicié 6.10. Siz; >0 peri=1,...,n i 21+ ...+ 2z, <z, aleshores
AVaR (X (1)) = V(g 2)(0) — 2T [2S(0)N(¢*(2) — oVT) + 27 P?],
on P* = (P*(Ky),...,P*(K,)).

Suposem ara que x esta fixat. Mirem com minimitzar AVaR%(X(, )) escollint z.
Suposem que invertim Vj, i vol dir que podem gastar

c="Vy—x5(0)

en opcions de venda. Suposem que no prenem posicions curtes en accions o opcions de
venda, i que el nombre total d’opcions no supera el nombre d’accions de la nostra cartera.

Sota aquests suposits i per la férmula de la proposici6 anterior, minimitzar AVaR*(X(, .))
és equivalent a trobar

min 27 P,

tenint en compte que

6.3 Exemple

Veurem ara un exemple en el qual calcularem el VaR i AVaR d’un model Black - Scholes,
en el que no tenim llibertat per obtenir el preu d’exercici d’una opcié de venda, i comprem
x accions i z; opcions de venda amb preus d’exercisi K; per i = 1,2,3.

Considerem per tant el model Black-Scholes amb els segilients parametres

S(0) =100
w=10%
oc=0.2
r=3%
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Suposem que volem invertir Vo = 1000 en accions i opcions de venda, amb preus
d’exercicis

Ki =175
Ky = 90
K3 =110

i venciment T = 1, per o = 0.05, i prenent ¢ = 0, 10, 30, 50 i 80.

Comencarem amb el calcul de VaR*(X(, .)), ho calcularem per els diferents valors de
la segiient taula.

C X Z1 ) 73

0 10 0.00 0.00 0.00
10 9.9 0.00 3.61 0.00
30 9.7 0.00 936 0.34
50 9.5 0.00 6.95 2.55
80 9.2 0.00 3.32 5.88

La formula que usarem per calcular el VaR és la segiient:
VaR*(X(z.2)) = Vi) (0) — e zq*(S(T)) — 27q* (= H(T))].

Per aixo utilitzarem les diverses formules que hem vist a I'apartat 6.1.

Vi) (0) = 25(0) + 2" H(0),

Hi(0) = P(r,T,K:,5(0),0) = Kie"TN(—d_) — S(0)N(—ds),
Q(S(T) = S(O)eFITHoVTN )
(Ky — ¢ (S(T)*

)

(K, — ¢(S(T))*

Les dades que podem extreure de manera general, que no depenen de x ni de z; sén
les segiients,

0.406

H(O)= | 2.769
12.042

Com sabem que N~1(0.05) = -1.645, aleshores podem calcular

2
¢®(S(T)) = S(0)el=T)T+oVTN" @) — 77 96
i també podem trobar,
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Ara substituint a la formula de inici, els valors trobats i els x i z; corresponents a
cada cas, ja podem trobar VaR*(X(, .)) -

c X 71 Z9 Z3 VaR®
0 10 0.00 0.00 0.00 243.44
10 9.9 0.00 3.61 0.00 208.81
30 9.7 0.00 9.36 0.34 146.23
50 9.5 0.00 6.95 2.55 120.68
80 9.2 0.00 3.32 5.88 82.35

Per tant observant les dades obtingudes, podem concloure que per obtenir un VaR més
reduit sera necessari gastar més diners en opcions de venda.

Calcularem ara d’una manera similar AVaR*(X(,.)) , a partir de les dades de la
segiient taula, que sén molt similars a les anteriors.

C X 71 Z2 73

0 10 0.00 0.00 0.00
10 9.9 737 253 0.00
30 9.7 0.00 936 0.34
50 9.5 0.00 6.95 2.55
80 9.2 0.00 3.32 5.88

La formula que usarem per calcular el AVaR és la segiient:
AVaR* (X (p.)) = Vip)(0) — e T[2S(O)N(g(2) — ov/T) + 27 o],

Per aixo utilitzarem les diverses formules que hem vist a 'apartat 6.2.

Vi) (0) = 25(0) + 2" H(0),
H(0) = P(r,T,K,5(0),0)=Ke ""N(-d_) — S(0)N(—d,),
P (PY(K1),..., PY(K,))
PYK) = Ke "'N(-d"") - S(0)N(-d}®)

Aleshores, H(0) és el mateix que hem calculat anteriorment per el VaR.

L’altre dada que podem obtenir de manera general és P%,
0.140

P* =1 0.819
1.724
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Ara substituint a la formula de AVaR*(X(, .)), els valors trobats i els x i z; correspo-
nents a cada cas, ja podem trobar el resultat.

c X 71 79 z3  AVaR“
0 10 0.00 0.00 0.00 302.24
10 9.9 737 253 0.00 242.61
30 9.7 0.00 9.36 0.34 146.23
50 9.5 0.00 6.95 2.55 120.68
80 9.2 0.00 3.32 5.88 82.35

Per tant observant les dades obtingudes, podem concloure el mateix resultat que hem
vist per VaR, per obtenir un AVaR més reduit sera necessari gastar més diners en opcions
de venda.

Si comparem ara els resultats de VaR*(X(,.)) i AVaR*(X(, )) en les dues primeres
files de la taula, podem veure que quan ¢ = 0 i ¢ = 10, els resultats de AVaR sén superiors
que els de VaR. Aixo és degut a que el VaR ens déna la minima pérdua i el AVaR ens
déna la perdua mitjana. Aquest és un dels inconvenients que hem tractat al treball.
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7 Exemple indexs borsaris

Per ultim veurem un exemple amb dades reals dels indexs borsaris, tractarem l'index
Ibex35 i el I.G Bolsa Madrid.

Un index borsari és la ponderacié matematica d’un grup de valors que cotitzen un
mateix mercat, per mesurar el creixement o decreixement de les seves accions, per tant és
molt 1til per poder analitzar variacions del preu en varies empreses. En altres paraules,
un index borsari és un valor numeric que es calcula segons els preus de mercat de cada
un dels valors que componen aquest index en un moment determinat. [9] [10]

Serveix per representar ’evolucié de les empreses d’un pais, un determinat sector de
I’economia o un tipus d’actiu financer.

Permet que els inversors puguin fer un seguiment dels canvis en el valor de mercat
d’accions, a més, els indexs també proporcionen un punt de referéncia 1til per mesurar
léxit de mitjans d’inversio.

Els indexs borsaris es van comengar a utilitzar a finals del segle XIX, gracies a Charles
H. Dow, un periodista d’Estats Units, que va ser un gran observador del mercat de valors.
Després d’observar que les accions de la majoria d’empreses baixaven o pujaven juntes
de preu va decidir expressar la tendéncia o nivell de mercat de valors en termes del preu
mitja d’unes quantes accions representatives.

Trobem tres principals formes per construir un index borsari:

1. Index de preus ponderats: és la mitjana aritmética del preu dels valors que compo-
nen 'index.

2. Index de capitalitzacié ponderada: es construeix segons la capitalitzacié borsaria de
cadascun dels valors que formen I'index.

3. Indexs d’igual ponderaci6: Es calcula com la mitjana aritmeética de la rendibilitat
de cada un dels valors que componen I’index.

Definim ara els dos indexs que tractem a ’exemple.

L’Tbex 35 és el principal index borsari espanyol. Per aixo és utilitzat com a referent
nacional i internacional per coneixer la situacié de la borsa espanyola. Ibex és un acrénim
de Iberian Index”. Es va iniciar el 14 de gener del 1992. Esta compost per les 35 empreses
amb més liquiditat que cotitzen el sistema d’Interconnexi6é Borsaria integrat per les quatre
Borses espanyoles (Madrid, Barcelona, Valéncia i Bilbao).

Les companyies amb més liquiditat sén aquelles que diariament sén objecte de més
compres i vendes. Es a dir, aquelles que reben un major interés per part dels inversors.
Les 35 companyies que més moviment experimenten en les borses espanyoles sén les que
formen I'Ibex 35, independentment del sector economic a que pertanyen. L’Ibex 35 es
representa mitjangant un index ponderat per capitalitzacié borsaria. Aquest calcul pon-
derat vol dir que no totes les empreses que el cotitzen tenen el mateix pes en I’evoluci6 de
I’'index. De fet, només 5 de les 35 companyies representen un 65% de I'index : Telefonica,
Banc Santander, BBVA, Iberdrola y Repsol. Per tant els moviments de pujada i baixada
d’aquests cinc valors influeix determinadament a les pujades i baixades de I'Ibex 35. [12]

L’index general de la Bolsa de Madrid és un index borsari que representa les
empreses que han estat admeses a cotitzacié a la borsa de Madrid. Esta compost per
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un nombre fix d’empreses (normalment superior a 100) que pertanyen al mercat continu
espanyol. Aquest index es publica a finals del 1940, tot i que no és fins al 1986 que es
comenca a calcular. [11]

Les empreses que volen formar part d’aquest index han de complir uns requisits de-
terminats de liquiditat. Aquests requisits sén els segiients:

1. Que el volum de contractacié sigui superior als 3 milions d’euros en el semestre
anterior a la data de la revisié.

2. Que la rotacié capital de 'empresa sigui major al 10% de la seva capitalitzacié en
base anual.

3. Que tingui una alta freqiiencia de contractacio.

Per realitzar els calculs de ’exemple hem estat recollint dades dels preus de 'Ibex 35
i el I.G bolsa Madrid durant 14 dies [13] . I amb aquestes dades hem calculat el VaR
teoric, el VaR historic, i ’AVaR, podrem aixi analitzar les diferéncies entre ells. [§]

Comengarem primer amb els calculs per 'Ibex 35. Les dades recollides son les segiients:

DADES IBEX35

DIA PREU
24-des 5635
25-des 9661,8
26-des 9661,8
27-des 5675
28-des 9700,5
29-des 9700,5
30-des 5660
31-des 9549,2
1-gen 9549,2
2-gen 9697
3-gen 9607
d-gen 9646,6
5-gen 9646,6
G-gen 9600,9

Volem primer obtenir el VaR teoric. Per aix0 necessitem calcular els rendiments, la
seva mitjana, i la seva desviacié estandard. Ho fem amb ’excel i obtenim els seglients
resultats

Mitjana dels rendiments = -0,00025235
Desviacié estandard dels rendiments = 0,006644854

Una vegada tenim aquests calculs ja podem trobar el VaR teoric. El calcularem amb
probabilitats de 90% i 95%. Obtenim els segiients resultats.

VaR al 10% en percentatge = 0,876807%
VaR al 5% en percentatge = 1,118216%
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Per tant analitzant els resultats podem extreure que si fem una inversié podem patir
una pérdua maxima del 0,88% amb probabilitat 90% o equivalentment la probabilitat
de perdre més del 0,88% és del 10%. I a més també hem pogut veure que podem patir
una peérdua maxima del 1,12% amb probabilitat 95% o equivalentment la probabilitat de
perdre més de 1’ 1,12% és del 5%.

Més concretament, si fem una inversié de 10000 euros, aleshores podem patir una
pérdua maxima de 88 euros amb probabilitat 90% o bé la probabilitat de perdre més
de 88 euros és del 10%. I per tant podem patir una pérdua maxima de 112 euros amb
probabilitat 95% o bé la probabilitat de perdre més de 112 euros és del 5%.

Ara calculem el VaR historic , per veure si trobem una millor aproximacié de la
pérdua. Com només tenim 14 dades, el calcularem tnicament al 10%. Fent els calculs
obtenim el segiient resultat:

VaR historic al 10% = 1,081335 %.

Per tant analitzant els resultats podem extreure que si fem una inversié podem patir
una perdua maxima de 1’ 1,08% amb probabilitat 90% o equivalentment la probabilitat
de perdre més de 1’ 1,08% és del 10%.

Tornant a I’exemple anterior, si fem una inversié de 10000 euros, aleshores podem patir
una peérdua maxima de 108 euros amb probabilitat 90% o bé la probabilitat de perdre
més de 108 euros és del 10%.

Comparant-lo amb el resultat anterior podem veure que ens déna més informacié.
Aixo és degut al fet que el VaR teoric suposa que les variables que estudiem segueixen
una distribucié N(0,1), 'historic no, per tant amb aixd podem extreure que les variables
no segueixen la distribucié N(0,1).

Per ultim realitzem el calcul de I’ AVaR. |, que ho hem fet calculant el TCE, ja que en
Papartat anterior hem vist que TCE = AVaR. De la mateixa manera que abans, només
el calcularem al 10%. Obtenim el segiient resultat:

AVaR al 90% = 1,146998%

Per tant analitzant els resultats podem extreure que si fem una inversié podem pa-
tir una peérdua mitjana maxima de 1’ 1,15% amb probabilitat 90% o equivalentment la
probabilitat de perdre de mitja més de I’ 1,15% és del 10%.

Tornant a ’exemple anterior, si fem una inversié de 10000 euros, aleshores podem patir
una pérdua mitjana maxima de 150 euros amb probabilitat 90% o bé la probabilitat de
perdre de mitja més de 150 euros és del 10%.

Comparant els tres calculs realitzats podem veure que el calcul de I’AVaR ens doéna
més informaci6é que els dos anteriors, ja que el VaR ens déna la minima peérdua del 10%
i ’AVaR ens déna la pérdua mitjana del 10%.
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Veiem ara els calculs per I'l.G Bolsa Madrid. Les dades recollides son les segiients:

DADES I.G BOLSA MADRID

PREU
959,03
961,09
961,09
961,33
964,45
964,45
960,64
950,94
950,94
966,18
957,23
961,12
961,12
956,79

Seguirem el mateix procediment que en l’exemple anterior, primer obtenim el VaR
teoric. Per tant calculem rendiments, la seva mitjana i desviacié estandard. Obtenim els
segiients resultats

Mitjana dels rendiments = -0,00016033
Desviaci6 estandard dels rendiments = 0,006514835

Una vegada tenim aquests calculs ja podem trobar el VaR teoric. El calcularem amb
probabilitats de 90% i 95%. Obtenim els segiients resultats.

VaR al 10% en percentatge = 0,850943%
VaR al 5% en percentatge = 1,087628%

Per tant analitzant els resultats podem extreure que si fem una inversié podem patir
una peérdua maxima del 0,85% amb probabilitat 90% o equivalentment la probabilitat de
perdre més del 0,85% és del 10%. T a més també hem pogut veure que podem patir una
pérdua maxima de I’ 1,09% amb probabilitat 95% o equivalentment la probabilitat de
perdre més de I’ 1,09% és del 5%.

Fem un exemple més concret, si fem una inversié de 10000 euros aleshores podem patir
una pérdua maxima de 85 euros amb probabilitat 90% o bé la probabilitat de perdre més
de 85 euros és del 10%. I per tant podem patir una peérdua maxima de 109 euros amb
probabilitat 95% o bé la probabilitat de perdre més de 109 euros és del 5%.

Ara calculem el VaR historic, per veure si trobem una millor aproximacié de la
pérdua. Tornarem a calcular-ho tinicament al 10%. Fent els calculs obtenim el segiient
resultat:

VaR historic al 10% = 0,984719 %.

Per tant analitzant els resultats podem extreure que si fem una inversié podem patir
una peérdua maxima del 0,99% amb probabilitat 90% o equivalentment la probabilitat de
perdre més del 0,99% és del 10%.

Tornant a 'exemple anterior, si fem una inversié de 10000 euros, aleshores podem patir
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una pérdua maxima de 99 euros amb probabilitat 90% o bé la probabilitat de perdre més
de 99 euros és del 10%.

Comparant-lo amb el resultat anterior podem extreure les mateixes conclusions que en
I’exemple de I'Ibex 35, ens déna més informacié. Aixo és degut al fet que el VaR teoric
suposa que les variables que estudiem segueixen una distribucié N(0,1), 'historic no, per
tant amb aixo podem extreure que les variables no segueixen la distribucié N(0,1).

Per 1dltim realitzem el calcul del AVaR, de la mateixa manera que abans, calculem el
TCE al 10%. Obtenim el segiient resultat:

AVaR al 90% = 1,009744%

Per tant analitzant els resultats podem extreure que si fem una inversié podem pa-
tir una peérdua mitjana maxima de 1’ 1,01% amb probabilitat 90% o equivalentment la
probabilitat de perdre de mitja més de I’ 1,01% és del 10%.

Tornant a ’exemple anterior, si fem una inversié de 10000 euros, aleshores podem patir
una pérdua maxima de 101 euros amb probabilitat 90% o bé la probabilitat de perdre
més de 101 euros és del 10%.

Comparant els tres calculs realitzats tornem a extreure les mateixes conclusions que
per I'Ibex 35, ’AVaR ens proporciona més informacié que el VaR.
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