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Introduction

It is not easy to establish when a particular mathematical discipline is born, howe-
ver, we can say that analytic number theory was born with Euler’s definition of
the zeta function and with Dirichlet theorem on primes in arithmetic progressions.
Between the end of the 17th and the beginning of the 18th centuries, Legendre,
Gauss and Dirichlet hypothesized about the distribution of the prime numbers.
Their conjectures showed equivalent to what we know nowadays as the prime
number theorem, which is one of the most important accomplishments of analy-
tic number theory. Nevertheless, it was not until the middle of the 19th century
that the Russian mathematician Chebyshev proved a slightly weaker version of
the theorem, taking a step forward to the search of the final proof. It was Rie-
mann who later used the most important analytic tool we have to study the prime
numbers, that is, the Riemann ( function, whose former definition as real function
goes back to Euler analytic proof of the existence of infinitely many prime num-
bers. Hadamard and de la Vallée-Poussin applied the Riemann theory to prove,
independently, the prime number theorem. In their proof they both used complex
analysis tools as well as the fact that no zeros of the function ((s) lie on the line
R(s) = 1.

The first objective of this work it to present a detailed study on the Riemann (
function as a complex function, which includes its analytic continuation, functional
equation and those necessary properties to proof in the following chapter the prime
number theorem. The second objective is to write a self contained proof of the
primer number theorem, discarding the superfluous results found in the references
to achieve a clear and concise proof. In that regard, we also include our own
graphics to help the understanding of the behavior of the functions that appear
in the proof. Lastly, we consider the Riemann hypothesis, qualified as one of the
Millennium Problems by the Clay Institute and a key point in the development of
modern number theory.

The second part of this work aims to find physical applications of the mathe-
matical methods used in this work of analytic number theory. On this subject we
present the Casimir effect, which is a first example on renormalization in quantum
theories and in which we show that the analytic continuation of the ¢ function
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plays an important role. The second case is Lee-Yang theory. Although in this
last case there is no direct application of the methods studied in the mathematical
part of the work, it shows the importance of studying the distribution of zeros of
certain functions. Therefore, Lee-Yang theory could be a very interesting bridge
between two apparently very different disciplines such as statistical mechanics and
number theory. In fact, in the development of this work, we unexpectedly discove-
red that Lee and Yang based a part of their proof of the circle theorem presented
here on a Pdlya article ([11]) on the integral representations of the Riemann ¢ func-
tion, as Kac mentions in a comment of the same article. Lastly, we have applied
the Lee-Yang theory to the one and two dimensional Ising models. We have been
able to compute the distribution of the zeros of the partition functions, which has
enabled us the study of the phase transitions of these thermodynamic systems.



Introduccio

Es dificil establir el naixement exacte d'una disciplina matematica pero no errem
gaire si considerem que la teoria analitica de nombres té els seus inicis en la definicié
d’Euler de la funcié zeta i en el teorema de Dirichlet sobre els primers en les
progressions aritmetiques. Entre finals del segle XVIII i principis del segle XIX,
Legendre, Gauss i Dirichlet van conjecturar ’avui conegut com a teorema dels
nombres primers, un dels fruits més importants que ens ha donat la teoria analitica
de nombres. Tot i aixi, no va ser fins ben entrat el segle XIX que el matematic
rus Chebyshev va aconseguir demostrar una versio més debil del teorema, fent un
pas en ferm cap a la demostracié final. Havia de ser Riemann qui posteriorment
introduis I’eina analitica més important que disposem per a l’estudi dels nombres
primers, la funcié ¢ de Riemann com a funcié de variable complexa, emprada ja
inicialment per Euler com a funcié de variable real en una demostracié analitica
de la infinitat dels nombres primers. En fer as de les idees de Riemann, Hadamard
i de la Vallée-Poussin trobaren de manera independent dues demostracions del
teorema 'any 1896. Totes dues apliquen metodes de I'analisi complexa a la teoria
de nombres i tenen com a punt clau que la funcié {(s) no s’anul-la en la recta
R(s) = 1.

El primer objectiu d’aquest treball és presentar un estudi detallat de la funcié
¢ de Riemann, que inclou la seva perllongacié analitica, I’equacié funcional i totes
les propietats necessaries per a la posterior demostracio del teorema dels nombres
primers. El segon objectiu és demostrar el teorema dels nombres primers de ma-
nera autocontinguda, filtrant els resultats superflus trobats a les referencies per
tal de tenir una exposicio el més clara i concisa possible. Aixi mateix, hem afegit
grafics d’elaboracié propia per tal de facilitar la comprensié de les funcions auxi-
liars emprades en la demostracié. Per ultim introduim la hipotesi de Riemann,
considerat un dels Problemes del Mil-lenni per I'Institut Clay i una de les peces
clau per a entendre el desenvolupament de la teoria de nombres moderna.

La segona part del treball té com a objectiu trobar aplicacions fisiques de les
tecniques utilitzades de la teoria analitica de nombres. En aquest sentit presentem
I'efecte Casimir, que ens proporciona un primer exemple de renormalitzacié en
teories quantiques i on hi veiem que la prolongacié analitica de la funcié ¢ hi juga
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un paper important. El segon cas que introduim és la teoria de Lee-Yang. Malgrat
que en aquest darrer cas no hi ha una aplicacié directa de cap tecnica estudiada a
la part purament matematica, si que és un exemple que visualitza la importancia
de T'estudi de les distribucions dels zeros de certes funcions. Aixi doncs, la teoria
de Lee-Yang pot esdevenir un pont interessant entre la teoria de nombres i la
mecanica estadistica. De fet, en el desenvolupament d’aquest treball hem trobat
que els mateixos Lee i Yang van basar-se en l'article de Pélya ([11]) sobre les
representacions integrals de la funcié ( de Riemann per a demostrar el teorema
del cercle de Lee-Yang, tal com esmenta Kac en un comentari del mateix article.
Per acabar, hem aplicat la teoria de Lee-Yang al model d’'Ising i hem computat les
distribucions de zeros per a les funcions de particié d’aquest model en una i dues
dimensions, la qual cosa ens ha permes estudiar les transicions de fase d’aquest
sistema termodinamic.
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Capitol 1

La funcio zeta de Riemann

1.1 Series de Dirichlet

Definicié 1.1. Una funcié aritmetica és una funcio f : N — C.

Definicié 1.2. Direm que una funcio aritmética f és multiplicativa si se satisfa
que f(1) =1 i per a tot a,b € N coprimers f(ab) = f(a)f(b). Direm que la funcio
aritmetica és completament multiplicativa si la segona condicio se satisfa per
a qualssevol a 1 b.

Definicié 1.3. Una serie de Dirichlet és una série de la forma
i f(n)
n=1 ne ’

on f(n) és una funcid aritmética i s € C.

Escriurem s = o + it amb o i t reals. Amb aquesta notacio,

ns = eslogn _ e(aJrzt) logn __ naezt logn’

d’on resulta que |n®| = n°.

Definicié 1.4. Donat a € R, el conjunt de punts s = o + it tals que 0 > a
s’anomena el semipla definit per a.

Estudiem ara la convergencia de les series de Dirichlet. Observem que si ¢ > a
tenim que [n®| = n? > n® per tant

f(n)

nS

Wl

n

Es a dir, si una serie de Dirichlet és absolutament convergent per a s = a + b
aleshores pel criteri de comparacié també ho sera per a tot s amb o > a.
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o o » \ . .. o —S .
Proposicié 1.1. Suposem que la série de Dirichlet Y > | f(n)n™*| no convergeix
arreu o bé no divergeix arreu. Aleshores existeix un nombre real o, tal que la
serie convergeir absolutament si o > o, © no convergeir absolutament si o < oy.
Anomenarem o, l’abscissa de convergencia absoluta.

Demostracio. Sigui D el conjunt de tots els nombres reals o tal que la serie di-
vergeix. D és no buit per hipotesi, ja que la série no convergeix per a tot s, i D
esta fitat superiorment, ja que la serie no divergeix per a tot s. Per tant D té
suprem que anomenarem o,. Si 0 < o, aleshores ¢ € D altrament o seria una
cota superior més petita que el suprem. Si o > o, aleshores ¢ ¢ D ja que o, n’és
el suprem. O

Suposem que Y > | f(n)n~* convergeix absolutament per a o > 0,. Denotarem
per F(s) la funci6 suma on s pertany al semipla definit per a o,.

Teorema 1.1 (Teorema d’unicitat). (cf.[1]) Siguin F(s) i G(s) dues series de

Dirichlet - -

)
ns n
n=1

ambdues absolutament convergents per a o > o,. Si F(s) = G(s) per a cada s en
una successio infinita {s;} tal que o, — 400 quan k — oo, aleshores f(n) = g(n)
per a tot n.

Corol-lari 1.1. Sigui F(s) =", f(n)n™* i suposem que F(s) # 0 per a algun
s amb o > o,. Aleshores existeix un semipla o > ¢ > o, en el qual F(s) no és
mai zero.

Demostracio. Suposem que no existeix aquest semipla. Aleshores podem construir
una successi6 infinita {s;} tal que per a tot k F(s;) = 0. Aplicant el teorema
d’unicitat anterior, obtenim que f(n) = 0 per a tot n, contradient la hipotesi que
F(s) # 0 per algun s. O

El resultat segiient ens permet relacionar el producte de series de Dirichlet amb
la convolucié de Dirichlet dels seus coeficients.

Proposicié 1.2. Donades dues funcions F(s) i G(s) representades per séries de
Dirichlet

F(s):i% per a o > a,

G(s) = i 9(n) per a o > b.

ns
n=1
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Aleshores en el semipla on ambdues series convergeizen absolutament tenim que

F(s)G(s) =Y hn)

ns '’

n=1
on h = fx*g, que és la convolucio de Dirichlet de f i g,
n
h(n) = |Z flyg (%)

Reciprocament, si F(s)G(s) = > o2 a(n)n™® per a tot s en una seqiéncia {sy}
amb o — +00 quan k — oo aleshores o = f * g.

Demostracio. La segona equivalencia és immediata pel teorema d’'unicitat. Per
provar la primera considerem el producte per a qualsevol s,

oo = (S5 (S 5) -5

Ates que les series convergeixen absolutament, podem reordenar els termes sense
alterar la suma. Agrupem els termes pels quals mn és constant, mn = k. Tenim,
doncs, que

F(s)G(s) =) ( > f(n)g(m)> F =) h(k)k™,

k=1 \mn=k

on h(k) =3_,.,.— f(n)glm) = (f *g)(k). U

El teorema segiient ens dona una expressié de la serie de Dirichlet en un pro-
ductori estes sobre els nombres primers.

Proposicié 1.3. Sigui f una funcio aritmética multiplicativa tal que la serie
Yoo f(n) és absolutament convergent. Aleshores la suma de la série pot ser
expressada com un producte infinit convergent,

S fm) =TI+ @) +f0*+...).

p

on el producte s’estén sobre tots els primers. Si, a més, f és completament multi-
plicativa podem escriure

& . 1
;f(n) :H (;f@)n> :Hl—f(p)'
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Demostracio. Considerem el producte finit

P(x)=[[{1+f0) + @) +--}

p<w

estes sobre tots els primers p < x. Cada terme del productori és una serie absolu-
tament convergent. Per tant podem reordenar la suma sense alterar-ne el resultat.
Un terme del productori sera de la forma f(p{*) f(p5?) - - - f(p?"), ates que f és mul-
tiplicativa, aquest producte és igual a f(p{*p5? - - - p?"). Pel teorema fonamental de
I’aritmetica és possible escriure que

P(z)=>_ f(n),

neA

on a és el conjunt format per aquells n amb tots els seus factors primers més petits
o iguals que z. Considerant B com el conjunt de tots els n amb factors primers
majors que x, obtenim que

D )= Pl)= f(n).

En prendre moduls se segueix que

Y ) = Pl)| <D If(m)] <Y If(n)] =0,

neB n>x

ates que Y > |f(n)| és convergent. Tenim, doncs, que P(z) — > -~ f(n) quan
x — oo. Falta veure que convergeix absolutament. Un productori infinit de la for-
ma [[(1+a,) convergeix absolutament si la corresponent serie >~ | a,, convergeix
absolutament. Hem de veure que Y |f(p) + f(p®) + - -| convergeix. Fixem-nos
que les derivades parcials satisfan que

ST + )+ <Y U@+ @) +--) <D If (),

per tant estan acotades i tenim convergencia absoluta.
O

En aplicar el teorema anterior a les series de Dirichlet absolutament convergents
obtenim el corol-lari segiient.
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Corol-lari 1.2. Suposem que Y~ | f(n)n=° convergeiz absolutament per a o > o,.
St f és multiplicativa tenim que

o0 2
Zf(n) :1—[{1_|_f(29)+f(223)_F_'_}7 5i 0> 0,
nS pS p S
n=1 P
1 st f és completament multiplicativa tenim que

—f(n) _ 1 :
nz_:l e _Hl—f(p)p—s’ 810 > 0.

p

Els dos lemes segiients ens ajudaran a demostrar I'existencia d'un semipla de
convergencia per a les series de Dirichlet.

Lema 1.1 (Reduccié d’una integral Riemann-Stieltjes a una suma fini-
ta). (cf.[2]) Sigui a una funcid esglaonada definida en [a,b] amb salts oy, a x) on
T1,..., T, SOn els punts de discontinuitat. Sigui [ una funcid definida en |a, b
tal que f i « no son alhora discontinues goer la dreta o per l’esquerra a cada xj.
Aleshores la integral Riemann-Stieltjes, fa fda, existeix 1 tenim que

b n
[ rada@) =3 st

Proposicié 1.4. Identitat d’Abel Per a qualsevol funcid aritmética a(n), con-
siderem A(z) = ) _ a(n), on A(r) =0 siz < 1. Suposem que f té derivada
continua a l'interval [y, z] amb 0 <y < x. Aleshores,

y<n<z

Demostracio. Com que A(x) és una funcié esglaonada amb salts f(n) a cada n,
podem expressar la suma com una integral de Riemann-Stieltjes d’acord amb el
lema anterior. Per tant,

S a(n)f(n) = / " F(dAW).

y<n<z

Podem integrar per parts i obtenim que
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]

Lema 1.2. Sigui sy = oo + ity i suposem que la série de Dirichlet y - f(n)n=%
té sumes parcials acotades,

> flnyn

n<x

< M, per a tot x > 1.

Aleshores per a cada s amb o > g tenim que
> fln~*| < 2Ma™" (1 - M) .
n<lz g =00

Demostracid. Siguia(n) = f(n)n™*0i A(x) =}, ., a(n) donresulta que f(n)n=* =
a(n)n®~*. En aplicar la identitat d’Abel considerant f(x) = x*°~% obtenim que

b
Z f(n)n_s _ A(b)bSo—s _ A(a)as()—s . (50 . S)/ A(t)tso_s_ldt,

a<n<b

Ates que |A(x)| < M se segueix que

> fnn~

a<n<b

b
< MV 4+ Ma® " + |s — so|M/ ooy

S IMao~° (1 + ‘S_SO|) ]

g — Oy

bo’o—a’ _ aa’o—a’

<2Ma® ™7 + |s — so|M

Og — O
[l

Teorema 1.2. Sila série Y, f(n)n™* convergeix per a sy = oo + ity aleshores
també convergeix per a tot s amb o > oy. St diwvergeix per sy = og + ity aleshores
també divergeix per a tot s amb o < o0y.

Demostracio. Suposem que la série convergeix per sg = g+ itg. Prenem qualsevol
s amb o > 0y, hem de veure que la serie > | f(n)n™° és convergent. A tal fi,
comprovarem que la successié de sumes parcials és de Cauchy. En aplicar el lema
anterior obtenim que

b

D == fmn

n=1

— S Kaja'ofa"

> fnn

a<n<b

on K és independent de a. Com que g > o, tenim que a’°~7 — 0 quan a — +0o0.
La segona afirmacié del teorema és conseqiiencia directa de la primera ja que, si
no divergis per a ¢ < 0y, no podria divergir per sg. O



1.1. Séries de Dirichlet 7

Corol-lari 1.3. Sila série >~ | f(n)n™* no convergeiz arreu o no divergeiz arreu,
aleshores existeix un nombre real o, tal que la série convergeix per a tot s en el
semipla o > o. i divergeix per a tot s en el semipla o < o.. Anomenarem abscissa
de convergencia al nombre real o.. Si la série convergeix arreu denotarem o, =
—00, atxi mateix, si la serie divergeix arreu, denotarem o. = —+00.

Les abscisses de convergencia i convergencia absoluta tenen una relacié interes-
sant en les series de Dirichlet com mostra el resultat segiient.

Proposicio 1.5. Per a qualsevol serie de Dirichlet amb o, finita, tenim que

0<o,—0.<1.

Demostracid. Hem de veure que si una serie de Dirichlet, > 7 | f(n)n™* convergeix
per algun sg, aleshores convergeix absolutament per a tot s amb o > oy + 1. Sigui
A una cota superior de |f(n)n=%|. Tenim que

f)| _|f(n)

ns nso

A

— po—oo ?

1

nsS—so

d’on resulta que Y 7 |f(n)n"%| és convergent, ja que podem aplicar el test de
comparacié amb y 2 n’~7, que és convergent per o > 0y. O

Les propietats analitiques de les series de Dirichlet se segueixen del teorema segiient.

Teorema 1.3. Sigui {f,} una successid de funcions analitiques en un subconjunt
obert S del pla complex i suposem que {f,} convergeix uniformement en cada
compacte de S a una funcio limit f. Aleshores f és analitica en S i la sequéncia
de derivades {f!} convergeix uniformement en cada subconjunt compacte de S a
la derivada f’.

Demostracio. Degut a 'analiticitat de f,, en S podem aplicar la férmula integral
de Cauchy,

fala) = L Snl2)

21t Jop 2 —a

dx,

on D és qualsevol disc compacte contingut en S, 0D és la seva frontera orientada
positivament i @ és un punt interior de D. Degut a la uniformitat de la convergencia
tenim que

1 1
W), G, 1 [ fG)

n—00 n—o0 278 Jop 2 — @ 2m Jgpn—ooo z —a 2m Jop 2 —a

dz,
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que implica l'analiticitat de f dins D. Analogament, per a les derivades obtenim
que

/ 1 fn(2) ; ! 1 /)

i per tant f)(a) — f’(a) uniformement en cada subconjunt compacte de S. O

Corol-lari 1.4. Una serie de Dirichlet convergeix uniformement en tot subconjunt
compacte a linterior del semipla de convergéncia o > o.. La funcié F(s) =
Yo f(n)n™% és analitica en el semipla de convergéncia o > o, i la seva derivada
F'(s) és representada en aquest semipla per la també série de Dirichlet

P Fn)logn,
n=1

obtinguda en derivar terme a terme.

Demostracid. Es suficient demostrar que Y2°°, f(n)n™* convergeix uniformement
en cada rectangle compacte, R = [, ] X [¢,d] amb a > o.. A tal fi veurem que la
successio de sumes parcials és una successié uniformement de Cauchy. En utilitzar
el resultat del lema 1.2 obtenim que

b

Yo fn = fmn

n=1

> flan

a<n<b

S IMaco—c (1 + |S_ SO|> ,

g — 0Oy

on sy = o0g + ity és qualsevol punt dins del semipla de convergencia ¢ > .1 s és
qualsevol punt amb o > gq. Escollim sg = 09 on 0. < 09 < a. Si s és dins del
rectangle, tenim que 0 —oy > a—o0g i [sg—s| < C' amb C una constant que depén
de sp pero no de s. Per tant, podem escriure una cota pel terme de Cauchy que
no depen del punt,

> fan

a<n<b

C
< 2Ma®°™® (1 + ) = Ba’"™“,
a — 0y
amb B independent de s. Concloem que a?°~® — 0 quan a — +o00, demostrant
aixi que la successié de sumes parcials és uniformement de Cauchy i per tant
>, f(n)n~® convergeix uniformement en cada subconjunt compacte a l'interior

del semipla de convergencia.
O

Acabem amb dos resultats (cf. [1]). El primer s’aplica a les series de Dirichlet
amb coeficients positius i ens servira per detectar les singularitats d’aquestes. El
segon ens mostra que si tenim una serie de Dirichlet que no s’anul-la a arreu i
compleix f(1) # 0, aleshores la seérie és ’'exponencial d’una altra serie de Dirichlet.
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Proposicié 1.6. (cf.[1]) Sigui F(s) una funcid representada en el semipla o > c¢

per la série de Dirichlet
— f(n)
Fls) =2 5

nS

n=1
on ¢ és finit. Suposem que f(n) > 0 per a tot n > ng. Si F(s) és analitica en
un disc al voltant del punt s = ¢, aleshores la serie de Dirichlet convergeixz en el
semipla o > ¢ — e per a algun € > 0. Conseqiientment, si la série de Dirichlet té
una abscissa de convergéncia o., aleshores F(s) té una singularitat a [’eix real en
5 = 0.

Proposicié 1.7. Sigui F(s) =", f(n)n~° una série de Dirichlet absolutament
convergent per a o > o, tal que f(1) # 0. Si, a més, F(s) # 0 per a 0 > 09 > 04,
aleshores per a o > og tenim que F(s) = e amb

G(s) = tog((1) + 3 L

n=2
on f~1 és la inversa de f respecte la convolucié de Dirichlet i f'(n) = f(n)logn.
Finalment,

Definicié 1.5. Anomenarem funcié ¢ de Riemann la série de Dirichlet donada
fn)=1,n>1, és a dir,

)=

ns’
n=1

1.2 Convergencia, perllongacié analitica i repre-
sentacions de ((s)

L’objectiu d’aquesta seccid és estudiar I’analiticitat de la funcié zeta de Riemann,
donar-ne l'equacié funcional i perllongar-la analiticament utilitzant diverses re-
presentacions integrals d’ella mateixa. Abans, pero, farem un incis en la funcié
gamma d’Euler que ens sera d’utilitat.

La funcié gamma d’Euler
Definicié 1.6. La funcié I' d’Euler I és la funcio solucio de l’equacio funcional
[(s+1) =sI'(s)

amb s = o + it.



10 Cap. 1. La funcid zeta de Riemann

Per a ¢ > 0, la funci6 gamma té la representacié integral

I(s) = /OOO ¥ e dx. (1.2.1)

La funcié gamma també satisfa una altra equacié funcional

™

D(s)T(1 - s) = (1.2.2)

sin(7s)’
d’on observem, que I'(s) és analitica en tot el pla complex excepte en els punts
s =0,—1,—2,... on té pols simples de residu (—1)"/n! per s = —n.

Farem servir aquestes dues equacions funcionals i la representacio integral per
a l'estudi de ((s).

Primer de tot veiem un teorema basic sobre la convergencia de ((s).

Teorema 1.4. La funcid ((s) convergeix absolutament per a o > 1. La con-
vergéncia és uniforme en tot semipla o > 14§ amb 6 > 0. Per tant ((s) és una
funcio analitica en s en el semipla o > 1.

Demostracié. Hem de veure que Y >° || = Y°° | - convergeix per a 0 > 1.

Pel test integral de convergencia, és suficient veure que la integral

oo
1
/ dx
1 x0+€
és finita. Aix0 és immediat ja que

S | xlfo'fs o0
/ dr = | — | < oo ates que o > 1.
;. xotE l—0—¢],

En aplicar el corol-lari 1.3 i el teorema 1.3, obtenim la convergencia uniforme i
I’analiticitat en el semipla o > 1. O

Per a obtenir una representacié integral de ((s) necessitarem el lema segiient.

Lema 1.3 (Convergeéncia de Levi). (cf.[2]) Sigui {g,} una successid de funcions
integrables en sentit Lebesque en un interval I tal que:

1. Cada funcio g, és no negativa gairebé arreu en I.
\ . o0 .
2. La série y . [, gn convergeir.

A . o0 . . 7z -/
Aleshores la serie Y | gn convergeix gairebé arreu en I a una funcio suma g
integrable en sentit Lebesque i se sequeir que



1.2. Convergéncia, perllongacid analitica i representacions de ((s) 11

En fer s de la funcié gamma d’Euler podem trobar una representacié integral
pel producte I'(s)((s).

Teorema 1.5. Per a 0 > 1 tenim la representacid integral

I (s)C(s) = /Ooo A (1.2.3)

l—e2

Demostracio. Primer de tot mantindrem la variable s real, s > 1 i després esten-
drem el resultat a tot el pla complex per continuacié analitica. En la representacié
integral 1.2.1 fem el canvi de variable x = (n + 1)¢, amb n > 0, i obtenim que

F(S) = / 6_$l.5—1dx — (n + 1)8/ e_(n+1)tt8_1dt7
0 0

en passar el terme (n + 1)® a l'altre costat i en sumar per a tot n > 0, arribem a

Z(n +1)7°T'(s) = ((s)I'(s) = Z /000 e et dt,

essent la serie de la dreta convergent per a o > 1. En prendre la integral en sentit
Lebesgue, podem aplicar el lema anterior de convergencia de Levi amb la successié
{gn} = {e7™e t*"1}. El lema ens diu que la série > g, 6és convergent gairebé
arreu a una funcié suma integrable en sentit Lebsesgue i podem intercanviar el
sumatori amb la integral. Obtenim, doncs, que

C(s)I'(s) = Z/ e ettt = / Ze_me_tts_ldt.
n=0 0 0 n—0

Ates que t > 0, tenim que 0 < e~! < 1 i podem sumar la serie geometrica

o) . 1
D

n=0

Aixi doncs,
e_tts_ 1

o) = [T

que prova el teorema per a s > 1 real. Per al cas general, és suficient veure, gracies
al principi de prolongacié analitica, que la funcié definida per la integral

[e] ts—l —t
/ “_at
o l—e
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és analitica en el semipla o > 1, ja que la funcié I'(s)((s) també ho és i ambdues
coincideixen en la semirecta s € R, s > 1. Aixi doncs, veurem que la integral és
uniformement convergent en tots els subconjunts del semipla ¢ > 1 de la forma
1+ <o<c,ambc>11id>0. Sigui s € C un punt qualsevol tenim que

o8] o] —tta—l
/ dt = / T
0 o l—e
1 —tyo—1 © —tyo—1
e 't e 't
= dt dt.
/0 1—et * /1 1—et

Considerem la primera integral. Si 0 <t < 1, tenim que t°~! < #%, a més a més,
el —1 >t per a tot t > 0, de manera que

1 —tyo—1 1 —t40 1 ) 1
¢ ¢ ¢ 1
/6 dtg/ ¢ dt:/ dtg/t‘*—ldt:—.
O ]_ - G_t 0 1 - B_t 0 Gt - 1 0 5

Pel que fa a la segona integral, si t > 1 tenim que t°~ < t°7! i se segueix que

e —tt(r—l o] —ttc—l oo —ttc—l
/ ¢ dt < / cl @< / U@t =T()((e),
1 ]_ - €_t 1 1 - e_t 0 1 - e_t

on l'altima igualtat la podem escriure ja que el resultat esta demostrat per ¢ € R,
¢ > 1. En resum, hem obtingut una fita uniforme (no depeén del punt s) de la
integral del valor absolut, provant que la integral és absolutament convergent.
Per tant, la integral convergeix uniformement en totes les bandes 1+ <o < ci
consequientment és analitica en cada banda, que implica que ho és en tot el semipla
o> 1 O

e—tts—l
1—et

Per a l'extensié analitica necessitem encara d’una altra representacié de ((s)
en termes d’una integral de contorn.

Considerem el cami C' format per tres camins C, Cy i C3, C] ve parametritzat
per z = re”™ mentre que parametritzem Cs per z = re™ en ambdds casos 7 varia
de ¢ a oo, amb 0 < ¢ < 27. Per ultim, C5 sera un cercle positivament orientat de
radi ¢ amb centre l'origen de manera que tanca el cicle tal com mostra la figura

1.1.

Teorema 1.6. Si 0 < a <1, la funcio definida per la integral de contorn

1 Zs—lez
I(s) = — d
() = 3 /C 1—e "

€s una funcio entera. A més a més, tenim que

C(s)=T{1—=s)I(s) sio>1. (1.2.4)
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Figura 1.1: Cami d’integracié C format per Cy, Cs i C5

Demostracié. Considerem un disc compacte arbitrari format pels punts |s| < M.
Demostrarem que la integral al llarg de € i Cy convergeix uniformement en el
disc. Al llarg de C tenim, per a r > 1, que

‘Zsfl| — 7Aa'fl’efrri(aflJr'it)‘ — rcrfleﬂ’t < 7AM71€7TM,

on hem utilitzat que |s| < M. De la mateixa manera, al llarg de C3 tenim, per a
r > 1, que
‘Zsfll — 7,071|e7ri(071+it)| _ ,raflefﬂ”t < TMfleﬂM

Per tant, en ambdds casos, per a r > 1 se satisfa que

7AM—1€7rM6—'r’ rM—lewM

1—e" B er—1

Zs—lez

1—e?

Observem que si 7 > log2 tenim que ¢" — 1 > ¢"/2. Concloem que l'integrand
estd acotat per ArM~te™ on A = ™. Com que [ rM~le™"dr és convergent
per a ¢ > 0, tenim que la integral de I'enunciat convergeix uniformement, ja que
convergeix absolutament en un conjunt compacte. Com que 'integrand és analitic,
el podem representar en série de poteéncies en la variable s, > 7 ja,(z)s". Gracies
a la convergencia uniforme se segueix que

I(s) = /c (i an(z)s”> dz = i/c an(2)s"dz = i (/ an(z)dz) s",

n=0
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on C; fa referencia a cada cami, i = 1,3. Concloem, doncs, que I(s) és una funcié
entera, ja que el procediment anterior és valid per a qualsevol disc. Per a provar
I’expressio 1.2.4, escrivim que

2mil(s) = /7231g(z)dz,

on hem definit g(z) = €*/(1 — €*). Al llarg de C i C5, tenim que

e? erei” e "
I T 9(=r).

9(2)

Al llarg de Cs, parametritzem z = ce® amb 6 € [—7,7]. En calcular la integral al
llarg de Y= Cl -+ 02 + Cg,

C T [o¢]
2ml(s) :/ rs_le_msg(—r)dr—}—i/ cs_1e(s_l)zeceleg(ceze)d9+/ 5™ g (—r)dr.
[o¢] —T C
En utilitzar que €™ — ™™ = 2jsin(rs) resulta que

™

271l (s) = sin(ms) /oor‘*’lg(—r)dr + ics/ "% g(ce)ds.

—T

Ocupem-nos ara de la primera integral, en prendre el limit quan ¢ — 0 obtenim
per a c > 1 que

oo —-Tr
) e
lim rst
=0 [, — e T

dr =T(s)¢(s),

on hem utilitzat la igualtat 1.2.3. Vegem ara que la segona integral s’anul-la quan
¢ — 0. Observem que g(z) és una funcié meromorfa al subconjunt |z| < 27 amb
un unic pol de primer ordre en z = 0. Per tant zg(z) és analitica en tal subconjunt
i en conseqiiéncia acotada, |g(z)| < A/|z|, amb |z| = ¢ < 27 i A una constant. En
prendre el modul a la segona integral,

T ' o T A .
‘/ ezseg(cew)dQ‘ < %/ e 0 dh < AemH o1 20, 0,
-7 -7 ¢

on "iltima igualtat és certa si ¢ > 1. En tenir en compte el resultat 1.2.2, arribem
a
ml(s)

Sn(rs)0 () =T(1—s)I(s).

ml(s) = sin(ms)T'(s)((s) = ((s) =
O]

En l'equacié 1.2.4, valida per a o > 1, les funcions I(s) i I'(1 — s) tenen sentit
per a tot complex s. Per tant, podem utilitzar aquesta equacié per definir ((s)
per a 0 < 1. Cal veure, pero, que aquesta perllongacié és, en efecte, analitica.
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Teorema 1.7. La funcié ((s) definida per ((s) = T'(1 — s)I(s) és analitica per a
tot s € C excepte per a s =1 on hi té un pol simple de residu 1.

Demostracio. Com que I(s) és una funcié entera, les singularitats de ((s) vindran
donades, en principi, pels pols de I'(1 — s), és a dir, pels punts s = 1,2,3,---. Ara
bé, pel teorema 1.4, ((s) és analitica per a s = ¢ > 1. Tenim, doncs, que I'tinic
pol possible és s = 1. Vegem ara que s = 1 correspon a un pol de residu 1. Si s
és enter, posem s = n, l'integrand de I(s) pren els mateixos valors al llarg de C4
que de C5 cancelant mutuament les respectives integrals. Tenim doncs que

En particular, quan n = 1, tenim que

z z -1
I(1) = Res = lim —~— = lim ——— = lim
z=01 — e? z—0]1 — e? z—=0e % —1 2—0 e~ %

¢ = 1.

Per a trobar el residu de ((s) a s = 1 calculem el limit

lim(s—1)¢(s) = — lim(1—5)T(1—8)I(5) = — lim(1—s) 2 —*)

s—1 s—1 s—1 1—s

I(s) = —I(1)[(1) = 1

Concloem que ((s) té un pol simple en s = 1 amb residu 1. O

1.3 L’equacié funcional de ((s)
Procedirem ara a trobar ’equacié funcional de ((s). Necessitarem un lema previ.

Lema 1.4. Sigui S(r) la regio del pla complex obtinguda en remoure d’aquest tots
els discs de radi r, 0 < r < mw amb centre a z = 2nmwi, n € Z. Aleshores la funcio

z

9(2) = 77—

esta acotada en S(r) per una cota que depén de r.
Demostracio. Denotarem z = x + iy. Considerem el rectangle foradat
Q(r) ={z tal que |z| < 1,|y| <7, [z| = r}.

La funci6 g esta acotada dins de Q(r) ja que aquest és compacte. Observem que
lg(z + 2mi)| = |g(2)|. Aix0 ens permet assegurar que g també esta acotada en la
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prolongacié del rectangle verticalment, és a dir, g esta acotada en la banda infinita

foradada
{z tal que |z| < 1,|z — 2nmi| > r,n € Z}.

Manca veure que g esta acotada fora d’aquesta banda. Suposem |z| > 1, tenim

que
19(2)] e? e’ < e’ < e’ 1 < e
Z — — pu— —_— .
g 1—e? 1—e’] T [1—e*| Ter—1 1l—e® " 1—e!l e—1
O
® (2N+2) rti
» 2Nmi
N““ R=(2N+1)
Figura 1.2: Cami d’integracié C(N)
Teorema 1.8. Per a tot s € C tenim que
_ S
C(1 = 5) = 2(27)~°T'(s) cos (7) ¢(s), (1.3.1)
equivalentment en canviar s per 1 — s,
s—1 : s
C(s) = 2(27)*"'0(1 — s) sin (7) C(1—s). (1.3.2)

Demostracio. Considerem la funcio
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on C(N) és el contorn de la figura 1.2 1 N es un enter. Primer veurem que
limy o0 In(s) = I(s) si 0 < 0. En comparar el cami d’integracié amb el de la
figura 1.1 és suficient veure que la integral sobre el cercle exterior tendeix a 0
quan N — oo. En aquest cercle exterior, la parametritzacié és z = Re? amb
—rm<60<7miR= (2N + 1)m, per tant

|Zs—1| _ |Rs—1€i9(5—1)| _ Ra—le—tﬁ < RU—167r|t|

s—1,z
/ 4 € dz| < R01€7T|t/
cl—e c

Ara bé, C es refereix al cercle exterior que esta contingut en el conjunt S(r) del
lema anterior. Aplicant el lema, obtenim una cota A per la integral de la dreta i
conseqiientment la cota 27w Ae™ ' R? pel terme de la dreta. Ateés que estem fixant-
nos en el cas o < 0, aquesta cota tendeix a 0 quan N — oo. Substituint s per
s — 1 arribem a

i obtenim que
62
1—e?

lim In(1—s)=1(1—-3s) sio>1.
N—o0

Calcularem ara explicitament /(1—s) mitjancant el teorema dels residus. Denotem

R(n) = Res (Z_S€Z>

z2=2nmi \ 1 — e*

i tenim que

In(1—s)==> R(n)=-)Y {R(n)+ R(-n)}.
Ry =t

Calculem R(n)

—S

z 1-s 2 -5,z
R(n) = lim (z—2nm')f  — lim (Z © onmit S ),

2—2ni — e  zoo2nmi \ 1 —e? 1 —e¢*

en fer us de la regla de I’Hopital,

(1—5)z7°
—1

R(n) = li2m ' <

— 2175 — (2nmi)s2* Tt + (2nm’)zs) =

Per tant tenim que

In(l=s) = niv; ((27;@')8 + (—mlm)s) ’
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s —7is/2
)

en tenir en compte que 7~

In(1=s) = ini ((271r>s (e em/2>) - i " (ﬁzm (g)) -

n=1 n=

=€

En prendre el limit N — oo, finalment arribem a 1’equacié funcional

C(1—s) = D(s)I(1 — 5) = 2(2m)~°T'(s) cos (?) ¢(s).
]

En prendre s = 2n + 1 en 'equacio6 1.3.1 el factor cos (%) s’anul-la i tenim els
anomenats zeros trivials de la zeta de Riemann.

((—2n)=0peran=1,23,...

1.4 Abscencia de zeros en la recta o0 =1

L’estudi de la funcié zeta de Riemann a I’entorn de la recta 0 = 1 és clau per a la
demostracio del teorema dels nombres primers que presentarem al proper capitol.
Primer de tot, trobarem fites superiors per a |((s)|1|(’(s)| en un entorn de la recta
o=1.

Lema 1.5. Per a qualsevol enter N > 0 10 > 0, tenim que

1 Ni=s < — [z]
g) = il — 5 dzx. 4.
(o) + = (14.)

nte  s—1

n=1

A més a més, en derivar terme a terme obtenim que

N
logn * (z — [z]) log x /°° r — [] Nl=%logN  Nl-¢

/ _ _ _ _

Cs) = Z ns +S/N s+l dz N st dz s—1 (s —1)2

"~ (1.4.2)

Demostracio. De la identitat d’Abel 1.4 prenem a(n) = 1 per a tot n > 11 tenim
que A(x) = [z]. Aixi doncs tenim que

S ) = f@)le] - F)ly] - / "t

En integrar per parts resulta que

/yxtf'u)dt of (@)~ yf(y / £t
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1 obtenim la féormula
/ F(tydt + / (t — S (Ot + ()] — ) — F)([8) - v).

coneguda com la férmula de sumacié d’Euler. En aplicar aquesta expressio a
ft) = tis, y = N i en prendre el limit £ — oo obtenim el resultat del lema. H

Proposicié 1.8. Sigui s un nombre complex amb o > 1/2 tal que satisfa

A
0>1—— ambt > e.
logt

Aleshores per a cada A > 0, existeix una constant M que depén de A tal que
¢(s)] < Mlogt, C'(s)] < Mlog*t.

Demostracio. Si o > 2 tenim que [((s)| < ¢(2) 1 |('(s)] < |¢'(2)] i la proposicié se
satisfa. Per tant podem suposar que o < 2 it > e. El resultat s’obté en aplicar el
lema anterior i en tenir en compte la desigualtat de la hipotesi de la proposicié. [J

A continuacié demostrarem que la funcié ¢ no té cap zero en la recta o = 1.
Abans, pero, necessitem un lema.

Lema 1.6. Sio > 1 es té que
C(0)|¢(o +it)[*¢ (o + 2it)] > 1. (1.4.3)

Demostracio. En aplicar la proposicié 1.7 a la funcié ¢ de Riemann, tenim que
f(n) =1, f'(n) =logn i es pot comprovar facilment, gracies a la proposicié 1.2,
que f~1(n) = u(n), on p(n) és la funcié de Mobius. Per tant,

2 log dp n/d

Gls) =Y T -yYy

n=2 p m=1

mpms

En resum, la funcié ((s) pot ser escrita com

((s) = = exp [Z Z mpmS] = exp [Z Z ;npm” ] .

p m=l1 p m=1

En prendre el modul queda

1C(s)| = exp [ZZ cos mtlogp ]

p m=1
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En substituir a la féormula anterior s = 0, s = o+ it i s = o + 2it i en fer el
producte de ’enunciat de la proposicié tenim que

3 + 4 cos(mtlog p) + cos(2mt log p)

Clo)clo + 0ol +2it)] = exp |35

mpmo
p m=1 p

En tenir en compte la identitat trigonometrica 3 + 4 cos + cos 20 = 3 + 4 cost +
2cos?0 — 1 = 2(1 + cos#)? > 0 obtenim la desigualtat buscada. O

Teorema 1.9. Se satisfa que (1 +it) # 0 per a tot t real.

Demostracio. Considerem t # 0 ja que ((1) correspon a un pol i el teorema se
satisfa trivialment. Reescrivim la desigualtat de la proposicié anterior multiplicant
de forma adient per o — 1,

. 4

i 1
(‘7—+1Z) (0 +2it)] > —— (1.4.4)
g — g

-1’

(o = 1)¢(o)]?

on hem considerat 0 > 1 per a que no canvii el signe de la igualtat. Prenem ara
el limit per la dreta o — 1. Ates que ((s) té un pol de residu 1 a s = 1, el primer
factor tendeix a 1. El tercer factor tendeix a |¢(1 + 2it)|. Si ((1 + it) pogués ser
zero per a algun ¢, podriem sumar aquest terme al segon factor de manera que

S+ i)

(o +it) — CL+at)|" oo
c—1

Per tant, el terme de lesquerra de 1.4.4 tendeix a |¢’(1 + it)|*|¢(1 + 2it)| quan
o — 17 que és una quantitat finita. Ara bé, el terme de la dreta tendeix cap a oo,
esdevenint aixi una contradiccié. O



Capitol 2

El teorema dels nombres primers

Sigui 7(z) el nombre de primers més petits o iguals que z. Gauss fou el primer en
conjecturar que 7(x) es comporta, asimptoticament, com

, T du
L1(:)3)=/2 log(u)du

x x
Li(z) = +0 ,
i(z) log x (log2 x)

la conjectura que fa Gauss es pot expressar com

Ates que

T

que és afirmacié coneguda com el teorema dels nombres primers. A la figura 2.1
podem veure una representacié grafica del teorema.

200 400 600 800 1000

Figura 2.1: Representaci6 de 7(x) (grafic superior) i - per a z < 1000.

A continuacié definirem un seguit de funcions que ens seran d’ajuda en la
demostracio del teorema.

21
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Definicié 2.1. Per a cada natural n > 1 definim la funcié de Mangoldt A(n)

A(n) logp stn=p™ per a algun primer p i algun m > 1,
n)=
0 altrament.

A la figura 2.2 podem veure una representacié de la funcié de Mangoldt per a
n < 125.

Aln)

()

20 40 60 80 100 120

Figura 2.2: Representacié de la funcié de Mangoldt fins a n = 125.

Definicié 2.2. Per a z > 0 definim la funcié ¢(x) de Chebyshev per

U(x) =) An).
n<x
Definicié 2.3. Per a x > 0 definim la funcié § de Chebyshev per

6(x) = logp,

p<z
on el sumatori recorre tots els PTIMETS MENors o iguals que x.

Les dues funcions de Chebyshev sén representades a la figura 2.3.
La proposicié segiient ens permet relacionar els quocients ¢(x)/x i 0(x) /.

Proposicié 2.1. Per a x > 0, tenim que

)< V@) @) _ (loga)

x r T 2y/wlog?2
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¥(x) 6(x)
120 i

100
100
80

80

60
60

40
40

20 40 60 80 100 120 : 20 40 60 80 100 120

Figura 2.3: Funcions ¢ (x) i (x) de Chebyshev respectivament per a = < 125

En conseqiiéncia, se satisfa que

lim (w(w) - @) = 0.

T—00 x Xz

Demostracio. La funcié de Mangoldt, A(n), és zero si n no és una potencia d’'un
primer p. Aix0 ens permet donar una expressié alternativa de la funcié ¢ de
Chebyshev,

)= An)= > D AP =) ) logp
n<wz m=1, pm<z p m=1 p<gl/m

Fixem-nos que en realitat la suma sobre m és finita, ja que el sumatori sobre p

s’aturara si o'/ < 2, és a dir, si m > % = log, x. Per tant, tenim que

)= Y. > logp= Y 6"

m<logy (z) p<al/™ m<log, x

D’aqui és facil veure que

0<vle) - o) = Y o).

2<m<log, x

A més, ates que 7(z) < z, tenim que

O(x) = Zlogp < Zlog:v < zlogx.

p<w p<x
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Concloem que

Y(z) — 0()

X

0< <

(logy 2)v/alog Vo =

K| —
K| —

Z :L,l/m log(xl/m) <

2<m<log, x

\/Eloga:logx _ (log x)? ‘
log2 2 2\/xlog 2

La proposicié segiient ens permet relacionar 6(z) i m(x).

Proposicio 2.2. Per a x > 2 tenim que

O(x) = n(x)logx — /; @dt7

() () +/m )y

B log x tlog*t

a MEs a Mmes,

Demostracio. Sigui x(n) la funcié caracteristica dels nombres primers, és a dir,

x(n) =

1 sin és un nombre primer,
0 altrament.

Aix{ doncs podem escriure que w(z) = > 1 = >, . x(n) ique 0(z) =
> p<a 08D =31 o, X(n)logn. Les funcions m(z) i f(x) sén funcions esglaonades
amb salts a cada nombre primer de valor 1 i logp respectivament. En prendre
f(x) =logz, podem aplicar el lema d’Abel (1.4) amb y = 1 i obtenim que

0(x) = Z x(n)logn = m(z)logx — w(1)log1 — /j wdt =mn(r)— /; @dt,

t
t
1<n<z

ja que w(t) = 0 per a t < 2. Aix0 prova la primera igualtat. Per a demostrar la
segona igualtat, definim a(n) = x(n)logn, que ens permet escriure

r@) = 3 a(n)—

3/2<n<x IOg K

if(x)=>,.,a(n). Analogament, prenem f(z) =1/logx iy = 3/2 i apliquem el
lema d’Abel per a obtenir

R O L By O

- log(z) log3/2 sptlog’t loga tlogt

?

ates que 0(t) =0 per a t < 2. O
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El resultat segiient vincula la certesa del teorema dels nombres primers al fet
que ¥(x) ~ x quan r — 0.

Proposicio 2.3. Les relacions seguents son equivalents

1. lim, ,, "8 — 1
2. lim, o 2 =1,
3. lim, o ¥ = 1.

Demostracio. L’equivalencia entre (2) i (3) se segueix facilment de la proposicié

2.1 donat que lim,_,, lo\g/;x = 0. De les expressions de la proposici6 2.2, obtenim

que
O(x)  m(z)logz 1 /m W(t)dt
r T T )y t
7(x)logx _ (x) N log = /x 9(252 gt
x x T Jo tlog“t
Suposem que se satisfa (1). Aleshores tenim que # ~ @ per at > 2. Per tant
tenim que
1 [ 7w(t 1 [
i/ZQﬁN_ .
x )y t x )y logt

Ens interessa acotar aquesta darrera integral. Per a tal fi dividim la regié d’inte-
graci6 en dos subintervals,

xdt_/ﬁdtJr/“” dt
o logt —J; logt J zlogt
Fixem-nos que

v — xr
/2 dt<\/_—2)sup 1 Ve-2

_— = <
logt — ( te(2,v/7) 108t log 2 log2’

. X — .
de la mateixa manera, f JE lc% < mlog‘f, i per tant resulta que

l/m@dtg1 VI TV e
T )y x \log2 log/x
0(x) -~ 7(x)logx

Aixo implica que =~ ~ ==22= ~ 1. Hem vist, doncs, que (1) implica (2). Per a
veure el reciproc, que (2) implica (1), hem de demostrar que si se satisfa (2) es té

que
1 Yoot
lim Og“"/ M) g —o.
z—o0 X Jo tlog“t




26 Cap. 2. El teorema dels nombres primers

Si se satisfa (2), tenim que 6(t) ~ ¢, i per tant

1 oot 1 S |
ng/ ©) g ng/ —dt.
xr Jo tlog™t x Jy log°t

En procedir de la mateixa manera que abans, podem acotar la segona integral per
T dt Vet Tt VI o x—+JT
e, = 5, t 5, ST o,
5 log“t o log®t  Jzlog®t ~ log®2  log®\/x
que implica que
log x / Todt g 0
r )y log*t '

Aix{ dones, (1) i (2) també sén equivalents. O

Acabem de provar que demostrar l'afirmacié 7(z) ~ és equivalent a de-

X
log x
mostrar que (x) ~ x. La relacié ¥(z) ~ z s’il-lustra a la figura 2.4. A la
propera seccio, enunciarem un seguit de resultats necessaris per a la demostracié

del teorema dels nombres primers.

150+

100+

50r

50 100 150

Figura 2.4: Representaci6 de ¢(x) i x per a z < 175.

2.1 Resultats previs

Lema 2.1. Per a qualsevol funcidé aritmética a(n) considerem
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on A(z) =0 si x < 1. Aleshores
> (z—n)a(n) = /1 ' A(t)dt. (2.1.1)

Demostracio. El lema és immediat aplicant la identitat d’Abel 1.4, que ens porta
a

n<x

on f és una funci6 amb derivada continua en [1,x]. En prendre f(t) = t, el terme
de 'esquerra es redueix a

> a(n)f(n) =) na(n)

n<lz n<lz

i, el primer terme de la dreta,

A)f(x) =2 _a(n).

n<x

Concloem, doncs, que

]

Lema 2.2. Sigui A(x) = Y, a(n) i sigui Ay(z) = [ A(t)dt. Suposem que
a(n) > 0 per a tot n. Si se satisfa l’expressio asimptotica,

Ay (z) ~ La° quan x — oo,
per algun ¢ > 0 1 L > 0, aleshores també se satisfa,
A(z) ~ Lz ! quan  — oo.

Demostracio. La funcié suma parcial A(z) és creixent ja que a(n) > 0. Escollim
f > 11 considerem la resta A;(Sz) — Ai(x). Tenim que

Bx Bz
A (Bz) — Ay (x) = / A(u)du > / A(z)du = A(x)(fxr —x) = (8 — 1) A(x).

En aillar zA(z) tenim que

1
rA(x) < ﬁ(/h(ﬁx) — Ay(2)).



28 Cap. 2. El teorema dels nombres primers

En dividir per z¢ resulta que

Afx) 1 Al(ﬁf)ﬁc Az
re—1l — B -1 (B$>c e :
Prenem el limit superior z — oo en la desigualtat anterior. Obtenim que
lim sup ) < o=t

x—00 xc—l—ﬁ_l ﬁ_l’
on hem utilitzat la hipotesi que A;(z) ~ Lz° quan x — oo. Fixem-nos ara en la
derivada de la funcié x¢ en el punt z = 1. Aquesta derivada és el resultat del limit

1+h)¢—-1 c—-1

h—0 h _ﬂalﬁ—l.

Per tant, el terme de la dreta de la desigualtat és cL en prendre el limit per la
dreta § — 1. Analogament, podem considerar qualsevol nombre a, 0 < a < 11 la
diferencia A;(x) — A;(ax). En aquest cas arribem a

1—af

lim inf Alz) > L
11—«

xc—l

Y

en prendre el limit per I'esquerra o — 1 el terme de la dreta tendeix a cL. Pel
teorema del sandvitx el lema queda provat. O

Denotem per 1y (x) la integral de la funcié de Chebyshev

wte) = [ var
Proposicio 2.4. Se satisfa que
Yi(z) =Y (x = n)A(n). (2.1.2)
n<z
A més a més, la relacid 1y (x) ~ x?/2 implica que (x) ~ = quan T — oo.

Demostracié. Definim a(n) = A(n), A(z) = Y, ., a(n) i Ai(z) = [T A(t)dt =

Y1 (z). En aplicar el lema 2.1 obtenim que

n<zx

S (@ - m)A(n) = / " ()t = v (a).

n<x

Com que a(n) > 0, podem també aplicar el lema 2.2, que afirma que si ¢, (z) ~
2% /2, aleshores l'afirmacié també és certa per la derivada i 9 (z) ~ z.
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A continuacié volem expressar ¢ (x)/z* com una integral de contorn amb la
funci6 zeta de Riemann. Primerament necessitarem el lema segiient.

Lema 2.3. Sic >0 1 u > 0, aleshores per a qualsevol enter k > 1 tenim

1 fetoe u? L1 —u)k si0<u<l,
- dz = k!
2T Joonei 22+ 1) (2 + k) 0 siu>1,

essent la integral absolutament convergent.

Demostracio. Observem que el denominador de l'integrand es pot expressar com
['(z+k+1)/I'(z) utilitzant la propietat I'(n+1) = n!. Apliquem, doncs, el teorema

integral de Cauchy per a
1 u*l'(2)

on C'(R) és el contorn de la figura segiient.

O<u<l u>1

ol c 0 c

Figura 2.5: Cami d’integracié C(R) pera0<u<1liu>1

Observem que els pols de 'integrand seran a les posicions z = 0,..., —k ja que
a partir de z = —k—1 tindrem pols simples tant al numerador com al denominador.
Prenem el radi R del cercle més gran que 2k + ¢ per tal que tots els pols caiguin
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dins el cercle. Veurem ara que la integral al llarg de cada arc circular tendeix a 0
quan R — oo. Denotem z = x + iy i |z| = R. Podem fer I'acotacié

—Zz —C

U B u’ < u
2z4+1) ... (z+k)| |zl )z +kl T Rlz+1].. |z + k]

on hem utilitzat que v < u™¢ Aquesta darrera desigualtat se segueix del fet
que u~ " és creixent per a 0 < u < 11, en aquesta situacié, x < c¢. D’altra banda,
u~" és decreixent per a u > 1 i en aquest cas x > ¢. Podem acotar cada un dels
factors del denominador. Si 1 < n < k, del fet que R > 2k tenim que

|z+n| >zl - n=R—-n>R—-k>R/2

En resum, la integral al llarg de cada arc és

(/ I L. L
are R () R(3)

En el cas u > 1 l'integrand és analitic ja que no hi ha pols dins de C(R) i per
tant la integral és nul-la. En prendre R — oo el lema queda provat per a u > 1.
D’altra banda, si 0 < u < 1, podem aplicar el teorema dels residus. L’integrand
té k + 1 pols simples per n = 0, — , —k.

1 uw=T(z uw=T(2) i u
— - "\ s = Res S
omi (mF@+k+1 T E:%%Fz+k+1) E:rw+1—np}w
k k
ut(—=1)" 1 k L (T—u)*
X ()=
on hem utilitzat que el residu de I'(z) a z = —n és (—1)"/n! com hem comentat a
la secci6 1.2. En prendre R — oo queda provat el lema. O
Lema 2.4. Per a tot s = o + it amb o > 1 se satisfa que

('(s) _ x~An)
O => o (2.1.3)

n=1

Demostracio. Veurem que
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En efecte, derivant terme a terme tenim que ¢'(s) = — >, nﬁ D’altra banda,
= A(n) > Ad) log(n)
C(s)- ) => ( ‘n => e = —('(s),
n=1 n=1 n=1
on hem utilitzat que 3, A(d) = logn. O

Procedim ara a trobar una representacié en integral de contorn de 1y (z) /2.

Proposicié 2.5. Sic>1ix > 1 se satisfa que

@) _ 1 /w (_C’(s))d& (2.1.4)

x? 270 Joooi S(s+1) ¢(s)

Demostracid. De l'equaci6 2.1.2 tenim que ¢ (z)/z = > _ (1 —n/z)A(n). En
utilitzar el lema 2.3 amb k =11iu =n/z, si n <z, tenim que

1 c+o0t (m/n)s

ds.
c—001 S(S+1) ’

n
l——=—
T 211

Multipliquem per A(n) i sumem sobre tot n < x, trobem que

c+o001 c+001
Z / A(n)(xz/n)? Al)(z/n)* —Z / A(n)(x/n)® Am)/n)
271 s(s+1) 27i s(s+1)

ja que la integral s’anul-la per a n > z d’acord amb el lema 2.3. Denotem per
fn(z, s) Vintegrand amb el factor 1/(271), és a dir,

AC)) — i/:ﬁo fn(z, s)ds.

z n=1+ c—00i

A continuacié volem intercanviar el sumatori per la integral. Si ens fixem en 1.3,
només cal comprovar que la serie

c+oot
/ Sl 5)|ds (2.1.5)

—0o0T

és convergent. Per a tal fi, fixem-nos en les sumes parcials. Aquestes satisfan la
desigualtat

N

ctoot A x/n) A(n) c+o01
—————ds = ——ds < A
Z/C sls +1] 2 / \sHs—i—l\ i Z nc’

n=1 —001
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amb A una constant. Ates que la darrera serie és convergent, ja que ¢ > 1,
obtenim la convergencia de 2.1.5. Podem, doncs, intercanviar el sumatori i la
integral i obtenim que

wl(m)Z/CCerifn(:r,s)ds: 1 /:J“O"i z° iA(n)dS

x o0 2mi Jo s(s+1) — n

L <_<’<s>> .

B % c—001 S(S + 1) C(S)

on la darrera igualtat se segueix del lema 2.1.3. En dividir per z, la proposicié
queda provada. O

n=1

Ens interessa encara una altra representacié integral relacionada amb (),
que deduirem de I'anterior.

Proposicié 2.6. Sic>1ix > 1 tenim que

¢1(21’) 1 <1 _ 1)2 _ L /CHM 2 h(s)ds, (2.1.6)

x 2 x 270 J o ooi
amb . ¢(s) .
hs) = s(s+1) (_ ¢(s) s — 1) '

Demostracio. En utilitzar el lema 2.3 amb k£ = 2 obtenim que

1 1\? 1 et s

—1-=) =— ’ ds,

2 x 270 Joooei S(s+1)(s+2)
on ¢ > 0. En fer el canvi s — s — 1 a la integral i restant el resultat al de la
proposicié 2.5 hem acabat. O

En considerar la integral de la proposicié anterior, podem parametritzar el cami
d’integraci6 per s = c+it, d’aquesta manera tenim que z°~! = x¢ 1z = geleitlos®

i la representacio integral queda

1 1 2 c—1 c+oot )
A N

2 2 T 27

—00t

A continuacié necessitem dos resultats d’analisi complexa, el primer fa re-
ferencia a les singularitats de la derivada logaritmica; el segon és el conegut lema
de Riemann-Lebesgue.
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Lema 2.5. Sigui f(s) una funcid definida sobre C. Si f(s) té un pol d’ordre k en
s = «, aleshores el quocient f'(s)/f(s) té un pol de primer ordre en s = o amb
residu —k.

Demostracié. Podem escriure f com f(s) = g(s)/(s — a)* de tal manera que g(s)
és analitica i no s’anul-la per s = a.. Derivant respecte de s obtenim que

L) — ) — g()k(s — o) g(s) )
fle) = () ~Goak [g<s> G—a)

d’on resulta que

d’on veiem que efectivament que el quocient f'(s)/f(s) té un tnic pol de primer
ordre a s = a ja que ¢'(s)/g(s) és analitica. O

En aplicar el resultat anterior a la funcié ¢ de Riemann, resulta que

¢(s) 1

F(S>:_C(s) s—1

és analitica en s = 1. El motiu és que ((s) té un pol simple en s = 1 i per tant
—('(s)/¢(s) t6 un pol de residu 1 en s = 1. Aix{ doncs, en restar — de —CC((:)), el

resultat és analitic.

Teorema 2.1 (Lema de Riemann-Lebesgue). (cf. [2]) Sigui f una funcid de
Uespai L*. Aleshores la seva transformada de Fourier s’anul-la a linfinit, és a dir,

lim f(t)e™ dt = 0.
T—=0 )

Per tltim, en tenir en compte la proposicié 1.8 i el lema 1.6 arribem a un
resultat que ens proporciona una cota superior per a |1/{(s)| 1 [¢'(s)/C(s)].

Proposicié 2.7. (cf.[1]). Per a o > 1 it > e, existeir una constant M > 0 tal
que

!/
@‘ < Mlog”t.

¢(s)

< Mlog"t,

g
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2.2 Demostracié del teorema dels nombres pri-
mers

Teorema 2.2. Per a x > 1, se satisfa que
(x) ~
quan x — oo.

Demostracio. En la proposicié 2.6 hem provat que si ¢ > 11z > 1, tenim que

2 c+o001
Yi(z) 1 <1 _ l) _ ! " 25 h(s)ds,

2 2 z)  2mi

c—001

h“):s@iw)(_gg;_si1>'

Fixem-nos que la regié d’integracio és la recta ¢ = 1 del pla complex. Primer de
tot veurem que podem desplacar aquesta regié d’integracié a la recta o = 1. Per a
tal fi, apliquem el teorema dels residus de Cauchy al rectangle R de la figura 2.6.
La integral de 2°7'h(s) al llarg del rectangle R és zero ja que I'integrand no té cap

1+TT T c+T
0 1 C
L4 L J 4
1-iT & o T

Figura 2.6: Rectangle que relaciona els camins d’integracié o =110 = c.
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pol a 'interior. Vegem ara que les integrals al llarg dels costats horitzontals sén 0
quan T' — oo. Provarem que el valor absolut de la integral tendeix a 0. Com que
els segments horitzontals son conjugats un de ’altre, i per tant tindran el mateix
modul, és suficient considerar només el segment de dalt. Aixi doncs, podem acotar

1 -
<7zl

_1

s(s+1)

1 < 1 < 1
s(s+1)(s—1)| — T3 — T?%
Gracies a la proposicié 2.7, existeix una constant M > 0 tal que |¢'(s)/{(s)] <
Mlog’tsio>1it>e. Pertant, si T > e,

1 (s 1 1 9
= e ) T s r G- 1)‘ < m(Mlog" T+ 1),
i la integral queda

log? T + 1 T—00

¢ i Mlog’T +1
</ xC*IOg——I—da:chfl (c—1) ——=0.
1

‘ s—1
/1x h(s)ds| < T e

Aixi doncs, tenim que la integral sobre la recta o = 1 és igual a la integral sobre
la recta 0 = c¢. Parametritzem la recta 0 = 1 per s = 1 + it i tenim que

1 14001 00

— ¥ h(s)ds

. 1 ©
it . — itlog x .
5 x"h(1 + it)dt Dy /_Ooe h(1 + it)dt.

1—o001 27 —o0

Volem veure ara que la integral convergeix en valor absolut. Dividirem la regié
d’integracié en 3 subintervals tal que

:/Z|h(1+it)|dt: (/;+/+/Oo) A(1 + it)].

¢ , ¢ Mlogt +1
/ i< [ BT

Similarment obtenim que les integrals de e a 0o i de —e a e convergeixen. Concloem
doncs que [ |h(1 4 it)| és convergent. En aplicar el lema de Riemman-Lebesgue
(teorema 2.1), tenim que

‘/ h(1 + it)e o8 dt

Ara bé,
dt < oo

1 14001 1 c+001
lim —/ ¥ h(s)ds = lim — 2 h(s)ds = 0,
1

T—00 2771, —00i a—00 271 c—o0t

per tant,

2
tim 210 gy L (1 = 1) _!

z—00 2 Z—00 T 2°

Per la proposicié 2.1.2, aix0 implica que ¢ (x) ~ = quan z — co. Hem demostrat,
doncs, el teorema dels nombres primers. O
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2.3 La hipotesi de Riemann

Anteriorment hem vist que la funcié ( de Riemann s’anul-lava en els enters parells
negatius. En els seus treballs, Riemann conjectura que tots els zeros no trivials de
la funcié ¢ de Riemann es troben sobre la recta critica que correspon a o = 1/2.
Aquest enunciat es coneix com a hipotesi de Riemann.

En aquest treball hem demostrat el teorema dels nombres primers sense tenir
en compte el terme d’error. La demostracié de de la Vallée Poussin de ’any 1899
és més completa i demostra que

s
— T4 — —a+/logx
r(e) = Lio)] = O (e )

amb a una certa constant. Ara bé, el terme d’error esta fortament lligat a la
hipotesi de Riemann, ja que, aquesta és certa si, i només si,

|m(x) — Li(z)| = O (Vxlogz) .
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Aplicacions a la fisica

3.1 L’efecte Casimir

En fisica classica, entenem 1’electromagnetisme com l’accié d'un camp governat
per les lleis de Maxwell sobre les particules carregades. Aquest camp pot oscil-lar
en l'espai i en el temps i produir excitacions oscil-latories que anomenem llum.
Aixi mateix també entenem l’atraccié gravitatoria com un camp governat per
les equacions d’Einstein, malgrat que les ones gravitacionals encara no han estat
observades. El naixement de la teoria quantica elimina la distincié classica entre
objectes que es comporten com a ones i objectes que es comporten com a particules.
En la teoria quantica de camps, fins i tot la materia es pensa com una excitacié
d’un camp quantic i aquests passen a ser els objectes fonamentals per a descriure
la realitat.

Les equacions de Maxwell per al camp electromagnetic en absencia de fonts
son

!

-

V.-E =0, V-B=0,

B 3.1.1
a—B, V x 6_E ( )
ot ot

1,
I
el
I

VxE=-—
Podem expressar-les de forma més compacta en untilitzar el tensor antisimetric de
Faraday,

0 E./c E,/c E,/c
—E./c 0 B, -—B,
-E,/Jc =B, 0 B, |’
-E.)e B, —-B, 0

és a dir, F% = Ei/c, F'9 = ¢9*B* on €% és el simbol de Levi-Civita. D’aquesta
manera podem escriure les equacions de Maxwell com 9, F*” = 0, on hem utilitzat
el

el criteri de sumaci6 d’Einstein i 0, := 37 amb = 0,1,2, 3 i recordem que 20 =t

P =

37
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i 2% sén les coordenades espacials per a i = 1,2,3. Encara podem simplificar-ho
més en introduir el vector potencial A* = (A A1 A2 A3) = (A°, A) definit per

E=-VA’ - A, B=VxA

Les equacions del moviment per a A* sén 0, F" = OA” — 0,0"A* = 0, on O =
612 g; — V2. Observem que AH*(x) esta determinat excepte per una derivada total
d’una funcié, és a dir, si A*(z) és solucié, també ho és A*(x) + 0*x. Podem
determinar de manera tinica A*(z) si imposen una condicié extra. Aixo0 es coneix
com escolhr el gauge. Una eleccié freqiient és el gauge de Coulomb que imposa
que V-A=0.

Procedim ara amb la quantitzaci6 del camp del foté. Primer de tot introduirem

els operadors de creacio i de destrucci6. L’accié de 'operador de creacié a% _sobre

N2
el buit, |0), és crear un foté amb vector d’ona k i linealment polaritzat en la direcci6
€, on i denota I'spin. Aixi mateix 'accié de I'operador de destruccié aj . sobre

I’estat que representa el foté amb moment k és destruir-lo. Com que els fotons sén
bosons, aquests operadors segueixen les regles de commutacio
T
lag» ag, ] = 0i0g
i la resta zero. L’expressid del camp quantitzat en el gauge de Coulomb és (cf. [6])
At = (0, A) amb

=Zi( ¢lo) +al 2xei(@)

on el primer sumatori és sobre tots els possibles vectors d’ona, ez(z) = e~ /\/2Vw,
essent w la freqiiencia i V' el volum. El hamiltonia d’aquest camp en termes dels
operadors de creacio i destruccio és

H= ZZM ( ap+ %)

Observem que, ates que el sumatori és sobre tots els possibles vectors d’ona, el
terme Z = resulta infinit. Hem de tenir en compte, pero, que aquest infinit no
té sentit fls1c ja que l'energia total d'un sistema no és quelcom mesurable siné
que només podem mesurar les diferencies d’energies entre dues configuracions del
mateix. Ara bé, malgrat que aquesta energia del buit no sigui observable, si que
ho seran les variacions derivades de canviar les condicions de contorn del nostre
camp. Aquest fenomen és conegut com 'efecte Casimir.
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rF s
v

Figura 3.1: Caixa unidimensional de longitud L dividida en dues. S’hi representen
les solucions de I'equacié de Schrodinger de manera esquematica.

Considerem el cas d'una caixa unidimensional de longitud L. Dividim la caixa
en dues subcaixes de dimensions a i L — a, tal com mostra la figura 3.1. Una
particula que es trobi dins d’'una caixa es comporta com una particula lliure,
amb l'excepcié que la funcié d’ona ha de ser zero en els extrems. Aixi doncs,
de la solucié per a la particula lliure, ¢ (z,t) = Ne “@=**) on N és la constant
de normalitzacié, w la freqiiencia i k& el nombre d’ona, prenem només la solucié
senar, ¥(x,t) = Nie"®“!sin(kz). En imposar que ¢(0,t) = 9(a,t) = 0, tenim que
sin(ka) = 0, que ens restringeix els valors del vector d’'ona a k = %% amb n € N.
L’energia de I'estat fonamental correspondra doncs a

he hem
E = (0|H|0) = ?Zk = %Zn.
E>1

n>1
Fem el mateix per la subcaixa de dimensi6 L — a i obtenim H = % D1 e
La diferencia entre les dues energies és
her (1 1
AE=——|-—
2 (a L — a) Z "
n>1
Per tant la for¢a derivada d’aquesta diferencia d’energia és
OF  her (1 1
F—_—_ = (- __ - ) 3.1.2
da 2 <a2 (L—a)Q)Zn ( )

Fisicament aquest resultat és inacceptable ja que una forcga infinita no té cap
mena de sentit. El procediment habitual per corregir aquesta divergencia és tallar
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la serie argumentant que per a freqiiencies altes les parets de la caixa sén trans-
parents a la radiacié i les condicions de contorn ja no sén valides. Ara bé, veurem
que si enlloc de fer aquest raonament fisic, utilitzem els resultats que hem vist
en aquest treball, arribem al mateix resultat. Aquest és un primer exemple ona
la prolongacié analitica de la funcié ¢ de Riemann té aplicacions en la teoria de
renormalitzacié. D’acord amb [4], podem introduir un regulador basat en la funcié
¢ de Riemann escrivint

o3 (%)

on u és una constant arbitraria que ens serveix per a mantenir les dimensions
correctes. Observem que recuperem el resultat que busquem en fer s = 0. En
substituir w, = ck, = <n, arribem a

Ara bé, sabem que per a 1 —s < —1, el sumatori és ((s — 1), sembla natural doncs
escriure, d’acord amb la prolongacié analitica de la ( de Riemann,

h rem\1=s
Ba)=5 (=) wts—1).
Hem de calcular, doncs, quant val ((—1). Per a tal fi, enunciarem un seguit de
resultats que relacionen el calcul de la funcié zeta en certs punts al calcul dels
nombres de Bernoulli.

Definicié 3.1. Per a qualsevol nombre complex z, definim les funcions B, (x) com

zz OO B,
= <x>z”, amb |z| < 2. (3.1.3)

z = |
e 1 ~ nl

Els nombres B,(0) s’anomenen nombres de Bernoulli i es doneten per B,.
Aizi doncs,

o0
B
E S , amb |z| < 2.
“— nl e? —1

Proposicié 3.1. Per a tot enter n > 1, se satisfa que

Bn+1
n+1

(=m) = -
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Demostracid. Prenem a 1.2.4 s = —n iresulta ((—n) = T'(1+n)I(—n) = nlI(—n).
Podem calcular I(—n) explicitament emprant el teorema dels residus,

-n—1_,z z
I(—n) = Res,—g <Z c > = —Res,— (z‘”‘zL) (3.1.4)

1—e? e? —1
n2 = Bm(1) B (1)
o n—2 m m | _ +
= —Res,— (z EO I ) e (3.1.5)

on en la darrera igualtat hem utilitzat que en el limit z — 0 I'inic terme del
sumatori que sobreviu és el corresponent a m = n + 1. Veurem ara que B, (0) =
B, (1). De la identitat

e(:EJrl)z
ee—1 “er—1

sumem a banda i banda i tenim que

z

o

Bn(x 4+ 1) — B,(z) - "
n! : _Zﬁz )

n=0 n=1

En igualar els coeficients de 2™ obtenim que B, (x + 1) — B,(z) = nz"~'. En fer
x = 0 tenim que B, (0) = B,(1) per an > 2.
[

A fi de calcular ((—1) ens interessa, doncs, el bernoulli By. La seglient pro-
posicié ens déna una férmula per calcular els nombres de Bernoulli de manera
recursiva.

Proposicié 3.2. (cf.[1]) Sin > 2 tenim que
"\ (n

B, = By.

2 ()

En prendre el limit 2z -+ 012 =0 a 3.1.3 obtenim que By = 1. En fer s de la
proposicié anterior, tenim que

2 2 2 1
BQZ Bo+ Bl+ BQ—>31:——,
0 1 2 2

3 3 3 3 1

En definitiva, ((—1) = —% = —%. Aixi doncs, el calcul de I'energia per a s = 0
queda
h rem herm
E(a) == (-) 1) =L
(@=5{3) =5
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i, per tant, la forca de Casimir és

L’any 2002, aquesta forca va ser mesurada experimentalment (veure [13]). Aix{
doncs, concloem que la teoria que hem estudiat de la prolongacié analitica de la
funcié ¢ de Riemann té aplicacions en la renormalitzacid, que ens permet tractar
quantitats infinites que apareixen en sistemes quantics per tal d’obtenir resultats
ben definits matematicament amb sentit fisic.

3.2 La teoria de Lee-Yang

A continuacié veurem un exemple de com l'estudi de la localitzacié dels zeros de
certes funcions és molt 1til a 'hora de descriure el comportament termodinamic
d’un sistema. Sigui, doncs, un sistema de N particules amb un hamiltonia H els
valors propis del qual son les energies F,. La probabilitat que el sistema es trobi
en un microestat particular amb energia E, i temperatura 1" és p, = %, on
B = 1/kgT, essent kp la constant de Boltzmann, i Zyx(T,V) és la funcié de
particiéo canonica definida com

In(T, V)= e P,

on la suma és sobre tots els possibles microestats del sistema i Zy depen de la
temperatura T explicitament i del volum V' a través de 'energia FE,.(V,N). Si
el nombre de particules del sistema no és fix, és util treballar en la col-lectivitat
macrocanonica, la funcié de particié de la qual és la funcié de particié gran
canonica que ens permet descriure el sistema amb les variables potencial quimic
w, ViT. Es convenient introduir la fugacitat z = e®*. L’expressi6 de la funcié de
particié gran canonica és

Qu(z,V,T) = Zu(V,T)2", (3.2.1)

n=0

on M és el nombre maxim de particules que caben en el volum V. Observem que
si M < oo, Qp és un polinomi en z. Podem establir una connexié entre la des-
cripci6 microscopica del sistema amb el formalisme de col-lectivitats i la descripcié
macroscopica de la termodinamica. Tanmateix, aquesta correspondencia només
esta ben definida en el limit termodinamic que correspon a V' — oo, N — oo
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amb N/V =constant. La pressié p i la densitat p sén

P _ g (%bg Q)7 (3.2.2)

kBT V—o0
()= 1im (-2 Ligo (3.2.3)
PE =\ gm-v 2% -

L’existencia formal d’aquests limits no era clara pero, en [15] Yang i Lee van enun-
ciar dos teoremes que ens asseguren l’existencia d’aquests en el limit termodinamic.

Teorema 3.1. (cf.[15]) Suposem que el volum V és de la forma tal que l’area de
la seva frontera no creiz més rapid que V3. Aleshores, per a tot valor positiu real
de z, % tendeiz, quan V — oo, a un limit independent de la la forma de V. A
més a més, aquest limit €s una funcio continua © monotonament creixent en z.

Teorema 3.2. (cf.[15]) Suposem que en el pla complex de la variable z existeir una
regio R que conté un segment de [’eix real positiu i no conté cap zero del polinomi
3.2.1, aleshores, en aquesta regio, quan V — oo, totes les quantitats

0 \"logQ
<810gz) v amb k=0,1,...

o)
Odlog z

tendeizen a limits que son analitics respecte z. A més a més, els operadors
1 limy oo commuten en R.

Ates que Qs és un polinomi en z amb coeficients positius quan M és finit,
Qs no pot tenir arrels reals positives. Concloem, doncs, que log Qs és una funcié
analitica i per tant no esperem cap singularitat ni discontinuitat en la pressio i la
densitat per a V < co. Atés que una transicio de fase del sistema té lloc quan
tenim una discontinuitat d’algun ordre en una de les magnituds termodinamiques
com ara la pressio o la densitat,aixo ens permet afirmar que no hi ha transicions
de fase en sistemes finits. Les arrels de 3.2.1 depenen dels parametres V', T' i del
tipus d’interaccio entre les particules del sistema que es reflecteix en I'energia F,.
A mida que incrementem el volum i, per tant, el nombre maxim M de particules
que hi caben, és possible que una successié d’arrels convergeixin cap a un punt de
I'eix real, diguem ¢. Qualsevol entorn del punt ¢ no seria una regié R lliure d’arrels
i per tant el teorema 3.2 no seria aplicable i ¢ seria un candidat per a representar
una transicio de fase del sistema. Per a confirmar que realment ¢ correspon al punt
de separacié entre dues fases cal estudiar cada sistema concret amb més detall.

Aixi doncs, la teoria de Lee-Yang ens permet establir una connexio entre I'estudi
de les transicions de fase i la distribucié de les arrels de la funcié de particié gran
canonica. Tanmateix, com hem vist en el cas de la funci6 zeta de Riemann, aquest
estudi pot ser molt complicat. A continuacié veurem un cas en que la distribucié
dels zeros és remarcablement senzilla.
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Considerem un graf n dimensional amb N vertexs. A cada vertex del graf hi
assignem una variable o; € {—1,+1} que representa I'spin del vertex, avall o
amunt respectivament. Cada vertex 7 interacciona amb el seu primer vei j amb
energia —Jo;0;. Considerem també un camp magnetic extern H que actua sobre
tots els llocs de manera uniforme i constant. Aquest sistema termodinamic es
coneix com el model d’Ising i el seu hamiltonia és

H=—J 0i0; — /,LHZO'Z‘, (324)
(i5) i

on (ij) indica la suma sobre totes les arestes i u és el moment magnetic (que
dependra del tipus de particula que es trobi en el vertex). Ens restringirem al
cas J > 0 que per definicié correspon al regim ferromagnetic. Reescriurem el
hamiltonia amb unes variables més adequades per al calcul de la funcié de particié.
Denotarem per N, i N_ el nombre de spins amunt i avall respectivament. Aixi
mateix, Ny, N__ i N,_ representen el nombre de parelles de veins primers amb
els dos spins amunt, avall o un de cada respectivament. Suposarem que el nombre
q de veins primers és el mateix per a tots els vertexs, és a dir que el graf és regular.
De manera senzilla es tenen les segiients relacions

qNy =2N,p + Ny,

gN_ =2N__ +N,_,
N =N-N,,

Ny = qNy —2N44,

1
N__ = (QQN — QN+ -+ N++> .
A continuacié podem reescriure el hamiltonia 3.2.4 amb les variables N, i N,
1
H=Hn(Ne, Npy) =—J <§qN — 2Ny + 4N++) + pH(N —2N,).

Sigui gy (N4, N.) el nombre de configuracions del sistema compatibles amb els
valors fixats N, i Nyy; és a dir, la degeneraci6 del sistema fixats N, i Nyy. La
funcié de particié canonica és aleshores

Zn(H,T) = Z exp {—BHN(Ny, Nyi)}
N
— AN(5aT—pH) Z o—2B(¢J—pH)N+ Z gy (Ny, Ny ) eB/Ner,
N, =0 N,
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on la prima del segon sumatori s’ha d’entendre com que la suma és sobre tots
els valors de N, compatibles amb un N, fixat. Fixem-nos que si denotem z =
exp{—206(qJ — pH)} la funci6 de particié es pot expressar com

N
Zy(H,T)= ) Gy, (3.2.5)

N+:O

on
GN+ = G’BN(%qJ_MH) Z gn (N+, N++> 64'8JN++.

U
Niy

Es a dir, la funcié de particié canonica del model d’Ising es pot expressar com la
funcié de particié gran canonica d’un sistema amb fugacitat z i funcié de particié
canonica G, . Aquest sistema correspon al gas reticular. Aixi doncs, ja podem
aplicar el formalisme de Lee-Yang a la funcié 3.2.5 per a estudiar les transicions
de fase del model d’Ising, ates que els zeros de la funcié de particié canonica ens
indicaran els punts candidats a representar transicions de fase.

Teorema 3.3 (Teorema de Lee-Yang). Per a un model d’Ising ferromagnétic
finit, les arrels de la funcio de particio canonica es troben situats sobre el cercle
unitat en el pla complex de la fugacitat z.

Demostracio. Per conveniencia en la demostracié, deixarem que el camp magnetic
prengui valors diferents a cada vertex h; i finalment farem que h; = H per a tot i.
De 'expressio 3.2.4 podem trobar una expressié alternativa a la funcié de particio
canonica del model d’Ising que hem trobat abans. Tenim que

Zn(H,T) = 2iN exp <5JL + B> hl-) P(B, ),

on L és el nombre total d’'interaccions (arestes) i

P(B,h;) = Z exp 5JZ(0i0j -1+ 5#2@(% - 1)
oi==*1 i

(7)

Definim les variables p; = e 284" i 7 = ¢7278 D’aquesta manera, P és un polinomi
de grau 1 en cada una de les p; i de grau L en 7, que mantindrem fix. Observem que
el polinomi P compta el nombre d’estats del sistema assignant a cada estat un cert
pes segons la configuracié dels spins. Ara bé, és clar que el terme d’aquest pes que
correspon p;, és invariant sota la transformacié que inverteix tots els spins. Aixo
ens permet afirmar que un cop fem p; = p, el polinomi P sera palindromic en p. Les
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a bc

a4 b € @ d
o —o 6—0  o6—0—°

Figura 3.2: Construccié d'un graf de tres vertexs a partir de dos elementals.

arrels de P com a polinomi en p;, correspondran a les arrels de Zy. L’expressio del
polinomi P pel graf més senzill de dos vertexs enllagats és P = 1+7(p1+p2)+ p1po-
Es clar que qualsevol graf pot ser construit en unir grafs de dos vertexs i identificant
els vertexs pels quals unim, com mostra la figura 3.2 Ara veurem com obtenim el
polinomi P del nou graf a partir dels dels seus components que ens referirem com
P, i P,. Observem que P, és aff en p; i per tant podem escriure P, = By + ppB_ on
B expressa la contribucié amb o, = +11 B_ amb 0, = —1. Analogament, tenim
que P, = C, +p.C_. Quan b i c sén identificats, tenim una nova variable, py., que
assignem al vertex bc. El polinomi total abans de la identificacié és el producte de
P i P, ates que les funcions de particié séon multiplicatives

Py = B Cy + ppB-C + pcBLC_ + pppcB-C_.
El polinomi després de la identificacio és, doncs,
Ppe = ByCy + ppeB-C_ = Aty + ppeA——.

Aquest procés de contraccié ens permet obtenir el polinomi P de qualsevol graf a
partir del més elemental. Demostrarem el teorema pel graf de dos vertexs i veurem
que la veracitat del teorema sobreviu el procés de contraccid i per tant el teorema
quedara provat. El polinomi P =14 7(p; + p2) + p1p2 s’anul-la si

_L4Tpe
& T+po

Es immediat comprovar que si |ps| > 1, aleshores |py| < 1 i viceversa. Aix{ dones
el polinomi no es pot anul-lar si ambdoés p; i py tenen modul menor o major
que 1. Quan fem h; = H per a tot ¢, correspon a p; = ps = p i el polinomi
només s’anul-la per [p| = 1. El teorema queda provat per a N = 2. Hem de
comprovar que aquesta propietat sobreviu el procés de contraccié. Per a tal fi,
prenem p, = p. = p 1 mantenim els altres p; constants. El polinomi abans de la
identificacié es pot escriure com

Po=Ap +p(Ay + A ) +p%A

Suposem que Pja(a) # 0 quan |p;| < 1 per a tot i. De la féormula per a les equacions
de segon grau veiem que

|a| _ |A++|
A

> 1 A > A
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i per tant el polinomi després de la identificacid, P,. = A, +pA__ no s’anul-la per
a |p| < 1. Si ara fem p; = p per a tot 4, el polinomi P, és un polinomi palindromic
tal com hem comentat abans. Si a és una arrel d’un polinomi palindromic, 1/a
també ho és. Concloem que P, no s’anul-la per a |p| < 11 |p| > 11 el teorema
queda demostrat. O

El teorema del cercle ens permet afirmar que el model d’Ising té, com a molt,
una transicié de fase, ja que el cercle unitat només talla en un punt al semieix real
positiu. El cas del model d’Ising unidimensional té solucié analitica ben coneguda.
L’estrategia que se segueix per a trobar una expressié analitica de la funcié de
particio és veure que aquesta correspon a la traca de la matriu

En diagonalitzar la matriu M s’obtenen els dos valors propis

1/2
A+ = cos <§) + (72 — sin? (g)) )

amb § = =24 ¢ C. Les solucions de l'equacié Zy(#) = \Y + AV = 0 venen
donades per cos = —72 + (1 — 72) cos[(2k — 1)7/N] amb k € N. Veiem, doncs,
que a mida que augmenta N la distribucié de zeros es fa més densa. Ara bhé, el
cercle només es tanca cap a ’eix positiu en el limit 7 — 0 (cos @ = 1) que correspon
a T = 0. Aixo demostra que el model unidimensional no té cap transicié de fase
per a T' > 0. Aquesta situacié s’il-lustra a la figura 3.3.

Figura 3.3: Arrels de la funcié de particié del model d’'Ising unidimensional.

El model d’Ising en dos dimensions és molt més complicat. Encara no existeix
cap soluci6 analitica per al cas H # 0. L’any 1941 Kramers i Wannier (veure
[8]) van demostrar que per al cas d’una xarxa quadrada amb H = 0, la funci6
de particié canonica a una temperatura 7', Z(0,7'), i una a una temperatura 7,
Z(0,T%), estan connectades per

cosh(2v%)

20,17) = {cosh(ny)

}N 2(0,7), (3.2.6)
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ony=J/kgT,iT*iT estan connectades per
tanhy* = exp(—27). (3.2.7)

Observem que si T" — o0, tenim que 7" — 0, per tant aquesta equacio ens relaciona
valors baixos de la temperatura amb valors alts. Alguns autors (cf.[7]) suggereixen
identificar la dualitat de Kramers-Wannier amb 1’equacié funcional de la funci6 ¢
de Riemann. Si existeix un valor de la temperatura, Ty, per al qual la distribucié
de zeros convergeix cap a un punt de l’eix real, aleshores degut a 3.2.6 aixo també
és cert per a T;j. Tanmateix, ates que pel teorema de Lee-Yang només pot haver-hi
una transicié de fase, aquesta ha de tenir lloc en el punt fix de la transformacié
3.2.7, tanh~, = exp(—27.), que implica que 7. = %log(\@ + 1). Els mateixos
Kramers i Wanier demostren en un segon article [9] que aquest punt certament
correspon a una transicié de fase del sistema.
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