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Abstract

The present project aims to pose the study of two non-euclidean geometries: hyperbolic
geometry and taxicab geometry, whose metric is defined by the /, norm when p = 1.
This study will follow a metric approach, examining the sets of lines, points, angles and
distance functions that define the geometries. The purpose of this project is to create
solid knowledge to then create a didactic proposal, bringing some of the found results to a
classroom of catalan Baccalaureate students. The activities presented will aim to oppose
the student’s geometric intuition with formal definitions of geometric objects.

Resum

El present treball busca plantejar ’estudi de dues geometries no euclidianes: la geometria
hiperbolica i la geometria del taxi, la métrica de la qual ve definida per la norma de
l,, quan p = 1. Aquest estudi tindra un caracter métric, basant-se en I’examinaci6 del
conjunt de rectes, el de punts, els angles i les funcions de distancia que defineixen les
geometries. L’objectiu d’aquest treball és de crear un coneixement solid per, a partir
d’aquest, generar una proposta didactica per apropar alguns dels resultats estudiats a
I'aula de batxillerat. Les activitats plantejades tindran com a objectiu la contraposicié
entre la intuicié geométrica i les definicions formals d’objectes geométrics.
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Introduccid

El coneixement rau en el qiliestionament; en la formulacié de preguntes i recerca de respos-
tes. Es per aixd que aquest treball es proposa com un recordatori de posar en dubte alld
que es considera sabut. Concretament, s’ha observat que el salt més gran que hi ha entre
les matematiques a 'institut i les de 'universitat es troba en l'objectiu que en té l'estudi.
A nivells anteriors a 'universitari, les matematiques semblen ser ’assignatura-eina, que
tenen interés només en tant que permeten resoldre problemes concrets. Fins i tot dins
d’aquesta visi6, sembla haver-hi un rebuig generalitzat cap a tot alldo que conté un compo-
nent abstracte, sobretot per la seva falta de contextualitzacié: es déna més importancia a
saber la formula de resolucié d’'una equacié de segon grau que a entendre qué representa,
i 'alumnat acaba resolent exercicis automaticament, i tenint una mala relacié6 amb ’alge-
bra. L’automatitzacié dels processos a les matematiques és probablement una de les raons
per les quals arribats a quart d’ESO molts alumnes estan contents de deixar d’estudiar
matematiques, o accepten les definicions donades pel professorat sense qiiestionar.

En aquest treball, es vol forcar la posada en dubte del que s’ha acceptat, o s’ha au-
tomatitzat, posant especial incidéncia en com difereixen les definicions pures d’objectes
matematics, de totes les assumpcions que se li associen.

Es per aixo que s’ha escollit com a tema a tractar els llocs geométrics a diferents geometri-
es, 1 la propietat de paral-lelisme. Efectivament, la geometria és una de les branques de les
matematiques més donada a la creacié d’intuicié matematica, perd també on assumpcions
(no necessariament certes) es generen més facilment.

Per a assolir aquest objectiu, s’ha decidit utilitzar la geometria hiperbolica com a espai
trencador de les concepcions geométriques de ’alumnat, acostumat a la geometria eucli-
diana. Aquesta geometria presenta models on és possible treballar sense necessitar d’una
formalitzaci6 massa avangada. La geometria del taxi s’introdueix com a geometria pont
per fer el cami dels alumnes cap a les noves concepcions més esglaonat.

Es proposa, doncs, un treball que vol reforcar la idea que la docéncia de les matemati-
ques, feta per matematics, és important i necessaria. En efecte, la teméatica que s’apropara
a I’alumnat no és una explicitament curricular, i doncs requereix d’uns coneixements ma-
tematics per part de la persona docent. Aquests coneixements sén els que pretén proveir
el treball, recopilant una série de resultats per tal de formar una idea clara de les eines
que s’utilitzaran a I'aula. De I'estudi que se’n fara, s’escolliran només algunes parts per a
proposar a 'alumnat, perd es creu que una comprensié més extensa és important per part
del professorat.

Objectius
Es proposen una série d’objectius, a nivell matematic, didactic i personal.

- Millorar el meu coneixement sobre la geometria no euclidiana, aconseguint-ne una
visié més global
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- Idear i portar a 'aula de primer de batxillerat una proposta didactica centrada en
les geometries no euclidianes, apropant conceptes de grau a cursos inferiors

- Proposar contingut d’activitats mateméatiques complementari del curriculum de bat-
xillerat, i en catala

- Generar interés a 'alumnat a través del dubte, i del refor¢ positiu

- A nivell personal, apropar-me al moén de la docéncia de les matematiques, per con-
firmar que és el recorregut que vull seguir

Estructura de la Memoria

El Capitol [T}, esta integrament dedicat a l'estudi matematic de la geometria no-euclidiana,
en especific de les geometries hiperbolica i del taxi. Es considera que el professorat ha de
tenir un coneixement extens del tema que vol tractar a ’aula, i és per aquesta radé que en
aquest capitol es déna una formalitzacié dels models que s’usaran, i s’estudien casos més
generals que els finalment escollits per a I’aplicacié didactica.

L’estructura que se segueix en aquest capitol té un caracter fortament historic. Es per
aix0d que aquest comenga amb una contextualitzacié de la geometria no euclidiana. FEls
apartats i dedicats a la geometria hiperbolica i del taxi respectivament, també
s’inicien amb una contextualitzacié historica del model treballat, i de la ra6 de la seva
creacio.

En aquest capitol s’aborden les geometries estudiades seguint sobretot els processos pre-
sentats a [7] i [9]. Els raonaments tindran un caracter més axiomatic quan referits a la
geometria euclidiana i del taxi, i es plantejaran alguns raonaments més analitics i diferen-
cials, sobretot per al cas de ’estudi del funcionament del semipla de Poincaré.

El Capitol 2] es dedica a la vessant didactica del treball. S’hi fa una recerca de me-
todes didactics, i a continuaci6 es presenten les sessions que s’han ideat per a 'alumnat.
Finalment es contrasten els resultats obtinguts respecte els esperats.

Per finalitzar, s’analitza ['assoliment dels objectius anteriorment esmenats i se n’extre-
uen conclusions.

non-Euclidean geometry signified a new freedom from the tyranny of established laws



“(...) la geometria no euclidiana va significar una nova
llibertat de la tirania de les lleis establertes”

Linda Dalrymple Henderson a:|15]

Estudi matematic

Aquest capitol esta dedicat a I'estudi aprofundit de les dues geometries no euclidianes que
es tractaran a la proposta didactica: la hiperbolica i la del taxi. Es proposa una exploracié
de la historia de I'aparicié d’aquestes i alguns comentaris sobre les repercussions que van
tenir en el desenvolupament posterior de les matematiques i altres camps com la fisica, amb
les seves aplicacions concretes. A continuacié es formalitza la seva descripcié matematica,
proposant-ne models de representacié. A fi de comprendre-les en profunditat, i seguint
lafirmacioé de Klein a [1] sobre el fet que les propietats geométriques es caracteritzen per
la seva invariancia respecte un particular grup de transformacions, considerarem doncs les
isometries al pla de les geometries presentades. La major part de la formalitzaci6 i I’estudi
que es fa en aquest capitol servira per adquirir un coneixement avancgat de les geometries
anomenades préviament. D’un bon domini d’aquestes se’'n podra extreure una proposta
didactica profitosa, que haura de ser adaptada al public a qui es vol presentar.

Es per aixd que es reforca un fil conductor historic a través dels diversos apartats, i
s’estudien en detall conceptes que es podrien donar per sabuts, incidint en el perqué i el
com de la seva aparicid, considerant que aixi I’explicacié que se’'n podra donar tindra un
ordre logic.

1.1 Contextualitzacié de la geometria no euclidiana

En aquest text s’estudien algunes geometries no-euclidianes. El seu nom ens indica el seu
origen: son geometries que neixen en contraposicié a la euclidiana. Per entendre-les, doncs,
s’haura de repassar les bases de 'euclidiana, i entendre en qué es diferencien. Aquesta
manera d’afrontar els conceptes que es tractaran a continuacié té un especial interés quan
pensem en com presentar-la a una classe de secundaria: una bona base historica ens ajuda
a entendre les raons i context en qué sorgeix, i aixi a comprendre’n millor la repercussio i
importancia.

Cal remarcar el fet que els esdeveniments i autors que es tracten séon tots occidentals.
Aquesta visié tan euro-céntrica es deriva de com es transmetia el coneixement en temps
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anteriors a ’actual, i de qué la comunicacié d’idees entre Orient i Occident no era tan
eficient com podia arribar a ser-ho dins dels respectius territoris.

De totes maneres és interessant notar que conceptes que s’associen a noms de cultures
mediterranies, apareixien paral-lelament a d’altres indrets del mén. Un exemple n’és
el tractat Jitzhang Suanshi o Els nou capitols de I’Art Matematic, obra recopilada per
Liu Hui c¢. T'any 200 d.C. (tot i que en general es creu que el text és dels voltants de
Pany 200 a.C.). Es considera una obra de magnitud i importancia semblant als Elements
d’Euclides, diferenciant-se sobretot per tenir un procediment practic a partir de la resolucid
de problemes en contraposicié amb la generalitzacié d’Euclides. Nombroses tematiques,
perod, apareixen a ambdos tractats. Per exemple, hi trobem dues demostracions diferents
del Teorema de Pitagores.

En aquest text, pero, es posa el focus en els Elements d’Euclides, i en les idees i dubtes
que va generar aquest tractat en matematics europeus posteriors.

1.1.1 Els Elements

L’obra més important del grec Euclides, és de circa el 300 a.E.C. Els Elements, estan
composats de tretze llibres, i és un dels textos fonamentals de la geometria, recopilant tot
el coneixement geométric i de teoria de nombres de ’Antiguitat classica (a excepcio de les
seccions coniques). Es considera un dels tractats més rellevants de la historia matematica,
tenint una estructura logica que esdevindria la referéncia per les obres matematiques
posteriors. Aquesta obra no conté una aplicacié practica de resolucioé de problemes, com
d’altres anteriors, sin6 que intenta ser una recopilacié d’afirmacions que no necessiten
d’experiments fisics per verificar que sén correctes.

Els Elements segueixen el métode axiomatic. Aixi, comencen amb 23 definicions dels
conceptes matematics que s’usaran al llarg del tractat. A continuacié s’introdueixen els
cinc postulats, 1 cinc nocions comunes com podria ser "si afegim la mateixa quantitat a
dues quantitats que sén iguals, obtenim dues quantitats que sén iguals". Aquestes seran
les eines que utilitzara Euclides per anar demostrant les proposicions que introduird a
continuacié. A més, aquestes s’introdueixen ordenadament, de manera que proposicions
poden necessitar de demostracions anteriors per ser provades.

Les definicions que s’usen als Elements tenen un origen fortament empiric |14, Capitol
8]. Per exemple, la definici6 d’un punt: “alld que no té parts”, prové de la concepcio
dels grecs que la matéria no podia ser infinitament dividida. Aixi en termes fisics es va
definir ’atom, “alld que no pot ser tallat”, i 'objecte corresponent a la geometria en seria
el punt. La definici6 de recta també té un caracter fisic reconeixible: “la quantitat que no
té amplada’”.

S’introdueixen certes definicions donades per Euclides, es limiten a les indispensables
per entendre els postulats que es veuran a continuacié a I’Apartat [I.1.1]

Definicié 1. Un punt és allo que no té parts.
Definicié 2. Una linia és una longitud sense amplada.
Definici6 4. Una linia recta és aquella que esdevé igual de tots els seus punts.

Definicié 8. Un angle pla és la inclinacio mitua de dues linies que es troben una a
Ualtra en un pla i que no estan en linia recta.
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Definici6é 10. Quan una recta aizecada sobre una altra recta forma angles adjacents iguals
entre si, cadascun dels angles iquals és recte i la recta aizecada s’anomena perpendicular
a aquella sobre la qual esta.

Definicié 15. Un cercle és una figura plana compresa per una linia de manera que totes
les rectes que cauen sobre ella des d’un punt dels que estan dins de la figura son iguals
entre st.

Definicié 16. Aquest punt s’anomena centre del cercle.

Els postulats

S’introdueixen, a continuacio, els postulats. Com afirma Parrochia a [14, Capitol 8|:

Suposicions de gran importancia estan sovint amagades per ’aparent simpli-
citat de les condicions que es demanen

Els postulats tenen l'interés de ser afirmacions que no requereixen ser demostrades, s’ac-
cepten com a certes sense més justificacié. Son cinc, els minims possibles, on cap d’ells
podria ometre’s perqueé es deriva dels altres quatre. No obstant, la creenca que el cinqué
d’aquests postulats podia ser demostrat a partir dels altres va ser la llavor que durant
segles aniria germinant, i finalment donaria peu a la creacié de geometries no euclidianes.
S’enuncien, a continuacié els quatre primers postulats:

Postulat 1. Postuli’s el tracar una linia recta des d’un punt qualsevol fins a un punt
qualsevol.

Postulat 2. [ el prolongar continuament una recta finita en linia recta.
Postulat 3. I el descriure un cercle amb qualsevol centre i distancia.

Postulat 4. [ el que tots els angles rectes son iguals.

Aquests no presenten problemes de comprensio, i s’accepten com a no demostrables
entre si.

El cinqué postulat

Postulat 5. I que si una recta incideir sobre dues rectes i es compleix que els dos angles
interns del mateix costat son menors que dos rectes, les dues rectes prolongades indefini-
dament es trobaran en el costat en el qual hi ha els dos angles menors que dos rectes
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Figura 1.1: Representacié grafica del cinqué postulat

Comparant de manera superficial aquest postulat amb els precedents quatre, s’evidencia
que hi ha una diferéncia notable entre la simplicitat dels primers i la complexitat de I'altim.
Aquest fet ja feia predisposar els matematics posteriors a Euclides a qiiestionar si aquest
postulat podia, de fet, ser demostrat a partir dels altres. Més concretament, els altres
quatre postulats es derivaven d’experiéncies on els dibuixos es podien fer usant regle i
compas. El cinqué postulat, en canvi, proposa un problema que no podem resoldre: amb
les definicions donades per Euclides no podem estudiar alldo qué passa a l'infinit, i per tant
no és evident que les dues rectes es trobin.

Arrel de la complexitat d’aquest cinqué postulat, matematics posteriors van intentar
demostrar-lo a partir dels altres quatre, perd va ser fatilment. En realitat, per fer-ho es va
anar reformulant el cinqué postulat, i aquestes reescriptures alternatives generarien noves
maneres d’abordar les matematiques, perd 'objectiu de demostrar-lo a partir dels primers
quatre postulats no va ser assolit.

La reformulacié més comu i coneguda és la de Playfair (que agafa el nom del matematic
John Playfair, que la va popularitzar al s.XVII, perd que ja havia sigut proposada per
Procle circa el 8.V a.E.C.:

Postulat 5°. Per cada recta i cada punt exterior a aquesta existeix una unica recta que
passa per aquest punt i que €s paral-lela a la recta donada

Proposicio 1.1.1. El Postulat 5 i la seva reformulacid Postulat 5’ son equivalents

1.1.2 El sorgiment de la geometria no euclidiana

Finalment, durant la primera meitat del segle XIX (més de 2000 anys després de la mort
d’Euclides) hi va haver un canvi en 'apropament a la qiiestié del cinqué postulat.
Quatre matematics van decidir escollir un cami diferent al que s’havia seguit per dos
mil-lenis, i acceptar I'dltim postulat com a no demostrable a partir dels altres. Aixi es
considerava la possibilitat de crear nous sistemes que partissin dels 4 primers postulats,
perd que no necessariament complissin el cinqué. Concretament, van decidir substituir
el cinqué postulat per una de les seves negacions possibles: "Per un punt exterior a una
recta passen almenys dues paral-leles".

Una altra negaci6 possible hagués sigut la d’assumir que "per un punt exterior a una
recta no passa cap paral-lela", és a dir que totes les rectes que passen per un punt exterior
a una recta, la tallen.
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Els tres matematics que van posar els fonaments d’aquesta teoria, i de les geometries
que se’n derivarien van ser Nicolaj Ivanovié¢ Lobagcevskij (1793-1856), Janos Bolyai (1802-
1860) i Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

Gauss va ser el primer en descobrir la geometria hiperbolica, perd mai va publicar res
al respecte per desconfianca en la societat matematica de I’época, pensant que aquests
descobriments no serien acceptats. Tot i aix0, era un personatge molt reputat, i va lloar
els treballs de Lobacevskij, perd sempre de manera privada, amb cartes a amics, perd no
publicament. Sobre la feina de Boélyai va arribar a dir que no podia lloar la seva obra
ja que seria com lloar-se a si mateix, havent reflexionat de la mateixa manera durant els
altims 35 anys, i havent arribat a les mateixes conclusions que ell.

Lobacevskij va mostrar com la geometria euclidiana no era la ciéncia exacta que conte-
nia veritats absolutes que s’havia considerat fins aleshores. Va publicar una nova geome-
tria, que es construia justament en la hipotesi que el postulat de les paral-leles no era cert.
D’aqui en va néixer la geometria que treballarem a continuaci6: la geometria hiperbolica.

Paral-lelament, Boélyai va arribar a les mateixes conclusions, definint la geometria ab-
soluta: la que complia els primers quatre postulats perd no necessariament el cinqué. La
geometria hiperbolica n’és un cas particular.

1.2 Definicions i conceptes prévis

Meétode utilitzat L’estudi de la geometria partira de les nocions de punt i recta, i
d’axiomes que els relacionin. Els models que es puguin proposar, seran només exemples
d’aquestes geometries, perqué en compliran els axiomes, perd és important fer la distincio
entre els dos conceptes, remarcant que no s’ha d’equivaldre un model amb la geometria
que model-litza.

En aquest treball es prioritzara un plantejament métric, que com es descriu a [7], és
aquell que afegeix els conceptes de distancia i mesura d’angle per permetre 1’'as d’eines
analitiques per l'estudi de la geometria. Tot i aix0, s’usarda també en part conceptes
d’algebra (concretament teoria de grups) per estudiar les geometries tal com plantejava
Klein al famos discurs de recepcié de la plaga de professor a Erlangen al 1872 ([1]):

(...) les propietats geométriques son caracteritzades per romandre invariants
per les transformacions del grup principal

En aquest treball s’estudia la geometria plana, i donarem per tant en general les defi-
nicions restringides al pla, tot i ser generalitzables a 1’espai.
En la majoria de casos de demostracions per construccié s’explica el raonament i s’adjunta
un link de GeoGebra dinamic on s’ha reproduit aquesta construccio.

S’introdueixen a continuacid, definicions i resultats rellevants per als posteriors apar-
tats.

Definicioé 1.2.1. Donades tres rectes d’un espai bidimensional, que s’intersequen en A, B, C
tres punts de l’espai, definim un triangle com el conjunt dels tres punts A, B, C' (vértexs)
i els segments de recta que els uneizen (costats). El denotarem per AABC

Notacio 1. Donats tres punts A, B,C denotem per:

- AB la recta que passa pels punts A, B
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- AB el segment entre A i B

- LABC angle del triangle AABC amb vértex B. Aquest també es denotara /B, en
ocasions en que sigui evident el triangle al que es fa mencid. Denotarem de mateiza
manera un angle i la seva mesura.

Definicié 1.2.2. Siguin A, B dos punts d’un espai it f : {A,B,C} — {D,E,F} una
bijeccio entre, direm que

Definicié 1.2.3. Siguin A, B,c, D, E,F punts d’un pla f : {A,B,C} — {D,E,F} una
bijeccio entre aquestes punts. Direm que f és una congruéncia de segments si preserva
longituds de segments (i.e. donats dos punts A, B d(A, B) = d(f(A), f(B))). Denotarem
aleshores AB ~ f(A)f(B)

Sera una congruéncia d’angles si preserva les mesures dels angles ZA = Zf(A). De-
notarem LAZf(A)

Siguin AABC' i ADEF dos triangles, direm que f és una congruéncia si

AB ~ f(A)f(B), BC=J(B)f(C), CA=f(O)(A)

LA~ /f(A), /ZB~/f(B), /C~/f(C)

Dos triangles seran congruents si existeix una congruéncia entre els seus vérter. Siguin
AABC i ADEF els dos triangles i f : {A,B,C} — {D, E, F'} la congruéncia, si aquesta
és f(A)=D, f(B)=E, i f(C)= F, s’escriura AABC ~ ADEF

1.2.1 Isometries euclidianes

Un concepte que serd important comparar en les diferents geometries estudiades és el
d’isometria. Per a poder fer-ho, entenem primer les euclidianes. En cada una d’elles es
posa especial atencié en quins sén els seus punts fixos.

Definicié 1.2.4. Una métrica o distancia en un conjunt X és una funcic d: X x X —
R"™ que compleix:

(y,r) Vz,yeX

w) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) Vx,y,z€ X

Considerarem les aplicacions del pla R? en si mateix.

Definicié 1.2.5. Sigui P un punt, s’anomena punt fix respecte d’una aplicacio si la
imatge de P per aquesta aplicacio és P

Definicié 1.2.6. Una isometria és una funcid ¢ : X — Y, on (X,dx),(Y,dy) son
espais metrics i ¢ preserva la distancia, i.e. es compleix per tot A,B € X

dY(@(A)7 QO(B)) = dX(Av B)
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Definicié 1.2.7. Sigui m C R? una recta, una reflexio axial amb eix m, que denotem
R,., és una aplicacid que porta cada punt de la recta m a si mateix, i cada punt P exterior
am, a P’ tal que m és la mediatriu del segment PP'.

Aixi doncs els punts fixos de la reflexio son els punts de la recta m

Definicié 1.2.8. Una inwvolucié és una funcid que és igual a la seva inversa, és a dir

f:A— A tal que, per tota € A, f(a) = f~1(a)
Observaci6 1.2.9. Una reflexié és una involucio: RE,L =17

Proposici6 1.2.10. Si una isometria té més d’un punt invariant, ha de ser o bé la identitat
0 bé una reflexio

Demostracié. Siguin P i ) dos punts fixos i A un punt que no es troba sobre la recta
PQ, aleshores A’ = R,,(A) compleix que PA ~ PA’ per ser P un punt fix. Podem
afirmar doncs que A’ es troba sobre una circumferéncia de radi dg(A, P), amb centre
P, i sobre una circumferéncia de radi dg(A4, @), centrada en ). Com que A no és de la
recta PQ, aquestes dues circumferéncies s’intersequen en dos punts: al punt A(i en aquest
cas, la aplicacio seria la identitat, ja que tindriem A = A’), i a un altre punt que és la
reflexi6 d’A respecte de la recta PQ, ja que P i Q son els centres de les circumferéncies
que s’intersequen. O

Definicié 1.2.11. Sigui C € R? un punt, una reflexié central amb centre C, que
denotem R¢ és una aplicacid que porta un punt C a si mateizx, i qualsevol altre punt P a
P’ on C és el punt mig del segment PP’.

Es pot definir com producte de dues reflexions axials d’eixos m, n on m i n sén per-
pendiculars. Té un tnic punt invariant: C.

Definicié 1.2.12. Sigui C € R? i § € R, una rotacié amb centre C i angle 0, que

denotem per Rc g €s una aplicacio que porta el punt C a si mateir i qualsevol altre punt
Pa P’y on d(P,C)=d(P’C)i/ZC =8.

Es facil veure que és el producte de dues reflexions axials, on els eixos m i n s’intersequen
amb un angle /2
Té un tnic punt invariant: O.

Definici6 1.2.13. Una translacio amb vector 1@, que denotem Tﬁ és una aplicacio

que porta qualsevol punt X a un altre punt Y, tal que )?1—} = ]@

Es pot definir com a producte de dues reflexions centrals.
No té cap punt invariant

Definici6 1.2.14. Una reflexio per lliscament amb vector 1@, que denotem G% és
la composicid d’una reflexio amb eix PQ i una translacio T@

No té cap punt invariant.
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1.3 La geometria del taxi

La geometria del taxi s’anomena aixi pel fet de representar el moviment d’un cotxe (en
concret un taxi) a una ciutat. Es per aixd que també se la coneix com a distancia de
Manhattan.

Introduim en primer lloc la geometria deguda a Herman Minkowski (1864-1909), de la
qual 'euclidiana i la del taxi en seran casos particulars.

Els estudis publicats per Minkowski es van centrar sobretot en en les arees de la fisica
matematica, de la teoria de nombres i de la relativitat.sobre teoria de nombres, teoria de
grups, geometria, formes quadratiques i fisica matematica. Va col-laborar al llarg de la
seva vida amb Hilbert i Klein, i va ser professor, entre d’altres, d’Einstein. De fet, una de
les aportacions més conegudes que va fer va ser la generar un marc matematic per la teoria
de la relativitat. Introduint un espai de quatre dimensions (que passaria a conéixer-se com
a espai de Minkowski) on el temps era la quarta variable, i generant doncs un model que
evidenciés la relacié espai-temps, va permetre una comprensié geométrica de les teories
que havien presentat Einstein i anteriorment Lorentz i Poincaré.

1.3.1 La geometria de Minkowski

Les definicions i proposicions que es presenten en aquest apartat s’han extret de |13]

Definicié 1.3.1. Una norma a un espai vectorial X és una aplicacid || - || : X — R que
satisfa:

i) [|z]| >0 VreX
i) [|[z]] =0 <= =0 VreX
iii) |ax|| = |a|||z]| Vr,y € X iVaeR

w) |z +y| < |zl + |yl Vz,y € X (desigualtat triangular)

A partir d’'una norma podem definir una métrica (o distancia) o(z,y) = |l — y|.
Aquesta generara una topologia a X, la topologia de la norma.

Definicié 1.3.2. La bola unitat B a (X, | -||) un espai normat, és el conjunt:
B=B[0,1]:={x€ X : || <1}
i I” esfera unitat a (X, || -||) és la frontera de la bola, i.e. 0B = {x € X : ||z|| =1}

Definicié 1.3.3. Sigui p > 1, definim norma [, com:

lzllp = (Y l2il’)/? Va € R

i=1

Les primeres tres propietats de la norma sén directes de comprovar. La desigualtat
triangular per la norma [, és una proposicié coneguda com Desigualtat de Minkowski.
Demostrant-la podrem concloure que [, és efectivament una norma.

Presentem un resultat necessari:
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Figura 1.2: Boles unitat a R? per diferents p=1,p=21ip = oo

Proposicié 1.3.4. (Desigualtat de Holder) Sigui x € R", sigui f € (R™)* amb coordena-
des {;} relatives a la base dual usual i p > 1, i q tal que % + % =1, aleshores:

< ( Z!w ”) 1“”ZWJI Ha

=1

i L

Demostracio. Ens basem en la demostracié proposada a [10].

Sigui o > 0, considerem, en primer lloc la funci6 ¢ (t) = at — p~'#?, on p > 1. Aquesta
1

funci6 té maxim, quan t € [0,00) en t = ap-1.

~1

Podem afirmar, doncs, que per un 8 > 0 qualsevol af —p 1P < aar- = —p ap- 1P

p
Slgu1q>1tq —i-f—l tlndremqueaap I —plar1? =qar1 —p 1T = i 1(1—

p- 1) = aq*l q*lq 1= q 1aq. Aixi:

af <p 1P +q tal

Ara, si ens fixem en la desigualtat que volem provar, veiem que els dos costats son homo-
genis per un valor positiu (ja que tractem amb valors absoluts). Aixo ens implica, que si
provem la desigualtat quan les normes sén unitaries, tindrem demostrada la desigualtat
en el cas general. Es a dir, si provem que quan |z||, = 11i | f|; = 1, aleshores |f(z) < 1,
tindrem la desigualtat demostrada. Tenim que f(z) = Y 1" | ¢z, 1 doncs:

n n n n n
D i < Idillesl <D (a7l o ) =g il 07D |l
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
=p ¢t =1

Hem aplicat 'equaci6 a la segona desigualtat, i el fet que ||z|l, =11 [[f|lq =1 ala
pentltima igualtat O

Proposicié 1.3.5. (Desigualtat de Minkowski) Siguin x,y € R™ i p>1, aleshores

[z +yllp < llzlly + [lylly
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Demostracio.

”x_‘_y||p_2|xl+yl|p Z|$z+yz|p 1|xz+yz| <Z|xz+yz‘ |xz+yz|

=1 1=1 =1
n n
< s gl ]+l + il
i=1 i=1
n n n
<3 o DS ) 4 (3 o D) )
i=1 i=1 i=1 i=1
n
=)z + w2l + lyllp) = Iz + ylIP 2l + lyllp)
i=1

a-1
Aixd, [lz +yllp ' < llzllp + lyllp, i com que o+ ylls ™ = o +yllp T = 2+,
Tenim doncs la desigualtat que buscavem. O

Definici6é 1.3.6. Sigui p > 1, distancia de Mikowski d’ordre p és la indida per la
norma l,. Es defineix:

n

d(z,y) = O |z —yil)'? Va,y € R
=1

Observaci6 1.3.7. D’aquesta distancia, la euclidiana i la distancia del taxi en sén casos
concrets, en els casos de p = 2 i p = 1 respectivament, és a dir:

dE(x?y) =

n
i dr(zy) = Z|9Cz‘—yz"
=1

Proposicié 1.3.8. La norma que defineix la distancia euclidiana és sempre més petita o
iqual que la que defineiz la distancia del taxi

Demostracio.

]|z =

n n n
Dol <> VI =Y ] = llzlh (1.3.1)
=1 i=1 =1

1.3.2 Definicié i métrica

Considerarem com a model de la geometria del taxi (R?,dr). Donats dos punts z =
(71,72),y = (y1,92) € R? la métrica dr, és:

dr(z,y) = |z1 — y1| + |22 — yo

Observacié 1.3.9. En aquesta part del treball utilitzem la métrica definida a R?. En
laplicacié didactica, pero, se simplificara al cas discret, i es treballara doncs a Z?, com es
pot observar a I’Apartat [2.2.4]
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Es evident, per m que:
dT($, y) > dE(x7 y)

De fet, s’assoleix la igualtat només quan els punts x i y estan alineats verticalment o
horitzontal, com es pot observar en els punts P i @ de la Figura [L.3

Figura 1.3: Distancia entre dos punts. La linia de punts representa la distancia euclidiana
ila de ratlles la del taxi

A la geoemtria del taxi, definim els punts i les linies de la mateixa manera que en el cas
euclidia. Els angles també es definiran com a la geometria euclidiana. Sera a la distancia
utilitzada, on raura la diferéncia.

1.3.3 Llocs geométrics rellevants

S’introdueixen a continuacié alguns llocs geométrics que es presentaran a la unitat di-
dactica. Els elements que s’introdueixen sén molt elementals en la seva definicid, pero
es considera important comentar la seva representacid, per entendre millor la geometria
estudiada.

Durant tot aquest apartat K = R al cas continu i K = 7 al cas discret. Es presenten per
al cas continu, i el cas discret, sent aquest segon el que es presentara a l'aula.

Conjunt de punts equidistants a dos punts donats Ens caldra haver comentat
aquest concepte per una demostracié posterior, i és un lloc geométric interessant a com-
parar amb la mediatriu euclidiana. El conjunt de punts equidistants a dos punts x i y
és:

B(z,y) = {z € K?|dr(z,2) = dr(y, 2)}

Definirem a més, el conjunt de punts equidistants a dos punts z i y a distancia minima
d’aquests:
M(z,y) ={z € E(z,y)|dr(z,z) = min dp(z,m)}
meE(z,y)
Aquest conjunt depén de les posicions relatives d’x i y que es descriuen a continuacio i
s’observen a la Figura



CAPITOL 1. ESTUDI MATEMATIC 14

- Cas 1: x i y es troben alineats horitzontalment o vertical. Aleshores E(x,y) és una
recta; el lloc geométric és el mateix que a la geometria euclidiana. En aquest cas
M (z,y) és un tnic punt, el punt mig.

- Cas 2: x iy es troben a la mateixa distancia horitzontal que vertical (i.e. el pendent
de la recta que uneix z iy és 1 o -1). Aleshores E(x,y) és el conjunt que es pot
observar a la Figura En aquest cas M(z,y) és el segment de recta pq

- Cas 3: en cas que x i y no es trobin en cap de les posicions relatives anteriors, E(x,y)
és el conjunt que es pot observar a la Figura En aquest cas M(zx,y) és el segment
de recta pq

Les rectes que es mencionen seran continues o formades per punts, depenent del cas en
que ens trobem

) °
(a) Cas 1, continu (b) Cas 2, continu
P ° P P &
(] )
. J .y ______________ 9.
(d) Cas 1, discret (e) Cas 2, discret (f) Cas 3, discret

Figura 1.4: Conjunt de punts equidistants a dos punts donats, x i y

Circumferéncia Es el lloc geométric dels punts que es troben a una mateixa distancia
(que s’anomenara radi) d’un punt fixat (anomenat centre).

Analiticament, si denotem 7 el radi i o el centre de la circumferéncia, aquesta sera el
conjunt:

C={zxecK?:dp(x,0)=r}
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(a) Circumferéncia al cas continu (b) Circumferéncia al cas discret

Ellipse Es el lloc geométric dels punts que compleixen que la suma de les distancies a
dos punts fixats (focus) és constant.
Analiticament, si denotem fi i fo els focus, 'el-lipse es defineix per:

E = {p e K?: dT(fl,p) +dT(f27p) = k}

fi f
. . ° °
. .
f;
p .
.
o, or
(c¢) Ellipse al cas continu (d) Ellipse al cas discret

Interés dels llocs geométrics S’han escollit aquests tres llocs geométrics per la seva
simplicitat pero interés. l'equivalent de la mediatriu a la geometria del taxi engresca
molt, i la circumferéncia i ’el-lipse, en el seu cas discret permeten estudiar les relacions
entre el nombre de punts que es necessiten per representar-les i el radi, en el cas de la
circumferéncia, i la distancia entre els focus en el cas de ’el-lipse.

1.3.4 Perqué no és una geometria euclidiana?

Afirmarem que la geometria del taxi no és euclidiana perqué no compleix un dels axiomes
de la geometria euclidiana. Veurem en primer lloc aquest axioma es compleix sempre a
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la geometria euclidiana, i a continuacié presentarem un contraexemple a la geometria del
taxi.

Definici6 1.3.10. Diem que una geomteria satisfa I” Azioma Costat-Angle-Costat
(SAS de l'anglés Side-Angle-Side) si quan dos triangles AABC i ADEF compleizen AB ~
DE, /B ~ /E i BC ~ EF aleshores AABC ~ ADEF

Proposicio 1.3.11. FEl pla euclidia satisfa I’Azioma SAS

Seguirem la demostracié presentada a [7], capitol 6.1], introduint primer una proposicié
necessaria:

Proposicio 1.3.12. (Llei euclidiana dels cosinus) Per tot triangle APQR, es compleix
dp(P,R)* = dp(P,Q)* + dp(Q, R)* — 2dp(P,Q)dp(Q, R) cos £Q

Considerant la nocio euclidiana d’angle.

Demostracio. Siguin AABC i ADEF dos triangles que compleixen AB ~ DE, /B ~ /E
i BC ~ EF. De la llei euclidiana del cosinus (Proposicié [1.3.12)) se'n deriva:

dp(A,C)* = dg(A, B)? + dg(B,C)? — 2dg(A, B)dg(B, C) cos /B

dp(D,F)?* = dg(D,E)* + dg(E,F)? — 2dg(D, E)dg(E, F) cos ZE

Per les hipotesis d’ambdos triangles obtenim: dg(AB)?*+dg(BC)?—2dg(AB)dg(BC) cos /B =
dgp(D,E)? +dg(E,F)? — 2dg(D,E)dg(E, F)cos ZE

Tenim doncs: dg(A,C)? = dg(D, F)? i per tant: dg(A,C) = dg(D,F), perqué la
distancia entre dos punts és sempre positiva. Afirmem, aixi: AC ~ DF

Aillant cos ZQ de l'equacié de |1.3.12] obtindriem: dE(P’ﬁ);cé‘i%(gagg(édﬁ)@ﬂ)2. Aixi
estudiant aquesta equacid per als triangles AABC i ADEF perd aquest cop fixant-nos en
els angles ZA i ZD respctivament, per als triangles estudiats en concret (Z/BAC i ZEDF)
obtenim:

dE'(B, A)2 + dE(A, )2 — dE(B, 0)2

cos LA = 2dp (B, A)dg(A,C)
2 9 )
COSAD:dE(E’D) +dg(D, F)* —dg(E, F)
2dg(E, D)dg(D, F)

A més, per les hiotesis,

dE(B7A)2 + dE(A,C)2 — dE(B7C)2 _ dE(EaD)2 + dE<D7F)2 - dE(EvF)2
2dg(B, A)dg(A,C) B 2dg(E, D)dg(D, F)

Podem afirmar doncs cos ZA = cos ZD i per la injectivitat de cos@ a [0, 7], LA ~ ZD.
De manera analoga, ZC ~ ZF. Concloem que AABC ~ ADEF O

Proposicio 1.3.13. A la geometria del tazi no se satisfa I’Axioma SAS

Demostracid. Trobem un contraexemple de ’Axioma a la geometria del taxi:

Sigui A = (1,1), B = (0,0), C = (-1,1), D = (2,0), E = (0,0) i F = (0,2). Es
directe que dr(A, B) = 2 = dp(D, E) i doncs AB ~ DE. Analogament, dp(B,C) =2 =
dr(E,F) i doncs BC ~ EF. Hem mencionat anteriorment que els angles a la geometria
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del taxi és mesuren de la mateixa manera que a la euclidiana, i doncs podem afirmar que
/4B =90 = ZF, conseqiientment /B ~ /F.

Es compleixen les hipotesis de la definici6 [1.3.10} pero dr(A,C) =2 # 4 =dp(D,E) i
per tant AC # DE. Concloem doncs que els triangles AABC i ADEF no sén congruents.
O

1.3.5 Estudi del grup d’isometries

Definici6 1.3.14. El grup dihedral D, és el grup dels moviments rigids que deizen un
poligon d’n costats invariant, amb la composicid per operacio. Explicitament:

2 1 -1

D,=<710:7"=0c"=4idioto =17 >

Observacio 1.3.15. Dy és el conjunt de les simetries d’un quadrat, és a dir:

Dy=<r1o0:1m"=0’>=idoro =71 >

on 7 és la rotacié de § i o és la reflexi6 respecte de la recta {y = x}. Hauriem pogut

escollir com a recta de reflexio qualsevol entre {x =0}, {y =0}, {y =z} o {y = —=x}.
Notacio 2. Denotem T(2) el grup de translacions del pla

Definici6é 1.3.16. Sigui G un grup amb element neutre e, H un subgrup de G i N un
grup normal a G, direm que G és producte semi-directe d’N i H si G és el producte
dels subgrups i aquests tenen interseccio trivial, i.e. G=NH i NN H =e¢

Teorema 1.3.17. El grup d’isometries del pla respecte de la métrica del tazi és el producte
semi-directe del grup Dy i T'(2)

Demostracio. Comprovem en primer lloc quines son les isometries de la geometria del taxi.
Després comparem amb el producte semi-directe de Dy i T'(2) és d’isometries.

Siguin « i y punts alineats verticalment o horitzontalment, qualsevol isometria que no
transformi la recta passant per x i y en una recta horitzontal o vertical, és directament
descartable. Aix0 és perqué dr(z,y) = dg(z,y) <= z,y estan alineats verticalment o
horitzontal. Aixi, si I'isometria transformés la recta en una no horitzontal o vertical, la
distancia del taxista augmentaria necessariament.

Es per aixd que [5] proposa fixar-se en les isometries euclidianes veient com actuen sobre
una figura formada per dos segments amb un punt en comi, que incideixen amb un angle
/2 1 els costats de la qual son paral-lels a 1’eix horitzontal i vertical. Les isometries eucli-
dianes que preservaran la distancia, es visualitzen de manera clara sén les que generen 8
posicions diferents de la figura, on els segments es mantenen paral-lels als eixos. Aquestes
es poden obtenir a través de la composicié de reflexions axials, per eixos horitzontals, ver-
ticals o diagonals amb pendent 1 o -1, i de rotacions de 7/2. Evidentment les translacions,
també seran isometries, i la seva composicié6 amb les mencionades anteriorment.
Aquestes son efectivament les isometries que es mencionen a ’enunciat del teorema. Abans
de veure-ho de manera analitica, perd, comprovem que no hi d’altres isometries que no
siguin les euclidianes.

Sigui 7 una bijeccié de R? a R? que conserva la distancia del taxi. Vegem que és una
isometria euclidiana. Escollim punts a i b del pla.
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- Si estan alineats horitzontalment o vertical, la distancia del taxi entre dos punts
equival a la euclidiana: qualsevol bijeccié que preservi la distancia del taxi també
preservara la euclidiana

- Si no estan alineats horitzontalment o vertical. Escollim C' com a punt d’interseccio
de dues rectes a i b, una horitzontal i I'altra vertical. Aixi, C sera el vértex d’angle
recte d’'un triangle , amb A € a i B € b. Per la injectivitat de 7 podem definir
A'=71(A), B =7(B)iC" =71(C).

Com que 7 preserva distancies per a qualssevol punts del pla, en particular caldra
que donats X,Y dos punts, si M(X,Y) és un tnic punt aleshores M (7X,7Y) també
ha de ser un tnic punt.

En concret, en el nostre cas, tindrem que M(A’,C’) és un punt i per tant A’ i
C’ estan alineats verticalment o horitzontal. Analogament, A’ i B’ estan alineats
verticalment o horitzontal.

Aixi doncs, AA’B’'C’ és un triangle rectangle amb angle recte al vértex C’.
Adicionalment,

dr(A,C) = dp(A,C")  dr(B,C) = dp(B,C")

dr(A,C") = dg(A',C") dp(B',C") = dp(B',C")

Podem afirmar, doncs que els triangles AABC i AA’B’C’ son congruents. I doncs
necessariament dg(A, B) = dg(A’, B'). T preserva la distancia euclidiana entre tots
els punts: és una isometria euclidiana. S’observa un esquema d’aquest raonament a
la Figura [1.5] on es proposen els dos casos possibles: a vertical i b horitzontal, o bé
a horitzontal i b vertical.

b
p B
2 -
A g
—o P
a

Figura 1.5: Esquema de la demostracié

Concloem que les tniques isometries a R? que preserven la distancia del taxi son les
euclidianes mencionades anteriorment
Ens faltara comprovar que el grup generat per les isometries mencionades és efectivament
el producte semi-directe de D4 i T'(2).
Escrivim de manera analitica els elements del grup Dy i T'(2). Identifiquem els punts
(x,7) € R? amb punts (z,y,1) € R?, per poder representar les transformacions en la
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forma usual de matrius 3x3. Denotem R; la rotacio de 7;—3, S, les reflexions amb eix m, i
T)q les translacions.

100 0 -1 0 -1 0 0 0 10
Ry=I={010|Ri={1 0 0|R={0 -1 0|Rs=[-100
00 1 0 0 1 0 0 1 0 01

1 0 0 010 -1 .0 0 0 -1

Sty=y = [0 =1 0] Spy—y={1 0 0| Rpugy [ 0 1 0| Ry sy=| -1 0

0 1 001 0 0 0

Es evident que Dy NT(2) = I. No és complicat de demostrar que 7'(2) és normal del grup
G = D4T(2), perd no s’inclouen en el present treball els calculs.

O

1.4 La geometria hiperbolica

La geometria hiperbolica neix de la negacié del cinqué postulat d’Euclides, i doncs té com
a sistema axiomatic el compliment dels quatre primers postulats i una de les possibles
negacions del cinqué: "Podem afirmar que per un punt exterior a una recta passen més
d’una rectes paral-leles a la recta donada'.

Presentem a continuacié un model del pla hiperbolic: el semipla de Poincaré. En trac-
tarem les rectes, la longitud dels camins, i les isometries que el defineixen. Es proposara,
un cop presentats els elements amb que es treballa, una comprovacié de que I'axiomatica
que el defineix és justament la mencionada anteriorment.

S’escull la recta y=0 i es considera com a recta a 'infinit. L’espai que es tractara és el
semipla superior que queda determinat per aquesta:

H:= {(z,y) € R? | y > 0}

1.4.1 Introducci6é del Semipla de Poincaré

Es consideren com a punts del model, doncs, els punts del semipla superior, on no s’hi
inclouen els de la recta de I'infinit. Les rectes hiperboliques sén les semirectes verticals i les
semicircumferéncies centrades a la recta de I'infinit. Es interessant notar que les semirectes
verticals es poden sovint considerar com a semicircumferéncies centrades a l'infinit que
tenen radi infinit. Utilitzem la notacié donada a |7, Capitol 2.1.], per descriure les rectes:

Definici6 1.4.1. Les rectes a H son de dos tipus:

< tipus I: oL = {(z,y) e Hlz =a}, a€eR

- tipus II: Ly, = {(z,y) € H|(x —c)? +y?> =72}, e,r€Rir e (0,00)
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Figura 1.6: Rectes del pla hiperbolic al model del semipla de Poincaré

A més, hi ha una notacié especifica per les rectes en aquest model. Sigui P = (a,b) € H,

es diu que dues rectes [ i Iy son:
- secants: siliNls=P,onb#0
- divergents (o ultraparalel-les): sily Ny =0

- paralel-les (o asimptotiques): si iy Nly = P,onb=0

AN A

(a) Rectes secants (b) Rectes divergents (c) Rectes paral-leles

Figura 1.7: Tipus de rectes al semipla de Poincaré

S’introdueix també, com resultat sorprenent i de possible interés per la unitat didactica,
D’altra banda, no es manté el concepte de recta respecte del model euclidia, pero si que

s’hi mantindra el d’angle.

Definicié 1.4.2. Siguin U,V oberts d'R", la funcié f : U — V es diu transformacio

conforme si preserva angles

Al model del semipla de Poincaré considerem un producte escalar que indueix ’estruc-
tura métrica, perd que varia de manera continua quan ens movem pels punts d’'H:

(dx)* + (dy)?

2 __
ds® = "

La primera forma fonamental sera de la forma:

L0 1 /10
B T -
L) (0 1 Y2 (0 1>

Y
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Pel fet de ser una métrica amb forma fonamental un multiple de la forma fonamental de
la euclidiana, hi és conformement equivalent.

Tindrem doncs que, al semipla de Poincaré podrem estudiar els angles de la mateixa
manera que al pla euclidia.

1.4.2 Longitud d’una corba

Definicié 1.4.3. Un cami d’a a b és una aplicacié diferencialble «y : [0,1] — H, tal que
1(0) = aiy(1) =b

Definicié 1.4.4. La longitud d’una corba v : [0,1] — H, entre dos punts to,t1 € [0,1]
es defineix com:

t1
wwmmmz/nwww

to

Aleshores, en el nostre cas tindrem,

4 1 ¢
www=¢@wywﬂm(ﬁ@: @WZW”G? i)@%)z

1 ‘ 2 ¢ 2
= m\/(rc (1) + (y' (1))

I doncs:

lOng(’Y;to,tl)I/l ! V()2 + (y(t))2dt (1.4.1)

to m
Notacio 3. Denotem L(vy) = long(~;0,1)

Definicié 1.4.5. La distancia entre dos punts a i b de H és

d(a,b) =inf{L(~y) | v és un cami entre a i b}

1.4.3 Geodésiques
Equacions generals de les geodésiques

v(t) = (z(t),y(t)) sera una geodésica si i nomeés si, compleix:
y" +Th(z)? + 205a"y + T3, (y)* =0 -

Busquem els simbols de Christoffel:

-1
<Fil FiZ r§2> _ <E F> < %Ef %Ey Fyl— ;Gx>

Al nostre cas:

1 -1 -2 1
Il Tl Th\ _ z Y 0 w 0 _(0 -5 O (1.4.3)
F2 F2 F2 - 0 1 _1=2 1-2] =11 0 _1 T
11 t12 129 22 P 27y y Y

Substituint els simbols de Christoffel trobats a a ’equacio tindrem que les
geodésiques compliran:
{ 2y = 2a'y'

Yy = (y)* — («)?

N|—
DO —
e

(1.4.4)
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Les dues geodésiques possibles del semipla Poincaré

Hem vist que hi ha dos tipus de rectes: les rectes son les semirectes verticals (tipus I) i
les semicircumferéncies centrades en 1’eix horitzontal (tipus II). Comprovem que aquestes
rectes son geodésiques. Per a aixo han de complir les equacions [T.4.4] vistes anteriorment.
Es important notar, que, per a que compleixin les equacions, hem d’escollir la parametrit-
zaci6é adequada.

RECTES DEL TIPUS I
Escollim la parametrizacio:

V(1) = (x(t), y(t)) = (0, yoe")
Es semirecta vertical, ja que té vector tangent: v(t)' = (0, yoe?), que és vector amb direccid
(0,1).
Comprovem que compleix les equacions vistes anteriorment (|1.4.4)):
2"y =0-yoe! =0=0-ype' = 22"y
y"y = yoe'yoe’ = yge* = (yoe')* — 0= (y')* — (')

Podem afirmar que les rectes del tipus I sén geodésiques

RECTES DEL TIPUS II
Amb la parametritzacio:
R
1(1) = (@(0) 9(0)) = (r0 + Rtanht, )
Es recta del tipus II, doncs compleix:

2
(z(t) — x0)? + y2(t) = ©2 + 2Rxg tanht + R*(tanht)? — 222 — 2zgRtanht + 23 + (CO]S%ht)Q =
5 ((sinh#)? + 1) 5 (sinh )2 4 (cosht)? — (sinht)?

= R =
(cosh t)? (cosh t)?

= R?

i per trobar-nos al semipla superior, (y(t) > 0), es tracta d’una semicircumferéncia.
Comprovem que compleix les equacions de les geodésiques

"y, — sinh(h) R _ R —Rsinht _ o1,/
ry = _2Rcosh3(m) cosht 2(Cosht)2 (cosskllri)2 =2ry
", o _ (tanh t)? 1 R _ p2 ( (tanht)? 1 _
vy = R( cosht (cosht)3> cosht — R ((cosht)2 o (cosht)4> -
2

_ tanh ¢\ 2 1 _ 2 2
- (_Rc?)ght) - (_R(cosht)2> - (y/) - (.I/)
Només existeixen els dos tipus de geodésiques citades

Donat un punt i el seu vector tangent, voldrem demostrar que la geodésica que passa per
aquest punt ha de ser una de les dues definides anteriorment. Donat un punt i el vector
inicial, pel teorema de Cauchy, el sistema només tindra una solucio, i doncs, només
hi ha una geodésica que passi per un punt i que tingui com a vector director el vector
tangent donat.

Sigui el punt p = (z0,%0), i el vector u = (uz, uy).
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- Si el vector u és multiple de el vector (0,1), és evident que hi ha una semirecta
vertical que passa per p amb vector director wu.

- Si, en canvi, el vector és de qualsevol altra forma, és facil veure que hi ha una
semicircumferéncia centrada en {y = 0} que passa per p i que, en p té a u com a
vector tangent. Per visualitzar aquest fet, he creat un Geogebra dinamic que permet,
donat un punt inicial i un vector director, trobar aquesta semicircumferéncia. Es
possible trobar-lo al segiient enllag: https://www.geogebra.org/m/wjdxw8hs

Atés, doncs, que hi ha una tnica geodeésica que es defineixi per un punt i un vector, i que
hem demostrat que, donat un punt i vector, podem trobar una de les dues geodésiques
que haviem definit, podem afirmar que només hi ha dos tipus de geodésiques, i sén les
estudiades: les semirectes verticals i les semicircumferéncies centrades en 1’eix d’abscisses.

La longitud d’una corba entre dos punts és minima si la corba és una geodésica

La longitud d’una geodésica entre dos dels seus punts ha de ser minima per definici6.
Vegem que les geodésiques del semipla de Poincaré compleixen aquest fet. Sigui v(t) =
(z(t),y(t)) un cami de a fins a b

t1 1 4 ‘ tli ‘ B t1 y/(t) B y(t1)
[ Ve G > [y mra = [ = g (405)

(t) to y(t) y(to)

Notem que, ja que ens trobem en H, podem afirmar que y(t) # 0, i doncs el logaritme
esta ben definit. Ara, per definicié de longitud vista a[l.4.Tjquan « entre a i b és del tipus
I:

t1

long(a;to, t1) = y(lt)\/ (y“(t))2dt = log (y(t1)> (1.4.5)

to y(to)

Tenim doncs, que quan els dos punts estudiats a i b tenen la mateixa component x, la
semirecta vertical que passa per aquests és la corba que minimitza longitud.

Ara, voldriem estudiar si, quan a i b no estan alineats verticalment, la recta del tipus
IT que passa per aquests punts també és la corba minimitzadora de longitud.

Primerament s’hauria de demostrar que entre dos punts qualssevol de H hi ha una
semicircumferéncia centrada en {y = 0} que passa per aquests dos punts. Es pot veure
una representacié grafica d’aquest fet en el Geogebra dinamic segiient: https://www.
geogebra.org/m/gamykm9t. Ara, enlloc de calcular la longitud d’aquesta corba, podem,
alternativament, aplicar la isometria de la inversio, que definim a que portiaib a
punts d’una semirecta vertical. Aixi, ja que les isometries preserven distancies, podrem
afirmar que la longitud sobre aquesta semicircumferéncia sera minima.

Per concloure, resumim: donats dos punts qualssevol del semipla de Poincaré, podrem
trobar una geodésica que passa pels dos. Si aquesta geodésica és una semirecta vertical, la
longitud entre els dos punts sera la definida en [I.4.5] Si la geodésica és una semicircumfe-
réncia centrada en x(, una isometria anomenada inversio, podrem estudiar els punts sobre
una semirecta vertical, i doncs, calcular la longitud entre els punts amb la formula [[.45] .
Vist que la longitud es preserva per isometries, sera la mateixa sobre la semicircumferéncia
estudiada.


https://www.geogebra.org/m/wjdxw8hs
https://www.geogebra.org/m/gamykm9t
https://www.geogebra.org/m/gamykm9t
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1.4.4 Transformacions hiperboliques

Les transformacions hiperboliques que considerarem son:

Translacié paral-lela a la recta de l'infinit {y = 0}

Figura 1.8: Translaci6 paral-lela a {y=0}

Definici6 1.4.6. Una translacio al pla hiperbolic es defineixz com la translacid horit-
zontal en el cas euclidia: Tg : H — H amb Ts(z,y) = (x + s,y)

Teorema 1.4.7. T, és una isometria de H

Demostracio. Siguin a,b € H i sigui v(t) = (z(t),y(t)), amb ¢ € [0,1] un cami que els
uneix:

T;(v(t)) = ((t) +5,9(1))
i dones £T4(y) = (2/(t) + 0,y'(t)) = +/(t) i per tant:

1 ! /
L(Ts(’)’)):/o il (t)f(;; y (t))th:L(v)

Com que es preserva la longitud d’arc, es preserva la distancia, i doncs és una isometria.

O

G_

Figura 1.9: Dilatacio

Dilatacio

Definici6 1.4.8. Una dilatacio Ds: H — Hamb 6 > 0 és

D5($, y) = (&Ea 5y)

Teorema 1.4.9. Ds és una isometria de H
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Demostracio. Siguin a,b € H i sigui y(t) = (z(t), y(t)) un cami que els uneix:
Ds((t)) = (d(t), 0y(t))

i dones 4-Ds(y) = (62(t),0y'(t)) = 6'(t) i per tant:

1 ! 1/
L(Ds(v)) = /0 |%Z/(%)‘dt: /0 ‘Z/((tt))’dtzL(v)

Com que es preserva la longitud d’arc, es preserva la distancia, i doncs és una isometria.

O

Inversié Definim en primer lloc la inversi6 en general, sobre el pla euclidia, com es
presenta a |16], i n’exposem els resultats més importants.

Definici6 1.4.10. Sigui k una circumferéncia amb radi v i centre O, i sigui P un punt dife-

rent d’O, en definim I’ invers com el punt P’ de la semirecta OP tal que d(O, P)d(O, P") =
2

re.

Anomenarem a P’ Uinvers de P, 1 a O el centre de la inversid.
)

Aquesta transformacié sera una interpretacié de la reflexié respecte una recta, perd
al pla hiperbolic. La construccié de I'invers P’ d’'un punt P extern a la circumferéncia
es fa trobant la tangent a k que passa per A. S’anomena B el punt on és secant a la
circumferéncia k, i es troba la perpendicular a OP que passa per B. El punt on aquesta
perpendicular talla amb OP, sera l'invers de P, com es pot obervar a la Figura [1.10
Quan el punt és interior a la circumferéncia, la construccié és la mateixa perd en lordre
contrari: es troba la perpendicular a OP, i s’escull qualsevol dels dos punts on talla amb
k, denotant-lo per B. Es troba a continuacié la tangent a k que passa per B, i el punt on
talli la recta OP sera P’.

Aixo evidencia que si P és I'invers de P’, aleshores P’ ho és de P, respecte de la mateixa
circumferéncia k. Els punts de la circumferéncia £ séon invariants respecte de la inversié

Figura 1.10: Inversié d'un punt P de l'interior d’una circumferéncia k
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Teorema 1.4.11. La inversio transforma rectes que mo passen pel centre d’inversid en
circumferéncies que si passen pel centre d’inversio

Demostracid. La donem per construccio.

Siguin A, B dos punts d’una recta que no passa pel centre d’inversi6 O, voldrem veure
que A" i B’ els inversos d’ A i B respectivament es troben sobre una circumferéncia que si
que hi passa.

Donats A i B d’una recta r que no talla la circumferéncia k, trobem els seus inversos
respecte de la cirumferéncia k amb centre d’inversio O.

Definim la circumferéncia ¢ com la que passa per A i O i tal que el seu centre es tro-
ba sobre el segment OA. Volem veure que B’ és un punt de ¢q. Els triangles AOAB i
AOA'B’ son semblants (LAOB = £A'OB') i §4 = 98 i dones ZOAB = LOB'A’ i
/OBA = ZOA'B'. Aixi doncs, podem afirmar que ZOB’'A’ és recte, ja que ZOAB ho és
per construcci6. Aixi doncs, B’ € q.

Es pot trobar la construccio segiient al GeoGebra: https://www.geogebra.org/m/bmxswrvv
O

Es compleix també el reciproc del Teorema [1.4.11

Teorema 1.4.12. La inversid transforma circumferéncies que passen pel centre de la
1nversio per rectes que mo hi passen

Demostracid. Siguin A, B dos punts d’una circumferéncia que passa pel centre de la
inversi6 (A, B # O), voldrem veure que A’ i B’ els inversos d” A i B respectivament
defineixen una recta que no passa per O.

Es troben A’ i B’. La recta que els uneix passara per O si i només si, OA = OB, és a
dir si i només si O, A i B estiguessin alineats. Aix0 contradiria el fet que sén tres punts
d’una mateixa circumferéncia.

O

Teorema 1.4.13. La inversid deixa invariant les magnituds dels angles

Demostracio. Siguin a i v dues corbes que es tallen en A. Siguin o/, v/ i A’ els seus
respectius inversos respecte una circumferéncia k. Utilitzant la Proposicio 3.1. de |16,
pagina 25|, Pangle entre la tangent a o en A i el segment AA’| i I'angle entre la tangent
en o’ en A’ i el segment AA’ son el mateix.

Analogament, angle entre la tangent a v en A i el segment AA’, i 'angle entre la tangent
en v en A’ iel segment AA’ també han de ser el mateix.

Aixi podem deduir que I'angle entre les tangents a « i v en A és el mateix que entre o’ i
~ en A’ O

Definida ara la inversio, ens interessa, al pla hiperbolic, el cas en que la circumferéncia
esta centrada a un punt O € {y = 0}. Aixi podem, escollint un sistema de coordenades
on O és l'origen, definir la reflexié6 com una isometria més general. Composant la reflexi
amb la translacié per obtenir un O" qualsevol sobre {y = 0} i amb la dilatacié per passar
de radi 1 a un radi R qualsevol; obtindrem la inversio.

Definici6 1.4.14. Una inversid és una aplicacié R: H — H tq R(z,y) = (%erg, z2yTy2)

Teorema 1.4.15. La reflexio és una isometria


https://www.geogebra.org/m/bmxswrvv
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Demostracid. De la mateixa manera que anteriorment, volem provar que la longitud arc
es manté per aquesta transformacio. Seguim la idea proposada a |17], de fer un canvi de
coordenades per simplificar la comprovacio:

Sigui y(t) = (r(t)cos(0(t)),r(t)sin(0(t))), tindrem que:

/ V(' (t)cos(0(t)) + r(t)(—sin(0(1))))? + (r
r(t)sin(6(t))

"(t)sin(0(t)) + r(t)cos(@(t)))2dt

/ Al + Pt
sin(0(t))
A més
R(v(t)) = ( r(t)cos(0(t)) r(t)sin(6(t)) )= (cos(ﬁ(t)) sz’n(&(t)))
= r2(t)(cos?(t) + sin2(t))’ r2(t)(cos?(t) + sin2(t))”  * r(t) = r(t)
Aixi: .
- [ RO Y
Tlt) sin 0(t)
NGGEETIGL
/ t)sin0(t) dt
Podem afirmar doncs que la longltud d’arc es manté per reflexio, i doncs que aquesta és
una isometria. U

1.4.5 Els cinc postulats al semipla de Poincaré

Analitzem els postulats d’Euclides. Els reescriurem, pero, en notacié actual, per fer-los
més entenibles. Els primers quatre es compleixen al semipla de Poincaré. Aixo té sentit
en tant que justament la geometria hiperbolica busca només negar el cinqué. El fet que es
compleixin es deriven del fet que la geometria hiperbolica al semipla de Poincaré és confor-
mememnt equivalent a la métrica euclidiana. Presentem, de totes maneres, construccions
de regla i compas possibles per veure que efectivament es compleixen, com Euclides mateix
hauria pogut demostrar-ho.

Postulat 1. Donats dos punts existeix una unica recta que els conté

Hem demostrat que les geodésiques existeixen i sén les rectes del tipus I i II. La ge-

odésica és sempre la recta de minima longitud que uneix dos punts, i per tant el primer
postulat es compleix necessariament, sent aquesta recta la geodésica corresponent.
Alternativament podriem veure una manera constructiva de demostrar-ho: Anomenem els
punts del pla hiperbolic A i B, i r la recta buscada. Si A i B es troben sobre una recta
euclidiana vertical, aleshores la recta hiperbolica que passa per A i B és del tipus I, que
existeix perqué existeix la respectiva recta euclidiana.
En cas contrari, haurem de veure que existeix una recta hiperbolica del tipus II que els con-
té. La construccié d’aquesta es fa trobant la recta perpendicular al segment AB que passa
pel punt mig d’aquest. Sent C' el punt on aquesta recta talla la recta de 'infinit, aquest
sera el centre de la recta buscada, i el radi sera la distancia de A a C, que coincidira amb
la de A a B. Sabem que C existeix perqué I'tnic cas en que la recta perpendicular a AB no
tallaria la recta de l'infinit seria aquell en que hi fos paral-lela, perd doncs ens trobariem
amb que A i B estan alineats verticalment, cas que ja hem tractat. Aquesta construccio
es pot apreciar al GeoGebra segiient: https://www.geogebra.org/m/p5vbz48cl


https://www.geogebra.org/m/p5vbz48c
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Postulat 2. Es pot prolongar qualsevol recta indefinidament

Es deriva de la continuitat de les rectes: donats dos punts A i B sobre una de les
rectes euclidianes, per continuitat, sempre existird com a minim un punt C tal que B es
troba entre A i B. Aixi, la prolongacié d’una recta sempre és possible, per molt que ens
apropem a linfinit (ja sigui a l'infinit que es considera a la geometria euclidiana, com la
recta de l'infinit del model).

Postulat 3. Donat un punt i una distancia, podem tragar una circumferéencia de centre
el punt 1 radi la distancia.

Les circumferéncies hiperboliques seran com les euclidianes Siguin P i R el punt i el
radi donats. Tracem la recta r de tipus I que passa per P, i escollim, sobre aquesta, un
punt a distancia R de P, que anomenarem A. Volem trobar un B un altre punt a distancia
R de P. Per a fer-ho, considerem el punt d’intereseccié de r i la recta de l'infinit: M.

Construim B per tal que dy(ff%) _ zﬁgﬁjﬂl\;f[;.

Si agafem una dilaci6 amb § = gﬁ(i?\%? tindrem que Ds(A) = P i Ds(P) = B. Podem

afirmar que P és el centre (hiperbolic) del segment AB.

Voldrem comprovar que la circumferéncia hiperbolica que busquem és la circumferéncia
euclidiana ¢ de centre O el punt mig (euclidia) del segment AB. Haurem de provar, doncs,
que tots els punts de g esta a la mateixa distancia hiperbolica de A. Ho farem provant que
els punts diametralment oposats d’aquesta circumferéncia es poden transformar en A i B
per mitja d’una transformaci6é hiperbolica.

Aix0 requereix d’alguns calculs que no es detallen, perod es troba un punt P; tq és 'invers
de P respecte de la circumferéncia g. Tragant una circumferéncia k que passa per P i
P) i que té centre sobre la recta de l'infinit, anomenem C' i D els punts de tall de les
circumferéncies ¢ i k. Tragant la circumferéncia de radi dy(E, P), centrada a FE, , que
anomenem o, ens servird per fer la inversié que ens portara CP a AP, i DP a BP. Pel
fet de ser ortogonals les dues circumferéncies, seran invariants 'una respecte la inversio
de l'altra, en particular, ¢ és invariant respecte de o. k perd no ho és, de fet es transforma
en la recta que passa per P 1 P;. Aix0d és conseqiiéncia del Teorema [1.4.12]1 del fet que
P i P so6n fixos per la inversio, per ser de la circumferéncia k. C és de ¢ i k, on ¢ és
invariant per la inversié en o, i per tant C s’ha de transformar en un punt de ¢, que a
més ha de pertaner a la recta que per inversio es transforma en k. Aquest punt ha de ser
necessariament A. Analogament, D es transforma en B. Aixi, pel fet de ser P un punt
fix, PC es transforma en PA i PD en PB. ¢ és doncs circumferéncia hiperbolica, com
voliem demostrar.

Postulat 4. Tots els angles rectes son iguals

Hem comentat que la métrica hiperbolica del semipla de Poincaré és conformement
equivalent a la métrica euclidiana, i doncs s’hi mesuren els angles com a la euclidiana.
Aixi, sent aquest postulat cert per la mesura d’angles euclidiana , també ho és per la
mesura d’angles del semipla de Poincaré.

Postulat 5 hiperbolic. Donada una recta i un punt extern a aquesta, pel punt passen
almenys dues rectes que no tallen la recta donada

Per la definici6é de recta paral-lela al semipla de Poincaré, dues rectes seran paral-leles
si es tallen a un punt de 'infinit. Analitzem els dos tipus de recta que ens podem trobar:
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- Donada una recta del tipus I: ,L, i un punt exterior P = (b, c), podem escollir by,
recta del tipus I que passa per P. L i L seran paral-leles perqué es tallen a I'infinit
en tant que punt amb component vertical infinita. S’escull 4L,, on r = Va2 + b? i
d=a+rsia<bobéd=a—r, en cas contrari. Aquesta sera una recta del tipus
IT que passa per P i que talla {y=0} al punt (a,0). Pel fet de tallar ay, a la recta de
I'infinit, sera paral-lela a ay,.

- Donada una recta del tipus II ar, i un punt exterior P = (b, ¢), podem escollir dues
rectes del tipus II que passen per P i tals que una d’elles talla ay, al punt (a —r,0)
i altra al punt (a 4+ 7,0). Aquestes dues rectes seran paral-leles a la recta donada
ja que la tallen a un punt de I'infinit.

Podem observar aquests dos casos a la Figura[l.11

B

(a) Respecte una recta ar, (b) Respecte una recta arr

Figura 1.11: Cinqué postulat

Conclusions del capitol

En aquest capitol ens hem familiaritzat amb el semipla de Poincaré, model de la geometria
hiperbolica, i amb la geometria del taxi continua i discreta en dues dimensions. Hem notat
que aquests models de geometries apareixen a partir de la segona meitat del s.XIX, i no
és casualitat. Aquesta época, posterior a la de la revolucié industrial, va ser una de grans
descobriments, també en molts altres ambits fora del matematic.

Un cop assentat el coneixement de les geometries mencionades, tindrem les eines ne-
cessaries per poder pensar com adaptar els coneixements per crear una proposta didactica
profitosa.



“Aprendre és tant perdre idees antigues com adquirir-ne
de noves”

Daniel Hameline

Estudi didactic

2.1 Fonaments didactics

Per poder presentar una bona activitat no és suficient amb conéixer bé el contingut ma-
tematic que es presentara. Una recerca prévia sobre métodes didactics és basilar per a
poder proposar un projecte que resulti interessant a l’alumnat.

Per aquesta ra6, a continuacié es presenta no només una explicacié detallada de les
raons que han portat a escollir el tema treballat, sind6 també un estudi de la teoria di-
dactica triada com a base per la construccié de les sessions. A més, s’introdueixen els
continguts i vessants matematiques especifiques de I'assignatura de primer de batxillerat
de Matematiques presentades al curriculum del Departament d’Educaci6 de la Generalitat
de Catalunya |11|, per tal de poder adaptar al public desitjat les activitats que es volen
proposar.

2.1.1 Didactica no euclidiana

Perqué geometria? Com s’afirma a [3]:

La intuicié geométrica, derivada de la nostra experiéncia del mén, és un avan-
tatge invaluable a la geometria, pero aquesta intuicié ha de ser degudament
amanida amb deduccié formal, si es vol que el resultat siguin les matematiques

La geometria sintética és un molt bon camp per aprendre a raonar, pero s’ha basat massa
en el comput. A [3], Pautor fa una distincié entre la geometria analitica i la sintética:
la sintética ensenya a raonar, ’analitica té un raonament que és primariament compu-
tacional. Es per aquesta raé que la segona complementa i amplia la primera, perd tot
i ser basilar, no és optima per ensenya a raonar. Es ttil, quan I'alumnat ja té una ma-
duresa matematica i habilitat computacional per poder apreciar-ne l'interés, perd hauria
d’introduir-se posteriorment. Coincidint en la reflexié de Buck, la proposta didactica es
centra en la geometria sintética, I’ambit on més apropiat és ensenyar a raonar per la
confrontacié directa que hi apareix entre la intuici6 i la deduccié matematica.

30
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La geometria no euclidiana A linstitut, a 'assignatura de matematiques hi ha una
equivaléncia no explicitada entre geometria i geometria euclidiana. La geometria no eucli-
diana, si es tracta, és sovint des d’un punt de vista anecdotic; anomenant un parell de noms
importants en la historia de la seva aparicié, pero sense posar émfasi en les diferéncies que
existeixen entre les geometries i en el fet que n’existeixin més d’una.

Es fa patent, aquesta confrontacid, sobretot amb la geometria hiperbolica, ja que es
presenta com quelcom que ens fa qiiestionar qué és realment la intuicié, i qué, en canvi,
els coneixements ensenyats que s’assumeixen com a intuitius, per haver-los deixat de
questionar. Tot i que aquesta proposta didactica només pugui donar un tast del que
vol dir apropar als alumnes la geometria hiperbolica, el seu objectiu és més aviat veure
I'interés de fer-ho. La importancia d’aquest fet no resideix en els conceptes concrets que
s’hi aprendran, sin6 en el canvi de mentalitat que es genera en qiiestionar quelcom que els
alumnes accepten com a cert i inic. En general, quan es presenta la geometria euclidiana,
s’assumeix que és la geometria, i no es presenta com una interpretacié de l'espai fisic
concreta, 1 que, per conseglient en poden existir d’altres.

El salt a la geometria hiperbolica és prou significatiu, i doncs es presenta la geome-
tria del Taxi com a pont entre geometria euclidiana i hiperbolica. En efecte, aquesta
reuneix les caracteristiques d’una geometria no euclidiana, pero a diferéncia de la hiper-
bolica, és propera a ’alumnat per la seva aplicacioé practica. Permetra, doncs, qiiestionar
alguns conceptes sense pero arribar a ’abstraccié que requereix 'estudi de la geometria
hiperbolica.

Com defensa Krause a [6], la geometria no euclidiana escollida per tractar a l'aula
hauria de complir les segiients propietats:

1. ser propera a la geometria euclidiana en la seva estructura axiomatica
2. tenir aplicacions significatives

3. ser entenible per qualsevol persona que hagi fet un curs introductori de geometria
euclidiana

La geometria hiperbolica, compleix les dues primeres propietats: 'estructura axioma-
tica i la seva semblanca amb la de I'euclidiana ha estat estudiada a I’Apartat a més,
les seves aplicacions a la fisica sén molt reconegudes. Presenta, pero, dificultats de com-
prensioé si no es presenta de manera clara. La geometria del taxi, en canvi, compleix les
primeres dues propietats, sent propera axiomaticament a ’euclidiana (com vist a I’ Apartat
i tenint aplicacions a problemes referents a la geometria de les ciutats. Es, a més,
simple de comprendre per qualsevol persona amb nocions basiques de geometria euclidi-
ana, i especialment per persones acostumades a moure’s per barris com el de ’Eixample
de Barcelona.

2.1.2 Teoria didactica

Se seguira la teoria didactica que defensa l'existéncia de tres concepcions de l'aprenen-
tatge de nous coneixements. Aquestes son la concepcid transmissiva (o del cap buit), la
behaviorista i la socio-constructivista.

La concepci6 transmissiva El principi del que es parteix és que ’alumnat no sap res
sobre el coneixement que es planteja. Serd la persona docent qui presentara el coneixe-
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ment i alumne Pescoltara. Es una concepcié que permet eficiéncia de temps i arribar a
un nombre elevat d’alumnes facilment.

La problematica que pot presentar és el fet d’adquirir coneixement amb llacunes, només
centrat en el tema concret plantejat. Es perd doncs el sentit general i, sobretot, la di-
mensié d’aprendre a raonar matematicament. Tota la dimensié Aprendre a aprendre, del
curriculum de batxillerat [11], de fet, hi és molt deficient.

La concepcidé behaviorista Es parteix del principi que no es pot accedir a les estruc-
tures mentals de I'individu i doncs I'objecte de I'estudi del docent han de ser els comporta-
ments observables. La pedagogia s’estructura per objectius, fixats per la persona docent,
i pot ser descomposat en sub-objectius. Es gufa 'alumnat i els errors s’intenten evitar.

Estructura cognitiva
i afectiva final

Estructura cognitiva
i afectiva inicial

Figura 2.1: Esquema del coneixement a la concepcié behaviorista

Aquest model és eficag per adquirir automatismes i potencia el sentiment de succés de

I’alumne, no incidint massa en els errors, perd proporcionant una sensacié d’autonomia
major que en la concepcid transmissiva.
En contrapartida, pot ser que I’alumnat no vegi massa clarament la ra6 del que fa, i només
es fixi en els passos per arribar a ’estat final, perdent de vista el sentit general. Saber fer
cada un dels passos, a més, no garanteix saber resoldre ’objectiu final. La manca d’errors
fa que quan es deixi de guiar ’alumne, potser aquest no sapiga quin és el segiient pas.

La concepcid socio-constructivista Es concep que 'aprenentatge passa per una rup-
tura: substituir una concepci6 antiga amb una de nova passant per una fase on es posa en
dubte la concepcid anterior. Aixi el que se sabia és alhora un recolzament i un impediment
al nou coneixement. A diferéncia de la concepci6 transmissiva, la socio-constructivista mai
considera la ment de 'alumne com a "buida"siné que justament se serveix dels coneixe-
ments anteriors per crear les situacions desitjades. L’error és una eina important, utilitzada
per la persona docent per a que ’alumnat arribi a conclusions propies.

Es interessant sobretot pel fet de donar un sentit a I’aprenentatge i prendre en consi-
deraci6 les concepcions dels alumnes.
El problema és sobretot de limitacié de temps i del gran nombre d’estudiants que sol tenir
una classe. A més, tot i que el coneixement segueixi l'esquema presentat a la Figura [2.2]
i per tant el resultat final es trobi en una posici6 "més alta", la desestabilitzacié de les
concepcions que 'alumne déna com a certes pot crear complicacions.
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Estructura cognitiva
i afectiva final

Desequilibri inicial

/%

Deconstruccié cognitiva i
desastibilitzacié afectiva

Estructura cognitiva
i afectiva inicial

Reconstruccié cognitiva i
re-estabilitzaci6 afectiva

Figura 2.2: Esquema del coneixement a la concepcié socio-constructivista adaptat a partir
del proposat a [8]

Com escollir la millor concepcié per a cada activitat De les descripcions anteri-
ors se’'n poden extreure conclusions sobre quina concepci6 és millor en cada situacié. En
general les dues iltimes opcions semblen les més interessants, perd es poden combinar
les tres en una mateixa sessié. L’interés es centra sobretot en la concepcié general de la
transmissié de conceptes, on s’intentara seguir la socio-constructivista, perd en situaci-
ons concretes es decidira utilitzar unes actituds més behavioristes o transmissives. Per
clarificar quina concepcié volem usar en cada cas, podem fer-nos les preguntes segiients:

Quin és el rol de 'alumne?

Concepci6 transmissora: ’alumne escolta i/o escriu el que se li dicta.

Concepcié behaviorista: 'alumne respon a preguntes, omple taules, etc.

Concepcié constructivista: és un rol actiu. Se li presenta un problema a resoldre,
que fara que es qiiestioni.

Quin és el rol de la persona docent?

Concepci6 transmissora: és qui li presenta el saber a ’alumne.

Concepcié behaviorista: prepara els exercicis, dona les definicions, i ajuda els alum-
nes, corregint si cal.

Concepcié constructivista: sera l’encarregada de supervisar i organitzar el treball,
perd no intervindra en principi, i en tot cas dirigira el debat

Com apareix “el saber” a la 1lig6?

Concepci6 transmissora: a través de les explicacions de la persona docent.
Concepcié behaviorista: apareix de manera natural a una situacio, és I'alumne qui
el descobreix.

Concepcid constructivista: apareix a través de 'alumnat, i té la motivacié de ser el
que resoldra el problema proposat. La persona docent només té el paper d’institu-
cionalitzar aquest saber.

Com es gestionen els errors? De quin tipus sén?

Concepcid transmissora: gairebé no hi ha error, o no s’hi dona massa importancia.
Concepcié behaviorista: 'error no és buscat. Es corregeix quan cal individualment,
pero els exercicis no estan redactats per a que apareguin errors.

Concepcié constructivista: els errors es planifiquen amb antelacid, es consideren
quelcom de formador, i que permetra avangar en ’aprenentatge.
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- Qui valida o valora la producci6 dels alumnes?
Concepci6 transmissora: és la persona docent qui valora la produccié de 'alumnat.
Concepcié behaviorista: és la persona docent qui valora la produccié de I'alumnat.
Concepci6 constructivista: és la situacié qui valida les respostes, quan el problema
s’aconsegueix resoldre.

2.1.3 Adaptaci6 al curriculum de batxillerat

Vessants matematiques Es citen a la pagina 257 de [11] les cinc vessants de l'activitat
matematica a tenir en compte:

- Resoldre problemes matematics.

- Comunicar-se matematicament.

- Raonar matematicament.

- Valorar la matematica i la seva construccio.

- Tenir confianca en la propia capacitat matematica.

S’ha encarat la proposta didactica per intentar maximitzar I’assoliment d’aquestes compe-
téncies. Es fa especial incidéncia en les comperéncies de raonament matematic, valoracié

de la matematica i la seva construccio, i en construir confianga en la propia capacitat
matematica (en més detall a I’Apartat [2.2.1])

Connexions amb altres matéries En referéncia a les connexions amb altres assigna-
tures, a |11] s’afirma el segiient:

Hi ha connexions molt evidents, per exemple, amb fisica o amb dibuix téc-
nic, perd cal tenir en compte qualsevol espai comt que puguem trobar amb
altres matéries, atés que ens poden proporcionar els entorns d’aprenentatge
propers i significatius que es necessiten per a l'activitat matematica de resolu-
ci6 de problemes, i les sinergies que es puguin generar impulsaran la millora de
I’aprenentatge tant de la matemaética com de l'altra matéria que ens forneixi
I’entorn d’aprenentatge.

S’ha donat, en la proposta didactica presentada, un émfasi alt en les possibles connexions
interdisciplinars que poden tenir les activitats. La proposta segueix linies de conceptes
que integrin el concepte STEAM (Science, Technology, Engineering, Arts and Maths), en
contraposici6 amb un enfocament STEM (Science, Technology, Engineering and Maths).
Aixi, es recalca sobretot la relacié que poden tenir les matematiques amb ambits menys
tipicaments proposats. Per aix0 s’introdueix 'artista M.C.Escher, o es presenten preguntes
relacionades amb la filosofia, que sempre ha estat intrinsecament relacionada amb les
matematiques, perd on aquesta relacid, curiosament, no és una que es presenti sovint a
laula.
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Continguts matematics Dels continguts de primer de batxillerat presentats a [12]
s’han tractat sobretot les arees d’aritmética i algebra, i de geometria. Concretament,
per laritmética i algebra, es tracta el concepte de progressions, introduint a la Primera
Sessio situacions simples de col-lecions ordenades de nombres (relacié entre nombre de
punts i radi a les circumferéncies de la geometria del taxi, per exemple). En referéncia a la
geometria, es tracten els llocs geométrics, les coniques, en ambdues activitats. A més, com
a processos desenvolupats durant el curs per mitja dels continguts, es donara prioritat a,
d’entre els proposats a [12], els segiients:

- La resoluci6 de problemes, entesa com un estil d’ensenyament i aprenentatge que fa-
cilita la construccié de coneixement matematic a partir de ’experimentacié, la cerca
de patrons i regularitats i la formulacié de resultats conjecturals.

- El raonament i la prova, que pren sentit quan I’alumne/a ha descobert la necessitat
de consolidar resultats préviament conjecturats, pel fet d’haver-ne descobert prévi-
ament d’erronis.

- La integraci6é de la cultura matematica en el procés d’ensenyament i aprenentatge,
entesa com una activitat que permet que ’alumnat conegui moments historics re-
llevants connectats amb els continguts que es desenvolupen en cada moment. Els
apartats epistemologics que es tractin no s’haurien de limitar a una exposicié pura-
ment anecdotica.

2.2 Proposta didactica

Les activitats proposades no formen part del curriculum de batxillerat. Es presenten,
en canvi, com un “tast” d’una tematica matematica que no té estricta relaci6 amb els
temes tractats per 'alumnat a 'aula. Per aix0 es proposa en horari extra curricular i
de presencialitat voluntaria. No requereix de bases prévies, és una activitat oberta a tot
lestudiantat de primer de batxillerat i que seria presentable a cursos inferiors (o com a
minim parts de la primera sessio), pel seu caracter teoric i reflexiu, més que d’aplicacio de
conceptes ja coneguts.

L’interés final d’aquesta proposta didactica és el del qiiestionament de les definicions
que es donen dels objectes matematics al que 'alumnat esta acostumat. Per a fer-ho, es
treballara amb objectes coneguts, perd amb canvis en les condicions generals de les geome-
tries usades: es tractaran rectes, circumferéncies, relacions entre objectes (paral-lelisme de
rectes, distancies minimes entre punts); pero es fara en la geometria del taxi i la geometria
hiperbolica.

2.2.1 Marc didactic

Es decideix seguir, com a meétode general, una concepcié del saber socio-constructivista
(tractada a I’Apartat 2.1.2)). En el cas estudiat, es creard un trencament en la concepcié
que Palumnat té de la geometria. Sent els conceptes que es tractaran de complexitat ele-
vada, perd, es proposa un acompanyament elevat en la creacié del nou coneixement. Es
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combinaran, aixi, les concepcions socio-constructivista i behaviorista, havent-hi poques ac-
tivitats concretes en que s’usara la concepci6 transmissiva. (veure Apartats i .
El marc general, pero, sera socio-constructivista. Aixi, a la primera sessioé s’acompanyara
I’alumnat cap al trencament, proposant situacions a la geometria del taxista que no com-
pleixen les propietats que l'alumnat espera. El punt de trencament més gran sera en la
presentaci6 de la geometria hiperbolica i en com s’hi defineix la métrica. A partir d’aquest
punt, esglaonadament, i a través de la resolucié d’exercicis mecanics s’aconseguira arribar
a conclusions generals i conceptuals. Veiem a continuacié (Figura la visualitzacio
d’aquest procés, en contraposicié amb els esquemes Figura [2.1]i Figura [2.2]

Estructura cognitiva
i afectiva final

Segon desequilibri

Desequilibri inicial

/%

Deconstruccié cognitiva i
desastibilitzacié afectiva

Estructura cognitiva
i afectiva inicial

Reconstruccié cognitiva i
re-estabilitzacié afectiva

Figura 2.3: Esquema del coneixement proposat per al cas concret estudiat

En referéncia a les vessants de 'activitat matematica tractades, s’incidira especialment
en la valoracié de la matematica i la seva construccio. Es per aquesta rad que es proposa
una contextualitzacié historica forta dels conceptes estudiats, i es decideix tenir com a
objectiu final la "demostracié"d'un resultat que va canviar la historia matematica dras-
ticament. Es busca recalcar aquest triomf per 'alumne, per potenciar la vessant de la
confianca en la propia capacitat matemaéatica. Aquesta pot haver disminuit molt a l’inici
de la segona sessio, i és per aquest motiu que es busca que 'alumnat acabi en un punt
més alt no només de coneixement matematic, sind també de seguretat en les seves capa-
citats. Aquestes vessants es tractaran a través del raonament matematic, utilitzant eines
proposades a la llicé per poder arribar a conclusions.

2.2.2 Analisi prévia de la proposta

L’eéxit d’'una activitat depen de diferents factors. A [4], 'autor recorda que un factor, tot
i que evident, és la classe davant la qual ens trobem. S’haura de fer un esforg per posar el
focus en preguntar-nos si els factors que han fet que 'activitat seguis uns camins diferents
dels que proposavem com a estandards estan només relacionats amb els alumnes que ens
hem trobat o tenen més a veure amb el plantejament que hem proposat. Sempre estaran
relacionats amb les persones amb qui treballem, pero sera important fer una distincié entre
les persones individuals que hi ha a l'aula, i el concepte de classe.

En el cas especific de les sessions proposades, el grup classe és molt concret. Som
alumnes de primer de batxillerat cientific que han decidit participar a una activitat no-
obligatoria en horari no-lectiu. L’activitat ha sigut adaptada segons els comentaris dels
seus docents sobre els temes que havien sigut tractats, per tant les facilitats o dificultats
que poguem trobar-nos seran sobretot de caracter individual de cadascuna de les alumnes.



CAPITOL 2. ESTUDI DIDACTIC 37

Un factor que en 'actualitat és evident, perd que no ho hagués sigut fins al febrer
del 2020 és 'adaptabilitat de 'activitat a la situaci6 sanitaria actual. Aquestes activitats
s’han portat a terme a inicis de maig de 2021, i és per aix0d que han sigut adaptades a un
format virtual.

Aixi és que per poder adaptar les idees a tractar, es plantegen una série de preguntes:

1. Quins soén els continguts necessaris per a poder dur a termini ’activitat?
2. Quines son les dificultats previsibles dels alumnes?

3. Quines son les variables didactiques en aquesta activitat? Les variables didactiques
son els elements de la situacié que la persona docent pot variar, i la modificacié de
les quals comportara un canvi en el procediment dels alumnes

4. Com podem adaptar 'activitat per a que es pugui portar a terme en les condicions
actuals?

A la primera sessié Els continguts a conéixer préviament sén pocs. Es tractaran els
temes de lloc geométric d’algunes coniques, i s’introduira 1'as de successions pero sense
explicitar-ne formules o raonaments especifics. Es per aquesta rad que activitat podria
ser portada a cursos inferiors, només necessitant d’explicar qué és una el-lipse. Aquest
concepte, perod, no s’utilitza a la sessié de manera extremament formal, i doncs seria facil
d’introduir, podent utilitzar el métode del jardiner per esclarir-ho de manera grafica.

No es preveuen especials dificultats de part de 'alumnat a nivell de resolucié dels
exercicis concrets. Kl que es pot preveure és una falta de visio general del perqué de
l'activitat. Es per aixd que es recomana recalcar l'interés de distanciar les definicions
d’objectes matematics i la representacié mental que en solen fer. A més, es preveu que
I'altim problema presentat, on s’espera que es porti a la practica els exercicis que s’han
fet anteriorment porti algun que altre problema, o que probablement es resolgui amb un
métode de prova-error més que utilitzant els llocs geométrics que s’han presentat.

Una variable didactica clara a modificar seria el fet d’utilitzar o bé nombres més grans o
bé punts generals (per exemple P = (a,b)) enlloc de nombres, per forgar la generalitzacio
dels raonaments. Tal com es presenten els exercicis, sén resolubles a forca d’aplicar un
métode de prova-error, sent els nombres petits. De totes maneres, es proposa aquesta versio
per potenciar el sentiment de triomf en I'alumnat, sent la segona sessié previsiblement
més complicada d’entendre per parts dels alumnes, per ser el model de quelcom de menys
identificable per ells. En funci6 dels resultats que s’estudiin a I’Apartat 2.2.0] es decidira
si recomanar variar aquesta variable didactica, perd de totes maneres en funci6 del grup,
aquest és un punt on es proposa que la persona docent decideixi fer variacions per modificar
el procediment que ’alumnat adoptara.

La sessi6 s’adapta facilment a les condicions sanitaries. De fet, esta dissenyada direc-
tament per a poder ser portada online (utilitzant una pissarra virtual), o bé fins i tot de
manera asincrona. Per aixo la Fitxa de ’alumne annexada () s’ha dissenyat de manera
pautada, per poder ser resolta sense la necessitat d’una persona docent. Evidentment,
sempre que la situacié ho permeti, es recomana fortament que aquesta hi sigui, perd degut
als requeriments concrets de les estudiants, s’ha preparat per si no s’hagués pogut portar
a terme sincronament. Finalment, per a la primera sessi6 si ha estat possible.
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A la segona sessi6 Els continguts prévis requerits sé6n menys que a la primera. De
fet només és necessari saber les definicions de cercle com a lloc geométric, i de rectes
paral-leles. Aix0 és perqué es posara molta incidéncia en separar aquestes definicions de
les propietats que se li associen directament. A més, tot i que continguts com a tal siguin
pocs, la dificultat rau en la capacitat d’abstraccio. Es aquesta la que s’exercitara, i posara
de manifest, i per tant és necessari estar acostumat al pas a ’abstraccio, o tenir-hi una
bona predisposicio, ja que en cas contrari podra ser una sessio frustrant.

Es preveu que les dificultats es presentin sobretot en forma d’incomprensié general de
la direcci6 presa o dels conceptes presentats. La persona docent haura, doncs, de tenir un
paper molt actiu en el reforgament positiu de ’alumnat, i de seguiment de I'activitat.

Una variable didactica podria ser el model escollit, sent el disc de Poincaré potser més
natural per una part de I’alumnat.

De la mateixa manera que la primera, aquesta sessi6 esta dissenyada expressament per
adaptar-se a les condicions sanitaries del moment. La Fitxa de ’alumne annexada () s’ha
creat de manera que la sessié pugui ser duta a terme de manera asincrona. FEn el cas
concret de la segona sessid, perd, no es recomana fer-ho en general, ja que en aquest cas
un acompanyament de la persona docent es considera gairebé indispensable. En casos
particulars, pero, a discrecié de la persona docent, es podra presentar com a sessio a fer
per Palumnat per grups des de casa. Es recomana, en aquest cas, una versioé simplificada
de I'activitat, on els passos estan completament pautats, i 'alumnat no té un paper tant
actiu, sin6 més aviat de comprensioé del que se li presenta. En aquest cas, perd s’hauria
de potenciar molta discussié per part de ’alumnat, per que el seu rol sigui més actiu.

2.2.3 Realitzacié de la proposta

En aquest cas concret, la proposta didactica s’ha presentat a les tres classes de primer de
Batxillerat cientific de I'Institut Jaume Balmes, de Barcelona. La proposta es planetjava
com dues sessions en dues setmanes consecutives, en horari extracurricular. La situacio
sanitaria actual, i de 'any anterior, ha generat un ambient poc propens a ’extracurricu-
laritat: en general hi ha una gran quantitat de temari a recuperar, que es va perdre ’any
passat degut a confinaments i circumstancies poc comunes. Els alumnes han de fer un
especial esfor¢ fora de 'aula per "posar-se al dia", i la participacié en activitats volun-
taries ha baixat respecte a anys anteriors. Per aquesta mateixa rad, perd, no es podien
presentar les sessions en horari de classe, ja que no hi havia temps a dedicar a activitats
que no fossin estrictament necessaries. Entenent la situacié tant de I’alumnat com del
professorat, que ha intentat incentivar la participacié tant bé com ha pogut, s’ha intentat
flexibilitzar al maxim els horaris proposats i donar facilitats per a que I’alumnat participés
de les sessions. Malgrat aixo, la participacié ha sigut menys nombrosa del que s’esperava.
Es per aquesta rad, també, que s’han presentat les dues sessions de manera que poguessin
ser resoltes asfncronament. La primera sessié s’ha acabat fent de manera virtual amb 5
alumnes motivades, pero la segona no ha estat possible dur-la a terme amb aquest mateix
alumnat. Es per aixo que s’ha decidit presentar les activitats a un altre grup de persones
amb un perfil semblant a les estudiants de primer de batxillerat: persones que han cursat
el batxillerat cientific fa alguns anys, i que no han tornat a estudiar matematiques des
d’aleshores. En aquest cas, s’han pogut presentar ambdues activitats de forma presencial.
Es comenta a I’Apartat [2.2.6] com aquest fet ha influit en el resultat de la dinamica de les
activitats.
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Les diferents activitats de cada sessié es presenten tant en la seva forma inicial com en
I'adaptacié que se n’ha hagut de fer per les circumstancies concretes.

Les dues sessions estan estructurades de manera que sén independents una de D’altra.
Aixo permet presentar-ne només una al grup classe, tot i que no és ideal, ja que la segona
activitat és on es posa més clarament en manifest el qiiestionament dels conceptes coneguts.
La primera sessié és molt ttil per crear una entrada en matéria gradual. Es per aixo que,
les activitats son independents perd es complementen, i doncs es recomana presentar
ambdues, i en 'ordre proposat.

2.2.4 Primera sessio

Aquesta sessié té com a objectiu apropar ’alumnat al concepte de geometries no eucli-
dianes. S’escull com a geometria introductoria la geometria del Taxi, que reuneix les
caracteristiques mencionades a I’Apartat

Cal remarcar que aquesta primera sessié té com a objectiu final la introduccié de
I'alumnat a conceptes que apareixeran a la segona sessié de manera més abstracta. Es per
aquesta rad que la dificultat intenta ser prou continguda. Aquesta decisié també ha estat
presa pel public al que es dirigeix 'activitat: el professorat de I'Institut Jaume Balmes
amb qui s’ha mantingut contacte ha recalcat 'interés en quelcom d’entenible, especialment
degut a la situaci6 en que es troben els alumnes.

L’activitat és doncs portable a cursos inferiors, de quart o fins i tot tercer d’E.S.O.
Per aquesta raé es recomana a la persona docent fer especial incidéncia en els conceptes
que es guien a continuacid, posant émfasi en els descobriments conceptuals més que en el
tractament de la geometria en si, ja que per si sola no té un alt interés, especialment al
nivell de primer de batxillerat.

ACTIVITAT 1: La geometria del taxi

La primera activitat és introductoria dels elements que usarem a la sessié. Es presenta la
funci6é de distancia entre punts a la geometria del taxi. Sent la del taxi una manera de
calcular la distancia a la que I’alumnat esta acostumat inconscientment, no s’haura de fer
especial émfasi en les propietats que té, ni fer masses exercicis d’apropament al seu ts.

Idealment Adaptaci6
Temporitzacié 5-10 min 5-10 min
Material Pissarra Pissarra virtual
Format Grup classe Grup classe

Objectius

- Familiaritzar-se amb la métrica que s’usara

- Assentar les bases per als conseqiients exercicis
- Esclarir la notacié

Descripcié de P’activitat
S’explicara a la pissarra (virtual o fisica) qué és la geometria del taxi. Es recomana
usar el simil, des del principi, amb els carrers de I’Eixample de Barcelona per facilitar la
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comprensio.

S’esclarira la notaci6 utilitzada, i es posara especial émfasi en el fet que la geometria del
taxi amb la que treballem és discreta.

Siguin P = (P, Py) i Q = (Qz, Qy) dos punts del pla, recordem que es definia la distancia
euclidiana com:

di(P.Q) = \[(Pr — Qu)> + (P, — Q)2

La distancia de Manhattan o del taxi, es defineix:

dT(PvQ):|Px_Qx‘+‘Py_Qy|

Figura 2.4: Graella de punts per calcular distancies del Taxi

Es fara algin exemple entre tot el grup classe per recalcar sobretot la no-unicitat dels
camins possibles. Aixi es proposaran dos punts P i QQ sobre una graella de punts com la
de la Figura (es recomana que estiguin a una distancia minima de 3) i es convidara a
I’alumnat a dir en veu alta camins que vegin entre els dos punts. Es comparara, doncs,
les distancies dels diferents camins que hagin sortit, per arribar a la conclusié que no hi
ha un Gnic cami minim.

ACTIVITAT 2: Exercicis a una ciutat ideal

En aquesta activitat es treballaran els conceptes de distancia minima entre punts. Per a
fer-ho més entenedor i remarcar-ne la utilitat practica, es presenten situacions reals, amb
noms de persones que volen optimitzar el temps que triguen en trobar-se.

Objectius
- Comparar la forma que sol tenir un objecte matematic conegut (mediatriu) amb la seva
forma a la geometria del taxi
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Idealment Adaptacié
Temporitzacio 10-15 min 10-15 min
Material Pissarra Pissarra virtual
Format Grup classe Grup classe

- Veure la utilitat en situacions de la vida cotidiana de 'alumnat que pot tenir la geometria
del taxi

Descripcié de l’activitat

Es presenten exericicis (veure la Fitxa de I’alumne a ’Annex ) de trobar punts de distan-
cia minima entre dos punts donats. Mitjancant prova i error, 'alumnat és guiat cap a
conclusions sobre el concepte de distancia minima entre dos punts, i raonament logic per
poder generalitzar les respostes donades. A la Figura[2.5] es presenten els resultats grafics
que s’haurien de trobar:

o<
@ - -
<
Q

(a) Cas 1 (b) Cas 2 (c) Cas 3

Figura 2.5: Conjunt de punts equidistants a dos punts donats, = iy

ACTIVITAT 3: Figures del pla

En aquesta activitat es recalca de manera més explicita la diferéncia entre la definicié d’un
lloc geomeétric (circumferéncia, el-lipse) i les propietats que se li associen com a intrinsiques.

Idealment Adaptacio
Temporitzacid 10 min 10 min
Material Pissarra Pissarra virtual
Format Grup classe Grup classe

Objectius

- Diferenciar la definicié d’un lloc geométric (que és general i independent de la geometria
utulitzada) i les propietats que depenen de la geometria en que es treballa

- Aprendre a reconéixer successions simples

Descripcié de l’activitat
Utilitzant la Fitxa de 'alumne (Annex ), la persona docent fara preguntes a l’alumnat
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per guiar la direccié de les conclusions, pero el seu paper serd molt poc intrusiu. Els
exercicis poden ser fets de manera individual, perd es recomana comentar-los en grup
classe, sobretot potenciant un ambient d’intercanvi del que cadascii ha pogur observar. Es
veuran les formes que prenen la circumferéncia i I'el-lipse si s’utilitza la geometria del Taxi
(Figura i es potenciara que 'alumnat aprengui a reconéixer patrons de successions
utilitzant el nombre de punts que es necessiten per a dibuixar les circumferéncies i les
el-lipses.

fx. f

of,

(a) Circumferéncia (b) Ellipse

Figura 2.6: Llocs geomeétrics a la geometria del Taxi

ACTIVITAT 4: Exercicis a I’Eixample de Barcelona

Aquesta ultima activitat serveix per reunir el que s’ha anat veient durant la sessio, i
aplicar-ho a un exemple concret, on I'alumnat veura l'aplicacié dels objectes que s’han
definit al llarg de la sessi6. Idealment els exercicis presentats es resoldran utilitzant les
circumferéncies, el-lipses i punts intermitjos que s’han estudiat anteriorment.

Idealment Adaptacié
Temporitzacid 15 min 5-10 min
Material Fitxa per a 'alumnat Fitxa per a 'alumnat
Format Grup classe Individual
Connexions Historia de Barcelona -
interdisciplinars
Objectius

- Visualitzar una aplicaci6 clara del que s’ha estudiat durant la sessid
- Us dels objectes descrits durant la sessio

Descripcié de P’activitat

Després d’un exercici introductori per remarcar que la distancia euclidiana entre dos punts
és menor que la del taxi quan els dos punts no estan alineats hortizontalment ni vertical,
es proposa un mapa de Barcelona extret de [18| sobre el que resoldre el problema segiient:
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Al districte de I’'Eixample, I’Albert i I’Adria volen mudar-se a un lloc que tingui
una escola (E) a una distancia maxima de 5 costats d’illa. A més, com que
I’Albert vol anar sovint a la piscina (P), i ’Adria al gimnas (G), han arribat
al compromis de que el pis que busquin no estigui a més de 6 costats d’illa de
cap d’aquests dos espais. L’ultim requeriment que tenen és que la distancia
que han de fer per anar a casa de la seva millor amiga, la Berta (B), sigui la
minima possible. A on haurien de viure per a que es complissin totes aquestes
condicions? Hi ha més d’una possibilitat?

La resolucio, idealment, es fara de la manera que es presenta a la Figura[2.7] S’hi marquen
en verd els punts que compleixen estar a maxim distancia 5 d’E. Ssi estan a distancia
exactament 5, el punt té l'interior pintat. Els punts que estan a distancia menor que 5
tenen només la frontera del punt pintada. Analogament en taronja per ’el-lipse delimitada
per P i G. Aleshores es compararan tots els punts que siguin verds i taronges, per ser els
que compleixen les dues condicions.

Figura 2.7: Resoluci6é del problema presentat

2.2.5 Segona sessio

La sessi6 té com a interés ltim el qgiiestionament del concepte de geometria, i, en general,
de conceptes assimilats com a evidents.

Es posa émfasi en trobar contraexemples de propietats assimilades com a evidents per
lalumnat (p.ex. "els angles d’un triangle sumen 180°"o "dues rectes paral-leles sempre
tenen la mateixa distancia entre tots els seus punts").

L’ordre de les activitats esta pensat per entrar de manera gradual en matéria. Sent
els conceptes tractats quelcom de nou per a 'alumnat, es prioritza la bona comprensio,
i per arribar-hi hi ha un intent de crear situacions en que ’alumnat senti que genera
el coneixement, i que arriba a conclusions importants. Aixo es fa patent en el fet de
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presentar el recorregut historic dels coneixements estudiats i aconseguint que l'alumnat
trobi el contraexemple buscat durant segles.

ACTIVITAT 1: Parlem de geometria

Aquesta activitat inicial esta pensada per crear un primer vincle amb 'alumnat, a través
de preguntes "facils", per fomentar la participaci6é. Aixi, en grups petits es genera un
espai segur i s’agafa confianca, responent a preguntes a les que tothom pot donar una
resposta. Les definicions proposades estan pensades per ser rellegides al final de la sessié
i comprovar si hi ha canvis en la concepcié de les nocions.

Idealment Adaptacié
Temporitzacio 15 min 10-15 min
Material Fitxa per a 'alumnat Fitxa per a 'alumnat
Format Grups petits Individual

Objectius

- generar participaci6é entre 'alumnat

- repassar conceptes basics que es tractaran durant la sessié

- posar en qiiestio la importancia de la definicié formal

- (per al professorat:) comprovar si és cert que l'alumnat equipara la geometria a la
geometria euclidiana

Descripcié de P’activitat

IDEALMENT: En grups de tres o quatre alumnes es responen les preguntes adjuntes a la
Fitxa per a 'alumnat. S’ha d’arribar a consens i escriure les respostes, a entregar al final
de la classe. En funcié del temps disponible també es pot tractar la pregunta opcional,
aconsellada per segon de batxillerat, on a I’assignatura de filosofia es tracta Plato.
ADAPTACIO: Individualment es responen les preguntes de la Fitxa per a ’alumnat.

ACTIVITAT 2: Apropament historic a la geometria hiperbolica

L’activitat proposada és opcional, perd permet apropar 'alumnat als conceptes tractats
durant la Sessi6é de manera organica. L’interés en concret d’usar explicacions historiques és
de veure com el pensament matematic evoluciona, i com segueix uns patrons que I’alumnat
pot interpretar com a logics i sensats. També ens serveix per a que es pugui observar
com alguns raonaments triguen segles en esdevenir conclusions, com aquestes poden ser
considerades certes i ser rebatudes posteriorment, i com, al mén del coneixement, tot i no
treballar explicitament "en grup", les nocions necessaries per a model-lar idees solen estar
assentades en ’analisi d’idees prévies, ja sigui ampliant-les o negant-les.

Objectius

- Contextualitzacio de I'aparici6 de les idees a tractar a continuacié

- Apropament a conceptes poc tangibles des de coneixements coneguts per 'alumnat (per
evitar un rebuig inicial a quelcom de massa abstracte)

- Entrada gradual en matéria, i de manera amena
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Idealment Adaptacié
Temporitzacio 15 min 10 min
Material Fitxa per a 'alumnat Fitxa per a 'alumnat
Format Grup classe (discussio Individual

posterior a la lectura)
Connexions Historia Historia
interdisciplinars

Descripci6 de P’activitat

Es llegeix el text adjunt a la Fitxa per a ’alumnat. En el cas de poder treballar en aula, es
llegeix i es comenta en grup classe, sobretot fent incidéncia en entendre el cinqué postulat,
si cal es pot resoldre ’exercici d’anomenar les rectes en grups.

ACTIVITAT 3: Els models hiperbolics

L’activitat que es proposa és la més exigent de les quatre d’aquesta sessio. Es aqui on
l’alumnat tindra l'oportunitat de treballar amb models de geometria hiperbolica. Les
activitats proposades, pero, son de dificultat d’acci6é baixa. Els problemes es poden trobar
sobretot en entendre el model del Semipla de Poincaré, més que enrecordar correctament
les definicions dels objectes geométrics utilitzats. Es justament aqui on rau l'interés de
Pactivitat: aplicant conceptes que considera facils a un model que no coneix, 'alumnat
podra entendre millor el model i fer-se’l seu, en contraposici6 amb I'estudi més teoric
d’aquest. S’introdueix també superficialment el model del Disc de Poincaré, de manera
més anecdotica, tot i que si hi hagués temps es podria plantejar una activitat semblant
adaptada al Disc. Aixi, pero, s’introdueix I'artista M.C. Escher, i obrint la porta a poder
fer una activitat en col-laboracié amb el Departament de Visual i Plastica.

Idealment Adaptacié
Temporitzacio 30 min 25 min
Material Pissarra petita (o en Fitxa per a 'alumnat,
defecte fulla de paper regle, compas,
gran) per cada grup , transportador d’angles
regle, compas, (opcional)
transportador d’angles
Format Grups petits Individual
Connexions Educaci6 visual i plastica Educaci6 visual i plastica
interdisciplinars
Objectius

- Aprendre com funcionen de manera superficial dos models hiperbolics

- Entendre que propietats que es compleixen a la geometria euclidiana no tenen perqueé
complir-se a la hiperbolica

- Repassar conceptes basics de geometria

- Experimentar i arribar a conclusions sense que aquestes siguin presentades de manera
directa

- Generar interés en la relacié que pot existir entre matematiques i art
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Descripcié de P’activitat

IDEALMENT: Es reparteix una pissara petita o un full gros per grup de 3 o 4 alum-
nes. En aquest els alumnes resoldran exercicis proposats a la Fitxa per a 'alumnat(),
per familiaritzar-se amb els elements de la geometria hiperbolica. Aixi, s’observara com
funciona el concepte de recta secant al model presentat, s’estudiara la suma d’angles d’un
triangle, i finalment es trobara un contraexemple del cinqué postulat d’Euclides.

En la versié del full, aquest es pot guardar i penjar a l'aula. En el cas de la pissarra,
I'alumnat podra fer fotografies dels diferents dibuixos i s’enviaran a la persona docent,
aix{ la pissarra es podra anant reutilitzant per a cadascun dels exercicis. Es projecta la
imatge escollida d’Escher a la pissarra i es comenta en grup classe qué es creu que serien
les rectes en aquest cas. Es marquen sobre la projeccioé de la pissarra.

ADAPTACIO: I'alumnat resoldra els exercicis sobre paper, des de casa si cal.

ACTIVITAT 4: Repas i conclusions

Aquesta ultima activitat serveix per reunir el que s’ha anat veient durant la sessi6, posar-
ho en comn, i arribar a conclusions.

Es un moment important, i que servira per a poder millorar la sessi6 en un futur, ja
que és on es fard més patent si aquesta ha complert l'objectiu esperat.

Idealment Adaptaci6
Temporitzacio 15 min 5-10 min
Material Fitxa per a 'alumnat Fitxa per a 'alumnat
Format Grup classe Individual

Objectius

- Posada de manifest explicit els dubtes apareguts durant la sessié

- Aconseguir que 'alumnat surti de la sessio amb concepcions diferents que quan hi ha
entrat

- Fer patent aquest canvi per motivar I’alumnat

- (per a la persona docent:) entendre on hi ha hagut problemes de comprensi6 o de la
sessio

Descripcié de Pactivitat

IDEALMENT: Per grups petits es repassen les preguntes de TACTIVITAT 2 i es veu
si alguna d’elles té ara una resposta diferent per a I’alumnat. Posteriorment, en grup
classe es comenta qué s’ha notat que ha canviat, i es propicia un debat. S’aconsella posar
émfasi en un apropament generalista: a través de veure com algunes propietats com la de
paral-lelisme funcionen diferent en diferents models geométrics, debatre sobre perqué aixo
els sorprén, i qué n’extreuen.

2.2.6 Analisi posterior de la proposta

Un cop presentades les sessions, s’analitzen els resultats. A nivell general, s’ha complert el
que s’esperava: la primera activitat ha sigut poguda portar a terme sense complicacions,
i la segona ha portat més problemes de comprensié. Es comenten per separat, i després
se’n comenta el resultat general.
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La primera sessié6 ha funcionat de manera fluida. En ambdés grups on s’ha presentat,
no hi ha hagut problemes de comprensio, i les activitats s’han realitzat dins els marges
que s’havien previst. L’anica activitat que ha portat més dificultats ha sigut la tultima,
la que requeria més autonomia de part de les alumnes. Els resultats, en efecte, no han
sigut els mateixos per tot 'alumnat, i només una de les alumnes ha utilitzat explicitament
les eines presentades amb anterioritat per a resoldre el problema. Per a poder millorar
aquest fet es proposen dues opcions: o bé fer I'exercici de manera més guiada (i en aquest
cas podent-ne afegir un altre a fer individualment) o bé proposar exemples concrets quan
s’introdueixen les coniques en les primeres activitats, per a que es faci patent que son eines
que poden ser 1tils per resoldre els problemes proposats.

Amb el segiient grup, s’ha remarcat oralment, mentres es presentaven les diferents co-
niques, que aquestes podien servir per resoldre problemes, tot i no posar-ne exemples.
D’aquest segon grup, una part més gran ha resolt el problema amb les eines, i s’ha ideat
conjuntament nous problemes, afegint condicions al problema: s’ha inclos un nou punt
que també representés una escola, i s’ha discutit sobre les posicions dels punts per tal
que la diagonal que s’observa sigués rellevant pel problema tractat. Aquesta discussioé ha
sigut molt enriquidora, i ha fet de 'activitat quelcom d’encara més participatiu. El fet de
treballar en grup, sent a una mateixa habitacid, ha permés aquest tipus de discussions,
que en canvi no s’han generat quan l'alumnat ha hagut de treballar online.

El que si s’ha observat en ambdés grups, és que per part de ’alumnat hi ha hagut un
interés alt en els patrons que es generaven entre nombre de punts i radi d’una circumfe-
réncia, per exemple. Aixi, el primer dels processos esmenats a I’Apartat [2.1.3] es considera
assolit.

Tot i que 'alumnat, en la resposta a I’enquesta hagi remarcat que el nivell d’autonomia
era ’adequat, és esmenable el fet que I'activitat que se’ls ha demanat realitzar sense ser
guiades ha sigut la que ha tingut resultats menys satisfactoris, al primer grup. Tot i haver
gaudit de I'activitat i haver-la trobat interessant, I’alumnat ha cregut que el que 'hagués
millorat hagués sigut la presencial. Veient els resultats que ha tingut en especial 'iltima
activitat, és un comentari que es considera molt rellevant, i que en condicions que ho
permetin, s’intentara prioirtzar en un futur.

La segona sessié ha estat portada a un dels dos grups d’alumnes. S’ha fet de manera
presencial, permetent un seguiment molt més proper dels problemes de comprensié que
es podien observar. Ha sigut aixi que, podent dedicar temps a entendre bé cada un dels
exercici pas per pas, s’ha pogut portar a terme de manera profitosa. S’ha observat, pero,
que sense un guiatge fort de part de la persona docent, la sessi6 hagués pogut comportar
problemes de comprensié. De fet, s’ha enviat per a fer de manera asincrona al grup de
batxillerat perd no ha sigut realitzada, pel fet dels alumnes estar molt enfeinats, pero
també per la dificultat que comportava fer-la individualment. En un principi es va enviar
la sessi6 sobre geometria hiperbolica com a primera sessio, perd s’ha arribat a la conclusié
que ha d’anar en segon lloc, pel fet que la sessi6 sobre la geomteria del taxi s’ha demostrat
més comprensible, i doncs una bona manera d’entrar en mateéria.

El grup que si ha realitzat la sessié n’ha sortit prou més motivat que el que només ha fet
la primera, havent resolt exercicis que li han generat un esfor¢ de comprensié perd també
satisfaccié en ser finalitzats.

L’alumnat ha proposat com a millora veure alguna de les aplicacions que han tingut els
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models mencionats, quines repercussions han generat. Es tindrd en compte, ja que en
branques de fisica tant la geometria hiperbolica com en general la métrica de Minkowski
han tingut fortes repercussions.

En global es conclou que és important fer les dues sessions, en ordre. La primera
servira per fer un primer apropament als conceptes que es tractaran, i és interessant, en
concloure la segona, fer una posada en comi del que s’ha tractat en cada sessi6 i en els
paral-lelismes que hi ha. Es recomana altament una discussi6é posterior on ’alumnat digui
la seva, sobretot que es qiiestioni qué és el que creu haver aprés.

Una de les alumnes, per exemple, responent a si havia aprés alguna cosa nova, després de
fer la primera sessio, ha respost:

No, és a dir, tot era bastant logic pero mai m’havia plantejat aquesta manera
de veure-ho.

Justament aquesta sembla la millor resposta a rebre, ja que denota una visié global del que
s’ha tractat: no hi ha una resposta centrada concretament en com funciona la geometria
del taxi en una ciutat, per exemple, sind una concepcié més generalista de qué s’ha fet.
En el cas de ’alumnat que ha fet ambdues activitats, les respostes han sigut més en aquesta
linia, sobre 'axiomatica, fins i tot reflexions més filosofiques. En canvi, quan la primera
sessi6 es fa sola, esta més descontextualitzada i sembla perdre part de 'objectiu. Cada
una d’aquestes activitats, per si sola, sembla voler tenir un objectiu practic, de resolucié
d’exercicis concrets. Posades juntes, pero, és sobretot quan es poden fer preguntes de
caracter més general, que és el perqué s’ha decidit aquesta Proposta Didactica.



Conclusions

En aquest treball s’han presentat a conciéncia dos models de geometries no euclidianes.
Per a fer-ho, s’ha introduit la historia de la creacié de les geometries euclidianes, i en
contraposicié aquelles que no ho sé6n. Han sigut presentats, a continuacid, una série de
resultats per ajudar a entendre els models mencionats, en diverses vessants, permetent aix{
una comprensié profunda del funcionament dels elements tractats a cada un dels models.
Per a aquest objectiu, s’han estudiat en detall les isometries al pla euclidia, al semipla de
Poincaré i al pla euclidia dotat de la métrica del taxi. S’ha incidit en les raons per les
quals les dues geometries presentades no séon euclidianes, sent aquest el fil conductor de
tot el treball, que uneix la part matematica i la didactica.

En segona instancia, s’ha fet recerca sobre criteris didactics que semblaven adequats per
la idea que es volia portar a ’aula i s’han generat una série d’activitats per a poder-ho
fer.

A nivell matematic, es pot afirmar que 'objectiu principal ha sigut assolit: s’ha gene-

rat un document on s’han recopilat eines que permeten entendre millor la geometria no
euclidiana. Aquesta és molt vasta, justament pel fet de ser un sistema axiomatic on la
variaci6é d’algun axioma o propietat pot generar noves concepcions. No s’ha estudiat, per
exemple, la geometria el-liptica, molt rellevant també. Atés que la proposta didactica es
dirigeix a alumnat de primer de batxillerat, s’ha prioritzat aprofundir en un tnic model
de geometria hiperbolica com és el semipla de Poincaré, per donar-ne una comprensié més
complerta. Aquest ha estat escollit respecte d’altres models de geometria hiperbolica, o
respecte a models de geometria el-liptica, per exemple, pel fet de tenir una representacio
clara per a 'alumnat. Tot i que pugui generar complicacions de concepcid, per ser quel-
com de molt diferent, el tractament que s’hi pot fer de les rectes i els punts és facilment
reproduible pels alumnes. S’ha considerat, aixi, que a través de la practica era una bona
manera d’arribar a les conclusions conceptuals que es contemplaven.
Afirmem doncs que el primer dels objectius que ens haviem proposat s’ha assolit: el meu
coneixement sobre la geometria no euclidiana ha certament millorat, ja que aquest treball
m’ha servit per poder tractar un tema en la seva globalitat. La geometria hiperbolica és
quelcom de poc present al grau de matematiques, hi apareix perd no hi ha una posada en
comu de tot el qué 'envolta. L’interés d’aquest treball és el d’agrupar conceptes rellevants
per entendre un dels seus model en la seva totalitat: el perqué de la seva existéncia i
algunes propietats que s’hi compleixen. També m’ha permés de conéixer la geometria del
taxi, que en un primer moment m’ha semblat menys interessant, perd que ha resultat tenir
propietats molt engrescadores. El fet d’intentar reunir conceptes de diferents branques,
posant émfasi en 'estudi historic fa que s’aconsegueixi una visié general del funcionament
d’aquestes geometries.

El segon objectiu també s’ha complert, havent portat a dos grups una proposta didacti-
ca preparada per mi. En aquesta, la introduccié de la geometria del taxi no es considerava
en un primer moment, perod a través de la recerca de referents que treballessin amb ge-
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ometries no euclidianes, s’ha pogut observar que era una molt bona eina per facilitar la
introduccié dels conceptes de no-euclidianitat. S’ha decidit, doncs, estudiar-ne la creacié
i, com anteriorment per la geometria hiperbolica, les isometries i les raons per les que
podem considerar que no és una geometria euclidiana.

Per tal de complir el segon objectiu, es tenia clar que la proposta didactica havia de ser
alhora simple i rigorosa, intuitiva sense deixar de banda una formulacié6 matematicament
correcta dels conceptes subjacents. El repte d’idear unes activitats en aquesta linia ha
sigut molt interessant, ja que la recerca d’una formulacié clara per I’alumnat m’ha portat
a reflexionar profundament sobre els aspectes essencials de la geometria no euclidiana.
Llegint textos que relacionaven els conceptes amb la filosofia, m’ha semblat un bon cami
a encetar en futures activitats. A nivell didactic també es va fer una recerca exhausti-
va d’eines per trobar elements atractius i engrescadors per les estudiants, intentant pero
seguir unes pautes clares ideades per professionals que han recercat profundament en la
didactica de les matematiques, una branca que m’agradaria molt entomar.

Aquest document es considera que aconsegueix ser una exposicié de material que pro-
posa activitats complementaries al curriculum de batxillerat. Efectivament, s’hi tracten
models que en general no es troben a 'aula d’institut, pero es fa de manera que hi hagi
elements que s’hi tracten que siguin del curriculum, i sobretot aquest s’utilitza per guiar
les vessants i els processos utilitzats.

S’ha cregut important redactar el treball en catald per tal de generar contingut especific
que sigui aplicable en concret als batxillerats de Catalunya.

Veient els resultats de les activitats, sobretot de la segona sessi6, podem confirmar que
s’ha pogut transmetre la idea que s’havia plantejat, i que 'alumnat ha generat una visié
més critica de les conexions matematiques que té. S’ha generat un dubte a 'alumnat i
juntament s’ha resolt, creant un ambient de qiliestionament i interés. Una de les alumnes,
després de fer la segona sessio, ha comentat:

(...) les matematiques a banda de totes les formules que a vegades requereixen,
son molt logiques

Aquest comentari, fa referéncia al fet d’existir una axiomatica clara, que I'alumna no
coneixia. Amb aquesta activitat, ha entés que aquesta estructura axiomatica dona sentit
al model que ella estd acostumada a utilitzar: 'euclidia. En general, la introduccié de
I’axiomatica ha despertat molt d’interés, juntament amb la cerca de patrons en el nombre
de punts necessaris per generar objectes coneguts, a la geometria del taxi.

Fer aquest treball m’ha servit per escollir un tema i conéixer-lo millor del que ho feia

anteriorment, i buscar una manera de portar-lo a ’aula. Ha esta molt satisfactori, en
especial el fet de veure les reaccions de 'alumnat, i comprovar que responien de manera
semblant a la que havia ideat. Aquesta és una proposta didactica que a mi m’hagués
agradat rebre quan era al batxillerat, i m’ha fet felic poder haver-la portat a un alumnat
motivat i receptiu. Aixi, puc afirmar que 'objectiu d’apropar-me al mén de la docéncia
s’ha complert, i que m’ha generat interés per seguir-ho fent.
També recalcar que considero important que la docéncia de les matematiques sigui feta
per matematics. Sembla haver-hi una manca de professionals d’aquest camp a la docéncia,
i haver d’utilitzar eines d’algebra abstracta, geometria diferencial i geometria axiomatica
formal, per a poder presentar dues sessions, m’ha fet adonar-me’n de com de rellevant és
formar-se sobre el que es voldra presentar, i de les facilitats que per a aixd comporta haver
estudiat el grau de matematiques.
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ANNEXOS A-1
Primera sessi6: geometria del taxi

ACTIVITAT 1: La geometria del taxi

Algunes de les definicions matematiques a les que estem acostumats no sempre séon les
més eficients o 1utils a la vida real. Per exemple, si pensem en el cami de distancia minima
entre dos punts, ens imaginem una linia recta que els uneix, perd podria ser que en la
realitat, un riu ens atravesés el cami, i la manera més rapida per arribar d’un punt a un
altre fos fent una volta diferent. En aquesta activitat tractarem un tipus de geometria que
és especialment ttil per estudiar distancies a ciutats. Enlloc de pensar que podem anar
d’un punt a un altre directament, haurem d’imaginar-nos que ens movem en una graella
de punts discrets. Aixi, veient la ciutat des de dalt, enlloc de poder desplacar-nos com un
ocell ho faria, de qualsevol punt a qualsevol altre, haurem de fer cas del fet que existeixen
les illes d’edificis, i que no les podem atravessar. Aixi, ens moure’m com un cotxe ho faria
pels carrers de ’Eixample.

Els punts i les linies son les mateixes que a la geometria euclidiana (la que usem habitual-
ment) perod canvia la definicié de distancia: Siguin P = (P, Py) i Q = (Q4, Q) dos punts
del pla, recordem que es definia la distancia euclidiana com:

Ap(P,Q) = /(P — Qu) + (P, — Q,)?

La distancia de Manhattan o del taxi, es defineix:

dr(P,Q) = [Py — Qa| + | Py — Qy|

P
L ]

Q

Figura 2.8: Distancia entre dos punts (euclidiana rosa, taxi blava)

Es important fixar-se també en que la distancia del taxi, la definim de manera discreta,
és a dir, només treballarem sobre punts amb coordenades enteres.

Fixa’t que no hi ha un tnic cami de distancia minima per la geometria del taxi entre
dos punts P i @), en canvi a la geometria euclidiana si n’hi ha només un.

P

Q

&

& &
L 4 & *

Figura 2.9: Diversos camins de distancia minima entre dos punts P i @
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ACTIVITAT 2: exercicis a una ciutat ideal

Mediatriu

Per cada un dels quatre esquemes segiients, respon a les preguntes:

A-2

- Si PAlbert (viu al punt A) i la Berta (viu al punt B) es volen trobar a mig cami, i

caminar el minim posssible, on s’hauran de trobar? Marca-ho a la graella.

- Si volen caminar cada un exactament 2 illes abans de trobar-se, on s’hauran de

trobar? I si en volen caminar 37

- Quina relaci6é veus entre els punts marcats?
Primer cas:

Segon cas:
Tercer cas:
Quart cas:

Figura 2.10: Primer cas

*x

*m
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Figura 2.12: Tercer cas
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. . . L] L] . . .
. . . . . . . .
. L] (] ] [} L] ] .
A
L] . . L] [} ] . .
. . . . . . . .
B
] L] L] [} [} (] . *
. L] . L] (] L] . .
. . . . . . ] .

Figura 2.13: Quart cas

- Compara el concepte de mediatriu a la geometria euclidiana i a la del taxista. Quan
és en abdos casos una recta? Quan no?

Minima distancia entre tres punts

- Si PAlbert (viu al punt A), la Berta (viu al punt B) i la Carme (viu al punt C) es
volen trobar en el punt més optim per als tres, és a dir, on la distancia que recorren
en total sigui la minima
Pista:Fixa’t en qui esta al mig horitzontalment i qui verticalment. Pots fer varies
proves per veure si se’t va augmentant o disminuint la distancia.

. . . . . . . .
. . . . [} . . .
A
. . . . [} . . .
C
. L} . . . . . .
. L] . . L] . . .
B
. . . . L] . . .
. . . . . L] . .
. . . . L] L] L] .

- Torna a fer ’exercici anterior per els nous punts
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. . . L] L] . . .
. . . . . . . .
A
. L] . ] [} L] ] .
L] . . L] [} . . .
C
. . . . . . . .
B
] L] L] [} L] . . *
L] L] L] . L L] L] L]
. . . . . . ] .

- Explica raonadament com esculls, sense calcular cada una de les distancies, el punt
on la distancia dels tres es minimitza, és a dir, el punt P tal que la suma dp(A, P) +
dr(B, P) + dr(C, P) és minima.
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ACTIVITAT 3: figures del pla

Circumferéncia

- Com definiries una circumferéncia com a lloc geométric?
Pista: Qué compleixen els punts de la circumferéncia respecte al centre?

- A la geometria del taxista, donat un punt, quants altres punts estan a distancia dp
1 d’aquest punt? I a la geometria euclidiana?
Pista: Recorda que hem definit la geometria del taxi com a discreta, la euclidiana,
en canvi és continua.

- Seguint la definici6 que has donat de circumferéncia, com creus que seria una cir-
cumferéncia de radi 2 a la geometria del taxista?

L) . * . L) . . Ll
] ] . ] ] ] L] .
. . . . [} . . .
. . . . . . . .
. . . . L] ] ] .
. . . . L] . . .
L] L] . L L] L L L]
. L] . . ] L] L] .

- Quants punts tindra la circumferéncia de radi 27 I la de radi 37

- Quants punts tindra la circumferéncia de radi n? Perqué?
Pista: pensa en algtin cas més (4, 5, 6...) 1 mira si veus el patrd per trobar el nombre
de punts necessaris per una circumferéncia arbitrariament gran, de radi n
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El-lipse

- Com definiries una el-lipse com a lloc geométric?

- Dibuixa les el-lipses a la geometria del taxi, donats els focus, i les distancies als focus

Figura 2.14: d(P, F}) + d(P, F») = 4

. .
. .
. L]
L] ]
. °
. ]
. [}
L] .

Figura 2.15: d(P, F1) + d(P, F») =5
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L] . . .
L] L] . L]
A
L] L] . L]
L] L] . L]
. L] - L]
. L] . L
L] L] . L]
L] L] . L]

Figura 2.16: d(P, F) +d(P,F3) =6

- Quants punts es necessiten en cada cas?

*m

- Quants punts necessitaries per dibuixar una el-lipse on d(P, F) + d(P, F3) = 127

- A la tercera el-lipse que has dibuixat, podrien haver sigut a algun altre lloc els focus?

Si és que si, marca’ls
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ACTIVITAT 4: exercicis a I’Eixample de Barcelona

Treballem sobre el districte de I’Eixample, que té una distribuci6 ideal per a utilitzar-hi
la distancia del taxi; I'anic element que distorsiona el treball sén els carrers diagonals.

- Quina és dg(A, B) i dr(A, B)? Per tant per moure’t per la diagonal, quina funci6
de distancia et convindra usar?

- Per anar del punt A al punt B, quin cami et convindra fer? Es tnic?
Pista: Pots usar diferents funcions de distancia per diferents parts del cami.

PLAGA
® iEs
PLACA GLORIES

ESPANYA
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- Escriu la suma de distancies anteriors usant dg(P,Q) i dr(P, Q) per punts P i @
que escullis.

Resol el problema segiient: Al districte de I’Eixample, I’Albert i I’Adria volen mudar-se
a un lloc que tingui una escola (E) a una distancia maxima de 5 costats d’illa. A més,
com que I’Albert vol anar sovint a la piscina (P), i I’Adria al gimnas (G), han arribat al
compromis de que el pis que busquin no estigui a més de 7 costats d’illa de cap d’aquests
dos espais. L’altim requeriment que tenen és que la distancia que han de fer per anar a
casa de la seva millor amiga, la Berta (B), sigui la minima possible. A on haurien de viure
per a que es complissin totes aquestes condicions? Hi ha més d’una possibilitat?

PLAGA
® iEs
PLAGA GLORIES
ESPANYA
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Segona sessi6: geometria hiperbolica

ACTIVITAT 1: Parlem de geometria

1. Explica qué creus que és la geometria

2. Creus que les matematiques (i en concret la geometria) sorgeixen per a donar res-
posta a problemes empirics? I en I'actualitat tenen aquest objectiu?

3. Dona una definicid i les propietats que et semblin importants dels segiients conceptes,
i fes-ne un dibuix esquematic:

- Triangle

- Rectangle

- Rectes secants

- Rectes paral-leles

4. Saps qué és la geometria euclidiana? Saps anomenar alguna geometria que no sigui
euclidiana?
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ACTIVITAT 2: Historia de la geometria hiperbolica

Per entendre qué és la geometria hiperbolica, primer repassem com va sorgir.

Els Elements

L’obra més important del grec Euclides, és dels voltants de ’any 300 abans de la Nostra
Era. Els Flements, estan composats de tretze llibres, i es considera un dels tractats més
rellevants de la historia matematica, tenint una estructura logica que esdevindria la re-
feréncia per les obres de matematiques posteriors. Aquesta obra no conté una aplicacid
practica de resolucié de problemes, com d’altres anteriors, sind que intenta ser una reco-
pilacio d’afirmacions que no necessiten d’experiments fisics per verificar que sén correctes.

Els Elements segueixen el métode axiomatic. Aixi, comencen amb 23 definicions dels
conceptes matematics que s’usaran al llarg del tractat i s’introdueixen, a continuacio, els
postulats. Aquests tenen l'interés de ser afirmacions que no requereixen ser demostrades,
s’accepten com a certes sense més justificaci6. Soén cinc, les minimes possibles, on cap
d’elles podria ometre’s perqué es deriva de les altres.

S’enuncien, a continuacio els cinc postulats reescrits per ser més comprensibles. A tenir
en compte que per a Euclides una linia recta és un segment.

Postulat 1. Donats dos punts qualssevol, és possible tracar una linia recta entre ells
Postulat 2. Es possible allargar continuament una recta finita en linia recta
Postulat 3. Donat un centre i un radi, és possible tracar un cercle

Postulat 4. Tots els angles rectes son iguals

Postulat 5. Si una recta incideix sobre dues rectes i es compleir que els dos angles interns
del mateizr costat son menors que dos rectes, les dues rectes prolongades indefinidament es
trobaran en el costat en el qual hi ha els dos angles menors que dos rectes

- Fixat en que el cinqué postulat és bastant més dificil d’entendre que els altres. En
fem un esquema per entendre’l una mica més. Marca-hir, [, s, o, 81 P, si es reescriu
el postulat: Si una recta (r) incideix sobre dues rectes(l i s) i es compleix que els dos
angles interns del mateix costat (« i ) sén menors que dos rectes (es refereix a dos
angles rectes, és a dir, de 90 graus), les dues rectes prolongades indefinidament es
trobaran en el costat en el qual hi ha els dos angles menors que dos rectes (al punt

P).

T~

Figura 2.17: Representaci6 grafica del cinqué postulat d’Euclides
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La reformulacié més comi del i coneguda del cinqué postular és la del matematic
Playfair:

Postulat 5°. Per cada recta i cada punt exterior a aquesta exristeix una unica recta que
passa per aquest punt i que €s paral-lela a la recta donada

- Pensa que Euclides només usava com a eines per a tracar dibuixos geométrics: un
regle (que pero no servia per mesurar distancies) i un compas (que no podia trans-
portar distancies, és a dir com si un cop aixecat "es tanqués"). Hi ha algin dels
postulats que creus que no podries dibuixar amb aquestes eines? Quin i perqué?

El cinqué postulat

Hem vist, doncs, que el cinqué postulat semblava prou sospitos, sent de formulacié tan més
complicada que els altres quatre. Aquest fet ja feia predisposar els posteriors matematics
a qiiestionar si aquest postulat podia, de fet, ser demostrat a partir dels altres. Més
concretament, recalcaven que els altres quatre postulats es derivaven d’experiéncies on els
dibuixos es podien fer usant regle i compas. El cinqué postulat, en canvi, proposa un
problema, que no podem resoldre: amb les definicions donades per Euclides no es poden
dibuixar linies, siné segments; aquests poden ser allargats tant com es vulgui, perd no es
podra arribar a I'infinit.

Arrel de la complexitat d’aquest cinqué postulat, posteriors matematics van intentar
demostrar-lo a partir dels altres quatre, perd va ser fatilment. En realitat, per a fer-ho
es va anar reformulant, i aquestes reescriptures alternatives generarien avancaments en
diferents camps de les matematiques, perd 'objectiu de demostrar-lo no va ser assolit.
Una d’aquestes reformulacions és la que hem vist anteriorment, proposada per Playfair.

El sorgiment de la geometria no euclidiana

Finalment, al segle XIX (més de 2000 anys després de la mort d’Euclides) hi va haver un
canvi en 'apropament a la qiiestié del cinqué postulat. Alguns matematics, van decidir
escollir un cami diferent al que s’havia seguit per dos mil-lenis, i acceptar 1"altim postulat
com a no demostrable a partir dels altres. Aixo obria la porta, doncs, a crear nous sistemes
que partissin dels 4 primers postulats, perd que no necessariament complissin el cinqué;
Si aquest es derivés dels primers quatre, sempre que aquests fossin certs, ho hauria de ser
també el cinqué, pero si en canvi s’acceptava que era independent, es podia el-lidir o fins
i tot negar.

Els tres matematics que van posar els fonaments d’aquesta teoria, i de les geometries
que se’n derivarien van ser Nicolaj Ivanovi¢ Lobagcevskij (1793-1856), Janos Bolyai (1802-
1860) i Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

Tot i que Gauss mai va publicar res al respecte (ja que no creia que la societat mate-
matica de I'época acceptaria aquests descobriments), era un personatge molt reputat, i va
alabar els treballs de Lobacevskij, perd sempre de manera privada, amb cartes a amics,
pero no publicament. Sobre la feina de Bolyai va arribar a dir que no podia lloar la seva
obra ja que seria com lloar-se a si mateix, havent reflexionat de la mateixa manera durant
els ultims 35 anys, i havent arribat a les mateixes conclusions que ell.

Lobacevskij va mostrar com la geometria euclidiana no era la ciéncia exacta que conte-
nia veritats absolutes que s’havia considerat fins aleshores. Va publicar una nova geome-
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tria, que es construia justament en la hipotesi que el postulat de les paral-leles no era cert.
D’aqui en va néixer la geometria que treballarem a continuacié: la geometria hiperbolica.

Paral-lelament, Boélyai va arribar a les mateixes conclusions, definint la geometria ab-
soluta: la que complia els primers quatre postulats perd no necessariament el cinqué.

Qué és la geometria hiperbolica

Un cop s’accepten els primers quatre postulats, com hem comentat, podem negar el cinqueé.
Hi ha, perd, diverses maneres de negar-lo: Podem afirmar que per un punt exterior a una
recta no passa cap recta paral-lela a ella, o que en passen més d’una. En el primer cas,
estariem definint la geometria el-liptica, i en el segon, la hiperbolica.
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ACTIVITAT 3: Models de geometria hiperbolica

Ara que hem vist d’on sorgeixen les geometries no euclidianes, treballarem en un dels
models que s’han inventat per poder representar representar la geometria hiperbolica.
Nosaltres farem el procés invers a Lobacevskij: ell va decidir quins postulats volia que
complis la geometria que definia, i a partir d’aqui en definiria els objectes que utilitzaria.
Nosaltres usarem les seves definicions de rectes per acabar veient que els postulats que ell
demanava es compleixen.

El Semipla de Poincaré
L’espai on es treballa és el semipla superior de 'espai euclidia, és a dir,
(z,y) €ER*ony >0

Estem acostumats a que una linia recta entre dos punts, on la distancia és minima, és
la que segueix la funci6 de distancia d(z,y) = /22 + y2. A la geometria hiperbolica, en
canvi, es definird per un segment d’arc de circumferéncia:

r

Figura 2.18: Minima distancia entre dos punts en geometria euclidiana VS en geometria
hiperbolica

Una geometria es defineix per I'espai on actia, per la métrica (o funcié de distancia)
que s’hi utilitza, i els axiomes que s’hi compleixen. En el cas que ara tractem, la métrica
és la que defineic un arc de circumferéncia, com vist al dibuix, i els axiomes sén els dels
Elements més la negaci6 del cinque.

Com a concepte pot semblar confiis, perd en aquesta activitat ens centrarem en treballar
amb els elements d’aquesta geometria per veure que no ho és tant. Els elements que usarem
son:

- les semicircumferéncies centrades a l'eix de les abscisses (és a dir, les que tenen el
seu centre sobre la recta {y = 0})

- les semirectes verticals : (z,y) ony > 01z =k (k és una constant qualsevol)

Podem usar les semirectes verticals perqué son semicircumferéncies centrades a {y = 0}
de radi infinit.
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1. Experimenta sobre a aquest GeoGebra: https://www.geogebra.org/m/p5vbz48c).
Quan la linia que passa per dos punts és la semirecta vertical?

2. A continuaci6 la representacié de varies rectes secants al pla euclidia i al Semipla de
Poincaré. Qué observes en les del model hiperbolic?
Pista: fixat en que hi ha dos colors per als punts d’interseccié. Qué els diferencia?
Hi podria haver un tercer color?

<
S |
\ \

(a) rectes secants al pla euclidia (b) rectes secants al semipla de Poincaré

N

Figura 2.19: Rectes secants dues a dues, amb punts d’interseccio6

3. Dues rectes paral-leles en aquest model serien:
Fixem-nos: hi ha tres opcions: dues semirectes verticals, una semirecta vertical amb
una semicircuferéncia centrada a {y = 0}, i dues semicircumferéncies centrades a

{y =0}

N ~

i \ f \ — { \
v=0 v=0 I | ! V=0 |

(a) Dues semirectes verticals  (b) Dues semicircumferéncies (c) Una semirecta i una semicir-
cumferéncia

Figura 2.20: Paral-leles al semipla de Poincaré

Perqué compleixen la definicié de paral-leles? Quina caracteristica de les paral-leles
de la geometria euclidiana no es compleix en aquesta geometria?
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4. Utilitzant semirectes verticals i/o semicircumferéncies centrades a {y = 0}, es poden
dibuixar diversos triangles. Qué et crida 'atencié d’aquests? Et sembla que els
angles sumaran 180°7

y=0

Figura 2.21: Triangle al semipla de Poincaré

5. Dibuixa un contraexemple per al 5¢é postulat d’Euclides. Recorda que aquest era:

Per cada recta (1) i cada punt exterior a aquesta (P) existeix una tnica
recta que passa per aquest punt i que és paral-lela a la recta donada

Pista: Primer planteja quina hauria de ser la negacié d’aquest postulat, i escriu-la.
Després pensa en els dos casos possibles: quan la recta [ és una semirecta vertical o
quan la recta [ és una semicircumferéncia centrada en {y=0}.

Negaci6 del cinqué postulat:
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Contraexemple:

(a) 1 és una semirecta vertical (b) 1 és una semicircumferéncia centrada en

{y=0}

Figura 2.22: Contraexemple del cinqué postulat d’Euclides al semipla de Poincaré

El Disc de Poincaré

Un altre model molt conegut és el Disc de Poincaré. Aquest és essencialment el mateix que
hem vist ara, pero enlloc de treballar sobre la recta {y = 0} treballem sobre el cercle que
obtenim identificant dos punts d’aquesta recta, és a dir: si la recta fos un fil i n’unissim
els extrems, treballariem sobre un cercle. Veiem-ho a continuacié per entendre-ho millor:

Figura 2.23: Disc de Poincaré

Com es veu a la imatge les semicircumferéncies son ara arcs del disc (en rosa), i el que
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abans eren les semirectes verticals ara sén diametres (en blau).

Dibuixa altre cop la negacio6 del cinqué postulat, ara en aquest model, usant els elements
mencionats anteriorment:

(a) 1 és el diametre (b) 1 és un arc

Figura 2.24: Contraexemple del cinqué postulat d’Euclides al Disc de Poincaré

Quin tipus de rectes pots utilitzar en cada un dels casos? I si al cas (b), el punt P fos
el centre del cercle?

Aquest model va inspirar 'artista M.C. Escher en moltes de les seves obres:

Figura 2.25: Cercle limit IV (Cel i Infern), de M.C. Escher [2]
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ACTIVITAT 4: Conclusions

Ara que hem vist un altre tipus de geometria, canviaries alguna de les definicions i propie-
tats que has donat a l'activitat 1, per a que fossin més generals i no relatives a la geometria
euclidiana?
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