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Abstract

This paper aims to explore Brownian motion, its mathematical foundations, and its ap-
plications in finance, particularly in the Black-Scholes model.

A Brownian motion is a continuous time stochastic process with no memory, that is,
its future evolution depends only on its present state. Due to the fact that its trajectories
are continuous but nowhere differentiable, classical calculus is not sufficient to handle its
dynamics. This led to the development of It6 calculus, which enables the definition of
stochastic integrals and the solution of stochastic differential equations. These tools are
essential for modeling the evolution of asset prices in financial markets, as in the Black-
Scholes model. Its derivation, based on the dynamics of Brownian motion and It6 calculus,
is presented along with the pricing formulas for financial options. The discussion also
addresses the model’s limitations, particularly its treatment of volatility, and introduces
alternative approaches to better capture market complexities.

Resum

Aquest treball té com a objectiu explorar el moviment brownia, els seus fonaments ma-
tematics i les seves aplicacions en les finances, especialment en el model de Black-Scholes.

Un moviment brownia és un procés estocastic en temps continu sense memoria, és a
dir, la seva evolucié futura depén tnicament del seu estat present. Ates que les seves
trajectories sén continues pero enlloc diferenciables, el calcul classic no és suficient per
tractar-ne la dinamica. Aix0 va motivar el desenvolupament del calcul d’Itd, que permet
definir integrals estocastiques i resoldre equacions diferencials estocastiques. Aquestes
eines sén essencials per modelar ’evolucio dels preus dels actius en els mercats financers,
com en el model de Black-Scholes. Es presenta la seva deduccid, basada en la dinamica
del moviment brownia i el calcul d’Ito, juntament amb les férmules de valoracié d’opcions
financeres. A més, es discuteixen les limitacions del model, en particular el tractament de
la volatilitat, i s’introdueixen aproximacions alternatives per captar millor la complexitat
dels mercats.
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Introduccio

L’objectiu principal d’aquest treball és explorar el moviment brownia i les seves aplicacions
en les finances, amb un emfasi especial en el model de Black-Scholes i les seves limitacions.
El model de Black-Scholes, desenvolupat el 1973 per Fischer Black, Myron Scholes i Robert
Merton, va marcar un punt d’inflexié en les matematiques financeres en proporcionar una
metodologia per a valorar opcions financeres.

Una opcid és un contracte financer el valor del qual depen del preu d’un actiu subjacent.
Aquest contracte atorga al titular el dret, perd no l'obligaci6, de comprar (call) o vendre
(put) Pactiu a un preu especific, conegut com a preu d’exercici, abans o en una data
concreta. Per simplicitat, el model se centra en les opcions europees, que només es poden
exercir en la data de venciment.

Un dels conceptes clau del model és la volatilitat (o) que mesura la magnitud de les
fluctuacions en el preu de I'actiu subjacent i que es considera constant al llarg del temps.
Aquest parametre, juntament amb altres factors com el temps i la taxa d’interés lliure de
risc r (el rendiment d’inversions sense risc), permeten descriure 1’evolucié del preu de les
opcions mitjancant 'equacié de Black-Scholes.

Teorema. (Equacié de Black-Scholes) Sigui Sy el preu de l'actiu subjacent a temps
t e Ry i V(t,5;) una funcid dues vegades diferenciable que dona el valor d’una opcid. Se
suposa o la volatilitat constant de Uactiu i r la taxa lliure de risc constant. Aleshores,
el prew d’una opcio al llarg del temps t es pot expressar a través de la seguent equacio
diferencial parcial

v V1, L0V
rV=gp trtigg T 7 Sigge

Aquesta equacié permet construir una cartera d’inversié que imita, o “replica”, exac-
tament el valor i el comportament d’una opcié financera. En aquest context, una cartera
esta formada per la combinacié de dos tipus d’actius: un actiu subjacent (com ara ac-
cions) i un bo sense risc (un tipus d’inversié segura). La proporcié entre aquests dos
components es va ajustant continuament per tal que la cartera pugui reproduir en tot
moment el valor de I'opcié.

Aquesta estrategia es coneix com a autofinancada perque no requereix injeccions ex-
ternes de diners per fer ajustos. Aixo és possible perque qualsevol canvi en la proporcid
dels actius es financa amb els propis recursos de la cartera, venent una part d’un actiu
per comprar-ne una part de ’altre.

Per tal d’aplicar el model descrit fins ara, és imprescindible dotar 1’evolucié del preu
de Pactiu subjacent d’una estructura matematica. Aixo és degut a que el preu d’aquest
actiu no segueix una trajectoria lineal o determinista, siné que esta subjecte a fluctuaci-
ons aleatories i constants. Aquestes fluctuacions es modelitzen mitjancant el moviment
brownia geometric. Abans de definir-lo, pero, és necessari explicar primer el moviment
brownia estandard, que és la base matematica sobre la qual es fonamenta.

Va ser Louis Bachelier, a principis del segle XX, el primer a reconeixer el potencial
del moviment brownia en el context financer, establint les bases per a la seva aplicacié
en Ianalisi de mercats. No obstant aix0, el que resulta sorprenent és que aquest mateix
model matematic ja havia permes descriure, decades abans, el moviment erratic de les
particules de pol-len en un liquid, un fenomen observat pel botanic escoces Robert Brown.



Definicié. (Moviment brownia) El moviment brownia estandard 1-dimensional és un
procés estocastic { B, t > 0} Gaussia, amb esperanga E(B;) = 0 i covariancia Cov(By, Bs) =
E(BB;) = min(s,t) = s At amb s > 0.

En primer lloc, la propietat de martingala indica que, en qualsevol instant de temps,
el valor esperat del preu d’un actiu en el futur, condicionat per la informacié disponible
fins al moment present, és igual al preu actual de Iactiu. Aixo implica que els preus dels
actius no tenen “memoria’: la seva evolucié futura no depen del comportament passat,
sind unicament de ’estat actual i de la informacié disponible.

La segiient propietat rellevant del moviment brownia és que les seves trajectories sén
continues quasi segurament. Aquesta propietat garanteix que les trajectories del movi-
ment brownia no presenten salts ni desconnexions. En el context del model de Black-
Scholes, aquesta caracteristica és fonamental, ja que assegura que els preus dels actius
varien de manera continua al llarg del temps, fet necessari per aplicar el model a les
opcions financeres.

Finalment, tot i que les trajectories del moviment brownia sén continues, el seu com-
portament és prou irregular com perque no es pugui definir la seva derivada en cap instant
de temps. Més formalment, sigui B = {B;, t > 0} un moviment brownia, la seva tra-
jectoria quasi segurament no sera diferenciable en cap ¢ > 0 (Teorema 2.2.2).

Aquest fet el distingeix dels models deterministes i, alhora, planteja reptes per
analitzar-lo utilitzant eines del calcul diferencial classic.

Tot i amb aix0, per si sol, el moviment brownia estandard no és suficient per mode-
litzar directament els preus dels actius financers. El seu comportament aleatori sense un
component de creixement constant (anomenat drift) fa que no sigui aplicable en entorns
financers reals, on els actius tendeixen a mostrar una tendencia de creixement o decrei-
xement a llarg termini. Per solucionar aquesta limitacid, es recorre al moviment brownia
geometric, que incorpora aquest terme determinista, el drift, aixi com un component que
reflecteix la volatilitat del mercat. Aquesta formulacié garanteix que els preus dels actius
no siguin negatius i proporciona una trajectoria més realista per a fenomens financers.

Definicié. (Moviment brownia geomeétric) Un moviment brownia geometric és un
procés estocastic S = {S;, t > 0} representat per

2
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on Sy és el preu inicial, u és el drift, o és la volatilitat de I’actiu i By és un moviment
brownia estandard.

Aquesta férmula és la solucié de 'equacié diferencial estocastica
dSt == [LStdt + O'StdBt.

En el context del model de Black-Scholes, es pren g = r, on r és el tipus d’interes sense
risc que s’ha definit anteriorment. Aixo es deu a que una de les suposicions del model és
que els preus dels actius creixen a una taxa r en abseéncia de risc.

Cal tenir en compte que s’acaba de definir el moviment brownia geometric com a
una solucié d’una equacié diferencial estocastica en la que apareix la derivada de B;. No
obstant aixo, unes linies més amunt s’ha afirmat que les trajectories del moviment brownia
no sén diferenciables en cap instant de temps, la qual cosa sembla crear una contradiccié:
com és possible utilitzar la derivada d’un procés no diferenciable?



La resposta és que no s’esta utilitzant el calcul classic, siné que s’aplica el calcul
estocastic, una branca del calcul que permet treballar amb processos no diferenciables
com el moviment brownia.

Per formalitzar-ho, es considera B = {By, t > 0} un moviment brownia definit en un
espai de probabilitat (Q, F, P) amb {F;, t > 0} la filtracié natural associada a B.

Teorema. (Lema d’Itd) Sigui X = {Xy, t € T} un procés estocastic i f(X¢,t) una
funcio depenent de dues variables tal que es compleix la segiient equacio diferencial es-
tocastica

dX; = odBy + bdt

on b és el terme de creixement determinista (drift) & és la volatilitat del procés X; a
temps t 1 By és un moviment brownia estandard.

A més a més, se suposa que [ és una funcid dues vegades diferenciable amb derivades
continues. Aleshores, a l’equacid diferencial anterior se la coneix com a procés d’It6 i la
diferencial d’f ve donada per

_of of 1 2f of
A (1, X0) = Fpdt+ 5o b+ 5370 dt+ 55 -7 dBi

El Lema d’It6 (Teorema 3.2.4) és essencial per al model de Black-Scholes ja que permet
calcular la variacié del valor d’'una opcié en funcié del temps ¢t i del preu de l'actiu
subjacent S;. Aquest calcul facilita derivar 1’equacié diferencial estocastica que descriu
I’evolucié del preu de les opcions, tenint en compte tant el creixement determinista r com
la volatilitat del preu de l'actiu o. Aixi, el lema permet modelar de manera precisa la
dinamica dels preus en els mercats financers.

Per concloure, tot i que el model de Black-Scholes ha estat fonamental en la valoraci6
d’opcions, presenta limitacions importants. En primer lloc, 'assumpcié d’una volatilitat
constant no reflecteix la realitat, ja que aquesta depén de factors dinamics com 'oferta i
la demanda. A més, I'equacié és aplicable només a opcions europees, ja que no permet
exercir-les abans del venciment, a diferéncia de les opcions americanes. Finalment, el
model assumeix una variacié continua dels preus, cosa que no permet capturar salts
sobtats que poden apareixer en mercats amb alta volatilitat o davant d’esdeveniments
inesperats.

Per superar, almenys en part, la limitacié relacionada amb la volatilitat constant,
s'utilitza la wvolatilitat implicita. Aquest concepte fa referencia al nivell de volatilitat que
cal suposar perque, en introduir-la a I’equacié de Black Scholes, el preu teoric que s’obté
coincideixi exactament amb el preu de mercat actual de 'opcié. Obtenir aquest valor no
és trivial i requereix metodes numerics, com el metode de Newton-Raphson.

Estructura del treball

Aquest treball esta estructurat en quatre capitols, cadascun amb un enfocament especific.
El primer pretén donar una idea general dels conceptes preliminars necessaris, incloent
els fonaments de la probabilitat i una introduccié als processos estocastics.

El segon capitol esta dedicat al moviment brownia. Es comenca presentant la seva
definicié formal, basada en la idea d’'un moviment aleatori amb increments independents i
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distribucions normals. Un cop definit, s’exploren les seves propietats més rellevants, com
la variacié quadratica, que mesura la irregularitat del procés, i el seu comportament com
a martingala, per a les aplicacions financeres.

El tercer capitol aprofundeix en el calcul d’It0, una eina fonamental per treballar amb
processos estocastics com el moviment brownia. Aquesta teoria introdueix una integral
que permet operar amb trajectories altament irregulars i desenvolupar férmules ttils per
a la resolucié d’equacions diferencials estocastiques i rep el nom d’integral estocastica.
Aquest tipus d’equacions sén fonamentals en la modelitzacié de la dinamica dels preus
dels actius financers, establint un vicle natural amb el capitol segiient.

El quart i ultim capitol esta dedicat al model de Black-Scholes, un dels pilars de les
matematiques financeres modernes. Es comenca explicant les suposicions del mercat que
en sustenten la formulacié, com la idea d’un mercat sense friccions i amb informacid
perfecta. Després, es detalla la deduccié de I'equacié fonamental del model i com aquesta,
condueix a les formules per valorar opcions. Finalment, es discuteixen les limitacions del
model, posant un emfasi especial en com tracta la volatilitat i en les possibles extensions
que permeten una modelitzacié més precisa dels mercats reals.



Capitol 1

Preliminars

En aquest capitol, s’introdueixen els conceptes basics que permetran, no només exposar la
teoria elemental del treball, sind també oferir un recordatori clar i concis dels fonaments
necessaris per construir els arguments que es desenvoluparan en els capitols segiients.

S’usara T com a conjunt per denotar el temps. Si el temps és discret es prendra
T:={0,1,...,n} isi el temps és continu, T :=[0,t], per t € R o T := [0, +00).

El contingut d’aquest capitol es pot trobar als manuals [1] i [2], aix{ com a [4, Capitol
1].

1.1 Conceptes basic de probabilitat i notacio

La teoria de la probabilitat analitza fenomens dels quals es coneixen els possibles resul-
tats, perd no se’n pot predir amb certesa quin es produira. Aquest tipus de fenomens,
anomenats fenomens aleatoris, son fonamentals en moltes disciplines, en particular, en
models matematics aplicats a ’economia i les finances.

Per poder descriure i quantificar la incertesa associada a aquests fenomens, és indis-
pensable disposar d’eines formals. Tanmateix, abans de posar-les en practica, és impres-
cindible establir els conceptes basics que fonamenten aquesta teoria.

1.1.1 L’espai de probabilitat

Un espai de probabilitat és una terna (2, F, P), complint les segiients propietats.

1. S’anomena espai mostral € al conjunt de tots els possibles resultats d’un experiment
aleatori.

2. La familia de subconjunts observables de ) es denota per F i esta formada per
esdeveniments. La estructura que la caracteritza reflecteix la seva observabilitat: si
F € F (F és observable), també ho és el seu complementari, FC.isi F|,F,,...€ F,
la seva unié Fy U F3 U ... també és observable. Per tant, F és una o-algebra, és a
dir, una col-leccié de subconjunts de 2 que compleix:

e JcF;
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e siun conjunt F pertany a F, el seu complementari F¢ = Q\ F també pertany
a F;
o si {F,,n>1} C F, es compleix que |, F, € F.
3. Laltim element és la probabilitat

P:F—10,1],

una aplicacié que assigna a cada esdeveniment un valor a Uinterval [0, 1] i compleix
les segiients propietats

(a) P(2) =1;
(b) (o — additivitat): si {F,,n > 1} és una successié de conjunts de F disjunts
dos a dos, aleshores
+00 +oo
P (U Fn> => P(F,).

n=1 n=1
Un espai mostral pot ser molt divers i, en molts casos, incloure un gran nombre d’e-
lements, la qual cosa fa dificil treballar directament amb esdeveniments aleatoris. Sovint

no interessa considerar tot el conjunt, siné només algunes de les seves caracteristiques
especifiques o un subconjunt d’esdeveniments rellevants.

Per simplificar ’estudi d’aquests fenomens aleatoris, s’introdueix el concepte de vari-
able aleatoria, que associa un valor numeric a cada resultat de ’espai mostral. En el cas
de voler capturar més d’una caracteristica o propietat, es treballa amb vectors aleatoris,
que generalitzen les variables aleatories a dimensions superiors.

1.1.2 Variables aleatories

Per poder associar nimeros reals als resultats d’un fenomen aleatori, és necessari definir
una estructura que permeti treballar amb subconjunts de R de manera rigorosa dins del
context probabilistic. Aquesta estructura és la o-algebra de Borel i es denota per B.
Es tracta de la o-algebra més petita que conté tots els conjunts oberts de R segons la
topologia euclidiana. Aixo permet identificar els conjunts mesurables, als quals es poden
assignar probabilitats de manera rigorosa.

Definicié 1.1.1. Una variable aleatoria és una aplicacié X : @ — R que compleix

X (B)eF, VBeB.

Observacié 1.1.2. La o-algebra de Borel també es pot descriure de manera més senzilla
com la o-algebra generada per les semirectes de la forma (—oo,t|, amb ¢ € R. Aquesta
descripcié és valida perque qualsevol conjunt obert en R es pot expressar com una unié
numerable d’intervals oberts disjunts i aquests, a la vegada, es poden descompondre com

(a,b) = (=00, b] N (—0c0,a],
on (—00,a] és una semirecta tancada a Iesquerra i (—oo,a]® és el complementari d’una
altra semirecta tancada a ’esquerra. D’aquesta manera, els conjunts de la forma (—o0, t]
generen tota la o-algebra de Borel.

Aquest resultat permet reduir X~ }(B) € F, VB € B, a la condicié X 1((—o0,t]) €
F, vVt eR.
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Llei d’una variable aleatoria

A Despai original, la probabilitat P esta definida sobre els esdeveniments de (€2, F). Mit-
jancant la variable aleatoria X, que associa cada element de §2 a un nombre real, es pot
induir una nova probabilitat sobre R que descrigui el comportament dels valors de X.

Definicié 1.1.3. La llei d’una variable aleatoria és la probabilitat definida sobre (R, B)
que es denota per Px i es calcula com

Px(B) :=P(X '(B)), VBe€B.
Aquest concepte permet obtenir ’espai de probabilitat (R, B,Px) amb
Px : B — [O, 1}.

En particular,

Aixi doncs, la variable aleatoria X permet passar de I'espai de probabilitat original
(Q, F, P) a un espai de probabilitat més numeric (R, B,Px) on Py =Po X1,

Un concepte molt lligat a la llei d’una variable aleatoria és el de funcié de distribucié
associada a X.

Definicié 1.1.4. Sigui X una variable aleatoria, s’anomena funcid de distribucio de X
a la funcio

Fx:R —[0,1]
definida per
Fx(z) =P{X < x}.
Aquesta expressié també es pot escriure com
Fx(z) = P(X € (—o00,2]) = P(X~!((~00,2])) = Px((~o00,2]).

Es a dir, considera el valor de Px sobre les semirectes (—o0,z], x € R i satisfa les
segilients propietats.

Proposicié 1.1.5. Sigui Fx la funcid de distribucié d’una variable aleatoria X. Llavors,

1. Fx és creixent,
2. Fx és continua per la dreta,

3. limy oo Fx () =0 ¢ limyy 4 o0 Fix(x) = 1.

Per tal de donar estructura a aquest tipus de funcions es dona el segiient resultat.
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Proposicié 1.1.6. Sigui F': R — [0, 1] una funcio de distribucio. Es denota per D el
conjunt finit o numerable dels seus punts de discontinuitat. Aleshores, es pot expressar I
com

F(z) = Fy(z) + F.(x), VYxeR.

On Fy representa la part discontinua

Faw)= > (Fly)—Fy"))

{yeD, y<z}

1 I, és la part continua

F.(z) = F(x) — Fy(x).

Aquesta proposicié permet distingir dos tipus de variables aleatories. Si la funcié
de distribucié F'(x) té només una part discontinua, llavors tindra salts en els punts de
discontinuitat i la variable aleatoria sera discreta. En canvi, si només té una part continua,
F(x) sera continua a tot R.

Definicié 1.1.7. Una variable aleatoria X és continua si la seva funcié de distribucié F'x
és continua.

Proposicié 1.1.8. Una variable aleatoria X es diu que és continua si
P{X =z}) =0, Vz € R.

D’aquesta proposicié es dedueix que la probabilitat que la variable aleatoria continua
X prengui qualsevol valor concret dins de ’espai R és zero.

En el context del moviment brownia, només és necessari enfocar-se en variables ale-
atories continues. La part discontinua de la descomposicié de la funcié de distribucié no
sera rellevant.

Variables aleatories absolutament continues

Per tal de descriure les probabilitats associades a intervals de valors, es fa servir la funcié
de densitat.

Definicié 1.1.9. Una funcié f: R — Ry s’anomena funcio de densitat si compleix les
segiients condicions:

1. f és no negativa,

2. f és integrable en el sentit de Riemann a R,
+oo

3. / f(z)dz = 1.
—00

Tot i que no totes les variables aleatories continues tenen funcié de densitat, en aquest
estudi només és necessari centrar-se en aquelles que si en tenen: les variables aleatories
absolutament continues.
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Definicié 1.1.10. Una variable aleatoria X és absolutament continua i té densitat fx si
la seva funcié de distribucié F'x es pot expressar com

Fy(o) = | " )y,

Un dels exemples més importants de variable aleatoria absolutament continua és la
que segueix una distribucié normal. Aquesta distribucié sera especialment rellevant més
endavant, ja que es fara servir per modelar el comportament del moviment brownia,
fonamental en el model de Black-Scholes.

0, x)

Figura 1.1: Funci6 de densitat de la llei A(0,1).

Aquesta distribucio es caracteritza per la seva forma simetrica en forma de campana i
per estar completament definida per dos parametres: I’esperanca i la desviacié estandard
.

Definicié 1.1.11. Sigui X una variable aleatoria absolutament continua, amb una funcié
+o00

de densitat fx, complint / |z| - f(x)dr < 400. Es defineix I'esperanca de X com

+o00
uw=E(X) ::/_ x- f(z)dz.

La esperanca, també anomenada “valor esperat”, representa el valor mitja ponderat
de la variable aleatoria, tenint en compte la seva funcié de densitat.

Definicié 1.1.12. Sigui X una variable aleatoria absolutament continua tal que F(X?) <
+00. Es defineix la variancia de X com

02 =Var(X) = E[(X — E(X))}] = BE(X?) — (E(X))2.

La variancia mesura la dispersié de la variable aleatoria respecte al seu valor esperat.
Com més gran sigui la variancia, més dispersos seran els valors possibles de la variable
aleatoria.

A continuacié, es defineix formalment la variable aleatoria amb distribucié normal.

Definicié 1.1.13. Una variable aleatoria X té distribucid normal (o Gaussiana), amb
parametres ;1 € R i 0% € Ry, si és absolutament continua, amb densitat

1

f(z) = TP <—%i2(x —u)2> , v €R.

Es denota X ~ N (u,0?).
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1.1.3 Vectors aleatoris

Els vectors aleatoris sén conjunts de variables aleatories que permeten mesurar diverses
propietats de manera simultania. En aquest treball, es tracten processos estocastics, com
el moviment brownia, els quals es modelen utilitzant vectors aleatoris.

Definicié 1.1.14. Un vector aleatori n-dimensional és una aplicacié X = (X1,..., X)) :
Q — R"™, on cada component X; : Q — R, ¢ = 1,...,n, és una variable aleatoria.

A partir d’aqui, es segueix el mateix raonament i les mateixes distincions que en el cas
de les variables aleatories, adaptant-les al context dels vectors aleatoris.

Funcio6 de distribucié d’un vector aleatori

Definicié 1.1.15. Sigui X un vector aleatori n-dimensional. La funcio de distribucio
cojunta de X, és la aplicacié F' : R™ — [0, 1] definida per

Fy(z) = PUX < 2}) = P{X1 < 21} N{Xa < 22} N+~ N {X,, < z}), Yz € R™.

Aquesta funcié dona la probabilitat que el vector aleatori es trobi dins d’una regio6
especifica de I'espai R™. Aquest concepte sera util al llarg del treball per tal de modelar
les relacions temporals, caracteritzar el procés estocastic complet i estudiar les correlacions
i dependencies entre preus.

Vectors aleatoris absolutament continus

Definicié 1.1.16. Una funcié f : R™ — R és una funcid de densitat en R™ si compleix:

1. f=0,

2. f és integrable en el sentit de Riemann a R”,

o [ e

Definicio 1.1.17. Un vector aleatori X n-dimensional és absolutament continu si la seva
funcié de distribucié es pot expressar com

Fx(x) = /:El /wn f(x) de, == (x1,...,2,) € R,

on f és una funcié de densitat en R™.

Com que el moviment brownia és un procés Gaussia, I’exemple de vector absolutament
continu que s’utilitza en aquest treball és la distribucié normal multivariant. Per a la ca-
racteritzacié d’aquesta distribucio, sera necessari ’estudi de dos parametres fonamentals:
I’esperanca i la covariancia.

Definicié 1.1.18. Si X = (Xj,...,X,) és un vector aleatori i cada component X; té
esperancga F(X;), 1 <i < n, aleshores el vector
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o= E(X) = (E(X1)7E(X2)’ ] E(Xn))

és ’esperanca de X.

Definicié 1.1.19. Si X és un vector aleatori amb components amb variancia finita,
aleshores la matriu de covariancies Y és simetrica i de dimensié n x n, on cada entrada
(i,7) es defineix com

Eij = E[(Xi — E(X:))(X; — E(X;))].
Quan i = j (la diagonal de la matriu X), es té la variancia de cada component
Y = Var(X;) = E[(X; — E(X)))?).

Finalment, es pot introduir el concepte de distribucié normal multivariant, que gene-
ralitza la distribucié normal unidimensional (Definici6 1.1.13) a dimensions superiors.

Definicié 1.1.20. Un vector aleatori X € R" té distribucié normal multivariant, amb
parametres p € R™ i 3 € R™" i la seva funcié de densitat conjunta és

x(@) = g o (gl - W = )

on |X| denota el determinant de la matriu ¥ i 3! és la seva inversa.

Per tant, la matriu ¥ ha de ser invertible (|X| # 0) i semidefinida positiva, de manera
que la funcié de densitat sigui coherent.

En aquest context, el vector aleatori es denota X ~ N, (u,X).

1.2 Processos estocastics

Els processos estocastics sén sistemes dinamics que evolucionen de manera aleatoria al
llarg del temps. A diferéncia dels sistemes deterministes, on el futur esta completament
determinat per l’estat inicial, en un procés estocastic el futur es presenta amb un grau
d’incertesa.

Formalment, es poden entendre com una col-leccié de variables aleatories indexades
pel temps, o, equivalentment, com un vector aleatori amb dimensié infinita, on cada
component representa ’estat del sistema en un instant determinat.

Definicié 1.2.1. Sigui (2, F,P) un espai de probabilitat, un procés estocastic X és una
aplicacié mesurable

X:(wt) eQxT— X¢(w)eR

que compleix que X ~}(B) € F x B per a tot conjunt borelia B € B.

Observacié 1.2.2. Un procés estocastic depen tant del temps com d’un element d’un
espai de probabilitat, de la manera segiient.
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e Sies fixa t; € T, es té que X¢, és una variable aleatoria definida en 'espai de
probabilitat €2 amb valors en R. Per tant, un procés estocastic es pot veure com
una familia o successié de variables aleatories indexades per T.

e Sies fixaw € Q, es té una familia de funcions X(w,:) : t € T — Xy(w) € R
mesurables, que es coneix com la trajectoria de X.

Un exemple senzill de procés estocastic és una successié de variables aleatories inde-
pendents i identicament distribuides (i.i.d.). Tot i que en aquest cas no hi ha dependéncia
entre el passat, el present i el futur, molts models del mén real requereixen representar
situacions en que els canvis al llarg del temps estan relacionats. S’usara la terminologia
segiient per expressar formalment aquesta dependencia.

Definicié 1.2.3. Sigui X = {X;, t € T} un procés estocastic.

1. Es diu que X té increments independents si, per qualsevol t; < ... < t,, les variables
aleatories Xy, — Xy, ..., Xy, — Xy, _, son independents.

2. Es diu que X té increments estacionaris si, per qualsevol t; < 3, la llei de proba-
bilitat de la variable aleatoria X, — X;, depén Unicament de t3 — 1?1, és a dir, la llei
de Xy, — X3, és la mateixa que la de X¢,—4, — Xo.

1.2.1 La llei dels processos estocastics

La descripcié probabilistica completa d’un procés estocastic es troba en les seves dis-
tribucions conjuntes de dimensié finita. Aquestes distribucions permeten entendre com
interactuen les variables aleatories del procés en diversos instants de temps, descrivint no
només propietats individuals, siné també la seva dependencia mutua i el comportament
global del sistema.

Definicié 1.2.4. La distribucid conjunta de dimensid finita d’un procés estocastic { Xy, t €
T} és la colleccié de totes les distribucions conjuntes associades als vectors aleatoris
(X4, .., X1, ), Per a qualsevol eleccié de {t1,...,t,} CTin € N.

En el cas dels processos estocastics Gaussians, aquesta descripcié és particularment
senzilla, ja que les distribucions conjuntes de dimensié finita corresponen a distribucions
normals multivariants (Definicié 1.1.20).

Definicié 1.2.5. Un procés estocastic { Xy, t € T} és Gaussia si tota distribucié conjun-
ta de dimensié finita és Gaussiana. Es a dir, si per qualsevol conjunt finit de temps
{t1,...,tp} C T amb n € N, el vector aleatori (X, ..., Xt,) segueix una distribuci6

N(u,X), on
n= (E(Xh)a SR E(th)):

EZ] = COU(XtZ., th ) .



Capitol 2

El moviment brownia

Que tenen en comu el moviment caotic de les particules en un fluid, la propagacié de
la calor i les fluctuacions dels preus a la borsa? Encara que a primer cop d’ull semblin
fenomens completament diferents, tenen una cosa en comu: es poden descriure amb les
mateixes eines matematiques.

A principis del segle XIX, el matematic frances Jean-Baptiste-Joseph Fourier va re-
volucionar la ciencia i les matematiques modelant la propagacié de la calor. Decades
més tard, un botanic escoces, Robert Brown, va observar sota el microscopi el moviment
erratic de particules de pol-len suspeses en aigua, un fenomen que a dia d’avui es modela
a través del moviment brownia.

Al 1900, Louis Bachelier, un matematic francés amb formacié en fisica, va adaptar
aquestes idees per a modelar 1’evoluci6 dels preus financers. Inspirat per ’aleatorietat in-
herent als mercats, va desenvolupar un model que va anomenar “radiacié de probabilitat”,
establint les bases de ’analisi estocastica moderna.

En aquest capitol s’explorara el moviment brownia, les seves propietats fonamentals i
el seu paper com a eina essencial en la modelitzacié financera. L’objectiu és comprendre
no només la seva rellevancia teorica, sind també el seu impacte practic en problemes com
la valoracié d’opcions financeres.

Tot i que el moviment brownia és caotic, presenta propietats estadistiques ben de-
finides. Cada canvi en la posicié és independent del passat i segueix una distribucid
normal, caracteritzada per increments aleatoris amb esperanca zero. Aixi, tot i la seva
imprevisibilitat local, el moviment brownia s’ha convertit en un model matematic fona-
mental, aplicable tant al comportament de particules en fluids com a I’evolucié dels preus
financers.

La base del contingut d’aquest capitol es pot trobar al manual [4]. Per ampliar alguns
conceptes, també s’han utilitzat els llibres [5], [6] i [8].

2.1 Definicions del moviment brownia

El moviment brownia pot entendre’s a partir de la idea d’un punt que es desplaca de
manera completament aleatoria en qualsevol direccié. Més formalment, es defineix passeig
aleatori de la manera segiient.

Definicié 2.1.1. Un passeig aleatori discret és un procés estocastic {S,, n > 0} definit

13
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com una successio de variables aleatories amb condicid inicial Sp = 0 i

on {X;, @i > 1} sén variables aleatories independents i idénticament distribuides
(i.i.d.), que representen els increments o els passos del procés.

Figura 2.1: Passeig aleatori discret en 2D [19].

En un passeig aleatori discret, aquest punt realitzaria moviments successius, per exem-
ple, cap a I’esquerra o la dreta, cap amunt o cap avall, amb passos de mida fixa en intervals
de temps regulars. Tanmateix, queé passaria si aquests intervals de temps es fessin infini-
tament petits i els passos proporcionalment menors? El procés convergeix al moviment
brownia: una trajectoria continua pero completament irregular, sense cap patré previsi-
ble. Més formalment,

Definicié 2.1.2. El moviment brownia estandard 1-dimensional és un procés estocastic
{B¢,t > 0} Gaussia, amb esperanca E(B;) = 0 i covariancia Cov(By, Bs) = E(BB;) =
min(s,t) = s At amb s > 0.!

La segiient proposicié proporciona una definicié equivalent a ’anterior, perd amb un
enfocament més orientat al moviment brownia com a model per al moviment aleatori de
particules.

Proposicié 2.1.3. Un procés estocastic a temps continu {By;, t > 0} és un moviment
brownida si i només si

1. By =0 quasi segumment,2

2. els increments son independents i estacionaris,

3. By — By amb 0 < s < t sequeizen una distribucid N'(0,t — s).

D’una manera més informal, aquesta ultima proposicié caracteritza el moviment brow-
nia com un procés amb una evolucié aleatoria, que comenca a temps t = 0 i posicié z = 0,

'La definicié general de la covariancia és Cov(By, Bs) = E[(B: — E[B:])(Bs — E[Bs])]. Com que el
moviment brownia té esperanca zero, queda simplificada a Cov(Bz, Bs) = E(B:Bs).
2Es a dir, que By val zero excepte en un conjunt de mesura zero.
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que els canvis en el procés només depenen de la duracié de l'interval i no de la seva po-
sici6 en el temps (estacionarietat) i que la posicié futura del procés és independent de la
passada (propietat de Markov).

Demostracié de la Proposicié 2.1.3. =) Se suposa que {B;, t > 0} és un moviment
brownia i es comproven les tres propietats:

1. E(B;) = 0Vt > 0, per tant, en el cas concret de t = 0, es té també E(By) = 0.
Aleshores,

E(BoBy) = E(B3) = min(0,0) = 0

i aixo implica que By = 0 q.s.

2. Es prenen dos increments By, — By, 1 By, — By, on 0 < 1 < tg < t3 < t4. Aleshores,
amb la linealitat de I'esperanca, es té

Cov[(By,— By, )(Bi,— Bty )| = E[(Bi,— Bty ) (B, — Biy )| = E(By, — By, ) E(By, — Bys) =
E(Bi,By,) — E(By, B,) — E(B,Biy) + E(Bi,Bry) — 0 =ty — t1 — ta +t1 = 0

que dona la independencia dels increments.

Per veure que sén estacionaris, s’ha de provar que la seva distribucié només depen
de linterval t — s, és a dir, V 0 < s < t, By — Bs ~ N(0,t — s). En efecte,

E(Bt - Bs) - E(Bt) - E<Bs) =0-0=0,
E[(B;—Bs)*] = E(B})+E(B%)—2-FE(B;B,) = t+s—2-min(s,t) = t+5—2s = t—s.

3. Es té directament ja que el moviment brownia és un procés Gaussia, els increments
s6n independents i la covariancia E[(B; — Bs)?] =t — s.

<= ) Se suposen certes les tres propietats i es prova que {By, t > 0} és un moviment
brownia.

e Donat que els increments sén normals i By = 0, V B; és una suma d’increments
normals, que en ser independents, fan de B; un procés Gaussia.

e Com B, — By~ N(0,t—0)iBy=0, E(B;)=E(B:—B—-0)+ E(By) =040 =0,
el procés té esperanga 0.

o Es té

E(BBs) = E[(Bs + (B; — Bs)) - Bs] = E(B2) + E(B; — Bs) - E(Bs) = s +0=5=

S
min(s,t).

Aleshores, la covariancia del procés és s A t.
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La definicié matematica del moviment brownia és elegant i concisa, perd, com en
qualsevol construccio formal, la seva existencia no és trivial. Demostrar que aquest procés
tan particular pot existir dins del marc de la teoria de la probabilitat ha estat un dels
reptes fonamentals de les matematiques del segle XX. De fet, s’han desenvolupat diversos
enfocaments.

Un dels més destacats és el de Kolmogorov, que parteix d’una familia consistent de
distribucions finitodimensionals. Aquest metode utilitza propietats com ’estacionarietat,
la independencia i la normalitat dels increments per construir una mesura de probabilitat
i un procés en un espai mesurable adequat. Aquest enfocament tot i ser directe, és
tecnicament exigent.

Una aproximacié més elegant per al moviment brownia, que explota la seva naturalesa
Gaussiana, es basa en la teoria d’espais de Hilbert. Aquest metode esta estretament
relacionat amb la construccié original de Wiener (1923), posteriorment modificada per
Lévy (1948) i simplificada per Ciesielski (1961). Tot i que aquest enfocament no és
essencial per a moltes aplicacions practiques, proporciona una visié teorica sofisticada i
demostra explicitament que les trajectories sén continues quasi segurament.

Finalment, el principi d’invariancia de Donsker connecta els processos discrets amb el
moviment brownia continu. En aquest cas, el moviment brownia es pot obtenir com el
limit d’una seqiiencia de passeigs aleatoris simples a mesura que la mida del pas tendeix
a zero. Aquest enfocament destaca per la seva intuicié.

Teorema 2.1.4. (Principi d’invariancia de Donsker) Sigui {S,,,n € N} un cami aleatori
definit per

So=0, Sp= Zn:Xk,
k=1

on {Xk,k € N} son variables aleatories independents i idénticament distribuides amb
E(Xy) =01 E(X}?) =1.

Es considera Y; € C(0,400) 3 el procés estocastic a temps continu definit per la inter-
polacid lineal de {Sy,,n € N}, és a dir,

Y = SUJ + (t — [t]) - (SLtJ—l — Sm), Vit > 0.

n YTL n
Es defineiz també el procés estocastic escalat Kt( ) — \/—i € C[0,1]. Aleshores, Kt( )
n

convergeiz en llei a un moviment brownia estandard {By,t € [0,1]} a lespai C[0,1] de
funcions continues sobre [0,1], amb la métrica induida per la norma del suprem.

Es pot trobar una demostracié detallada d’aquest resultat a [6, pag. 71].

Aquests enfocaments, tot i ser diferents, mostren que el moviment brownia no només és
un objecte matematicament possible, siné que es pot construir des de diverses perspectives
que ressalten diferents aspectes de la seva naturalesa probabilistica i geometrica. Aquestes
tres construccions estan desenvolupades amb detall a [6, Capitol 2].

3La trajectoria del procés aleatori Y; pertany a l’espai de funcions continues definides a l’interval
(0, 400), és a dir, per a cada w € , la funcié t — Yi(w) és continua a tot (0, +00).
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Figura 2.2: Trajectoria d’un moviment brownia [20].

2.2 Propietats de les trajectories del moviment brownia

En aquest apartat, s’analitzaran les propietats matematiques que defineixen les tra-
jectories del moviment brownia que, lluny de ser meres curiositats, sén essencials per
comprendre la seva complexitat i estructura.

La primera propietat destacable de les trajectories del moviment brownia és el seu
comportament fractal, una caracteristica que reflecteix la seva estructura altament irre-
gular i complexa. Abans de presentar la proposicié que formalitza aquesta propietat, es
defineix de forma breu i informal que és un fractal.

Un fractal és un conjunt que es caracteritza per les segiients propietats.

Presenta una estructura detallada a escales arbitrariament petites.

Es massa irregular per descriure’s amb el llenguatge geometric classic, tant a nivell
local com global.

Sovint mostra algun tipus d’autosimilitud.

La seva dimensié de Hausdorff sempre és més gran que la seva dimensié topologica.

e En molts casos, es pot definir de manera senzilla, sovint de forma recursiva.

La seglient proposicié dona propietats especifiques de les seves trajectories que expli-
quen perque poden considerar-se fractals.

Proposicié 2.2.1. Sigui B = {By, t > 0} un moviment brownia,

1. =B ={—By, t > 0} també és un moviment brownid.

2. Per qualsevol X\ > 0, el procés B = {%B)\zt, t > 0} també ho és.

3. Per qualsevol a > 0, BT = {B;,, — By, t > 0} també ho és.

En primer lloc, la simetria respecte a lorigen (—B) garanteix que les trajectories

no tenen una direccié preferent, reflectint-ne la irregularitat. En segon lloc, la propi-
etat d’escala (B?) assegura que el moviment brownia és autosimilar: independentment
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de si t’acostes o t’allunyes d’una part de la trajectoria, el seu comportament es manté
idéntic. Finalment, la propietat de translacié temporal (B™%) mostra que les trajectories
del moviment brownia tenen la mateixa estructura independentment del punt de partida.
Aquestes caracteristiques, considerades en termes de la seva distribucié de probabilitat,
compleixen les condicions matematiques necessaries per afirmar que les trajectories d’un
moviment brownia sén fractals.

Demostracid de la Proposicié 2.2.1. S’ha de comprovar que cada procés dels anteriors
compleix les condicions de la Proposicié 2.1.3.

1. Es pren Bt =-—-B; VteT.

(a)
(b)

By=-0=0 quasi segurament.

Se suposa que V 0 < s < t, la variable aleatoria B; — By és independent de B,,
0 < r < s. Aleshores, els increments de B s6n

B, — By = —B, + By = —(B; — B,)

i en ser una transformacié lineal, no afecta a la independencia, per tant, B — B,
és independent de B,.

Es considera que By — B; amb 0 < s < t segueixen una N(0,¢ — s). Els incre-
ments de B sén Bt —Bs = — (B¢ — By). Aleshores, com les combinacions lineals
de variables aleatories Gaussianes també segueixen una distribucié Gaussiana,
ét —BS NN(O,t—S)

B és un moviment brownia ja que compleix les propietats de la Proposicié 2.1.3.

2. (a)
(b)

Per at =0 es té By = 01i també BS‘ = %B)\z,o = %BO =0 qg.s.

Es parteix de que V 0 < s < t, la variable aleatoria B; — B, és independent de
B,, 0 <r < s. Aleshores, els increments de B* sén

B} = B} = $By2; — 3By, = 3 - (By2y — Bye.y)

i (By2; — By2.g) és un increment independent de Bjz2.,.. Finalment, com que
multiplicar per % no afecta a la independéncia, els increments de B* també
sén independents.

By — B; amb 0 < s < t segueixen una N (0,¢ — s). Com ja s’ha vist al punt
anterior, els increments de B* sén de la forma B} — B = % -+ (By2.4 — By2.s)
i By2y — Byz.y ~ N(0,A2(t — s)). Al multiplicar per 1 s'obté B} — B} ~
N(0, )‘2(;2_8)) = N(0,¢t — s). Queda comprovat que els increments de B sén
normals, amb mitjana 0 i varianga proporcional a la mida de U'interval.

B* és un moviment brownia ja que compleix les propietats de la Proposicié 2.1.3.

3. (a)
(b)

Bj* = Boya — By =0 q.s.

Se suposa que V 0 < s < t, la variable aleatoria B; — By és independent de B,,
0 < r < s. Aleshores, els increments de BT sén

B;ra - B;—a - (Bt—i—a - Ba) - (Bs—i—a - Ba) - Bt+a - Bs+a

i Btirq — Bsiq €és un increment independent de B;y,.
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(¢) By — Bs amb 0 < s < ¢ segueixen una N(0,¢ — s). Com ja s’ha vist al punt
anterior, els increments de B*? sén de la forma B;"* — Bf* = B, — Bsya,
que segueixen una N (0,¢ — s).

BT® és un moviment brownid ja que compleix les propietats de la Proposicié 2.1.3.

O

Tot i que ja s’ha vist que les trajectories sén continues, el seu comportament és prou
irregular com per a que no sigui possible definir la seva derivada en cap instant de temps.

Teorema 2.2.2. Sigui B = {B;, t > 0} un moviment brownid, la seva trajectoria quasi
sequrament no sera diferenciable en cap t > 0.

La demostracié d’aquest resultat no es presenta en aquest treball. No obstant aixo,
el lector interessat pot trobar una demostracié detallada a [5, p. 52]. Aquest fet és
fonamental per justificar 1'is de les tecniques de calcul estocastic que es presentaran al
Capitol 4.

2.2.1 Variacié quadratica

Aqui g’introdueix la idea de variacié quadratica, un concepte matematic que descriu la
irregularitat local de les funcions. En aquest cas especific, s’aplica a les trajectories del
moviment brownia i és fonamental tant per comprendre la seva naturalesa no diferen-
ciable com per analitzar la volatilitat dels actius financers, proporcionant una base per
modelitzar el preu de les opcions en el model de Black-Scholes.

Definicié 2.2.3. Sigui X = {X;, ¢t € T} un procés estocastic i sigui [0,¢) l'interval de
definicié de X. Es considera una successi6 de particions de [0, t)

Pn = {tOJL =0< tl,n <. < tknyn = t}’

on n € N és I'index de particié i k,, representa el nombre de subintervals en la particid.
Se suposa la seva norma

[P = max {tin—ti1n} —0

—hoeenshn

quan n — +o0. Aleshores, es diu que X té variacid quadratica en [0,t) si existeix el limit
en L%(Q)

kn
lim Z(Xti,n - Xtifl,n)Q = [X]O,t'

n——+00 4
=1

A més, aquest limit és independent de la successié de particions sempre que |P"| — 0.

Observacié 2.2.4. Que el limit convergeixi a L?(Q) significa que s’assoleix un tipus
de convergencia especific en I'espai L2, habitualment emprat per analitzar variables ale-
atories. En particular, aquesta convergencia implica que:

lim E|(S, — [X]o.)?| =0,

n—-+400

on E denota I'esperanca matematica. Aixo vol dir que la distancia quadratica esperada
entre S, 1 [X]o; es redueix progressivament fins a desapareéixer quan n — +oo.
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Tot seguit es demostra que la variacié quadratica d’'un moviment brownia estandard
és t.

Teorema 2.2.5. Sigui {By, t > 0} un moviment brownia, [B]; =t quasi sequrament.

Demostracio. Es considera una successié de particions de [0, )
P ={top=0<tip <..tp,n=t}) neN

i se’n calcula la suma de les diferéncies quadrades

kn
Sn = Z(Bti,n - Bti—l,n)z'

=1

) ~N(0,ti, — ti—1,) que implica que

i—1,n

En ser B; un moviment brownia, (Bti,n — By
E[(Bti,n - Btifl,n)2] =tit1 — 1

i d’aqui s’obté el valor esperat de S,

kn n—1
E(Sp) =Y El(Bi,, — By, 1,)"] = Y (tin — tic1,0) = —tom + thyn = t.
i=1 i=0

O

A mesura que es fa més petita la particié de 'interval de temps, la suma dels quadrats
dels increments tendeix a ¢t. Per tant, tot i que les trajectories sén altament irregulars,
tenen una variacié quadratica ben definida que creix linealment en el temps.

2.2.2 La propietat de martingala del moviment brownia

En termes generals, la propietat de martingala indica que, en qualsevol instant de temps,
el valor esperat del procés en el futur, condicionat per la informacié disponible fins al
moment present, és igual al valor actual del procés. Aquesta caracteristica implica que
el procés no té “memoria”, és a dir, I’evolucié futura no depeéen del passat, siné només de
I'estat actual. Aquesta idea resulta especialment 1til en les aplicacions financeres, com es
veura en el segiient capitol.

Definicié 2.2.6. Una filtracid associada a un espai de probabilitat (€2, F,P) és una familia
F = {F, t >0} de o-algebres de F tals que Fy C Fi, per qualsevol 0 < s < ¢.

La idea darrere d’una filtracié és que F; representa el conjunt d’esdeveniments obser-
vables fins al temps ¢. Quan un espai de probabilitat incorpora una filtracié associada, es
denomina espai de probabilitat filtrat.

Definicié 2.2.7. Un espai de probabilitat (Q, F,P) és complet si F conté tots els sub-
conjunts dels conjunts de probabilitat zero de F.

Qualsevol espai de probabilitat es pot estendre de manera tnica a un espai de proba-
bilitat complet (la seva completacid), ampliant la o-algebra per incloure tots els conjunts
ACQtalsque BC ACC, on B,C € F compleixen P(C'\ B) = 0.
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Definicié 2.2.8. Donat un procés estocastic X = {Xy, t € T}, la seva filtracié natural
es defineix com la familia de o-algebres F; = 0(Xs, 0 < s < t) amb t > 0, és a dir, les
o-algebres generades per les propies variables del procés.

Una de les principals motivacions per introduir les nocions anteriors és permetre la
definicié rigorosa d’un procés estocastic adaptat, que formalitza la idea que la informacié
disponible fins a un cert moment condiciona 1’evolucié del procés.

Definicié 2.2.9. Un procés estocastic X = {Xy, t € T} definit sobre un espai de proba-
bilitat filtrat és adaptat si per qualsevol t € T, X; és una variable aleatoria F;-mesurable.

Observacié 2.2.10. Tot procés estocastic esta adaptat a la seva filtracié natural.

A continuacié ja es pot donar la definicié de martingala per a processos estocastics
continus.

Definicié 2.2.11. Un procés estocastic M = {M;, t > 0} és una martingala respecte
una filtracié F = {F;, t > 0} si:

1. M és un procés adaptat a IF;

2. totes les variables aleatories M; del procés sén integrables, és a dir, pertanyen a
LY(9);

3. Y 0<s <t B(M|F,) = M,.

Observacié 2.2.12. La segona propietat és equivalent a que el procés estocastic M =
{M, t > 0} compleixi E(|M;]) < 400 Vt > 0.

Observaci6 2.2.13. La tercera propietat es pot reescriure de la seglient manera:
VO0<s<t, E(M;— My|Fs)=0.

Per tal d’argumentar-ho, es fa s de les segiients propietats de la probabilitat condicionada
respecte a o-algebres.

1. Linealitat: per qualsevol X, Y variables aleatories i Va, b € R,
E(@X 4+ bY|F)=a-E(X|F)+0b- E(Y|F).
2. Si X és una variable aleatoria F-mesurable, aleshores,
E(X|F)=X.

En aquest cas, com M és Fs-mesurable, aplicant la propietat (2) es té (M| Fs) = Ms.
Finalment, aplicant la propietat (1) s’obté

E(M; — My|Fs) = E(My|Fs) — E(Mg|Fs) = E(M|Fs) — Ms.
Proposicié 2.2.14. Un moviment brownia estandard té la propietat de martingala.

Demostracié. Sigui B = {By, t > 0} un moviment brownia, s’ha de veure que compleix
les tres propietats de la Definicié 2.2.11.
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1. Per definicid, F; conté tota la informacié del procés fins al temps t. Aix0 implica
que B; és Fi-mesurable i, per tant, és adaptat a la filtracié.

2. Com que By ~ N(0,t), E(B;) < 400 per qualsevol ¢ > 0.

3. Per a 0 < s <t ala Observaci6 2.2.13 s’ha vist que
E(By|Fs) — Bs = E(By — Bg|Fs).

Aleshores, com que B;— B, compleix la propietat d’increments independents respecte
a Fs,

E(B, — B,|F,) = E(B, — B).
Finalment, com que By — Bs ~ N(0,t — s), la seva esperanga és zero:
E(B, — By) = 0.

Per tant, B compleix les tres condicions per ser martingala.

2.2.3 Propietat de Markov del moviment brownia

Un procés té la propietat de Markov si, en qualsevol moment, el seu comportament
futur depén exclusivament de l'estat actual i no de la seva historia passada. Aquesta
caracteristica es formalitza a continuacié.

Definicié 2.2.15. Un procés estocastic X = {Xy, t € T} F-adaptat, satisfa la propietat
de Markov si Vs,t amb s < t E(X:|Fs) = E(Xt|Xs). Es a dir, donat el valor Xj, la
informacié passada continguda en Fy és irrellevant per a la prediccié de X;.

Lema 2.2.16. Un moviment brownia té la propietat de Markov.

Demostracié. Sigui B = {By, t > 0} un moviment brownia i 73 = 0(Bs : 0 < s < ¢) la
filtracié natural associada. S’ha de comprovar que F(B; | Fs) = E(B; | Bs) per a tot
0<s<t.

Per les propietats del moviment brownia, es pot escriure
Bt - Bs + (Bt - BS)7

on l'increment B; — B; és independent de F; i té una distribucié N (0,t — s).

Per la linealitat de I’esperanca condicionada,
E(By | Fs) = E(Bs + (Bt — Bs) | Fs) = E(Bs | Fs) + E(By — Bs | ),
on
E(Bs | Fs) = Bs

ja que By és mesurable respecte Fy i
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E(By— Bs| Fs) = E(By — Bs) =0
per ser un increment independent amb esperanca 0. Per tant,
E(By | Fs) = Bs.

Falta provar que F(B; | Bs) = Bs. Prenent la mateixa descomposicié per By i tenint en
compte el que s’ha mencionat per la primera part,

E(B; | Bs) = E(Bs + (By — Bs) | Bs) = E(Bs | Bs) + E(B; — Bs | Bs) = Bs + 0 = Bs.

Aixo implica que
E(By | Fs) = E(B ‘ By),

demostrant que el moviment brownia satisfa la propietat de Markov. O



Capitol 3

La integral estocastica i el calcul
d’Ito

Motivacio

La idea és estendre als processos estocastics, eines de calcul classiques com la derivacié
i la integracié. Concretament, es vol definir J[f(B;)] on f és una funcié infinitament
diferenciable de tal manera que s’obtingui una propietat analoga a la que ens dona el
segilient teorema:

Teorema. (Teorema Fonamental del Calcul) Sigui f una funcid continua en un
interval [a,b], aleshores la funcid F(x) definida com

F(a:):/gﬂf(t)dt7 a<x<b,

compleiz F'(x) = f(x).

Per que el calcul classic no serveix?

El motiu de necessitar aquesta construccié per als processos estocastics, és que si s’intenten
utilitzar els metodes de calcul classic, la regla de la cadena

dlf(By)] = f'(Bt) - dBy
no serveix. Aixo es deu a que el moviment brownia, introduit en el capitol anterior, és

un exemple de procés estocastic que, tot i tenir trajectories continues, no és diferenciable
enlloc. Aqui és on entra en joc el calcul d’Ito.

La necessitat d’una nova integral

Les equacions diferencials estocastiques permeten descriure la dinamica del moviment
brownia i s’expressen com

dX; = wdB; + vedt
Xo=xz9 R

24
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on B; és un moviment brownia i w i v sén processos estocastics que, com es veura més
endavant, estan subjectes a certs suposits.

Solucionar el sistema d’equacions anterior implica trobar un procés estocastic { Xy, ¢ >
0} que compleixi per a qualsevol t € Ry,

t t
Xt:ato—i—/ Ug dBS—i—/ vg ds,
0 0

on la primera integral correspon a una integral estocastica i la segona, a una integral
determinista.

e Per una banda, la integral fg vsds és una integral classica. Fixant w € (), es té
X4, (w) una trajectoria especifica per ¢; que permet resoldre la integral amb la teoria
de calcul convencional.

e Per altra banda, la integral fot usdBs necessita la derivada de B;, que no es pot ob-
tenir mitjancant el calcul determinista. S’ha d’introduir, doncs, una nova definicié:
la integral d’Ito.

Relacié amb el model de Black-Scholes

En el cas concret del model de Black-Scholes, el procés X; descriu el preu de l'actiu
subjacent S;. La volatilitat o, constant, substitueix el terme us, mentre que la taxa lliure
de risc r, també constant, pren el lloc de vs. Aixi, 'equacié diferencial estocastica es pot
simplificar com

dSt = USt dBt + 7“51} dt,
So=s50€R

que també es pot expressar de manera integral
t
St:so+/ Ss - (0 dBs + 1 ds).
0

El contingut d’aquest capitol es pot trobar als llibres [7], [8], [9], [10] i [11].

3.1 Construccié de la integral estocastica

Per formalitzar el que s’ha introduit préeviament, es considera B = {B;, t > 0} un
moviment brownia definit en un espai de probabilitat (2, F, P) amb {F;, t > 0} la
filtracié natural associada a B.

La integral d’It0 es construeix per un tipus concret de processos estocastic, definits a
continuacié.

Definici6é 3.1.1. Sigui 7" un nombre real finit i estrictament positiu. L’espai LZT esta
format pels processos estocastics H = {Hy, t € [0,T]} que compleixen les segiients pro-
pietats.
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1. H és un procés adaptat (Definici6 2.2.9).1

2. La funcié (t,w) +— H(t,w) és mesurable respecte al producte de o-algebres
B([0,T]) ® F.

3. El procés té quadrat integrable en l'interval [0,T], és a dir, fOT E(H?)dt < +oo0.

Definicié 3.1.2. Els processos que pertanyen a l’espai LiT s’anomenen processos de
mitjana quadratica integrable.

Per tal de construir la integral, és necessari identificar primer els processos més senzills
sobre els quals es pot definir la integral estocastica i, posteriorment, es pot estendre a tot
I’espai LZ T

3.1.1 Integrals definides: els processos simples

Els processos simples sén processos estocastics que prenen valors constants en intervals
finits de temps.

Definicié 3.1.3. Un procés H = {H;,t € [0,T]} és un procés simple si es pot expressar
com

n

Hy(w) = ¢iw) Ty (1),

=1

on 0=ty <t <..<t,=T1¢; variables aleatories F;, ,-mesurables i de quadrat
integrable.

Cal tenir en compte que, mentre que la integral d’una funcié real definida en un interval
és un nombre, un procés és una funcié que pren variables aleatories com a valors. Per
tant, és natural que la integral d’un procés simple, com veurem a continuacié, també sigui
una variable aleatoria.

Definicié 3.1.4. Si H = {H;,t € [0,T]} és un procés simple, es defineix la seva integral
estocastica com

/ Hy(w)dB; = Z@ .(By, — By,_,).

Es defineix £ C L2 o Com el subespai de processos simples. Aleshores, la integral
defineix una isometria entre aquests dos espais.

Lema 3.1.5. (Propietat d’isometria per a processos simples) Per a qualsevol procés H €

E C L?L,T, es compleix
T
(/ thBt) = (/ Hfdt).
0

s equivalent a que V¢ € [0,T] les variables aleatories H; depenen només de la informacié disponible
fins a temps ¢
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La demostracié es pot trobar a [11, pag.44].

Aquesta propietat no només valida la definicié de la integral estocastica per a processos
simples, siné que també permet estendre aquesta definicié a tot ’espai LgT. Tot i que
no es desenvoluparan aqui els detalls d’aquesta construccid, cal destacar que aquesta
extensio es fonamenta en la possibilitat d’aproximar qualsevol procés en Lz o+ mitjancant
una seqiiencia de processos simples. ’

3.1.2 Integrals indefinides

L’enfocament d’aquest treball s’orienta més cap a I'aplicacié de la integral estocastica,
per tant, no s’aprofundira en el desenvolupament complet de les propietats. Tanmateix,
és interessant mencionar-ne algunes que poden ser ttils com a part del marc teoric en
capitols posteriors.

Aquestes propietats no només s’apliquen a processos simples, siné que, es poden aplicar
a processos més generals que pertanyin a Lg o~ Es per aixo que és necessari definir-ne la
b
integral estocastica indefinida.

Definicié 3.1.6. Sigui un procés H € Lg o es defineix la seva integral estocastica com

i T
I(H)t = / H,dBs = / HSH[th](S)st, 0<t<T
0 0

Lema 3.1.7. (Propietat de martingala) El procés {I(H);, t € [0,T]} és una martingala
respecte a la filtracio natural associada al moviment brownia.

La demostracié es pot trobar a [11, pag.53].

Lema 3.1.8. (Variacié quadratica de la integral estocastica) Per a qualsevol procés H €

Ly g
t 2 t
(/ HsdBS) —/Hgds, 0<t<T
0 0

és una martingala respecte a la filtracio natural associada al moviment brownid.

Lema 3.1.9. (Continuitat de la integral) El procés {I(H);, t € [0,T]} té trajectories
continues quasi sequrament.

La demostraci6 es pot trobar a [11, pag.55].

3.2 Formules d’Ito

El calcul diferencial basat en la integral estocastica, conegut com a calcul d’It6, constitueix
una eina fonamental per al desenvolupament de la teoria matematica financera.

Es continua suposant B = {B;, t > 0} un moviment brownia definit en un espai
de probabilitat (2, F, P) amb {F;, t > 0} la filtracié natural associada a B. Es fara
referéncia, al llarg de la seccid, a expansions de processos estocastics amb la segiient
definicié:



3.2. FORMULES D’ITO 28

Definicié 3.2.1. Un procés X = {X;,0 <t < T} es diu que és un procés d’Ité si satisfa
I’equacio

¢ ¢
X = Xo —|—/ usds + / vsd By (3.2.1)
0 0

on

X és Fo-mesurable,

u 1 v; sén Fi-adaptats,

T
/ |us|ds < +00, quasi segurament,
0

T
/ lus|2ds < 400, quasi segurament.
0

Aquest tipus de processos sén especialment rellevants perque la seva descomposicié
permet identificar una integral trajectorial (el terme integrat respecte al temps) i una
integral estocastica (el terme integrat respecte al moviment brownia). Aquesta estructura
els fa adequats per modelar fenomens que evolucionen al llarg del temps amb components
tant previsibles com incerts, com els preus dels actius financers.

Observacié 3.2.2. La forma diferencial de l'equacié (3.2.1) és
dXt = Utdt + 'UtdBt.

La férmula que es presenta a continuacié permet diferenciar funcions de la forma
t — f(By), on f és una funci6 amb derivades continues de segon ordre. Aquesta és una
versio estocastica de la regla de la cadena del calcul diferencial habitual.

Teorema 3.2.3. (Lema d’It6 I) Sigui f una funcié dues vegades diferenciable i B =
{B¢, t > 0} un moviment brownia, llavors

_of 1 0%f

Tant f(By) com f”(Bs) es poden obtenir mitjangant metodes de calcul ordinaris. El
terme que porta problemes és fg 1'(Bs)dBs ja que, com s’ha comentat anteriorment, els
moviments brownians no sén diferenciables en general.

La demostracié d’aquest resultat no es desenvolupa aqui, pero el lector interessat pot
trobar una demostraci6 detallada a [12, pag. 4].

Per establir la connexié entre el calcul diferencial estocastic introduit en el Lema d’It6
I i la seva aplicacié a la derivada de l'equacié de Black-Scholes en el segilient capitol,
es presenta una versié generalitzada del lema, que permet treballar amb funcions que
depenen tant del procés estocastic Xy com del temps t.

Teorema 3.2.4. (Lema d’Itd II) Sigui X = {X, t € T} un procés estocastic i f(t, X;)
una funcio depenent de dues variables tal que es compleix ’equacid diferencial estocastica
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dXy = adB; + bdt,
on b és el terme de creizement determinista (drift), & és la volatilitat del procés X; a
temps t © By és un moviment brownia estandard.

A més a més, se suposa que [ és una funcid dues vegades diferenciable amb derivades
continues. Aleshores, a l’equacid diferencial anterior se la coneix com a procés d’It6 i la
diferencial d’f ve donada per

_of of 1 9%f of _

La seva demostraci6 no es presenta en aquest treball, pero es pot consultar a [12, pag.
6].

Aquest resultat és essencial per a la descripcié de I'evolucié de funcions de processos
d’It6 i constitueix una eina clau en la modelitzacié financera, com es veura en el segiient
capitol.



Capitol 4

El model Black-Scholes

El model de Black-Scholes, desenvolupat per Fischer Black, Myron Scholes i Robert Mer-
ton, és un dels més coneguts i influents en les finances matematiques a temps continu.
Aquest model permet valorar opcions tant des d’un punt de vista teoric com practic, fet
que I’ha convertit en una eina clau als mercats financers.

Tot i la seva simplicitat i popularitat, presenta limitacions importants quan s’aplica
a mercats reals. La hipotesi de la volatilitat constant, el comportament idealitzat dels
mercats i I'as del moviment brownia com a base per modelar els preus dels actius han
estat objecte de debat i millores posteriors.

En aquest capitol s’introduiran els conceptes basics de les opcions i les assumpcions del
model. Es demostrara I’equacié de Black-Scholes i es presentaran les seves solucions per
a opcions de compra i venda. Finalment, s’analitzaran les seves limitacions i s’estudiaran
conceptes com la volatilitat implicita i la superficie de la volatilitat.

El contingut d’aquest capitol es pot trobar a [9], [13], [14], [16] i [17].

4.1 Els basics del model

Una opcio és un contracte financer, el valor del qual es deriva del preu d’un actiu subjacent,
d’aqui el nom de derivats que s’atribueix a aquest tipus de contracte. Dona el dret, al
seu titular, pero no la obligacié, de comprar o vendre un instrument subjacent a un preu
concret, conegut com a preu d’exercici, abans o en una data especifica, segons el tipus
d’opcio.

El segon participant en el contracte d’opcions és 1’emissor, que ha de complir ’acord
de compra o venda de ’actiu en el cas que el titular decideixi exercir el seu dret.

La classificacié de les opcions varia en funcié de la seva flexibilitat i el seu abast en
termes de comportament.

e L’opcid call dona al comprador el dret de comprar I'actiu subjacent a un preu fixat
durant un periode de temps concret.

e L’opcid put dona al comprador el dret de vendre ’actiu subjacent a un preu fixat
durant un periode de temps concret.

30
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Aquestes opcions es compren i es venen a través de corredors en linia o minoristes i la
tarifa que paga el comprador s’anomena prima.

Actualment s’ofereixen en el mercat dos tipus d’opcions, que sén les europees i les
americanes. Tenen caracteristiques similars pero diferencies importants. Els propietaris
d’opcions d’estil america poden exercir en qualsevol moment abans de la data d’expiracié
de la opcid, mentre que les opcions d’estil europeu només es poden exercir a la data de
venciment. D’aqui la simplicitat a I’hora de modelar les opcions europees, que sén les que
s’utilitzen al llarg del capitol.

Opcid Call Opcid Pur OTM
IT™ (Valor intrinsec 0€)
LU B L L EEEEEEEETEEEEES hhly GRLLELECEEETEEE
Opcid Call
Valor intrinsec 5€
100€ - --mmmmmm e Preu d'Exercici 100€ - - - - - - - - - oo oo
Opcio Put
Valor intrinsec 5€
95€ P--------mrmmmmm e e e e e e - R e e -
Opcié Call OTM Opcid Put
(Valor intrinsec 0€) IT™™

Figura 4.1: Exemple de funcionament de les opcions depenent del preu de I’accié i del preu d’exercici.

En funcié de la relacié entre el preu de mercat de 'actiu subjacent i el preu d’exercici
de 'opcid, també s’estableixen tres principals categories recollides sota el terme financer
MONEYNESS.

o At-the-money (ATM). El preu de l'actiu subjacent és similar al preu d’exercici,
independentment del tipus de contracte (call o put). En ambdéds casos, descriu una
situacié de paritat entre els preus.

e [n-the-money (ITM). L’opcié té valor pel comprador, ja que el preu de I'actiu s’ha
mogut a favor seu, generant beneficis potencials. Té valor intrinsec.

En el cas d'una call, aixo passa quan la cotitzacié de 'actiu al mercat és superior
al preu d’exercici.

En el cas d’'una put, quan el preu de I'actiu esta per sota del preu d’exercici, ja que

permet al comprador vendre ’actiu a un preu més alt que el de mercat.

e Qut-of-the-money (OTM). L’opcié no té valor pel comprador, ja que el preu de
lactiu s’ha mogut en contra seva i, per tant, no genera beneficis (no és rentable la
seva execucid). No té valor intrinsec.

En el cas d’una call, el preu de 'actiu cau per sota del preu d’exercici.

En el cas d’una put, el preu de I'actiu cotitza per sobre del preu d’exercici.
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4.2 Suposicions

Abans d’endinsar-nos en la teoria, a part dels conceptes introductoris tractats en la seccid
anterior, també és essencial comprendre les assumpcions en que es van basar Black, Scholes
i Merton. Com succeeix en altres models matematics, aquestes ens definiran el marc teoric
sobre el que es treballara.

Abséncia de restriccions

L’activitat en el mercat financer es realitza sense costos de transaccid, com comissions,
corretatges o riscos de liquiditat, i no existeixen restriccions legals per negociar opcions
o actius subjacents. A més, els actius es consideren perfectament divisibles, la qual cosa
permet fragmentar-los en unitats més petites per implementar estrategies d’inversié i
cobertura amb precisié.

Mercat eficient i sense oportunitats d’arbitratge

S’assumeix que el mercat és eficient, el que significa que els preus dels actius reflecteixen
tota la informacié disponible en tot moment. Aixi doncs, no existeixen oportunitats
d’arbitratge, és a dir, no es poden obtenir beneficis sense risc mitjancant la compra i venda
simultania d’un mateix actiu en diferents mercats o formats. Aquest principi garanteix
que les opcions de compra i venda compleixen la paritat corresponent en tot moment, i
que les estrategies d’inversié no poden generar rendiments extraordinaris sense exposar-se
a riscos addicionals.

Distribucié lognormal del preu de P’actiu

En teoria de la probabilitat, una distribucié lognormal és una distribucié de probabilitat
continua d’una variable aleatoria X, el logaritme de la qual es distribueix normalment.
Es a dir, In(X) té una distribucié normal.

Se suposa que el preu de l'actiu subjacent segueix un moviment brownia geometric,
definit de la segiient manera.

Definicié 4.2.1. Un moviment brownia geométric és un procés estocastic S = {S, t > 0}
representat per
0_2
Sy = S - elh= T ItHoBe (4.2.1)

)

on Sy és el preu inicial, u és el drift, o és la volatilitat de I’actiu i By és un moviment
brownia estandard. Aquesta férmula és la solucié de 'equacié diferencial estocastica

dSt = ,uStdt + O'StdBt.
Prenent el logaritme natural de I'expressi6 (4.2.1) s’obté
In(S;) = In(Sp) + (r - 0;) t+ 0B,
formada per la suma de termes constants i del moviment brownia B; que segueix una

distribucié normal. Per tant In(S;) és una variable aleatoria normal i el preu de l'actiu
segueix una distribucié lognormal.



4.2. SUPOSICIONS 33

Degut a que ’exponencial de qualsevol nombre real sempre és positiu, S; queda limitat
per zero i no pot prendre valors negatius. Aixo genera una asimetria cap a la dreta i un
cert grau de curtosil.

En aquest cas, es té una distribucié amb curtosi alta, és a dir, amb cua gruixuda, indi-
cant una probabilitat més gran d’obtenir valors allunyats de la mitjana, també coneguts
com a esdeveniments extrems.

4 -3 -9 ] 12 3 4
— Normal(0, 1) — Lognormal(0, 0.2)

Figura 4.2: Comparacié grafica de les distribucions esmentades.

Distribucié normal del rendiment de ’actiu

Ates que els preus dels actius segueixen una distribucié log-normal, es pot comprovar
rapidament que els seus rendiments es distribueixen segons una normal.

El rendiment d’un actiu financer es defineix com

Substituint en aquesta expressié I'equaci6 (4.2.1) s’obté

2
S - e(r—%)t+o By o2
R, =In 0 S, = (r—2>t+0Bt,

que és una combinaci6 lineal d’una constant i del moviment brownia By, que segueix una
distribucié normal.

Per tant, els rendiments es poden descriure mitjancant una distribucié simetrica al
voltant de la mitjana, amb una probabilitat més gran de veure canvis petits en el preu i
una probabilitat decreixent per canvis molt grans.

Volatilitat constant

El retorn d’un actiu financer és el canvi percentual en el seu preu durant un periode de
temps determinat. Es a dir, representa el guany o la perdua obtinguda per I'inversor.

'fis la mesura de la forma i el grau d’apuntament d’una distribucié de probabilitat, posant émfasi en
el gruix de les seves cues
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Aleshores, es pot definir la volatilitat com una mesura estadistica de la dispersi6 dels
retorns per a un valor o index de mercat determinat.

En aquest model es considerara que la volatilitat dels actius és constant al llarg del
temps. Aixo implica que les fluctuacions del preu d’un actiu es mantenen dins d’uns limits
previsibles, cosa que facilita I'avaluacié d’opcions i altres derivats.

Taxa d’interés lliure de risc lliure constant

S’assumeix que la taxa d’interes lliure de risc (1) és constant durant tota la vida de I'opcid.
Per tant, el rendiment d’inversions sense risc, com els Bons del Tresor, es manté estable
durant el periode en que l'opcié és vigent. Aquesta condicié és clau per determinar el
valor temporal de 'opcid, ja que la taxa d’interes lliure de risc s’utilitza per actualitzar
els fluxos de caixa futurs al seu valor present.

Sense dividends

Es parteix de la idea que els actius subjacents no generen pagaments addicionals durant
la vida de 'opcid, com ara dividends o altres rendiments. De fet, els dividends podrien
alterar la relaci6 entre opcions de compra (call) i de venda (put) segons la paritat put-call,
per aquest motiu, el model de Black-Scholes original treballa sota aquesta hipotesi. Si es
volguessin incorporar dividends, caldria ajustar el model.

4.3 Estrategies d’autofinancament

L’equacié de Black-Scholes permet descriure 'evolucié temporal del valor d’una opcié
V(t,S;). Aquesta equacié s’obté aplicant el Teorema 3.2.4 a una cartera de cobertura
auto-financada, que és una estrateégia de trading on es combina un actiu subjacent (que
comporta risc) amb bons sense risc. Aquesta estrategia permet cobrir I’opcid i eliminar el
risc associat a I’evolucié del preu de I’actiu subjacent, de manera que la cartera replicant
pot imitar el comportament de ’opcié de manera precisa.

Una estratégia és un pla que especifica com distribuir els recursos disponibles entre
diferents actius financers al llarg del temps. Matematicament s’expressa de la segiient
manera.

Definicié 4.3.1. Siguin Hy i H} les quantitats invertides d’actiu lliure de risc i d’actiu
amb risc, respectivament. Una estratégia es modela com un procés estocastic

H = {Ht7t > O} - {(Ht()?Hg)J > 0}
tal que H; és F-adaptada amb {F;,t > 0} la filtracié natural del moviment brownia.

Per tant, les decisions d’inversi6 en el temps ¢ només depenen de la informacié dispo-
nible fins aquell moment.

Es considera ara el vector de preus
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{Pt,tZ O} :{(S?7St)7t20}7

on els components es defineixen com segueix.

e El preu de I'actiu lliure de risc, SY, es modela mitjancant una funcié exponencial
del temps amb una taxa d’interées constant r:

SY =S - e,

on se suposard, per simplicitat i sense perdua de generalitat, que SJ = 1.

e El preu de ’actiu subjacent, St, és el valor de I’actiu que es modela com un moviment
brownia geometric.

Definicié 4.3.2. El valor total de la cartera a temps t ve donat per
M, = H)SY + H'S;, 0<t<T.

Quant D'estratégia té com a objectiu intentar aconseguir beneficis amb la compra-venda
dels actius financers, s’anomena estratégia de trading i pot ser de dos tipus.

e Estatica: quan l'estrategia no s’ajusta amb el pas del temps.

e Dinamica: quan l'estrategia s’ajusta segons els canvis en les condicions del mercat.

En aquest context, 'estrategia de trading sera dinamica ja que és necessari per tal de
poder replicar el valor de les opcions. També es considerara que és autofinancada, és a dir,
els canvis en la composicié de la cartera un cop esta en marxa l’estrategia, es realitzaran
amb els propis recursos de la cartera, sense injeccions de capital extern. L’equacié que
ens dona la condicié d’autofinancament és

dTly(H) = Hy dS) + H} dS; = HY dS) + H} S;(0dB; + rdt).

Es a dir, qualsevol canvi en el valor total de la cartera es deu exclusivament a les
variacions dels preus dels actius que la componen.

El model de Black-Scholes esta dissenyat per evitar oportunitats d’arbitratge, assegu-
rant que, en un mercat eficient, els preus de les opcions siguin coherents i reflecteixin el
seu valor just.

Per garantir ’absencia d’arbitratge i determinar el preu just d’'una opcid, és essenci-
al construir una cartera que repliqui exactament el comportament de ’actiu subjacent.
Aquesta cartera, que ja s’ha mencionat anteriorment, es coneix com a cartera replicant
i consisteix en una combinacié d’actius subjacents i de bons sense risc. L’objectiu és
ajustar les quantitats d’aquests dos actius perque el valor de la cartera sigui igual al valor
de 'opcié en tot moment.
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4.4 L’equacié de Black-Scholes

Amb els conceptes fonamentals del model establerts, es pot avancar ja cap al teorema
que descriu ’evolucié del preu de 'opcié en funcié de I'actiu subjacent. La demostracio
d’aquest teorema ens porta a derivar I’equacio que regeix el preu de les opcions en el marc
de Black-Scholes i aixi obtenir-ne I'’equacié diferencial parcial.

Teorema 4.4.1. (L’equacié de Black-Scholes) Sigui S; el preu de 'actiu subjacent
a temps t € Ry i V(t,5;) una funcié dues vegades diferenciable que dona el valor d’una
opcid. Se suposa o la volatilitat constant de l'actiu i r la taza lliure de risc constant.
Aleshores, el preu d’una opcidé al llarg del temps t es pot expressar a través de la segilient
equacio diferencial parcial:

v v 1 L2V
r-V= E‘FT Staist_‘_i Stasz

Demostracio. L’objectiu de la demostracié és arribar al resultat final, partint d’una funcio
general de dues variables que compleixi el Teorema 3.2.3 i comparant-la amb la cartera
replicant.

En primer lloc es defineix I’actiu sense risc a partir d’una equacié diferencial ordinaria

També s’assumeix que S; segueix un moviment brownia geometric
dSt =Uu- Stdt +o- StdBt, (442)

amb una part determinista que presenta el creixement proporcional al preu actual a una
taxa constant r i una part estocastica que representa el component aleatori proporcional
a la volatilitat del preu de ’actiu, modelat mitjangant un moviment brownia B;.

Es denotara V (¢, S;) al preu de la opcié que depén del preu de l'actiu subjacent i del
temps. Per veure com evoluciona, s’aplica el Lema d’It6 i s’obté

2
avit,s) = Dar+ Y gg 4 L.V

™" as, 3 a5l < onse>

on d < S, St > és la variacié quadratica de Sy que mesura la magnitud de les fluctuacions
aleatories d’un procés estocastic. Es a dir,

d< 8,8 >=d<o-SdBy,o-SidB; >= o?Sdt.

Substituint aquesta ultima igualtat i I'equaci6 (4.4.2) s’obté

1 2
dV(t,S;) = %th+ %/(“ Syt + 0 - SdBy) + gSZa - SZdt
(4.4.3)
_Jov oV 1 5 ,0%V ov
= E—i_'u StT&+§ g St85152:|dt+|:0- St8S:|dBt

Per descartar ’arbitratge, es considera una estrategia de negociacié d’autofinancament
que produeixi el mateix benefici que el derivat i en la qual en cada moment ¢ la cartera
es defineixi amb 'equacié

Ht = AtSt + ,BtDt (444)
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on A; és la quantitat d’actiu subjacent i 8; és la quantitat invertida en ’actiu sense risc.
S’ajustara A; i By de forma que la cartera pugui replicar el valor de I'opcié i elimini el
risc estocastic dB;. Es pren, doncs, el canvi en la cartera

dHt = AtdSt + ,Btd_Dt = At(/j, . Stdt +o- StdBt) + ﬂt(T‘ . Dtdt)
= [At,uSt + BtTDt]dt + [AtO'St]dBt,

que permet equiparar els termes deterministes i aleatoris de la cartera amb els de ’equacié
de lopci6 (4.4.3) obtenint

ov

Ay = —

t asta
LIV 1, ,0%V
ﬂtT‘Dt—a+§‘a‘St—8St2.

Prenent (4.4.4) i tenint en compte que II; i V; han de tenir la mateixa dinamica sigui quin
sigui el temps t es té
Vi =11y = AuSy + B¢ Dy. (4.4.5)

Multiplicant aquesta expressié per 7,
- Vi=r-AuSi+ 1 BiDy,

permet substituir els valors de A; i fyrD; directament, obtenint ’equacié diferencial
parcial de Black-Scholes

2
LV OV oY

A R TR 557

O

Aquesta equacié permet calcular el preu teoric d’una opcié sense dependre de suposi-
cions subjectives sobre el comportament futur del mercat.

A part de la construccié de la cartera replicant, també es pot aprofundir en la seva
unicitat.

Unicitat de la cartera replicant

Proposicié 4.4.2. Sota el suposit d’abséncia d’arbitratge i sequint les mateixes condici-
ons que en el Teorema 4.4.1, existeir una unica combinacid de A; i By que pot replicar el
preu d’una opcio en qualsevol moment t.

Demostracio. Se suposa l'existéencia de dues carteres replicants del preu d’una mateixa
opci6 en el mateix instant de temps ¢

I} = A}S; + B Dy

7 = AZS, + D,
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Se suposa A} # A? i 3} # B? i es busca una contradiccié per tal de concloure la igualtat
entre I1} i TI7.

Es considera la diferéncia entre les dues carteres
I — I = (A = AD)S + (B = B/) Dr.-
L’evolucié en el temps d’aquesta diferéncia ve donada per la derivada
d(IT; —TI) = (Ap = Af)dS, + (8; — B7)dD:.
Substituint les equacions (4.4.1) i (4.4.2), s’obté
d(I} —1I) = (A} = A})(r- Sydt + 0 - SdBy) + (8} — 57 )rDydt
e Si Al # A? el terme (A} —A?)o-S;dB; és no nul i, per tant, existeix una component
aleatoria que comporta risc.

e Si B} # B2, el terme (B} — B?)rD.dt no és zero, el que comporta una diferéncia
determinista en els rendiments d’ambdues carteres, és a dir, evolucionen de manera
diferent i els inversors podrien construir una estrategia d’arbitratge obtenint benefici
sense risc.

La contradiccié a la que s’arriba és, per una banda, la violacié del suposit d’abséencia
d’arbitratge i, per altra banda, la inconsistencia en la estrategia de replicacié. El que
conclou que la cartera replicant és tinica. O

Foé6rmules de Black-Scholes per a opcions Call i Put
Un cop demostrada ’equacié de Black-Scholes i la seva unicitat, és possible obtenir una so-

lucié analitica per a opcions europees. Aquesta solucié proporciona una féormula explicita
per al preu de 'opcié tant en el cas de compra (call) com en el cas de venda (put).

C(t,S) = SN (dy) — e " T VKN (dy),
P(t,S;) = e " T KN(—dy) — SeN(—dy),

on

1 22
N(Z):E e 2dy

és la funcié de distribucié de la normal estandard i dy i do sén parametres calculats a
partir de Sy, K (preu d’exercici de 1'opcid), r, o i T (temps de venciment):

5 — In(S¢/K) + (r+ 30%)(T — t)
b oI —1 ’

dgzdlfd\/T*t.
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Relacié entre opcions call i put: Paritat Put-Call

A partir de les férmules analitiques, és possible establir una relacié fonamental entre tots
dos preus, coneguda com la Paritat Put-Call. Aquesta relacié assegura la consisténcia
dels preus de les opcions a mercats eficients i sense arbitratge. S’expressa com

C(t, St) + K - P S + P(t, St),
on K - e " és el valor actualitzat del preu d’exercici. Aquests fluxos de caixa futurs
s’actualitzen utilitzant la taxa de descompte r, i com més gran sigui, menor sera el valor
present d’aquests fluxos.

Reorganitzant 1’equacid, el preu d’una opcié de venda europea es pot obtenir mit-
jancant la férmula

P(t, St) = C(t, St) + K- eirt - St,

si es coneix el preu de I'opcié de compra europea C(t,S;).

4.5 Limitacions

El model tractat en aquest capitol va revolucionar el preu de les opcions a tot el mén
gracies a la seva senzilla aplicacié. Tanmateix, el seu desenvolupament purament teoric
limita la seva capacitat per produir prediccions precises quan es prova empiricament.

Una de les principals mancances del model és la manera com es calcula la volatilitat, fet
que pot portar a prediccions imprecises. En la practica, la volatilitat depén de factors com
Poferta i la demanda, cosa que ha motivat el desenvolupament de models més avancats,
com la volatilitat implicita. A més, ’equacié de Black-Scholes només és aplicable a opcions
europees, ja que no considera la possibilitat d’exercir I’opcié abans del venciment, com és
el cas de les opcions americanes. Finalment, el model assumeix que els preus dels actius
varien de manera continua, sense capturar els salts bruscos, una suposicié que no resulta
adequada en mercats amb alta volatilitat o esdeveniments inesperats.

En resum, tot i que el model presenta certes deficiencies quan es tracta de predir amb
precisio el preu de les opcions de forma practica, la intuicié que el sustenta continua sent
rellevant dins de la teoria. Aixi, constitueix un punt de referencia fonamental per avaluar
i comparar models més sofisticats.

4.6 Volatilitat implicita

Aquest concepte s’introdueix com una correccié practica al model que s’ha tractat al llarg
de tot el capitol i permetra una millor aproximacié dels preus observats en el mercat.
Tot i que el model de Black-Scholes assumeix una volatilitat constant, I’experiencia del
mercat demostra que aquesta varia segons diferents factors, com el preu d’exercici i el
temps a venciment. Per aix0 és necessari definir la volatilitat implicita.

Es segueix assumint que S, el preu de ’actiu subjacent, es comporta com un moviment
brownia geometric amb taxa d’interes i volatilitat constant, K el preu d’exercici i T el
temps fins al venciment.
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Es reanomena
Cps(S, K, T,r,0) := S;N(dy) — e """ KN(dy) (4.6.1)

i, per qualsevol preu de mercat d’'una opcié de compra d’estil europeu Cps (S, K, T),
existeix una tnica? solucié o;(K,T) tal que

CBS(St,K,T, O'Z(K,T)) :CM(St,K,T), (462)

on o;(K,T) és la volatilitat implicita.

Segons el model de Black-Scholes, la volatilitat implicita es mantindria constant amb
0i(K,T) = o, una suposicié que no resulta realista a la practica. En realitat, la volatilitat
depeén de diversos factors economics i financers, com ara les condicions macroeconomiques
i el comportament dels inversors. A més, els preus dels actius no segueixen un cami
completament previsible i poden experimentar canvis sobtats, la qual cosa provoca que
la volatilitat sigui variable al llarg del temps.

Es per aixo que per tal d’obtenir les solucions de (4.6.2) s’utilitzen metodes numerics
com el metode de la secant, el de la biseccid o el de Newton-Raphson. Tot i que no sempre
convergeix i el calcul de les derivades pot arribar a ser costés, Newton-Raphson és el més
eficient quan es compleixen les condicions per aplicar-lo.

Aquest metode iteratiu, permetra aproximar la solucié d’una equacié del tipus

Cgs(st,K, T, Ji) — CM(St, K, T) =0. (463)

4.6.1 Metodes Numerics: Newton-Raphson

Metode iteratiu que permet obtenir les arrels d’una funcié f, que sén solucions de ’equacié

on f:U CR — R és una funcié C1(U), (és a dir diferenciable amb continuitat) on U és
un conjunt obert.

Se suposa que té un zero Z (f(Z) = 0) i es fa el desenvolupament de Taylor de f al
voltant d’un z(*) proper a Z obtenint

0= f(@)~ f@W) + f'(a®)(z - V).

160

o — 2" )2 4+ . es poden ignorar.

Com que () esta a prop de Z, els termes

Resolent el sistema 0 = f(2(®) + f'(z®))(x — 2(F) en z, s’obté una nova aproximacié
de T,

2 = g ®) — [(a0)] 1 f @), k>0

D’aqui es dedueix el segiient metode iteratiu, anomenat Metode de Newton-Raphson.
Donat (9 € U es defineix 2+ per a k =0,1,2, ... com

ZSuposant que no hi ha arbitratge, la férmula de Black Scholes és continua i creixent en o (es comprovara
més endavant).
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w  fE®)
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Com es pot observar, aquest metode presenta una limitacié important: requereix
coneixer la derivada de f. Si aquesta és propera a zero, el metode pot no convergir,
i si és exactament zero, el metode no es pot aplicar.

L(F+D)

4.6.2 La superficie de la volatilitat

Aplicant el metode de Newton-Raphson (o altres metodes numerics) a 'equacié (4.6.3),
es calcula la volatilitat implicita per cada combinacié de Cy; (S, K,T), K i T. Cadascun
d’aquests valors es converteix en un punt de la superficie de la volatilitat implicita, que es
representa a través d’un grafic tridimensional on I’eix vertical dona el valor de la volatilitat
implicita per a cada combinaci6 dels parametres K i T. Aixi doncs, resolent ’equacié per
a totes les opcions disponibles del mercat, es construeix aquesta superficie.

1000 0

Figura 4.3: Exemple de superficie de la volatilitat [21].

Depenent de la relacié que tingui el preu d’exercici K amb la volatilitat implicita, es
poden observar dues formes grafiques principals: el somriure de la volatilitat i la inclinacio
de la volatilitat. Matematicament, es pot veure com un pla de la superficie de volatilitat
per a un temps fix T = c.

El somriure de la volatilitat

Va apareixer per primer cop en les opcions valorades després del crac del 1987. Abans
d’aix0, no es detectaven aquests tipus de comportaments en els mercats dels EUA, fet
que reflecteix la confianga i la gran acceptacié que es tenia del model de Black-Scholes,
que suposava una volatilitat constant en el temps. Aquest punt d’inflexié, va fer que
els traders es donessin compte que els esdeveniments extrems eren possibles i que era
necessari tenir-los en compte en la valoracié de les opcions.

A la figura 4.4 es pot observar que la volatilitat implicita augmenta quan ’opcié és
OTM o ITM, en comparacié amb quan és ATM. Aixo implica que les opcions amb menor
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~— Implicita

Volatilitat
implicita

\_/

Preu d'exercici

Figura 4.4: Volatilitat somrient [15]. Figura 4.5:  Distribucié de la volatilitat
implicita comparada amb la distribucié lognor-
mal [15].

volatilitat implicita sén aquelles amb el preu d’exercici al voltant de ’ATM. L’existeéncia
d’aquesta forma grafica indica que les opcions OTM i I'TM tenen una demanda més alta
que les ATM.

A la imatge de la dreta, en canvi, es compara la distribucié lognormal, assumida en
el model Black-Scholes, amb la distribucié implicita obtinguda a partir dels preus del
mercat. En el cas d’aquesta tltima, s’observen cues més pesades que les de la distribucié
lognormal, és a dir, que s’estenen més enlla. Aixo implica que la probabilitat que es
produeixin esdeveniments extrems és més alta del que s’esperaria en el cas de la distribucié
lognormal.

Aquest tipus de grafiques s’observen principalment en opcions sobre actius amb un
nivell elevat de risc en periodes d’alta incertesa economica, com els actius volatils o poc
liquids. A més, la forma del somriure de la volatilitat pot variar en funcié de la dinamica
de 'oferta i la demanda del mercat, donant lloc a deformitats.

La inclinacié de la volatilitat

El principal motiu de 'existencia d’aquest grafic sén les expectatives dels participants del
mercat. A diferéncia de la corba simetrica anterior, aquesta té una tendeéncia predominant
en una direccid especifica.

Pot prendre dues formes en funcié del comportament del mercat i les opcions involu-
crades:

A A
2 £
g g
= ATM g ATM
g -
@ i 2 |
= ! = '
E : E '

OTMpun | Mgty LM | Tpus
ITM calls i OTM calls IT™ calls i OTM calls
Strike price Strike price

Figura 4.6: Volatilitat amb pendent negativa Figura 4.7: Volatilitat amb pendent positiva

[18). 18].
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La figura 4.6 mostra una grafica descendent anomenada reversed skew o skew negativa.
Sol descriure mercats alcistes on els inversors esperen que els preus pugin.

e OTM puts: Permeten als compradors vendre ’actiu subjacent a un preu d’exercici
més alt que el seu valor de mercat, servint de proteccié en el cas de caiguda dels
preus. Davant crisis economiques, els inversors prefereixen comprar opcions com a
forma de proteccid, augmentant la demanda i, per tant, la seva volatilitat implicita.

o [TM calls: Ja tenen valor perque el preu d’exercici és inferior al preu de mercat,
oferint beneficis immediats als compradors. Com que tenen un alt potencial de
rendiment, genera una demanda major que, al seu temps, implica una volatilitat
implicita més alta.

o OTM calls: Estan lluny de generar beneficis immediats ja que el preu del mercat
hauria de pujar significativament per sobre del preu d’exercici. Com que aquestes
pujades sén menys probables, pels inversors sén poc valuoses i la demanda és baixa,
aixo redueix la seva volatilitat implicita.

o [TM puts: El valor intrinsec d’aquestes vendes disminueix degut a la poca diferéncia
que existeix entre el preu d’exercici i el preu de mercat. Aixod provoca una caiguda
de la seva demanda i de la seva volatilitat implicita.

En canvi, la figura de la dreta mostra una grafica ascendent, també coneguda com a
forward skew o skew positiva. Es troba principalment en mercats de materies primeres
on es preveu una pujada de preus.

e OTM puts: En moments de forta demanda o tensions en la produccid, els preus de
les materies primeres es solen moure cap a munt. Per aixo, aquestes opcions tenen
poc valor i una volatilitat implicita baixa.

e [TM calls: Al ser el preu de mercat superior al preu d’exercici, ja sén opcions
amb un valor considerable. La poca possibilitat de grans caigudes en els preus, no
afecta excessivament a les opcions de compra, és per aix0o que no solen experimentar
augments de la demanda ni en la volatilitat implicita.

e OTM calls: Les materies primeres solen experimentar pujades de preu en situacions
d’escassetat o d’alta demanda. Els inversors compren aquest tipus d’opcions per tal
de protegir-se o beneficiar-se d’aquest possible augment. Aquesta demanda creixent
genera una pujada de la seva volatilitat implicita.

o [TM puts: Ofereixen proteccié davant possibles caigudes dels preus de les materies
primeres. En periodes d’incertesa economica, els inversors les utilitzen per cobrir-
se contra fluctuacions desfavorables, cosa que augmenta la seva demanda i la seva
volatilitat implicita.

El crac del 1987, esdeveniment que s’ha mencionat anteriorment en ’analisi del som-
riure de la volatilitat, va provocar una important inclinacié negativa de la corba de la
volatilitat. Davant I’augment sobtat de la incertesa i el risc de caigudes addicionals dels
mercats, molts inversors van precipitar-se a comprar opcions OTM put per protegir-se de
futures perdues, incrementant notablement la seva demanda i, conseqiientment, la seva
volatilitat implicita.



Conclusions

En aquesta seccié final, faig una revisié global del projecte i comento alguns dels resul-
tats d’una manera més personal i propera que al llarg del desenvolupament formal de la
memoria.

D’entrada, el moviment brownia és un tema amb multiples vessants, tant teoriques com
aplicades. La seva analisi m’ha permes recuperar conceptes ja treballats en assignatures
com Probabilitats i Estadistica, alhora que m’ha donat 'oportunitat d’explorar ambits
nous per a mi, com els processos estocastics i el calcul d'It6. Ha estat interessant veure
com aquests fonaments s’integren per construir una base solida per al model de Black-
Scholes.

Pel que fa al calcul estocastic, tot i que només he pogut introduir-ne les bases, ha estat
suficient per entendre el seu paper en la modelitzacié financera, especialment en el model
de Black-Scholes. Fins ara, només havia treballat amb el calcul classic durant la carrera,
i descobrir aquesta extensié matematica ha estat interessant i enriquidor.

D’altra banda, el model de Black-Scholes m’ha permes aprofundir en coneixements
adquirits a l'assignatura de Direccié Financera, especialment pel que fa a la valoracio
d’opcions, amb un nivell de detall i rigor que no havia vist fins ara. Aspectes com la
demostracié del teorema de Black-Scholes, la unicitat de la cartera replicant o la relacié
entre les suposicions del model i les formules finals, han estat claus per poder exposar les
limitacions del model.

En definitiva, durant el desenvolupament del treball, he tingut la sensacié d’estar
explorant només una petita part d’'un camp molt ampli. Tot i aixi, he pogut apreciar
com les matematiques, sovint considerades abstractes, poden proporcionar respostes ttils
a qiiestions del mon real.

Espero que aquest treball hagi permes al lector captar tant la profunditat teorica com
I'interes practic que ofereix el moviment brownia en el camp de les finances.
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