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INTERPRETACION ECONOMICA DEL ANALISIS
DE SENSIBILIDAD

1.- CONCEPTOS GENERALES

En la Empresa hay una gran cantidad de decisiones empresariales en las que los

responsables deben asignar recursos limitados para lograr un objetivo.

Generalmente, se trata de resolver un problema considerando las distintas alternativas
de solucion y buscando la mejor asignacion posible con la que se consiga satisfacer
mas eficientemente los objetivos empresariales, respetando las limitaciones presentes

en el problema.

En ocasiones, resulta aplicable la programacion lineal que es uno de los
procedimientos mas eficientes para resolver aquéllos problemas en los que, tanto el

objetivo como las restricciones, pueden expresarse mediante funciones lineales.

Un modelo de programacion lineal se representa de la siguiente forma:

Funcion obijetivo: Z= C1 X1 +CyXp+ C3Xg +......¥ Cy Xn

Restricciones: anXg+tapXot+tanXs+..FanXn=<=> b

App Xg + A Xo+ Apz Xz +....+ Aoy X =< 2= b2

Am1 X1+ 8mz2 Xo + Amz X3 oot Qn Xn =<> b,

Condicién de no

negatividad: X1, X2, X3eeee. Xp = 0



En un modelo de programacion lineal podemos diferenciar tres bloques:

a)

b)

FUNCION OBJETIVO que nos indica el objetivo que queremos alcanzar.

Cuando hablamos de optimizar una funcion objetivo hablamos de maximizar o

minimizar.

RESTRICCIONES DEL MODELO que son las limitaciones o requerimientos que

forman el entorno de la empresa que estamos estudiando.

Las expresiones que encontraremos al final de estas restricciones son las

siguientes:

IA

entonces hablamos de limitaciones o disponibilidades maximas (Materia

prima, mano de obra, maquinaria, etc.).

v

entonces hablamos de requerimientos (exigencias legales técnicas, etc.

gue la empresa debera cumplir).

LA CONDICION DE NO NEGATIVIDAD

Que nos indica que todas las variables tienen que ser no negativas, es decir
mayores o iguales a cero, ya que en caso de no serlo, la solucion al modelo no
seria factible, puesto que cada variable nos indica la cantidad de cada producto
a producir por la empresa y, por tanto, como minimo la empresa no producira

nada.

Existen varias formas de solucionar el problema, pero de entre todas ellas utilizaremos

el Método Simplex porque reduce la posibilidad de cometer errores y agiliza el proceso

de solucioén.

Este método consiste en un modelo mateméatico que analiza distintas soluciones hasta

llegar a la éptima mediante un proceso iterativo.



Existen tres aspectos importantes en el método simplex:

a) Determinacion de la primera solucién bésica.
b) Determinacion del criterio de optimalidad.
C) Determinacion del criterio de modificacion de la nueva solucion respetando dos

condiciones.

- Mejorar la solucion anterior.
- Mantener la factibilidad (La condiciéon de no negatividad de las variables)

en la nueva solucién.

La tabla correspondiente a la primera solucion basica podriamos representarla de la

siguiente manera:

Cy Ck Ci Cn Ch+1 Ch+i Ch+k Ch+m
x> c’ Xy Xy X; Xn Xoel X Xoek Xoem | Dy
Xn+1 Cn+1 an Ak Ay ain 1 0 0 0 by
Xn+i Chn+i i1 di k aj din 0 1 0 0 bi
Xn+k Cn+k Qa Ak g A 0 0 1 0 by
Xn+m Cn+m am1 Amk Amj &mn 0 0 0 1 bm
Z, Zx Z; Zn Zn+ Zn+i Zn+k Znm Zo
C1-Z1  CxZ C-Zj CnZn 0 0 0 0

La tabla correspondiente a las posteriores soluciones basicas se puede representar de

la siguiente manera:



C]_ Ck C] Cn Cn+]_ Cn+i Cn+k Cn+m

X’ c’ Xy Xic X Xn Xoer X Xk Xoem | Dy
Xn+1 Cn+1 ai 0 ay; Ain 1 0 a1 n+k 0 by
Xn+i Cn+i aip 0 aij Ain 0 1 A n+k 0 bi
Xk Cnk A1 1 Ay An 0 0 Ay n+k 0 by
Xnm Cnm ami1 0 amj Amn 0 0 Am n+k 1 bm
Z Zy Z; Zp Zni A Znik Znim Zp
Ci-Z1 0 C-Zj  CnZn 0 0 CokZnk 0

Aunque el significado econdmico de las variables y coeficientes que aparecen, tanto en

el modelo inicial como en las tablas de soluciones basicas ya las hemos estudiado’.

En el analisis que realizaremos a continuacion veremos, ademas, la importancia que

tiene en la empresa la modificacion de algun recurso y coste o margen de beneficios.

En esta publicacion, estudiaremos el significado econdmico del andlisis de sensibilidad,
gue nos indica lo que puede ocurrir en la solucidn optima si algun recurso disponible se
modifica (b;) o bien si se modifica algin margen de beneficios de la funcion objetivo (c;).
Dicho de otra manera, puede ocurrir que alguno de los coeficientes de la funcion
objetivo varie y puede ocurrir que alguno de los términos independientes de alguna
restriccion varie. Si esto ocurre, puede darse el caso que la tabla factible y 6ptima
obtenida inicialmente deje de serlo, bien porque alguna variable tome valor negativo
afectando a la condicion de no negatividad de las variables (factibilidad) o bien porque
algun ¢z, que representa el beneficio marginal que puede obtenerse con la inclusion
de determinada variable en la solucion, tome un valor que afecte a la optimalidad, en el
primer caso la solucion dejaria de ser factible y en el segundo caso dejaria de ser

Optima. En el caso de que variasen,

t TARRAGO SABATE, Francisco (1989): Fundamentos de Economia de la Empresa. Barcelona: Ed. Hispano Americana.

Pag. 729y ss.



simultaneamente, varios coeficientes de las variables de la funcion objetivo o variasen,

simultineamente, varios recursos disponibles (caso de méximo) o varios

requerimientos u obligaciones (caso de minimo), que son los términos independientes
de las restricciones del modelo inicial, entonces seria preciso realizar un Analisis

parameétrico , que no estudiaremos en esta publicacion.

El andlisis de sensibilidad consiste en analizar lo que sucederia a la tabla 6ptima, si
uno solo de los coeficientes de la funciéon objetivo variase, o bien uno solo de los
términos independientes de las restricciones iniciales del modelo se modificase. Si la

variaciéon es exacta, es decir, que la variaciéon de uno de los coeficientes de la funcién

objetivo o uno de los términos independientes toma un valor concreto, tanto en uno
como en otro caso, podemos ir directamente a la tabla Optima para realizar los nuevos

calculos (Anélisis Post-0ptimo). Si la variacion es no exacta, es decir, que la variacion

del coeficiente de la funcion objetivo o la variacion de uno de los términos
independientes no toma un valor concreto, deberemos calcular el intervalo dentro del
cual la composicion de la tabla optima se mantiene (Analisis de sensibilidad

propiamente dicho).

En el caso de que la variacion, o bien se produzca en varios de los coeficientes de la
funcién objetivo, o bien en varios de los términos independientes, en ambos casos, de

forma simultanea, estaremos ante un Analisis paramétrico.

Solo analizaremos el andlisis de sensibilidad tanto de variaciones exactas como no
exactas y utilizaremos para ello un ejemplo de un modelo de programacion lineal que

hay que maximizar.



2.- ANALISIS POST-OPTIMO PARA UN
PROBLEMA DE MAXIMO _ (VARIACION
EXACTA)

Tomaremos como modelo el del Dr. FRANCISCO TARRAGO SABATE?:

Max.z=3 X1 +5 %
2x+ X< 20
2X1+4X2§ 44

X1, Xo = 0

Cuyo problema es el siguiente:

1.- La funcion a optimizar es un problema de maximizar el beneficio de la empresa,
teniendo en cuenta que cada unidad producida de A representa un margen de
beneficios de 3 unidades monetarias y cada unidad producida de B representa

un margen de beneficios de 5 unidades monetarias.

2.- La primera restriccion representa el nimero de unidades del factor F; que se
necesitan por cada unidad de producto y el maximo de unidades del factor F;
disponibles. En el ejemplo se necesitan 2 unidades del factor F; necesarias para
producir cada unidad del producto A, y 1 unidad del mismo factor necesarias
para producir cada unidad del producto B, sabiendo que como maximo

disponemos de 20 unidades del factor F; en la empresa.

TARRAGO SABATE, F(1989): Op. Cit. pags. 761 y ss.
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3.- La segunda restriccion representa el nUmero de unidades del factor F, que se
necesitan para producir cada uno de los productos que quiere fabricar la
empresa y el numero maximo de unidades del factor F, que dispone la empresa
. En el ejemplo se necesitan 2 unidades para producir cada unidad del producto
A y 4 unidades para producir cada unidad del producto B, sabiendo que la

empresa dispone como maximo de 44 unidades del factor F..

4.- Debido a que la empresa espera producir dos productos, que son Ay B, el
nuimero de unidades a producir de cada uno de los productos, l6gicamente,
como minimo seran de cero, de ahi que las variables deben ser mayores o

iguales a cero.

Lo primero que se debe hacer para resolver el modelo, es convertir las desigualdades
en igualdades afiadiendo a las restricciones y a la funcion objetivo las variables de
holgura (restricciones del tipo menor-igual), variables excedentes y artificiales
(restricciones del tipo mayor-igual), y variables artificiales (restricciones del tipo igual).
Al tratarse de un modelo en el que todas las restricciones son del tipo menor-igual, a
las restricciones deberemos afadir variables de holgura y en la funcién objetivo las

afadiremos con coeficiente cero de la siguiente forma:

Max. Zz=3 X, + 5% +0 X" + 0 x,"
2%+ Xo+ X' = 20
2% + 4% + X4 = 44

X1, X2, X3 Xa" = 0

La solucion optima de ese modelo, hallada mediante el método simplex viene indicada

por la siguiente tabla:

10



X® C® X4 X; X3 X4 by
X4 3 1 0 2/3 -1/6 6
Xs 5 0 1 -1/3 1/3 8
3 5 1/3 716 58

0 0 -1/3 -7/6

Segun los datos obtenidos resulta lo siguiente:

1.-

La empresa para obtener el maximo beneficio debe producir 6 unidades del
producto Ay 8 unidades del producto B, de esta forma obtiene un beneficio igual

a 58 unidades monetarias.

Si sustituimos el valor de cada una de esas variables en las restricciones del
modelo inicial resulta que la empresa utiliza, de esta forma, todos los recursos
gue tiene disponibles, y por tanto, no le queda ningun sobrante de recursos, es
decir, no le queda ninguna cantidad del factor F; ni del F, ocioso, con lo que
cada una de las variables de holgura toma un valor igual a cero en la solucion

optima.

11



2.1.- EJEMPLO DE VARIACION EXACTA DE UNO

DE LOS COEFICIENTES DE LA FUNCION

OBJETIVO (C)

El andlisis lo efectuaremos a través de un ejemplo, tomando, para ello, el modelo

anterior.

a)

Vamos a suponer gque c; incrementa en 1 unidad; en este caso el nuevo valor de
ese coeficiente sera de 4 unidades, con lo cual podemos dirigirnos directamente

a la tabla optima inicialmente obtenida y tendremos:

4 5 0 0
X® C® X1 X, X3 X4 b
X4 4 1 0 2/3 -1/6 6
X; 5 0 1 -1/3 1/3 8
4 5 1 1 64
0 0 -1 -1

Los valores que en la tabla cambian son los que aparecen subrayados, de
manera que si el incremento del primer coeficiente es de una unidad, el
beneficio de la empresa pasa a ser 64 unidades monetarias. Por tanto, el
incremento que experimenta el beneficio sera de 6 unidades monetarias, el ¢z
correspondiente a la variable de holgura x;" disminuye en 2/3 y el C-Z;
correspondiente a la variable de holgura x," aumenta en 1/6. Precisamente
varian de acuerdo con los valores de los coeficientes técnicos (a;) tercero y
cuarto que aparecen en la primera fila de la tabla 6ptima inicial, precisamente
porgue el valor de C; ha variado tan solo en una unidad. También observamos
en la tabla que los valores de las variables basicas no varian, ello es légico por

cuanto al modificarse alguno de los coeficientes de la funcién objetivo no se

12



modificarén, en principio, los valores de las variables basicas; si se modificaran

si la tabla deja de ser optima.

En definitiva, si ¢; incrementa en una unidad, entonces:

z incrementa en 6 unidades monetarias
C3-Z3 disminuye en 2/3 unidades monetarias

Cs+-Z, aumenta en 1/6 unidades monetarias

y, por tanto:

C: = 4 unidades monetarias de margen

z = 64 unidades monetarias (incrementa en 6 unidades monetarias).

X; = 6 unidades fisicas (permanece inalterada la produccion del producto A).

X, = 8 unidades fisicas (permanece inalterada la produccion del producto B).

b) Supongamos, ahora, que c¢; disminuye en 1 unidad*, en este caso el nuevo valor
de ese coeficiente sera de 2 unidades, con lo cual si nos dirigimos, igualmente, a
la tabla tendremos:

2 5 0 0
X° c’ X4 X, X3 X" bi
X1 2 1 0 2/3 -1/6 6
X2 5 0 1 -1/3 1/3 8
2 5 -1/3 4/3 52
0 0 13 - 413
* Si disminuyera el coeficiente C; en 1/2 unidad, el cs-z; tomaria un valor igual a 0 y seria la tabla limite. La

variable de holgura X3 es una variable secundaria, al igual que la X" (Ver pags.31y 32), porque el c3-z3 y el ¢4
-z4 toman un valor distinto de cero. Si la disminucién de ese coeficiente es mayor que 1/2 unidad, entonces la
solucién, como vemos en este apartado b), deja de ser 6ptima. Ello lo podremos demostrar al obtener el
intervalo dentro del cual se mantiene la composicion de la tabla (EN EL APARTADO CORRESPONDIENTE A
LA VARIACION NO EXACTA DE LOS COEFICIENTES DE LA FUNCION OBJETIVO)(Ver pags.33-35).

13



Los valores que en la tabla cambian son los que aparecen subrayados, de
manera que si la disminucion del primer coeficiente es de una unidad, el
beneficio de la empresa pasa a ser 52 unidades monetarias, por tanto, se
produce una disminucion del beneficio de 6 unidades monetarias, el cyz
correspondiente a la variable de holgura x;" aumenta en 2/3 pasando a tomar
valor positivo, por tanto la tabla deja de ser Optima, aunque al no variar los
valores de las variables basicas, la tabla sigue siendo factible. El cj-z
correspondiente a la variable de holgura x,"' disminuye en 1/6, precisamente
varian de acuerdo con los valores de los coeficientes técnicos tercero y cuarto
gue aparecen en la primera fila de la solucién éptima inicial. También
observamos en la tabla que los valores de las variables basicas, como en el
caso anterior, no varian.

En definitiva, si ¢; disminuye en 1 unidad, entonces:

z disminuye en 6 unidades monetarias

Cs-Zz aumenta en 2/3 unidades monetarias

C4-Z4 disminuye en 1/6 unidades monetarias

y, por tanto:

c; = 2 unidades monetarias de margen

z = 52 unidades monetarias (disminuye en 6 unidades monetarias).

X; = 6 unidades fisicas (permanece inalterada la produccion del producto A).
X, = 8 unidades fisicas (permanece inalterada la produccion del producto B).

Por tanto, si C; disminuye en 1 unidad, entonces la tabla deja de ser 6ptima y se
debe volver a aplicar el método simplex, empezando por la determinacion de la
variable entrante y saliente. En el ejemplo la variable entrante sera la xs" y la

variable saliente es la x; siendo la nueva solucion éptima la siguiente:

14



2 5 0 0

X® C® X4 X; X3 X4 by
X3 0 3/2 0 1 -1/4 9
Xs 5 1/2 1 0 1/4 11

5/2 5 0 5/4 55
-1/2 0 0 - 5/4

La nueva solucion éptima obtenida nos ofrece la siguiente interpretacion:

1.-

Al disminuir el margen del producto A en una unidad y pasar a tomar el valor de
2 unidades monetarias, segun la nueva tabla resulta que la empresa, para
obtener el maximo beneficio debe producir 11 unidades del producto B y no

producir ninguna del producto A.

Segun la nueva solucion 6ptima, la variable de holgura que acompafna a la
primera restriccién del modelo inicial (xs") toma un valor de 9 unidades fisicas,
gue representa el numero de unidades del factor F; que quedan ociosas,
utilizandose todas las unidades del factor F, para producir el segundo de los
productos, tal como se demuestra si sustituimos los valores obtenidos en las

restricciones del modelo inicial:

12 restriccion del factor Fi: 2X; + 1 X + X3 =2x0+1x11+1x9=20

22 restriccion del factor Fo: 2% +4 X + X =2X0+4x11+1x0 =44

Si sustituimos los valores en la funcion objetivo, resulta que el beneficio que

obtenemos es de 55 unidades monetarias, es decir, el modelo inicial era:

Z=3X +5X +0x3 +0 X,

15



Al disminuir en una unidad el primer coeficiente, tendremos:

Z= 2X +5%+0X%x" +0x " =2x0+5x11+0x9+0x0 =55 unidades

monetarias

C) Supongamos, ahora, que c; incrementa en 8 unidades. En este caso el nuevo
valor de ese coeficiente sera de 11 unidades monetarias de margen, con lo cual
la tabla quedara de la siguiente forma:

11 5 0 0
X° c® X4 Xa X3 Xs" bi
X1 11 1 0 2/3 -1/6 6
X2 5 0 1 -1/3 1/3 8
11 5 173 - 16| 106
0 0 -173 1/6

Si el incremento del primer coeficiente es de ocho unidades, aunque el beneficio
de la empresa pasa a ser 106 unidades monetarias, el incremento que
experimenta el beneficio es de 48 unidades monetarias, el c-z; correspondiente
a la variable de holgura x;" disminuye en 16/3 vy el C-z; correspondiente a la
variable de holgura x,” aumenta en 4/3, pasando a tomar el c,-z, valor positivo,
la solucion deja de ser éptima, si bien, al no variar los valores de las variables

béasicas, la solucién sigue siendo factible.

En definitiva, si c; incrementa en 8 unidades, entonces la solucidon deja de ser
Optima y deberemos volver a aplicar el método simplex, empezando por la
determinacién de la variable entrante y la saliente. En el ejemplo la variable
entrante serd la x,” y la variable saliente la x,, siendo la nueva solucion 6ptima la

siguiente:

16



11 5 0 0
X® C® X4 X; X3 X4 by
X4 11 1 1/2 1/2 0 10
X, 0 0 3 -1 1 24
11 1172 112 0 110

0 -12  -112 0

La solucién optima obtenida nos ofrece las siguiente interpretacion:

1.-

Al aumentar el margen del producto A en 8 unidades y pasar a tomar el valor de
11 unidades monetarias, segun la nueva tabla resulta que, la empresa, para
obtener el maximo beneficio debe producir 10 unidades del producto A, y no

producir ninguna del producto B.

Segun la nueva solucion 6ptima, la variable de holgura que acompafa a la
segunda restriccién del modelo inicial (x,") toma un valor de 24, que representa
las unidades que quedan ociosas del factor F,, utilizandose todas las unidades
del factor F; para producir el primero de los productos, tal como se demuestra si

sustituimos los valores obtenidos en las restricciones del modelo inicial:

12 restriccion (Factor F1): 2 X, + X + X3 =2x10+1x0+1x0=20

22 restriccion (Factor Fo): 2 X, + 4% + X" = 2x10+4x0+1x24 =44

17



Si sustituimos los valores en la funcion objetivo, resulta que el beneficio que

obtenemos es de 110 unidades monetarias, es decir, el modelo inicial era:

Z=3X +5X% +0x;3 +0X,

Al aumentar en 8 unidades el primer coeficiente, tendremos:

Z=11X%+5%+0x" +0x,"=11x10+10x 0+ 0x0 + 0 x 24 = 110 unidades

monetarias

El mismo proceso podriamos seguir en el caso de que el coeficiente que variase fuese

el que, en la funcion objetivo acompafia a la segunda variable. Para no cansar al lector

omitimos el proceso.

2.2.- EJEMPLO DE VARIACION EXACTA DE UNO

DE LOS TERMINOS INDEPENDIENTES (b))

Siguiendo con el mismo ejemplo:

a)

Vamos a suponer que b; incrementa en una unidad y por tanto el valor de b,
pasa a ser 21 unidades fisicas de disponibilidad maxima del factor F;, aunque
como veremos al analizar la variacion no exacta de los términos independientes,

la tabla seguira siendo factible al calcular el intervalo.

Al tratarse de una variacion concreta, podemos verificarlo directamente a través
de la solucion 6ptima inicial. Para ello, tenemos que tener en cuenta, que la
solucion optima de un modelo de programacion lineal, podemos obtenerla,
también de forma matricial y precisamente si varia un término independiente
s6lo afectara a los valores de las variables béasicas pero no afectara ni a los

coeficientes técnicos (a) ni a los ¢z de la solucion Optima,

18



por tanto, tenemos que los valores de las variables bésicas pueden obtenerse

matricialmente aplicando la férmula:

en donde,

- B' son los coeficientes técnicos de las variables de holgura (caso
restricciones del tipo menor o igual) y artificiales (caso de restricciones
del tipo mayor o igual e igual) con su signo y variables excedentes (caso
de restricciones del tipo mayor o igual) con signo contrario, en todos los

casos, de la solucién 6ptima.

- b' son los valores de los términos independientes de las restricciones del

modelo inicial, pero teniendo en cuenta el nuevo valor, es decir, el

incremento o disminucion que experimenta el factor.
En el ejemplo, tenemos dos variables de holgura, por tanto, los coeficientes

técnicos, al aplicar la formula, deberemos de tomarlos con el mismo signo que

corresponde en la tabla, es decir, con su signo:

. . [2/3 -1/ 6) (21) [zo / 3) (<
X = B b = . = -
-3 1/3 44 23/3)¢xz"

y sustituyendo estos valores en la solucion 6ptima, tendremos:

3 5 0 0
X® c® X4 X; X3 X4 b
X4 3 1 0 2/3 -1/6 | 20/3
X> 5 0 1 -1/3 1/3 | 233
3 5 1/3 716 | 175/3

0 0 -1/3 -7/6
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Como vemos, la composicion de la tabla se mantiene, manteniéndose la
optimalidad, puesto que los ¢j-z; no cambian y siguen cumpliendo la condicion de
maximo, y se sigue manteniendo la factibilidad, puesto que los valores de las

variables basicas, aunque han cambiado, siguen siendo mayores que cero.

Segun la nueva tabla obtenida, la empresa si aumenta en una unidad la
disponibilidad del factor F;, puede pasar a producir 20/3 de unidades fisicas del
producto A frente a las 6 que inicialmente producia, por tanto puede
incrementarse su produccion en 2/3 de unidades fisicas; y en cuanto al producto
B puede pasar a producir 23/3 frente a las 8 unidades fisicas de la soluciéon
optima inicial, produciéndose en este ultimo caso una disminucion de 1/3 de

unidades fisicas.

Sustituyendo los datos en el modelo inicial, teniendo en cuenta que el valor del
primer término independiente pasa a ser 21 unidades fisicas de disponibilidad

maxima, tendremos:

Max. z=3x +5% +0Xx;s" +0 X" =3x20/3+5x23/3+0x0+0x0=175/3
unidades monetarias

12 restriccién (Factor Fy): 2 X3 + X, + X3 =2 x20/3+1x23/3+1x0=21

22 restriccion (Factor F1): 2 X, + 4 X, + X" =2x20/3+4x23/3+1x0=44
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b)

Supongamos, ahora, que b; disminuye en una unidad y por tanto el valor de b,
pasa a ser de 19 unidades fisicas de disponibilidad maxima, como veremos al
realizar el andlisis para una variacion no exacta, esta cantidad estara dentro del
intervalo que se obtenga, por lo que se seguira manteniendo la composicion de
la tabla, pero al tratarse de una variacion exacta, podemos ir directamente a la
solucion optima y hallar los nuevos valores. Para ello, deberemos de operar
como en el caso a) sabiendo que la solucién Optima de un modelo de
programaciéon lineal, podemos obtenerla, también de forma matricial y
precisamente si varia un término independiente solo afectard a los valores de las
variables basicas pero no afectara ni a los coeficientes técnicos ni a los ¢z, de
la solucion Optima, por tanto, deberemos de aplicar la misma férmula anterior, es

decir:
XiB = B_l. b'

En el ejemplo, tenemos dos variables de holgura, por tanto, los coeficientes
técnicos, al aplicar la formula, deberemos de tomarlos con el mismo signo que
corresponde en la solucion optima inicial, como en el caso anterior, es decir, con

su signo:

. . (2/3 -1/ 6) (19] [16/ 3] (¢S
x* = BLb = . = .
-3 1/3 44 25/3)¢x,”

y sustituyendo estos valores en dicha solucion éptima, tendremos:

X1
X2

2/3 -1/6 16/3
-1/3 1/3 25/3

1/3 7/6 | 173/3
-1/3 -7/6

o| Wl ©o B
o| o » O
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Vemos que, como en el caso anterior, la composicion de la tabla se mantiene,
manteniéndose la optimalidad, puesto que los cj-z; no cambian y siguen
cumpliendo la condicién de maximo, y se sigue manteniendo la factibilidad,

puesto que las variables basicas siguen siendo mayores que cero.

Segun la nueva tabla obtenida, la empresa si disminuye en una unidad la
disponibilidad de materias primas, puede pasar a producir 16/3 de unidades
fisicas del producto A frente a las 6 que inicialmente producia, por tanto
disminuye su produccién en 2/3 de unidades fisicas; y en cuanto al producto B
puede a pasar a producir 25/3 frente a las 8 unidades fisicas de la tabla inicial,
produciéndose en este Ultimo caso un incremento de 1/3 de unidades fisicas.
Sustituyendo los valores en el modelo inicial, teniendo en cuenta que el valor del
primer término pasa a ser de 19 unidades fisicas de disponibilidad maxima,

tendremos:

Max. z=3x;+ 5% +0x" +0x"=3x16/3+5x25/3+0x0+0x0=173/3
unidades monetarias

12 restriccién (Factor F1): 2 x, + 1% + X3 =2 x 16/3+1x25/3+1x0 =19

22 restriccion (Factor Fo): 2 X, + 4 X, + X" =2x 16/3+4x25/3+1x0 =44

Vamos a suponer que b; incrementa en 25 unidades y por tanto el valor de b,
pasa a ser 45 unidades fisicas de disponibilidad maxima, como veremos al
analizar las variaciones no exactas de los términos independientes, esta
cantidad no esta dentro del intervalo que vamos a obtener, por tanto la tabla
dejara de ser factible porque alguna de las variables basicas tomara un valor

negativo.

Vamos a comprobarlo analiticamente sabiendo que la variacién de dicho término

independiente es de un valor concreto, y por tanto, es exacto:
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s - glpe (2/3 —1/6) (45) B [68/3]0(1:
A V< I V< 0 A V.7 A W . § Py

La nueva solucién quedaria pues, de la siguiente manera:

3 5 0 0
X® C® X1 X, X3 X4 by
X4 3 1 0 2/3 -1/6 | 68/3
Xz 5 0 1 -1/3 13| -1/3
3 5 1/3 716 | 199/3
0 0 -1/3 - 716

Segun los nuevos datos subrayados, la composicion de la tabla no se mantiene,
ya que se incumple la condicion de no negatividad de las variables, el valor de la
variable x, es negativo, aunque se mantenga la optimalidad, puesto que los ¢;-z;
no cambian y siguen cumpliendo la condicién de maximo, por lo que la variacion
del término independiente provoca el incumplimiento de la condicién de
factibilidad, asi que lo que deberemos de aplicar es el método simplex dual para
la determinacion de la variable entrante y la saliente, que difiere del método
simplex en que la variable saliente en el simplex sirve para mantener la
factibilidad y en el simplex dual para avanzar hacia la factibilidad, y la variable
entrante en el simplex dual sirve para mantener la optimalidad de la tabla 'y en el
simplex sirve para avanzar hacia la optimalidad, por lo que el método de célculo
de una y otra variable son diferentes en ambos métodos, aunque el calculo del

elemento pivote y de las filas nuevas de la tabla, sigue siendo el mismo.
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2.2.1.- METODO SIMPLEX DUAL: Calculo de la

variable entrante vy la variable saliente

Variable saliente

La variable saliente en este método sirve para avanzar hacia la condicion de no
negatividad de las variables. Para su célculo bastara con tomar aquella variable
bésica cuyo valor sea mas negativo, en el ejemplo es la x, que toma un valor

igual a -1/3 de unidades fisicas.

Variable entrante

La variable entrante segun este método sirve para mantener la optimalidad de la
tabla. Para su célculo, deberemos de distinguir entre un problema de maximo y

un problema de minimo.

- CASO MAXIMO

Ci-2s

atj

Max , a4 < 0

- CASO MINIMO

Ci-2Zs

tj

Min , aj< 0
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En el ejemplo, al tratarse de un problema de maximo, se debe aplicar la primera de las

fébrmulas, es decir:

Ci-2s

atj

Max , atj< 0

El coeficiente técnico de la fila de la variable saliente que es negativo es -1/3 que
corresponde a la columna de la variable de holgura x;" y el valor del Crz; que

corresponde a esa columna es -1/3, por tanto,

-1/3
Max 173 = -1 (que corresponde a la xs")

Como es el unico valor que obtenemos, puesto que si hubieran mas coeficientes
técnicos negativos en dicha fila tomariamos el valor maximo, la variable entrante sera la

X3, por tanto:

Variable entrante = x5

Variable saliente = x,

A continuacion operaremos de la misma forma que en el método simplex, de manera

gue la nueva tabla optima y factible sera la siguiente:

3 5 0 0
X® C® X4 X; X3 X4 by
X4 3 1 2 0 1/2 22
X3 0 0 -3 1 -1 1
3 6 0 3/2 66

0 -1 0 - 32
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La interpretacion de esta nueva solucion seré:

1)

2)

d)

La empresa si aumenta en 25 unidades las disponibilidades del Factor Fi,
situAndose su valor en 45 unidades fisicas, podra aumentar la produccion del
producto A en 16 unidades fisicas mas que en la solucién 6ptima anterior, por
contra, deberd de dejar de producir el producto B quedando almacenada 1
unidad fisica, que es el valor que corresponde a la variable de holgura xs", ello
se puede verificar sustituyendo estos valores en las restricciones iniciales, una

vez convertidas las desigualdades en igualdades:

12 restriccion (Factor F1):2 X, +Xo + X3 =2x22+1x0+1x1=45

22 restriccion (Factor Fo):2 X, + 4%, + X, =2x22+4x0+1x0=44

Si sustituimos los valores en la funcion objetivo, resulta que el beneficio que

obtenemos es de 66 unidades monetarias, es decir:

Funcién objetivo: Max. z=3x; +5 X, +0 X" +0 X, =3x22+5x0+0x1+0x
0=66um.

Vamos a suponer que b; disminuye en 10 unidades y por tanto el valor de b,
pasa a ser de 10 unidades fisicas de disponibilidad maxima, como veremos al
analizar las variaciones no exactas de los términos independientes, esta
cantidad, tampoco estara dentro del intervalo que vamos a obtener, por tanto la
tabla dejara de ser factible porque alguna de las variables basicas tomara un
valor negativo. Vamos a comprobarlo analiticamente sabiendo que la variacion
de dicho término independiente es de un valor en concreto, y por tanto, es

exacto.

. . (2/3 -1/ 6) (10] (—2 / 3} e)

x* = B'.b'= . = :
~1/3  1/3 44 3413)¢x,"
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La nueva solucién quedaria, pues, de la siguiente manera:

3 5 0 0
X® C® X1 X, X3 X4 by
X4 3 1 0 2/3 -1/6 | - 23
Xz 5 0 1 -1/3 1/3 | 34/3
3 5 1/3 716 | 164/3

0 0 -1/3 - 716

Al igual que en el caso anterior, la composicion de la tabla tampoco se mantiene,
ya que se incumple la condicion de no negatividad de las variables, el valor de la
variable x; es negativo, aunque se mantenga la optimalidad puesto que los ¢;-z;
no cambian y siguen cumpliendo la condicion de maximo, por lo que deberiamos
de aplicar el método simplex dual para la determinacion de la variable entrante y

la saliente que, como sabemos difiere del método simplex.

Variable saliente

De acuerdo con el procedimiento visto en el punto anterior, la variable saliente

es lax; que toma un valor igual a -2/3 de unidades fisicas.

Variable entrante

La variable entrante segun este método, al tratarse de un problema de méaximo,

deberemos de aplicar la siguiente formula:
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- CASO MAXIMO

Ci-2s

atj

Max , atj< 0

El coeficiente técnico de la fila de la variable saliente que es negativo es -1/6 que
corresponde a la columna de la variable de holgura x," y el valor del Crz; que

corresponde a esa columna es -7/6, por tanto,

716
Max /s = -7 (que corresponde a la x4

Como es el unico valor que obtenemos, puesto que si hubieran mas coeficientes
técnicos negativos en dicha fila tomariamos el valor maximo, la variable entrante sera la

X4, por tanto:

Variable entrante = x,"

Variable saliente = x;

A continuacion operaremos de la misma forma que en el método simplex, de manera

gue la nueva tabla 6ptima y factible sera la siguiente:

3 5 0 0
xB o X, X5 X3 X4 b;
X, 0 -6 0 -4 1 4
Xo 5 2 1 1 0 10
10 5 5 0 50

-7 0 -5 0
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La interpretacion de esta nueva solucion sera:

1)

2)

La empresa si disminuye en 10 unidades las disponibilidades del factor Fi,
situdndose su valor en 10 unidades fisicas, podra aumentar la produccion del
producto x, en 2 unidades fisicas mas que en la solucion 6ptima anterior, por
contra, debera de dejar de producir el producto A quedando almacenadas 4
unidades fisicas, que es el valor que corresponde a la variable de holgura x,",
ello se puede verificar sustituyendo estos valores en las restricciones iniciales,

una vez convertidas las desigualdades en igualdades:

12 restriccién (Factor F1):2 X, + X + X" =2x0+1x10+1x0=10

22 restriccion (Factor F2):2 x; + 4%, + X =2x0+4x10+1x4 =44

Si sustituimos los valores en la funcion objetivo, resulta que el beneficio que

obtenemos es de 50 unidades monetarias, es decir:

Funcién objetivo: Max. z=3x; +5 X, +0 X3 +0x, =3x0+5x10+0x0+0x

4 =50 u.m.

29



3.- ANALISIS DE SENSIBILIDAD PARA LOS
COEFICIENTES DE LA FUNCION OBJETIVO
(VARIACION NO EXACTA DE LOS C;)

A continuacion realizaremos el andlisis de una variacién no exacta de un coeficiente de
la funcion objetivo, es decir, que el coeficiente no toma un valor concreto, sabemos que
puede variar pero no se sabe exactamente la cantidad para que se siga manteniendo la

composicion de la tabla.

Como los ¢; se utilizan para calcular los cj-z; puede ocurrir que la tabla deje de ser
optima, no obstante, la tabla seguira siendo factible puesto que no afectara, este
analisis, a ningun valor que afecte a la condicion de no negatividad de las variables.
Antes de comprobarlo a través del ejemplo, vamos a distinguir entre los ¢i-secundarios

y los c-basicos.

Los ci-secundarios son los coeficientes que acompafian a las variables que no son

béasicas, y que, por tanto, toman un valor igual a cero, esto quiere decir que la empresa
no producira nada de ese producto y por tanto esa variable no contribuird a la

obtencion del beneficio maximo o a la minimizacion del coste.

Los ¢i-basicos son los coeficientes que acompafian a las variables que son basicas y

gue por tanto aparecen en la solucion optima y toman un valor distinto de cero, esto es,
gue la empresa debe producir una cantidad determinada de ese producto y por tanto

contribuira a la obtencion del beneficio maximo o a la minimizacion del coste.
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Variacion de algun ci-secundarios

Si varia un ¢j-secundario, es decir, uno de los coeficientes de las variables cuyo
valor en la tabla 6ptima es igual a cero, o dicho de otra forma, cuyos c;-z; son
distintos de cero, entonces para obtener el intervalo deberemos de distinguir lo
que ocurre si se trata de maximizar o de minimizar la funcion objetivo.
- Caso Maximo

- < AC]'S < - (Cj-Zj)
- Caso Minimo

- (Cj-Zj) < AC]'S < + o

Variacion de algun ci-basicos

Si varia un ci-basico, es decir, uno 0 mas coeficientes de alguna variable basica
gue toma un valor distinto de cero en la tabla optima, o dicho de otra forma,
Cuyos Cj-z; son iguales a cero, entonces para obtener el intervalo dentro del cual
la composicion de la tabla optima se mantiene depende, al igual que en el caso

anterior, de si se trata de maximizar o minimizar la funcion objetivo.
- Caso de maximo

) Ci-2Zs 5 ; Ci-Z
Max \———( < AC; < Min -
|aij| |aij|

siendo a; >0 siendo a; < O
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- Caso de minimo

IA

7
Max {—C’ ’} < ACP
£y

; {CJ - ZJ}
Min {\ ———
i

siendo a;< 0 siendo a; > 0

En todos los casos anteriores si la variacion que experimenta el coeficiente se sale
fuera de dichos intervalos, quiere decir, que la tabla deja de ser 6ptima y, por tanto, la
composicion de la tabla cambia porque algun c;-z; tomara valor positivo (en caso de

gue el objetivo sea maximizar la funcion) o bien tomara un valor negativo (en caso de
gue el objetivo sea minimizar la funcidn), en estos casos, se debe volver a aplicar el
criterio de la variable entrante y variable saliente del método simplex con el objeto de
llegar a una nueva solucion ¢ptima que hara que las variables que en la tabla éptima
inicial eran basicas ahora al obtener una nueva tabla nos dara como basicas otras
variables. No obstante, ambas tablas seguiran siendo factibles puesto que la variacion
de los coeficientes de la funcion objetivo no afecta a la condicion de no negatividad

(factibilidad).
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3.1.- EJEMPLO DE VARIACION NO EXACTA DE
UNO DE LOS COEFICIENTES DE LA
FUNCION OBJETIVO

Siguiendo con el ejemplo inicial, vamos a suponer que el ¢, varia, es decir, que el
coeficiente, correspondiente a la primera variable que, en el ejemplo, representa el
margen de beneficios que se obtiene al producir cada unidad de A se modifica;

entonces deberemos de ver lo que sucede en la tabla 6ptima.

Deberemos de calcular el intervalo dentro del cual se mantiene la composicion de la

tabla:

Al tratarse de un coeficiente, que acompafia a una de las variables basicas, la x;, y de

un problema de maximo, deberemos de utilizar la siguiente formula:

) Ci-2Z B ) Ci-Z
Max \———( < AC; < Min -
|aij| |aij|

siendo a; >0 siendo a; < O

Para aplicar la férmula del intervalo en el ejemplo, tendremos que fijarnos, primero, en
la fila de la tabla 6ptima correspondiente a la variable que acomparia al coeficiente que
se modifica, en el ejemplo sera la primera fila que corresponde a la primera de las
variables, es decir, a la x; y después deberemos de fijarnos en la fila de los ¢z, y de

esta Ultima deberemos de ver los ¢-z; que son distintos de cero.
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EXTREMO INFERIOR

Segun la féormula, en el denominador del extremo inferior del intervalo deberemos de
tomar los a; que sean mayores que cero y lo consideraremos en valor absoluto, en el
ejemplo es 1y 2/3 (ver pag.11), (no tendremos en cuenta el 1 porque es el punto de
interseccién de la variable x; consigo misma), por tanto sera 2/3 y luego colocaremos el
valor del ¢;i-z; correspondiente a esa columna en el numerador con el signo mas delante

gue, en el ejemplo, es -1/3, es decir:
Méx {M} = Méx {ﬂ} = -1
ai 273
siendoa; > 0
El extremo inferior del intervalo es de -1/2 unidad monetaria.

Si hubieran otros coeficientes técnicos y otros cj-z; mayores que cero, entonces

deberemos de tomar, como extremo inferior, el cociente que nos diera el valor maximo.

EXTREMO SUPERIOR

Segun la formula, en el denominador del extremo superior del intervalo deberemos de
tomar las a; que sean menores que cero de la misma fila que el anterior y lo
consideraremos en valor absoluto, en el ejemplo es -1/6, y luego colocaremos el valor

del ¢-z; correspondiente a esa columna que es -7/6 en el numerador, es decir:

Min {Cj'Zj} = Min {ﬂ} - 7
i [1/6]

siendoa; < 0

El extremo superior del intervalo es de 7 unidades monetarias.
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Si hubieran otros coeficientes técnicos y otros cj-z; mayores que cero, entonces
deberemos de tomar, como extremo superior, el resultado del cociente que nos diera un

valor minimo.

Por tanto, el intervalo dentro del cual se mantiene la composicién de la tabla vendra
comprendido entre la variacion -1/2 y 7, quiere esto decir que el coeficiente que
acompafia a la primera variable no podra sufrir una disminucion superior a 1/2 unidad
monetaria de margen ni un incremento superior a 7 unidades monetarias, en caso
contrario la tabla seguiria siendo factible pero dejaria de ser Optima porque algun c;-z;
podria tomar valor negativo afectando a la optimalidad de la tabla. Si fuera este el caso,
entonces deberiamos de volver a aplicar el método simplex aplicando el criterio de la
variable entrante y saliente para obtener una nueva solucién éptima cuyas variables
basicas podrian llegar a ser distintas y con distinto valor. El intervalo, pues, en el

ejemplo, es:
172 < Ac; < 7

y si en el modelo inicial el valor de ese coeficiente era de 3 unidades monetarias, al

sumarle el incremento y restarle la disminucion obtenida en el intervalo, nos daria:

5/2 < Cy

IA

10

es decir, que el margen de beneficios del producto A sélo puede tomar valores entre

5/2 y 10 para que se siga manteniendo la composicién de la tabla éptima.

Si el incremento o disminucidén hace que el coeficiente tome un valor fuera de ese
intervalo, la tabla 6ptima dejara de serlo ya que algun ¢;-z; tomara un valor que incumple
la optimalidad, en ese caso deberemos de volver a aplicar el método simplex
calculando la variable entrante y la saliente y hallando los nuevos valores de las

nuevas variables béasicas, es decir, llegando a una nueva tabla éptima.
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4.- ANALISIS DE SENSIBILIDAD PARA LOS
TERMINOS INDEPENDIENTES DE LAS
RESTRICCIONES EN EL MODELO INICIAL
(VARIACION NO EXACTA DE LOS b))

A continuacion realizaremos el andlisis de una variacion no exacta de uno de los
términos independientes de una restriccion inicial, por tanto, sabemos que puede variar
pero no sabemos exactamente la cantidad para que se siga manteniendo la

composicion de la tabla.

Como los términos independientes se utilizan para obtener en la tabla del simplex los
valores de las variables basicas, que representan la cantidad que la empresa debe
producir de cada uno de los productos, puede ser que alguna variable basica tome
valor negativo afectando a la condicion de no negatividad de las variables (factibilidad)
y, sabemos, que las variables no pueden ser negativas puesto que la empresa, como
minimo, no producira ninguna cantidad de un determinado producto, es decir producira
cero unidades, pero no podra producir un nimero negativo de unidades de un
producto, por tanto, para obtener el intervalo dentro del cual la tabla siga siendo optima,
aunque puede dejar de ser factible, en primer lugar, deberemos de ver la restriccion a
la cual corresponde ese término independiente que se ha modificado y, por tanto, si
corresponde a una restriccion del tipo mayor-igual, menor-igual, o igual, porque la
forma de obtener el intervalo sera diferente. No deberemos de distinguir entre caso de
maximo y minimo puesto que no afectara la variacion del término independiente a la

optimalidad, si en cambio puede afectar a la condicion de no negatividad (factibilidad).

36



a) Variacién de un b; correspondiente a una restriccion del tipo menor-igual e igual

; bi ] bi
Max T < Ab; < Min T
|ai,n + r| |a.', n+ r|

siendo ajn >0 siendo ajn <0

b) Variacion de un b; correspondiente a una restriccion del tipo mayor-igual

, bi ) bi
Max S TE— < Ab; < Min 7
|ai,n + r| |a.', n+ r|

siendo ajn <0 siendo a;j >0

Si la variacion del término independiente se sale del intervalo correspondiente entonces
el valor que tomard la variable basica sera negativo por lo que incumplira la condicion
de no negatividad, en este caso, deberemos de aplicar el método simplex dual para la
determinacion de la variable entrante y la variable saliente. Dicho método, ya sabemos
gue, difiere con respecto al método simplex puesto que en el simplex dual la variable
saliente se determina para avanzar hacia la factibilidad y la variable entrante para
mantener la optimalidad, en cambio en el simplex, la variable entrante se determina
para avanzar hacia la optimalidad y la variable saliente para mantener la factibilidad,
por lo que la forma de calcular las variables entrante y saliente en uno y otro método

son distintos.
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4.1.- EJEMPLO DE VARIACION NO EXACTA DE
UNO DE LOS TERMINOS INDEPENDIENTES
DE LAS RESTRICCIONES INICIALES DEL
MODELO

Siguiendo, también, con el ejemplo inicial, supongamos que b; varia, es decir, que el
término independiente de la primera restriccion se modifica, en el ejemplo, representa
las disponibilidades méaximas del factor F;, que son de 20 unidades fisicas en el modelo

inicial, entonces deberemos de ver lo que sucede con dicha tabla.

Deberemos de calcular el intervalo dentro del cual se mantiene la composicion de la

tabla:

Al tratarse de un término independiente que se encuentra en una restriccion del tipo

menor o igual deberemos de aplicar el siguiente intervalo:

) bi ) bi
Max S — < Ab; < Min 7
|ai,n + r| |a.', n+ r|

siendo ajn« >0 siendo ajn <0

Para aplicar la formula del intervalo, en el ejemplo, deberemos de fijarnos, en primer
lugar, en los coeficientes técnicos, de la solucion 6ptima, de la columna
correspondiente a la variable de holgura afadida en esa restriccion, que es la variable
X3 . Dichos coeficientes son: 2/3 y -1/3 (ver pag.11). Después nos fijaremos en los

valores de las variables basicas que son, en el ejemplo, 6y 8.
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EXTREMO INFERIOR

Para obtener el extremo inferior del intervalo deberemos de empezar por el
denominador, tomando el valor del coeficiente técnico que sea mayor que cero y que,
en el ejemplo, son 2/3, siempre en valor absoluto, luego nos fijaremos en el valor de la
variable bésica de la fila correspondiente a ese coeficiente, que es 6. Como se trata del

extremo inferior deberemos de anteponer al cociente el signo menos:
o {0} e {6 g
|ai, n+ r| - |2 / 3| B
siendo @i >0
El extremo inferior de dicho intervalo es de -9 unidades fisicas

EXTREMO SUPERIOR

Para obtener el extremo superior del intervalo, deberemos de fijarnos en el coeficiente
técnico menor que cero que, en el ejemplo, es -1/3, pero, como siempre, lo tomaremos
en valor absoluto, después deberemos ver el valor de la variable basica a la cual
corresponde la fila de ese coeficiente y que es 8. Al tratarse del extremo superior

deberemos de anteponer al cociente el signo mas:

Min {L} = Min {i} = 24
|a|',n+r| |1/3|

siendo ajn« <0

Como extremo superior nos da 24 unidades fisicas
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Por tanto las disponibilidades méximas del factor F; podran sufrir un incremento o
disminucion entre -9 y 24 unidades fisicas, como maximo, para que se siga

manteniendo la composicion de la solucion 6ptima, es decir,
-9 < Abg < 24
lo cual significa que el valor del primer término independiente no podra ser inferior a 11

unidades ni mayor que 44 unidades fisicas para que las variables basicas no cambien y

por tanto se siga manteniendo la composicion de la tabla, es decir:

IA

11 < by 44
En caso de que la variacion del término independiente se salga fuera del intervalo,
aunque no afectara, en principio, a la optimalidad de la tabla, ésta dejara de ser factible
afectando a la condicién de no negatividad de las variables, por lo que deberemos de

aplicar el método simplex dual como hemos visto en las variaciones exactas.
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